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《中 国 大 百科 全 书 》 是 我 国 第 一 部 大 型 综合 性 百科 全 书 。 

中 国 自古 以 来 就 有 编辑 类 书 的 传统 。 两 千年 来 曾经 出 版 过 四 百 多 种 大 小 类 
书 。 这 些 类 书 是 我 国文 化 遗产 的 宝库 ， 它们 以 分 门 别 类 的 方式 , 收集 、 整 理 和 保存 
了 我 国 历代 科学 文化 典籍 中 的 重要 资料 。 获 旱 的 类 书 有 些 已 经 散 佚 ， 但 流传 或 部 
分 流传 至 今 的 也 为 数 不 少 ， 这 些 书 受 到 中 国 和 世界 学 者 的 珍视 。 各 种 类 书 体制 不 
一 ， 多 少 接近 百科 全 书 类 型 ,但 不 是 现代 意义 的 百科 全 书 。 

十 八 世纪 中 叶 ， 正 当中 国 编 修 庞大 的 《四 库 全 书 》 的 时 候 , 西 欧 法 、 德 , 英 、 意 等 
国 先后 编辑 出 版 了 现代 型 的 百科 全 书 。 以 后 美 、 俄 、 日 等 国 也 相继 出 版 了 这 种 书 。 


现代 型 的 百科 全 书 扼要 地 概述 人 类 过 去 的 知识 和 历史 ， 并 且 着 重地 反映 当代 科学 | 


文化 的 最 新 成 就 。 二 百 多 年 来 ， 各 国 编辑 百科 全 书 积累 了 丰富 的 经 验 ， 在 知识 分 
类 ,编辑 方式 、 图 片 配备 ,检索 系统 等 方面 日 益 完备 和 科学 化 。 今 天 ,百科 全 书 已 经 
在 人 类 文化 活动 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 各 种 类 型 的 和 专科 的 百科 全 书 几 平泉 生 
典 那样 ,成 为 人 们 日 常生 活 的 必需 品 。 

一 向 有 编辑 类 书 传统 的 中 国 知识 界 ， 也 早已 把 编辑 现代 型 的 百科 全 书 作为 自 
已 努 力 的 目标 。 本 世纪 初叶 就 曾 有 人 试 出 过 几 种 小 型 的 实用 百科 全 书 ， 包 括 近似 
百科 型 的 辞书 《辞海 》。 但 是 ,这 些 书 都 没有 达到 现代 百科 全 书 的 要 求 。 


中 华人 民 共和 国 成 立 之 初 ,当时 的 出 版 总 署 曾 考虑 出 版 中 国 百科 全 书 , 稍 后 拟 | 


定 的 科学 文化 发 展 十 二 年 规划 也 曾 把 编辑 出 版 百科 全 书 列 入 规划 ,1958 年 又 提出 
开展 这 项 工作 的 计划 ,但 都 未 能 实现 。 

直到 1978 年 ,国务院 才 决 定编 辑 出 版 《中 国 大 百科 全 书 》, 并 成 立 中 国 大 百科 
全 书 出 版 社 ,负责 此 项 工作 。 

因为 这 是 中 国 第 一 部 百科 全 书 ,编辑 工作 的 困难 是 可 想 而 知 的 。 但 是 ,由 于 读 
书 界 的 迫切 要 求 ,不 能 等 待 各 门 学 科 的 资料 搜集 得 比较 齐全 之 后 再 行 编辑 出 版 ;也 
不 能 等 待 各 学 科 的 全 部 条 目 编写 完成 之 后 ， 按 照 条 目的 汉语 拼音 字母 顺序 ， 混 合 


编 成 全 书 ， 只 能 按 门类 分 别 遵 请 全 国 专 家 、 学 者 分 头 编写 , 按 学 科 分 类 分 卷 出 版 , 即 | 
编 成 一 个 学 科 ( 一 卷 或 数 卷 ) 就 出 版 一 个 学 科 的 分 卷 ， 使 全 书 陆续 问世 。 这 不 可 避 | 


免 地 要 带 来 许多 缺点 ， 但 是 在 目前 情况 下 不 得 不 采取 这 种 做 法 。 我 们 准备 在 出 第 
二 版 时 ,再 按 现在 各 国 编辑 百科 全 书 一 般 通行 的 做 法 ， 全书 的 条 目 不 按 学 科 分 类 ， 


而 按 字母 顺序 排列 ， 使 读者 更 加 便于 寻 检 查阅 。《 中 国 大 百科 全 书 》 第 一 版 按 学 科 
分 类 分 卷 , 每 一 学 科 的 条 目 还 是 按 字 母 上 顺序 排列 ,同时 附加 汉字 笔画 索引 和 其 他 几 
种 索引 ,以 便 查 阅 。 

《中 国 大 百科 全 书 》 的 内 容 包括 哲学 、 社 会 科学 、 文 学 艺术 、 文 化 教育 、 自 然 科 
学 ,工程 技术 等 各 个 学 科 和 和 领域。 初步 拟定 ,全 书 总 卷 数 为 80 卷 ,每 卷 约 120 一 150 
万 字 ( 包 括 插图 、 索 引 )。 计 划 用 十 年 左右 时 间 出 齐 。 全 书 第 一 版 的 卷 数 和 字数 都 
将 超过 现在 外 国 一 般 综 合 性 百科 全 书 ， 但 与 一 些 外 国 百科 全 书 最 初版 本 的 篇 幅 不 
相 上 下 。 我 们 准备 在 第 二 版 加 以 调整 各 压缩。 

《中 国 大 百科 全 书 》 按 学 科 分 卷 出 版 ,不 列 卷 次 ， 每 卷 只 标 出 学 科 名 称 ， 如 《 哲 
学 》、《 法 学 》、《 力 学 》、《 数 学 》、《 物 理学 》、《 化 学 》、《 天 文学 》 等 等 。 

全 书 各 学 科 的 内 容 按 各 该 学 科 的 体系 、 层 次 ,以 条 目的 形式 编写 ,计划 收 条 目 
10 万 个 左右 。 各 学 科 所 收 条 目 比 较 详 尽 地 叙述 和 介绍 各 该 学 科 的 基本 知识 ， 适 于 
高 中 以 上 、 相 当 于 大 学 文化 程度 的 广大 读者 使 用 。 这 种 百科 性 的 参考 工具 书 ,可 供 
读者 作为 进入 各 学 科 并 向 其 深度 和 广度 前 进 的 桥梁 和 阶梯 。 

中 国 大 百科 全 书 出 版 社 , 除 编辑 出 版 《中国 大 百科 全 书 》 之 外 ,还 准备 编辑 出 版 
综合 性 的 中 、 小 型 百科 全 书 和 百科 辞典 ,与 专业 单位 共同 编辑 出 版 各 种 专业 性 的 百 
科 全 书 , 以 适应 不 同 读者 的 需要 。 

《中 国 大 百科 全 书 》 的 编辑 工作 是 在 全 国 各 学 科 、 各 领域 .各 部 门 的 专家 、 学 者 、 
教授 和 研究 人 员 的 积极 参加 下 进行 的 ,并 得 到 国家 各 有 关 部 门 、 全 国 科 学 文化 研究 
机 关 、 学术 团体 、 大 专 院 校 , 以 及 出 版 单位 的 大 力 支持 。 这 是 全 书 编辑 工作 能 够 在 
困难 条 件 下 进行 的 有 力 保证 。 在 此 说 向 大 家 表示 诚 垄 的 感谢 ， 并 衷心 希望 广大 读 
者 提出 批评 意见 ,使 本 书 在 出 第 二 版 的 时 候 能 有 所 改进 。 


《中 国 大 百科 全 书 》 编 辑 部 
1980 年 9 月 6 日 


wa 


凡 例 


一 、 编 排 


1 本 书 下 学 科 ( 知 识 门类 ) 分 类 分 卷 出 版 。 一 学 科 辑 成 一 卷 或 数 卷 ， 或 几 个 学 科 合 为 一 
卷 。 

2 本 书 条 目 按 条 目标 题 的 汉语 拼音 字母 顺序 并 辅 以 汉字 笔画 ,起 笔 笔 形 顺 序 排列 。 同 音 
时 按 汉 字 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 ， 笔 画 数 相同 的 按 起 笔 笔 形 一 ( 横 )、1 ( 坚 )、/ ( 搬 )、、 
(点 )、 一 ( 折 ， 包括 1 卫 L < 等) 的 顺序 排列 。 第 一 字 相同 时 , 按 第 二 字 , 作 类推。 条目 标题 以 拉 
丁字 母 开 头 的 , 排 在 汉语 拼音 相应 字母 部 的 开头 部 分 ;条 目标 题 以 希腊 字母 开头 的 ， 按 希腊 字 
母 的 习惯 发 音 ， 分 别 排 在 汉语 拼音 字母 部 的 相应 位 置 。 

3. 各 学 科 卷 在 条 目 分 类 目录 之 前 一 般 都 有 一 篇 介绍 本 学 科 内 容 的 概观 性 文章 。 

4 各 学 科 卷 均 列 有 本 学 科 全 部 条 目的 分 类 目录 ,以 便 读者 了 解 本 学 科 的 全 貌 。 分 类 目录 
还 反映 出 条 目的 层次 关系 ,例如 ， 
"211 
:721 
“289 
，92 
"802 

5、 学 科 (知识 门类 ) 与 学 科 之 间 相 互 交叉 的 知识 主题 在 有 关 学 科 卷 中 均 设 有 条 目 ， 例 如 
“计算 流体 力学 ”"、“I. 牛顿 ?在 6 数学》 卷 和 《力学 》 卷 均 设 有 条 目 ， 但 释文 内 容 分 别 按 各 该 学 科 
的 要 求 有 所 侧重 。 


二 、 条 目标 题 
6， 条 目标 题 多 数 是 一 个 词 , 例 如 "曲面 "“ 群 ”一 部 分 是 词组 ,例如 "概率 论 中 的 收敛 ”。 


suanfa 


7. 条 目标 是 上方 加 注 汉语 拼音 ,多 数 条 目标 题 附 有 对 应 的 外 文 ,例如 算法 (algorithm)。 
无 通用 译名 的 纯 属 中 国内 容 的 条 目标 题 , 例 如 “《 九 章 算术 )”、 增 乘 开 方法 ”, 一 般 不 附 外 文 各 。 


三 .释文 


8. 本 书 条 目的 释文 力求 使 用 规范 化 的 现代 汉语 。 条 目 释文 开始 一 般 不 重复 条 目标 题 。 

9 较 长 条 目 设置 释文 内 标题 。 标 题 层 次 较 多 的 条 目 , 在 释文 前 列 有 本 条 释文 内 标题 的 目 
录 。 

10. 一 个 条 目的 内 容 涉及 其 他 条 目 并 需 由 其 他 条 目的 释文 补充 的 ,采用 “参见 ”的 方式 。 所 
参见 的 条 目标 题 在 本 条 释文 中 出 现 的 ， 用 楷体 字 排 印 ,例如 “微分 作为 函数 的 一 种 运算 是 与 求 


¥¥ 


导数 的 运算 一 致 的 "。 所 参见 的 条 目标 题 未 在 本 条 释文 中 出 现 的 , 另 用 括号 加 “ 见 ? 字 标 出 ， 例 
如 “ 它 的 证 明 需 要 利用 绍 德尔 不 动 点 定理 ( 见 不 动 点 理论 )”。 

11. 条 目 释文 中 出 现 的 外 国人 和 名、 地名, 一般 不 附 原文 。 外 国人 名 和 著作 和 名 一 般 在 “内 容 
索引 "中 注 出 原文 。 释 文中 的 外 国人 名 , 在 姓 的 前 面 加 上 外 文 名 字 的 缩写 , 即 名 字 的 第 一 个 字 
母 ， 例 如 I. 牛顿 ,LL. 欧 拉 。 

四 、 插 图 
12. 本 书 在 条 目 释文 中 配 有 必要 的 插图 。 
13. 彩 色 图 汇编 成 插页 ,并 在 有 关 条 目 释文 中 注 明 “( 参 见 彩 图 插页 第 x x 页 )”。 
五 、 参 考 书目 
14. 在 重要 条 目的 释文 后 附 有 参考 书目 , 供 读者 选读 。 
六 、 索 引 
15， 本 书 各 学 科 ( 知 识 门类 ) 卷 均 附 有 全 部 条 目的 汉字 笔画 索引 、 外 文 索引 和 内 容 索 引 。 
七 .其 他 


16。 本 书 所 用 科学 技术 名 词 以 各 学 科 有 关 部 门 审定 的 为 准 ,未 经 审定 和 尚未 统一 的 ,从 习 
惯 。 地 名 以 中 国 地 名 委员 会 审定 的 为 准 ,常见 的 别 译名 必要 时 加 括号 注 出 。 

17， 本 书 字体 除 必须 用 繁体 字 的 以 外 ， 一 律 用 1986 年 10 月 国家 语言 文字 工作 委员 会 公 
布 的 《简化 字 总 表 》 所 列 的 简化 字 。 

18。 本 书记 用 数字 , 除 习 惯用 汉字 表示 的 以 外 ,一 般 用 阿拉 伯 数 字 。 


数 学 
吴 文俊 

数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 ， 简 单 地 说 ， 是 研究 数 和 形 的 科学 。 

由 于 生活 和 劳动 上 的 需求 ,即使 是 最 原始 的 民族 ， 也 知道 简单 的 计数 ,并 由 用 手指 或 实物 
计数 发 展 到 用 数字 计数 。 在 中 国 ， 至 迟 在 商 代 ， 即 已 出 现 用 十 进 制 数字 表示 大 数 的 方法 ;又 
至 迟 至 秦汉 之 际 , 即 已 出 现 完满 的 十 进位 值 制 。 在 成 书 不 迟 于 1 世纪 的 《 九 章 算 术 》 中 ,已 载 有 
只 有 位 值 制 才 有 可 能 的 开平 ,立方 的 计算 法 则 ,并 载 有 分 数 的 各 种 运算 以 及 解 线 性 联 立 方程 组 
的 方法 ,还 引入 了 负数 概念 。 刘 微 在 他 注解 的 ( 九 章 算术 》( 3 世纪 ) 中 ， 还 提出 过 用 十 进 小 数 表 
示 无 理 数 平方 根 的 奇 零 部 分 ， 但 直至 唐 宋 时 期 (欧洲 则 在 16 世纪 S. 斯 蒂 文 以 后 ) 十 进 小 数 才 
获 通 用 。 在 这 本 著作 中 , 刘 微 又 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 周 长 逼 近 圆周 长 ,成 为 后 世 求 圆周 率 更 精 
确 值 的 一 般 方法 。 虽 然 中 国 从 来 没有 过 无 理 数 或 实数 的 一 般 概 念 ， 但 在 实质 上 , 那 时 中 国 已 完 
成 了 实数 系统 的 一 切 运算 法 则 与 方法 , 这 不 仅 在 应 用 上 不 可 缺 , 也 为 数学 初期 教育 所 不 可 少 。 
至 于 继承 了 巴比伦 ,埃及 ,希腊 文化 的 欧洲 地 区 ， 则 偏重 于 数 的 性 质 及 这 些 性 质 间 的 逻辑 关系 
的 研究 。 早 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 , 即 有 素数 的 概念 和 素数 个 数 无 穷 及 整数 唯一 分 解 等 论 
断 。 古 希腊 发 现 了 有 非 分 数 的 数 , 即 现 称 的 无 理 数 。16 世纪 以 来 ， 由 于 解 高 次 方程 又 出 现 了 复 
数 。 在 近代 , 数 的 概念 更 进一步 抽象 化 并 依据 数 的 不 同 运算 规律 而 对 一 般 的 数 系 统 进行 独立 的 
理论 探讨 ,形成 数学 中 的 若干 不 同 分 支 。 

开平 方 和 开 立 方 是 解 最 简单 的 高 次 方程 。 在 《 九 章 算术 中， 已 出 现 解 某 种 特殊 形式 的 二 
次 方程 ,发 展 至 宋 元 时 代 , 引 进 了 “天 元 ”( 即 未 知 数 ) 的 明确 观念 ， 出 现 了 求 高 次 方程 数值 解 与 
求 多 至 四 个 未 知 数 的 高 次 代数 联 立 方程 组 的 解 的 方法 ， 通 称 为 天 元 术 与 四 元 术 。 与 之 相伴 出 
现 的 多 项 式 的 表达 ,运算 法 则 以 及 消去 方法 , 已 接近 于 近世 的 代数 学 。 在 中 国 以 外 , 9 世纪 阿 
拉 伯 的 花 拉 子 米 的 著作 阐述 了 二 次 方程 的 解法 ,通常 被 视 为 代数 学 的 鼻祖 ,其 解法 实质 上 与 中 
国 古代 依赖 于 切 制 术 的 几何 方法 具有 同一 风格 。 中 国 古 代数 学 致力 于 方程 的 具体 求解 ， 而 导 
源 于 古 希腊 、 埃 及 传统 的 欧洲 数学 则 不 同 ， 一 般 致 力 于 探究 方程 解 的 性 质 。16 世 纪 时 , F. 书 
达 以 文字 代替 方程 系数 ,引入 了 代数 的 符号 演算 。 对 代数 方程 解 的 性 质 的 探讨 , 则 从 线性 方程 
组 导致 行列 式 ,和 矩阵、 线性 空间 、 线 性 变换 等 概念 与 理论 的 出 现 ; 从 代数 方程 导致 复数 .对称 函 
数 等 概念 的 引入 以 至 伽 罗 瓦 理论 与 群 论 的 创立 。 而 近代 极为 活跃 的 代数 几何 , 则 无 非 是 高 次 联 
立 代数 方程 组 解 所 构成 的 集体 的 理论 研究 。 

形 的 研究 属于 几何 学 的 范畴 。 古 代 民族 都 具有 形 的 简单 概念 而 往往 以 图 画 来 表示 ， 形 之 
成 为 数学 对 象 是 由 工具 的 制作 与 测量 的 要 求 所 促成 。 规 矩 以 作 圆 方 ， 中 国 古 代 夏 融 治水 时 即 
已 有 规矩 , 准 、 绳 等 测量 工具 。《 墨 经 》 中 对 一 系列 的 几何 概念 ,有 抽象 概括 ， 作 出 了 科学 的 定 
义 。《 周 骨 算 经 》 与 刘 徽 《海岛 算 经 》 给 出 了 用 矩 观 天 测 地 的 一 般 方法 与 具体 公式 。 在 《 九 章 算 
术 》 及 刘 徽 注解 的 《 九 章 算术 》 中 ，, 除 匀 股 理论 外 , 还 提出 了 若干 一 般 原理 以 解 多 种 问题 。 例 如 
出 入 相 补 原理 以 求 任意 多 边 形 面 积 ， 阳 马 整 锋 的 二 比 一 原理 ( 刘 微 原理) 以 求 多 面体 的 体积 ; 
5 世纪 祖 虎 提出 “ 香 势 既 同 则 积 不 容 异 "的 原理 以 求 曲 形体 积 特别 是 球 的 体积 还 有 以 内 接 正 
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多 边 形 有 逼 近 圆周 长 的 极限 方法 ( 割 圆 术 )。 但 自 五 代 ( 约 10 世 纪 ) 以 后 ， 中 国 在 几何 学 方面 的 建 
树 不 多 。 中 国 几何 学 以 测量 与 面积 体积 的 量度 为 中 心 ， 古 希腊 的 传统 则 重视 形 的 性 质 与 各 种 
性 质 间 的 相互 关系 。 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 建 立 了 用 定义 、 公 理 、 定 理 、 证 明 构 成 的 演绎 体系 ， 
成 为 近代 数学 公理 化 的 楷模 ， 影 响 及 于 整个 数学 的 发 展 。 特 别 是 平行 公理 的 研究 , 导致 了 19 
世纪 非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 。 欧 洲 自 文艺 复兴 时 期 起 出 现 了 射影 几何 学 。18 世纪 , G. 蒙 日 
应 用 分 析 方 法 于 形 的 研究 ， 开 微分 几何 学 的 先河 。C. F. 高 斯 的 曲面 论 与 B. 歼 昌 的 流 形 理论 
开创 了 脱离 周围 空间 以 形 作 为 独立 对 象 的 研究 方法 ，19 世纪 F. 克 菜 国 以 群 的 观点 对 几何 学 
进行 统一 处 理 。 此 外 ,如 G. 康 托 尔 的 点 集 理论 扩大 了 形 的 范围 ; HH. 席 加 莱 创 立 了 拓扑 学 ,使 
形 的 连续 性 成 为 几何 研究 的 对 象 。 这 些 都 使 几何 学 面目 一 新 。 

在 现实 世界 中 , 数 与 形 ,如 影 之 随 形 ,难以 分 割 。 中 国 的 古代 数学 反映 了 这 一 客观 实际 , 数 
与 形 从 来 就 是 相辅相成 ,并 行 发 展 的 。 例 如 勾 股 测量 提出 了 开平 方 的 要 求 ,而 开平 立方 的 方法 
又 更 基于 几何 图 形 的 考虑 。 二 次 、 三 次 方程 的 产生 ,也 大 都 来 自 几 何 与 实际 问题 。 至 宋 元 时 代 ， 
由 于 天 元 与 相当 于 多 项 式 概念 的 引入 ,出 现 了 几何 代数 化 。 在 天 文 与 地 理 中 的 星 表 与 地 图 的 绘 
制 ,已 用 数 来 表示 地 点 ,不 过 并 未 发 展 到 坐标 几何 的 地 步 。 在 欧洲 ,14 世纪 N. 奥 尔 斯 姆 的 著作 
中 已 有 关于 经 纬度 与 函数 图 形 表示 的 萌芽 ， 而 17 世纪 R. 区 卡 儿 提出 了 系统 的 把 几何 事物 用 
代数 表示 的 方法 及 其 应 用 ,在 其 启迪 之 下 ,经 G. W. 莱 布 尼 英 、I. 牛 额 等 的 工作 ,发 展 成 了 现代 
形式 的 华 标 制 解 析 几 何 学 ,使 数 与 形 的 统一 更 至 完美 ,不 仅 改变 了 几何 证 题 过 去 遵循 欧 几 里 得 
几何 的 老 方 法 ,还 引起 了 导数 的 产生 ,成 为 微 积 分 学 产生 的 根源 ,这 是 数学 史上 的 一 件 大 事 , 在 
20 世 纪 中 , 由 于 科学 与 技术 上 的 要 求 促使 数学 家 们 研究 运动 与 变化 ,包括 量 的 变化 与 形 的 变换 
(如 投影 ), 还 产生 了 函数 概念 和 无 穷 小 分 析 即 现在 的 微 积分 ,使 数学 从 此 进入 了 一 个 研究 变量 
的 新 时 代 。18 世纪 以 来 ,以 解析 几何 与 微 积分 这 两 个 有 力 工具 的 创立 为 契机 ， 数 学 以 空前 的 
规模 迅猛 发 展 , 出 现 了 无 数 分 支 。 由 于 自然 界 的 客观 规律 大 多 是 以 微分 方程 的 形式 表现 的 , 微 
分 方程 的 研究 一 开始 就 受到 重视 。 微 分 几何 基本 上 与 微 积分 同时 诞生 ， 高 斯 与 黎 曼 的 工作 又 
产生 了 内 在 的 现代 微分 几何 。 19、20 世纪 之 交 ， 庞 加 莱 创 立 了 拓扑 学 ， 开辟 了 对 连续 现象 
进行 定性 与 整体 研究 的 途径 。 对 客观 世界 中 随机 现象 的 分 析 ， 产 生 了 概率 论 。 第 二 次 世界 大 
战 军事 上 的 需要 以 及 大 工业 与 管理 的 复杂 化 产生 了 运筹 学 、 系 统 论 、 信 息 论 、 控制 理论 与 数理 
统计 学 等 学 科 。 实 际 问题 要 求 具体 的 数值 解答 ， 产 生 了 计算 数学 。 选 择 最 优 途 径 的 要 求 又 产 
生 了 各 种 优化 的 理论 、 方 法。 力学 .物理 学 同 数学 的 发 展 始终 是 互相 影响 互相 促进 的 ， 特 别 是 
相对 论 与 量子 力学 推动 了 微分 几何 与 泛 函 分 析 的 成 长 。 此 外 在 19 世纪 还 只 用 到 一 次 方程 的 
化 学 和 几乎 与 数学 无 缘 的 生物 学 ,都 已 要 用 到 最 前 沿 的 一 些 高 深 数学 。 19 世纪 后 期 ， 出 现 了 
集合 论 ， 还 进入 了 一 个 批判 性 的 时 代 ， 由 此 推动 了 数理 去 图 的 形成 与 发 展 。 也 产生 了 把 数学 
看 作 一 个 整体 的 各 种 思潮 和 数学 基础 学 派 。 特 别 是 1900 年 D. 希 尔 伯 特 关于 当代 数学 重要 问 
题 的 演讲 ,以 及 30 年 代 开拓 以 结构 概念 统 观 数学 的 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 兴起 ,对 20 世纪 数学 
发 展 的 影响 至 深 且 巨 ,科学 的 数学 化 一 语 也 往往 为 人 们 所 乐 道 。 数 学 的 外 围 向 自然 科学 工程 
技术 甚至 社会 科学 不 断 渗 透 扩 大 并 从 中 吸取 营养 ， 出 现 了 一 些 边缘 数学 。 数 学 本 身 的 内 部 需 
要 也 草 生 了 不 少 新 的 理论 与 分 支 。 同 时 其 核心 部 分 也 在 不 断 巩 固 提高 并 有 时 作 适 当 调整 以 适 
应 外 部 需要 。 总 之 ， 数 学 这 标 大 树苗 壮 成 长 ， 既 枝叶 繁茂 又 根深 蒂 固 。 本 卷 详细 地 介绍 了 数 
学 的 各 个 分 支 与 各 种 流派 。 

在 数学 的 蓬勃 发展 过 程 中 , 数 与 形 的 概念 不 断 扩大 ， 日趋 抽象 化 ,以 至 于 不 再 有 任何 原始 


计数 与 简单 图 形 的 踪影 。 虽 然 如 此 ， 在 新 的 数学 分 支 中 仍 有 着 一 些 对 象 和 运算 关系 借助 于 几 
何 术语 来 表示 。 如 把 函数 看 成 是 某 种 空间 的 一 个 点 之 类 。 这 种 做 法 之 所 以 行 之 有 效 ， 归 根 结 
蒂 还 是 因为 数学 家 们 已 经 熟悉 了 那 种 简易 的 数学 运算 与 图 形 关系 。 而 后 者 又 有 着 长 期 深厚 的 
现实 基础 。 而 且 ， 即 使 是 最 原始 的 数字 如 1、2、3、4， 以 及 几何 形象 如 点 与 直线 ,也 已 经 是 经 
过 人 们 高 度 抽象 化 了 的 概念 。 因 此 ,如 果 把 数 与 形 作 为 广义 的 抽象 概念 来 理解 , 则 前 面 提 到 的 
把 数学 作为 研究 数 与 形 的 科学 这 一 定义 ,对 于 现 阶 段 的 近代 数学 ,也 是 适用 的 。 

由 于 数学 研究 对 象 的 数量 关系 与 空间 形式 都 来 自 现实 世界 ， 因 而 数学 尽管 在 形式 上 具有 
高 度 的 抽象 性 ,而 实质 上 总 是 扎根 于 现实 世界 。 生 活 实践 与 技术 需要 始终 是 数学 的 真正 源泉 ， 
反 过 来 ,数学 对 改造 世界 的 实践 又 起 着 重要 的 、 关 键 的 作用 。 理 论 上 的 丰富 提高 与 应 用 的 广泛 
深入 在 数学 史上 始终 相伴 相生 ， 相 互 促进 。 但 由 于 各 民族 各 地 区 的 客观 条 件 不 同 ， 数 学 的 具 
体 发 展 过 程 是 有 差异 的 。 大 体 说 来 ,古代 中 华 民族 以 竹 为 筹 , 以 筹 运算 , 自然 地 导致 十 进位 值 
制 的 产生 。 计 算 方 法 的 优越 有 助 于 对 实际 问题 的 具体 解决 。 由 此 发 展 起 来 的 数学 形成 了 一 个 
以 构造 性 .计算 性 、 程 序 化 与 机 械 化 为 其 特色 ， 以 从 问题 出 发 进而 解决 问题 为 主要 目标 的 独特 
体系 。 而 在 古 希腊 则 着 重 思 维 ， 追 求 对 字 宙 的 了 解 。 由 此 发 展 成 以 抽象 了 的 数学 概念 与 性 质 
及 其 相互 间 的 逻辑 依存 关系 为 研究 对 象 的 公理 化 演绎 体系 。 

中 国 的 数学 体系 在 宋 元 时 期 达到 高 峰 以 后 ,陷于 停顿 且 几 至 消失 。 而 在 欧洲 ,经 过 文艺 复 
兴 、 宗 教 革命 ,资产 阶级 革命 等 一 系列 的 变革 ， 导 致 了 工业 革命 与 技术 革命 。 机 器 的 使 用 ,不 
论 中 外 都 由 来 已 久 。 但 在 中 国 ， 则 由 于 明 初 被 帝王 斥 为 奇 技 淫 巧 而 受阻 捉 。 在 欧洲 ， 则 由 于 
工商 业 的 发 展 与 航海 的 刺激 而 得 到 发 展 ， 机 器 使 人 们 从 繁重 的 体力 劳动 中 解放 出 来 ， 并 引导 
到 理论 力学 和 一 般 的 运动 和 变化 的 科学 研究 。 当 时 的 数学 家 都 积极 参与 了 这 些 变 革 以 及 相应 
数学 问题 的 解决 ， 产 生 了 积极 的 效果 。 解 析 几 何 与 微 积分 的 诞生 ， 成 为 数学 发 展 的 一 个 转折 
点 。 17 世纪 以 来 数学 的 飞跃 ,大 体 上 可 以 看 成 是 这 些 成 果 的 延续 与 发 展 。 

20 世纪 出 现 各 种 办 新 的 技术 ,产生 了 新 的 技术 革命 。 特 别 是 计算 机 的 出 现 ， 使 数学 又 面 
临 一 个 新 时 代 。 这 一 时 代 的 特点 之 一 就 是 部 分 脑力 劳动 的 逐步 机 械 化 。 与 17 世纪 以 来 数学 
之 以 围绕 连续 ,极限 等 概念 为 主导 思想 与 方法 不 同 ， 由 于 计算 机 研制 与 应 用 的 需要 ,离散 数学 
与 组 合 数学 开始 受到 重视 。 计 算 机 对 数学 的 作用 已 不 限于 数值 计算 ， 符 号 运算 的 重要 性 日 趋 
明显 (包括 机 器 证 明 等 数学 研究 )。 计 算 机 还 广泛 应 用 于 科学 实验 。 为 了 与 计算 机 更 好 配合 ， 
数学 对 于 构造 性 .计算 性 程序 化 与 机 械 化 的 要 求 也 显得 颇 为 突出 。 代 数 几何 是 一 门 高 度 抽象 
化 的 数学 ， 最 近 出 现 的 计算 性 代数 几何 与 构造 性 代数 几何 的 提 法 ， 即 其 端倪 之 一 。 总 之 ， 数 
学 正 随 着 新 的 技术 革命 而 不 断 发 展 。 
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A, quon 


4 权 (4, weight) 保证 某 些 算 子 在 加 权 勒 由 
格 空间 Lr? 有 界 的 权 函 数 。 设 T 是 L?(R") 到 Lr(R") 的 有 
界 算 于 , 即 对 任意 fEL?(R"), 有 
(| rr) rae ec(f fener)s, 
式 中 C 与 了 无 关 , 积 分 中 的 dx 为 勒 贝 格 测度 。 设 w(x)> 
0 是 定义 在 R* 上 的 局 部 可 积 函 数 。 问 题 是 w(x) 满足 
什么 样 的 条 件 ， 可 保证 算 子 T 是 L?(R", w(x)dx) 到 
Lr(R",w(x)dx) 的 有 界 算 子 , 即 对 任意 f €L?(R",w(x)dx)， 
有 
(| lr lndr)s<c(| lf leo)de)®, 
a a 

式 中 C 与 了 无 关 。1972 年 B. 称 肯 稚 普 特 提出 了 下 面 的 
4 条件。 所 谓 w(z) 满 足 As 条 件 (1<p<co ) 是 指 存在 
常数 C, 使 不 等 式 


(a) (| mde) < 1) 
对 R" 中 所 有 的 方块 @ 成 立 。 这 条 件 的 意思 是 “在 Q@ 的 


平均 值 与 w 下 + 在 @ 的 平均 值 的 p 一 1 次 秋 的 乘积 是 有 
界 的 。 对 p= 1 所 谓 wx) 满足 A, 条 件 ,是 指 不 等 式 


Tai| w(xz)dxr< Cess inf 
W]e cy 


对 如 中 的 所 有 方块 Q@ 成 立 , 式 中 C 与 @ 无 关 。 这 意思 是 
w(x) 在 @ 的 平均 值 可 以 被 wx) 在 @ 的 本 性 下 界 控制 ,这 
是 等 式 (1) 的 极限 情形 。 

最 后 ， 所 谓 (x) 满足 4e 条件 , 是 指 存在 常数 C 与 
3>>0， 使 得 对 R" 中 的 任意 方块 @ 以 及 @ 中 的 任意 勒 由 
格 可 测 集 E, 有 

w(x)de 
J El Ye 
| epar “06D ， 
式 中 |E| 表 示 E 的 勒 贝 格 测度 。 这 条 件 的 意思 是 指 用 
w(x)dx 定义 的 测度 ， 与 勒 贝 格 测度 在 某 种 意义 下 是 可 
比较 的 。 如 果 w(x) 满 足 4, 条 件 ,就 说 w(x) 是 一 个 A。 
权 。 全 体 A 权 构 成 的 函数 集合 也 用 4。 表示 。 1972 年 ， 
穆 肯 霍 普 特首 先 证 明了 ， 若 了 是 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 
函数 M, 即 


p= sp ells, 
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则 MC 是 L?(R", w(x)dx) 到 Lr(R", w(x)dx) 的 有 界 算 
子 的 充分 必要 条 件 是 是 A。 权 (1<p<oo) .后 来 ,R. A. 


享 特 , 穆 肯 锥 普 特 、R.L. 惠 登 、R. R. 科 伊 夫 曼 与 C. 费 
弗 曼 等 人 证 明了 ,一 般 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 奇异 积分 算 子 


是 Lr(R", w(x)dx) 到 Lr(R",w(x)dx) 有 界 算 子 的 充分 必 
要 条 件 也 是 中 为 hy 权 (1<p<co)。 
上 述 结果 对 p=1 与 p= co 并 不 成 立 ， 但 4 4。 在 
有 关 理论 中 也 是 两 类 十 分 重要 的 权 函 数 。 它 们 与 4, 有 
密切 的 关系 。 粗 上 略 地 说 就 是 ,A 是 全 体 As 的 公共 部 分 ， 
而 4 是 包含 全 体 4 的 最 小 集合 。 用 符号 写 出 来 就 是 
4i= M As, Ao= U A,. 


sp<m 35<a 

了 . 琼斯 于 1980 年 证 明了 As 权 的 分 解 定理 。 这 就 
是 , 设 1<p<co, 则 wE 4， 的 充分 必要 条 件 是 w 一 wj 
其 中 wmEA:。 这 就 有 可 能 把 对 4 问题 的 讨论 归结 
为 4 。 

4 权 与 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 ,BMO 空间 等 有 
密切 联系 .例如 , 设 了 是 任意 的 局 部 可 积 函数 , M( 力 是 它 
的 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 ,0<8<1, 则 (M(f))*€ Al。 
又 如 , 设 b 是 R" 的 局 部 可 积 函数 , 则 bE BMO 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 6>0, 使 得 e*€ 4:。 . 

4 权 具 有 一 个 很 重要 的 性 质 , 即 它 满足 反 向 赫 尔 德 
不 等 式 : 若 wE Ar,1<p<co, 则 存在 3>(0 与 常数 C, 使 
得 


1 四 1 1 
(| sr) <c( 商 [oa 
对 R 中 的 所 有 方块 @ 成 立 。 这 一 性 质 在 近代 偏 微分 方程 
理论 中 有 重要 的 应 用 。 
4 权 是 近代 调和 分 析 的 一 个 重要 工具 。 
参考 书目 

B. Muckenhoupt, Weighted Norm Inequalities for the 
Hardy Maximal Function, Trans. Amer. Math. Soc., Vol, 
165, pp.207~226,1972. 

R.R. Coifman and C. Fefferman, Weighted Norm In- 
equalities for Maximal Functions and Singular Integrals, 
Studia Math., Vol. 51,pp. 241~250,1974. 

(对 东 来 ) 

Abel'er 

阿 贝尔 ,N.H. (Niels Henrik Abel 1802~1829) 
挪威 数学 家 , 近代 数学 发 展 的 先驱 者 。1802 年 8 月 5 日 
生 于 芬 岛 一 个 牧师 家 庭 ，1829 年 4 月 6 日 卒 于 弗 鲁 兰 。 
13 岁 入 奥斯陆 一 所 教会 学 校 学 
习 ， 年 轻 的 数学 教师 B. M. 稚 
尔 姆 博 发 现 了 阿 贝尔 的 数学 天 
才 , 对 他 给 予 指导 。 少 年 时 ， 阿 
贝尔 就 已 经 开始 考虑 一 些 数学 
问题 。1821 年 在 一 些 教授 资助 
下 ,入 奥斯陆 大 学 。 在 学 校 里 ， 
他 几乎 全 是 自学 ， 同 时 花 大 量 
时 间作 研究 。1824 年 ， 他 解决 
了 用 根 式 求解 五 次 方程 的 不 可 
能 性 问题 。 为 了 能 有 更 多 的 读者 , 他 的 论文 以 法 文 写成 ， 
也 送 给 了 C. F. 高 斯 ， 可 是 在 外 国 数学 家 中 没有 任何 反 
响 。1825 年 ,他 去 柏林 ,结识 了 A. 工 . 克 雷 尔 ， 并 成 为 好 
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友 。 他 鼓励 克 雷 尔 创办 了 著名 的 数学 刊物 《纯粹 与 应 用 数 
学 。 第 1 卷 (1826) 刊 登 了 7 篇 阿 贝 尔 的 文章 ,其 中 


学 
有 一 般 五 次 方程 用 根 式 不 能 求解 的 证 明 。 以 后 各 卷 也 有 
很 多 他 的 文章 。1826 年 阿 贝尔 到 巴黎 , 遇见 了 A.-M. 
勒 让 他 和 A.-L. 柯 西 等 著名 数学 家 。 他 写 了 一 篇 关于 椭 
圆 积分 的 论文 ,提交 给 法 国 科学 院 , 不 幸 未 得 到 重视 ， 他 
只 好 又 回 到 柏林 。 克 雷 尔 为 他 谋求 教授 职位 ,没有 成 功 。 
1827 年 阿 贝尔 贫 病 交迫 地 回 到 了 挪威 ， 靠 作家 庭 教师 维 
生 。 直 到 阿 贝尔 去 世 前 不 久 , 人 们 才 认 识 到 他 的 价值 。 
1828 年 , 四 名 法 国 科学 院 院士 上 书 给 挪威 国王 ， 请 他 为 
阿 贝 尔 提供 合适 的 科学 研究 位 置 ， 勒 让 德 也 在 科学 院 会 
议 上 对 阿 贝尔 大 加 称赞 。 次 年 4 月 6 日 ,不 到 27 岁 的 阿 
贝尔 就 病逝 。 柏 林 大 学 邀请 他 担任 教师 的 信件 在 他 去 世 
后 的 第 二 天 才 送 出 。 此 后 荣誉 和 谈 奖 接 星 而 来 ，1830 年 
他 和 C. G. J. 夏 可 比 共同 获得 法 国 科学 院 大 奖 。 

阿 贝尔 在 数学 方面 的 成 就 是 多 方面 的 。 除 了 五 次 方 
程 之 外 ,他 还 研究 了 更 广 的 一 类 代数 方程 ,后 人 发 现 这 是 
具有 交换 的 伽 罗 瓦 群 的 方程 。 为 了 纪念 他 ， 后 人 称 交 接 
群 为 阿 贝尔 群 。 阿 贝尔 还 研究 过 无 穷 级 数 ， 得 到 了 一 些 
判别 准则 以 及 关于 宕 级 数 求 和 的 定理 。 这 些 工 作 使 他 成 
为 分 析 学 严格 化 的 推动 者 。 

阿 贝 尔 和 路 可 比 是 公认 的 椭圆 函数 论 的 莫 基 者 。 阿 
贝尔 发 现 了 椭 贺 函数 的 加 法 定理 、 双 周期 性 、 并 引进 了 椭 


加 积分 的 反 注 。 他 研究 了 形 如 |Rx, y)dx 的 积分 ( 现 


称 阿 贝尔 积分 ), 其 中 R(x,y) 是 x* 和 y 的 有 理 函 数 , 且 存 
在 二 元 多 项 式 f, 使 人 x,y) 0。 他 还 证 明了 关于 上 述 积 
分 之 和 的 定理 , 现 称 阿 贝尔 定理 , 它 断言 ， 若 干 个 这 种 积 
分 之 和 可 以 用 9 个 这 种 积分 之 和 加 上 一 些 代数 的 与 对 数 
的 项 表示 出 来 ,其 中 9 只 依赖 于 也 就 是 了 的 亏 格 。 阿 贝 
尔 这 一 系列 工作 为 椭 加 函数 论 的 研究 开拓 了 道路 ， 并 深 
刻 地 影响 着 其 他 数学 分 支 。C. 埃 尔 米 特 曾 说 ; 阿 贝尔 留 


下 的 思想 可 供 数学 家 们 工作 150 年 。 《光绪 宁 ) 
Aboluonl"aosi 
阿波 罗 尼 奥 斯 〈Apollonius 约 公元 前 262~- 约 前 


190) 常 与 区 几 里 得 、 阿 菇 米 德 合 称 为 古 希腊 亚 历 山 
大 前 期 的 三 大 数学 家 。 生 于 小 亚细亚 南岸 的 佩 尔 加 ， 年 
轻 时 在 亚历山大 跟从 网 几 里 得 的 门徒 学 习 ， 以 后 就 在 那 
里 教学 。 曾 访问 帕 加 马 王国 (小 亚细亚 西北 ), 在 那里 新 建 
的 大 学 和 图 书馆 工作 过 。 他 的 巨著 《圆锥 曲线 论 》 是 古代 
世界 的 光辉 科学 成 果 , 它 将 圆锥 曲线 的 性 质 网 罗 殉 尽 , 几 
平 使 后 人 没有 插足 的 余地 。 直 到 17 世纪 的 B. 由 斯 卡 和 
RR. 备 卡 儿 才 有 新 的 突破 。 

《圆锥 曲线 论 》 共 8 卷 ， 前 4 卷 的 希腊 文本 和 其 次 3 
卷 的 阿拉 伯 文本 保存 了 下 来 ， 最 后 一 卷 遗 失 。 此 书 集 前 
人 之 大 成 ， 且 提出 很 多 新 的 性 质 。 他 推广 了 梅内 克 甸 斯 
(公元 前 《世纪 中 ， 最 早 系统 研究 圆锥 曲线 的 希腊 数学 
家 ) 的 方法 ,证 明 三 种 圆锥 曲线 都 可 以 由 同一 个 圆锥 体 截 
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取 而 得 ,并 给 出 抛物 线 、 椭 贺 、 双 曲线 、 正 焦 缠 等 名 称 。 书 
中 已 见 坐 标 制 思想 的 端倪 。 他 以 圆锥 体 底面 直径 作为 横 
坐标 ， 过 项 点 的 垂 线 作为 纵 坐 标 。 这 给 后 世 坐 标 几 何 的 
建立 以 很 大 的 启发 。 

阿波 罗 尼 奥 斯 还 有 好 几 种 著作 。 他 在 《 取 火 镜 》 中 证 
明了 平行 光线 投影 在 凹 球面 镜 上 ， 反 射 光 线 并 不 集中 在 
球 心 ， 抛 物 面 镜 才 有 这 种 聚焦 的 性 质 。 在 《 相 切 》 一 书 
中 他 提出 后 来 被 称 为 “阿波 罗 尼 奥 斯 问 题 ” 的 有 名 作 图 
题 ， 作 一 圆 与 三 已 知 圆 相 切 。 他 在 天 文学 方面 也 颇 有 建 
树 ， 证 明了 求 行星 留 点 的 方法 ， 成 功 地 将 几何 学 应 用 于 


天 文 。 ( 漆 宗 巨 ) 
Abu Wofo 
阿布 ` 瓦 法 (Ab0 al-Wafa' 约 940 一 997/998) 


中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 。940 年 6 月 10 日 生 于 
布 髓 ( 现 属 伊朗 东北 乱 腊 散 省 ), 长 期 在 巴格达 工作 ,直到 
去 世 。 他 把 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 、 去 香 图 等 人 的 著作 
译 成 阿拉 伯 文 并 作 注解 ,还 注释 过 花 拉 子 未 的 数学 著作 。 
他 有 两 部 数学 状 作 传世 。 一 为 k 办 事 人 员 和 官员 必 读 的 算 
书 》, 书 中 用 很 大 篇 幅 来 讲述 分 数 计算 ， 也 有 面积 计算 问 
题 。 另 一 部 为 4 几何 作 图 工匠 必 读 》, 其 中 有 平面 图 形 、 多 
边 形 的 作 图 方法 阿布 ` 瓦 法 在 数学 方面 的 重要 成 就 是 在 
三 角 学 方面 就 集中 在 他 所 著 《 天 文 全 书 2 之 中 ,此 
书 与 古 希腊 托 勤 密 所 著 k 天 文学 大 成 》 极 相 类 似 。 书 中 有 
关于 正弦 的 半角 公式 、 倍 角 公式 ,并 且 给 出 了 正弦 加 法 定 
理 的 一 种 新 的 证 明 ; 与 已 塔 尼 同时 引入 正切 和 余 切 的 定 
义 并 由 他 自己 引入 了 正 割 和 余 割 的 概念 ， 给 出 了 间隔 为 
15' 的 正切 函数 表 , 还 用 新 的 方法 给 出 了 间隔 为 15' 的 正 
弦 函 数 表 ;计算 1/2 度 的 正弦 值 精确 到 12 位 小 数 ;关于 球 
面 三 角 法 ， 他 给 出 了 任意 三 角形 的 正弦 定理 的 新 证 法 。 
《〈 杜 石 然 ? 


Adomo 
阿达 马 ,J.(-5.) (Jacques-Salomon Hadamard 
1865 一 1963) 。 法 国 数学 家 。1865 年 12 月 8 日 生 于 
凡尔赛 ,1963 年 10 月 17 日 卒 于 巴黎 。1888 年 毕业 于 巴 
黎 高 等 师范 学 校 。 先 后 在 巴黎 布 丰 中 学 、 波 尔 多 理学 院 
和 巴黎 大 学 理学 院 任职 。1909 
年 到 法 兰 西学 院 任教 ， 一 直到 
退休 (1937)。 他 长 期 在 巴黎 综 
合 工 科学 校 和 中 央 学 校 兼职 任 
教 ， 并 在 法 兰 西学 院 创 办 了 一 
个 著名 的 讨论 班 。1912 年 被 选 
为 法 国 科学 院 院 士 。 他 还 是 苏 
联 、 美 国 、 英 国 、 意 大 利 等 国 
的 科学 院 院 士 或 皇家 学 会 的 会 
员 以 及 许多 国家 的 名 誉 博士 。 
他 早期 就 致力 于 把 A. -L. 柯 西 在 分 析 学 上 的 局 部 
理论 推广 到 全 局 。 在 复 域 里 其 博士 论文 泰勒 级 数 所 定义 
的 函数 的 解析 开拓 》(1892) 第 一 次 把 业 合 论 引 进 复 变 函 


数论 ,更 简单 地 重 证 了 柯 西 有 关 收 敛 半径 的 结果 :并 探索 
了 奇 点 在 收敛 加 上 的 位 置 及 其 性 质 ， 从 而 使 收敛 贺 外 的 
解析 开拓 更 切实 可 行 。 这 些 成 果 至 今 仍 是 复 变 函数 论 的 
基本 内 容 。 他 和 他 学 生 S. 曼 德 尔 勃 罗 伊 合 著 《 泰 勒 级 数 
及 其 解析 开拓 1901) 已 成 为 经 典 著作 。 他 在 研究 函数 的 
极 大 模 时 得 到 了 著名 的 三 圆 定理 ， 并 应 用 到 整 函 数 的 泰 
勒 级 数 系数 极 大 模 的 衰 威 和 这 个 函数 的 亏 格 则 的 关系 
上 ， 完善 了 H. 庞 加 策 的 结果 ,获得 了 1892 年 法 国 科学 
院 大 奖 。 他 还 证 明了 鸭 曼 了 函数 的 亏 格 为 零 (1896)， 对 
黎 曼 猜想 的 解决 作出 了 贡献 。 证 明了 素数 定理 , 即 


(mlogn 


六 >1, 


从 而 建立 解析 教 论 的 基础 。 在 实 域 里 ,他 的 贡献 体现 在 党 


微分 方程 定性 理论 、 泛 函 分 析 、 线 性 二 阶 偏 微 分 方程 定 解 
问题 和 流体 力学 上 。 在 常 微分 方程 方面 ， 他 用 不 同 的 方 
法 稍 后 于 A. M. 李 亚 普 诺 夫 独立 地 证 明了 有 关 稳 定性 的 
结果 。 庞 加 药 的 定性 理论 就 是 把 常 微分 方程 柯 西 问题 的 
局 部 结果 推广 到 全 局 。 阿 达 马 认为 这 个 推广 之 所 以 成 为 
可 能 ,是 因为 庞 加 莱 得 到 E. 伽 罗 瓦 用 群 处 理 代数 方程 解 
法 的 思想 的 启示 ， 这 种 思想 使 他 关心 并 重视 泛 函 分 析 工 
作 。 他 在 线性 泛 函 的 表示 问题 上 的 结果 ,开创 里 斯 定理 的 
先河 。1908 年 他 关于 泛 函 微 商 问题 的 论文 获 巴 黎 科学 院 
奖 ， 他 在 这 篇 论文 中 得 到 了 Aw = 0 的 格林 函数 的 一 个 非 
线性 积分 方程 的 重要 成 果 ， 他 注意 到 这 个 方程 与 边界 s 
有 关 , 而 与 方程 无 关 ,这 至 今 还 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 课 
题 ,他 的 《 变 分 学 教程 一 书 莫 定 了 泛 函 分 析 的 基础 .1920 
年 在 泛 函 分 析 会 议 上 作 的 报告 《 泛 函 分 析 所 起 的 科学 作 
用 » 是 有 影响 的 文献 。 他 的 行列 式 定理 在 E. I. 弗 雷 德 答 
姆 的 证 明 中 居 重 要 地 位 。 在 偏 微分 方程 方面 ,他 坚持 柯 西 
提倡 的 定 解 问题 方向 ,明确 了 定 解 问题 的 含义 ,完善 了 适 
定性 的 要 求 。 他 得 出 根据 二 阶 方程 的 特征 表达 式 分 型 ( 椭 
贺 , 双 曲 , 抛 物 ) 的 结论 。 那 么 ,这 三 个 型 方程 有 没有 共同 
点 呢 ? 阿达 马 提出 了 一 般 方程 基本 解 的 概念 。 有 了 基本 
解 , 模 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 的 解 ， 只 要 支柱 是 空 向 的 ， 
已 给 数据 适当 正规 ， 就 可 以 用 一 个 发 散 积分 的 有 限 部 分 
来 表示 。 椭 加 型 方程 就 可 以 形成 势 代 表 解 ,并 通过 这 个 势 
满足 的 弗 雷 德 翟 姆 型 积分 方程 求 得 犹 利克 雷 问题 的 解 。 
间接 地 求 抛物 型 方程 的 基本 解 的 步 又 ,也 是 由 阿达 马 提 
出 来 的 。 他 不 愧 为 线性 二 阶 食 微 分 方程 理论 的 总 结 者 、 
奠基 者 和 开拓 者 。 在 流体 力学 方面 的 工作 ， 大 都 包含 在 
《 波 的 传播 教程 》 一 书 里 。 在 书 中 ,他 通过 有 关 定 解 问题 的 
讨论 ,说 明 引进 波 的 概念 的 必要 性 ， 对 D. 希 尔 伯 特 的 重 
要 工作 ,进行 简化 和 增补 ， 对 特征 理论 做 了 详尽 的 讨论 ， 
从 而 指出 方程 组 和 单个 方程 有 本 质 的 不 同 ， 并 在 附录 中 
指出 流体 滑动 的 可 能 性 。 这 些 都 在 后 来 的 气动 力学 大 范 
围 研究 中 起 作用 。 

阿达 马 1936 年 曾 来 中 国清 华 大 学 讲学 三 个 多 月 。 
1964 年 在 中 国 出 版 了 他 的 著作 《 偏 微分 方程 论 》。 

《 妥 新 谋 ) 
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阿尔 福 斯 , L.V. (Lars Valerian Ahlfors 
1907~ ) ”著名 数学 家 。1907 年 4 月 18 日 生 于 
芬兰 赫尔辛基 。1930 年 在 赫尔辛基 大 学 获 博士 学 位 ,1932 
年 起 先后 在 赫尔辛基 大 学 和 哈佛 大 学 任 副教授 , 1938 年 
回 赫尔辛基 大 学 任教 授 。 第 二 次 世界 大 战 后 去 美国 ， 一 
直 在 哈佛 大 学 任教 授 。 1953 年 当选 为 美国 国家 科学 院 院 
士 。 阿 尔 福 斯 的 主要 贡献 是 在 单 复 变 函数 论 方面 .1929 年 
解决 当 儒 瓦 猜想 ( 整 函数 的 不 同 的 有 限 汤 近 值 的 个 数 不 
大 于 整 函数 的 阶 的 2 倍 )，1935 年 建立 覆盖 面 理论 ,因而 
获 1936 年 首次 颁发 的 党 尔 冀 关 。 后 来 他 转向 黎 曼 曲面 
的 研究 , 1981 年 因 在 几何 函数 论 方面 的 有 效 新 方法 的 创 
立 和 根本 性 的 发 现 而 荣获 沃 尔 夫 关 。 他 是 迄今 为 止 获得 
上 述 两 项 世界 数学 最 高 奖 的 仅 有 的 两 个 人 之 一 〈 另 一 人 
是 小 平 扼 彦 )。 他 的 主要 著作 有 《 复 分 析 ( 第 2 版 ,1966， 


中 译本 ,1984)。 ( 张 英 害 ) 
Ajimide 
阿 基 米 德 〈Archimedes 约 公元 前 287 一 前 212) 


古 希 腊 伟大 的 数学 家 力学 家 。 生 于 西西 里 岛 的 叙 拉 古 ， 
卒 于 同 地 。 早 年 在 当时 的 文化 中 心 亚历山大 跟随 区 儿 里 
得 的 学 生 学 习 ， 以 后 和 亚 历 山 
大 的 学 者 保持 紧密 联系 ， 因 此 
他 算是 亚历山大 学 派 的 成 员 。 
后 人 对 阿 基 米 德 给 以 极 高 的 评 
价 ， 常 把 他 和 工 牛顿 ,C.F. 高 
斯 并 列 为 有 史 以 来 三 个 贡献 最 
大 的 数学 家 。 他 的 生平 没有 详 
细 记 载 ， 但 关于 他 的 许多 故事 
却 广 为 流 传 。 据 说 他 确立 了 力 
学 的 杠杆 定律 之 后 ， 曾 发 出 豪 
言 壮 语 ,“ 给 我 一 个 立足 点 ， 我 就 可 以 移动 这 个 地 球 1" 氢 
拉 古 的 玄 厄 阁 王 叫 金 匠 造 一 顶 纯 金 的 皇冠 ， 因 怀疑 里 面 
掺 有 银子 ， 便 请 阿 基 米 德 鉴定 一 下 。 当 他 进入 浴 然 洗澡 
时 ,水 漫 溢 到 盆 外 ,于 是 悟 得 不 同 质料 的 物体 ， 虽 然 重量 
相同 ， 但 因 体积 不 同 ， 排 去 的 水 也 必 不 相等 。 根 据 这 一 
道理 ， 就 可 以 判断 皇冠 是 否 摊 假 。 阿 基 米 德 高 兴 得 跳 起 
来 ， 赤 身 奔 回 家 中 ， 口 中 大 呼 ,“ 尤 里 卡 ! 尤 里 卡 !”( 希 
腊 语 eupmex， 意 思 是 “我 找到 了 ") 他 将 这 一 流体 静 力 
学 的 基本 原理 ， 即 物体 在 液体 中 减轻 的 重量 ， 等 于 排 去 
液体 的 重量 ， 总 结 在 他 的 名 著 《 论 浮 体 》 中 ， 后 来 以 
“ 阿 基 米 德 原理 ”著称 于 世 。 第 二 次 布 匿 战争 时 期 ， 罗 
马 大 军 围攻 叙 拉 古 ， 阿 基 米 德 献 出 自己 的 一 切 聪明 才智 
为 祖国 效劳 。 传 说 他 用 起 重 机 抓 起 敌人 的 船只 ， 摔 得 粉 
碎 ， 发 明 奇 妙 的 机 器 ， 射 出 大 石 、 火 球 。 还 有 一 些 书记 
载 他 用 巨大 的 火 镜 反射 日 光 去 焚毁 敌 船 ， 这 大 概 是 夸张 
的 说 法 .总 之 ,他 兽 记 尽 心力 ,给 敌人 以 沉重 打击 最 后 叙 
拉 古 因 和 粮食 耗 尽 及 奸 细 的 出 卖 而 陷落 ， 阿 基 米 德 不 幸 死 
在 罗马 士兵 之 手 。 流 传 下 来 的 阿 基 米 德 的 著作 ,主要 有 下 
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列 几 种 。《 论 球 与 圆柱 ,这 是 他 的 得 意 杰作 ,包括 许多 重 
大 的 成 就 。 他 从 几 个 定义 和 公理 出 发 ,推出 关于 球 与 圆柱 
面积 体积 等 50 多 个 命题 。 用 几何 方法 解决 相当 于 三 次 方 
程 x*(a 一 x) 一 be 的 问题 。《 贺 的 度量 》， 计算 圆 内 接 与 外 


切 96 边 形 的 周 长 ， 求 得 圆周 率 x, 3 <=<3 坟 《各 锥 


曲面 与 旋转 椭圆 体 》, 研 究 几 种 贺 欠 曲线 的 旋转 体 ， 以 及 
这 些 立 体 被 平面 截取 部 分 的 体积 。 在 引 理 中 给 出 公式 
1 +22+32 十 … 十 到 一 1/6n(n+1)(2n+ 1)。《 论 螺 线 ? 利 用 
一 组 内 接 和 一 组 外 接 的 扇形 ,确定 “ 阿 基 米 德 螺 线 "( 现 用 
极 坐 标 方程 "=a6 来 表示 ) 第 一 图 与 始 线 所 包围 的 面积 
等 于 (2xa)*/3。《 抛 物 线 图 形 求 积 法 》, 确定 抛物 线 与 任 
一 弦 所 围 弓 形 的 面积 《平面 图 形 的 平衡 或 其 重心 2, 从 几 
个 基本 假设 出 发 ,用 严格 的 几何 方法 论证 力学 的 原理 , 求 
出 若干 平面 图 形 的 重心 。《 数 沙 者 》, 设 计 一 种 可 以 表示 任 
何 大 数目 的 方法 ,纠正 有 的 人 认为 沙子 是 不 可 数 的 ,即使 
可 数 也 无 法 用 算术 符号 表示 的 错误 看 法 .《 论 浮 体 》, 讨 论 
物体 的 浮力 ,研究 了 旋转 抛物 体 在 流体 中 的 稳定 性 。 阿 基 
米 德 还 提出 过 一 个 “ 群 牛 问题 "， 含 有 八 个 未 知 数 。 最 后 
归结 为 一 个 二 次 不 定 方程 x* 一 4729494y* 一 1。 其 解 的 数 
字 大 得 惊人 ， 共 有 二 十 多 万 位 ! 阿 基 米 德 当时 是 否 已 解 
出 来 颇 值 得 怀疑 。 除 此 以 外 ,还 有 一 篇 非常 重要 的 著作 ， 
是 一 封 给 埃 拉 托 斯 特 尼 的 信 ， 内 容 是 探讨 解决 力学 问题 
的 方法 。 这 是 1906 年 丹麦 语言 学 家 本 工 . 海 贝 格 在 土耳其 
伊斯坦布尔 发 现 的 一 卷 羊皮 纸 手 稿 ,原先 写 有 希腊 文 ,后 
来 被 控 去 ,重新 写 上 宗教 的 文字 ,幸好 原先 的 字迹 没有 擦 
干净 ,经 过 仔细 辨认 ,证 实 是 阿 基 米 德 的 著作 。 其 中 有 在 
别处 看 到 的 内 容 , 也 包括 过 去 一 直 认为 是 遗失 了 的 内 容 。 
后 来 以 6 阿 基 米 德 方法 》 为 名 刊行 于 世 。 它 主要 讲 根据 力 
学 原理 去 发 现 问题 的 方法 。 他 把 一 块 面积 或 体积 看 成 是 
有 重量 的 东西 ,分 成 许多 非常 小 的 长 条 或 薄片 ,然后 用 已 
知 面积 或 体积 去 平衡 这 些 "元 素 ", 找 到 了 重心 和 支点 ,所 
求 的 面积 或 体积 就 可 以 用 杠杆 定律 计算 出 来 。 他 把 这 种 
方法 看 作 是 严格 证 明 前 的 一 种 试探 性 工作 ， 得 到 结果 以 
后 ,还 要 用 归 雇 法 去 证 明 它 他 用 这 种 方法 取得 了 大 量 辉 
煌 的 成 果 。 阿 基 米 德 的 方法 已 经 具有 近代 积分 论 的 思想 。 
然而 他 没有 说 明 这 种 “元 素 " 是 有 限 多 还 是 无 限 多 ， 也 没 
有 摆脱 对 几何 的 依赖 ,更 没有 使 用 极限 方法 。 尽 管 如 此 ， 
他 的 思想 是 具有 划时代 意义 的 ， 无 愧 为 近代 积分 学 的 先 
驱 。 他 还 有 许多 其 他 的 发 明 ,没有 一 个 古代 的 科学 家 , 象 
阿 基 米 德 那 样 将 熟练 的 计算 技巧 和 严格 证 明 融 为 一 体 ， 
将 抽象 的 理论 和 工程 技术 的 具体 应 用 紧密 结合 起 来 。 


参考 书目 
Archimedes, The W orkhs of Archimedes with the Method 
of Archimedes, Dover, New York, 1912. 
( 梁 宗 EE 


Alabo shuxue 
阿拉 伯 数 学 (mathematics in Arab) 指 中 
世纪 在 中 东 、 北 非 以 及 西班牙 等 地 的 伊 斯 里 ,以 阿 
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拉 伯 文 为 主要 文字 写成 的 数学 著作 所 代表 的 数学 。 为 阿 
拉 伯 数学 作出 贡献 的 数学 家 ， 就 其 各 自 的 民族 而 言 ， 并 
不 限于 是 阿拉 伯 人 。 这 些 阿 拉 伯 数学 著作 都 是 手 抄本 ， 
其 中 有 不 少 驾 转 流传 至 今 ， 收 藏 在 世界 各 地 的 图 书馆 和 
博物 馆 中 。 

阿拉 伯 数 学 ,伴随 着 整个 中 世纪 阿拉 伯 科 学 的 兴衰 ， 
大 致 上 可 以 划分 为 三 个 时 期 。 

从 8 世纪 到 9 世纪 中 叶 ， 阿 拔 斯 王朝 在 巴格达 创办 
了 "智慧 之 宫 "， 其 中 附设 有 天 文 台 和 图 书馆 ， 在 这 里 集 
中 了 许多 来 自 波斯 ,叙利亚 ,埃及 和 印度 的 学 者 。 这 一 时 
期 是 以 翻译 为 主 的 数学 知识 传人 时 期 。 最 先是 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》, 不 久 , 印 度数 学 家 婆罗 摩 稚 多 的 著作 也 被 
翻译 成 阿拉 伯 文 。 随 后 阿 基 米 德 ,阿波 罗 尼 奥 斯 , 技 番 图 、 
托 勒 密 等 古 希腊 数学 家 的 著作 也 相继 被 译 成 阿拉 伯 文 。 
这 一 时 期 的 著名 数学 家 是 花 拉 子 米 。 他 除了 译注 工作 之 
外 ， 还 编写 了 著名 的 《阿尔 热 巴 拉 和 阿尔 穆 卡 巴 拉 》( 意 
为 “还 原 与 对 消 的 科学 ")、《 花 拉 子 米 算 书 (在 许多 拉丁 
文科 学 著作 中 以 "Liber Algorismi" 而 闻名 ) 等 著作 。 现 在 
人 们 常用 的 “代数 学 "(Algebra) 和 "算法 " (algorithm) 二 
个 名 词 即 来 源 于 这 两 部 著作 的 书 名 。 

9 世纪 中 叶 到 13 世纪 是 阿拉 伯 数 学 的 兴盛 时 期 。 其 
间 在 巴 烙 达 , 布 哈 拉 \ 开 罗 以 及 西班牙 境内 的 科 尔 多 瓦 和 
托 菜 多 等 地 ， 出 现 了 许多 学 术 研究 中 心 ， 这 一 时 期 的 著 
名 数学 家 有 ， 已 塔 尼 、 阿 布 " 瓦 法 、 卡 拉 基 、 比 鲁尼 ,奥马 * 
海 亚 姆 、 纳 西 尔 丁 * 图 西 , 班 纳 等 人 。 

14 世纪 后 , 除 15 世 纪 在 帖 木 耳 王朝 的 撤 马尔 干 天 文 
台 和 在 此 工作 的 卡 西 外 ,整个 阿拉 伯 数 学 处 于 衰落 时 期 。 

阿拉 伯 数 学 的 主要 成 就 在 算术 方面 有 ， 十 进位 值 制 
数码 ,笔算 (这 两 项 均 受 到 印度 影响 )、 开 高 次 方 、 若 干 级 
数 的 求 和 公式 等 ,在 代数 方面 有 :一 次 和 二 次 方程 解法 ( 方 
程 两 端的 移 项 ,合并 )、 三 次 方程 的 几何 解法 ,二 项 展开 式 
的 系数 表 等 。 几 何方 面 有 : 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 译注 ， 
关于 平行 公理 问题 的 探讨 、 贺 周 率 的 计算 ( 卡 西 曾 算 至 小 
数 第 16 位 ) 等 。 法 方面 也 比 古 希腊 和 印度 完备 。 

从 12 世纪 时 起 ,阿拉 伯 数 学 通过 北非 的 地 中 海 沿岸 
向 西 的 文化 走廊 逐渐 传 入 西班牙 和 欧洲 。 特 别 是 十 进位 
值 制 数码 、 笔 算 、《 几 何 原本 》 的 译本 等 等 , 对 西欧 以 至 对 
后 来 整个 世界 数学 的 发 展 产生 了 重要 影响 。 中 国 古 代数 
学 的 某 些 内 容 ( 十 进位 值 制 记 数 法 、 比 例 问题 ,不 定 方程 、 
二 项 展开 式 系数 表 、 高 次 开 方法 、 盈 不 足 术 等 ) 也 传 信 阿 
拉 伯 (有 些 则 是 先 经 由 印度 ) 并 通过 阿拉 伯 数 学 再 传人 
欧洲 。 

但 是 ， 阿 拉 伯 数学 著作 中 的 绝 大 部 分 并 未 被 译 成 拉 
丁 文 而 传 入 欧洲 ,只 是 到 了 19 世纪 以 后 ， 阿 拉 伯 数学 的 
许多 内 容 才 逐 渐 被 整理 出 来 .阿拉 伯 数学 吸收 了 古 希 腊 、 
印度 ,中 国 和 本 地 区 的 古代 数学 成 果 , 融 汇 东 西方 古代 数 
学 于 一 身 , 西 传 之 后 ,对 文艺 复兴 以 后 世界 数学 的 发 展 ， 
产生 了 积极 的 影响 。 另 外 ， 阿 拉 伯 数学 对 比较 数学 史 的 
研究 来 说 ,也 是 很 重要 的 。 《柱石 然 ) 


Ating 
阿 廷 ,E。(Emil Artin 1898 一 1962) ”奥地利 数 
学 家 。1898 年 3 月 3 日 生 于 维也纳 。 在 维也纳 大 学 学 习 
一 学 期 后 ,被 征 入 伍 , 直 到 1919 
年 1 月 才 在 莱比锡 大 学 继续 其 
学 业 ， 并 在 G. 赫 格 洛 菊 指导 
下 于 1921 年 获得 博士 学 位 .其 
后 在 格 丁 根 大 学 学 习 一 年 ， 又 
去 汉堡 大 学 。 1923 年 任 讲师 ， 
1925 年 任 副教授 ， 1926 年 任 
教授 。1937 年 移居 美国 。 先 后 
在 圣母 大 学 (1937)、 印 地 安 那 
大 学 (1938 一 1946)、 普 林 斯 顿 
大 学 (1946~1958) 工 作 。1958 年 回 汉堡 大 学 ,1962 年 12 
月 20 日 病逝 。 

阿 廷 的 工作 分 两 个 时 期 。 前 期 (1921~1931) 主 要 是 
在 类 域 论 、 实 域 理论 ,抽象 代数 等 方面 。 在 此 期 间 ， 他 和 
EE. 诺 特 以 及 他 们 的 学 派 极 大 地 推动 了 抽象 代数 学 的 发 
展 。 后 期 (1940 一 1955) 主要 是 在 环 论 , 伽 罗 瓦 理论 ,代数 
数论 中 的 类 数 问题 及 拓扑 学 的 关子 理论 方面 。 

阿 廷 的 博士 论文 明确 地 把 二 次 数 域 的 经 典 理论 通过 
类 比 移 到 特征 为 p ( 奇 素数 ) 的 数 域 上 的 有 理 函数 域 的 二 
次 扩张 上 。 从 而 他 犹 想 相应 的 了 函数 效 曼 猜想 也 成 立 。 
这 个 猜想 对 亏 格 为 1 的 函数 域 在 1936 年 由 耳 , 哈 塞 证 
明 , 一 般 情形 被 A. 书 伊 在 1941 年 证 明 。1923 年 ， 他 在 
高 木 页 治 工作 的 基础 上 表述 一 般 互 反 律 并 在 1927 年 完 
成 证 明 , 这 是 类 域 论 的 重大 突破 。 借 助 于 一 般 互 反 律 , 阿 
廷 把 主 理想 猜想 化 为 群 论 问 题 , 对 此 P.H. 富 特 文 格 勒 在 
1930 年 给 出 证 明 。 弥 永昌 吉 在 1934 年 给 出 更 简单 的 证 
明 。 这 就 完成 了 类 域 论 的 体系 ， 开 如 了 非 阿 贝尔 类 城 论 
的 道路 。 阿 廷 于 1951 一 1952 年 与 ].T. 塔 特 合 写 的 《类 
域 论 》 的 讲稿 中 ， 提 出 了 类 结构 的 概念 ,应 用 群 的 上 同调 
理论 ， 进 一 步 将 类 域 论 公理 化 和 统一 化 。 从 1924 年 起 ， 
阿 廷 开始 实 域 的 研究 ,1926 年 建立 抽象 的 实 域 理论 (与 
0. 施 赖 埃 尔 合作 ,并 在 1927 年 解决 了 希 尔 伯 特 第 17 问 
题 。1927 年 和 1945 年 他 建立 阿 廷 环 理论 ,这 是 J. H. ML 
韦 德 伯 恩 代数 构造 论 的 重要 推广 。 在 拓扑 学 方面 他 从 
1925 年 开始 并 在 1947 年 建立 了 状 子 理论 。 他 的 论文 收 


集 在 k 阿 廷 文集 (1965) 中 。 ( 胡 作 去 ) 
Ayeboduo diyl 
阿 耶 波多 第 一 〈Aryabhata I 476~550) 


印度 数学 家 、 天 文学 家 。 公 元 476 年 生 于 华氏 城 ( 今 属 
比 哈 尔 邦 巴特 那 市 )。 他 受 教育 于 柯 苏 布 罗 城 , 499 年 著 
《 阿 耶 波多 文集 》, 此 书 长 期 失传 ， 至 1864 年 印度 学 者 勃 
豪 丹 吉 始 获 抄本 。 阿 耶 波 多 另 一 记载 天 文 仪器 的 《 阿 
耶 波多 历数 书 》 近 年 才 被 发 现 。 

《 阿 耶 波多 文集 》 共 有 诗 121 行 ,分 颁 辞 ,数学 ,历法 ,天 
球 等 4 篇 ,其 中 第 2 篇 论 数学 ,共有 诗 33 行 ,主要 内 容 为 


记 数 法 ;整数 的 运算 法 则 ;自然 数 平方 ,立方 等 求 和 公式 ; 
分 数 约 分 和 通 分 法 则 ， 三 率 法 ,算术 数列 ,三 角 翅 等 算术 
问题 ， 假 设法 ， 逆 推 法 和 特殊 的 线性 方程 组 解法 及 一 次 
不 定 方程 (组 ) 解 法 ， 从 利息 问题 引进 的 二 次 方程 求 根 公 
式 ; 直 线形 面积 公式 ;还 明确 提出 了 勾 股 定理 并 借 此 解决 
在 弓形 中 弦 矢 关系 以 及 相交 两 圆 的 弦 矢 关系 问题 。 他 指 
出 圆 的 六 分 之 一 弧 所 对 弦 等 于 半径 ， 圆 面积 等 于 半圆 周 
与 半径 的 乘积 ， 他 还 提出 100 加 4， 乘 以 8, 加 上 62000 
是 直径 20000 的 圆周 近似 长 ， 这 就 相当 于 说 =3.1416。 
对 几何 体 也 提出 了 许多 体积 公式 ， 但 有 些 是 错误 的 。 例 
如 误 以 为 三 棱锥 体积 是 底面 积 与 高 乘积 之 半 ， 球 体 体 积 
又 误 以 为 是 大 加 面积 与 其 平方 根 的 乘积 。 在 三 角 学 方面 
阿 耶 该 多 还 改进 了 希 嵌 托 勒 密 的 工作 ， 用 几何 方法 计算 
正弦 表 Rsin 9， 其 中 9 从 3"45' 至 90"， 每 隔 3"45' 列 一 
值 , 并 取 R=3438。 

公元 10 世纪 时 印度 还 有 一 个 名 为 阿 耶 波多 的 数学 
家 ， 在 数学 史上 称 为 阿 耶 波 多 第 二 

1976 年 ,为 纪念 阿 耶 波 多 第 一 诞生 1500 周 年 ,印度 发 
射 了 以 阿 耶 波多 第 一 命名 的 第 一 糯 人 造 卫 星 。 

( 沈 康 身 》 

Al'erlonggen gongling 

埃 尔 朗 根 纲领 (Erlangen program) ”1872 年 
了 . 克 莱 因 在 埃 尔 朗 根 大 学 的 教授 就 职 演讲 时 ， 提 出 题 
为 《关于 近代 几何 研究 的 比较 》 的 论文 ， 论 述 了 变换 群 
在 几何 中 的 主导 作用 ， 把 到 当时 为 止 已 发 现 的 所 有 几何 
统一 在 变换 群 论 观点 之 下 ， 明 确 地 给 出 了 几何 的 一 种 新 
定义 ， 把 几何 定义 为 一 个 变换 群 之 下 的 不 变性 质 。 这 种 
观点 突出 了 变换 群 在 研讨 几何 中 的 地 位 ， 后 来 简称 为 埃 
尔 朗 根 纲领 。 

几何 变换 给 定 任意 几何 对 象 的 集合 M， 约定 把 集 
合 M 叫 做 空间 。 把 M 中 的 每 个 几何 对 象 (或 称 为 元 素 ) 变 
到 另 一 个 几何 对 象 上 的 过 程 称 为 M 上 的 一 个 几何 变换 ， 
简称 变换 。 以 a 表示 某 一 几何 对 象 或 由 许多 对 象 所 构成 
的 图 形 ,以 了 表示 一 个 几何 变换 , 则 在 了 之 下 把 & 变 到 另 
一 个 对 象 或 图 形 b, 记 作 T(a) 一 b，b 称 为 a 的 像 ,a 称 为 
b 的 像 源 。 

另 取 一 个 变换 S 作用 到 b 上 , 设 S(b)=c，, 若 这 两 个 
变换 连续 作用 , 则 a 变 到 c ,所 以 a 变 到 5 的 过 程 也 是 一 
个 变换 , 记 作 P, 即 P(a)=c。P 称 为 S 和 T 的 乘积 , 记 作 
P= ST。 变换 乘积 的 次 序 一 般 是 不 可 交换 的 , 即 ST 关 TS。 

若 有 三 个 变换 T、S、R, 先 作用 T, 其 次 作用 S, 最 后 
作用 R, 其 结果 是 RST, 这 个 记号 表示 作用 的 次 序 是 从 右 
边 到 左边 ,变换 乘积 的 结合 律 是 成 立 的 :(RS)T=R(ST)== 
RST。 

若 变 换 T， 使 得 每 个 元 素 b 都 是 唯一 的 某 个 元 素 4 
的 像 , 则 称 7 为 一 对 一 的 变换 ,这 时 , 了 有 确定 的 逆 变 换 ， 
记 作 T-',T 与 77! 的 乘积 保持 每 个 元 素 都 不 动 ， 也 就 是 
恒 等 变换 , 记 作 E, 即 TT 一 T TIT 一 全 。 

变 接 群 ” 设 6G 为 M 上 的 有 限 或 无 限 个 变换 的 集合 ， 


且 满 足下 面 两 个 条 件 ，@ 集 合 G 中 任意 两 个 变换 的 乘积 
仍 属于 G; 回 集合 G 中 每 个 变换 必 有 其 逆 变 换 ， 而 且 这 
个 逆 变换 也 属于 G， 则 称 G 为 M 上 的 一 个 变换 群 。 

若 从 一 个 已 知 变换 群 G 中 取出 一 部 分 变换 ， 其 全 体 
也 构成 一 个 变换 群 G1, 则 称 G1 为 G 的 一 个 变换 子 群 。 

由 定义 易 知 : 平面 上 或 空间 中 的 运动 集 、 仿 射 变换 
集 、 射 影 变换 集 等 等 各 构成 一 个 变换 群 ， 分 别称 为 运动 
群 , 仿 射 群 , 射 影 群 等 等 ;运动 群 是 仿 射 群 的 一 个 子 群 , 运 
动 群 和 仿 射 群 都 是 射影 群 的 子 群 。 

给 定 空间 M 和 它 的 一 个 变换 群 G， 若 在 G 中 有 一 个 
变换 ,把 图 形 4 变 到 图 形 b, 则 称 4 与 5 是 等 价 的。 从 变 
换 群 的 定义 可 推出 ， 

@ 若 图 形 4 与 图 形 b 等 价 , 则 图 形 b 也 与 图 形 “等 
价 . 事 实 上 , 若 图 形 4 与 5 等 价 , 则 群 G 中 必 有 一 变换 T， 
使 T(a)=b; 于 是 T-:(b)=a， 然 而 7-: 属于 G, 这 表明 ， 
G 中 有 一 变换 把 b 变 到 a, 因此 ,b 与 a 等 价 。 

@@ 着 两 个 图 形 ” 和 b 都 与 第 三 个 图 形 c 等 价 , 则 
与 b 也 互相 等 价 .事实 上 ， 若 4 与 c 等 价 , 则 群 G 中 必 
有 变换 7, 使 T(a)=c; 又 若 b 与 c 等 价 , 则 G 中 必 有 变换 
5, 使 S(b)=c, 从 而 S-'(c)=b, 因此 , S-'T(a)=b, 所 以 
图 形 4 与 b 等 价 。 

不 变量 克 莱 因 把 空间 M 中 图 形 的 等 价 性 质 称 为 几 
何 性 质 或 不 变性 质 ， 而 且 把 几何 性 质 与 在 已 知 群 G 中 任 
意 变换 下 不 变 的 量 结合 起 来 ， 这 些 不 变量 显然 是 一 切 等 
价 图 形 所 共有 的 。 在 某 一 群 G 中 一 切 变换 下 的 所 有 不 变 
性 质 称 为 从 属于 G 的 性 质 ， 研 究 从 属于 G 的 性 质 的 几何 
称 为 从 属于 G 的 几何 。 

克 菜 国 的 思想 ” 克 莱 因 把 各 种 几何 看 作 是 研究 它们 
所 从 属 的 各 种 群 的 不 变性 质 的 理论 ， 使 得 在 19 世纪 80 
年 代 所 发 现 的 各 种 几何 之 间 显 示 出 更 加 深刻 的 联系 ， 他 
在 著名 的 《 埃 尔 朗 根 纲领 里 提出 了 这 个 群 论 观 点 。 在 
这 里 引出 了 按照 变换 群 来 进行 几何 分 类 的 思想 一 一 
埃 尔 朗 根 纲领 思想 。 例 如 ， 经 过 运动 不 变 的 性 质 就 是 度 
量 性 质 ， 研 究 度量 性 质 的 几何 叫做 度量 几何 ( 欧 氏 几 
何 )， 经 过 仿 射 变换 不 变 的 性 质 就 是 仿 射 性 质 ， 研究 仿 
射 性 质 的 几何 叫做 仿 射 几何 ， 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 
就 是 射影 性 质 ， 研 究 射影 性 质 的 几何 叫做 射影 几何 ; 等 
等 。 在 运动 群 之 下 , 距离、 角度、 面积 ,平行 性 , 单 比 , 交 比 
都 保持 不 变 , 在 仿 射 变换 下 , 距离、 角度、 面积 都 改变 ,但 
(同方 向 线段 的 ) 单 比 ,平行 性 、 共 线 性 、 交 比 , 则 保持 不 
变 ; 对 射影 群 来 说 , 单 比 , 平 行 性 都 改变 ,但 共 线性 、 交 比 
保持 不 变 。 这 是 因为 运动 群 是 仿 射 群 的 一 个 子 群 ， 而 仿 
射 群 是 射影 群 的 一 个 子 群 。 

根据 以 上 所 述 ， 在 某 一 变换 群 之 下 的 不 变性 质 必 是 
它 的 子 群 的 性 质 ,但 反 过 来 未 必 成 立 ,就 是 说 , 群 越 大 , 则 
其 几何 内 容 越 少 ! 群 越 小 , 则 其 几何 内 容 越 多 。 例 如 ， 在 
欧 氏 几何 中 可 以 讨论 仿 射 性 质 ( 单 比 ` 平 行 性 等 ), 而 在 仿 
射 几何 中 讨论 某 些 度量 性 质 (如 距离 、 角 度 等 ) 是 没有 意 
义 的 。 

6 


埃 尔 朗 根 纲领 的 提出 , 正 意味 着 对 几何 认识 的 深化 。 
它 把 所 有 几何 化 为 统一 的 形式 ， 使 人 们 明确 了 古典 几何 
所 研究 的 对 象 ; 同时 显示 出 如 何 建立 抽象 空间 所 对 应 几 
何 的 方法 ， 对 以 后 几何 的 发 展 起 了 指导 性 的 作用 ， 故 有 
深远 的 历史 意义 。 
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( 方 德 植 ) 
Aiermite 
埃 尔 米 特 , C. (Charles Hermite 1822~1901) 


法 国 数学 家 。1822 年 12 月 24 日 生 于 法 国 洛 林 ,1901 年 
1 月 14 日 卒 于 巴黎 .1842 年 秋 
入 巴黎 综合 工科 学 校 .1847 年 
通过 学 士 学 位 的 考试 。1848 年 
任 巴 黎 综合 工科 学 校 的 教师 。 
1856 年 被 选 为 法 国 科学 院 院 
士 。1869 年 成 为 巴黎 综合 工科 
学 校 和 巴黎 理学 院 教授 。 他 还 
是 许多 国家 的 科学 院 的 荣誉 
成 员 。 

埃 尔 米 特 是 继 人 A.-L. 柯 西 
之 后 法 国 杰出 的 分 析 学 家 。 他 的 主要 工作 是 ,证 明了 
e 的 超越 性 及 用 椭圆 函数 解 一 般 五 次 方程 。 他 对 代数 型 
理论 ,二 次 型 的 算术 理论 ,椭圆 函数 论 和 阿 贝尔 函数 论 均 
有 重要 贡献 。 有 许多 以 他 名 字 命名 的 成 果 ， 如 埃 尔 米 特 
型 , 埃 尔 米 特 矩 阵 埃 尔 米 特 多 项 式 。 他 的 主要 著作 收集 
在 4 卷 本 的 《 埃 尔 米 特 著作 集 X(1905~1917 ) 中 ,由 双 , 皮 
证 编辑 出 版 。 ( 李 炳 仁 ) 


Alermite chazhi duoxiongsh! bljin 
埃 尔 米 特 插值 多 项 式 通 近 (approximation by 
Hermite interpolation polynomials) 。 埃 尔 米 
特 插值 是 一 种 常见 的 插值 方法 ,假设 在 区 间 [a,b] 上 给 定 
了 ?个 互 不 相同 的 点 xl xa…，zm 以 及 一 张 数 表 

Ws Ms 


YE YY, YS (#) 


» MD, Wn, 

记 m=ait+q+…+om。 早 在 1878 年 C. 埃 尔 来 特 就 证 
明 : 存在 唯一 的 次 数 不 高 于 m 一 1 的 代数 多 项 式 Hn(x)， 
使 得 

HOCGx)=Y (s=0,1,.,0,—1, k=l1,2,...,n), 

常 称 H,(x) 为 表 ( * ) 的 以 {x 六 -1 为 结 点 组 的 埃 尔 米 特 
插值 多 项 式 。 如 果 定 义 在 [a,b] 上 的 函数 f(x) 在 x,(k~= 
1,2,…， nn) 处 有 一 1 阶 导数 ， 并 取 ?= 了 Cx), 则 
称 相应 的 Hs (xX) 为 人 x) 的 以 {x% 间 -1 为 结 点 组 的 《1， 
ca，…，m) 阶 埃 和 尔 米 特 插值 多 项 式 。 作 为 特殊 情况 ， 若 


诸 m 都 为 1， 则 Hn(z) 就 是 信 x) 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 ; 若 n=1， 则 Hn(x) 为 (x) 的 om 一 1 阶 泰勒 多 项 式 。 
最 使 人 们 注意 的 是 诸 mr 都 为 2 的 情况 , 这 时 Hn(x) 为 次 
数 不 高 于 2n 一 1 的 代数 多 项 式 。 如 果 写 


Wn(X)= (XT—X) XT—T) XX), 


Wn( x) 
ID) = Tx oe) 
wn 
AnC0 (全 人 (x—x)lin(X), 
则 Hn(x) 可 表示 为 


Ha(x)= 名 YI Am x) 


+ 训 yal. 
本 


在 这 种 情况 下 ， 常 取 区 "一 fxs) (k=1,2,…,m), 而 给 
蕉 "以 适当 的 限制 。 这 个 想法 大 致 起 源 于 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 的 研究 。 为 了 改善 插值 多 项 式 的 遥 近 度 ， 需 对 其 
导数 作 一 定 的 要 求 。 

为 了 简单 ,考虑 定义 区 间 为 [一 1,1] 的 情况 。L. 费事 
尔 首先 让 Wh?=0, 称 


Falf sz) = Bf) Ainlx) 


为 函数 f(x) 的 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插值 多 项 式 。 如 果 取 切 
比 雪夫 多 项 式 Ta(x) 一 cos (narc cos x) 的 零点 全 体 为 结 
点 组 , 则 有 绝对 常数 c, 使 得 对 于 [一 1, 1] 上 的 任 一 连续 
函数 f(x) 都 有 


jz) —F,(f,x)| 
c | 
< 让 (1 生生 + 站)， 


式 中 -1<x<1,，w(f，5) 为 1{(x) 的 连续 性 模 。 然 而 ， 用 
Ff,x) 通 近 f(x) 有 其 饱和 性 ， 通 近 阶 最 多 为 1/n, 若 


fo-Pod,z=o( 二 ) 


关于 [一 1,1] 上 的 x 均匀 成 立 , 则 f(x) 是 个 常数 。 但 是 对 
于 其 他 结 点 组 ,会 有 较 大 的 差异 。 例 如 , 取 勒 让 德 多 项 式 


1 中 
Kx) in (1D" 


的 零点 全 体 为 结 点 组 时 ， 对 于 [一 1，1] 上 的 连续 函数 
f(x) ,相应 的 Fn(f,z) 仅 可 能 在 (一 1，1) 中 内 闭 一 致 收敛 
于 fx) ,为 了 使 mco 时 ,Fw(f,z) 在 [一 1,1] 上 一 致 收敛 
于 f(x) ,充分 必要 条 件 是 


1 
TD- 二 | fod。 


这 种 在 区 间 端 点 发 生 奇异 的 情况 并 非 稀有 ， 它 促使 人 们 
去 改变 端点 的 插值 情况 。P. 图 兰 首先 提出 在 区 间 端 点 
xon= lzmsin= 一 1 处 取 值 与 函数 取 值 相同 的 要 求 。 从 而 
构造 了 拟 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插值 多 项 式 Qawi(f,x) , 即 假 


定 结 点 组 {xin)3-! 是 取 在 开 区 间 ( 一 1,1) 中 的 ,而 2n+1 
次 代数 多 项 式 Qsmmwr(f,x) 满 足 条件 
Qari (fx) 一 fx (k=0,1,esntl), 
Qinnilf x) =0 (k=1,2,°…,n)。 
这 时 ,如 取 {xin)8-1 为 Xs(x) 的 等 点 全 体 , 则 


lf -eastfa1<co(f, 2)。 


当然 也 可 以 考虑 仅 在 一 端 播 值 的 情况 。 然而， 倘若 将 端 
点 作为 结 点 ， 又 会 发 生 剧烈 的 变化 。 例 如 , 取 
Xeon 一 1， Xnrin=—1, 


2k—1 
Tom 一 cs 3m 


(k=1,2,.…,n), 


则 以 {zn)223 为 结 点 组 的 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插值 多 项 式 
序列 Fs,sf,x)， 对 于 1(x) =x? 这 样 好 的 函数 ， 也 会 在 
《一 1, 1) 中 处 处 发 散 。 而 取 


seos LE 
om 号 下 到 


为 结 点 组 时 ,相应 的 Fa(f,x) 对 于 连续 函数 f(x) 却 有 到 


近 阶 
1 I 1 
1 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 可 以 从 各 方面 扩充 。 例 如 ,可 以 
在 某 些 结 点 处 放弃 对 某 些 阶 导数 的 要 求 ， 这 就 是 所 谓 伯 
克 徐 夫 插值 。 其 中 常见 的 是 (0,2) 插 值 ,也 即 对 于 给 定 的 
结 点 组 {Xn 总 -1 以 及 数组 {04 总-1,{B on)?-1:， 要 确定 一 
个 次 数 不 高 于 2n 一 1 的 代数 多 项 式 Siw-1(x*) 使 得 

San-i (Xn) = ns San-i(Xin) = Bins 

《k=1,2，,…， nn)。 当 取 4n=f 了 (Ysn) 时 ,考虑 Sn-1(f ,Xx) 
对 f(x) 的 通 近 , 也 可 以 考虑 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 对 函数 
及 其 导数 的 同时 逼近 。 例 如 , 取 


中 一 1 
ns 


(k=0, 1, -…, n+1) 


(k=1,2,0on) 
为 结 点 ， 对 于 [一 1,1J 上 的 可 微 函 数 ， 考 虑 
Ha = fn Aasnlx) 
+ fern 
对 fKz) 及 也 (z) 的 同时 通 近 。 此 时 有 
IH,(f,x) —f(x) 1+ IHsCf,x) 一 六 (xz)| 
<omro(fo， 二 。 
至 于 对 于 无 限 区 间或 周期 函数 的 情形 ， 自 然 也 可 作 类似 
的 讨论 ,只 是 在 周期 的 情形 ,有 时 插值 三 角 多 项 式 却 未 必 
存在 。 
至 于 f(z) 的 (ai 4，…, ow) 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


Hlx) 对 了 (x) 的 逼近 ， 如 果 f(x) 在 [0,b] 上 有 m 阶 导数 ， 
则 在 [a,b] 中 有 与 x 有 关 的 点 使得 


2 下 
0 -HD = Tl Oe) 


Ai 


埃 


式 中 Du(z) 一 (x 一 zsi(z 一 za)52 (一 xn)nno 

《〈 谢 庭 落 ) 
Alji gudal shuxue 
埃及 古代 数学 (ancient mathematics in Egypt) 
埃及 是 世界 上 文化 发 达 最 早 的 几 个 地 区 之 一 ， 位 于 尼 罗 
河 两 岸 ， 公 元 前 3200 年 左右 ， 形 成 一 个 统一 的 国家 。 尼 
罗 河 定期 泛 洲 ， 淹 没 全 部 谷地 ， 水 退 后 ， 要 重新 丈量 居 
民 的 耕地 面积 。 由 于 这 种 需要 ， 多 年 积累 起 来 的 测 地 知 
识 便 逐 渐 发 展 成 为 几何 学 。 

公元 前 2900 年 以 后 , 埃及 人 建造 了 许多 金字 塔 ， 作 
为 法 老 的 坟 莫 。 从 金字 塔 的 结构 ， 可 知 当时 埃及 人 已 懂 
得 不 少 天 文 和 几何 的 知识 。 例 如 基底 直角 的 误差 与 底面 
正方 形 两 边 同 正 北 的 偏差 都 非常 小 (参见 彩 图 插页 第 
7 页 )。 

现今 对 古 埃及 数学 的 认识 ， 主 要 根据 两 卷 用 僧侣 文 
写成 的 纸 草书 (参见 彩 图 插页 第 7 页 ); 一 卷 藏 在 伦 敦 ， 
叫做 莱 因 德 纸 草书 ， 一 卷 茂 在 莫斯科 。 埃 及 最 古老 的 文 
字 是 象形 文字 ,后 来 演变 成 一 种 较 简单 的 书写 体 ,通常 叫 
僧侣 文 。 除 了 这 两 卷 纸 草书 外 ， 还 有 一 些 写 在 羊皮 上 或 
用 象形 文字 刻 在 石碑 上 和 木头 上 的 史料 , 藏 于 世界 各 地 。 
两 卷 纸 草书 的 年 代 在 公元 前 1850 一 前 1650 年 之 间 , 相 当 
于 中 国 的 夏 代 。 

埃及 很 早 就 用 十 进 记 数 法 ( 见 记 教 法 )， 但 却 不 知道 
位 值 制 ,每 一 个 较 高 的 单位 是 用 特殊 的 符号 来 表示 的 。 例 
如 111， 象 形 文字 写成 @ 几 1 ,而 不 是 将 1 重复 三 次 。 埃 
及 算术 主要 是 加 法 ， 而 乘法 是 加 法 的 重复 。 他 们 能 解决 
一 些 一 元 一 次 方程 的 问题 ,并 有 等 差 、 等 比 数列 的 初步 知 
识 。 占 特别 重要 地 位 的 是 分 数 算法 ， 即 把 所 有 分 数 都 化 
成 单位 分 数 ( 即 分 子 是 1 的 分 数 ) 的 和 。 莱 因 德 纸 草书 用 
很 大 的 篇 幅 来 记载 2/n(n 从 5 到 101) 型 的 分 数 分 解 成 单 
位 分 数 的 结果 。 为 什么 要 这 样 分 解 以 及 用 什么 方法 去 分 
解 ， 到 现在 还 是 一 个 谜 。 这 种 繁杂 的 分 数 算法 实际 上 阻 
碍 了 算术 的 进一步 发 展 。 

纸 草书 还 给 出 圆 面积 的 计算 方法 ， 将 直径 减 去 它 的 
1/9 之 后 再 平方 。 计 算 的 结果 相当 于 用 3.1605 作为 圆周 
率 ， 不 过 他 们 并 没有 圆周 率 这 个 概念 。 根 据 莫斯科 纸 草 
书 ,推测 他 们 也 许 知 道 正 四 楼 台 体积 的 计算 方法 。 总 之 ， 
古代 埃及 人 积累 了 一 定 的 实践 经 验 ， 但 还 没有 上 升 为 系 
统 的 理论 。 
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( 梁 宗 下 ) 

Aisensitan 
艾 森 斯 坦 ,F.G.M。 (Ferdinand Gotthold Max 
Eisenstein 1823 一 1852) 。 德国 数学 家 。1823 年 
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4 月 16 日 生 于 柏林 。 中 学 时 已 独立 进行 数学 研究 。1843 
年 进入 柏林 大 学 学 习 的 第 一 年 ,受到 A. von 洪 堡 、A, 工 . 
克 雷 尔 等 人 重视 , 1844 年 一 年 
之 内 在 克 雷 尔 杂 志 上 发 表 25 
篇 论文 。 次 年 在 C. G. 丁 雅 可 
比 的 建议 下 ， 也 .也 . 库 殊 泵 授 
子 他 布雷 斯 劳 大 学 荣誉 博士 称 
号 ， 不 久 成 为 柏林 大 学 讲师 。 
1848 年 参加 革命 活动 , 被 捕 并 
受 迫 害 致使 健康 受 损 。1852 
年 10 月 11 日 因 肺 结核 在 柏林 
早 逝 。 

艾 森 斯 坦 主要 贡献 是 数论 及 有 关 的 椭圆 函数 论 。 早 
期 工作 涉及 三 次 、 四 次 及 高 次 互 反 律 ,三 元 二 次 型 。 后 来 
研究 椭圆 函 数论， 目的 也 是 研究 高 次 互 反 律 。 艾 森 斯 坦 
级 数 是 研究 模 形式 和 模 函 数 的 重要 工具 。 他 的 多 项 式 不 
可 约 判别 法 是 这 方面 的 重要 成 果 。 晚 年 他 研究 三 次 型 。 
他 的 著作 收集 于 《数学 著作 集 》(1975) 中 。 


《 胡 作 去 ) 
Airertexl 
爱 尔 特 希 ,P. (Paul Erd6s 1913~ ) 多 
牙 利 数学 家 。1913 年 3 月 26 日 生 于 布达佩斯 数学 教师 家 
庭 ， 和 犹太 人 。 从 来 没有 固定 的 职位 ， 也 不 定居 在 一 个 地 
方 。30 年 代 在 欧洲 游历 , 第 二 次 世界 大 战 时 期 在 美国 度 
过 。 战 后 则 在 全 世界 旅行 ， 与 各 国 数学 家 共同 研究 数学 
问题 。 他 是 世界 上 多 产 的 数学 家 之 一 。 现 已 发 表 1000 
多 篇 数学 论文 。 工 作 领 域 包括 数论 、 集 合 论 、 组 合 数学 、 
图 论 、 概 率 论 及 其 应 用 、 数 理 逻 辑 等 。 由 于 他 在 这 些 领 
域 的 杰出 成 就 ， 以 及 他 个 人 对 全 世界 数学 家 的 合作 和 推 
动 , 1984 年 获 活 尔 夫 闫 。 他 是 匈牙利 科学 院 院士 。 

( 张 英 窑 ) 
Ao'ersimu 
奥 尔 斯 姆 ,N。 (Nicole Oresme 约 1325 一 1382) 
法 国 数学 家 。 约 1325 年 生 于 卡 帅 附近 ，1382 年 7 月 11 
日 卒 于 利 雪 。 早 年 就 学 于 巴黎 大 学 。 后 在 鲁 昂 和 巴黎 等 
地 教学 。1362 年 任 牧师 。1377 年 成 为 利 雪 的 主教 。 他 
对 数学 的 贡献 是 在 《比例 算法 》( 约 1360) 中 引入 分 指数 的 
记 法 和 一 些 使 用 规则 ， 在 《 论 质量 与 运动 的 结构 》( 约 
1350) 等 书 中 为 研究 变化 和 变化 率 萌 发 了 坐标 几何 思想 ， 
尝试 用 坐标 确定 点 的 位 置 ， 并 用 图 像 表示 变化 中 的 量 ， 
对 R. 黎 卡 儿 创 立 解析 几何 产生 一 定 影响 。 他 的 《网 几 里 
得 几何 问题 》( 约 1360) 等 著作 给 出 若干 无 穷 级 数 的 求 和 
问题 ， 发 展 了 古 希腊 学 者 有 关 的 极限 思想 。 此 外 ， 在 对 
“ 变 化 " 的 研究 中 也 涉及 物理 学 和 哲学 的 一 些 基本 观点 ， 
如 热 的 强度 ,运动 原理 等 。 《 王 青 建 ) 


Aoma Haiyomu 
奥马 : 海 亚 姆 (Omar Khayyami 约 1048 一 1131) 
阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 。 生 于 波斯 胡 拉 桑 州 内 沙 布尔 ， 


卒 于 同 地 。 早 年 受到 良好 的 教育 ,爱好 诗歌 ,他 的 一 些 诗 
集 流传 至 今 。 曾 在 内 沙 布尔 天 文 台 工作 ， 和 其 他 学 者 一 
起 对 当时 的 历法 进行 了 一 次 改革 。 奥 马 海 亚 姆 最 著名 
的 数学 著作 是 《代数 问题 的 证 明 》， 其 阿拉 伯 文 手稿 和 拉 
丁 文 译本 已 保存 下 来 ， 近 代 被 译 成 多 种 文字 。 此 书 定义 
代数 学 为 “ 解 方程 的 科学 "这 定义 一 直 保持 到 19 世 纪 末 。 
书 中 还 首次 给 出 了 奥马 海 亚 姆 所 创立 的 一 种 借助 圆锥 
曲线 解 三 次 方程 的 方法 ， 这 是 代数 与 几何 相 结合 的 前 驱 
工作 。 他 还 研究 过 二 项 式 的 展开 、 开 方法 则 、 比 和 比例 等 
问题 。 详 注 过 欧 几 里 得 的 著作 ,他 的 《对 欧 几 里 得 几何 原 
本 中 困难 公设 的 注释 ?一 书 对 东方 数学 有 过 积极 影响 。 
《 柱 殉 芝 ) 

Aositeluogelacij! 

奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 ,MB。 (Muxanx Baciuns- 
eBUY OcrporpamrckH 直 1801 一 1862) ”俄国 数学 
家 ,力学 家 。1801 年 9 月 24 日 生 于 帕 先 纳 亚 ,1862 年 1 
月 1 日 卒 于 波 尔 塔 瓦 ,早年 在 哈 尔 科 夫 大 学 学 习 , 虽 然 成 
绩优 异 ， 但 由 于 不 信 数 而 未 获得 毕业 文凭 。1822 年 留学 


巴黎 ,1828 年 返回 俄国 。1830 年 当选 为 彼得 堡 科学 院 院 
士 。 曾 在 彼得 堡 科 学 院 和 许多 高 等 学 校 任教 。 

他 是 俄国 理论 力学 学 派 的 创始 人 和 彼得 堡 数学 学 派 
的 葛 基 者 之 一 。 其 科学 研究 涉及 分 析 学 、 理 论 力学 、 数 学 
物理 ,概率 论 .数论 和 代数 学 等 多 方面 。 他 最 重要 的 数学 
工作 是 在 1828 年 研究 热传导 理论 的 过 程 中 ,证 明了 关于 
三 重 积分 和 曲面 积分 之 间 关 系 的 公式 〈 现 称 为 奥 斯 特 罗 
格拉 茨 基 - 高 斯 公式 ,又 称 格林 定理 ，C. F. 高 斯 独立 地 证 
明 过 这 个 公式 )。1834 年 ， 他 又 把 这 一 公式 推广 到 ” 重 
积分 的 情形 。 他 还 得 到 了 二 重 积分 与 三 重 积分 的 变换 公 
式 ， 建立 了 有 理 函 数 的 积分 法 一 一 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 方 
法 ;给 出 了 非 保守 系统 的 一 般 变 分 原理 的 某 些 结果 ,并 推 
广 到 变 分 学 的 一 般 等 周 问题 ; 引进 了 共 箔 算 子 的 概念 ,证 
明了 某 些 算 子 特征 函数 系 的 正 交 性 。 

在 力学 方面 ， 他 对 球形 射 弹 的 飞行 进行 了 大 量 的 理 
论 研究 和 实验 ,提出 了 偏心 射 弹 在 空中 运动 的 微分 方程 。 
还 研究 了 天 体力 学 和 分 析 力 学 ， 首 次 证 明了 关于 可 能 位 
移 原理 和 最 小 作用 原理 的 广义 定理 。 ( 杜 瑞 芝 ) 


BMO kongllan 


BMO 空间 (BMO space) 有 界 平均 振动 空间 
的 简称 。 这 是 1961 年 由 F. 约翰 和 工 . 尼 伦 伯 格 在 研究 
椭 加 型 偏 微分 方程 的 解 时 所 引进 的 一 类 函数 空间 。 它 包 
含 着 空间 L”(R") ， 又 是 哈代 空间 H'(R") 的 对 偶 空间 ( 见 
Hs 空间 )。 设 f(x) 为 定义 于 Fr 上 的 局 部 可 积 函 数 , @ 为 
和 中 边 平行 坐标 轴 的 任 一 立方 体 ，1Q| 为 其 体积 ，1(x) 


同 f(x) 在 Q 上 的 平均 值 f= 久 []。100 dx 的 偏差 用 
11(o9 一 人 [表示 , 它 在 9 上 的 平均 作 壤 [|。1fCo 一 foldr， 
叫做 fx 在 @ 上 的 平均 振幅 。 如 果 J(x) 满 足 条 件 

sup TB | -falar<e, 


就 称 1(x) 具 有 有 界 的 平均 振幅 ,并 记 作 了 EBMO。 由 上 述 
定义 看 出 , 任 一 R" 上 的 有 界 可 测 函 数 必 具 有 有 界 的 平均 
振幅 , 但 反之 不 一 定 成 立 。 例 如 , log|x| 属 于 BMO 空间 ， 
但 它 不 属于 L*， 这 说 明 BMO 空间 和 L” 有 严格 的 包含 
关系 L* 生 BMO。 

BMO 空间 与 巴 拿 林 空 间 对 任 一 了 fEBMO, 如 定义 


Mlewo= sup ST | lf ~folde, 


可 以 证 明 | lawo 为 一 准 范 数 。 事实 上 , | fawo= 0 当 且 仅 
当 f(x) 为 一 常数 。 因 此 ， 当 BMO 空间 中 的 两 个 函数 fi 
和 相差 一 常数 时 , 规定 这 两 个 函数 是 等 同 的 ， 在 这 个 
规定 之 下 ,外 .||swo 便 成 为 范 数 ,而 且 BMO 空间 为 一 巴 拿 
赫 空 间 。 

约 输 - 尼 伦 伯 格 不 等 式 ” 由 BMO 空间 的 定义 容易 
验证 ， 如 果 存 在 两 正常 数 A 和 a, 使 得 对 于 一 切 的 立方 
体 @@ 均 满足 

I{x€EQ:|f(x)—fol>a}l<AlQlexp(—aa), 

式 中 左边 为 勒 贝 格 测度 ,那么 fEBMO.。 约翰 和 尼 伦 伯 格 
指出 上 述 不 等 式 本 质 上 可 以 用 来 刻画 BMO 空 间 的 特征 。 
这 就 是 存在 着 两 正常 数 A 和 a, 使 得 对 于 任 一 fEBMO， 
立方 体 QCR", 以 及 a>>0, 成 立 不 等 式 

I{xEQ: f(x) —fol>«}|<AlQlexp(—aa/lflswo). 

党 此 曼 - 施 坦 分 解 另 一 个 涉及 BMO 空间 构造 特 
征 是 由 C. L. 费 弗 曼 和 E. M. 施 坦 给 出 的 , fEBMO 当 
且 仅 当 f=w+5, 此 处 WW、vEL”,5 为 v 的 和 希 尔 伯 特 变换 。 
这 个 事实 表明 ,判断 一 个 函数 是 否 属于 BMO 空间 , 可 以 
纯粹 用 调和 分 析 的 语言 来 表述 与 刻画 。 因 此 ， 这 个 事实 
也 就 成 为 揭示 BMO 空间 和 调和 分 析 之 间 内 在 关系 的 纽 
带 ， 并 且 这 方面 的 进一步 研究 成 为 当代 调和 分 析 的 重要 
研究 课题 之 一 。 
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费 布 受 - 施 坦 定理 ”关于 BMO 空间 的 研究 , 特别 要 
提出 费 弗 曼 和 施 坦 的 下 述 结果 : 哈代 空间 H'(R") 的 对 偶 
空间 为 BMO 空 间 ， 记 作 (H')*=BMO。 可 以 说 , 由 于 这 
个 事实 的 发 现 ,BMO 空间 便 成 为 调和 分 析 的 重要 角色 。 

应 用 由 于 BMO 空间 是 H' 的 对 偶 空 间 , 因此 许多 
涉及 H! 的 问题 通过 这 个 对 侦 关 系 可 以 用 BMO 空间 的 性 
质 去 处 理 , 于 是 BMO 空间 就 成 为 研究 H' 许多 问题 的 一 
个 新 工具 。 例 如 ,研究 算 子 了 从 H' 到 L! 的 有 界 性 ,要 建 
立 不 等 式 

ITPh<Alfln, (») 
由 (LD)*=L*、(H')*=BMO 以 及 关系 式 


?Drex=] par (为 7 的 共 辐 算 于 ) 
可 知 
Irph <All ,sp Ce)lawo)。 


于 是 ,为 使 关系 式 (* ) 成 立 , 只 须 证 明 
ITp) lomo<Allol,。 

这 就 把 研究 算 子 从 H' 到 L' 的 有 界 性 问题 转化 为 研究 其 
共 入 算 子 季 从 L” 到 BMO 空间 的 有 界 性 问题 了 。 另 一 个 
应 用 是 , BMO 空间 在 许多 调和 分 析 问题 的 研究 中 , 可 以 
成 为 空间 "的 合适 代 符 。 例 如 , 传 里 叶 分 析 中 的 许多 古典 
的 算 子 了 具有 从 L? 到 L? 的 有 界 性 (1<p<c)， 也 就 是 
说 不 等 式 

ITfl,<colfl, 
成 立 。 但 当 p= co 时， 结论 却 不 成 立 。 其 原因 是 由 于 当 
了 EL 时 ,经 过 算 子 了 作用 后 的 像 1f 不 一 定 在 L* 内 。 包 
含 关 系 ICBMO 使 人们 想到 ,映像 7f 虽 不 在 Ze 内 , 但 
有 可 能 在 BMO 空间 内 ,如 果 这 是 正确 的 活 , 说 明 算 子 7 
有 可 能 具有 从 L” 到 BMO 空间 的 有 界 性 。 例 如 希 尔 伯 特 
变换 瑟 虽 不 满足 

lftls<clfls, 
但 成 立 着 

lHflsvo<Clfls 。 
因此 , 当 算 子 了 并 不 具有 从 Le 到 Le 的 有 界 性 时 ， 可 以 
考虑 了 是 否 具有 从 L” 到 BMO 空间 的 有 界 性 。 在 这 种 意 
义 下 ,BMO 空间 起 到 了 代替 Le 的 作用 。 

( 陆 善 镇 ) 

Bobllun shuxue 
巴比伦 数学 〈mathematics in Babylon) 
西亚 美 索 不 达 米 亚 地 区 〈 即 底格里斯 河 与 幼发拉底 河流 
域 ) 是 人 类 早期 文明 发 祥 地 之 一 。 一 般 称 公元 前 19 世纪 
至 公元 前 6 世纪 间 该 地 区 的 文化 为 巴比伦 文化 ， 相 应 的 
数学 属 巴比伦 数学 。 这 一 地 区 的 数学 传统 上 衫 至 约 公元 
前 二 千年 的 苏 美 尔 文化 ， 后 续 至 公元 1 世纪 基督 教 创始 
时 期 。 对 巴比伦 数学 的 了 解 , 依据 于 19 世纪 初 考古 发 气 
出 的 模 形 文字 记 板 。 有 约 300 块 是 纯 数 学 内 容 的 ， 其 中 
约 200 块 是 各 种 数 表 , 包括 乘法 表 、 倒数 表 , 平 方 和 立方 
表 等 。 


大 约 在 公元 前 1800 一 前 1600 年 间 ,巴比伦 人 已 使 用 
较 系统 的 以 60 为 基数 的 数 系 (包括 60 进 制 小 数 )。 对 小 于 
60 的 整数 , 使 用 1( 了 ) 和 10(《 ) 两 种 记号 表示 ， 如 25= 
2(10)+5= 人 ( 色 ,对 大 于 60 的 数 ,用 位 置 制 记 数 法 ,如 

524551 一 2(60?) 十 25(602) 十 42(60) 十 31 
~ KW rT 

由 于 没有 表示 零 的 记号 ， 这 种 记 数 法 足 不 完善 的 。 

巴比伦 人 的 代数 知识 相当 丰富 ,主要 用 文字 表达 , 偶 
尔 使 用 记号 表示 未 知 量 。 有 一 道 最 古老 的 问题 是 :已 知 正 
方形 面积 与 边 长 的 差 为 14;30C60 进位 制 数 , 即 14(60) 十 
30= 870], 求 正方 形 边 长 。 这 相当 于 求解 方程 x* 一 px 一 q 


(此 时 p=1, q=870)。 巴比伦 人 的 解法 是 依次 计算 怠 ， 
( 史 (时)》+a,V(3) +a,V( 昌 ) +a+t 卫 ,得 到 解 
为 30。 这 与 现代 用 公式 解 这 类 方程 的 过 程 一 致 (但 他 们 尚 
无 负数 概念 ， 解 方程 只 求 正 根 )。 在 公元 前 1600 年 前 的 
一 块 氟 板 上 ,记录 了 许多 组 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 ( 即 勾 股 
数组 ,参见 彩 图 插页 第 6 页 )。 据 考证 ,其 求法 与 希腊 人 去 
香 图 的 方法 相同 , 即 取 定 两 正 整数 4.v, 令 a= 一 ,b= 
2uv,c=WW 十 以 , 则 必 有 ?+ 以 =c?。 巴比伦 入 还 讨论 了 某 
些 三 次 方程 和 可 化 为 二 次 方程 的 四 次 方程 。 

巴比伦 的 几何 属于 实用 性 质 的 几何 ， 多 采用 代数 方 
法 求解 ,他 们 有 三 角形 相似 及 对 应 边 成 比例 的 知识 。 用 


公式 5 一 各 (e 为 加 的 周 长 ) 求 四 面积 ,相当 于 取 一 3, 在 


一 块 约 公元 前 1600 年 的 泥 板 上 ， 记 有 /也 的 近似 值 ( 参 
见 彩 图 插页 第 6 页 )， 
1+24/60+51/60*+10/60’=1.4142155。 

巴比伦 人 已 掌握 计算 简单 平面 图 形 面积 和 简单 立体 体积 
的 方法 ,如 用 公式 V= 术 (人 2) + 二 (5 咏 2) ] 求 高 为 4 
的 平 戴 头 方 锥 (下 底面 积 o， 上 底面 积 刀 的 体积 。 

巴比伦 人 在 公元 前 3 世纪 已 较 频繁 地 用 数学 方法 记 
载 和 研究 天 文 现象 ,如 记录 和 推 莽 月 球 与 行星 的 运动 ,他 
们 将 圆周 分 为 360 度 的 做 法 一 直 沿 用 至 今 。 


( 严 救 杰 ) 
Boluo 
巴 罗 ,I. (Jsaac Barrow 1630~1677) 英国 数 


学 家 。1630 年 10 月 生 于 伦 教 ，1677 年 5 月 4 日 卒 于 伦 
敦 。1643 年 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 ，1648 年 获 学 士 学 位 
1649 年 当选 为 三 一 学 院 院 委 ,1662 年 任 伦敦 格雷 沙 姆 几 
何 教授 ，1664 年 任 剑桥 首届 卢 卡 斯 教授 ,1672 年 任 三 一 
学 院 院 长 。 

巴 罗 最 重要 的 科学 著作 是 《光学 讲义 》(1669) 和 《 几 
何 学 讲义 X(1670), 后 者 包含 了 他 对 无 穷 小 分 析 的 卓越 贡 
献 , 特 别 是 其 中 “通过 计算 求 切线 的 方法 ", 同 现在 的 求 导 
数 过 程 已 十 分 相近 。 他 已 察 党 到 切线 问题 与 求 积 问题 的 


互 逆 关系 ， 但 执着 于 几何 思维 妨碍 他 进一步 逼近 微 积分 
的 基本 定理 ， 微 积分 的 最 终 制 
定 后 来 由 其 学 生 工 牛顿 完成 。 
巴 罗 最 先 发 现 了 牛顿 的 天 才 ， 
并 于 1669 年 自动 辞去 卢 卡 斯 
教授 之 职 ,举荐 牛顿 继任 。 

巴 罗 精通 希腊 文 和 阿拉 伯 
文 ， 曾 编译 过 欧 几 里 得 、 阿 基 
来 德 、 阿 波 罗 尼 奥 斯 等 希腊 数 
学 家 的 著作 ， 其 中 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》 作 为 英国 标准 几 


何 教 本 达 半 个 世纪 之 久 。 (地 文 林 ) 
Bonahe 
巴 拿 赫 ,S. (Stefan Banach 1892~1945) 


波兰 数学 家 。1892 年 3 月 30 日 生 于 克拉 科 夫 ,1945 年 8 
月 31 日 卒 于 利 沃 夫 。 曾 在 克拉 科 夫 的 贾 吉 洛 尼 亚 大 学 和 
利 沃 夫 工 业 大 学 短期 学 习 ， 但 
他 主要 车 自学 1916 年 结识 H. 
斯 坦 豪 斯 后 ， 开 始 科 学 研究 ， 
1920 年 获 博士 学 位 ,1922 年 任 
利 沃 夫 大 学 讲师 ,1927 年 为 教 
授 。 成 为 泛 函 分 析 的 开创 者 之 
一 。 不 久 在 他 和 斯 坦 豪 斯 周围 
集中 了 一 批 年 轻 学 者 ， 发 展 成 
为 利 沃 夫 学 派 ,并 在 1929 年 创 
办 了 第 一 个 泛 函 分 析 杂 志 《 数 
学 研究 》。1932 年 出 版 了 他 的 名 著 《 线 性 算 子 理论 》。 他 在 
1936 年 的 国际 数学 家 大 会 上 做 了 全 会 报告 ,这 表明 数学 
界 重视 波兰 学 者 对 泛 函 分 析 的 研究 。 1939 年 被 选 为 波兰 
数学 会 主席 。 第 二 次 世界 大 战 中 ， 波 兰 被 德国 占领 ， 他 
在 一 所 医学 研究 所 做 喂养 昆虫 的 工作 。 苏 联军 队 攻 克利 
沃 夫 后 ,他 才 回 到 大 学 工作 ,不 过 这 时 他 已 患 肺癌 。 

巴 拿 赫 的 主要 工作 是 引进 线性 赋 范 空间 概念 ， 建 立 
其 上 的 线性 算 子 理论 ， 他 证 明 的 三 个 基本 定理 ( 哈 思 - 巴 
拿 赫 线性 泛 函 延 拓 定理 ， 巴 拿 赫 -斯 坦 豪 斯 定理 即 共 鸣 
定理 , 闭 图 像 定理 ) 概 括 了 许多 经 典 的 分 析 结 果 ， 在 理论 
上 和 应 用 上 都 有 重要 的 价值 。 人 们 把 完备 的 线性 赋 范 空 
间 称 为 巴 拿 赫 空间 。 此 外 , 在 实 变 函 数论 方面 ,他 在 1929 
年 同 K. 库 拉 托 夫 斯 基 合作 解决 了 一 般 测度 问题 在 集合 
论 方面 ,他 于 1924 年 同 A. 塔 尔 斯 基 合 作 提出 巴 拿 赫 - 塔 


尔 斯 基 壤 论 。 《 衣 作 去 ) 
Baonohe kongjion 
巴 拿 赫 空间 (Banach space) 一 种 赋 有 “长 


度 "的 线性 空间 , 污 函 分 析 研 究 的 基本 对 象 之 一 。 数 学 分 
析 各 个 分 支 的 发 展 为 巴 拿 赫 空间 理论 的 诞生 提供 了 许多 
丰富 而 生动 的 素材 ,从 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 以 来 ， 人 们 久 已 
十 分 关心 团 区 间 [a， 妇 上 的 连续 函数 以 及 它们 的 一 致 收 
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伍 性 。 甚至 在 19 世纪 末 ，G. 阿 斯 科 利 就 得 到 [e,b] 上 一 
族 连续 函数 之 列 紧 性 的 判断 准则 ， 后 来 十 分 成 功 地 用 于 
常 微分 方程 和 复 变 函数 论 中 。1909 年 了 . 里 斯 给 出 C[0,1] 
上 连续 线性 泛 函 的 表达 式 ， 这 是 分 析 学 历史 上 的 重大 事 
件 。 还 有 一 个 极 重要 的 空间 , 那 就 是 由 所 有 在 [0,1] 上 Pp 
次 可 勒 贝 格 求 和 的 函数 构成 的 L? 空间 (1<p<o)。 在 
1910 一 1917 年 ， 人 们 研究 它 的 种 种 初等 性 质 其 上 连续 
线性 泛 函 的 表示 ， 则 照 充 了 通 往 对 偶 理 论 的 道路 。 人 们 
还 把 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 理论 推广 到 这 种 空间 ， 并 且 引 
进 全 连续 算 子 的 概念 当然 还 该 想到 希 尔 伯 特 空间 。 正 是 
基于 这 些 具 体 的 、 生 动 的 素材 ，S. 巴 拿 林 与 N. 维 纳 相 
互 独立 地 在 1922 年 提出 当今 所 谓 巴 拿 赫 空间 的 概念 ,并 
且 在 不 到 10 年 的 时 间 内 便 发 展 成 一 部 本 身 相当 完美 而 
又 有 着 多 方面 应 用 的 理论 。 

定义 ”对 于 实 ( 或 复 ) 数 域 K 上 的 线性 空间 X， 若 有 
从 X 到 尺 的 函数 |x| 使 得 ，@Izlj>0，jzl= 0 必须 且 
只 须 x*=0, @ 对 aEK, 有 laxll=|allzx|, @|x+yl< 
站 x+ yl, 则 称 X 为 线性 赋 范 空间 ,而 称 |x| 为 范 数 。 

显然 , 范 数 这 概念 是 刀 中 向 量 长 度 概念 的 推广 如同 
有 理 数 系 可 完备 化 为 实数 系 ， 任 何 线性 赋 范 空间 也 可 按 
照 距离 d(x,y) = |x 一 yj 作为 度量 空间 而 完备 化 。 

完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 赫 空间 。 例 如 ， 设 口 
为 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 令 C (9) 表示 9 上 一 切实 (或 复 ) 值 
连续 函数 的 全 体 , 则 C(O) 关 于 范 数 |x|=suplx(t) | 成 为 


一 个 巴 拿 玉 空间 。 再 如 , 设 (0,4) 是 正 测度 空间 , 令 L?(0， 
及 表示 品 上 一 切 pP(p> 1) 次 可 求 和 函数 的 全 体 , 则 Lz(9， 
内 关于 范 数 |z| 一 (| 1zceo 1zxtdt) “成 为 一 个 巴 全 料 
空间 .特别 取 Q={1,2,3,…},u(n)=1( 当 n=1.2.3、…) 
则 相应 的 L(9，/ 成 为 满足 条 件 总 lxnl?< 的 数列 


{zo) 人 ,的 全 体 , 而 相应 的 范 数 为 lz|-( 忆 lxol>) “- 
一 般 记 这 个 特殊 的 L?(0,4) 为 1z。 还 如 , 设 (9, ,是 正 
测度 空间 ， 对 9 上 可 测 的 函数 1(t), 如 果 有 正 数 a, 使 于 
0 几乎 处 处 有 f(t)1<a， 则 称 f(1) 为 本 性 有 界 的 函数 ， 
而 记 上 述 诸 4 之 下 确 界 为 ss suplf(t)|, 令 L”(9) 表 示 
上 之 本 性 有 界 函 数 的 全 体 ， 则 L*(9) 关于 范 数 上 川 |= 
ess suplf(t) 1 成 为 一 个 巴 全 料 空 间 。 特别 对 9= {1, 2， 
3，…} 而 An) = 1(n=1,2,3,…) 则 相应 的 ZL”"(9) 即 有 界 
数列 {xn}8-: 的 全 体 , 而 相应 的 范 数 为 jzj 一 sup|zn|。 一 
般 记 这 个 特殊 的 Z (9) 为 m。 

车 lim|x。 一 x 上 =0, 则 称 {xn)s-! 强 收敛 于 x, 简 写作 
Xn>X。 

基 作为 完全 就 范 直 交 函 数 系 的 推广 , 设 {es}2.， 是 
巴 拿 赫 空间 X 中 的 序列 , 如 果 对 每 个 xEX 都 从 有 一 数列 


{aj 使 以 mei>z, 则 称 (enj3. 为 和 的 基 ， 而 称 X 为 
有 基 的 空间 。 凡 有 基 的 空间 一 定 是 可 分 的 ,对 于 许多 可 分 
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空间 ,人 们 具体 地 构造 出 它们 的 基 。 但 是 ,是 否 每 个 可 分 
的 巴 拿 赫 空间 都 有 基 的 问题 ,直到 1973 年 才 由 P. 思 夫 洛 
举 出 反例 。 确 有 可 分 而 没有 基 的 巴 拿 赫 空间 。 

对 但 空 间 设 f(x) 是 从 实 (或 复 ) 域 上 赋 范 线性 
空间 X 到 了 上 的 线性 函数 。 若 fx) 还 是 连续 的 ， 则 
称 f(x) 为 连续 线性 泛 函 ,一 切 如 此 的 了 (x) 按 范 数 |f|== 
er |f(x) | 构成 的 巴 拿 赤 空间, 便 称 为 X 的 对 侦 空间 


(或 共 令 空间 ) 并 记 作 Xe( 或 X)。 
在 许多 数学 分 支 中 都 会 遇 到 对 偶 空间 ， 例 如 甜 量 问 
题 、 偏 微分 方程 理论 等 ,一 些 物理 系统 的 状态 也 常 与 适当 
空间 上 的 线性 泛 函 联系 在 一 起 。 至 于 泛 函 分 析 本 身 ， 对 
偶 空 间 也 是 极为 重要 的 概念 。 通过 X*, 能 更 好 地 理解 X。 
里 斯 表现 定理、 设 口 是 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 则 于 复 的 
CO) 上 的 连续 线性 话 函 f(z), 便 从 有 0 上 的 一 个 复 正则 
波 莱 尔 测度 4 使 
fcD-| .x(a (eecto)， (D 


并 且 | 促 =“ 在 9 上 的 全 变 差 14|。 许多 人 把 这 结果 称 作 
里 斯 表现 定理 。 它 是 发 展 近代 算 子 谱 论 的 重要 工具 ， 还 
有 着 其 他 多 方面 的 应 用 。 这 定理 也 可 推广 至 局 部 紧 豪 斯 
多 夫 空间 。 许 多 测度 来 源 于 此 定理 。 

设 D 上 所 有 复 的 正则 波 菜 尔 测度 为 mm(9)， 对 每 个 
4Em(9) ,由 (1) 式 定义 的 f(x) 是 C(0) 上 的 连续 线性 泛 
函 ， 定 义 |4ll= 全 变 差 14| , 则 CC9)* 保 范 同 构 于 m(O)。 

例如 ,于 正 测度 w， 有 Lz(9,m) (1<p< co) 上 每 个 连 
续 线性 泛 函 f(x) 皆 可 表 为 


f(x) -| .zxozovan ( 当 xEL?(Q,n)), (2) 


1 
式 中 z(t) ELt(9,p) ,而 + 本 一 1 并 且 |f 一 lzlza。 另 


一 方面 , 由 (2) 式 右 端 定义 的 泛 函 在 CL?《O,4)]* 中 ,总 之 
[Lx(9,n)]* 保 范 同 构 于 L2(9,4)。 

再 如 ,于 o- 有 限 的 正 测度 x, 有 工 '(9, x) 上 的 连续 线 
性 泛 函 f(x) 可 表 为 

foo=| .zztputdb (GxEL(0,n), (9) 


式 中 z(t) EL*(9,n) ,并 且 | 囊 = zlz=。 另 一 方面 , 由 (3) 
定义 的 泛 函 在 [L'(9)]* 中 。 总 之 ,[L'(9,4)]* 保 范 同 构 于 
L*(Q,n), 

由 于 古典 分 析 发 展 的 要 求 ， 也 因为 巴 合 赤 空 间 理 论 
本 身 的 需要 ,于 是 人 们 研究 六 与 X* 之 间 的 关系 ,这 便 是 对 
偶 理 论 。 这 理论 的 主要 工具 是 哈恩 - 巴 拿 赫 扩张 定理 , 设 
M 是 线性 赋 范 空间 XX 的 闭 线 性 子 空间 , 则 @ 对 M 上 的 连 
续 线 性 泛 函 g(x) , 恒 有 f(x) EX* 使 f(x)=g(x), 当 xE M， 
又 =lgll (glx= sup 19(x)1); 加 对 XX 中 任 给 的 


[a 
0, 恒 有 f(x)EX* 使 f(xo) = 上 xol ,| = 1 @ 对 任意 
XoEM, 恒 有 f(x) EX* 当 xE M 使 得 fx) 一 0,f(xo) 一 1 
并 且 上 f=1d, 这 里 d=inflx。 一 ml|>0。 


设 1(x) EX*, 一 般 称 点 集 H={xEX3f(x) 二 常数 C} 


为 中 的 闲 超 平面 , 设 M 是 X 的 子 空间 ,x。EX, 则 称 点 集 
zo 十 MM 为 XX 中 的 线性 徐 。 这 样 , 哈 思 - 巴 拿 赫 定理 便 有 如 
下 的 几何 解释 车 下 中 的 线性 簇 m 与 非 空 的 开 凸 集 K 不 
相交 ， 则 有 闭 超 平面 HH 使 H 宇 m 而 HNK= @。 

自 反 空 间 对 巴 拿 赫 空间 和 有 对 偶 空间 X*， 而 X* 
的 对 偶 空 间 则 记 作 X**， 任 给 x。EX, 通过 xo**(x*) 一 
x%(Xo)( 当 x*EX*) 便 确定 一 个 Xo** E Xe 并 且 | xzoss| 一 
zoll。 这 表明 存在 映射 把 X 保 范 地 嵌入 到 XX* 中 ,一般 
TX) 兵 X**#。 如 果 5(X) =X*#, 则 称 关 为 自 反 空间 。 典 型 
的 自 反 空间 是 L?[0,1](1<p<o0), 但 L'[0,1] 与 CL0,1] 
都 不 自 反 。 

弱 收 化 无 穷 维 巴 拿 赫 空间 的 单位 球 是 不 可 能 按 范 
数 拓扑 为 紧 的 ， 许多 有 限 维 空间 的 命题 都 不 能 推 
广 到 一 般 巴 拿 赫 空间 。 针 对 这 一 点 ， 人 们 引进 弱 收 鱼 
的 概念 。 对 关中 {xn)#-1 与 xo, 车 于 任何 x*EX* 都 有 
lm errn) = (x0), 则 称 {zn}8-: 弱 收敛 于 x。， 记 作 


w—lim x =xo, 
和 


埃 伯 菜 因 - 什 物 利 扬 定理 ” 巴 拿 精 空间 X 是 自 反 的 ; 
必须 且 只 须 X 中 任何 按 范 数 有 界 的 点 列 都 含有 弱 收 敛 
的 子 序列 。 

利用 自 反 空间 的 这 个 拓扑 性 质 ， 便 能 证 明 如 下 的 结 
果 : 设 J(z) 是 自 反 空间 X 之 有 界 凸 团 集 C 上 弱 下 半 连 续 
的 有 界 泛 函 , 则 J(x) 在 C 上 达到 最 小 值 。 

应 该 指出 , 正 是 为 着 使 得 一 些 重要 的 命题 得 以 成 立 ， 
人 们 才 引 进 种 种 类 型 的 巴 拿 赫 空间 ， 自 反 空 间 就 是 一 个 
鲜明 的 例子 。 再 如 与 上 述 极 值 问 题 的 唯一 性 有 关 , 有 所 谓 
球状 空间 ; 与 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 相关 , 则 有 一 致 凸 空间 
等 等 。 

人 们 曾经 长 久 地 停留 在 序列 弱 收 化 上 。 其 实 即 使 对 
于 中 上 的 弱 拓扑 ,只 用 序列 弱 收 伍 也 是 不 行 的 。. 冯 . 诺 伊 
受 首先 看 到 这 一 点 ,并 且 在 1930 年 就 使 用 弱 邻 域 概念 。 

X 上 使 得 一 切 x*E X* 都 连续 的 最 弱 的 拓扑 称 为 X 
上 的 弱 拓 扑 。 全 体 N(x? ,x ,… ,x5) ={x |x?(x)| <s， 
i=1,2,…snn)， 其 中 心 EX*,6>0, n=1,2,… 构 成 X 在 
0 点 的 一 个 弱 邻 域 基 。 

X* 上 使 得 一 切 p(x*) =x*(x), xEX 都 连续 的 最 弱 
的 拓扑 称 为 X* 上 的 弱 * 拓 扑 。 全 体 
N(xasee es nsE) = {x |x*(x) | <e, i=1,2,..,n), 
其 中 EX，s>0,n=1,2,… 构 成 X* 在 O 点 的 一 个 弱 * 
邻 域 基 。 

线性 得 子 ” 设 T 是 从 实 ( 或 复 ) 域 上 的 线性 空间 XX 
中 线性 流 形 9M 到 了 上 的 线性 空间 Y 的 映射 ， 如 果 

Tlax+by)=aTx+bTy (x,yEM 而 abEF)， 
则 称 了 是 线性 算 子 ,9W 为 了 的 定义 域 , 记 作 9(T)。 特 别 
当 观 =X 而 Y 为 数 域 了 时, 7 便 称 为 上 的 线性 泛 函 。 

设 X 了 都 是 典范 线性 空间 ,zsE3(T) ,着 对 了 9(T) 中 
任何 收敛 于 x 的 序列 {za)8-: 都 有 Tx->Tx。, 则 称 T 在 
za 处 连续 。 设 习 (T) =X, 则 线性 算 子 了 在 X 上 每 点 都 连 


读 必 须 目 只 须 了 是 有 界 的 ， 即 sup |Tx| <。。 这 时 还 称 
,3 , rz 为 了 的 范 数 , 记 作 |。 


设 居 与 了 都 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，A 与 B 都 是 从 
到 了 的 线性 算 子 , 对 A 与 B 可 定义 如 下 的 运算 ，(4 十 
B)x=Ax+Bx, (aA)x=a(Ax), 当 XEX,aEFy 又 定义 
(AB)x=A(Bx),，xEX, 当 A 与 B 都 是 从 X 到 X 的 线性 
算 子 时 。 若 线性 算 子 了 是 单 射 的 ， 则 将 它 的 逆 映 射 记 作 
T ”而 玫 =x 则 称 为 单位 算 子 或 恒 等 算 子 。 

设 24 为 度量 空间 , ECX, 对 x。EE, 若 有 小 球 {x3d(x， 
Xo) <s}CE, 则 称 x, 在 EE 的 内 部 。 若 点 集 S 的 闭 包 3 之 内 
部 是 空 的 , 则 称 S 在 中 无 处 稠密 。 若 度量 空间 中 中 的 点 


集 E=[sw 而 每 个 5 此 在 和 中 无 处 稠密 , 则 称 卫 为 入 


中 第 一 纲 的 点 集 。 入 中 非 第 一 纲 的 点 集 叫 做 第 二 纲 的 。 显 
然 全 体 有 理 数 在 实 轴 上 便 是 第 一 纲 的 。 可 以 这 样 想 ， 第 
一 纲 的 点 集 是 比较 稀疏 的 。 

贝尔 纲 定理 ”完备 的 度量 空间 必定 是 第 二 纲 的 。 这 
是 区 间 套 定理 的 发 展 和 提高 ， 在 证 明 许多 存在 定理 时 是 
很 有 用 处 的 。 在 勒 贝 格 关于 奇异 积分 与 9. 特 普 利 欧 
关于 正则 求 和 法 以 及 哈恩 关于 插值 理论 等 方面 的 研究 之 
后 , 巴 拿 赫 与 H. 斯 坦 豪 斯 在 1927 年 给 出 共鸣 定理 。 

共鸣 定理 又 称 一 致 有 界 原理 。 设 XX 是 巴 拿 赫 空 
间 ， Y 是 线性 赋 范 空间 , {Ta}aes 是 一 族 从 X 到 Y 的 有 界 
线性 算 子 。 如 果 my IToxl|<ooxE xX, MsuplTel < oo。 


这 是 有 着 多 方面 应 用 的 重要 定理 ,是 纲 定理 的 直接 推论 。 
和 纲 准 理 密切 相关 , 还 有 极 著 名 的 开 映 射 定理 。 

开 映 射 定理 设 与 了 都 是 巴 拿 赫 空间 ， 若 了 是 从 
和 到 了 的 有 界线 性 算 子 , 且 TX=Y, 则 了 变 X 的 开 集 为 
Y 中 的 开 集 。 这 在 有 限 维 空间 是 平凡 的 ， 但 在 无 限 维 空 
间 却 是 极为 深刻 有 力 的 工具 。 它 有 下 列 重要 推论 。 

巴 拿 赫 逆 算 子 定理 设 X 与 Y 都 是 巴 拿 赫 空间 ， 若 
T 是 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 ， 且 T 是 一 对 一 的 , 又 
TX=Y, 则 T-' 连 续 。 

开 映 射 定理 还 有 一 个 关于 闭 算 子 的 重要 推论 。 设 
y=Tx 是 线性 的 , 若 从 


lim =x, 


恒 有 x。€ED(T) 且 Tx。o~yos 则 称 了 为 闭 算 子 。 闭 算 子 在 应 
用 上 是 非常 重要 的 概念 。 表 面 上 , 闭 性 与 连续 性 很 相似 ， 
其 实 差异 不 小 ， 因 为 连续 性 是 从 较 少 的 假设 *n>x。 到 
更 多 的 结论 Txz>y。 且 Txo=yo。 一 般 称 XxY 中 之 
G(T)={《x， Tx); xE(T)} 为 了 的 图 像 。 易 见 了 是 闭 
算 子 , 则 G(T) 按 范 数 |4x,32|= |z| +ly| 是 闭 的 点 集 。 

逆 图 像 定理 设 X 与 Y 都 是 巴 拿 赫 空间 ， 若 T 是 从 
六 到 Y 的 线性 算 子 ， 则 了 是 有 界 的 必须 且 只 须 G(T) 是 
闭 的 。 

共 皂 算 子 ” 设 和 与 了 都 是 巴 拿 赫 空间 。 若 线性 算 子 
了 的 定义 域 2(T) 在 X 中 笛 密 ,而 了 的 值 都 在 Y 中 ,如 果 对 
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lim Tx, =y, 
a 


Bo 


BE 


六 EY#* 有 x*EX* 使 当 xEDOT) 时 ， y*(Tx) 一 x*(x) 则 x* 
由 妨 唯一 确定 , 记 作 T'y*=x*, 一 般 称 7' 为 了 的 共 二 算 
子 或 对 偶 算 子 。 特 别 当 T 是 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 时 ， 
则 T" 也 是 有 界 的 , 且 |T'|= 17 显然 ， 共 希 算 子 是 转 置 
和 矩阵 的 推广 ,所 以 它 自然 地 在 研究 方程 Tx*=y 时 起 着 重 
要 的 作用 。 

设 A 为 巴 拿 赫 空间 X 上 的 线性 算 子 , 称 N(A)={x， 
Ax=0) 为 A 的 零 空间 , R(A)={y;y= Ax, XE 加 (4)) 为 
4 的 值 域 。 从 线性 方程 组 的 解 , 已 经 看 到 A 与 A' 之 值 域 
与 零 空间 的 密切 关系 ， 后 来 在 弗 雷 德 堆 姆 理论 中 又 再 次 
看 到 这 点 。 

对 点 集 MCX, 所 谓 M 在 X* 中 的 零 化 子 即 

Mo= {y+EX*; y*(x) =0, 当 xEM), 
而 于 点 集 GCX*, 则 G 在 X 中 之 零 化 子 即 

"G={xEX; y*(x)=0, 当 yEG)}, 
设 4 为 巴 拿 炎 空间 上 有 界线 性 算 子 , 则 


N(A)= "RE(A), N(A')=R(A)’, 
ROA)=°N(A'), ROSEN(CA) 
着 又 设 X 自 反 , 则 


R(A)=N(A), 
闭 值 域 定 理 设 X 与 Y 是 巴 拿 赫 空间 ， 而 了 是 从 X 
到 Y 的 闭 线性 算 子 ， 且 可 (T) 一 X, 则 下 列 命题 等 价 
@ R(T) 在 了 中 是 闭 的 ， 
@ R(T') 在 X* 中 是 闭 的 ， 
@ RCITD=?"NOTD， 
© RT’) =N(T)', 
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A. E. Taylor and D. C. Lay. Introduction to Functional 
Analysis, John Wiley & Sons, New York, 1979. 
( 江 泽 坚 ) 
Botani 
巴 塔 尼 (al-Battani 约 858 一 929) 中 世纪 阿 
拉 伯 天 文学 家 、 数 学 家 。 出 生 于 幼发拉底 河上 游 对 天 文 
学 和 星 占 术 都 十 分 熟悉 的 萨 比 教徒 世家 。 巴 塔 尼 的 主要 
科学 成 就 是 在 天 文学 方面 。 他 精 于 观测 ， 并 据 此 改进 了 
古 希 腊 托 勒 密 的 若干 数据 。 他 所 著 《 萨 比 教徒 天 文书 》 全 
面 接受 了 托 勒 密 天 文体 系 ， 这 是 阿拉 伯 科 学 史上 的 一 部 
重要 著作 。 巴 塔 尼 的 另 一 部 著作 《 论 恒星 的 运动 为 在 欧洲 
流传 较 广 ， 使 他 为 欧洲 人 所 熟知 
巴 塔 尼 的 数学 成 就 主要 是 在 三 角 学 方面 ， 这 些 成 就 
都 是 为 了 天 文 计算 方面 的 需要 而 被 记述 于 他 的 天 文学 著 
作 之 中 的 。 他 用 半 弦 代替 古 希腊 人 的 整 弦 ， 给 出 了 以 度 
为 间隔 的 正弦 表 (0 "一 90")。 和 阿布 瓦 法 同时 ,他 用 关于 
日 器 表 长 和 影 长 的 计算 给 出 正切 和 余 切 的 概念 并 给 出 了 
正切 的 函数 表 。 在 他 的 著作 中 ， 还 可 以 见 到 关于 球面 三 
角 的 余弦 公式 的 记述 。 《柱石 然 ) 


14 


boljishu 
百 鸡 术 中 国 古 代 解 一 次 不 定 方程 的 一 种 方法 。 南 
北朝 时 的 数学 著作 《4 张 丘 建 算 经 兴 约 成 书 于 5 世纪 ,后 收 
入 《 算 经 十 书 》) 卷 下 最 未 一 题 为 “ 今 有 鸡 伍 一 直 钱 五 , 鸡 
母 一 直 钱 三 ， 鸡 锥 三 直 钱 一 。 凡 百 钱 买 鸡 百 只 。 问 鸡 全 
母 锥 各 几何 ”"。 史 称 “ 百 鸡 问题 "。 设 以 x 表 鸡 翁 数 , y 表 鸡 
母 数 ,z 表 鸡 锥 数 , 依 题 意 可 得 

x+y+z=100, 

5x 十 ab 十 本 2= 100， 


这 是 一 个 一 次 不 定 方程 组 ,关于 这 一 问题 的 解法 , 原 书 仅 
有 “ 鸡 伟 每 增 四 ， 鸡 母 每 减 七 ， 鸡 雏 每 益 三 ”的 简单 术 
文 ,并 列 出 全 部 正 整 数 答案 (4,18,78) (8,11,81) 和 (12， 
4,84) ,至 于 " 增 四 ”"、“ 减 七 "、“ 益 三 "的 根据 则 没有 叙述 。 
传 本 《 张 丘 建 算 经 3》 附 有 北宋 谢 察 微 的 术 草 ， 其 方法 纯 属 
偶然 。 

北周 甄 弯 在 《 数 术 记 址 》 的 注 文中 列举 两 道 百 鸡 问题 
及 各 一 组 解 ,作为 计数 "( 即 心算 ) 的 实例 ,对 其 算 理 则 未 

南宋 杨 逻 在 《 续 古 摘 奇 算法 》(1275) 中 提 到 两 种 解 
法 ,他 声称 一 种 出 于 《 辩 古 根 源 》, 一 种 出 于 另 一 佚名 写本 
(二 书 均 已 失传 ); 第 二 种 解法 乃 先 固定 某 一 未 知 数 , 由 此 
将 百 鸡 问题 化 为 “ 鸡 兔 同 签 问题"， 相 当 于 求解 二 元 一 次 
方程 组 。 

清 代 学 者 研究 百 鸡 问题 的 很 多 ， 其 中 较 突出 的 是 骆 
腾 风 、 丁 取 忠 和 时 日 酵 . 骆 烟 风 在 k 艺 游 录 》(1815) 中 提出 
了 一 个 十 分 巧妙 的 解法 : 先 由 题 设 方程 组 消去 z, 得 7x 二 
弘一 100, 两 边 同 除 以 7, 又 得 4y 三 2(mod7); 另 一 方面 ， 
因 有 4 妈 三 0(mod 4)， 于 是 有 今 有 物 不 知 数 (44), 以 七 
除 之 ， 余 二 ! 以 四 除 之 , 恰 尽 "的 问题 ,可 由 "大 衍 求 一 术 ” 
( 见 孙子 制 余 定理 ) 解 决 。 丁 取 忠 《数学 拾遗》(1851) 的 解 
法 与 杨 罗 所 记 第 二 法 类 似 , 只 是 他 先 假定 鸡 伟 无 , 求 得 鸡 
母 数 25, 鸡 锥 数 751 再 由 3g+ 可 > 分 析 , 落 z 加 3 由 减 3， 
则 鸡 数 不 会 变 ,而 钱 数 则 少 8; 又 因为 鸡 翁 的 单价 比 鸡 母 
的 单价 多 2, 可 以 设想 再 将 4 只 鸡 母 换 成 4 只 鸡 萄 ,那么 
总 的 鸡 数 和 钱 数 都 不 变 , 这 样 就 解释 了 “ 增 四 "、“ 减 七 "、 
的 道理 ,并 得 出 第 一 组 解 (4,18,78)。 时 日 醇 综合 
骆 、 丁 二 氏 的 解法 , 作 《 百 鸡 术 衍 》(1861)， 使 这 一 古老 问 
题 灿 然 大 著 。 

百 鸡 术 在 世界 上 流传 很 广泛 , 印度 的 摩 河 毗 罗 (9 世 
纪 )、 姿 什 包罗 第 二 (12 世纪 )、 埃及 的 阿布 : 卡 米尔 (9 世 
纪 )、 意 大 利 的 工 . 翡 波 那 莫 (13 世纪 ) 以 及 阿拉 伯 的 卡 西 
《415 世纪) 的 著作 中 有 类 似 的 问题 , 它 又 是 中 外 数学 交流 的 
一 个 重要 线索 ,在 中 世纪 世界 数学 史上 有 着 特殊 的 意义 。 

( 刘 鲍 》 


Banlewel 

班 勒 卫 , P. (Paul Painleve 1863~1933) 
法 国政 治 家 ,数学 家 ,法 国航 空 创始 人 。1863 年 12 月 5 日 
生 于 巴黎 , 1933 年 10 月 29 日 卒 于 巴黎 。 曾 受 教 于 巴黎 


高 等 师范 学 校 和 巴黎 大 学 ，1887 年 获 数学 博士 学 位 , 曾 
在 里 尔 大 学 、 巴 黎 大 学 及 巴黎 
综合 工科 学 校 任教 , 1900 年 被 
选 为 法 国 科学 院 院士 。 他 曾 致 
力 于 航空 科学 ， 是 一 位 航空 理 
论 家 , 后 转 入 政界 , 曾 任 部 长 ， 
1917 年 在 第 一 次 世界 大 战 艰 
苦 时 期 和 1925 年 财政 危机 时 
期 曾 两 度 出 任 法 国 

班 勒 卫 的 工作 涉及 代数 几 
何 、 代 数 微分 方程 及 分 析 力学 
等 领域 。 由 于 研究 积分 只 有 固定 分 枝 点 和 本 质 奇 点 的 二 
阶 微分 方程 ,导出 了 6 种 新 的 超越 函数 ,现今 称 为 班 勒 卫 
超越 函数 。 他 的 数学 才华 受到 国际 公认 。 


《 秦 元 动 ) 

banqun 
半 群 (semigroup) 群 概念 的 推广 ,一 集合 5 称 
为 半 群 ， 是 指 8 的 所 有 元 素 对 于 8S 上 的 一 个 二 元 运算 * 
满足 结合 律 , 即 (ax b) *c=ax* (bx c),asbcES。 例 如 ， 
整数 集合 对 于 加 法 运算 是 一 半 群 ， 集合 4 的 所 有 子 集合 
组 成 的 集合 S(4) 对 于 集合 的 并 ,是 一 半 群 ， 集合 4A 上 的 
所 有 变换 T(4) 对 于 变换 的 乘法 ， 是 一 半 群 :集合 4A 上 的 
所 有 二 元 关系 RC(A) 对 于 关系 运算 的 聚 法 ,是 一 半 群 。 设 
XX 是 一 字符 集合 ,X* 是 X 中 的 元 素 组 成 的 有 限 字符 串 的 
集合 。 若 对 X* 中 的 两 个 元 素 a=ai62…am、B=bub,…bn 定 
义 二 元 运算 * 如 下 ，a* B=aia2…Qmbib…bn, 则 XX* 对 于 
运算 * 是 一 半 群 ,并 称 之 为 由 X 生成 的 自由 半 群 。 

对 于 半 群 ， 广 义 结合 律 成 立 ， 即 在 有 限 个 元 素 相 乘 
时 ， 不 论 以 什么 样 的 方式 结合 ， 只 要 元 素 排列 的 次 序 不 
变 ,结果 总 是 相同 的 。 

在 半 群 中 ,如 果 对 于 正 整数 n 定义 a"=axa#.…#*a， 

nt 

那么 对 于 正 整数 m,n 有 a"*a"=a™*", (an 一 Go 

若 半 群 中 存在 元 素 e， 使 得 对 于 所 有 的 acES, 都 有 
es#Q= 0, 则 e 称 为 半 群 的 左 单位 元 素 。 同 样 可 定义 半 群 
的 右 单 位 元 素 。 如 果 一 半 群 既 有 左 单位 元 素 ， 又 有 右 单 
位 元 素 ,那么 这 两 个 元 素 必 是 同一 个 元 素 ; 这 个 元 素 称 为 
半 群 的 单位 元 素 。 若 一 半 群 中 存在 元 素 Z, 使 得 对 于 所 有 
的 a€S, 都 有 Z*a=2Z, 则 2Z 称 为 半 群 的 左 零 元 素 。 同 样 
可 以 定义 半 群 的 右 零 元素。 如果 一 半 群 既 有 左 零 元 素 , 又 
有 右 零 元 素 ,那么 这 两 个 元 素 必 是 同一 个 元 素 ,并 称 之 为 
半 群 的 零 元 素 。 若 半 群 中 的 一 个 元 素 z 满 足 条 件 工 * 工 一 
x， 则 zx 称 为 半 群 的 寡 等 元 素 。 显 然 ,单位 元 素 和 零 元 素 
都 是 寡 等 元 素 。 

有 单位 元 素 的 半 群 ， 称 为 么 半 群 。 如 果 给 定 的 一 半 
群 S 不 含 单位 元 素 , 那么 可 以 给 它 补充 一 个 单位 元 素 e， 
使 它 成 为 么 半 群 S'=SU {e}, 其 中 5 的 二 元 运算 * 已 扩 
展 到 S' 上 ， 即 对 所 有 aES, 恒 有 ex*a~a#e~a, 并 且 
e*e=e。 在 字符 集合 X 上 的 字符 串 半 群 X* 中 , 可 以 补 上 


空 串 ,使 之 成 为 么 半 群 X*。 

如 果 一 半 群 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ， 那 么 这 个 半 群 
称 为 有 限 半 群 。 任 何 有 限 半 群 S 必 含有 告 等 元 素 ， 而 且 
对 于 任何 a€ S, 都 有 一 个 形式 为 a* 的 畦 等 元 素 。 

如 果 半 群 8 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 即 对 于 a、bE S， 
恒 有 a*b=bxa， 那 么 S 称 为 可 交换 半 群 。 在 可 交换 半 
群 中 ,对 于 正 整数 m, 有 (ab 一 om *bn。 

如 果 半 群 S 中 存在 一 个 元 素 a, 使 得 S={a, a?， 
外,…}, 那么 S 称 为 由 a 产生 的 循环 半 群 ,简称 为 循环 半 
群 ,循环 半 群 显然 是 可 交换 半 群 , 若 循环 半 群 的 元 素 个 数 
是 无 限 的 , 则 a 的 所 有 的 等 都 是 不 同 的 。 若 循环 半 群 的 元 
素 个 数 是 有 限 的 ， 则 存在 两 个 pr 
正 整 数 r 和 mm, 使 得 ar=am*"， pe 
并 有 S={a,0r,e ama “ | 
ar，r 称 为 "的 瞬 态 指 下 A 
数 ，m 称 为 4 的 周期 。 如 图 所 
示 , 这 时 Ks={ar, arY,，…， 下 
ar*"-!} 是 5 的 循环 子 半 群 。 如 , 
果 nt 是 m 的 倍数 ,满足 r<n< \ 
r+m 一 1, 那么 on 是 等 等 元 素 ， 


且 是 半 群 Ke 的 单位 元 素 。 如 果 

半 群 8 的 一 个 子 集 W 对 于 S 中 

规定 的 二 元 运算 而 言 仍 是 一 个 有限 循环 站 群 的 
办 态 指数 和 周期 


半 群 ,那么 W 称 为 S 的 子 半 群 。 

设 5, 和 5S, 是 两 个 半 群 , 了 是 从 S: 到 S: 的 一 个 映 
射 ,如 果 了 是 保 运算 的 , 即 对 所 有 的 a.bES 有 f(a*b)= 
fla) *f(b) ,那么 了 称 为 同 态 映 射 。 当 了 为 满 射 时 , 则 称 
S: 是 5S, 的 同 态 像 。 当 了 是 双 射 时 ， 则 称 了 是 同 构 映射 。 
此 时 就 说 半 群 S 和 S: 是 同 构 的 ， 记 为 SI 兰 S:。 如 果 S: 
是 一 个 么 半 群 ,含有 单位 元 素 et， 那么 把 S, 中 映 成 ea 的 
那些 元 素 组 成 的 集合 称 为 同 态 映射 了 的 核 , 记 为 Ker(J)。 

如 果 一 半 群 S 有 单位 元 素 e 且 有 逆 ， 即 对 于 任何 
QES 总 有 元 素 b 使 得 a*b=b*a~e, 那 么 半 群 S 是 一 个 
群 。 如 果 半 群 S 的 一 个 子 集 4 满足 条 件 SACA, 那么 子 
集 4 称 为 S 的 左 理想 。 同 样 可 定义 右 理想 。 若 4 非 空 且 
A#S, 则 称 4 是 S 的 真理 想 。 若 半 群 S 无 真 的 左 理想 , 则 
称 4 是 左 单纯 的 。 同 样 可 定义 8 是 右 单纯 的 。 

一 个 半 群 是 群 的 充分 必要 条 件 为 , 它 既 无 左 真理 想 ， 
又 无 右 真理 想 。 一 个 有 限 么 半 群 是 群 的 充分 必要 条 件 为 : 
单位 元 素 是 这 个 半 群 的 唯一 宕 等 元 素 。 

设 RR 是 半 群 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 如果 对 所 有 的 
zES, 当 xRy 时 总 有 xX*zRy*z, 那 么 等 价 关 系 称 为 右 
不 变 的 。 同 样 可 定义 左 不 变 的 等 价 关系 。 如 果 半 群 S 上 
的 等 价 关系 下 既是 左 不 变 的 ， 又 是 右 不 变 的 ， 那 么 及 称 
为 S 上 的 合同 关系 。 

设 R 是 半 群 S 上 的 合同 关系 , 集合 S/R 是 S 在 关系 
RR 之 下 的 等 价 组 集合 , [zx]a 是 S 中 和 x 等 价 的 元 素 组 成 
的 等 价 组 。 若 把 等 价 组 之 间 的 二 元 运算 * 定义 为 [x]a* 
[y]s=[x*y]as 则 S/R 是 一 个 半 群 。 设 Ms 是 如 下 定 
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义 的 由 8 到 S/R 上 的 映射 ,Ma(z) 一 [z]a,xES,[z]aE 
S/R, 则 Ma 是 一 个 同 态 映射 。S/R 称 为 半 群 S 对 于 RER 的 
商 半 群 。 

近年 来 , 半 群 的 理论 在 计算 机 科学 中 得 到 了 应 用 , 引 
起 人 们 的 重视 ， 并 成 为 数学 家 和 计算 机 科学 家 深入 研究 
的 对 象 ,有 了 迅速 的 发 展 。 
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《 管 纪 文 美 云 飞 ) 
bonxu xlonxlng kongjion 
半 序 线性 空间 (semiordering linear space) 
一 类 赋 有 序 关系 的 线性 空间 , 称 为 有 序 线性 空间 。 

如 果 只 考察 实 值 函数 , 则 重要 的 空间 如 C(9),L?(9) 
《1<p<co), 除 了 有 线性 结构 、 拓 扑 结构 以 外 ,还 有 个 按 
照 自然 的 序 ， 

f>0, 着 f(t)>0 对 一 切 (几乎 所 有 )tE 0 都 成 立 ， 
构成 的 序 结构 。 某 些 空间 中 的 这 种 序 或 “ 正 性 "， 在 理论 
和 应 用 上 都 是 很 重要 的 。 

半 序 空间 与 向 量 格 ”如 果实 线性 空间 EE 的 某 些 元 素 
偶 (x,4) 之 间 有 关系 x>y， 并 存在 序 关系 : zx>x， 又 
x2y HYy>x3x=Yy, xX2YyE Yr22 @ x 
Xx+z>y+z,X>y, 和 >0 当 Xx>Xy， 则 称 为 半 序 线性 空 
闻 。 若 进而 还 有 @ 格 关系 ,对 x,yEE 恒 有 zEE, 使 x<z 
且 y<z, 又 x<u,y<u33Uu>z。 就 称 E 为 向 量 格 或 里 斯 空 
间 ， 且 记 @ 中 之 z 为 xVy。 

一 般 对 具有 性 质 @ 的 集合 , 称 为 按 关系 > 是 半 序 的 ， 
而 上 述 性 质 @ 则 意 在 线性 结构 与 序 结构 的 协调 。 

向 量 格 实 例 @ 设 Cn(9) 是 紧 豪 斯 多 夫 空间 0 
上 全 体 实 值 连续 函数 ， 其 上 的 加 法 与 数 乘 如 通常 定义 。 
对 xX、YyEC(Q) 定义 x>yX(t)>y(t), 当 tE90。 这 时 
(XVI)(D)=max{x(t), y(t)), 易 见 Ca(90) 是 向 量 格 。@ 
设 (x， 久 ) 是 可 测 空 间 。 设 V 是 全 体 在 (x*， 多 ) 上 有 限 
的 ,完全 可 加 的 集合 函数 。 对 4，uEV 及 实数 a 定义 
(m+ 1) (E) = p(B) + 1m(E), EE B; (au) (E)=am(E), 
EE 号 , < 是 实 的 ! 册 写 3h(E) >>pu(E) ,EE 号 。 这 时 ， 

(Nu)(E) 

=sup{M(ED)+ (EDIE UE,=E,ENE,=@, 

E,,E,€ 2), 
当 EE 号 。 可 以 证 明 , V 是 向 量 格 。@@ 对 希 尔 伯 特 空间 
HH 上 有 界线 性 算 子 和 4 与 B, 如 果 对 任何 有 界 的 T 使 AT= 
TA 皆 有 BT= TB， 则 称 B~ A。 设 A 是 H 上 给 定 的 有 
界 自 伴 算 子 ， 令 R4= {H 上 有 界 自 伴 算 子 B，B~ “4}， 
定义 B>0 避 (Bx, x)>0, 当 xEH, 则 对 B,、 B,ER4 
有 BVB,= (B, 一 B),+B,。 这 里 (B, 一 B),= 
16 


竺 [CB,-BD+CJ, 而 C:=(B,~B,)* 且 C>0， 可 以 证 明 
Rs 是 向 量 格 。 

向 量 格 的 性 质 在 向 量 格 中 定义 Xx,=xV0,x-= 
(一 x)V0，|zx|=xV (一 x) 依次 称 为 < 的 正 部 分 、 负 部 
分 ,绝对 值 。 在 向 量 格 中 , 每 个 元 x 都 有 若 尔 当 分 解 x 一 
x, 一 zx。 这 是 有 界 变 差 函 数 以 及 抽象 测度 论 中 的 结果 的 
推广 。 

对 向 量 格 也 中 的 一 族 元 素 {xjoeu 者 有 xEE, 使 得 
z>za 对 一 切 nE 4 成 立 ,又 任何 !> 加 对 一 切 ac Amy> 
zz, 则 称 z 为 {xoJae4 之 上 确 界 , 记 作 Vx a。 同样 ,可 定义 
下 确 界 人 x。。 在 一 般 的 向 量 格 中 ,上 方 有 界 的 点 列 未 必 有 


上 确 界 。 如 果 对 XX 之 任何 上 方 有 界 点 列 {xn)#1， 必 有 上 
确 界 ， 则 称 X 为 o- 完 备 的 。 前 述 之 向 量 格 V 与 R4 都 是 
0 完备 的 。 

对 巨 中 的 点 列 {xn)?-:， 若 有 单调 递 威 的 点 列 wn 使 
得 八 ws=0, 而 |xn 一 xol <wn, 则 称 x 序 收敛 于 xo 记 作 
0—lim x,= xu。 

设 X 为 实 的 巴 拿 精 空间。 如 果 久 还 是 一 个 向 量 格 ， 


而 且 
lxl<lyl3lzl<lyl, 


则 称 X 为 巴 全 精 格 。 这 是 线性 关系 ， 格 序 关系 以 及 范 数 
的 结合 。 

利用 格 序 关系 与 序 收敛 ， 对 o- 完 备 的 向 量 格 X 可 
定义 绝对 连续 元 素 与 奇异 元 , 从 而 将 拉 东 - 尼 科 巡 妇 定 
更 推广 成 :X 的 每 个 元 都 可 唯一 地 表示 成 绝对 连续 元 与 
奇异 元 的 和 。 又 对 某 些 人 -完备 向 量 格 中 之 元 a， 可 唯一 
地 确定 一 个 单位 分 解 {es 一 =<X<o0) ,使 8= | .xdev 


从 而 将 自 伴 算 子 谱 分 解 定理 推广 到 适当 的 o- 完 备 向 量 
格 上 。 设 X 为 巴 拿 赫 格 ,如 果 还 有 x 宇 0,y03|x+y|= 
中 x+ yl, 则 称 X 为 抽象 L' 空间 。 可 以 证 明 有 测度 空间 
使 得 这 种 线性 的 ， 保 范 序 同 构 于 L(0) ,同样 也 可 用 
格 序 关系 与 范 数 刻画 L?(0) 与 C(K) ,这 里 K 是 紧 空 间 。 
参考 书目 

关 徐 直 编 :* 放 函 分 析 讲义 >, 高 等 教育 出 版 社 ,北京 ,1958。 

A. C. Zaanen and W. A. J. Luxemburg, Riesz Spaces, 
North-Holland, Amsterdam, 1971. 

( 江 泽 坚 ) 

Bongbeill 
邦 贝 利 ,R. (Rafael Bombelli 1526~1572) 
意大利 工程 师 、 代 数学 家 。1526 年 1 月 生 于 波 伦 亚 。 他 大 
部 分 时 间 从 事 开 发 意大利 中 部 瓦尔 迪 ' 基 亚 纳 河谷 的 沼 
译 地 带 。 在 工程 间 葡 时 期 ,潜心 研究 数学 。16 世纪 的 意 大 
利 , 兴 起 探讨 方程 解法 的 热潮 。 继 工 . 帕 乔 利 (1494) 之 后 ， 
有 S. del 费 罗 (1510) 、.N. 塔 尔 塔 利 亚 .G. 卡 尔 达 诺 、L. 费 
拉 里 等 人 。 邦 贝 利 认 为 工作 还 可 以 进一步 深入 。 他 在 罗 
马 访问 期 间 ， 读 到 去 香 图 《算术 ) 的 手 抄本 ， 受 到 很 大 启 
发 。 他 的 主要 著作 《代数 学 》 写 于 1557 一 1560 年 间 , 大 部 
分 于 1572 年 在 波 伦 亚 出 版 , 可 异 不 久 即 去 世 ,， 其 余部 分 


被 搁置 起 来 。 直 到 300 多 年 以 后 ， 重 新 找到 他 的 手稿 
《1923), 才 于 1929 年 出 版 。《 代 数学》 计划 写 五 章 ; 第 一 
章 介绍 代数 的 基本 概念 和 运算 方法 ; 第 二 章 在 引入 各 种 
符号 之 后 开始 讲 一 到 四 次 方程 的 解法 ， 第 三 章 给 出 大 量 
练习 题 和 应 用 题 ;第 四 章 是 几何 方法 在 代数 上 的 应 用 ;第 
五 章 是 用 代数 方法 解 几何 问题 。 最 后 两 章 没 有 完成 。 邦 
贝 利 的 前 斐 已 给 出 三 次 方程 的 一 般 解法 ， 但 不 可 约 情况 
《判别 式 为 负 ， 遇 到 虚数 开 根 的 问题 ) 使 当时 的 代数 学 家 
束手无策 。 邦 贝 利 最 大 的 贡献 是 熟练 地 运用 虚数 ， 证 明 
这 种 情况 必 有 三 个 实 根 。 对 四 次 方程 也 有 很 大 推进 。 他 
是 意大利 文艺 复兴 时 期 最 后 一 位 代数 学 家 ， 对 欧洲 数学 
发 展 起 着 承 先 启 后 的 作用 。 ( 炽 宗 巨 ) 


Beld! 
贝蒂 ,E。 (Enrico Betti 1823 一 1892) ”意大利 
数学 家 。1823 年 10 月 21 日 生 于 皮 斯 托 亚 , 1892 年 8 月 
11 日 卒 于 比萨 。 在 比萨 大 学 学 习 数学 , 曾 参 加 意大利 独 
立 战争 ， 后 在 皮 斯 托 亚 中 学 教 数学 。1865 年 获 比 萨 大 学 
教授 职位 ,一 直到 去 世 。1862 年 任国 会 议员 ,1884 年 任 参 
议员 ,1874 年 任 短期 教育 部 副 部 长 。 

贝蒂 早期 工作 涉及 刚 发 表 不 久 的 如 罗 瓦 理论 ， 他 给 
当时 还 不 太 为 人 所 知 的 代数 方程 的 根 式 解 的 条 件 以 明确 
的 表述 和 证 明 。19 世 纪 60 年 代 , 他 研究 椭圆 函数 论 以 及 
数学 物理 问题 。 他 的 重要 工作 是 在 拓扑 学 方面 。1871 年 
引进 的 “贝蒂 数 "， 是 重要 的 拓扑 不 变量 。 在 B. 你 更 影 
响 下 , 研究 数学 物理 , 证 明 贝蒂 定理 (弹性 论 互 逆 定 理 )， 
并 应 用 格林 方法 于 弹性 理论 和 热学 。 他 是 对 意大利 统一 
后 数学 的 复兴 起 重大 作用 的 人 之 一 。 他 的 论文 收集 在 《 数 
学 著作 集 》(2 卷 ,1903 一 1915) 中 。 《 胡 作 去 ) 


Bel'er hanshu 

贝尔 函数 (Baire function) ”在 研究 函数 的 连 
续 性 基础 上 产生 的 一 类 重要 的 函数 。R. L. 贝尔 于 1899 
年 提出 如 下 的 函数 分 类 方法 ， 以 区 间 [0，1] 上 的 函数 
为 例 ，[0, 1] 上 的 连续 函数 称 为 0 类 函数 。0 类 函数 序 
列 点 点 收敛 的 极限 函数 , 当 它 不 是 0 类 函数 时 ,就 称 为 1 
类 函数 。1 类 函数 序列 点 点 收敛 的 极限 函数 ,如 果 不 是 0 
类 或 1 类 的 函数 时 , 便 称 为 2 类 函数 。 依 次 对 每 一 个 自然 
数 nn, 可 以 引入 nn 类 函数 的 概念 ,如 果 {f,} ,2 一 1,2,…, f。 
是 mu 类 函数 ，{n)} 是 自然 数列 的 子 序列 ，{ 人 上 点 点 收 伍 
于 f(x) , 当 f(x) 不 是 任何 类 函数 (n 是 自然 数 )， 称 fx) 
是 w 类 函数 。 如 此 再 继续 定义 w+1,w+2,… 类 函数 。 用 
超 限 归纳 法 对 一 切 序数 9, 都 可 以 定义 9 类 函数 。 所 有 这 
些 类 的 函数 统称 为 贝尔 函数 ， 而 贝尔 函数 的 全 体 称 为 风 
尔 函 数 类 。[0，1] 上 的 狄 利克 雷 函 数 D(x) ( 它 在 有 理 点 
上 取 值 为 1， 无理 点 上 取 值 为 零 ) 不 是 1 类 函数 ， 但 
D(x) =lim lim(cos(1xz)) "所 以 D(z) 是 2 类 函数 。 可 
以 证 明 , 当 序数 a<a,(a 是 第 一 个 不 可 列 的 序数 ) 时 ，a 
类 是 不 空 的 ,但 m 类 是 空 集 。 另 外 , 贝尔 函数 类 的 势 ( 或 


基数 ) 与 [0, 1] 的 势 相等 。 但 [0, 1] 上 所 有 实 函数 的 势 大 
于 [0,1] 的 势 。 因 此 定义 在 [0,1] 上 的 函数 中 有 很 多 不 是 
贝尔 函数 。 贝 尔 函数 类 的 另 一 等 价 的 定义 是 ， 包 含 连续 
函数 全 体 且 对 点 点 收敛 的 极限 运算 封闭 的 最 小 函数 类 。 

类 似 地 ， 在 nn 维 空间 与 一 般 的 拓扑 空间 也 可 引入 由 
尔 函 数 类 。 

波 菜 尔 全 ”深入 讨论 函数 的 连续 性 ,可 微 性 .可 积 性 
时 必 不 可 少 的 重要 集 类 。 设 G、F 分 别 表示 nn 维 欧 几 里 
得 空间 Rn 中 开 集 、 闭 集 全 体 。 凡 是 能 表示 成 G( 或 下) 中 


一 列 集 {4A} 的 交 门 Ao( 或 和 岂 An) 的 集 的 全 体 记 为 Ge( 或 
F。) 。 凡 能 表示 成 Go 或 Fo) 中 一 列 集 {4o)} 的 和 由 4 (或 
交 丹 Aw) 的 集 的 全 体 记 为 Gso (或 Fos) ,如 此 又 继续 可 以 


定义 出 新 的 集 类 Gsos、Foso，…。 同 贝尔 函数 类 一 样 ,对 
一 切 序 数 可 用 超 限 归纳 法 来 依次 定义 新 的 集 类 。 同 样 可 
以 证 明 : 当 序数 a<m 时 ,上 述 定义 能 产生 新 类 型 的 集 ,而 
从 m 开始 就 不 再 产生 新 类 型 集 了 。 由 上 述 方式 得 到 的 每 
个 集 称 为 Re 上 的 波 莱 尔 集 。 波 莱 尔 集 全 体 称 为 R*" 上 波 
莱 尔 集 类 (也 称 波 莱 尔 域 ), 记 为 号 (BR")。 波 莱 尔 集 类 还 有 
几 种 等 价 的 定义 ， 号 (R") 是 包含 Re 中 一 切 有 限 “立方 休 ” 
的 最 小 " 环 ， 吕 (R) 是 包含 Re 中 一 切 开 集 的 最 小 环 ， 
富 (R") 是 包含 Re 中 一 切 闭 集 的 最 小 c 环 。( 见 测度 论 ) 

在 一 般 拓扑 空间 中 可 类 似 地 引入 波 莱 尔 集 类 。 

贝尔 函数 与 波 菜 尔 可 测 函 数 ” 设 了 是 拓扑 空间 X 上 
的 实 函 数 ,如 果 对 任何 实数 6, 集 {x|f(x)<c) 是 波 莱 尔 集 ， 
则 称 了 是 X 上 的 波 莱 尔 可 测 函数 。X 上 的 贝尔 函数 都 是 
XX 上 的 波 莱 尔 可 测 函数 。 同 样 , 设 E 是 X 的 子 集 ,如 果 
的 特征 函数 Ia( 即 在 上 值 为 1, EE 的 余 集 上 值 为 0 的 函 
数 ) 是 X 上 的 贝尔 函数 , 则 称 E 是 贝尔 集 。 贝 尔 集 都 是 波 
莱 尔 集 。 当 X=R" 时 , 波 莱 尔 可 测 函 数 ( 波 莱 尔 可 测 集 》 
都 是 贝尔 函数 (贝尔 集 )。 

解析 集 ” 深入 研究 直线 上 波 莱 尔 集 与 勒 贝 格 可 测 集 
的 关系 时 发 现 的 重要 集 类 ， 它 们 在 近代 随机 过 程 中 有 广 
泛 的 应 用 。 设 (6, 多 ) 是 可 测 空间 , E 为 紧 的 度量 空间 , 记 
K(E) x8G={4xFl4 是 已 中 的 紧 集 ， FE 9},，(K(E)x 
8)oe 是 K(E) x 多 中 的 集 作 可 列 和 后 再 进行 可 列 交 的 运 
算 而 得 到 的 集 类 。 设 BE (K(E) x 8)ce, 称 了 在 9 上 的 投 
影 也 (B) 为 9 中 的 多 解析 集 。 它 们 的 全 体 记 为 9(8)。 若 
用 9 表示 (9,9) 上 的 概率 测度 全 体 ,G?"(PE 9) 表示 98 用 
Pp 作 完全 化 扩张 而 得 到 的 " 代数 ， 则 利用 乔 格 的 容 度 理 
论 可 证 明 wh A 

特别 ， 当 E=R*,n=1,2…,0=[0,1], =%[0,1] 
时 ，EX[0,1] 上 的 波 莱 尔 集 在 [0,1] 上 的 投影 是 解析 集 、 
并 且 9(8) 是 [0,1] 上 勤 贝 格 可 测 集 类 的 真子 集 。 

(张萌 南 ) 
Bel’ertelomi 
贝尔 特 拉 米 ,E。 (Eugenio Beltrami 1835 一 
1899) 。 意大利 数学 家 。1835 年 11 月 16 日 生 于 克 雷 
17 


莫 纳 ,1899 年 6 月 4 日 ( 另 一 说 为 1900 年 2 月 18 日 ) 卒 于 
罗马 。 1853 一 1856 年 在 柏 维 亚 
大 学 学 数学 ， 后 曾 任 铁路 工程 
师 的 秘书 ， 在 米兰 时 普 继续 学 
习 数 学 , 1862 年 发 表 第 一 篇 数 
学 论文 ， 讨 论 曲线 的 微分 几何 
学 。1862 年 在 波 伦 亚 大 学 任教 ， 
1864 年 任 比萨 大 学 测 地 学 教 
授 。1866 年 回 到 波 伦 亚 任 理论 
力学 教授 。 1873 一 1876 年 在 罗 
马 大 学 任教 授 ， 其 后 回 帕 维 亚 
任 数 学 物理 学 教授 。 1891 年 又 返回 罗马 大 学 直至 去 世 。 
1898 年 他 被 选 为 山猫 科学 院 院 长 。 

贝尔 特 拉 米 的 数学 研究 大 体 分 为 两 部 分 : 1872 年 前 
研究 曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 ,特别 著名 的 是 1868 年 发 
表 的 《 论 非 区 几何 学 的 解释 》， 其 中 给 出 第 一 个 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 学 的 模型 一 一 伪 球面 模型 (参见 彩 图 插页 第 33 
页 )。 其 后 又 推广 常 曲率 曲面 到 高 维 空间 ,并 得 出 高 维 的 
非 欢 几 里 得 几何 学 。 他 第 一 次 在 微分 几何 学 中 引进 微分 
不 变 式 理论 。 这 极 大 推动 非 软 几何 学 和 微分 几何 学 的 发 
展 。1872 年 后 , 他 转向 应 用 数学 的 研究 ， 诸 如 流体 动力 
学 ,位 势 理论 ,波动 理论 ,热力 学 ,光学 、 弹 性 理论 及 电动 
力学 。 其 中 突出 的 是 他 在 分 析 问 题 中 引进 几何 方法 ， 对 
后 来 的 数学 物理 学 有 一 定 影响 。 他 的 著作 收集 于 《数学 


文集 》(4 卷 , 1902 一 1920) 中 。 《 胡 作 去 ) 
Belsal er 
贝 塞 尔 , F. W. (Friedrich Wilhelm Bessel 


1784 一 1846) 德国 天 文学 家 、 数 学 家 。1784 年 7 
月 22 日 生 于 明 登 ，1846 年 3 
月 17 日 卒 于 柯 尼斯 堡 。 15 岁 
辍学 到 不 来 梅 一 家 商行 学 徒 ， 
业余 学 习 天 文 、 地 理 和 数学 。20 
岁 时 发 表 了 有 关 顽 星 轨道 测 
量 的 论文 。1810 年 任 新 建 的 柯 
尼斯 堡 天 文 台 台 长 。1812 年 当 
选 为 柏林 科学 院 院士 。 

贝 塞 尔 的 主要 贡献 在 天 文 
学 , 以 出 版 《天 文学 基础 》 
(1818) 为 标志 发 展 了 实验 天 文学 ,还 编制 基本 星 表 , 测 定 
恒星 视差 ,预言 伴星 的 存 奔 ,并 导出 用 于 天 文 计算 的 贝 塞 
尔 公式 。 他 在 数学 研究 中 提出 了 贝 塞 尔 函数 ， 讨 论 了 该 
函数 的 一 系列 性 质 及 其 求 值 方法 ， 为 解决 物理 学 和 天 文 
学 的 有 关 问 题 提供 了 重要 工具 。 此 外 ， 他 在 大 地 测量 学 
方面 也 做 出 一 定 贡 献 ， 提 出 贝 塞 尔 地 球 椭 球 体 等 观点 。 

( 王 青 建 ) 


Beiyesi tongjl 
贝 叶 斯 统计 (Bayes statistics) 英国 学 者 了. 
贝 叶 斯 1763 年 在 《 论 有 关机 遇 问 题 的 求解 》 中 ， 提 出 了 
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一 种 归纳 推理 的 理论 ， 以 后 被 一 些 统计 学 者 发 展 为 一 种 
系统 的 统计 推断 方法 , 称 为 贝 叶 斯 方法 。 采 用 这 种 方法 作 
统计 推断 所 得 的 全 部 结果 ， 构 成 贝 叶 斯 统计 的 内 容 。 认 
为 贝 叶 斯 方法 是 唯一 合理 的 统计 推断 方法 的 统计 学 者 ， 
组 成 数理 统计 学 中 的 贝 叶 斯 学 派 , 其 形成 可 追溯 到 20 世 
纪 30 年 代 。 到 50 一 60 年 代 ， 已 发 展 为 一 个 有 影响 的 学 
派 。 时 至 今日 ,其 影响 日 益 扩大 。 

先 验 分 布 ” 它 是 总 体 分 布 参数 6 的 一 个 概率 分 布 。 
贝 叶 斯 学 派 的 根本 观点 ， 是 认为 在 关于 8 的 任何 统计 推 
断 问题 中 ,除了 使 用 样本 X 所 提供 的 信息 外 ,还 必须 对 8 
规定 一 个 先 验 分 布 ， 它 是 在 进行 推断 时 不 可 或 缺 的 一 个 
要 素 。 贝 叶 斯 学 派 把 先 验 分 布 解释 为 在 抽样 前 就 有 的 关 
于 9 的 先 验 信息 的 概率 表述 ， 先 验 分 布 不 必 有 客观 的 依 
据 ， 它 可 以 部 分 地 或 完全 地 基于 主观 信念 。 例 如 , 某 甲 怀 
疑 自己 患 有 一 种 疾病 4， 在 就 诊 时 医生 对 他 测 了 诸如 体 
温 、 血压 等 指标 , 其 结果 构成 样本 羡 。 引 进 参数 9, 有 病 
时 ,6=1; 无 病 时 ,96=0。XX 的 分 布 取决 于 6 是 0 还 是 1， 
因而 知道 了 X 有 助 于 推断 6 是 否 为 1。 按 传统 (频率 ) 学 
派 的 观点 ,医生 诊断 时 ,只 使 用 提供 的 信息 ;而 按 贝 叶 
斯 学 派 观点 ， 则 认为 只 有 在 规定 了 一 个 介 于 0 与 1 之 间 
的 数 p 作为 事件 (9=1) 的 先 验 概率 时 ， 才 能 对 甲 是 否 有 
病 ( 即 9 是 否 为 1) 进行 推断 。p 这 个 数 刻画 了 本 问题 的 
先 验 分 布 , 且 可 解释 为 疾病 A 的 发 病 率 。 先 验 分 布 的 规定 
对 推断 结果 有 影响 ， 如 在 此 例 中 ， 若 疾病 4 的 发 病 率 很 
小 ,医生 将 倾向 于 只 有 在 样本 义 显 示 出 很 强 的 证 据 时 , 才 
诊断 甲 有 病 。 在 这 里 先 验 分 布 的 使 用 看 来 是 合理 的 ， 但 
贝 叶 斯 学 派 并 不 是 基于 “p 是 发 病 率 " 这样 一 个 解释 而 使 
用 它 的 ,事实 上 即使 对 本 病 的 发 病 率 毫 无 所 知 , 也 必须 规 
定 这 样 一 个 p, 否 则 问题 就 无 法 求解 。 

后 验 分 布 根据 样本 的 分 布 P。 及 9 的 先 验 分 布 
x(0) ,用 概率 论 中 求 条 件 概率 分 布 的 方法 , 可 算出 在 已 知 
X=z 的 条 件 下 ,9 的 条 件 分 布 x(81z) 。 因 为 这 个 分 布 是 
在 抽样 以 后 才 得 到 的 ， 故 称 为 后 验 分 布 。 贝 叶 斯 学 派 认 
为 :这 个 分 布 综合 了 样本 X 及 先 验 分 布 <(9) 所 提供 的 有 
关 的 信息 。 抽 样 的 全 部 目的 ， 就 在 于 完成 由 先 验 分 布 到 
后 验 分 布 的 转换 。 如 上 例 , 设 p=P(9=1)=0.001, 而 
x*(0=1|z) =0.86, 则 贝 叶 斯 学 派 解 释 为 ， 在 某 甲 的 指标 
量 出 之 前 , 他 患 病 的 可 能 性 定 为 0.001， 而 在 得 到 多 后 ， 
认识 发 生 了 变化 ， 其 患 病 的 可 能 性 提高 为 0.86， 这 一 点 
的 实现 既 与 X 有 关 , 也 离 不 开 先 验 分 布 。 

计算 后 验 分 布 的 公式 本 质 上 就 是 概率 论 中 著名 的 由 
叶 斯 公式 ( 见 概率 )， 这 公式 正 是 上 面 提 到 的 贝 叶 斯 1763 
年 的 文章 的 一 个 重要 内 容 。 

推断 方法 ” 贝 叶 斯 推断 方法 的 关键 在 于 所 作出 的 任 
何 推断 都 必须 也 只 须根 据 后 验 分 布 x(6|X) ,而 不 能 再 涉 
及 于 的 样本 分 布 Po。 例 如 ， 在 奈 曼 -皮尔 逊 理 论 ( 见 假设 
检验 ) 中 , 为 了 确定 水 平 a 的 检验 的 临界 值 C, 必须 考虑 
关 的 分 布 Po, 这 在 贝 叶 斯 推断 中 是 不 允许 的 。 

但 贝 叶 斯 推断 在 如 何 使 用 x(8|X) 上 ,有 一 定 的 灵活 


性 ,例如 为 作 9 的 点 估计 ,可 用 后 验 分 布 密度 h(6|X) 关 
于 9 的 最 大 值 点 ， 也 可 以 用 x(8|X) 的 均值 或 中 位 数 ( 见 
概率 分 布 ) 等 。 为 作 6 的 区 间 估 计 ， 可 以 取 区 间 [A(X)， 
B(X)], 使 *(A(X)<9<B(X)|X) 等 于 事先 指定 的 数 
1-a(0<a<1)， 并 在 这 个 条 件 下 使 区 则 长 度 B(X) 一 
4(X) 最 小 。 若 要 检验 关于 4 的 假设 H,0Eo, 则 可 以 算出 
的 后 验 概率 *(w|X) ,然后 在 x(w|X)<1/2 时 拒绝 H。 
如 果 是 统计 决策 性 质 ( 见 统计 决策 理论 ) 问 题 ， 则 有 一 定 
的 损失 函数 了 (6, o) ,知道 了 x(9|X), 可 算出 各 行动 4 的 
后 验 风险 ， 即 L(9, a) 在 后 验 分 布 x(6|X) 下 的 数学 期 望 
值 ,然后 挑选 行动 4 使 这 期 望 值 达 到 最 小 ,这 在 贝 叶 斯 统 
计 中 称 为 "后 验 风险 最 小 "的 原则 ， 是 贝 叶 斯 决策 理论 中 
的 根本 原则 和 方法 。 
关于 贝 叶 斯 方法 的 争论 ” 贝 叶 斯 学 派 与 频率 学 派 争 
论 的 焦点 在 于 先 验 分 布 的 问题 。 所 谓 频率 学 派 是 指 坚持 
概率 的 频率 解释 的 统计 学 家 形成 的 学 派 。 贝 叶 斯 学 派 认 
为 先 验 分 布 可 以 是 主观 的 , 它 没有 也 不 需要 有 频率 解释 。 
而 频率 学 派 则 认为 ， 只 有 在 先 验 分 布 有 一 种 不 依赖 主观 
的 意义 , 且 能 根据 适当 的 理论 或 以 往 的 经 验 决定 时 , 才 允 
许 在 统计 推断 中 使 用 先 验 分 布 ,否则 就 会 次 失 客观 性 。 另 
一 个 批评 是 ， 贝 叶 斯 方法 对 任何 统计 问题 都 给 以 一 种 程 
式 化 的 解法 ,这 导致 人 们 对 问题 不 去 作 深入 分 析 , 而 只 是 
机 械 地 套用 公式 。 贝 叶 斯 学 派 则 认为 :从 理论 上 说 ,可 以 
在 一 定 条 件 下 证 明 ， 任 何 合理 的 优良 性 准则 必然 是 相应 
于 一 定 先 验 分 布 的 贝 叶 斯 准则 ， 因 此 每 个 统计 学 家 自觉 
或 不 自觉 地 都 是 “ 贝 叶 斯 主义 者 "。 他 们 认为 ， 频 率 学 派 
表面 上 不 使 用 先 验 分 布 ， 但 所 得 到 的 解 也 还 是 某 种 先 验 
分 布下 的 贝 叶 斯 解 , 而 这 一 潜在 的 先 验 分 布 ,可 能 比 经 过 
慎重 选 定 的 主观 先 验 分 布 更 不 合理 。 其 次 ， 贝 叶 斯 学 派 
还 认为 ， 贝 叶 斯 方法 对 统计 推断 和 决策 问题 给 出 程式 化 
的 解 是 优点 而 非 缺 点 ,因为 它 免除 了 寻求 抽样 分 布 ( 见 统 
计量 ) 这 个 困难 的 数学 问题 。 而 且 这 种 程式 化 的 解法 并 
不 是 机 械 地 套 公式 , 它 要 求人 们 对 先 验 分 布 .损失 函数 等 
的 选择 作 大 量 的 工作 。 还 有 , 贝 叶 斯 学 派 认为 ,用 贝 叶 斯 
方法 求 出 的 解 不 需要 频率 解释 ， 因 而 即使 在 一 次 使 用 下 
也 有 意义 。 反 之 ,根据 概率 的 频率 解释 而 提供 的 解 , 则 只 
有 在 大 量 次 数 使 用 之 下 才 有 意义 ， 而 这 常常 不 符合 应 用 
的 实际 。 这 两 个 学 派 的 争论 是 战 后 数理 统计 学 发 展 中 的 
一 个 特色 。 这 个 争论 目前 还 远 没 有 解决 ， 它 对 今后 数理 
统计 学 的 发 展 还 将 产生 影响 。 
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( 陈 希 瑞 ) 

Beizu 
贝 祖 ,E. (Etienne Bezout 1730~1783) ”法 国 


数学 家 。1730 年 3 月 31 日 生 于 内 穆 尔 , 1783 年 9 月 27 


日 座 于 栅 丹 白露 附近 的 巴塞- 洛 格 。 曾 在 海军 学 校 和 皇 
家 炮兵 学 校 任教 .他 的 主要 贡献 在 代数 学 方面 .他 用 行列 
式 建立 了 线性 方程 组 的 一 般 理论 ， 提 出 了 解 高 次 方程 组 
的 消 元 法 .1764 年 ,他 采取 从 一 个 辅助 的 线性 方程 组 中 进 
行 消 元 的 方法 ， 证 明了 一 个 m 阶 曲线 和 一 个 n 阶 曲线 相 
交 至 多 有 mn 个 交点 ( 重 数 计算 在 内 ) 的 定理 。L. 欧 拉 也 
提出 并 独立 地 证 明了 这 一 结果 。 贝 祖 在 1779 年 的 论文 
《代数 方程 的 一 般 理论 ?中 公布 了 这 个 定理 的 证 明 。 他 还 
建立 了 行列 式 理论 中 的 某 些 结果 。 ( 柱 瑞 艺 ) 


bellun 
悖 论 (paradox) ” 自 相 也 盾 的 命题 , 即 如 果 承 认 
这 个 命题 ,就 可 推出 它 的 否定 , 反之 ,如 果 承 认 这 个 命题 
的 否定 , 又 可 推出 这 个 命题 。1900 年 前 后 在 集合 论 中 出 
现 了 3 个 著名 悖 论 。 

罗素 尾 论 (1903) 设 RR 为 一 切 不 属于 自身 的 集合 
《 即 不 含 自身 作为 元 素 ) 所 组 成 的 集合 。 在 朴素 集合 论 中 
这 样 的 RR 是 合法 的 。R 是 否 属于 R? 若 及 属于 R， 则 有 是 
RR 的 元 素 , 于 是 不 属于 自身 , 即 R 不 属于 Ry 反之 , 若 
RR 不 属于 R, 则 R 不 是 尽 的 元 素 , 于 是 及 属于 自身 ， 即 下 
属于 R. 无 论 如 何 ,都 是 矛盾 的 。 

康 托 尔 性 论 (1899) 设 S 为 一 切 集合 所 组 成 之 集 
合 。 考 虑 S 的 势 3.。 因为 任何 集合 都 是 8 的 子 集 , 故 不 存 
在 其 势 大 于 $ 的 集合 ， 但 由 康 托 尔 定理 可 知 ，S 的 宕 集 
P(S) 的 势 起 CS) 大 于 .这 就 得 到 矛 后 。 

布 术 利 - 福 尔 甘 瞻 论 (1897) 设 W 为 一 切 序数 所 组 
成 的 集合 。 因 为 W 按 自然 大 小 顺序 成 一 良 序 集 , 故 W 有 
一 序数 9。 由 序数 性 质 ,这 人 必 比 W 中 任 一 序数 都 大 ,但 
由 定义 ,9 也 出 现 于 W 中 ,从 而 将 有 0>0, 而 这 是 矛盾 的 。 

这 些 停 论 ,特别 是 罗素 悖 论 ,在 当时 的 数学 界 与 逻辑 
学 界 内 引起 了 极 大 震动 R. 最 全 多 推迟 了 他 的 《什么 是 
数 的 本 质 和 作用 》 一 文 的 再 版 ，G, 刷 雷 格 甚至 宣称 他 的 
《算术 基本 法 则 》 基 础 之 一 被 动摇 了 ) ， 触 发 了 数学 的 第 
三 次 危机 .1908 年 B. A. W. 罗素 的 类 型 论 ( 见 集合 论 公 
理 系统 ) 和 EE. F. FF. 策 梅 洛 的 公理 集合 论 就 是 为 了 防 澡 
它们 而 提出 的 。 ( 程 其 家 ) 


Bidogelas! 
毕 达 哥 拉 斯 Pythagoras 约 公元 前 580 一 约 前 
500) 古 希 腊 哲 学 家 、 数 学 家 、 天 文学 家 。 生 于 萨摩 
斯 ( 今 希 噶 东部 小 岛 )， 座 于 他 林 教 ( 今 意大利 南部 塔 兰 
托 )。 早 年 曾 游历 埃及 ,巴比伦 (一 说 到 过 印度 ) 等 地 。 为 
了 摆脱 暴政 ,他 移居 意大利 半岛 南部 的 克 罗 托 内 ,在 那里 
组 织 了 一 个 政治 ,宗教 .数学 合 一 的 秘密 团体 。 这 个 团体 
后 来 在 政治 斗争 中 遭 到 破坏 ， 他 逃 到 塔 兰 托 ， 后 终于 被 
杀害 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 有 一 种 习惯 ， 就 是 将 一 切 发 明 都 归 
之 于 学 派 的 领袖 ,而 且 秘 而 不 宣 , 以 致 后 人 不 知 是 何人 在 
何 时 所 发 明 的 。 他 们 很 重视 数学 ,企图 用 数 来 解释 一 切 。 
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宣称 数 是 宇宙 万 物 的 本 源 ， 研 究 数学 的 目的 并 不 在 于 实 
用 而 是 为 了 探索 自然 的 奥秘 。 毕 达 哥 拉 斯 本 人 以 发 现 勾 
股 定理 (西方 称 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 ) 著称 于 世 。 这 定理 早已 为 
巴比伦 入 和 中 国人 所 知 , 不 过 
最 早 的 证 明 大 概 可 归功 于 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 。 这 个 学 派 还 有 一 
个 特点 ， 就 是 将 算术 和 几何 紧 
密 联 系 起 来 ， 如 把 算术 中 的 单 
位 看 作 “ 没 有 位 置 的 点 "， 而 把 
几何 的 点 看 作 “ 有 位 置 的 单 
位 "。 他 们 发 现 用 三 个 整数 表示 
直角 三 角形 边 长 的 一 种 公式 ，2n+1，2m*+2n 分 别 是 
二 直角 边 , 则 斜 边 是 2 + 2n+ 1。 这 公式 属于 算术 , 又 属 
于 几何 他 们 将 自然 数 分 为 若干 类 ;奇数 ,偶数 ,完全 数 ， 
亲 和 数 ;三 角 数 (1,3,6,10,…)， 平 方 数 (1,4,9,16,…)， 
五 角 数 (1,5,12,22,… ) 等 等 ( 见 图 )， 又 注意 到 从 1 起 连 
续 的 奇数 和 必 为 平方 数 。 后 面 这 几 类 数 都 和 几何 有 关 。 


五 角 数 


通过 勾 股 定理 ,导致 不 可 通 约 量 的 发 现 , 是 这 个 学 派 
的 重大 贡献 。 他 们 还 发 现 五 种 正 多 面体 。 最 初 用 正四 而 
体 、 正 六 面体 ,正八 面体 和 正二 十 面体 来 表示 火 ,土气 、 
水 四 大 元 素 ,后 来 又 发 现 正 十 二 面体 ,由 于 没有 相应 的 第 
五 种 元 素 ,于 是 就 用 来 代表 宇宙 全 体 。 毕 达 哥 拉 斯 还 是 音 
乐理 论 的 鼻祖 ,他 阅 明 了 单 弦 的 乐音 与 弦 长 的 关系 .在 天 
文 方面 ,首创 地 贺 说 ,认为 日 ,月 、 五 星 都 是 球体 , 浮 悬 在 
太空 中 。 毕 达 哥 拉 斯 死 后 ， 这 个 学 派 还 继续 存在 两 个 世 
纪 之 久 。 他 的 思想 和 学 说 ， 对 希腊 文化 有 巨大 的 影响 。 

( 梁 宗 巨 ) 
biqumlan de fenlei 
闭 曲面 的 分 类 (classification of closed 
surfaces) ”关于 空间 的 拓扑 分 类 ,这 是 一 个 既 重要 又 
有 趣 , 然 而 也 是 非常 难 的 问题 ,至 今 没 有 能 完全 解决 。 但 
限于 闭 曲 面 的 情形 ， 结 果 是 非常 完满 的 。 它 是 数学 中 为 
数 不 多 的 几 个 完整 的 漂亮 定理 之 一 。 

“在 众多 的 闭 曲 面 中 ,球面 显然 是 首先 会 被 想到 的 , 实 
际 上 , 它 可 以 作为 构造 其 他 的 闭 曲面 的 出 发 点 。 

为 了 从 球面 得 到 其 他 的 闭 曲面 ， 先 在 球面 上 剪 去 几 
块 ， 或 者 换 一 种 说 法 , 就 是 打 些 洞 ，, 然后 再 用 适当 的 " 补 
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钉 "将 这 些 洞 补 上 。 当 然 , 为 了 得 到 新 的 闭 曲 面 , 不 能 用 
刚 剪 下 来 的 那 种 小 贺 片 当 “ 补 钉 ”"， 而 应 换 用 其 他 类 型 的 
有 曲面。 显然 如果 用 平 环 (如 图 1 所 示 的 阴影 部 分 ) 作 为 
“ 补 钉 "来 补 ( 平 环 的 外 贺 周 和 洞 的 边缘 粘 合 ) ， 那 么 球面 
上 的 洞 补 好 了 ,而 平 环 本 身 的 洞 (内 贺 周 ) 仍 空 着 ,为 了 补 
这 个 新 出 现 的 洞 ， 显 然 只 要 把 它 和 球面 上 另 一 个 洞 的 边 
缘 粘 合 即 可 。 这 样 ， 用 平 环 ( 它 拓扑 等 价 于 圆柱 面 ) 这 种 
“ 补 钉 " 来 补 洞 , 一 次 就 可 将 两 个 洞 补 好 。 也 就 是 说 ,把 四 
柱 面 的 上 端 贺 周 和 球面 上 的 一 个 洞 的 边缘 (也 是 一 个 贺 
局 ) 粘 合 ,而 把 下 端 贺 周 和 球 面 上 的 另 一 个 桐 的 边缘 粘 合 。 
图 2 为 用 这 种 办 法 修补 后 得 到 的 闭 曲面 。 这 种 曲面 由 于 
象 给 球面 安 了 个 柄 , 故 称 它 为 带 有 一 个 柄 的 球面 。 显 然 ， 
我 们 可 以 往 球面 上 安 任意 多 个 柄 ， 这 些 具 有 不 同 数 目的 
炳 的 球面 ,构成 不 同 胚 的 闭 曲面 的 “一 半 "。 在 介绍 另 "一 
半 " 之 前 , 应 注意 到 以 上 的 闭 曲面 都 是 双 侧 的 , 即 其 中 一 
侧 可 以 涂 一 种 颜色 ,而 另 一 侧 则 可 涂 另 一 种 颜色 。 


图 1 平 环 图 2 带 有 一 个 柄 的 球面 


用 平 环 这 种 " 补 钉 " 修 补 球面 上 的 洞 时 ， 先 是 将 外 贺 
周 和 一 个 洞 的 边缘 粘 合 ， 然 后 再 将 内 圆周 和 另 一 个 洞 的 
边缘 粘 合 。 这 样 做 的 理由 是 因为 最 后 要 得 到 闭 曲面 。 为 
了 得 到 闭 曲面 ,也 可 以 直接 将 内 圆周 上 的 点 , 按 粘 合 对 径 
点 (同一 条 直径 上 的 两 个 端点 ) 的 方式 把 它 封闭 起 来 。 这 
种 先 将 内 圆周 沿 对 径 点 粘 好 的 " 补 钉 ", 称 为 "交叉 帽 ”", 一 
个 交叉 帽 可 以 补 一 个 洞 。 带 有 任意 多 个 交叉 帽 的 球面 ， 
就 构成 另 一 半 闭 曲面 。 总 而 言 之 ， 任 意 一 个 闭 曲面 ， 它 
不 是 和 一 个 安 有 若干 个 柄 的 球面 同 胚 ， 就 是 和 一 个 带 有 
某 些 个 交叉 帽 的 球面 同 胚 。 

交叉 帽 是 将 平 环 的 内 圆周 沿 对 径 点 粘 合 。 现 将 平 环 
沿 AB 和 DE 剪 开 (图 3), 得 到 4BCDEF 和 A4'B'C'D'E'G 两 
块 (这 里 A 剪 开 成 4 和 A',B、D、E, 同 此 ,但 B 和 DD 是 对 径 
点 应 粘 合 ， 故 B、B',D、D' 
为 同一 点 )。 现 将 这 两 块 沿 ‘ 
BCD 和 D'C'B' 


合 。 如 
下 页 图 4 所 示 ， 在 长 方形 
AFEDA'GE'D'A 中 ,两 重 1 轩 
直 边 AE' 和 A'E 沿 标明 


方向 粘 合 。 这 种 将 长 方形 
的 一 对 边 , 扭 180* 再 粘 合 

而 得 到 的 曲面 叫做 麦 比 乌 。 图 3 着 合 内因 周 的 对 经 点 
斯 带 (参见 彩 图 播 页 第 34 所 得 到 的 交叉 由 


页 ). 因 此 交叉 由 就 4 fF 
是 麦 比 乌 斯 带 。 它 
除了 只 有 一 个 边缘 gs 一 二 上 
《 平 环 的 外 圆周 ) 这 6 _E 
一 特点 外 , 还 有 
另 一 个 特点 一 单 
侧 ， 即 不 能 用 两 种 
不 同 的 颜色 来 涂 满 
两 个 侧面 。 因 此 带 
交叉 由 的 球面 也 是 
单 侧 的 。 

带 一 个 交叉 由 
的 球面 ， 就 是 投影 f , 
平面 (投影 平面 就 ( We 
是 将 单位 园 的 对 径 TS 
点 粘 合 而 得 ， 见 图 
5.。 由 于 对 径 点 粘 合 , 故 阴 影 部 分 同 胚 于 有 -个 洞 的 球面 ， 
而 余下 部 分 为 麦 比 乌 斯 带 ); 带 两 个 交 又 由 的 球面 ,通常 


图 5 投影 平面 
叫做 单 侧 双 环 面 或 克 莱 因 瓶 〈 参 见 图 6 及 彩 图 插页 第 34 
页 )。 

单 侧 曲面 画 出 来 都 是 要 自己 和 自己 相交 的 。 

( 沈 信 条) 


图 6 克 莱 因 烧 


bianfenfa 
变 分 法 (calculus of variations) ”研究 泛 函 
的 极 值 的 方法 。 泛 函 就 是 函数 的 函数 ， 给 定 一 个 函数 集 
合 Y， 若 对 Y 中 的 每 一 函数 ! 按 某 一 确定 的 规则 了 有 一 
确定 的 实数 区 妇 与 之 对 应 ， 就 说 在 集合 Y 上 给 定 了 一 个 
泛 函 J。 若 泛 函 了 在 Y 中 的 加 处 取 的 值 J[yo] 是 了 在 了 中 
所 有 的 y 处 所 取 值 J[y] 中 的 最 大 (小 ) 的 一 个 , 则 说 J[y。] 
是 最 大 (小 ) 值 ,ye 称 为 最 大 (小 ) 值 函数 。 设 Y' 是 Y 中 在 
附近 的 函数 组 成 的 子 集 ， 若 J[yo] 是 了 在 Y' 上 取 的 最 
大 (小 ) 值 , 则 称 JCyo] 是 极 大 (小 ) 值 , 而 y。 称 为 极 大 (小 ) 
值 函数 。 极 大 (小 ) 值 统称 极 值 ， 极 大 值 函数 和 极 小 值 函 
数 统称 极 值 函数 。 变 分 法 的 核心 问题 就 是 求 泛 函 的 极 值 
函数 和 相应 的 极 值 。 

变 分 法 的 第 一 个 著名 例子 是 最 速 降 曲 线 问题 ， 它 是 
由 约翰 第 一 伯 努 利 在 1696 年 以 挑战 的 口吻 向 当时 的 数 
学 家 提出 的 。 设 O 和 也 是 铅 直 平面 xOy 内 高 度 不 同 的 两 
点 一 质点 在 重力 作用 下 从 O 点 沿 一 曲线 滑落 到 了 点 , 假 
定 无 摩擦 和 其 他 阻力 ， 问 曲线 呈 何 形状 时 其 滑落 的 时 间 


变 bion 


最 短 ? 设 谓 落 曲 线 方程 为 y=y(x), 由 能 量 守恒 定律 和 弧 
长 公式 可 知 所 需 时 间 为 


T=T[D= ft) /2 ree, GD) 


3 的 变化 范围 Y 可 取 为 
在 区 间 [0, a] 上 有 一 阶 
连续 导数 的 函数 y 的 全 
体 。 这 一 问题 第 二 年 就 
由 I 和 牛顿 、G. W. 菜 布 
尼 英 、G.-F.-A.de 洛 
必 达 、 约 翰 第 一 ` 伯 努 利 Er 
和 雅 各 布 第 一 伯 努 利 
解决 了 。 图 1 最 速 降 曲 线 问题 

泛 浮 极 值 的 必要 条 件 ” 和 函数 极 值 类 似 ， 变 分 法 的 
第 一 个 基本 问题 是 确定 极 值 的 必要 条 件 ， 这 些 条 件 完全 
以 函数 的 相应 必要 条 件 为 基础 。 

固定 端点 问题 “最 常见 最 简单 的 泛 函 由 积分 


Tw= [Foxyx)s ye) (2) 


给 出 , 式 中 F=F(x,y,p) 是 一 个 足够 光滑 的 函数 ,y 的 变 
化 范围 是 区 间 [a。,01,] 上 所 有 有 一 阶 连续 导数 且 在 两 端点 
分 别 取 定 值 的 函数 的 集合 。 设 工 妇 在 y 取 极 小 值 , 任 取 
一 个 在 os 和 中 取 零 值 的 函数 9=n(x), 考虑 在 函数 y= 
如 +tn 上 了 取 的 值 


f(yot tr] | Persyot tnd ttn de, (3) 


得 到 一 个 一 元 函数 ， 它 在 t= 0 取 极 小 值 , 于 是 由 费 马 引 
理 得 


ds= TFI 


?0= ron+ Pym drm, (4) 


BR 
式 中 一 -gy-(x*,yo 如 ) 等 等 。(4) 式 对 任意 如 上 的 7 均 
成 立 , 令 
可 -Cg Fon+ Pom’) de, (5) 


称 它 为 泛 函 J[y] 在 y。 的 一 阶 变 分 。(4) 式 无 非 是 说 在 极 
小 函数 如 处 应 有 


ab Fen+ Fn’) de=0, (6) 
隐 
进行 分 部 积分 ， 得 
d 
|- Ja (7) 


变 分 法 基本 引 理 若 一 个 连续 函数 与 足够 多 的 光滑 
函数 的 乘积 的 积分 得 零 ， 则 此 连续 函数 必 恒 等 于 等 。 由 
此 可 得 极 值 函 数 y。 应 满足 方程 

-起 Fy,=F,(x,Yy(x), y'(x)) 


d 
dr 


这 一 方程 称 为 欧 拉 方程 ， 是 L. 欧 拉 在 1736 年 用 折 
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F(x,Yy(x),Yy(x))=0。 (8) 


线 逼近 曲线 得 到 的 。 在 1744 年 的 一 本 书 中 , 他 用 这 一 方 
程 解决 了 大 量 的 泛 函 的 极 值 问 题 。 这 本 书 标志 着 变 分 法 
作为 一 个 数学 分 支 的 诞生 。 不 过 这 里 采用 的 是 丁 -L. 拉 
格 凑 日 于 1755 年 给 出 的 至 今 仍然 普遍 采 用 的 变 分 方法 ， 
其 基本 点 是 给 极 值 函数 y 以 变 分 9， 泛 函 开刀 相应 的 变 
分 J[yoJn 应 为 零 。 
自由 端点 问题 ”把 相应 最 过 降 线 问题 泛 函 (1) 的 欧 
拉 方 程 的 解 用 常 微分 方程 的 方法 解 出 来 得 到 旋 轮 线 。 若 
参与 比较 的 曲线 的 端点 在 直线 x= aq 和 x= oa: 上， 但 纵 
坐标 未 知 ， 在 对 变 分 (5) 分 部 积分 时 将 会 有 附加 项 
[Fw 人 号 = 009 在 端点 4。 和 a 的 值 任意 ,由 此 知道 
Fy'(Gos (ao), y'(a0))= 0, t 
F(any(a),y’(0))=0, 
2 自然 仍 满足 欧 拉 方 程 。 若 曲线 的 右 端 点 在 曲线 f(x， 
y)=0 上 滑动 , 则 在 a 应 满足 横 截 条 件 
(FP—F,y'):F,,=f.:1, 。 (10) 
这 类 条 件 是 首先 由 拉 格 朗 日 在 1760~~1761 年 的 一 篇 文 
章 中 得 到 的 。 
系 件 极 值 问 题 ”车 在 使 与 (1) 类 似 的 泛 函 取 给 定 值 


say a 
Ko G(x,y,Yy') dx=! (11) 
站 


的 y 中 求 泛 函 (1) 的 极 值 函 数 和 极 值 ,这 就 是 泛 函 的 条 件 
极 值 问题 类 似 于 多 元 函数 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 ,引入 泛 函 


TD+MKE[= Ks) + yy )) ex 


(9) 


= Hcy) ax, (12) 
oe 


则 存在 常数 入 使 极 值 曲线 y 满足 相应 于 的 欧 拉 方 程 ， 
这 一 方程 和 条 件 (11) 一 般 就 能 确定 y。 

最 引 人 注 目的 条 件 极 值 问题 是 等 周 问题 ， 即 在 给 定 
周 长 ! 的 平面 封闭 曲线 中 选取 围 出 最 大 面积 的 曲线 。 对 
封闭 曲线 采用 参数 方程 


X=x(t), y=yt) (0<t<1), 
相应 周 长 
1 tyne, 
。 
相应 面积 
S- 计 ( 戎 一 疆 ) dt 
H(x,y,X)= By) at) 


对 两 个 函数 * 和 y 和 (8) 相 应 的 欧 拉 方 程 为 
1y- dy 入 
21 &E(-¥ + ie 


4 
-二 
解 之 可 得 曲线 形状 为 圆周 。 这 一 “答案 是 由 雅 各 布 第 一 … 伯 
努 利于 1701 年 得 到 的 。 在 条 件 (11) 之 下 求 泛 函 极 值 的 
问题 常 冠 以 等 周 问 题 的 名 字 。 
另 一 类 条 件 极 值 问题 中 函数 y,z 服从 一 个 约束 


(13) 
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P(x,Yy,2) = 0, (14) 
而 求 泛 函 
Ty,23= PCs yz) dr 15) 
的 极 值 ,这 时 存在 函数 X(m) 使 在 极 值 曲线 上 和 函数 
D(XY,2,Y' sz) 一 了 十 Xp (16) 
相应 的 关于 y 和 <z 的 欧 拉 方 程 (8) 成 立 。 


这 类 条 件 极 值 的 典型 问题 是 测 地 线 问 题 。 在 曲面 
9(X,y,2) 二 0 上 求 连结 两 点 A(xogoyzo) 和 B(x, Y1,21) 
的 最 短 弧 T,y=y(x),z=z(x), 弧 长 


= vittro, 
0 


由 上 述 结果 可 断言 测 地 线 上 每 一 点 的 主 法 线 与 曲面 的 法 
线 重合 。 测 地 线 问题 由 约翰 第 一 伯 努 利 在 1728 年 向 区 
拉 提 出 。 网 拉 当 年 给 出 了 曲面 上 测 地 线 微分 方程 。 

泛 函 极 值 的 充分 条 件 ”使 泛 函 的 一 阶 变 分 为 零 的 函 
数 或 等 价 地 相应 欧 拉 方程 (和 适当 边界 条 件 ) 的 解 称 为 泛 
函 的 稳定 点 。 泛 函 的 极 值 点 必 是 稳定 点 ， 但 反之 未 必 成 
立 ， 对 数值 变量 的 函数 就 已 如 此 。 变 分 法 的 第 二 个 基本 
问题 是 寻找 应 该 加 在 稳定 点 上 的 条 件 以 保证 它 是 极 值 
点 ， 此 即 极 值 点 的 充分 条 件 。 在 稳定 点 这 一 条 件 之 外 再 
继续 寻求 一 定 个 数 的 必要 条 件 ， 然 后 再 检验 这 些 必要 条 
件 是 否 保证 稳定 点 就 是 极 值 点 。 在 函数 极 值 问题 中 ,在 
O 处 取 极 小 值 ,必须 0 是 稳定 点 , 即 了 (0)=0, 并 且 二 阶 
导数 站 (0O)>0, 但 显然 "(0)=0 不 能 保证 O 点 是 了 的 
极 小 值 点 ,而 严格 不 等 式 1”(O)>0 足以 保证 0 是 了 的 极 
小 值 点 ,这 正好 与 泛 函 极 值 相 对 应 。 

勒 让 德 条 件 ” 仍 以 固定 端点 的 泛 函 (1) 的 极 小 问题 
为 例 ,限制 在 允许 函数 的 -- 维 空间 y。+tn(t 为 实数 ) 上 考 
虚 泛 函 J，y。 是 极 小 值 点 ，? 是 任 一 端点 为 零 的 光滑 函 
数 , 已 知 y。 满足 如 [yo]= 0, 且 使 二 阶 变 分 


da 
的 [yo]9= dns F(XsYot ty +tn’) dx NS 
-人 (Pont+2F9, nn + Fe’)de> 0 (17) 


这 里 二 阶 变 分 的 意义 是 当 9 和 的 绝对 值 都 很 小 时 , 泛 
函 1[y] 在 稳定 点 如 的 增 量 J[y。 十 呆 一 J[W] 的 二 次 主 部 。 
要 使 (17) 成 立 ,一 个 必要 条 件 是 

Fo,y>0, (18) 
这 里 Fy, 是 把 稳定 点 代入 Punw(x， 纪 纪 ) 所 得 的 函数 。 
条 件 (18) 称 为 勒 让 德 条 件 。 由 A. -M. 勒 让 传 在 1786 年 
得 到 , 翌年 他 领 各 到 这 也 只 不 过 是 个 必要 条 件 。 建 立 充 分 
条 件 的 工作 ， 50 余年 后 由 C. G. J. 准 可 比 实现 。 雅 可 
比 条 件 设 强化 的 勤 让 德 条 件 9%,>0 成 立 ， 对 二 次 变 分 
(17) 进 行 分 部 积分 


scv079= (~ Erg sn) + Fy, ~ pg, )o]n dx 


=annar, (19) 
隐 


由 常 微分 方程 的 特征 值 理论 可 知 要 (19) 式 对 任意 不 便 等 
于 零 的 函数 9 取 正 值 的 充分 必要 条 件 是 二 阶 微分 算 子 A 
的 最 小 特征 值 为 正 数 ,或 方 各 

hn 一旦 PS) + (Fy,— EP )n=o， 


(20) 
n(a0)=0, } 


的 解 在 (a。,41] 内 没有 零点 ,除非 1 三 0。 这 一 条 件 即 所 谓 
雅 可 比 条 件 。 

4 与 如 差 的 绝对 值 的 最 大 值 叫 做 y 和 y。 的 零 阶 距 
离 ，y 和 的 等 阶 距离 及 和 多 的 零 阶 距离 之 和 叫做 
4 入 的 一 阶 距离 。 若 对 跟 y 的 一 阶 距离 小 于 某 正 数 
的 一 切 函数 y 都 有 J[yo] 不 大 于 J[y]， 则 说 了 在 如 取 弱 
极 小 。 勒 让 德 条 件 Fy > 0 和 雅 可 比 条 件 一 起 组 成 如 是 
J[y] 的 弱 极 小 的 充分 条 件 。 


上 ， 


ol 于 


图 2 一 阶 距离 比较 
小 的 情况 


7 * 
图 3 军阶 距离 比较 
小 的 情况 

车 对 与 的 零 阶 距离 小 于 某 个 正 数 的 一 切 函数 y 
有 J[y。] 不 大 于 I[W], 则 说 取 强 极 小 。 

希 尔 伯 特 不 变 积分 ”由 于 与 强 极 小 点 比较 的 函数 为 
多 , 故 应 加 更 强 的 充分 条 件 。 仍 以 固定 端点 泛 函 (2) 的 极 
小 值 问题 为 例 ， 设 xy 平面 上 一 区 域 D 的 每 一 点 (x*,y) 有 
且 仅 有 一 条 稳定 曲线 通过 , 且 过 点 (zx,4y) 的 稳定 曲线 的 余 
率 记 作 vx,y)， 称 v(x,y) 为 稳定 曲线 场 的 斜率 函数 。 对 
过 点 Po(46,bo),P(a4,b,) 的 所 有 曲线 y=(X) 积 分 

W=W[y] 


J + Cy DFAxy, aa, (21) 
这 个 积分 称 为 希 尔 伯 特 不 变 积 分 。 由 稳定 曲线 满足 的 欧 
拉 方 程 和 路 径 无 关 条 件 可 以 验证 积分 (21) 不 依赖 于 曲线 
y=W(X)。(21) 中 的 z=z(x,yX))。 
外 尔 斯 特 垃 斯 画 数 《21) 中 的 y=yo(X) 为 连结 点 P。 
和 P, 的 稳定 曲线 时 2=2(x,yo(X))=yo(x), 故 


ICyo] = rey) + (Y'—2)F, xy,2)) de, 
于 是 对 任 一 连结 P 和 P, 的 曲线 yy 有 
Ty- IcyI= Fe,y,y) Fry,z) 
—(y—2)F,(x,Yy,2)) de 
= [ECx,ys2,y) ox, C22) 


式 中 F(x, y; zy)=F(x, y, y')—F(x, y, 2)— 
(y' 一 2)Fy,(x,y,z) 由 泰勒 公式 易 得 ,叫做 外 尔 斯 特 拉 斯 


函数 。 

强 极 值 的 充分 条 件 若 有 一 围绕 稳定 曲线 y= 

yo(x) 的 稳定 曲线 场 , 目 x,y,z 独立 变化 时 

Fy (XY,2)>0, (23) 
如 必 为 极 小 函数 。 务 必 注 意 (23) 和 勤 让 德 条 件 Fevw>0 
的 巨大 区 别 。 

由 于 欧 拉 方 程 中 最 高 阶 导 数 项 的 系数 是 Fw'w'， 为 使 
方程 有 二 次 连续 可 微 的 解 j， 就 需要 F,'y, 在 相应 区 域 上 
永 不 为 零 ， 于 是 它 不 改变 正 负 号 ， 从 而 (23) 本 质 上 并 非 
新 的 额外 条 件 。 满 足 Fy, 恒 不 为 零 这 一 条 件 的 问题 称 
为 正则 问题 。 正 则 问题 的 稳定 曲线 总 给 出 极 小 值 或 极 大 
值 , 视 Fw'w' 的 符号 为 正 或 负 而 定 ， 恰 如 在 一 元 函数 的 情 
形 在 稳定 点 的 二 阶 导数 不 为 零 和 在 多 元 函数 的 情形 在 稳 
定点 的 二 阶 微分 为 正定 或 负 定 二 次 型 一 样 。 条 件 (23) 是 
KK. 外 尔 斯 特 拉 斯 于 1879 年 获得 的 ,在 1900 年 D. 希 尔 伯 
特 利用 他 的 不 变 积分 理论 给 这 一 充分 条 件 以 大 大 简化 的 
证 明 。 

数学 物理 与 变 分 法 ”物理 学 中 泛 函 极 值 问题 的 提出 
促进 了 变 分 学 的 建立 和 发 展 ， 而 变 分 学 的 理论 成 果 则 不 
断 渗透 到 物理 学 中 。 

物理 学 中 的 变 分 原理 P. de 喝 马 从 欧 几 里 得 确立 
的 光 的 反射 定律 出 发 提出 了 光 的 最 小 时 间 原 理 ， 光 线 永 
远 沿用 时 最 短 的 路 径 传播 。 他 原先 怀疑 光 的 折射 定律 ， 
但 在 1661 年 费 马 发 现 从 他 的 光 的 最 小 时 间 原理 能 够 推 
导出 折射 定律 ,不 仅 消除 了 早先 的 怀疑 ,而 且 更 加 坚信 他 
的 原理 。 拉 格 朗 日 把 变 分 法 用 到 动力 学 上 。 他 引进 广义 
坐标 gj,g:，…ygn, 假 定 动能 了 是 9= 《91,92,… 9m) 和 d= 


《du 人 sg 的 函数 ,9 表示 喔 。 他 又 假定 力 有 位 势 V， 
V 是 9 的 函数 ,又 假定 了 +V 是 常量 , 即 能 量 守恒 定律 成 
立 , 令 L=7V， | Lat 称 为 作用 量 ， 拉 格 明日 的 最 小 


作用 原理 是 说 真实 的 运动 使 作用 量 取 极 小 值 。 通 过 欧 拉 
方程 , 拉 格 朗 日 建立 他 的 运动 方程 , 据 此 推出 了 力学 的 主 
要 定律 ， 并 解决 了 一 些 新 的 问题 。 这 些 工作 都 记载 在 他 
在 1788 年 出 版 的 4 分析 力学 ?一 书 中 。 

W. R. 哈 定 顿 把 P.-L. M. de 莫 佩 蒂 、 欧 拉 、 拉 格 
遍 日 等 人 的 最 小 作用 原理 推进 到 一 个 靳 新 的 阶段 ， 提 出 
稳定 作用 原理 。 他 在 1834 一 1835 年 的 两 篇 论文 里 ,重新 
考虑 S.-D. 泊 松 引进 的 以 拉 格 朗 日 命名 的 函数 工 
V, 这 里 动能 和 势能 皆 可 为 时 间 t， 广义 坐标 9 和 广义 速 
度 4 的 函数 ,不 必 假定 能 量 守恒 定律 ,定义 作用 量 


Ss-| Ldt= rca dt, (24) 
机 


式 中 9q 在 起 始 和 终止 时 刻 如 和 所 时 分 别 取 定 值 Pu 和 
Pi, 哈密 额 稳定 作用 原理 断言 ,真实 运动 是 使 作用 稳定 的 
运动 。 泛 函 (24) 的 稳定 函数 所 满足 的 欧 拉 方 程 便 是 哈密 
顿 方程 ,后 来 雅 可 比 引进 适当 的 变量 蔡 换 而 得 到 哈密 顿 - 
雅 可 比方 程 。 由 哈密 顿 的 稳定 作用 原理 可 以 推演 出 各 种 
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力学 问题 的 运动 规律 。 这 一 巨大 成 功 鼓舞 人 们 竞相 在 其 
他 数学 物理 分 支 ,如 弹性 力学 ,电磁 理论 ,相对论 、 量 子 理 
论 中 求 得 类 似 的 变 分 原理 。 

数学 物理 问题 的 变 分 解法 ”数学 物理 中 大 量 存在 着 
的 变 分 原理 从 一 个 侧面 反映 了 客观 世界 的 统一 性 ， 也 体 
现 了 人 们 建立 统一 的 物理 规律 的 渴望 。 一 般 说 来 变 分 原 
理 对 已 有 的 理论 是 锦上添花 。 另 一 方面 变 分 法 对 解 许多 
实际 物理 问题 也 提供 了 切实 可 行 的 方法 ， 例 如 可 用 变 分 
法 解 振 动 系统 的 本 征 频率 问题 、 散 射 问题 等 。 基 于 变 分 
原理 还 建立 了 偏 微分 方程 的 弱 解 的 L? 理论 及 相应 的 有 限 
元 解法 和 其 他 直接 解法 。 

大 范围 变 分 法 “18 世纪 是 变 分 法 的 草创 时 期 ， 建 立 
了 极 值 应 满足 的 欧 拉 方 程 并 据 此 解决 了 大 量具 体 问 题 。 
19 世 纪 和 人们 把 变 分 法 广泛 应 用 到 数学 物理 中 去 ， 建 立 了 
极 值 函数 的 充分 条 件 。20 世纪 伊始 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 国 
际 数学 家 大 会 讲演 中 提 到 的 23 个 著名 数学 问题 中 就 有 
三 个 与 变 分 法 有 关 , 变 分 法 的 思想 贯穿 了 R, 库 朗 和 和希 尔 
伯 特 所 著 的 《数学 物理 方法 » 一 书 。 而 HH, M. 莫 尔 斯 的 大 
范围 变 分 法 则 是 20 世纪 变 分 法 发 展 的 标志 〈 见 英 尔 斯 
理论 )。 
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( 王 粮 东 ) 
biaonhuanqun 
变换 群 (transformation group) 见 埃 尔 期 
根 纲 领 。 
bionli lllun 
遍历 理论 (ergodic theory) 又 称 各 态 历经 


理论 ， 研 究 保 测 变换 的 渐 近 性 态 的 数学 分 支 。 它 起 源 于 
对 为 统计 力学 提供 基础 的 "遍历 假设 "的 研究 ， 并 与 动力 
系统 理论 ,概率 论 .信息 论 、 泛 函 分 析 , 数 论 等 数学 分 支 有 
着 密切 的 联系 。 

按 经 典 力学 ,一 个 力学 系统 可 以 用 广义 坐标 9= (gq， 
1，,…，gn) 和 共 罗 动 量 P= (Pi,Pa，,…，,Pa) 来 描述 。 用 HH 
表示 该 系统 的 哈密 顿 函 数 ， 那 么 这 系统 遵循 哈密 顿 正则 
方程 

dq _ 3H dp _ _ 3aH 

dp’ 出 dg 
称 (p, 9) 所 在 的 2n 维 空间 为 相 空 间 。 
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(i=1,2,°…,n), 


系统 的 一 个 状态 在 相 空 间 中 有 一 个 代表 点 P= (p,9)， 
系统 的 运动 就 对 应 于 点 P 在 相 空 间 中 的 运动 。 如 果 系统 
是 保守 的 ,其 总 能 量 E 便 是 常数 ,点 P 的 运动 就 破 限制 在 
相 空 间 中 的 等 能 面 ( 称 为 能 量 面 )H=E 之 上 。 

假如 系统 的 自由 度 " 非常 大 ， 例 如 在 一 定 容器 中 气 
体 分 子 的 运动 (宏观 上 微小 的 体积 中 仍 含有 大 量 的 分 
子 ), 如 果 与 外 界 没 有 能 量 交换 , 就 是 一 个 保守 的 力学 系 
统 。 这 时 n=3N,N 是 分 子 的 数目 。 因为 人 们 无 法 去 解 如 
此 巨大 数目 的 哈密 顿 方程 组 ， 也 无 法 实际 地 测 得 解 方程 
时 所 必需 的 初始 资料 ， 所 以 不 可 能 再 用 纯 经 典 力学 的 方 
法 来 研究 这 样 的 系统 。 其 实 ， 系 统 中 大 量 分 子 运动 的 综 
合作 用 才 决 定 出 系统 的 宏观 性 质 。 例 如 ， 气 体 的 单个 分 
子 只 是 断 续 地 冲撞 容器 骆 ， 而 大 量 分 子 冲撞 的 综合 平均 
作用 才 形 成 了 气体 对 器 壁 的 稳定 的 压强 。 为 了 研究 这 类 
本 质 上 是 统计 性 质 的 运动 规律 ， 人 们 设想 同时 考虑 都 是 
含有 N 个 粒子 、 处 于 同一 外 部 条 件 之 中 并 且 具 有 同一 哈 
密 顿 量 ,但 微观 状态 不 一 样 的 一 切 可 能 的 系统 ,这 些 系统 
在 相 空 间 中 的 代表 点 就 不 一 样 。 这 些 宏观 条 件 一 样 的 一 
切 可 能 的 微观 系统 的 全 体 称 为 系 综 (ensemble)。L. E. 玻 
耳 效 曼 ， 特 别 是 本 W. 吉 布 斯 建立 了 完整 的 统计 系 综 方 
法 ,类 比 于 流体 力学 中 的 刘 维 尔 定理 ,证 明了 系 综 的 概率 
分 布 守恒 定理 。 如 果 用 p,(P) 表示 相 点 P 经 过 时 间 t 之 
后 在 相 空 间 中 达到 的 点 ， 那 么 w 便 是 相 空 间 的 一 个 变 
换 。 所 谓 概率 守恒 ， 就 是 说 9 能 使 一 定 的 概率 测度 保持 
不 变 。 如 果 某 系 综 相应 的 概率 分 布 不 显 含 时 间 ， 就 称 做 
稳定 系 综 。 统 计 力学 基本 假设 之 一 是 认为 真实 的 平衡 物 
理 系统 在 某 时 刻 的 状态 与 其 相应 的 稳定 系 综 在 相 空间 中 
的 点 有 相同 的 概率 。 对 于 保守 系统 ， 可 以 证 明 这 概率 测 
度 就 是 


a Ta | | Ta 


式 中 必 是 等 能 面 H=E 的 面积 元 。 系统 的 物理 量 应 是 相 
空间 中 坐标 的 函数 A=A(p,q)。 但 实验 中 的 量 测 总 要 经 
历 一 段 时 间 。 即 使 宏观 上 很 短 的 时 间 ， 从 微观 的 角度 来 
考察 也 是 相当 长 的 例如 ,在 0C 和 1 大 气压 下 ，1 立方 
厘米 体积 中 的 气体 分 子 每 秒 钟 大 约 碰撞 10 次 ， 即 使 在 
10 怀 秒 这 样 宏观 很 短 的 时 间 里 ， 磁 接 也 达 10* 次 。 所 
以 ,宏观 量 测 的 物理 量 ,都 是 一 个 微观 相当 长 时 间 的 平均 


ry 
值 于 AcpeD,qct) yd 可 以 认为 就 是 lim 地 Atpdt)， 
， el 


Q(t))dt。 但 这 一 (极限 ) 平 均值 无 法 从 微观 的 力学 分 析 
中 推算 出 来 ， 因 为 无 法 确定 相 轨 道 的 初始 数据 。 为 了 用 
微观 的 力学 分 析 解 释 宏观 的 物理 现象 ， 统 计 力学 中 提出 
了 以 下 基本 原理 (或 基本 假设 ): 对 于 平衡 物理 系统 , 物理 
量 在 相 空间 中 按 概率 测度 的 平均 应 等 于 这 物理 量 沿 一 轨 
道 的 时 间 平均 ， 即 


s 
apouw= 加 训 4ap,atboab 
= ET 


这 里 天 是 相 空 间 中 可 能 达到 的 总 区 域 (对 于 保守 系统 它 
是 能 量 面 开 =E)。 为 了 支持 这 一 基本 原理 的 引入 , 玻 耳 北 
曙 提 出 所 谓 遍 历 假设 ,认为 一 条 相 轨 线 可 以 跑 遍 (或 者 说 
充满 》 整个 能 量 面 。 以 后 又 有 人 提出 准 追 历 候 设 ， 认 为 
一 条 相 轨 线 可 以 任意 接近 能 量 面 上 的 任何 一 点 。 然 而 数 
学 的 研究 指出 , 上述 这 历 假设 不 可 能 成 立 ,而 准 亿 历 假设 
又 不 足以 保证 " 相 平均 一 时 间 平均 "。 因 此 ,以 后 关于 统计 
力学 数学 基础 的 研究 ， 集 中 注意 力 于 “ 相 平均 = 时 间 平 
均 ”这 一 条 件 本 身 ， 把 满足 这 一 条 件 的 系统 称 为 是 遍历 
的 ,或 者 称 为 是 具有 多 历 性 的 。 自 20 世 纪 30 年 代 开始 ,以 
G. D. 伯 克 规 夫 、J. 汉 : 诺 伊 曙 、 人 A. 抑 ,六 多 和 其 他 许多 数 
学 家 的 工作 为 标志 ， 关 于 这 历 性 的 研究 形成 了 一 个 重要 
的 数学 分 支 。 

保 测 变换 与 这 历 定理 “上述 问 是 在 数学 上 的 拍 象 化 
的 提 法 如 下 ， 设 (X， 多 ,4) 是 一 个 测度 空间 ， 通 党 假定 
A(X)=1, 即 为 概率 测度 ，p 是 XX 的 一 个 变换 。 如 果 任 
意 可 测 集 BE 多 的 原 像 集 0-'B 仍 是 可 测 集 ( 印 p-'BE 9)， 
那么 9 就 称 为 可 测 变 换 如 果 可 测 变换 9 使 得 A(p-'B) ~ 
(BB) 对 任意 BE 号 成 立 ， 那 么 9 就 称 为 保 测 变换 (更 详 
细 一 些 , 9 称 为 是 保持 测度 4 不 变 的 变换 ,+ 称 为 关于 9 
不 变 的 测度 )。 保 测 变 换 的 物理 背景, 就 是 统计 力学 中 的 
概率 守恒 运 动 。 长 期 以 来， 数学 的 记 历 理论 研究 的 主要 
对 象 是 保 测 变换 ， 其 中 心 问题 之 一 仍然 是 探讨 适当 的 条 
件 以 保证 “时间 平均 (这 里 取 离散 形式 ) 空间 平均 ", 即 
Tim 直 汶 Kex(z))-| fan。 这 里 了 是 定义 于 X 上 的 适当 
函数 (其 背景 即 统计 力学 中 的 物理 量 )， 整 数 k 可 视 为 离 
散 化 的 时 间 变量 , 表示 9 的 大 次 相继 作用 , 即 wx(x)= 
P(X) =p(x), P(X) =p(p(x)) ,等 ,但 作为 数学 的 
研究 ,人 们 必须 首先 证 明 作 为 时 间 平均 的 极限 (在 某 种 确 
定 意义 下 ) 的 存在 性 。 这 方面 最 早 取 得 的 成 果 ， 是 冯 - 诺 
伊 晶 的 平均 遍历 定理 《1932) 和 伯 克 稚 夫 的 个 体 这 历 定 
理 (1931)。 平 均 遍 历 定理 断定 : 对 于 平方 可 积 的 函数 人 
时 间 平均 的 极限 Kx)= limt 恤 fwx(z)) 在 平均 收 全 
的 意义 下 存在 ,了 满足 了 p(x))= 了 x)( 几 乎 处 处 成 立 ) 和 
上 .并 = | fen。 个 体 遍历 定理 断定 :对 于 可 积 函 数 f 极 


限 了 (=lim 直 高 1(gr(x)) 在 几乎 外 处 收 全 的 意义 下 存 
在 ,了 也 是 可 积 函数 , 它 满足 Jp(x)) = 天 x) (几乎 处 处 成 
立 ) 和 |。 jau=| fa。 有 了 伯 克 答 夫 个 体 遍历 定理 , 数 
学 上 不 难 证 明 , 沁 历 性 等 价 于 测度 不 可 分 性 所 谓 测度 不 
可 分 性 是 说 ,如 果 BE 多 使 得 9-'B=B, 那 么 或 者 4(B)=0 
或 者 4(B)=1。 由 于 上 述 两 条 件 的 等 价 性 ,许多 数学 研究 
者 索性 就 以 测度 不 可 分 性 来 定义 追 历 变 换 。 数 学 的 研究 
指出 ， 一 个 能 保证 遍历 性 ( 即 测度 不 可 分 性 ) 的 更 强 的 条 
件 是 混合 性 , 即 对 任意 可 测 集 4、B 有 limu(A nor"B) 一 
4(A) p(B)。 混 合 性 的 物理 含义 是 ， 在 充分 长 的 时 间 


之 后 ， 能 量 面 一 个 区 域 中 的 状态 变 到 另 一 个 区 域 中 去 的 
可 能 性 接近 于 这 两 区 域 概率 测度 的 乘积 。 换 名 话说， 从 
每 一 区 域 出 发 的 轨道 ， 最 终 相 当 均 匀 地 散布 于 能 量 面 的 
各 区 域 之 中 ， 从 各 区 域 出 发 的 轨道 最 终 在 能 量 面 上 相当 
均匀 地 混合 起 来 。 保 测 变 换 的 各 种 回归 性 质 也 是 与 遍历 
性 有 关 的 重要 研究 课题 。 早 在 1912 年 HH. 庞 加 茉 就 已 证 
明了 以 下 简单 而 普遍 的 回归 定理 ， 对 于 概率 空间 的 保 测 
变换 p， 从 一 个 正 测度 集合 中 出 发 的 几乎 所 有 轨道 都 要 
无 穷 多 次 地 返回 这 一 集合 。 近 年 来 关于 回归 性 质 的 研究 
成 果 有 多 重 回归 定理 等 。 

继 伯 克 霍 夫 和 冯 ` 诺 伊 曼 的 开创 性 工作 之 后 ,许多 数 
学 家 对 个 体 及 平均 遍历 定理 作 了 种 种 推广 。 它 包括 ， 把 
平均 遍历 定理 推广 到 更 一 般 的 巴 拿 赫 空间 和 更 一 般 的 变 
换 ， 把 关于 点 变换 的 平均 遍历 定理 推广 到 关于 马尔 可 夫 
过 程 的 平均 遍历 定理 ;把 关于 离散 半 群 m 的 个 体 及 平均 
遍历 定理 推广 到 更 一 般 的 单 参数 半 群 wp, 甚至 多 参数 的 
情形 ， 等 等 。 由 许多 数学 研究 者 得 到 的 遍历 定理 的 各 种 
提 法 有 : 极 大 遍历 定理 ,一 致 遍历 定理 , 受 控 遍 历 定理 ,局 
部 遍历 定理 , 阿 贝尔 遍历 定理 和 次 可 加 遍历 定理 等 等 保 
测 变换 的 谱 理论 研究 ， 则 是 遍历 理论 与 泛 函 分 析 相关 联 
的 重要 课题 。 

上 面 提 到 的 遍历 理论 的 研究 工作 ， 都 假定 事先 有 了 
一 定 的 测度 。 在 数学 研究 中 还 可 以 提 这 样 一 类 问题 ， 给 
定 拓扑 空间 XX 上 的 连续 变换 w， 是 否 存在 X 上 的 概率 测 
度 4 使 其 成 为 保 测 变 换 ? 这 样 的 测度 是 否 唯一 ? 这 又 引 
起 了 关于 不 变 测度 的 研究 。 数 学 上 已 经 证 明 ， 对 于 紧 致 
的 可 度量 化 的 空间 X 的 连续 变换 ", 不 变 测度 必定 存在 。 
如 果 这 种 不 变 测度 上 是 唯一 的 ， 那 么 关于 该 测度 就 必 
定 是 遍历 的 ,这 时 称 变换 具有 唯一 遍历 性 。 

1958 年 A. H, 柯 尔 英 哥 洛 夫 在 保 测 变换 的 研究 中 
引进 了 测度 炉 的 概念 。 测 度 米 反 映 了 变换 率 乱 的 程度 ， 
其 物理 背景 正 是 热力 学 中 的 炉 。 测 度 灶 的 引进 是 继 伯 克 
霍 夫 和 冯 。 诺 伊 曼 工作 之 后 保 测 变换 研究 中 的 又 一 重大 
进展 。 测 度 炉 作 为 不 变量 为 研究 保 测 变换 的 同 构 问题 提 
供 了 重要 的 工具 。 这 一 工具 最 初 的 效果 是 辨 明了 一 些 过 
去 长 期 无 法 区 分 的 系统 的 不 同 构 。 1970 年 D. 奥 思 斯 坦 
获得 了 正面 肯定 同 构 的 重要 成 果 ， 他 证 明了 具有 相同 测 
度 坑 的 伯 努 利 移 位 是 同 构 的 。 类 比 于 测度 炳 ， R.L. 阿 德 
勤 .A. G. 康 海 姆 和 M. H. 麦克 安德鲁 等 人 1965 年 在 动 
力 系 统 理论 的 研究 中 引入 了 拓扑 炮 的 概念 。 

役 分 动力 采 统 的 遍历 理论 ” 即 光滑 遍历 理论 。20 世 
纪 60 年 代 以 来 ， 对 微分 动力 系统 的 遍历 性 质 的 研究 受 
到 了 普遍 的 重视 。 这 一 方面 是 因为 引入 了 微分 的 工具 使 
得 处 理 问题 简明 而 又 富有 几何 直观 ， 具 有 数学 理论 上 的 
价值 ， 另 一 方面 是 因为 这 种 系统 的 物理 解释 概括 了 保守 
系统 和 耗 散 系统 , 内 容 更 广泛 。 微 分 动力 系统 的 研究 对 象 
是 微分 流 形 M 上 的 微分 同 胚 ?或 流 wm。 有 关 的 遍历 性 研 
究 往往 涉及 双 曲 性 条 件 。 所 谓 微分 同 胚 9 在 不 变 集 4 上 
有 双 曲 结构 ， 是 指 M 的 切 空间 从 在 4 上 可 以 连续 地 分 解 
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成 两 部 分 , 9 的 微分 Dp 在 其 中 一 部 分 上 的 作用 是 压缩 而 
在 另 一 部 分 上 的 作用 是 扩张 。 继 及.B. 阿 诺 索 夫 1963 年 
的 开创 性 工作 之 后 ， 数 学 家 们 证 明了 ， 在 整个 流 形 上 有 
双 曲 结构 的 系统 ( 阿 诺 索 夫 系 统 ) 是 遍历 的 。 随 后 , S. 斯 
梅 尔 ,R. 鲍 恩 和 D. 吕 埃 尔 将 这 方面 的 研究 推广 到 更 为 一 
般 的 公理 A 系统 (周期 点 在 非 游荡 集中 称 密 并 且 非 游荡 
集 具有 双 曲 结构 的 系统 )。 他 们 证 明了 :公理 人 A 系统 的 非 
游荡 集 9 可 以 分 解 成 有 限 多 块 0,, 0,,…，0。, 系统 限制 
在 每 一 块 上 都 具有 遍历 性 。 在 这 样 的 分 解 中 必定 存在 某 
些 块 0, 使 得 邻近 的 轨道 都 趋 于 该 块 。 这 样 的 块 称 为 吸 
引子 。 公 理 A 系 统 是 一 种 耗 散 系统 ， 吸 引子 上 的 适当 的 
不 变 测 度 表示 这 一 系统 的 平衡 态 。 

微分 动力 系统 中 相当 多 的 运动 趋 于 吸引 子 。 除 去 不 
动 点 ,周期 轨道 、 不 变 环 面 这 些 平凡 的 吸引 子 外 ， 还 有 所 
谓 奇异 吸引 子 。 这 种 吸引 子 一 方面 吸引 外 部 的 点 向 它 靠 
拢 , 另 一 方面 其 内 部 的 点 又 互相 排斥 、 互 相 离开 。 由 于 运 
动 的 区 域 有 限 ， 在 奇异 吸引 子 的 范围 之 内 势必 产生 许多 
折 缀 和 孔洞 ,使 运动 呈现 复杂 、 纷 繁 ,混乱 的 图 景 。 这 种 运 
动 对 初始 条 件 非常 敏感 ， 最 初 的 微小 差异 可 导致 后 来 轨 
道 的 巨大 区 别 ， 因 而 运动 表现 出 某 种 随机 性 。 这 种 运动 
的 另 一 特点 是 自 相似 性 ， 即 运动 的 某 些 局 部 会 具体 而 微 
地 不 断 呈 现 缩小 了 的 整个 运动 的 图 景 。 这 一 类 运动 被 称 
为 混沌 ,是 近年 来 引起 广泛 兴趣 的 研究 课题 。 

关于 微分 动力 系统 的 遍历 性 质 的 某 些 进一步 的 研 
究 ,涉及 双 曲 性 概念 的 某 种 推广 。 记 山 涛 于 1963 年 和 B. 
H. 奥 谢 列 杰 茨 于 1965 年 的 工作 在 微分 动力 系统 的 研 
究 中 引入 了 李 亚 普 诺 夫 指数 的 概念 。 利 用 这 一 概念 可 以 
定义 非 一 致 双 曲 性 ， 即 在 平均 意义 下 的 双 曲 性 。 奥 塞 列 
杰 菊 证 明了 与 这 一 概念 相关 联 的 乘法 遍历 定理 。70 年 代 
中 期 , 5. 佩 辛 对 非 一 致 双 曲 集 的 遍历 性 进行 了 深入 的 研 
究 ， 得 到 了 与 公理 A 系统 的 有 关 研究 相 类 似 的 结果 。 此 
外 ,为 了 深入 了 解 运动 的 复杂 性 ， 人 们 还 探索 粹 、 李 亚 普 
诺 夫 指 数 、 豪 斯 多 夫 维 数 等 量 的 相互 关系 ,探索 在 怎样 的 
条 件 下 会 出 现 符号 动力 系统 ， 在 这 方面 也 取得 了 值得 重 
视 的 结果 。 

在 遍历 理论 的 数学 研究 不 断 深入 的 过 程 中 ， 这 一 理 
论 的 最 初 目 标 《 证 明 各 种 具体 的 哈密 顿 力学 系统 的 遍历 
性 ) 始终 仍然 是 人 们 最 重视 的 问题 之 一 。 有 一 类 哈密 顿 
系统 称 为 可 积 系统 ， 这 种 系统 的 能 量 面 分 解 成 一 些 不 变 
环 面 ,每 一 轨道 在 所 属 的 环 面 上 运动 。 这 样 的 系统 不 能 
在 整个 能 量 面 上 具有 遍历 性 。 原 来 人 们 以 为 这 种 情形 或 
许 是 少数 例外 ,或 许 经 过 小 扰动 之 后 就 会 消失 。 从 50 年 代 
到 60 年 代 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ,B.H. 阿 诺尔 德 和 JK. 莫 泽 对 
这 一 情形 进行 了 深入 的 研究 ,他 们 得 到 的 KAM 定理 ( 见 
哈密 翁 系 统 ) 指 出 : 上 述 状 况 经 过 小 扰动 并 不 会 消失 ,大 
部 分 不 变 环 面 仍然 存在 ,只 是 形状 稍 有 改变 ,这 一 意义 重 
大 的 定理 表明 ， 遍 历 的 力学 系统 并 不 象 人 们 原来 想象 的 
那么 多 。 虽 然 如 此 ， 人 们 并 不 因此 对 遍历 性 的 统计 物理 
应 用 持 怀疑 态度 ， 因 为 至 少 对 于 一 些 重要 的 情形 来 说 从 
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这 一 理论 推导 出 的 结果 与 实验 事实 吻合 。1963 年 , 1.T. 
西奈 依从 数学 理论 上 也 证 明了 统计 力学 中 重要 的 刚 球 气 
体 模型 确实 具有 遍历 性 ,而 辛 钦 早年 的 一 项 研究 也 指出 : 
当 系 统 的 自由 度 无 限 增 大 时 ， 遍 历 的 可 能 性 也 就 越 来 越 
增 大 。 〈 严 绍 宗 ” 张 筑 生 ” 胡 虎 茵 ) 


bingxing suonfa 
并 行 算法 (parallel algorithm) 适用 于 并 行 
计算 机 的 数值 算法 。 计 算 机 传统 结构 的 显著 特征 是 单 指 
令 流 单数 据 流 , 即 每 一 时 刻 按 一 条 指令 处 理 一 个 数据 。 通 
常 的 数值 算法 适 于 此 类 计算 机 ， 可 称 串 行 算法 。20 世纪 
60 年 代 开始 发 展 含 大 量 处 理 机 的 并 行 计 算 机 ， 它 分 单 指 
令 流 多 数据 流 与 多 指令 流 多 数据 流 两 类 ， 每 一 时 刻 分 别 
按 一 条 或 多 条 指令 处 理 多 个 数据 。 并 行 计算 机 的 出 现 促 
使 了 适应 其 并 行 这 个 特点 的 并 行 算法 的 发 展 。 

并 行 算法 依赖 一 个 简单 事实 ， 独 立 的 计算 可 同时 执 
行 。 所 谓 独立 计算 是 指 其 每 个 结果 元 只 出 现 一 次 的 计算 。 
例如 hs=a"a……a 中 7 个 乘法 不 能 同时 执行 ,但 可 分 
成 三 个 独立 计算 组 ， 

第 一 组 G46， 0 0s*Ge, Gr 00} 

第 二 组 〈qi'aa). (00)，(as:06) (ay ae) 

第 三 组 [(ai'a:) (oa4)][(as' ao) (a 0)]= A 
如 每 组 的 运算 并 行 执行 ,计算 A,, 只 须 三 步 ( 乘 法 ), 其 步 
标 可 用 图 中 的 双 权 计算 树 表 示 。 推 广 此 例 ， 得 到 由 满足 
结合 律 的 任 一 运算 "形成 的 表达 式 An=Q1e0,。…。04 的 
最 优 并 行 算法 ， 称 为 结合 扁 入 算法 。 此 算法 提供 了 建立 
并 行 算法 的 一 种 普遍 原则 ， 反 复 将 每 一 计算 分 裂 成 具有 
份 , 称 为 递 推 人 增 法 。 
TB 


计 算 树 


研究 表明 ,大 量 数值 问题 可 获得 有 效 的 并 行 算法 ,一 

个 算法 是 否 有 效 主要 看 加 速 
S 一 已 知 最 有 效 串 行 算法 运行 时 间 ( 或 运算 次 数 ) 的 界 T 
并 行 算法 运行 时 间 ( 或 运算 步 数 ) 的 界 了 

及 所 需 的 处 理 机 个 数 己 的 大 小 。 并 行 算法 的 复杂 性 正 是 
通过 参数 Ts、S 和 已 来 描述 的 。 向 量 运算 具有 内 在 并 行 
性 (包含 大 量 独立 计算 )， 因 而 首先 是 在 数值 线 代数 方面 ， 
并 行 算法 特别 富有 成 果 。 

串 行 算法 与 并 行 算法 存在 固有 差别 。 有 效 串 行 算法 
一 般 不 能 直接 变换 为 并 行 算法 ， 而 且 两 者 在 数值 性 态 方 
面 (例如 数值 稳定 性 及 迁 代 算法 的 收敛 速度 ) 可 以 彼此 大 
不 相同 。 《 陈 景 良 ) 


bingtal Juzhen 

病态 矩阵 (ill-conditioned matrix) 求解 
方程 组 时 对 数据 的 小 扰动 很 敏感 的 矩阵 。 解 线性 方程 组 
Ax=b 时 ， 若 对 于 系数 和 矩阵 4 及 右 端 项 的 小 扰动 54、 
8b， 方 程 组 (A+8A)t=b+86 的 解 与 原 方程 组 Ax=b 
的 解 差别 很 大 , 则 称 矩 阵 A 为 病态 短 阵 .方程 组 的 近似 解 
对 一般 都 不 可 能 恰好 使 剩余 7=b 一 A 为 等， 这 时 对 亦 
可 看 作 小 扰动 问题 Az=b 一 r( 即 34=0，8b= 一 7) 的 解 ， 
所 以 当 4 为 病态 时 ,即使 剩余 很 小 , 仍 可 能 得 到 一 个 与 真 
解 相差 很 大 的 近似 解 。 例 如 , 取 

0.8642 
让 


a 2969 0. i 
0.2161 0.1441 

当 以 也 = (0.9911, 一 0.4870) 作为 近似 解 时 ， 剩 余 7= 
《+107, 一 107)? 已 很 小 ,但 双 与 真 解 x=(2, 一 2 仍 
相差 很 远 。 

判定 矩阵 是 否 病态 以 及 衡量 矩阵 的 病态 程度 通常 是 
看 数值 KC4)= 14- 儿 141 的 大 小 ， 其 中 4 为 矩阵 4 
的 逆 ,‖ | 表示 对 矩阵 取 某 一 种 范 数 .K(4) 称 为 A 的 条 件 
数 , 它 很 大 时 , 称 4 为 病态 ,否则 称 良 态 ;K(A) 愈 大 ,4 的 
病态 程度 就 愈 严重 。 

对 小 扰动 问题 (4+54) 丈 =b+ 序 与 原 问题 Ax=b 的 
解 有 估计 式 

-zl DR 

Tl 1_K(A)- Pa lal ~ Lol 


对 矩阵 求 送 亦 有 估计 式 


NA+84)"1 -A KCA) .lsal 
la a Taal 1al * 


从 上 估计 式 可 以 看 出 条 件数 对 解 方程 组 及 和 矩阵 求 逆 的 
影响 。 
希 尔 伯 特 矩阵 是 一 类 著名 的 病 坊 和 矩阵， 其 定义 为 
Ho= (au)， 


式 中 


ou=itj hl 
由 于 对称 正 定 , 当 取 上 Hl 为 欧 氏 范 数 时 ，KCHs) 即 为 
J 的 最 大 与 最 小 特征 值 之 比 。 对 n=7,8,9,10 有 
K(H1)=4.75 x 10, 
K(HW)=1.53x10", 
K(H,)=4.93x10", 
KC(Hi) =1.60x10°, 
当 n 较 大 时 ,有 近似 表达 式 K(H,)~e**”。 在 一 台 相当 于 
10 位 十 进 制 字 长 的 计算 机 上 对 希 尔 伯 特 矩阵 求 逆 或 解 
方程 组 时 ,如 n>8， 则 所 得 解答 连 一 位 准确 数字 都 没有 。 


( 何 起 初 》 
bodong fangcheng 
波动 方程 《wave equation) 。 见 双 曲 型 偏 铀 分 
方程 。 


Bo'erchanuo 
波 尔 查 诺 ,B. (Bernard Bolzano 1781~1848) 
捷克 数学 家 、 哲 学 家 。1781 年 10 月 5 日 生 于 布拉格 ,1848 
年 12 月 18 日 卒 于 布拉格 。1796 
年 和 布拉格 大 学 哲学 院 攻读 哲 
学 ,物理 学 和 数学 ，1800 年 又 
入 神学 院 ，1805 年 任 该 校 宗教 
哲学 教授 。1815 年 成 为 波 希 米 
亚 皇 家 学 会 的 会 员 , 1818 年 任 
该 校 哲 学 院 院 长 。1819 年 因为 
宗教 斗争 失去 教授 及 院 长 职 
位 ， 并 且 受 到 政治 监督 ， 直 到 
1825 年 。 

波 尔 查 诺 的 主要 数学 成 就 涉及 分 析 学 的 基础 问题 。 
他 在 《纯粹 分 析 的 证 明 》(1817) 中 对 函数 性 质 进行 了 仔细 
分 析 ， 在 A.-L. 柯 西 之 前 首次 给 出 了 连续 性 和 导数 的 恰 
当 的 定义 ;对 序列 和 级 数 的 收敛 性 提出 了 正确 的 概念 ; 首 
次 运用 与 实数 理论 有 关 的 原理 ， 如 果 性 质 M 不 是 对 变量 
不 所 有 的 值 成 立 ,而 对 小 于 某 个 4 的 所 有 x 的 值 成 立 , 则 
必 存 在 一 个 量 口 ， 它 是 使 M 不 成 立 的 所 有 ( 非 空 ) x 集 的 
最 大 下 界 。 在 1834 年 撰写 但 未 完成 的 著作 《函数 论 》 中 ， 
他 正确 地 理解 了 连续 性 和 可 微 性 之 间 的 区 别 ， 在 数学 史 
上 首次 给 出 了 在 任何 点 都 没有 有 限 导数 的 连续 函数 的 例 
子 (用 曲线 表示 的 函数 ,没有 解析 表达 式 )。 

该 尔 查 诺 对 建立 无 穷 集合 理论 也 有 重要 见解 ,在 《无 
穷 的 悼 论 (1851) 中 , 他 坚持 了 实 无 穷 集合 的 存在 性 ， 强 
调 了 两 个 集合 的 等 价 概念 〈 即 两 集合 元 素 间 存 在 一 一 对 
应 ), 注 意 到 无 穷 集合 的 真子 集 可 以 同 整 个 集合 等 价 。 

由 于 波 尔 查 诺 的 著作 在 很 长 的 时 间 内 没有 引起 人 们 
的 注意 ,因此 对 当时 数学 的 发 展 影响 甚 微 。 

(欧阳 缮 ) 

Bo’eryue 
波 尔 约 ,J。 (J&nos Bolyai 1802~1860) 名 
牙 利 数学 家 ， 非 欧 几 里 得 几何 学 的 创始 人 之 一 。1802 年 
12 月 15 日 生 于 科 洛斯 堡 ( 现 罗 
马 尼 亚 克 卢 日 )。 1860 年 1 月 
27 日 病逝 于 毛 罗 什 瓦 萨 尔 海 伊 
( 现 为 罗马 尼 亚 的 特 尔 古 穆 列 
什 )。 他 的 父亲 、 数 学 家 F. 波 
尔 约 是 C.F. 高 斯 的 好 友 。 在 
父亲 的 指导 下 ， 他 少年 时 就 学 
习 了 微 积分 和 分 析 力学 等 高 深 
课程 ， 喜 好 数学 和 音乐 。1818 
年 入 维也纳 皇家 工程 学 院 接受 
军事 教育 ，1822 年 毕业 后 在 军队 服役 10 年 ， 其 间 坚 持 
数学 研究 ， 创 立 了 非 欧 几 里 得 几何 .1833 年 因 病 退役 。 
1837 年 和 父亲 一 起 参加 题 为 " 虚 量 的 严格 几何 表示 "的 数 
学 竞赛 , 因 方法 繁琐 而 落选 。 之 后 除 继续 探索 非 欧 几 何 中 
的 具体 问题 外 ,还 从 事 涉及 社会 改革 的 写作 和 音乐 创作 。 
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波 尔 约 受 父亲 的 影响 , 曾 试图 用 欧 几 里 得 的 几何 原 
本 》 中 的 其 他 公理 证 明 平行 公理 。1820 年 左右 转 而 潜心 
研究 新 几何 学 的 构造 。1823 年 在 给 父亲 的 信 中 称 : 他 不 
用 平行 公理 而 构造 了 一 种 几何 ,“ 从 无 到 有 ， 我 创造 出 另 
一 个 全 新 的 世界 "。 1825 年 ， 他 给 父亲 看 了 他 关于 绝对 
空间 理论 的 手稿 ,其 中 定义 的 绝对 空间 具有 如 下 结构 :在 
空间 的 平面 上 ， 过 直线 外 一 点 有 一 束 直线 不 与 原 直 线 相 
交 。 当 这 束 直 线 减少 为 一 条 时 ， 该 空间 就 是 欧 几 里 得 空 
间 。1831 年 ，F. 波 尔 约 将 手稿 寄 给 高 斯 ， 高 斯 称道 了 
波 尔 约 的 工作 ， 但 表示 不 能 公开 赞扬 ， 因 为 他 自己 早已 
得 到 相同 的 结果 (未 发 表 )。J. 波 尔 约 深 雪 失 去 了 优先 权 。 
1832 年 , 他 的 论文 作为 他 父亲 的 一 本 讨论 数学 基础 的 初 
等 著作 的 附录 发 表 , 是 为 解释 绝对 真实 的 空间 科学 的 附 
录 》。 这 是 他 生前 唯一 发 表 的 著作 ,但 未 引起 其 他 数学 家 
的 关注 。 之 后 ， 他 继续 研究 绝对 空间 中 的 三 角形 和 球面 
三 角形 的 关系 、 绝 对 空间 中 四 面体 的 体积 等 问题 。 波 尔 
约 的 工作 后 经 孔 . 贝尔 特 拉 玉 (1868) 和 下 . 克 莱 因 (1871) 
的 工作 才 得 到 数学 界 的 普遍 承认 ,从 而 载 入 史册 。 

独立 地 得 到 非 欢 几何 的 还 有 高 斯 和 五. H. 罗 巴 切 夫 
斯 基 。 (来 向 东 ) 


Bolol'er 
波 莱 尔 ，(F.-E.-).-)E. (Félix-Edouard- 
Justin- 记 mile Borel 1871~1956) ”法 国 数学 家 。 
1871 年 1 月 7 日生 于 阿 书 龙 省 圣 阿 弗 里 克 ,1956 年 2 月 
3 日 本 于 巴黎 。1889 年 考 入 巴 
黎 高 等 师范 学 校 , 1893 年 毕业 
后 在 里 尔 大 学 任教 。1894 年 获 
博士 学 位 。1896 年 回 巴黎 高 等 
师范 学 校 任教 。1909 年 任 巴 黎 
大 学 理学 院 函 数论 教授 。 第 一 
次 世界 大 战 期 间 ， 配 合 他 的 老 
朋友 ,数学 家 和 政治 家 P. 堪 灶 
卫 组 织 为 战事 服务 的 科学 研 导 
究 。 战 后 改 任 概率 及 数学 物理 “5 
学 教授 。 1920 年 随 班 勒 卫 来 中 国 进行 学 术 交 流 。1921 年 
当选 为 法 国 科 学 院 院士 ， 此 后 他 积极 从 事 政治 、 社 会 活 
动 , 当 过 市 长 、 地 方 议员 、 海军 部 长 , 还 参加 筹建 国家 科 
学 研究 中 心 ，1928 年 协助 建立 庞 加 莱 研 究 所 , 并 任 所 长 
直至 去 世 。 

波 莱 尔 把 G. 康 托 尔 的 点 集 论 同 自己 经 严格 的 古典 
分 析 及 几何 的 训练 而 形成 的 知识 相 结 合 ， 建 立 起 一 套 自 
已 的 实 变 函 数论 ,最 著名 的 工作 是 提出 有 限 覆 盖 定 理 ( 即 
海 涅 - 波 莱 尔 定理 ) 以 及 把 测度 从 有 限 区 间 推 广 到 更 大 一 
类 点 集 ( 即 波 莱 尔 可 测 集 ) 上 ， 建 立 起 测度 论 基础 。 同 时 
他 还 研究 整 函 数 以 及 发 散 级 数 。 其 中 《发 散 级 数论 》 
《1899) 获 得 法 国 科学 院 大 奖 。20 世纪 初 , 他 把 概率 论 同 
测度 论 结合 起 来 ，1909 年 引进 可 数 事件 集 的 概率 , 填补 
了 古典 有 限 概 率 和 几何 概率 之 间 的 空白 。 同 时 证 明了 强 
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” 式 中 上 为 时 间 ir、 


大 数 律 的 一 个 特殊 情形 。 

波 菜 尔 主编 了 一 套 函 数论 丛书 (1898 一 1952)， 对 函 
数论 的 普及 有 很 大 影响 。 他 于 1921 一 1927 年 的 一 系列 
论文 ,成 为 对 策 论 的 先驱 工作 ,其 中 证 明了 极 小 极 大 定理 


的 特殊 情形 。 《 胡 作 去 ) 
Bo'erziman fangcheng shuzhi jiefo 

玻 耳 兹 曼 方程 数值 解法 (numerical ” method 
for Boltzmann equations) 玻 耳 效 曼 方程 是 原 


子 物理 、 天 体 物理 等 领域 中 的 描写 粒子 (中 子 、 质子 、 光 
子 等 ) 运 动 的 基本 微分 -积分 方程 。 假 定 粒 子 在 两 次 磁 
撞 之 同 作 等 速 直线 运动 ， 而 在 穿 过 介质 的 过 程 中 按照 一 
定 的 概率 与 其 他 粒子 相 碰撞 , 从 而 发 生 偏 斜 、 慢 化 、 被 吸 
收 或 增殖 等 现象 。 由 于 粒子 是 大 量 的 ， 因 此 可 以 忽略 统 
计 起 伏 ,把 它们 看 成 是 连续 体 。 求 解 琉 耳 兹 曼 方 程 ,就 是 
要 求 出 在 任 一 时 刻 ,具有 不 同 速度 的 粒子 在 空间 的 分 布 。 
玻 耳 效 曼 方程 数值 解法 很 多 ， 其 中 以 解 描述 中 子 输 运 问 
题 的 玻 耳 兹 曼 方程 的 数值 方法 较为 典型 。 
描述 非 定常 中 子 输 运 过 程 的 玻 耳 效 曼 方程 为 ， 

i C3 +9.v9+op= ofpCrv'stydo'+ 9, (1) 
分 别 为 中 子 的 位 置 和 速度 向 量 , ~ 
29,9 为 中 子 速度 方向 的 单位 向 量 ; P(r,v,t) 为 中 子 角 通 
量 分 布 ， o(v, r) 表 示 在 点 7 处 速度 为 v 的 中 子 的 宏观 总 
截面 ,0'=o(v',r); f(v'>vy7)do 是 在 7 处 中 子 速度 由 vw 
转移 到 "与 w+ dp 之 间 的 总 概率 ， 乡 是 独立 中 子 源 。 对 
于 单 速 各 向 同性 散射 一 维 球 对 称 问题 ， 非 定常 中 子 输 运 
方程 为 


9 一 下 9 
(3 时 Bi +o))prs pst) 


vattuart 7 
= portanty 
(t>0, 0<r<R, ~1<nu<1), (2) 
式 中 7 为 径 向 坐标 ;4=c0s9,6 为 向 径 和 速度 向 量 间 的 夹 
角 #c(r) 为 总 哉 面 !B(r)= c(r)c(r),c(r) 为 在 r 处 每 次 碰 
撞 所 产生 的 平均 次 级 中 子 数 。 方 程 (2) 的 定 解 条 件 为 
980) 一 er) 9CRt)=0 (4<0), 
3 
Op 
20 世纪 40 年 代 发 展 了 用 于 解 定常 问题 的 两 类 主要 
解法 。 
@ 球 谐 函 数 法 ” 它 把 p 和 少 按 勒 让 德 多 项 式 Px(p) 
( 球 谐 函数 ) 展 开 , 例如 , 令 


=0 (r=0)。 


Plr, pt)= 乌 2 二 2 

利用 勒 让 德 多 项 式 的 性 质 ， 把 方程 简化 ， 再 取 展 式 的 前 

N+1 项， 得 pp，…，9Yr 的 N+1 个 方程 的 联 立方 程 
组 ， 然 后 用 差分 法 求 数值 解 。 该 法 又 称 为 Py 近似 法 。 
加 威 克 - 昌 德 拉 塞 卡 离散 纵 标 法 简称 WC 法 。 它 


mr t)Pn(p), 


《主要 针对 平板 几何 问题 》 是 取 4 的 一 组 固定 值 m, my 
ur， 对 (Tt)《〈 记 1,2,……，N) 写 出 方程 组 。 右 端 
积分 用 数值 积分 逼近 , 例如 取 必 为 勒 让 德 多 项 式 零点 的 
高 斯 求 积 公 式 ， 然 后 用 差分 法 求解 。 对 于 各 向 同性 散射 
的 平板 问题 , WC 法 和 球 谐 函数 法 是 等 价 的 。 

1953 年 B. G. 卡尔 森 提出 了 解 中 子 输 运 方程 (2) 的 
Sw 方法 ， 该 法 取 一 1= 委 < 十 <…<< 避 =1 (其 中 岂 一 
一 Ar- 人 ,把 [一 1,1] 分 成 N 个 区 间 , 在 每 个 区 间 [m-, wy] 
上 假定 是 “的 线性 函数 ， 同 样 取 0= ro<m<<…<rr= 
,假定 在 每 个 区 间 [741,7] 上 0 也 是 7 的 线性 函数 。 将 
(2) 在 区 域 (7 61 <r<rs, 4 <4} 上 对 7 和 4 积分 ， 
然后 对 时 间作 隐 式 向 后 差分 得 到 差分 格式 ， 并 适当 选取 
插值 公式 ,使 差分 方程 的 解 满足 位 子 数 守恒 的 性 质 。 

卡尔 森 等 人 在 50 年 代 末 进 一 步 提出 离散 Sy 法 , 又 
称 离散 纵 标 法 ( 简 记 DSN 法 )。 这 种 方法 可 以 比较 容易 
地 推广 到 多 维 情况 。 它 是 从 守恒 方程 

言 器 + 诗人 [rp]+ Cpl top 

一 人 werwspdw+z (3) 


出 发 的 ,离散 分 点 取 为 0= mm<m<…<rr=R, 一 1< 岂 < 
<…<hy<1, 其 中 jh,44，,…， uy 取 为 勒 让 德 多 项 式 零 
点 ， 取 六 为 偶数 ， 右 端 积分 用 高 斯 积分 公式 近似 。 在 点 
《ri- 井 vt? 雪上 建立 差分 ,为 此 在 高 斯 积分 系数 册 对 应 
的 子 区 间 上 对 4 近似 积分 ,在 (7 ,1,7,) 上 对 7 作 体积 分 ， 
对 上 用 中 心 差分 , 则 得 
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式 中 V4-+ 是 以 74-; 和 7, 为 内 外 半径 的 球 这 的 体积 ，A， 
是 半径 为 ”% 的 球面 面积 。 
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和 边界 (4= 一 1) 方 程 


(1—2)3=0, 
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mi + 本 
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(i=1,2,.…,1), (5) 


定 解 条 件 离散 化 为 0 -4s=9? (75402)，93.1=0 (j= 
计 12 2) 着 取 
8 为 选 代 初 值 ， 把 S 中 的 用 前 次 迭代 值 代入 ， 则 利用 
边界 条 件 ,(4)(5) 可 显 式 递 推 求 解 ， 计 算 步骤 按 x 从 小 
到 大 的 顺序 进行 。 当 w<0 时 ,利用 外 边界 条 件 对 ”从 大 
到 小 进行 计算 , 当 x>0 时 , 则 利用 中 心 对 称 条 件 , 对 7 从 
小 到 大 进行 计算 。 

Sy 方法 和 DSN 方法 是 求解 玻 耳 兹 曼 方程 的 有 效 的 
数值 方法 ,其 主要 缺点 是 计算 中 可 能 出 现 负 通 量 ,为 了 避 
免 出 现 负 通 量 有 各 种 修正 格式 。 

对 于 定常 的 玻 耳 兹 曼 方 程 , 70 年 代 出 现 了 多 种 有 限 
元 算法 。 有 通过 引进 角 通 量 偶 次 分 量 ,把 方程 化 为 自 伴 形 
式 ， 再 构造 泛 函 求 极 小 的 有 限 元 算法 ， 也 有 直接 用 加 雇 
金 法 (包括 连续 的 和 不 连续 的 方法 ) 和 配置 法 等 的 有 限 元 
算法 。 

此 外 ,还 有 许多 其 他 的 数值 方法 ,例如 特征 线 法 、 分 
裂 法 和 几 种 方法 相 结 合 的 混合 解法 ， 以 及 求解 积分 型 输 
运 方程 的 各 种 数值 方法 。 而 基于 概率 理论 的 繁 御 卡 罗 法 
在 输 运 计算 中 也 占有 重要 的 地 位 。 

参考 书目 

R. D. Richtmyer and K. W. Morton, Dif ference Method 
for Initiolvalue Problems,2nd ed.. Interscience, New York, 
1967. 

《〈 杜 明生 ) 

Bo'ensitan 

伯 思 斯 坦 , C. H,，(Cepren HaraHosuy Bepa- 
TeAH 1880~1968) 苏联 数学 家 。1880 年 3 月 
6 日 生 于 元 德 萨 ，1968 年 10 月 26 日 卒 于 莫斯科 。1899 
年 毕业 于 法 国 巴黎 大 学 , 1901 年 又 毕业 于 巴黎 综合 工科 
学 校 。1904、1914 年 先后 在 巴黎 和 哈 尔 科 夫 两 次 获得 博 
士 学 位 。 曾 在 哈 尔 科 夫 、 列 宁 格 勒 和 莫斯科 等 地 工作 。 
1907 年 成 为 教授 。1929 年 当选 为 苏联 科学 院 院 士 。 曾 
获得 许多 国家 的 奖励 和 荣誉 称号 。 

在 偏 微分 方程 方面 , 伯 思 斯 坦 以 解决 希 尔 伯 特 第 19 
问题 (1904) 及 试 解 第 20 问题 (1908) 而 著称 于 世 , 他 的 
工作 推动 了 偏 微分 方程 理论 的 发 展 。 他 1912 年 发 表 的 
《 论 连 续 函 数 借助 于 具有 固定 次 数 的 多 项 式 的 最 佳 逼近 》 
的 论文 ， 黄 定 了 函数 构造 论 的 基础 。 他 还 引进 了 伯 思 斯 
坦 多 项 式 ， 在 多 项 式 逼近 理论 中 具有 重要 意义 。 在 概率 
论 方面 他 最 早 (1917) 提 出 并 发 展 了 概率 论 的 公理 化 结 
构 , 建 立 了 关于 独立 随机 变量 之 和 的 中 心 极限 定理 ,研究 
了 非 均匀 马尔 可 夫 链 。 

1952 一 1964 年 出 版 了 伯 思 斯 坦 文集 1~4 卷 ， 包 括 
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伯 


他 在 函数 构造 论 .微分 方程 和 概率 论 等 领域 的 重要 著作 。 
(和 孙 永 生 ) 


Bokehuofu 


伯 克 填 夫 , G. D. 
1884~1944) 


(George David Birkhoff 
美国 数学 家 。1884 年 3 月 21 日 生 于 
密 执 安 州 上 艾 瑟 。1944 年 11 
月 12 日 在 马萨诸塞 州 剑桥 去 
世 。 1905 年 在 哈佛 大 学 毕业 ， 
后 去 芝加哥 大 学 , 1907 年 获 博 
士 学 位 后 去 威斯康星 、 普 林 斯 
顿 的 大 学 任教 。 1912 年 去 哈佛 
大 学 任 助 理 教 授 , 1919 年 任教 
授 , 1932 年 成 为 珀 金 斯 讲座 教 
授 。 伯 克 重 夫 作 为 第 二 次 世界 
大 战 期 间 美国 数学 界 公 认 的 领 
袖 人 物 ,为 美国 数学 的 发 展 作 了 许多 组 织 工作 ,在 国内 外 
享有 威望 。 

伯 克 霍 夫 最 重要 的 工作 是 在 动力 系统 方面 。1912 年 
HH, 虎 如 菜 去 世 前 把 限制 性 三 体 问题 归结 为 一 个 几何 问 
题 ， 但 除 特殊 情形 外 未 能 证 明 。 伯 克 年 夫 证 明了 这 个 庞 
加 莱 最 后 定理 (1913)。 他 还 引进 动力 系统 的 运动 极 小 集 、 
回归 集 等 概念 ,证 明 其 存在 性 ,开辟 了 动力 系统 研究 的 新 
时 代 。 他 的 《动力 系统 X(1927 ) 成 为 这 方面 的 重要 著作 。 

1922 年 他 与 0 D. 凯 洛 格 合 写 的 《函数 空间 的 不 动 
点 》 一 文 启发 了 小 P. 绍 德尔 和 J. 勒 雪 关 于 不 动 点 理论 
的 工作 。 1928 年 又 提出 的 极 小 极 大 原理 推动 了 H. M. 
英 尔 斯 的 大 范围 变 分 法 的 产生 。1931 年 他 证 明了 逐 点 遍 
历 性 定理 ,导致 遍历 理论 的 产生 。 他 在 边 值 问 题 , 奇 异 微 
分 方程 、 奇 异 差分 方程 等 方面 有 许多 工作 。 他 的 论文 于 
1950 年 收集 在 《G. D. 伯 克 年 夫 数学 论文 集 ?中 。 
《 胡 作 玄 ) 


Bonuli jiozu 

伯 努 利家 族 (Bernoulli family 17 一 18 世纪 ) 
又 译 贝 努 利家 族 。17 一 18 世 纪 瑞士 巴塞 尔 的 数学 和 自然 
科学 家 的 大 家 族 , 祖 孙 三 代 ,出 过 十 多 位 数学 
利 时 安特卫普 , 1583 年 遭受 天 主教 迫害 ， 迁 
克 福 ,最 后 定居 在 巴塞 尔 。 主 要 成 员 的 世系 如 下 。 


尼 古 拉 伯 努 利 
Dt 


| | 1 
雅 各 布 第 一 . 伯 努 利 尼 古 拉 伯 努 利 约翰 第 一 - 伯 和 妈 利 
(1654~1705) (1662~1716) (1667~1748) 


1 
尼 十 拉 第 一 . 伯 努 利 
(1687~1759) 
| 


| mr 1 
尼 古 拉 第 二 * 伯 努 利 丹尼尔 第 一 ' 伯 努 利 “约翰 第 二 . 伯 努 利 
(1695~1726) (1700~1782) (1710~1790) 
1 


| 
伯 努 利雅 各 布 第 二 . 伯 努 利 
07) (1759~1789) 
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最 重要 的 是 雅 名 布 第 一 - 伯 努 利 、 约 翰 第 一 伯 努 利和 有 丹 
尼 和 尔 第 一 * 伯 努 利 


雅 各 布 第 一 伯 努 利 (Jacob Bernoulli) 1654 年 

12 月 27 日 生 于 瑞士 巴塞 尔 ,1705 年 8 月 16 日 卒 于 同 地 。 
最 初 遵从 父亲 的 意见 学 神学 ， 

当 他 读 了 R. 备 卡 儿 、 了 本 活 利 

斯 的 书后 , 顿 受 启发 ,兴趣 转向 


数学 。1676 年 到 荷兰 , 英国 等 
处 ,结识 当地 学 者 。 从 1687 年 
起 直到 去 世 ， 任 巴塞 尔 大 学 教 
授 。 他 和 弟弟 约翰 第 一 * 伯 努 利 
是 G. W. 策 布 尼 英 的 朋友 , 他 
们 迅速 掌握 了 莱 布 尼 蒋 的 微 积 
分 并 加 以 发 扬 光大 。 雅 各 布 在 
《学 艺 》 上 发 表 一 系列 的 论文 ，1694 年 他 首次 给 出 直角 坐 
标 和 极 坐 标 下 的 曲率 半径 公式 ， 这 也 是 系统 地 使 用 极 坐 
标的 开始 。1690 年 他 提出 悬 链 线 问题 ,后 来 又 改变 条 件 ， 
解决 了 更 复杂 的 悬 链 问题 。1694 年 的 论文 讨论 了 双 纽 线 
的 性 质 ， 伯 努 利 双 纽 线 因此 得 名 。1695 年 他 提出 著名 的 
伯 努 利 方程 


型 =P(z)+Q(z)yn 。 


雅 各 布 对 对 数 螺 线 深 有 研究 ， 他 发 现 对 数 螺 线 经 过 各 种 
变换 后 ,结果 还 是 对 数 螺 线 。 在 惊叹 这 曲线 的 奇妙 之 余 ， 
遗言 要 将 这 曲线 刻 在 墓碑 上 ,并 附 以 颁 词 ,纵使 变化 , 依 

雅 各 布 的 巨著 k 猜 度 术 X1713) 的 出 版 ， 是 组 合 数学 
及 概 笠 论 史 的 一 件 大 事 ， 书 中 给 出 的 伯 努 利 数 有 很 多 应 
用 。 还 有 伯 努 利 定理 ,这 是 大 数 定律 的 最 早 形式 。 

约翰 第 一 * 伯 努 利 (Johann Bernoulli) 1667 年 8 
月 6 日 生 于 巴塞 尔 , 1748 年 1 月 1 日 座 于 同 地 。 最 初学 
医 ， 同 时 研习 数学 。1691 年 到 
巴黎 ， 曾 为 C. -F.-A. de 洛 必 
达 的 私人 教师 。 现 今 求 不 定式 
极限 的 洛 必 达 法 则 ， 实 出 自 约 
翰 。1705 年 接 痊 其 兄 雅 各 布 任 
巴塞 尔 大 学 教授 。1691 年 解 出 
悬 链 线 问题 。1696 年 , 他 向 全 
欧洲 数学 家 挑战 ， 提 出 最 速 降 
曲线 问题 :一 质点 受 地 心 引 力 
的 作用 ， 自 较 高 点 下 请 至 较 低 
点 ,不计 摩擦 , 问 沿 着 什么 曲线 ,时 间 最 短 ?” 问 题 的 难处 
在 于 和 普通 的 极 大 极 小 值 求 法 不 同 , 它 是 要 求 出 一 个 未 
知 函数 (曲线 ) 来 满足 所 给 条 件 。 这 问题 洛 必 达 、 莱 布 尼 
菊 、L 牛 俩 、 雅 各 布 第 一 伯 努 利 都 得 到 了 解答 。 后 来 引 
起 变 分 法 的 产生 

尼 十 拉 第 伯 努 利 (Nikolaus Bernoulli) 约翰 
第 一 * 伯 努 利 的 儿子 ，13 岁入 巴塞 尔 大 学 ，1715 年 取 
得 法 学 硕士 学 位 。 1725 年 同 其 弟弟 丹尼尔 第 一 * 伯 努 


利 一 起 应 邀 到 彼得 堡 去 。 他 到 彼得 堡 后 ， 曾 提出 一 个 概 
率 论 问题 ， 后 来 以 彼得 堡 问题 著称 。 可 借 次 年 就 死 在 
那里 。 

凡 尼 尔 第 一 * 伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 1700 年 
2 月 8 日 生 于 荷兰 格 罗 宁 根 ，1782 年 3 月 17 日 车 于 巴 
塞 尔 。 丹 尼 尔 25 岁 就 成 为 彼得 
堡 科学 院 数学 教授 ， 他 最 早 的 
论著 是 解决 黎 卡 提 方 程 (1724)。 
他 在 概率 论 、 偏 微分 方程 、 物 
理 等 方面 均 有 贡献 。 普 获 法 国 
科学 院 奖金 10 次 之 多 。 他 的 
《流体 动力 学 》 1738 年 出 版 ,这 
是 作为 流体 动力 学 基础 的 “ 伯 
努 利 定理 " 的 出 处 。1733 年 他 
同 到 巴塞 尔 ， 教 授 解剖 学 、 植 


物 学 和 自然 哲学 。 ( 梁 宗 巨 ) 
Bonulishu 
伯 努 利 数 ‘Bernoulli numbers) 18 世纪 瑞士 数 


学 家 约 蛤 第 一 - 伯 努 利 引入 的 一 个 数 。 设 伯 努 利 数 为 B， 
其 定义 ig 1= 襄 洁 这 里 lt <2. 由 计算 知 1B,=1， 
B= 言 , 一 0,B,~ 一 高，B,=0，Be= 南 ， 
Bo Bi= 一 店 ， B=0,Be 一 部 ;Bt 一 0, Bi 一 区 站， 
Bu=0， Bu 二， Bus=0， Bu -号 0， …。 一 般 地 ， 
mn>1 时 ， 有 Bonsi= 0in>2 时 ,有 公式 B= 马 (?)Be 可 
用 来 逐一 计算 伯 努 利 数 。 伯 努 利 数 在 数论 中 很 有 用 。 例 
如 ,对 于 佩 尔 方程 x* 一 py*= 一 4 (p 三 1(mod4) 是 素数 )， 
N.C. 安 克 尼 和 EE. 阿 站 和 曾 猜想 它 的 最 小 解 <。+yo VP 
满足 p+y,1960 年 ,L. 莫 德尔 证 明了 在 了 =5(mod8) 
时 ,S. 乔 拉 证 明了 在 p= 1(mod 8 时, 上述 猜想 等 价 于 伯 
努 利 数 Ba-: 的 分 子 不 被 p 整除 . 伯 努 利 数 还 可 用 于 绵 马 
大 定理 的 论证 中 。 设 p>3， 如果 伯 努 利 数 Ba,B,…， 
Bv-, 的 每 一 个 的 分 于 不 被 P 整除 ,这 样 的 素数 P 叫 正规 
素数 ， 否 则 就 叫 非 正规 素数 。 德 国 数学 家 了, E. 库 欢 外 
证 明了 : 当 ?P 为 正规 索 数 时 , 费 马 大 定理 成 立 。 不 难 计算 
当 3<p<100 时 ,除开 p=37,59,67 以 外 ,其 余 的 素数 都 
是 正规 素数 。 因 此 ,在 费 马 大 定理 的 研究 中 , 库 默 尔 的 结 
果 是 一 项 突破 性 的 工作 ( 见 不 定 方程 )。 尽 管 有 许多 判别 
正规 素数 的 法 则 , 但是, 是 否 有 无 穷 多 个 正规 素数 ,尚未 
解决 。 而 非 正规 素数 有 无 穷 多 个 , 早 在 1915 年 就 被 人 们 


所 证 明 。 (和 孙 琦 ) 
Bohenao 
博 赫 纳 , S. (Salomon Bochner 1899 一 1982) 


著名 数学 家 。1899 年 8 月 20 日 生 于 奥 匈 帝国 克拉 科 夫 


城 ( 今 属 波兰 )，1982 年 5 月 2 日 卒 于 美国 休 其 部 。 毕 业 
于 柏林 大 学 ， 1921 年 获 该 校 博士 学 位 。 在 慕尼黑 大 学 任 
教 多 年 , 1933 年 受聘 于 美国 普林斯顿 大 学 ，1938 年 和 美 
国籍 ,1946 年 任 该 校 教授 , 1968 年 在 该 校 退 体 后 又 受 员 
于 休 斯 教 瑞 斯 大 学 任 数 学 系 主任 。 1979 年 在 该 校 退 休 。 
他 是 美国 科学 院 院士 ,并 在 1957~1958 年 担任 美国 数学 
会 副 主席 。 

博 赫 纳 早 在 1932 年 于 慕尼黑 大 学 任教 时 就 著 有 《 伟 
里 叶 积分 讲义 》 其 中 包含 了 关于 正定 函数 的 博 炉 纳 定理 
和 作为 广义 函数 论 先导 的 广义 传 里 叶 变换 。 他 引进 了 被 
广泛 运用 的 博 幸 纳 积分 。 多 元 调和 分 析 中 的 博 赫 纳 球形 
和 成 为 研究 多 重 傅 里 叶 展 开 的 收敛 问题 及 通 近 问题 的 重 
要 工具 。 他 在 微分 几何 学 .多 复 变 函数 论 ,概率 论 等 方面 
都 有 创建 , 曾 在 微分 几何 学 中 联系 贝蒂 数 的 研究 ,在 1946 
年 普林斯顿 大 学 建 校 200 周年 纪念 时 举行 的 国际 学 术 会 
议 上 作 了 这 方面 的 报告 。 由 于 他 在 数学 上 的 重要 贡献 ， 
曾 多 次 获奖 ,其 中 有 1979 年 美国 的 斯 还 尔 奖 , 该 奖 授予 
在 数学 事业 上 有 突出 贡献 的 美国 数学 家 。 他 还 是 著名 的 
教育 家 ， 曾 获 普宁 斯 顿 大 学 法 因数 学 教授 (1959) 和 珊 
斯 大 学 洛 维 符 数学 教授 的 称号 。 著 有 《多 复 变 函数 论 》 
(1948)、《 傅 里 叶 变换 》(1949)、& 调 和 分 析 与 概率 论 》 


《1955 ) 等 。 《〈 程 民 他 ) 
Boylxls! 
博 伊 西 斯 , A. M, S， (Anicius Manlius Severi- 


nus Boethius 约 475/480 一 524/525) ”十 罗马 
哲学 家 、 数 学 家 。 约 公元 475 年 ( 另 一 说 480 年 ) 生 于 罗 
马 , 524 年 ( 另 一 说 525 年 ) 卒 于 意大利 帕 维 亚 。 曾 用 拉 
丁 文 翻译 并 注释 亚 里 士 多 德 等 希腊 学 者 的 著作 ， 受 到 东 
哥 德 王 西 奥 多 里 克 的 重用 。 后 因 被 控 谋反 罪 被 捕 入 狱 ， 
在 狱 中 写 就 名 著 k 哲 学 的 安 冒 》(523 一 524)。 他 还 编 有 《 算 
术 入 门 》 和 《几何 学 》 等 著作 ， 主 要 取材 于 尼 科 马 愉 斯 ( 约 
100 年 ) 和 欧 几 里 得 等 人 的 同类 书籍 ,内容 上 缺乏 创新 ， 
还 略 去 一 些 原 书证 明 的 精华 ， 但 因 其 通俗 易 懂 而 广泛 流 
传 ， 长 期 被 用 作 经 典 教 本 ， 影 响 蝴 大。 他 将 科学 分 为 四 
门 :算术 .音乐 .几何 天文、 称 之 为 “四 道 "(quadrivium， 
四 条 道路 )。 希 腊 文 化 通过 罗马 人 传 到 中 世纪 的 很 少 ,其 
大 部 分 体现 在 博 伊 西 斯 的 著述 之 中 。 ( 王 青 建 》 


bubionzi kongjion wentl 
不 变 子 空间 问题 (invariant subspace prob- 
lem) 线性 算 子 理论 中 的 一 个 著名 问题 。40 多 年 
来 , 人 们 一 直 在 努力 追求 其 答案 ,做 了 大 量 工作 ， 取 得 不 
少 成 果 ,但 离 问题 的 解决 ,现在 看 来 还 相当 远 。 

设 了 是 复 巴 拿 赫 空间 X 上 有 界线 性 算 子 ，M 是 X 的 
闭 线性 子 空间 ( 见 已 售 打 空间 ), 如 果 TMCM, 称 M 是 了 
的 不 变 ( 闭 线性 ) 子 空间 。 当 M 仅 合 零 元 素 {0) 或 者 是 全 
空间 X 时 ,M 不 仅 是 六 的 闭 线性 子 空间 , 而 且 是 一 切 有 界 
线性 算 子 了 的 不 变 子 空间 。 称 {0} 和 X 是 平凡 不 变 子 空 
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间 。 所 谓 不 变 子 空间 问题 是 :对 任何 维 数 不 小 于 2 的 复 巴 
拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ， 是 否 必 存 在 非 平凡 的 不 变 
子 空间 。 

当 X 是 有 限 维 空间 时 ， 任 何 线性 算 子 了 都 有 一 个 若 
尔 当 标 准 型 , 它 不 仅 表明 了 有 非 平凡 的 不 变 子 空 间 , 而 且 
还 完全 刻画 了 算 子 的 内 部 结构 。 当 X 是 不 可 分 空间 时 ， 
易 知 任何 有 界线 性 算 子 必 有 非 平凡 不 变 子 空间 。 因 此 ， 
不 变 子 空间 问题 实质 上 只 限于 可 分 的 无 限 维 空间 上 。 

如 果 不 变 子 空间 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 则 由 佐 恩 引 
理 易 知 , 对 任意 有 界线 性 算 子 ,存在 一 个 极 大 的 不 变 子 空 
闻 链 。 这 将 把 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 的 若 尔 当 标准 型 
推广 到 巴 拿 赫 空间 上 去 的 工作 推进 了 一 步 。 因 此 ， 不 变 
子 空间 问题 是 在 算 子 理论 中 占有 重要 地 位 的 一 个 基本 问 
题 。 下 面 是 有 关 不 变 子 空间 问题 的 主要 结果 。 

与 紧 性 相 联 系 的 算 子 “与 有 限 维 空间 上 算 子 相 接近 
的 一 类 算 子 是 紧 算 子 。J. 冯 ' 诺 伊 更 在 1930 年 证 明 ; 对 
于 希 尔 伯 特 空间 上 任意 有 界 紧 算 子 ， 存 在 非 平凡 不 变 子 
空间 。 这 项 工作 当时 没有 发 表 。1954 年 ,N. 阿 龙 扎 扬 和 
KK.T, 史密斯 用 有 限 秩 算 子 通 近 的 方法 证 明了 : 对 于 巴 合 
赫 空间 上 任何 有 界 紧 算 子 ,存在 非 平凡 不 变 子 空间 。1973 
年 ,B. H. 罗 蒙 诺 索 夫 利用 绍 德尔 不 动 点 原理 证 明了 ,如 
果 4 是 巴 拿 赫 空间 上 与 某 非 零 紧 算 子 可 交换 的 算 子 ， 则 
存在 4 的 非 平凡 的 不 变 子 空间 。 有 趣 的 是 ， 与 紧 性 相 联 
系 的 这 些 结果 ， 证 明 都 不 很 难 。1977 年 , 有 人 不 用 绍 德 
尔 不 动 点 原理 ,以 很 简单 的 、 初 等 的 方法 ， 再 次 证 明了 上 
述 结论 。 后 来 ,人 们 又 进一步 证 明了 ,如 果 B 是 巴 拿 赫 空 
间 上 的 非 零 紧 算 子 ， 则 一 切 使 AB-BA 为 一 秩 算 子 的 算 
子 4, 有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 ! 从 而 推广 了 罗 蒙 诺 索 夫 的 
结果 。 

与 正常 算 子 相 联系 的 工 子 ”基于 对 正常 算 子 的 了 
解 ， 人 们 考察 了 与 正常 算 子 相近 的 算 子 的 不 变 子 空间 问 
题 。30 多 年 来 ,这 方面 的 研究 取得 了 重大 进展 ,其 中 的 方 
法 ， 对 研究 希 尔 伯 特 空间 上 有 界线 性 算 子 有 很 重要 的 意 
义 。1949 年 ,A. 博 灵 深入 地 研究 了 单位 圆周 上 的 哈代 空 
间 H:( 见 Hs 空间 ) 上 的 乘法 算 子 U+:U+:f(z)=z 孔 z)。 关 
于 UU, 的 不 变 子 空间 问题 ， 有 称 为 博 灵 定 理 的 如 下 结果 : 
算 子 U+ 没有 非 平 凡 的 约 化 子 空间 , M 是 U+ 的 不 变 子 空 
间 的 充 要 条 件 是 M~=p H?, 这 里 8 是 H? 中 几乎 处 处 等 于 
1 的 函数 。 

1978 年 W. S. 布朗 借助 于 函数 演算 的 方法 证 明 : 次 
正常 算 子 ( 即 正常 算 子 在 不 变 子 空间 上 的 限制 ) 此 有 非 平 
凡 的 不 变 子 空间 。 他 的 证 明 方 法 很 快 被 人 们 用 来 证 明 各 
种 类 型 的 不 变 子 空间 存在 定理 。 上 面 的 结果 可 以 推广 到 
希 尔 伯 特 空间 上 有 界线 性 算 子 A。 如 果 对 一 切 极点 
在 算 子 4 的 谱 (4) 外 的 有 理 函 数 f, 成 立 上 f (4)|<< 
max{ |f(z)| lzEo(A)}, 那 末 和 4 有 非 平凡 的 不 变 子 空间 。 
近年 来 有 人 较 大 地 简化 了 布朗 结果 的 证 明 。 

参考 书目 

H. Radjavi and P. Rosenthal, Invoriant Subspaces, 


32 


Springer-Verlag, Berlin, 1973. 

夏 道行 等 编著 :< 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 >, 下 册 , 人民 教育 出 版 
社 ,1979。 

W.S. Brown, Integrol Egutions and Operator Theory, 


Vol. 1, 1978. 
《 马 吉 清 ) 


buding fongcheng 
不 定 方程 (indeterminate equation) 数论 
的 一 个 分 支 ， 它 有 悠久 的 历史 与 丰富 的 内 容 。 所 谓 不 定 
方程 是 指 解 的 范围 为 整数 正 整数 ,有理数 或 代数 整数 等 
的 方程 或 方程 组 ,一 般 来 说 ,其 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 
个 数 。 古 希腊 数学 家 丢 香 图 于 3 世纪 初 就 研究 过 若干 这 
类 方程 ,所 以 不 定 方程 又 称 丢 番 图 方程 。1969 年 ，L. J 
莫 德 尔 的 专 着 《 丢 番 图 方程 »， 较 系统 地 总 结 了 这 方面 的 
研究 成 果 。 近 十 多 年 来 ， 这 个 领域 更 有 重要 进展 。 虽 然 
如 此 ,从 整个 地 说 , 对 于 高 于 二 次 的 多 元 不 定 方程 ， 人 们 
知道 得 不 多 。 另 一 方面 ， 不 定 方程 与 数学 的 其 他 分 支 如 
代数 数论 、 代 数 几 何 、 组 合 数 学 等 有 着 紧密 的 联系 ,在 有 
限 群 论 和 最 优 设计 中 也 常常 提出 不 定 方程 的 问题 ， 这 就 
使 得 不 定 方程 这 一 古老 的 分 支 仍然 并 将 继续 吸引 着 许多 
数学 家 的 注意 ,成 为 数论 中 重要 的 研究 课题 之 一 。 
一 次 不 定 方程 ”最 简单 的 一 次 不 定 方程 是 二 元 一 次 
不 定 方程 
OX + QsXs = ns (1) 
式 中 clan 是 给 定 的 整数 ,aia: 二 0。 
在 17 世纪 ， 已 经 知道 方程 (1) 有 整数 解 的 充分 必要 
条 件 是 (a,,0,) 能 整除 n, 并 当 (1) 有 和 解 时 ,可 用 轧 转 相 除 
法 来 求 (1) 的 一 组 解 。 
设 (auaz)=1, 则 (1) 的 全 部 整数 解 可 表 为 
并 一 0 十 Gat， 一 加 一 Qity (2) 
式 中 ze 为 (1) 的 一 组 解 , + 为 任意 整数 。 称 (2) 为 方程 
(1) 的 通 解 。 
一 般 地 ,s(s>2) 元 一 次 不 定 方程 是 指 
Xi + QaXst+ + OX = (3) 
式 中 Qu(i=1,…,s),n 都 是 给 定 的 整数 ,9102…4n 冯 0。 
与 二 元 的 情形 类 似 ,方程 (3) 有 整数 解 的 充分 必要 条 
件 是 (a1,0,,… 0) 能 整除 n。 
方程 (2) 的 通 解 含 一 个 参数 ， 方程 (3) 的 通 解 售 s 一 1 
个 参数 。 例 如 ， 在 s=3 时 ， 设 (0, b,c)=1,(a,b)=d， 
a=da',b=db', 不 定 方程 
Qax+by+cz=n (4) 
的 通 解 可 表 为 
Xx=x0t+b't— ucts, 
Y=Yo at uacta, 
2 一 2 十 dt 
式 中 xosyoszo 是 (4) 的 一 组 解 ,tt 满足 wii 十 but 一 1， 
而, 为 任意 幕 数 。 
设 m>0,a>0,(alyaz)=1， 考 虑 方程 (1) 的 非 负 整 
数 解 。19 世纪 ,J.J. 西 尔 维 斯 特 曾经 证 明了 :在 ">qic: 一 
一 0 时 ，(1) 有 非 负 整数 解 ， 但 在 "= ocx 一 上 一 oa 时 ， 


(1) 没 有 非 负 整 数 解 。 
设 @>0(i=1,2,…,8),(a1,4,…,4,) 一 1, 考 虚 式 (3) 
非 负 整数 解 zx*>0 (i=1,2,…,s)。 容 易 证 明 ， 存 在 仅 与 


op 有 关 的 数 Foy,, 当 n>>F。,,…o, 时 , (3) 有 非 
负 整数 解 。 求 出 Fo,,…o, 的 最 佳 值 ge-vm， 就 是 著名 的 弗 
罗 贝 尼 乌 斯 问题 。 当 s=2 时 , 已 知 ga,a,=0102 一 G4 一 0 
对 于 s>3 时 ， 近 几 十 年 来 , 国内 外 均 有 不 少 工作 ， 特 别 
对 s=3 的 情形 ,已 找到 多 种 计算 gavezvas 的 方法 。 

5 世纪 末 , 中 国 数学 家 张 丘 建 在 他 编写 的 《 张 二 建 算 
经 》 里 提出 的 “ 百 鸡 问题 ", 就 是 求 方程 组 


5x+3y+ =100, x+yt+z=100 
3 


的 正 整数 解 问题 ， 它 是 一 个 一 次 不 定 方程 组 。 一 次 不 定 
方程 组 可 用 消 元 法 化 为 一 次 不 定 方程 求解 。 一 般 的 整 系 
数 线性 方程 组 可 写 为 

QuX1t axat + OX = 

CaiXit Gxat "+ are = ns 


B; 
| oa oa … au 


| Ga Gas … ons 


(5) 有 整数 解 zf/(j= 1, 2,…，, s) 的 充分 必要 条 件 是 D,= 
Di(i~=1,2,…,m), 其 中 Di,D' 分 别 表 和 矩阵 4 和 了 中 诸 主 
行 i 列子 式 的 最 大 公 因数 。 当 s=m,|A|>>0 时 ，(5) 有 
整数 解 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 141 的 任 一 个 因数 M, 同 
余 式 组 
Perm mod M) (i=1,2,..,s) 

有 解 .对 于 mw= 0Gi=1,2,…,m), 即 齐 次 的 情形 , 当 1<m<s 
时 ， 用 机 层 原理 可 证 ， 此 时 (5) 有 不 全 为 零 的 整数 解 x 


(和 12，-s)， 且 满足 1zj| 二 (Ai -An)Ea (j=1,2,…， 
5), 这 里 Ay= |an| 十 10jz| 十 …… 十 as|(j 一 1 2 

商 高 数 ”满足 不 定 方程 

+ (6) 

的 正 整 数 ,叫做 商 高 数 ( 勾 股 数 ), 也 叫 毕 达 哥 拉 斯 数 。 

中 国 古 代数 学 书 K 周 贱 工 经 》 中 曾经 提 到 “ 勾 广 三 、 股 
修 四 、 径 隅 五 "这 个 三 边 都 是 正 整数 的 直角 三 角形 ,因此 ， 
已 经 知道 方程 (6) 的 一 组 正 整数 解 x= 3,y= 4,z=5。 古 
希腊 数学 家 毕 达 哥 术 斯 也 给 出 了 方程 (6) 的 一 些 正 整数 
解 。 至 少 在 16 世纪 以 前 ， 已 经 给 出 了 方程 (6) 的 全 部 正 
整数 解 。 若 (x,y)=d，, 由 (6) 有 dlz, 故 可 设 (x,y)=1, 此 
外 ， 显 然 和 y 一 奇 一 偶 。 可 证 不 定 方程 (6) 满足 (x， 
臣 =1, 2|x 的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 x=2ab, y= 一 b?， 
z=Q?+b, 式 中 a,b 为 任意 整数 满足 4>b>>0,(a,b)=1,， 
2+a+b。 


sm)。 


不 


在 17 世纪 ,上 述 结果 曾 给 P. de 费 马 很 大 影响 , 导 
致 他 提出 了 在 数论 发 展 史上 非 党 重要 的 三 个 定理 。 

@@ 每 一 个 形 如 张 +1 的 素数 p 可 唯一 地 表 成 两 个 
正 整 数 的 平方 和 , 即 p=x*+y*,0<x<y。 

- 回 每 一 个 正 整数 能 够 表 成 四 个 整数 的 平方 和 。 

图 不 定 方程 

Xt+Y 2 

没有 xy 大 0 的 整数 解 。 

对 于 第 一 个 定理 , 费 马 说 他 能 够 用 无 限 递 降 法 证 明 ， 
但 未 发 表 。 第 一 个 完全 的 证 明 是 工 . 欧 拉 在 1749 年 给 出 
的 ， 他 在 1773 年 和 1783 年 又 给 出 了 更 好 的 证 明 。 特 别 


是 近代 ,有 人 把 x，y 具 体 表示 了 出 来 : p= (到 s(r)) + 
(二 sm) ， 其 中 rm 满足 勒 让 德 符号 (一 1,() 一 
一 1, 并 且 s(k)= pe 2). 


关于 第 二 个 定理 , 费 马 的 证 明 仍 未 被 发 现 。1772 年 ， 
了.-L. 拉 格 期 日 给 出 了 第 一 个 证 明 ,一 年 后 , 欧 拉 给 了 一 
个 更 简单 的 证 明 。 由 于 形 如 8k+7 的 数 不 能 表 成 三 个 整 
数 的 平方 和 , 因此 , 这 是 一 个 很 完美 的 定理 。 而 且 ,这 个 
定理 也 是 非常 有 用 的 ， 例 如 在 组 合 数学 里 的 阿达 马 矩阵 
的 构造 中 就 要 用 到 。 

费 马 给 出 了 第 三 个 定理 的 证 明 。 他 证 明 这 个 定理 所 
创造 的 无 穷 递 降 法 至 今 还 很 有 用 。 如 果 (7) 有 一 组 整数 
解 zosyszosxoyo 大 0， 可 设 为 0, 利用 方程 (6) 的 整数 解 
公式 ， 可 以 得 出 (7) 的 一 组 新 解 zyiyzi 满足 zibi 坟 0， 
2>2i>1， 这 个 方法 可 以 继续 下 去 ， 从 而 得 到 一 个 无 穷 
的 、 严 格 递 降 的 正 整数 序列 zo>z>zs>…, 因 为 24 是 一 
个 确定 的 正 整数 ,这 当然 是 不 可 能 的 。 

有 一 个 关于 商 高 数 的 猜想 : 设 a.b、c 是 商 高 数 ，x、 欠 
z 是 正 整数 , 且 满足 a+ 忆 一 ,那么 x 一 yz=2。 对 这 个 
猜想 ,有 过 许多 工作 ,但 仍 未 彻底 解决 。 

佩 尔 方 得 ”二 次 不 定 方程 中 ， 最 简单 的 也 是 最 重要 
的 方程 是 假 尔 方程 。 佩 尔 方程 是 指 不 定 方程 


(zx,y)=1 (7) 


x~Dy=N, N=+tl,+4, 《8) 
式 中 整数 D>0 不 是 平方 数 。 
人 们 最 先 考虑 的 是 N=1 的 情形 , 即 不 定 方程 
wDy=1。 (9) 


本 假 尔 是 17 世纪 的 英国 人 ， 对 方程 (9) 他 并 没有 做 什么 
工作 ， 由 于 工 . 欧 拉 弄 错 了 才 冠 以 他 的 名 字 。 1766 年 前 
J.-L. 拉 格 朗 日 首先 证 明 (9) 有 3# 夫 0 的 整数 解 。 

设 za>0, 加 >0 是 方程 (9) 的 所 有 x>>0, y>0 的 解 
中 使 x*+yMD 最 小 的 那 组 解 , 称 x。， y 为 (9) 的 最 小 解 ， 
则 (9) 的 全 部 整数 解 xy 由 工 +3yAW 万 = 土 (ze 十 goW 万 )” 
表 出 ,其 中 ”是 任意 整数 。 

只 需要 求 (9) 的 最 小 解 , 它 的 全 体 解 x.y 也 就 表示 出 
来 了 。 最 小 解 也 可 以 定义 为 方程 (9) 的 整数 解 x>>0,y>>0 
中 使 x* 最 小 或 使 y 最 小 的 解 。 因 此 ,寻找 (9) 的 最 小 解 可 
以 用 验算 的 方法 , 令 Yy=1,2,3,4,…, 直到 1+ Dy* 是 一 
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个 完全 平方 时 即 可 求 出 。 然 而 ， 这 种 方法 有 时 计算 十 分 
元 长 。 例 如 , x* 一 94y*=1 的 最 小 解 是 ze= 2143295 ,go 一 
221064。 也 可 把 MVD 展 成 连 分 数 ， 那 么 VD 的 浙 近 分 数 
Pr/qn 中 ， 一 定 有 Fe 如 三 qs。 如 果 En 都 是 正 


整数 ， 满 足 (9)， 且 有 Ee 一 1, 则 #7 是 (9) 的 最 小 
解 。 

对 于 不 定 方程 (8), 很 明显 ,在 N= 一 1 时 , 如 果 D 含 
有 处 +3 形状 的 素 因数 ， 就 无 整数 解 。 但 是 如 果 它 有 一 
组 整数 解 ,就 有 无 穷 多 组 解 。 可 类 似 (9) 那 样 定义 它 的 最 
小 解 。 如 果 它 有 最 小 解 *=4, y=b, 那么 它 的 全 部 解 由 
x+yND= 土 (4+bWVD)”*! 给 出 ,其 中 n 是 任意 整数 ， 
且 xzo+wW 万 =(a+bw 万 ):， x。、yo 为 (9) 的 最 小 解 。 

(8) 在 N= 土 4 时 , 有 类 似 的 结果 。 

求 出 佩 尔 方程 最 小 解 的 上 界 ， 是 一 个 重要 问题 。 设 
和 to ,D=0 或 1(mod4) 是 (8) 在 N=4 时 的 最 
小 解 ，1918 年 ，F. 舒 尔 证 明了 log e< ADlog D。1942 
年 ,华罗庚 证 明了 logs<VD( 计 10g D+1)。1964 年 , 王 
元 证 明了 对 任意 3>0, 皆 有 常数 C=C03), 当 D>C08) 时 
有 logs<(+ +3)V/D logD, 

佩 尔 方程 有 许多 应 用 。 一 般 的 二 元 二 次 方程 如 果 有 
解 ,都 可 归结 为 佩 尔 方程 的 求解 问题 ,甚至 某 些 二 元 三 次 
或 四 次 的 不 定 方程 也 用 到 它 。 佩 尔 方程 一 个 直接 的 应 用 
是 可 以 证 明 ， 在 实 二 次 域 Q(wW 万 ) 中 有 一 个 单位 数 ? 存 
在 ,使 得 Q(wW 万 ) 中 的 任 一 单位 数 皆 可 表 为 十 mp，?m 为 整 
数 ，7 叫 Q(w 万 ) 的 基本 单位 数 。 

二 元 二 次 不 定 方程 ”一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 可 写 

axttbxyt+cy +drt+eyt+f=0, (10) 
式 中 4,b,c,d,e,f 都 是 整数 。 

设 D=br-4ac>0, DD 不 是 一 个 平方 数 ，4=4acf 
十 bde 一 ae: 一 cd 一 加 : 关 0，C.F. 高 其 用 佩 尔 方程 证 明了 
在 上 述 条 件 下 ， 若 (10) 有 一 组 整数 解 ， 则 有 无 穷 多 组 整 
数 解 。 不 定 方程 (10) 可 用 变换 的 方法 归结 为 不 定 方程 

x1—Dy= +N, ay 
不 妨 设 其 中 整数 D>0 不 是 平方 数 ，N 是 一 个 正 整数 。 
1944 年 ，T。 内 格 尔 用 初等 方法 ， 完 全 决定 了 方程 (11) 
的 解 。 设 (Ww,v) 和 (ws9) 是 方程 (11) 的 两 组 解 , 若 
V+VW 万 = (WwW+WNMD) (s+tw 万 )， 这 里 s、+ 是 方程 
《9) 的 一 组 解 , 则 称 (uw, 2 和 (xi, yi) 属于 同一 结合 类 。 设 
mo、 和 是 与 (11) 具 有 相同 的 (9) 的 最 小 解 , 则 不 定 方程 
如 一 Di 一 N 的 解 的 每 一 个 结合 类 中 ， 有 一 个 解 (u,v) 满 
Rocve BT o<lul<y EN, 不 定 方 
程 空 一 Dy= 一 的 解 的 每 一 个 结合 类 中 , 有 - 个 解 (x， 
») 满足 0<o< -下 ,0<ll<\ (za 一 1)N， 这 
就 证 明了 类 数 有 限 ， 且 每 一 类 中 的 全 部 解 均 可 表 为 
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十 (44M 万)"(xo+yoN 本 )",n 是 任意 整数 。 
不 定 方程 0X? 二 by? 二 cz? 1785 年 ,A.-M. 勒 让 德 证 


明了 :者 不 定 方程 
axt+ by*= cz: (12) 


的 系数 满足 a>0,b>0,c>0, 且 两 两 互 素 ， 都 无 平方 因 
子 , 则 (12) 有 一 组 不 全 为 零 且 (x,y,z)=1 的 解 x,y,z 的 
充分 必要 条 件 是 bc,ac, 一 ob 分 别 是 a, b,c 的 二 次 剩余 。 
1950 年 ,L. 堆 尔 泽 运 用 代数 数论 证 明了 (12) 的 非 零 解 满 
足 |x|<MVic,|y| < oo,1z| < S。1969 年 , 莫 德 尔 给 
出 了 霍 尔 策 结果 的 一 个 简单 的 初等 证 明 。 不 定 方程 (12) 
在 组 合 数 学 的 差 集 理论 中 有 用 。 
美 估 尔 方程 ” 设 k 为 整数 ,不 定 方程 

+ (13) 
叫做 莫 德 尔 方程 。 

三 个 世纪 以 来 ,对 不 定 方程 (13) 的 研究 从 未 停止 过 ， 
众多 的 数学 家 运用 各 种 方法 研究 方程 (13 ) 的 整数 解 或 有 
理 数 解 。 这 些 工作 丰富 和 发 展 了 数论 的 内 容 。17 世 纪 ， 
P.de 费 马 宣布 他 发 现 一 个 美妙 而 精巧 的 方法 , 证 明了 方 
程 妨 = 妈 一 2 仅 有 整数 解 z=3。 和 他 的 许多 定理 一样 
他 的 证 明 始 终 没有 被 发 现 。 直 到 1875 年 ,T. 佩 平 给 出 了 
一 个 完全 的 证 明 , 因为 x 赤 0(mod 2) 和 Q(wW=5) 中 代 
数 整 数 的 唯一 分 解 定理 成 立 , 故 y+M-3 = 一 (9+ 
bVY 二 8》,x=at+2b, 这 里 a.b 是 整数 ,因此 b(3a? 一 2b) 
一 1 推出 b=1，a= 土 ]，x=3。 用 同样 的 方法 可 证 明 
方程 如 =x? 一 1 仅 有 整数 解 x*=1。1912 年 , 莫 德 尔 由 于 
给 出 方程 (13) 的 一 系列 新 结果 ， 而 获得 英国 剑桥 大 学 颁 
发 的 史密斯 奖 。1918 年 , 他 还 证 明了 方程 (13) 仅 有 有 限 
组 整数 解 。 由 于 对 方程 (13) 有 理 数 解 的 研究 ， 引 导 莫 德 
尔 对 更 一 般 的 曲线 上 的 有 理 点 的 研究 。1922 年 ， 莫 德 尔 
猜想 ， 在 亏 格 大 于 1 的 代数 曲线 上 仅 有 有 限 个 有 理 点。 
1983 年 ,德国 数学 家 G. 法 尔 廷 斯 证 明了 莫 德尔 猜想 , 这 
无 疑 是 20 世纪 数论 中 最 杰出 的 工作 之 一 ,荣获 1986 年 
国际 数学 家 大 会 的 费 尔 兹 奖 。 对 于 有 的 k 值 ,方程 (13) 有 
时 很 难 解 。1930 年 , T. 内 格 尔 证 明了 方程 (13) 在 k=17 
时 , 有 8 组 解 ; (x,y)=( 一 2,3),( 一 1,4),(2,5),(4,9)， 
(8, 23), (43, 282), (52, 375),(5234,378661),。 1963 
年 ，W. 永 格 伦 完全 解决 了 k= -7，k= 一 15 两 种 情形 。 
1968 年 ， A. 贝 克 证 明了 方程 (13) 的 整数 解 满足 
max( |x| ,|y| )<exp(10"|k]'")。 

图 埃 定 理 ”1909 年 ，A. 图 埃 证 明了 一 个 重要 结果 ， 
设 m>3， 也 2z) 一 opz 十 on-iz 十 … 十 qi2 十 加 是 有 理 数 域 
上 一 个 不 可 约 的 整 系数 多 项 式 , 则 不 定 方程 

再 (xz Y)= On + OniX" Yt XY + oy" = Cs 
(14) 
仅 有 有 限 多 组 整数 解 x,y, 式 中 上 是 给 定 的 非 零 整数 。 

这 个 定理 的 证 明 依赖 于 下 列 的 结果 。 设 6 是 一 个 次 

数 n>3 的 整 系数 不 可 约 多 项 式 的 根 , 则 只 有 有 限 组 整数 


2 3> 0 适合 |?- 地 | < 二 一 ,这 个 不 等 式 , C.L 西 格 
了 十 1 


尔 在 1921 年 作 了 改进 。1958 年 ，K.F. 罗 特 给 出 了 最 佳 
结果 。 如 何 定 出 方程 (14) 解 的 个 数 ， 特 别 是 如 何 有 效 地 
把 解 计算 出 来 ， 一 直 是 数学 家 们 研究 的 主要 问题 。1921 
年 ,B.H. 德 洛 涅 证 明了 不 定 方程 
+a=1 (15) 

最 多 只 有 一 组 x 关 0,3 大 0 的 整数 解 。 如 果 x1、 是 一 组 
解 ， 那 么 Xx,1+y,d 是 三 次 域 Q(&d ) 的 基本 单位 数 或 
是 基本 单位 数 的 平方 。1938 年 , 永 格 伦 证 明了 如 果 某 些 
二 次 域 或 四 次 域 的 基本 单位 数 能 够 决定 ,那么 ,不 定 方程 
Axt 一 By'=C 的 全 部 整数 解 也 能 定 出 , 这 里 A、B 是 正 整 
数 , C= 1,2,4,8 或 16。 

运用 丢 虽 图 逼近 论 的 方法 , 1968 年 , A. 贝克 给 出 了 
方程 (14) 解 的 一 个 可 计算 的 上 界 。 他 还 定 出 了 另外 许多 
类 不 定 方程 解 的 上 界 。 贝 克 的 出 色 工作 , 曾 得 到 1970 年 
的 费 尔 兹 奖 。 

四 次 方程 ay? 二 bx'+c 对 于 不 定 方程 

和 2 一 2 一 一 1 (16) 
1942 年 永 格 伦 证 明了 ， 方 程 (16) 仅 有 正 整 数 解 (x,y)= 
(1,1) 或 (239,13)， 但 证 明 很 繁 ,同年 他 还 分 别 证 明了 不 
定 方程 
xt 一 Dyt=1 (D>0 上 且 不 是 平方 数 )， 
最 多 有 两 组 正 整数 解 。 以 及 不 定 方程 
好 一 Dy' 一 1 (D>0 且 不 是 平方 数 )， 

最 多 有 两 组 正 整数 解 , 且 当 解 存在 时 , 可 有 效 算 出 。 

对 于 方程 (17)、(18) 和 方程 +=Dy? (b= 士 1， 
十 2), 永 格 伦 ,J.H.E. 科恩、 柯 召 和 孙 琦 等 ,还 曾 用 初等 的 
方法 解决 了 其 中 革 些 情形 。 

党 马 大 定理 ”用 不 定 方程 来 表示 的 费 马 大 定理 是 ， 
设 n>2, 不 定 方程 


(17) 


(18) 


x+ 
没有 xyz 克 0 的 整数 解 。 

1637 年 ， 费 马 声 称 他 已 经 证 明了 上 述 定理 ， 然 而 他 
的 证 明 始终 未 被 发 现 。 300 多 年 过 去 了 ,这 个 定理 至 今 未 
能 证 明 ， 也 无 法 否定 。 于 是 后 人 有 把 它 称 为 费 马 最 后 定 
理 、 费 马 猜 想 或 费 马 大 问题 等 。 一 般 倾 向 性 的 看 法 是 ， 
费 马 那个 未 曾 写 出 来 的 证 明 是 错 的。 历史 上 ， 曾 有 许多 
优秀 的 数学 家 为 了 证 明 这 个 定理 ,付出 了 巨大 的 精力 .为 
了 证 明 费 马 大 定理 ,只 需 证 明 方程 x**+y*=z',(x,y)=1 
和 方程 x?+y?=2?,(X,y)=(x,z)==(y,2)=1(P 是 一 个 
奇 素数 ) 均 无 zz 大 0 的 整数 解 。 费 马 本 人 证 明了 p=3 
的 情形 ,但 是 ,这 个 证 明 不 完全 。1823 年 , A.-M. 勒 让 人 德 
证 明了 p=5 的 情形 ，1839 年 , G. 拉 梅 证 明了 p= 7 的 情 
形 , 可 见 进展 相当 缓慢 。 以 后 ,数学 家 们 把 费 马 大 定理 中 
p+xyz 叫做 费 马 大 定理 第 一 情形 , 把 p| zyz 叫做 费 马 大 
定理 第 二 情形 。 用 初等 方法 可 以 证 明 当 2p+1, 4p+1， 
8p+1,10p+1,14p+1,16p+1 之 一 为 素数 时 , 费 马 大 定 
理 第 一 情形 成 立 ,由 此 可 推出 p<100 时 ,第 一 情形 成 立 。 
1847 年 , E.E. 库 哆 尔 对 于 费 马 大 定理 作出 了 突破 性 的 工 
作 。 设 n=e"W?，,h 是 分 圆 域 8(7) 的 类 数 , 当 pth 时 ,Pp 


(19) 


下 


叫做 正规 素数 。 库 默 尔 证 明了 当 卫 是 正规 素数 时 ， 费 马 
大 定理 成 立 。 通 过 计算 ， 对 于 小 于 100 的 奇 素数 中 ， 除 
开 Pp=37，59，67 以 外 ， 都 是 正规 素数 。 在 1847 年 以 
后 ， 库 默 尔 继续 对 分 圆 域 进 行 深入 的 研究 ， 从 而 证 明了 
了 二 37,59,67 时 , 费 马 大 定理 成 立 。 库 默 尔 为 了 补救 一 般 
分 圆 域 中 整数 环 的 唯一 分 解 定理 不 成 立 而 创造 的 理想 数 
论 ， 丰 富 和 发 展 了 代数 数论 。 在 近代 数学 家 中 ,H. 范 巡 
维尔 继续 库 默 尔 的 工作 , 20 世纪 初 到 50 年 代 , 对 费 马 大 
定理 进行 了 大 量 的 工作 ， 进 一 步 得 到 了 一 些 使 费 马 大 定 
理 成 立 的 充分 条 件 。 还 有 一 些 工作 是 利用 大 型 电子 计算 
机 加 上 精巧 的 方法 来 探索 费 马 大 定理 。 例 如 1976 年 ， 
S.S. 瓦 格 斯 塔 夫 证 明了 pP<10 时 ， 费 马 大 定理 成 立 。 
1977 年 ,G. 泰雅 尼 昂 用 柯 召 解决 不 定 方程 x 一 1=yr? 的 
想法 ,证 明了 n=2f 时 , 若 费 马 大 定理 成 立 , 则 2p|x 或 
2p|y。1983 年 , G. 法 尔 廷 斯 证 明了 英 德 尔 猜想 , 从 而 推 
出 方程 **+y"=z", 对 于 给 定 的 n(n>3), 仅 有 有 限 组 非 
平凡 解 。 
卡 坦 天 狂想” 称 a” 为 正 整 数 的 乘 千 ,其 中 a 是 正 整 
数 ,m 是 大 于 1 的 整数 。E. 卡 坦 朗 在 1842 年 猜想 , 除开 
838=2，,9=3? 外 ,没有 两 个 连续 数 都 是 正 整数 的 乘 塞 。 用 
不 定 方程 的 形式 ,可 写 猜想 为 :不 定 方程 
xX? 一 =1 (p,q 是 素数 )， (20) 
除开 p=2,x~3,9=3,y~2 外 , 没有 其 他 的 正 整数 解 。 
实际 上 , 可 以 进一步 假定 方程 (20) 中 p#g。q= 2 的 
情形 ,在 19 世纪 早已 证 明 。 比 较 困难 的 是 p= 2 的 情形 , 直 
到 1962 年 , 柯 召 给 出 了 一 个 初等 而 简练 的 证 明 ， 其 证 明 
方法 也 是 富有 启发 性 的 。 即 他 证 明了 不 定 方程 2 一 1 一 
y?(p>>3 是 一 个 奇 素数 ) 无 正 整 数 解 。1961 年 前 后 ， 柯 
召 和 JW.S. 卡 斯 尔 斯 分 别 独立 地 证 明了 没有 三 个 连续 
数 都 是 正 整数 乘 宕 这 一 著名 的 弱 型 卡 坦 朗 猜想 。R. 特 艾 
德 曼 证 明了 ， 存在 可 计算 的 绝对 常数 c， 方 程 z" 一 如 十 1 
《zymm 光 篆 关 2) 的 整数 解 适合 于 x"<c。 近 来 , 还 可 以 
算出 log log log c<1000。 
当前 ， 不 定 方程 中 比较 成 熟 的 方法 是 处 理 二 个 变 元 
的 不 定 方程 。 三 个 变 元 以 上 的 高 次 不 定 方程 ， 常 常 是 很 
困难 的 。1960 年 , 柯 召 和 卡 斯 尔 斯 分 别 独立 地 证 明了 不 
定 方程 区 + 六 + 如 =zz 无 zz 关 0 的 整数 解 ， 从 而 证 明 
了 W. 谢 尔 平 斯 基 认为 是 很 难 的 一 个 猜想 :不 存在 三 个 有 
理 数 ， 它 们 的 和 与 积 都 等 于 1。 有 的 看 来 很 简单 的 不 定 
方程 ,如 避 十 态 十 如 =3,Xt 十 一 下 一 一 1 等 ,实际 上 都 不 
易 解决 。 
又 如 下 列 这 个 没有 加 减 号 的 不 定 方程 
pz (x>1,y>1, 2>1), (21) 
P. 爱 尔 特 希 曾 猜想 它 无 整数 解 。1940 年 , 柯 召 证 明了 在 
(x,y)=1 时 ,这 一 猜想 是 成 立 的 。 同 时 给 出 在 (x,y)>1 
时 含有 一 个 参数 的 偶数 解 。 是 否 存在 一 组 奇数 解 ? 迄今 
尚未 解决 。 另 外 ，C. 安德森 猜想 不 定 方程 
egpzr 一 zt (22) 
没有 x>1,y>1,z>1 的 解 。1964 年 , 柯 召 和 孙 琦 给 出 了 
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方程 (22) 的 无 穷 多 组 非 平凡 解 ， 从 而 否定 了 这 一 猜想 。 
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( 柯 召 孙 琦 ) 


budongdlon lilun 
不 动 点 理论 (fixed point theory) 关于 方程 
的 一 种 一 般 理论 。 数 学 里 到 处 要 解 方程 ,诸如 代数 方程 、 
函数 方程 ,微分 方程 等 等 , 种 类 繁多 , 形式 各 异 。 但 是 它 
们 常 能 改写 成 fx)=x 的 形状 ， 这 里 x 是 某 个 适当 的 空 
闻 居 中 的 点 ,了 是 从 X 到 和 的 一 个 映射 或 运动 , 把 每 一 点 
x* 移 到 点 用 x)。 方程 信 x) 一 x 的 解 恰好 就 是 在 了 这 个 运 
动 之 下 被 留 在 原 地 不 动 的 点 , 故 称 不 动 点 。 于 是 , 解 方 程 
的 问题 就 化 成 了 找 不 动 点 这 个 几何 问题 。 不 动 点 理论 研 
究 不 动 点 的 有 无 ,个 数 、 性 质 与 求法 。 研 究 方法 主要 是 拓 
扑 的 和 泛 函 分 析 的 ( 见 非 线性 算 子 )。 

常见 的 不 动 点 定理 压缩 映 射 原理 〈C. 此 .皮卡 
《1890);S. 巴 拿 林 (1922)): 设 X 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 
映射 1:X>X 把 每 两 点 的 距离 至 少 压 缩 倍 , 即 d(f(x)， 
f(y))<Xd(x,y), 这 里 入 是 一 个 小 于 1 的 常数 ,那么 了 必 
有 而 且 只 有 一 个 不 动 点 ,而 且 从 XX 的 任何 点 ze 出 发 作出 
序列 x ,= 人 (x0) ,X= 人 1) xn 一 所 zw- 这 序列 一 
定 收 敛 到 那个 不 动 点 。 这 条 定理 是 许多 种 方程 的 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 及 迭代 解法 的 理论 基础 。 由 于 分 析 学 的 需 
要 ， 这 定理 已 被 推广 到 非 扩展 映射 ,概率 度量 空间 ,映射 
族 、 集 值 映射 等 许多 方面 。 

布 劳 威 尔 不 动 点 定理 (1910)， 设 XX 是 欧 氏 空间 中 的 
紧 凸 集 ， 那 么 X 到 自身 的 每 个 连续 映射 都 至 少 有 一 个 不 
动 点 。 用 这 定理 可 以 证 明代 数 基本 定理 ， 复 系数 的 代数 
方程 一 定 有 复数 解 。 把 布 劳 威 尔 定理 中 的 网 氏 空间 换 成 
巴 拿 本 空间 ,就 是 绍 德尔 不 动 点 定理 (1930), 常 用 于 偏 微 
分 方程 理论 。 这 些 定理 可 以 从 单 值 映射 推广 到 集 值 映射 ， 
除 微分 方程 理论 外 还 常用 于 对 策 论 和 数理 经 济 学 。 

不 动 点 指数 不 动 点 的 个 数 有 两 种 数 法 。 代 数 上 通 
常 说 ”次 复 多 项 式 有 ?个 复 根 ， 是 把 一 个 上 重 根 算 作 上 大 
个 根 的 :如果 不 把 重 数 统计 在 内 , 根 的 个 数 就 可 以 小 于 n。 
推广 根 的 重 数 概念 , 可 以 定义 不 动 点 的 指数 , 它 是 一 个 整 
数 ,可 正 可 负 可 零 , 取 决 于 映射 在 不 动 点 附近 的 局 部 几何 
性 质 。 一 个 映射 的 所 有 不 动 点 的 指数 的 总 和 ，, 称 为 这 映射 
的 不 动 点 代数 个 数 ， 以 别 于 不 动 点 的 实际 个 数 。 莱 夫 谢 
艾 不 动 点 定理 , 设 X 是 紧 多 面体 ，f: X>X 是 映射 那 
么 了 的 不 动 点 代数 个 数 等 于 了 的 莱 夫 谢 蒋 数 工 f)， 它 是 
一 个 容易 计算 的 同 伦 不 变量 ， 可 以 利用 同调 群 以 简单 的 
公式 写 出 。 当 LL(f) 关 0 时 ， 与 了 同 伦 的 每 个 映射 都 至 少 
有 一 个 不 动 点 。 这 个 定理 既 发 展 了 布 劳 威 尔 定理 ， 也 发 
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展 了 关于 向 量 场 奇 点 指数 和 等 于 流 形 的 欧 拉 数 的 庞 加 
莱 - 翟 普 夫 定理 ， 把 它 进 一 步 推广 到 泛 函 空间 而 得 的 坦 
雷 - 绍 德 尔 参数 延 拓 原理 ,早已 成 为 偏 微分 方程 理论 的 标 
准 的 工具 。 

械 尼 和 尔 斯 1927 年 发 现 ,一 个 映射 了 的 全 体 不 动 点 可 
以 自然 地 分 成 若干 个 不 动 点 类 ， 每 类 中 诸 不 动 点 的 指数 
和 都 是 同 伦 不 变量 。 指 数 和 不 为 0 的 不 动 点 类 的 个 数 ， 
称 为 这 映射 的 尼 尔 斯 数 N(f)。 只 要 X 是 维 数 大 于 2 的 流 
形 ，N(f) 恰 是 与 f 同 伦 的 映射 的 最 少 不 动 点 数 。 这 就 提 
供 了 研究 方程 的 解 的 实际 个 数 (而 不 只 是 代数 个 数 ) 的 一 
种 方法 。 

莱 夫 谢 茨 定理 的 一 个 重要 发 展 是 关于 微分 流 形 上 柚 
加 型 算 子 与 椭圆 型 复 形 的 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 与 阿 还 
亚 - 博 特 不 动 点 定理 。 

不 动 点 的 计算 上 述 各 种 不 动 点 定理 ， 除 压缩 映射 
原理 外 ， 都 未 给 出 不 动 点 的 具体 求法 。 由 于 应 用 上 的 需 
要 ,不 动 点 算法 的 研究 正在 莲 勃 发 展 , 以 求 把 拓扑 的 思路 
落实 为 快速 、 实 用 的 计算 方法 。 
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( 美 伯 县 》 

budongdion suonfo 
不 动 点 算法 (fixed point algorithm) 又 称 
点 算法 。 所 谓 不 动 点 , 是 指 将 一 个 给 定 的 区 域 4, 经 
某 种 变换 人 x)， 映射 到 A 时 ， 使 得 x=f(x) 成 立 的 那 种 
点 。 最 早出 现 的 不 动 点 完 理 是 布 劳 威 尔 定理 (1912) , 设 
4 为 Rr 中 的 一 紧 致 凸 集 ,f 为 将 4 映射 到 4 的 一 连续 函 
数 , 则 在 A 中 至 少 存在 一 点 x, 使 得 x*=f(x)。 其 后 ， 角 
谷 静 夫 于 1941 年 将 此 定理 推广 到 点 到 集 映射 上 去 。 设 
对 每 一 xE4, 人 (Xx) 为 A 的 一 子 集 。 若 1(x) 具 有 性 质 : 对 
A 上 的 任 一 收敛 序列 >xos 若 yEf(X,) 且 ys>yo, 则 有 
名 Ef(xo), 如 此 的 信 x) 称 为 在 A 上 半 连 续 。 角 谷 静 夫 定 
理 : 设 A 为 Fr 中 的 一 紧 致 凸 集 , 对 于 任何 XEA, 若 f(x) 
为 4 的 一 非 空 凸 集 , 且 fx) 在 A 上 为 上 半 连 续 , 则 必 存 在 
x*EA, 使 x*Ef(x*)。J.P. 绍 德尔 和 了 丁 勒 雷 又 将 布 劳 
威 尔 定理 推广 到 巴 拿 赫 空间 。 

不 动 点 定理 在 代数 方程 .微分 方程 、 积 分 方程 、 数理 
经 济 学 等 学 科 中 第 有 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 关 于 代数 方程 
的 基本 定理 ,要 证 明 f(x)=0 必 有 一 根 , 只 须 证 明 在 适当 
大 的 贺 |x| <R 内 函数 人 x)+x 有 一 不 动 点 即 可 ;在 运筹 
学 中 ,不 动 点 定理 的 用 途 至 少 有 二 :一 为 对 策 论 中 用 来 证 
明 非 合作 对 策 的 平衡 点 的 存在 和 求 出 平衡 点 ;一 为 数学 
规划 中 用 来 寻求 数学 规划 的 最 优 解 。 对 于 一 个 给 定 的 凸 
规划 同 题 ，min{f (x)lg《x)<0, i=1, 2，…，m}, 在 


此 ,了 和 gt，9:，…，gm 皆 为 R 中 的 凸 函数 。 通 过 适当 定 
义 一 个 函数 "， 可 以 证 明 * 若 上 述 问题 的 可 行 区 域 非 空 ， 
则 ”的 不 动 点 即 为 该 问题 的 解 。 

在 1964 年 以 前 ,所 有 不 动 点 定理 的 证 明 都 是 存在 性 
的 证 明 , 即 只 证 明 有 此 种 点 存在 。1964 年 ，C. EE. 莱 姆 基 
和 二 了 ,并 , 豪 森 对 双 和 矩阵 对 策 的 平衡 点 提出 了 一 个 构 
造 性 证 明 。1967 年 ， 世 . 斯 卡 夫 将 此 证 法 应 用 到 数学 规 
划 中 去 。 其 后 ， 不 动 点 定理 的 构造 性 证 明 有 了 大 的 发 展 
和 改进 。 

了 H. 斯 卡 夫 的 证 明 是 基于 一 种 所 谓 本 原 集 , 后 来 的 各 
种 发 展 皆 基于 某 种 意义 下 的 三 角 剖 分 。 现 以 n 维 单纯 形 


8 为 例 来 说 明 这 一 概念 ,在 此 ,Sr zeRo | Sx, 1， 
0,i=1,2,… n++1}。 对 每 一 志 将 区 间 0<xi<1l 依 
次 分 为 ml，ma，… 等 分 ，m <nma<…， mo， 是 给 
定 的 一 列 正 整数 。 对 于 国定 的 i， 过 分 点 去 , 声 ，… 


-于 依次 作 平行 于 *, 一 0 的 平面。 这 些 平面 将 5 分 
成 若干 同样 大 小 的 m 维 三 角形 。 它 们 的 全 体 作成 的 集 
G4 称 为 Sr 的 一 三 角 训 分 。 设 fx) 为 9*->S* 的 一 连续 
函数 ，X= (Xi Xp Xn) fx) = (f(x), fx), 
加 fi(z))。 定 义 Ch= {XES"|fs(x)<xs}。 由 于 f(x) 和 之 
皆 在 SH 上 ,着 有 zr 人 C,, 则 显然 有 f(x*)=x*， 即 x* 
为 *) 的 一 不 动 点 。 

对 每 一 点 VES" 赋 与 标号 1(D=k=min{jlyE Cy， 
且 册 >0)。 由 著名 的 施 佩 纳 引 理 ,在 G, 中 必 存 在 一 三 角 
形 04， 它 的 n+1 个 顶点 yk) 的 标号 分 别 为 K(k= 1， 
2，…， n+1) 于 是 可 得 一 列 正 数 i(j~ 吕 )， 使 得 yD 
>Vwok=1,2,…,n+1。 根据 ci 的 作法 , 当 条 > 品 时， 
收 合成 一 个 点 2*。 故 =k 一 1，2，…，n+1。 因 
YWKk) 的 标号 为 故 YhE Cis 因而 + 全 Cs, 即 z* 为 所 
求 的 不 动 点 。 因 此 ， 求 fx): S*->Sn 的 不 动 点 问题 就 化 
为 求 ri= 1,2,…) 的 问题 。 为 了 计算 上 的 效果 ,除了 上 
述 的 标号 法 之 外 ， 还 有 标准 整数 标号 法 、 向 量 标号 法 等 
等 。 关 于 如 何 求 r,。 有 变 维 算法 、 三 明治 法 、 同 伦 算法 、 
变 维 重 始 法 等 等 ,通过 适当 定义 ,可 将 上 之 5 改 为 Bm 或 
R 中 之 一 凸 集 。 求 一 凸 函数 在 一 凸 集 上 的 极 值 问 题 也 可 
化 为 求 不 动 点 问题 。 一 般 说 来 ， 这 条 途径 适用 于 维 数 不 
高 但 问题 中 出 现 的 函数 较为 复杂 的 情况 。 
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( 越 民 又 ) 
bukejledu 
不 可 解 度 (degrees of unsolvability) 从 比 
较 计 算 难 易 程度 出 发 来 研究 自然 数 子 集 分 类 的 递归 论 分 


支 。 在 某 种 标准 下 计算 难度 相同 的 集合 形成 这 种 标准 下 
的 一 个 度 。 递 归 论 中 研究 得 比较 多 的 两 种 度 是 mm 度 与 图 
灵 度 。 
设 4 与 了 是 两 个 非 负 整数 的 子 集 ， 假 若 存 在 递归 函 
数 了 使 得 
(vx):x€EAGI(x) EB, 
则 称 和 可 mm 归 约 于 B 并 记 为 
A<nB。 
如 果 A 可 m 归 约 于 B, 就 把 判定 x 是 否 属于 4 的 问题 化 
归 为 判定 f(x) 是 否 属于 B 的 问题 ， 因 为 了 是 可 计算 函 
数 ， 所 以 关于 4 的 判定 
计算 问题 不 难于 B， 而 
且 车 B 是 可 计算 的 则 A | 
也 是 可 计算 的 。 如果 只 a 
4<=。B 且 B<。4, 则 称 
4 与 了 是 m 等 价 的 并 记 
为 A=mB, 类 {B:B= 
nm4} 被 称 为 4 的 m 度 。 假 与 久生 
车 B 是 递归 可 枚 举 集 且 任何 递归 可 枚 举 集 A 都 可 和 m 归 
约 于 B， 则 称 B 是 mn 完备 的 。 关 于 图 灵机 停机 问题 的 集 
合 K={x:pe(x)4) 就 是 一 个 吕 完 备 集 。 
设 B 的 补 集 为 百 ,要 判定 元 素 x 在 不 在 互 中 ,只 要 判 
定 zx 在 不 在 了 中 就 可 以 了 ， 因 此 直观 上 互 应 该 可 归 约 于 
B。 但 是 上 面 给 出 的 n 归 约 办 不 到 这 一 点 例如， 不 可 
mn 归 约 于 K。 因 此 需要 有 新 的 更 一 般 的 归 约 标准 ， 图 灵 
归 约 是 其 中 最 重要 的 一 个 。 
称 “A 图 灵 归 约 于 B"( 或 “A 递归 于 8”, 或 “4 相对 于 
了 可 计算 ") 是 指 ， 有 一 
个 算法 T， 当 输入 非 负 
整数 x 时 ， 依 据 该 算法 
进行 的 计算 过 程 中 ， 可 
以 随时 向 外 息 源 询问 “1 
是 否 属于 B" 这 样 的 问 
题 ， 并 根据 外 息 源 的 回 
答 来 决定 下 一 步 计算 怎样 进行 ， 直 到 给 出 x 是 否 属于 
A 时 为 止 。 
用 "A<zB" 表 示 *A 图 灵 归 约 于 B"， 用 “A 二 zB" 表 
示 “4<rB 且 B<r4"。 记 deg(4)= {B: B=r4} 并 称 其 
为 4 的 图 灵 度 。 若 A<rB 则 记 作 deg(4)<deg(B)。 若 
deg(4)<deg(B) 但 B 关 r4 则 记 作 deg(4)<deg(B)。 若 
A 本 zB 是 B 丰 xA 则 称 deg(4) 与 deg(B) 为 不 可 比 度 。 若 
B 是 递归 可 枚 举 集 且 对 任何 递归 可 枚 举 集 4 都 有 A<rB， 
则 称 了 3 是 (图 灵 ) 完 备 集 。K 与 多 是 完备 集 。 
一 切 递归 集 形成 一 个 度 ， 用 0 表示 递归 集 的 度 。 因 
为 任何 集 B 与 递归 集 4 有 关系 A<zB， 所 以 对 任何 度 a 
都 有 0<a, 即 0 是 最 小 的 度 。 用 0' 表示 完备 集 K 的 度 ， 
显然 任何 完备 集 都 在 度 0' 中 。 因 为 K 不 是 递归 集 , 故 有 
0 一 0'。 用 [0,0'] 表 示 度 类 {a:0<a<0'}。 
一 个 度 中 若 有 一 个 递归 可 枚 举 集 ， 则 称 这 个 度 为 北 
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图 2 图 灵 归 约 


归 可 枚 举 度 。 因 为 9 是 完备 集 的 度 , 所 以 对 任何 递归 可 
枚 举 度 a 都 有 0<a<0'。 是 否 有 递归 可 枚 举 度 a 使 0<a 
<%' 呢 ? 这 个 问题 是 递归 论 中 有 名 的 该 斯 特 问题 .1956 一 
1957 年 , A. A. 穆 切 尼克 与 R. M. 弗 里 德 贝 格 创 造 了 有 
穷 损害 方法 证 明了 在 [0, 9 ] 中 有 两 个 互 不 可 比 的 递归 可 
枚 举 度 , 从 而 肯定 地 解决 了 波斯 特 问 题 。 

称 集合 {x:92(x) 小 为 集合 4 的 跃 变 , 把 4 的 跃 变 记 
为 4'。 度 a= deg(4A) 的 跃 变 度 记 为 w = deg(4 )。 度 0 
的 路 变 度 是 %'。 对 于 任何 递归 可 枚 举 度 a， 它 的 跃 变 度 
a' 漠 足 0'<a'<0", 若 有 0'=a’ 则 称 递归 可 枚 举 度 a 为 
低 度 , 若 有 0”=a’ 则 称 a 为 高 度 。 

存在 度 a 使 0<a<0' 且 对 任何 度 b 若 bx*0 则 5 二 
a, 这 样 的 度 a 叫 极 小 度 。 不 存在 非 0 的 递归 可 枚 举 度 是 
极 小 度 。[0，0'] 的 基数 与 实数 区 间 [0，1] 的 基数 相同 ， 
[0, 0'] 也 存在 类 似 的 稠密 性 质 。[0, 0'] 是 上 半 格 但 不 是 
格 ， 每 一 个 可 数 分 配 格 都 可 嵌入 [0, 0'] 中 。 存 在 一 对 非 
0 的 递归 可 枚 举 度 ,它们 的 最 大 下 界 是 0， 不 存在 一 对 非 
0 的 递归 可 枚 举 度 ， 它 们 的 最 大 下 界 是 0 而 最 小 上 界 则 
是 0'。 

研究 在 [0,0'] 上 的 偏 序 性 质 特别 是 代数 结构 性 质 是 


不 可 解 度 理论 的 重要 内 容 。 (地 祥 ) 
bushiding wentl 
不 适 定 问题 〈ill-posed problem) 在 经 典 的 


数学 物理 中 ， 人 们 只 研究 适 定 问题 。 适 定 问题 是 指 满足 
下 列 三 个 要 求 的 问题 ，@ 解 是 存在 的 ，@ 解 是 唯一 的 ， 
回 解 连续 依 玖 于 定 解 条 件 。 这 三 个 要 求 中 ， 只 要 有 一 个 
不 满足 ， 则 称 之 为 不 适 定 问题 。 特 别 ， 如 果 条 件 @ 不 满 
足 , 那 么 就 称 为 阿达 马 意 义 下 的 不 适 定 问题 ,一 般 地 说 不 
适 定 问题 ,常常 是 指 阿达 马 意 义 下 的 不 适 定 问题 。 

不 适 定 问题 的 最 典型 的 例子 是 拉 普 拉 斯 方程 的 柯 西 
问题 ， 

Bm ru 
+ 
Ux,0) UF), W(X,0) = (x), 

其 数据 we(z) 和 w(x) 作 微小 的 变动 ， 往 往 使 解 产 生 很 
大 的 变化 。 其 他 的 一 些 不 适 定 同 是 有， 第 一 种 弗 雷 德 稚 
姆 积分 方程 , 反 向 热 导 方程 的 边 值 问题 波动 方程 的 狄 利 
克 雷 问题 和 不 少 微分 方程 的 反问 题 ,等 等 。 

在 一 段 时 间 里 ， 人 们 认为 不 适 定 问题 不 反映 任何 物 
理 现象 ,而 无 研究 价值 。 随 着 生产 和 科学 技术 的 发 展 ,各 
种 各 样 的 不 适 定 问题 出 现在 许多 领域 中 ,如 地 球 物理 、 连 
续 介 质 力学 ,自动 控制 ,大 气 物理 ,全 息 照 相 、 天 体力 学 、 
热力 学 .电磁 学 、 热 扩散 理论 、 电 子 诊 焦 问题 等 。 上 述 的 
拉 普 拉 斯 方程 的 柯 西 问题 、 波 动 方程 对 非 空 向 (non- 
space-like) 初 始 流 形 的 初 值 问 题 ， 在 地 球 物理 勘探 的 资 
料 解释 和 数据 处 理 中 ， 箔 具有 重要 的 应 用 。 

由 于 这 些 问题 的 数据 常常 是 通过 测量 给 出 的 近似 
值 ,问题 通常 没有 精确 解 。 因 此 ,人 们 就 去 寻找 满足 方程 
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但 只 是 近似 地 适合 定 解 条 件 的 所 谓 近似 解 ， 或 近似 地 满 
足 方程 的 近似 解 。 当 然 ， 这 些 近似 解 一 般 是 没有 唯一 性 
的 ,但 是 若 对 近似 解 所 在 的 函数 类 加 以 适当 的 限制 ,例如 
紧 性 的 限制 , 便 可 以 保证 近似 解 对 数据 的 连续 依赖 性 。 

在 求 问题 数值 解 时 ， 须 明确 在 什么 度量 下 对 近似 解 

加 以 紧 性 限制 ,使 问题 变 为 适 定 , 且 切 合 实际 的 需要 。 
(来 文责 ) 

bushiding wentl shuzh! jiefa 

不 适 定 问题 数值 解法 (numerical method for 

improperly posed problems) 。 如 果 某 个 数学 问 

题 的 解 对 定 解数 据 的 扰动 极 敏感 ， 即 不 是 连续 地 依赖 于 

定 解数 据 ， 则 称 该 问题 是 不 适 定 的 。 

在 较 长 一 段 时 间 内 ， 不 适 定 问题 被 认为 没有 物理 背 
景 ,因而 没有 引起 足够 的 重视 。 最 近 几 十 年 来 ,提出 了 不 
少 具有 实际 意义 的 不 适 定 问题 ， 其 数学 理论 和 近似 数值 
解法 的 研究 也 得 到 莲 勃 的 发 展 。 

典型 的 不 适 定 问题 有 ， 第 一 类 算 子 (积分 ) 方 程 、 拉 
普 拉 斯 方程 的 初 值 问 题 ,热传导 方程 逆 时 向 的 初 值 问题 、 
波动 方程 的 狄 利克 雷 问题 、 求 解 微分 方程 系数 的 反问 题 
等 等 。 

不 适 定 问题 可 以 看 为 极度 病态 的 问题 。 在 nt 维 欧 氏 
空间 中 考察 线性 方程 Au=f, 其 中 A 是 线性 算 子 。 设 A*A 
的 特征 值 为 1=*,>X>…>hn>0。 若 4A 非 奇 异 ， 则 
入 > 0, 方程 有 唯一 解 。 但 若 和 ,很 小 , 则 此 方程 的 条 件数 
《1/)xw)W: 很 大 , 方程 是 病态 的 。 现 在 在 可 分 的 希 氏 空间 
卫 中 讨论 这 个 方程 。 若 xn> 0, 且 当 mc 时， 一 0, 则 
上 述 方程 就 是 第 一 类 算 子 方程 。 

设 {eu 为 4*4 的 特征 元 素 组 成 的 完备 基 ， 则 成 立 
展开 式 A* = Zae,, 其 中 a,=(A*J,e,)。 此 时 方程 
A*Au= A*f 的 形式 解 为 : 

a=A-'f=Z(a/X,)e,= ECL(A*f,e,)/N es 
设 F= 作 |2[(A4f, e)/ 和 J?<o0}, 可 知 A~! 仅 定义 在 F 
上 , 亦 即 仅 当 了 EF 时 , 方程 才 存 在 解 4= A-'f。 

如 果 已 知 定 解数 据 了 的 近似 值 为 fo 则 可 能 foEF， 
此 时 A~'f 无 意义 , 即 方程 无 解 。 即 使 fo EF， 此 时 昌 存 
在 w=A-'f。, 但 由 于 A! 无 界 , 上 一 w=147"(f 一 fo) 省 
也 不 能 通过 3= 有 fol 加 以 估计 。 所 以 ,直接 求解 
4uws= 了 不 能 得 到 有 任何 确保 精度 的 近似 解 。 这 就 是 求 
解 不 适 定 问题 的 困难 所 在 。 

为 了 求 得 具有 一 定 精度 的 近似 解 ， 已 经 提出 了 许多 
有 效 的 解法 。20 世纪 60 年 代 , 苏联 数学 家 A. 英吉 洪 诺 
夫 提 出 的 正则 法 是 较为 重要 的 一 种 。 设 R 是 D(R)>H 
的 对 称 算 子 ,D(R) 在 五 中 处 处 稠密 , 且 存在 常数 c> 0, 对 
任意 的 VED(R), 成 立 (Rv,v)>c(v,v)>0( 在 一 般 情 
况 下 ， 要 求 只 非 负 , 且 除 也 的 一 个 有 限 维 子 空间 外 上 
式 成 立即 可 )。 将 满足 


Rusu)= min (Rv, v) 
140-f01~8 


的 极 值 点 ws 作为 对 应 于 近似 数据 的 近似 解 。 上 述 条 


件 极 值 点 也 是 下 列 无 约束 极 值 问题 
min, {40—fale+ a( Ry,0)} 


的 解 ,其 中 a(3) 是 拉 格 朗 日 乘 子 。 由 变 分 原理 即 得 
(A#A+aR)u,= A*f, 
由 于 A*A+aR 是 对 称 正定 算 子 ,((A*A+aR)v, v) 
Pac(DD)， 所 以 其 道 存 在 ,te= (A*A+aR)"'A*f。。 可 以 
证 明 , 当 6->0 时 ,4 一 wol|>0。 
正则 法 的 实质 在 于 ， 对 原 不 适 定 问题 中 的 算 子 附加 
一 个 适当 的 小 扰动 项 aR, 使 之 正则 化 (稳定 化 ), 即 带 有 
扰动 项 的 问题 是 适 定 的 。 在 不 适 定 问题 的 许多 有 效 解法 
中 ， 都 以 某 种 方式 体现 了 这 种 正则 化 思想 。 
参考 书目 
A. H. Tuxonos uw B., H, Apceaun, Memodw pewenun 
nexoppexmnuux aa0au, "Hayua”, Mocksa, 1979. 
R. Lattés and J. -L. Lions, Méthode de Quasi-reversibi- 


lité, et Applications, Dunod, Paris, 1967. 
( 张 关 泉 ) 


Bu'er 
布尔 ,G， (George Boole 1815 一 1864) ”英国 
数理 逻辑 学 家 ,逻辑 代数 的 创始 人 。1815 年 11 月 2 日 生 
于 英格兰 的 林肯 ,1864 年 12 月 8 日 卒 于 爱尔兰 的 科 克 。 
出 身 于 手工 业者 家 庭 ， 通 过 自 
学 掌握 了 数学 。 他 运用 代数 方 
法 研究 逻辑 学 ，1844 年 发 表 了 
著名 的 论文 《关于 分 析 中 的 一 
个 普遍 方法 》1849 年 受聘 为 爱 
尔 兰 科 克 皇 后 学 院 教授 ,并 被 
选 为 英国 皇家 学 会 成 员 。1847 
年 出 版 专著 《逻辑 的 数学 分 
析 》，1854 年 出 版 了 《思维 规律 
的 研究 》。 

布尔 用 数学 方法 研究 逻辑 问题 ， 成 功 地 建立 了 第 一 
个 逻辑 演算 。 他 用 等 式 表示 判断 ， 把 推理 看 作 等 式 的 变 
换 。 这 种 变换 的 有 效 性 不 依赖 人 们 对 符号 的 解释 ,只 依赖 
于 符号 的 组 合 规律 。 这 一 逻辑 理论 ， 既 可 以 进行 公式 推 
演 ,又 可 以 对 命题 取 作 数值 ;例如 ， 可 以 把 真 命题 取 作 1 
值 , 假 命题 取 作 0 值 ,由 此 复杂 的 命题 仅 作 数值 计算 就 可 
以 求 得 它 为 真 值 还 是 假 值 了 .这 样 ,把 已 给 的 公式 中 出 现 
的 符号 的 逻辑 解释 放 在 一 边 ， 把 它 转变 为 表示 数量 的 符 
号 ,但 只 能 取 0 或 1, 对 它 实现 求解 的 一 切 必 须 的 步骤 ,最 
后 再 还 给 它 以 逻辑 的 解释 。 这 一 理论 在 布尔 之 后 虽然 也 
有 些 改 进 ,但 它 的 基本 轮廓 是 布尔 建立 起 来 的 ,因此 , 人 
们 常 称 它 为 布尔 代数 。20 世纪 30 年 代 , 逻辑 代数 在 电路 
系统 上 获得 应 用 , 随后 , 由 于 电子 技术 与 计算 机 的 发 展 ， 
出 现 各 种 复杂 的 大 系统 ， 它 们 的 变换 规律 也 遵守 布尔 所 
揭示 的 规律 。 因 此 ,布尔 代数 的 应 用 日 益 广泛 , 它 的 内 容 
日 益 普及 。 

在 19 世纪 中 叶 , 布 尔 研究 人 类 思维 活动 所 揭示 的 规 
律 ,当时 既 无 明显 的 实际 背景 ,也 不 可 能 考虑 到 它 的 实际 


布 
应 用 。 而 几 十 年 后 ,从 20 世纪 30 年 代 开始 ,逐步 开拓 了 
它 的 应 用 ， 在 理论 和 实践 中 都 发 挥 了 很 大 的 作用 。 
( 张 锦 文 ) 

Bu’er daishu 
布尔 代数 (Boolean algebra) 首先 是 G. 布 尔 
为 了 研究 思维 规律 (逻辑 学 .数理 逻辑 ) 于 1847 年 和 1854 
年 提出 的 。 它 作为 一 种 特殊 的 格 则 是 R. 戴 德 金 之 后 的 
事情 。 所 谓 一 个 布尔 代数 ， 是 指 一 个 有 序 的 四 元 组 
《B，V，A 人 ，*#)， 其 中 了 是 一 个 非 空 的 集合 ，V 与 人 是 定 
义 在 也 上 的 两 个 二 元 运算 ，* 是 定义 在 B 上 的 一 个 一 元 
运算 ,并 且 它 们 满足 以 下 条 件 ， Al. aoVb=bVa,aNAb= 
bAai A2. (aoVb)Vc=aV(bVc),(aAbD)Ac=aA(GDA 人 
ce); A3. (a Ab)Vb=b, (aVb)Ab=b; Ad.aA(bV 
c=(aADV (aNc),aV (bbA c=(aVb) ANACaVe)s A5. 
(aAa*)Vb=b, (aVa*) 人 b=b, 对 于 任意 的 a、b、cEB 
均 成 立 。 或 者 ,布尔 代数 定义 为 具有 最 大 元 和 最 小 元 的 
有 余 (有 补 ) 的 分 配 格 。 

设 B,= {0，1} 是 由 两 个 元 素 0 与 1 所 组 成 的 集合 。 
它 的 两 个 二 元 运算 和 一 个 一 元 运算 定义 如 下 : 0V 0=0， 
0V1l=1V0=1V1=1;0 和 0=0A1=1A 人 0=0,1A\1=1; 
0#=1,1* 二 0。 可 以 验证 ,B, 是 一 个 布尔 代数 。 

设 B={1,2,3,5,6, 10, 15, 30} 是 30 的 正 因子 的 集 
合 。 规 定 V 是 取 它 们 的 最 小 公 倍数 ， 人 是 取 它们 的 最 大 
公 因数 ,* 是 ，1#= 30，2* 一 15，3# 一 10，5#% 一 6，6x 一 5， 
10*=3，15#=2，30# 一 1， 容 易 验证 了 对 于 所 定义 的 运 
算 成 为 一 布尔 代数 。 

如 果 一 个 环 R= 〈R,+，'> 具 有 单位 元 1， 并 且 对 任 
意 的 ER， 有 邓 =a， 那 么 及 称 为 布尔 环 。 令 及 是 布尔 
环 , 若 定义 aVb=a+b+a'baAb=a:by ax=1+o, 则 忆 
在 所 定义 的 运算 下 成 为 一 个 布尔 代数 。 

设 尽 是 由 所 有 的 实数 组 成 的 集合 。 由 单元 集 和 区 间 
的 有 限 并 所 组 成 的 集合 B, 在 集合 的 并 (U )、 交 ( 门 )、 余 
〈C) 运算 之 下 是 一 个 布尔 代数 。 所 谓 单元 集 ， 是 指 仅 由 
一 个 实数 所 组 成 的 集合 。 区 间 可 以 是 有 界 的 或 无 界 的 , 闭 
的 或 开 的 或 半 开 ( 闭 ) 的 。 

令 X 是 一 个 固定 的 集合 。 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 
称 为 X 的 等 集 , 记 为 P(X)= {S1SSX}。 设 也是 P(X) 的 
子 集 ， 并 且 { 弛 ,X} 三 B 研 P(X)。 如 果 了 在 集合 论 的 并 
《U)、 交 (由 )、 余 (C) 有 限 次 运算 下 是 封闭 的 ， 那 么 这 样 
的 B 在 把 有 限 次 并 \ 交 、 余 作为 V\ 人 、* 运算 时 ， 是 一 个 
布尔 代数 。 这 种 布尔 代数 ， 常 常 称 为 集 域 ( 集 场 )。 特 殊 
P(X), B={SEP(X)|S 为 有 
…， 均 为 集 域 。 当 X= {0,, oz， 
…，qn} 是 有 限 集 时 ， 则 P(X)= {SISSX}= {fooyooy 
i 记 ，… 5 入 是 1,2,…sn 中 取 上 个 的 组 合 ,0 专 
k<n}=27=2* 也 是 一 个 集 域 。 它 是 由 有 限 个 元 素 所 组 
成 的 布尔 代数 (有 限 布尔 代数 )。 

令 (X, 是 一 个 拓扑 空间 ,5 是 了 X 上 的 一 个 拓扑 ， 
B= {SSX|S 既是 开 集 , 同时 又 是 闭 集 } ,在 集合 论 的 并 、 
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交 , 余 运算 下 B 是 一 个 布尔 代数 ,并 称 之 为 亲 开 代数 。 若 
取 B= {SSX1S 的 边界 是 无 处 笛 密 的 }, 则 此 时 了 也 是 一 
个 布尔 代数 。 

令 4X, ) 是 一 个 拓扑 空间 ，X 的 子 集 S 是 正规 的 闭 
集 ， 当 且 仅 当 8 的 内 部 的 闭 包 等 于 S, 即 S=(5°), 着 B 一 
{SSX|S 是 正规 的 闭 集 }， 二 元 运算 V 是 指 集合 的 并 运 
算 ， 二 元 运算 人 是 指 经 集合 的 交 运算 后 再 取 其 内 部 的 团 
包 , 即 SAT= ((SNT)")，,S、TEB。 一 元 运算 * 是 指 经 
集合 的 余 运算 后 再 取 闭 包 , 即 S*= (多 一 S) , 则 了 3 是 一 个 
布尔 代数 ， 也 称 为 拓扑 空间 CX, ty? 的 正规 闭 集 代 数 。 类 
似 地 , 当 取 B= {SSX|S 是 正规 的 开 集 }。 所 谓 正规 的 开 
集 S, 是 指 S= (3)"。 再 定义 运算 , SVT =((SUT))》*， 
SAT=SNT， S* 一 (X 一 S)"=X 一 S， 则 此 时 了 也 是 一 个 
布尔 代数 ， 也 称 为 正规 开 集 代数 。 

在 概率 论 中 , 设 B= {S|S 是 随机 事件 }, 即 所 有 随机 
事件 的 全 体 。 不 可 能 事件 及 必然 事件 均 视 作 随 机 事件 。 
这 样 的 了 B 在 逻辑 联结 词 “ 或 "( 可 得 兼 的 “或 ")“ 与 "~、“ 否 
定 "运算 之 下 是 一 个 布尔 代数 。 

在 数理 示 辑 中 ， 基 于 二 值 逻辑 的 一 个 形式 理论 的 所 
有 公式 ,在 逻辑 联结 词 析 取 ”"、“ 合 取 "、“ 否 定 "运算 下 ,是 
一 个 布尔 代数 ,也 称 之 为 林 登 抱 姆 - 堪 尔 斯 基 代数 。 

布尔 代数 到 了 20 世纪 30~40 年 代 才 又 有 了 新 的 进 
展 , 大 约 在 1935 年 , M, H. 斯 通 首先 指出 布尔 代数 与 环 
之 同 有 明确 的 联系 ， 他 还 得 到 了 现在 所 谓 的 斯 通 表示 定 
理 ,任意 一 个 布尔 代数 一 定 同 构 于 某 个 集 上 的 一 个 集 域 ; 
任意 一 个 布尔 代数 也 一 定 同 构 于 某 个 拓扑 空间 的 闭 开 代 
数 等 ， 这 使 布尔 代数 在 理论 上 有 了 一 定 的 发 展 。 布 尔 代 
数 在 代数 学 (代数 结构 )、 逻 辑 演算 、 集 合 论 、 拓 扑 空间 
理论 ,测度 论 ,概率 论 , 泛 函 分 析 等 数学 分 支 中 均 有 应 用 ; 
1967 年 后 ,在 数理 逻辑 的 分 支 之 一 的 公理 化 集合 论 以 及 
模型 论 的 理论 研究 中 也 起 着 一 定 的 作用 。 

近 几 十 年 来 ,布尔 代数 在 自动 化 技术 ,电子 计算 机 的 
逻辑 设计 等 等 工程 技术 领域 中 有 重要 的 应 用 。 

例如 ,在 逻辑 设计 中 ，, 要 考虑 取 值 于 B, 中 的 元 素 的 
布尔 变 元 zi， za，…，z， 以 及 函数 值 也 在 B, 内 的 n 个 
布尔 变 元 的 布尔 函数 所 zi，xa，…， Xn)。 令 Xx*=1 一 x 一 
2 XVYy=max{x，y}， x 人 y=min {x，y}, 于 是 任 
一 布尔 函数 可 表示 成 如 下 的 形式 : 了 ziyza，…,zo) 一 
人 2 信人 只) 或 人 C2VaV eV 对) 
《xf'=x,)。 这 种 形式 称 为 了 的 (完全 的 ) 析 取 范式 (或 完 
全 的 合 取 范式 )。 根 据 设计 要 求 可 先 列 出 真 值 表 (f 的 列表 
表示 ), 由 真 值 表 写 出 了 的 析 取 范式 (或 合 取 范式 )。 化 简 
布尔 函数 的 表达 形式 在 实际 应 用 中 是 特别 重要 的 ， 因 为 
根据 最 简 表达 形式 进行 设计 ， 不 仅 在 功能 (实际 效果 ) 上 
是 等 效 的 ,而 且 更 有 意义 的 是 这 种 设计 简单 经 济 、 可 靠 ， 
因而 寿命 也 长 。 化 简 的 方法 ， 大 体 上 从 20 世纪 50 年 代 
开始 有 所 谓 卡 诺 图 的 方法 , 奎 因 -麦克 鲁 斯 基 方法 等 等 。 

《 杨 安 洲 ) 
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Bulong yundong 
布朗 运动 (Brownian motion) 又 称 维 纳 过 程 。 
1827 年 ,英国 植物 学 家 R. 布 朗 观 察 到 悬浮 在 液体 中 的 微 
粒子 作 不 规则 的 运动 ， 这 种 运动 的 数学 抽象 ， 就 叫做 布 
朗 运动 (如 图 )。1905 年 ,A. 斯 坦 求 出 了 粒子 的 转移 
密度 。1923 年 ， 美 CTTTFTT 国 轩 二 辆 思 胃 克 轩 
国 数学 家 N. 维 纳 HH HH 
从 数学 上 严格 地 定 HH | 
义 了 一 个 随机 过 程 冲 卫 汪 秆 | 
来 描述 布朗 运动 。 门 r 内 -二 
布朗 运动 的 起 因 是 一 
由 于 液体 的 所 有 分 
子 都 处 在 运动 中 ， 一 下 二 
且 相互 碰撞 ， 从 而 十 
粒子 周围 有 大 量 分 
子 以 微小 但 起 伏 不 [ 
定 的 力 共同 作用 于 
它 ， 使 它 被 迫 作 不 
规则 运动 。 若 以 } 和 
X(t) 表 示 粒 子 在 时 NS 
刻 上 所 处 位 置 的 一 
站 


个 坐标 ， 如 果 液体 各 
是 均匀 的 ， 自 然 设 : EE 
想 自 时 间 到 的 位 移 X(t,) 一 X(t,) 是 许多 几乎 独立 的 
小 位 移 之 和 ， 因 而 根据 中 心 极限 定理 ， 可 以 合理 地 假定 
X(b) 一 X(b) 遵从 正 态 分布 ， 而 且 对 任何 0<t<h<… 
< 增 量 X(b) 一 X(tp)，…，X(tn) 一 X(b-,)， 可 设想 为 
相互 独立 。 物 理 上 的 这 些 考虑 引导 到 下 面 的 数学 定义 。 
设 X= {X(t)，+ER+ 为 定义 在 概率 空间 (9, 9，P) 
( 见 概率 ) 上 , 取 值 于 d 维 实 空间 Re 中 的 随机 过 程 ， 若 满 
足 @X(0)=0; 回 独立 增 量 性 : 对 任意 的 0<t,<ti<… 
之 tCto) ,X(t 一 X(to)，…，X( 纪 ) 一 X( 纪 -1) 是 相互 独 
立 的 随机 变量 ，@ 对 任意 s>0, +>0, 增 量 X(s+7) 一 


Xe) 服从 密度 为 Btr, z)= (2rr)-siexp ( -| 学) %d 维 


十 
| 


EE 
时 


gp 
正 态 分 布 , 式 中 x~(x4，…x4)'ERs, |z| 一 (安吉 ) 


表示 x 到 原点 的 距离 ，@X 的 一 切 样本 函数 连续 。 这 样 
的 XX 称 为 (数学 上 的 ) 布 朗 运 动 或 维 纳 过 程 。 

维 纳 的 一 个 重要 结果 ， 是 证 明了 满足 一 @@ 的 过 程 
的 存在 性 。 这 样 的 过 程 XX 是 独立 增 量 过 程 ， 因 而 是 马尔 
可 夫 过 程 ， 而 且 还 是 犹 和 正 态 过 程 ( 见 随 机 过 程 )。 其 均 
值 函数 是 一 个 各 分 量 恒 等 于 零 的 d 维 向 量 函数 :EX(t) 一 
0， 其 协 方差 阵 函 数 ( 见 起 )EX(t)X(s)'=(sAt)Is， 其 中 
Js 是 d 阶 单位 方 阵 ，s 八 t 表示 st 中 小 的 一 个 ，X(s)' 是 
随机 向 量 X(s) 的 转 置 。 

一 维 布朗 运动 的 性 质 中 有 特色 的 是 其 样本 函数 ( 见 
随机 过 程 ) 的 性 状 。 虽 然 X 的 所 有 样本 函数 处 处 连续 ,但 
几乎 所 有 ( 即 概率 为 1) 的 样本 函数 ，@ 处 处 不 可 微分 ; 


@ 在 任 一 区 间 中 非 有 界 变 差 ， 当 然 更 不 单调 ，@ 局 部 极 
大 点 在 Rs 一 [0,co) 中 形成 一 个 可 列 稳 集 ， 而 且 每 一 个 局 
部 极 大 值 都 是 严格 极 大 的 ; @ 二 次 变 差 名 |X(t) 一 
X(t-1)1? 当 区 间 [0, 要 的 加 密 分 割 0= 娩 ?<t <…<< 
t=t 的 直径 四 ax(t" 一 可, ) 趋 于 0 时 ， 以 概率 1 收 全 
( 见 概率 论 中 的 收效 ) 到 t; 加 零点 集 S,(w)={tER,， 
X(t,w)=0} 是 勒 贝 格 测度 ( 见 测度 论 ) 为 零 的 无 界 完全 集 。 
此 外 ，X 限 于 区 间 [0,1] 上 的 轨道 在 C[0, 1] 中 具有 下 述 
意义 的 稠密 性 ， 任 给 [0,1] 上 的 一 个 满足 也 0)= 0 的 连续 
函数 了 和 任 给 s>0, 总 有 P{max|X(b 一 f(D|<e}>>0。 


不 属于 样本 函数 性 状 的 一 个 重要 性 质 是 布朗 运动 的 
级 数 表示 ， 设 {t，n> 0} 为 独立 同 分 布 的 标准 正 态 随 机 
变量 序列 , 令 


xX(D= 启 4+ 广 V/Z 
则 此 级 数 在 0<t<x 上 以 概率 1 一致 收敛 , 且 {X(t)， 
t+E [0, zx]} 是 布朗 运动 。 

多 维 布朗 运动 有 一 个 依赖 于 维 数 的 有 趣 性 质 ， 就 是 
常 返 性 。 当 d=1,2 时 ,布朗 运动 是 常 返 的 ， 即 从 任何 一 
点 a€Rs 出 发 ， 且 任意 指定 一 个 4 的 邻 域 4， 则 过 程 或 
迟 或 早 地 返回 A 的 概率 等 于 1。 当 d>3 时 ， 此 性 质 不 再 
保留 ， 这 时 自 4 出 发 作 布朗 运动 的 粒子 将 以 概率 1 趋 于 
无 穷 , 即 Pllim|Xa(t)1 一 ee} 一 1, 这 里 Xa(t)=a+X(t) 表 
示 自 4 出 发 的 布朗 运动 。 因 而 自 某 一 时 刻 以 后 ,粒子 不 再 
回 到 4 的 附近 , 而 且 d( > 3 ) 越 大 ， 粒 子 趋 于 无 穷 的 速度 
也 越 快 。 设 B, 是 以 0 为 中 心 ， 以 7 为 半径 的 球 ,定义 粒 
子 最 后 一 次 离开 Br 的 时 刻 为 和 .=sup{t>>0:X(t) EB,}， 
》 称 为 Br 的 “ 末 离 时 "。 从 O 出 发 的 布朗 运动 X 首 达 Bu 
的 点 与 末 离 B 的 点 在 球面 上 都 有 相同 的 均匀 分 布 ,而 且 
》 的 概率 分 布 密度 函数 为 


fa(t)= - 


(t>0，dz>3)。 
由 此 可 知 ECXr)n<m 的 充分 必要 条 件 是 m< 号 一 1, 这 
时 (rn)m= rn/(d 一 4)(d 一 6)…(d 一 2m 一 2)。 因 此 , 当 
d=3.4 时 ，2; 各 阶 答 不 存在 ，d= .6 时， 均值 ( 见 孝 学 
期 望 , 有 限 , 方 关 无 穷 ， 等 等 。 这 说 明 d 越 大 ， 粒 子 越 快 
地 离开 球 Br。 


(>2) 维 布朗 运 动 与 拉 普 拉 斯 算 了 4- 访 总 -有 


密切 联系 ， 从 而 使 著名 的 狄 利克 雷 问题 可 以 用 概率 方法 
求解 。 例如 设 了 为 平面 上 的 有 界 区 域 ,其 边界 3D 充分 光 
滑 。 在 3D 上 给 定 连续 函数 g(x), 考虑 下 列 犹 利克 雷 问 
题 : 求 给 定 边界 条 件 hx) 一 g(x),xE 3D 下 , 拉 普 拉 斯 方 
程 和 h=0 在 区 域内 的 (唯一 ) 解 。 对 任何 xED， 令 re 一 
inf{t>0: x+X(t)ED?}(D*=RAD, 即 DD 的 补 集 ), 它 是 
从 x 出 发 作 布 朗 运 动 的 粒子 首 达 De 的 时 刻 ，x+X(5。》 


布 


是 该 粒子 首 达 De 的 点 ,而 hx)=Eg[x+X(T。)],xED 
就 是 上 述 狄 利克 雷 问题 的 唯一 解 。 这 一 例子 所 反映 的 布 
良 运 动 与 古典 位 势 之 间 的 关系 是 普遍 的 ， 近 来 又 发 展 成 
为 一 般 马尔 可 夫 过 程 与 现代 位 势 论 之 间 的 深刻 联系 〈 见 
马尔 可 夫 过 程 )。 

参考 书目 

K. Ha and H. P. McKean Jr., Diffusion Processes ond 
Their Sample Paths, Springer-Verlag, Berlin, 1965。 
D. Freedman, Brownian Motion and Diffusion, Springer- 
Verlag, Berlin, 1983. 
( 王 棒 坤 ) 

Buloowel'er 
布 劳 威 尔 , L. E. 上 (Luitzen Egbertus Jan 
Brouwer 1881~1966) ”荷兰 数学 家 。1881 年 2 月 
27 日 生 于 荷兰 的 奥 弗 希 ,1966 年 12 月 2 日 卒 于 布 拉 里 克 
姆 。1897 年 入 阿姆斯特丹 大 学 , 1904 年 毕业 。 同 年 发 表 
关于 四 维 空间 连续 运动 的 论文 。 在 G. 又 诺 利 的 影响 下 ， 
开始 接触 拓扑 学 和 数学 基础 。 同 时 又 热衷 于 研究 哲学 和 
神秘 主义 。 他 对 当时 B, A. W. 罗素 与 里 . 席 加 菜 关于 数 
学 的 逻辑 基础 的 论战 极为 关注 ， 这 反映 在 他 的 博士 论文 
《 论 数学 基础 %1907) 之 中 。 这 时 ,他 常 反 对 罗素 和 D, 布 
尔 伯 特 的 观点 ， 但 又 不 同意 庞 加 莱 关 于 数学 存在 性 的 看 
法 。1912 年 他 被 任命 为 阿姆斯特丹 大 学 教授 ， 同 年 被 选 
为 荷兰 皇家 科学 院 院士 。 从 此 他 完全 转向 数学 基础 的 研 
究 。 他 强调 数学 直觉 ,反对 G. 康 托 尔 关于 实 无 穷 的 讨论 ， 
坚持 数学 对 象 必 须 可 以 构造 ， 并 否定 排 中 律 的 绝对 正确 
性 ,被 视 为 直 沉 主义 的 创始 人 和 代表 人 物 。 

他 在 拓扑 学 的 突出 贡献 是 建立 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 
以 及 证 明 维 数 的 拓扑 不 变性 (1910)。 在 证 明 过 程 中 ,他 曾 
引进 了 连续 映射 的 单纯 下 近 和 映射 的 拓扑 度 的 概念 ， 并 
进而 证 明 n 维 区 域 的 拓扑 不 变性 。 他 还 发 现 平面 上 不 可 
分 解 的 连续 统 是 可 数 多 个 单 连通 区 域 的 公共 边界 (1910); 
把 若 尔 当 曲线 定理 推广 到 维 空间 (1912)， 给 维 数 以 严 
格 的 拓扑 定义 (1913)。 他 对 希 尔 伯 特 第 5 问题 也 作出 了 
一 些 贡 献 。1912 年 起 , 他 再 度 关 注 数 学 的 基础 问题 ， 特 
别 研究 集合 的 原始 地 位 及 排 中 律 的 作用 ， 建 立 构造 主义 
的 数学 体系 ,包括 可 构造 连续 统 ， 集 合 论 的 构造 基础 , 构 
造 的 测度 论 ,构造 的 函数 论 等 。20 世纪 30 年 代 以 后 ,由 
于 开 . 收 要 尔 等 人 的 工作 ， 直 觉 主义 数学 有 了 一 定 的 进 
展 。 第 二 次 世界 大 战 后 ,由 于 计算 机 的 广泛 使 用 ,构造 主 
义 观点 为 更 多 的 数学 家 所 接受 。 

1951 年 布 劳 威 尔 退 休 , 1966 年 去 世 。 他 的 论文 收集 
在 两 卷 《 全 集 》(1975 ) 中 。 ( 胡 作 玄 ) 


Bulelidewoding 

布雷 德 沃 丁 , T. (Thomas Bradwardine 约 
1290 一 1349) ”英国 数学 家 \ 自 然 哲 学 家 , 曾 任 坎 特 
伯 雷 (英国 基督 教会 中 心 ) 的 大 主教 .早年 学 于 牛津 大 学 ， 
后 在 该 校 教授 哲学 、 神 学 和 数学 , 1333 年 起 担任 教会 职 
务 ,直到 1349 年 8 月 26 日 死 于 瘟疫 。 
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他 是 欧洲 最 早 研究 三 角 学 的 数学 家 之 一 ， 他 称 正切 
为 “ 反 阴 影 "(Umbra Versa) 称 余 切 为 “ 正 阴影 " (Umbra 
recta), 并 引入 到 三 角 计 算 中 。 在 他 的 哲学 著作 中 讨论 了 
无 穷 大 与 无 穷 小 ， 以 后 这 个 论题 归 入 数学 中 去 研究 。 布 
雷 德 活 丁 写 了 好 几 种 数学 著作 。《 理 论 算 木 1495) 讨 论 
数论 问题 | 《理论 几何 兴 1511) 论 述 有 规则 的 立体 、 等 周 
图 形 及 多 角 星 等 ,这 书 流传 很 广 * 另 外 两 本 书 是 《 贺 求 积 》 
和 《 论 运动 中 的 速度 比 y。 中 世纪 欧洲 科学 停滞 不 前 ， 而 
布雷 德 沃 丁 是 较 有 影响 的 。 ( 梁 宗 后) 


Burao'er 

布 饶 尔 ，R. (D.) (Richard Dagobert Brauer 
1901 一 1977) 。 美国 数学 家 。1901 年 2 月 10 日 生 于 
柏林 ,1977 年 4 月 17 日 逝世 于 波斯 顿 .1919 年 入 柏林 大 
学 学 习 , 在 I 舒 尔 指导 下 于 1926 年 3 月 完成 博士 论文 。 
毕业 后 在 柯 尼斯 堡 大 学 任教 。1933 年 因 纳粹 排 犹 移居 北 
美 ,先后 在 肯塔基 大 学 (1933 一 1934)、 普 林 斯 顿 高 等 研究 
所 ( 任 H. 外 尔 的 助手 ,1934~1935)、 多 伦 多 大 学 (1935 一 
1948)、 密 葡 根 大 学 〈1948 一 1952)、 哈 佛 大 学 (1952 一 
1971) 任 教 。1971 年 退休 。1955 年 当选 为 美国 科学 院 院 
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士 , 1971 年 获 美国 科学 功绩 奖章 。 布 饶 尔 是 著名 代数 学 
家 。 在 长 达 50 年 持续 工作 中 , 在 典型 群 表示 论 、 单 代数 
和 分 裂 域 .有 限 群 模 表示 论 、 有 限 单 群 、 代 数 数 论 等 方面 
都 作出 了 重要 的 贡献 。 他 的 博士 论文 从 代数 的 角度 对 正 
交 群 的 表示 进行 研究 .他 曾 与 HH. 外 尔 合 写 有 关 旋 量 的 论 
文 ， 1935 年 用 代数 的 方法 算出 典型 群 的 贝蒂 数 〈 嘉 当 猜 
想 ) 对 外 尔 的 名 著 《 典 型 群 》 的 成 书 有 重要 作用 。1929 
年 他 引进 了 域 上 单 代数 类 的 布 饶 尔 群 这 个 重要 的 概念 。 
1931 年 他 与 H. 哈 塞 、 下 . 诺 特 一 起 证 明了 代数 构造 论 的 
主 定理 。 他 从 1935 年 起 ,通过 长 期 工作 建立 起 系统 的 深 
入 的 有 限 群 (在 特征 p 的 域 上 的 ) 模 表示 理论 。 他 得 到 了 
有 限 群 特征 标的 重要 刻画 。 他 证 明了 马 施 克 猜想 ，n 次 
分 国 域 是 阶 群 的 分 裂 域 。1954 年 他 提出 利用 有 限 群 的 
二 阶 元 素 即 对 合 的 中 心 化 子 来 研究 有 限 单 群 的 布 饶 尔 纲 
领 ， 在 有 限 单 群 分 类 工作 中 起 到 了 极为 重要 的 作用 。 他 
自己 也 与 别人 合作 证 明了 一 系列 的 重要 分 类 定理 。1947 
年 他 证 明了 网 廷 级 数 为 半 纯 函数 。1950 年 他 证 明了 布 
馈 尔 - 西 格 尔 定理 ,给 出 代数 数 域 类 数 的 渐 近 估计 。 
他 的 科学 论文 汇编 为 CkR. 布 饶 尔 论文 集 》, 共 3 卷 。 
《自学 复 ) 
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CW 复 形 (CW complex) 。 一 类 托 朴 空间 。 重 
要 性 在 于 许多 常见 的 空间 属于 这 一 类 ， 另外 同 伦 论 的 方 
法 对 这 类 空间 能 较 好 地 发 挥 。 单 纯 复 形 ( 见 拓扑 学 ,同调 
论 ) 是 CW 复 形 的 特例 ,粗略 地 说 ,CW 复 形 是 由 一 些 (有 
限 多 个 或 无 穷 多 个 ) 胞 腔 从 低 维 到 高 维 逐 层 堆 积 而 成 的 
空间 。 同 伦 论 中 往往 需要 在 拓扑 空间 上 定义 满足 某 种 条 
件 的 连续 映射 。 这 对 非常 一 般 的 拓扑 空间 来 说 很 难 着 手 。 
但 对 于 CW 复 形 , 则 可 以 从 低 维 到 高 维 ,在 一 个 一 个 胞 腔 
上 给 出 定义 ， 即 采用 “ 逐 层 扩张 "的 方式 得 到 所 需要 的 连 
续 映 射 。 如 果 扩张 到 某 一 层 遇 到 阻碍 ， 就 产生 阻碍 上 闭 
链 ,阻碍 上 同调 类 等 等 ( 见 同 伦 论 ) ,这 样 就 能 利用 同调 来 
讨论 关于 连续 映射 的 扩张 或 同 伦 等 问题 。 

设 X 为 豪 斯 多 夫 空 间 ，{e3} 为 X 的 一 组 子 空间 ， 
aEJn (1s 为 标号 集合 ), n=0, 1, 2,…, 记 加 一 
Userr renl, 的 = 如 由 X"1， 如 一 址 一 名 ,并 且 设 下 列 条 
件 成 立 ， 

© X= Un WX", 

加 名 nN 如 区 酒 n=m, ax 一 有 

@ 对 任意 一 对 m，%， 有 连续 映射 名:D">e3, 满 足 
把 Sr 一 全 ， 候 将 Dr 一 S"… 同 胚 地 映 为 后 ,其 中 De 为 
欧 氏 空间 R 里 的 单位 球体 ，S"! 为 D" 的 边界 球面 。 这 
时 称 集合 {9}aerna， n=0，1，2，… 构 成 空间 X 的 一 
个 胞 腔 割 分 ealaEJ,) 称 为 X 的 n 维 胞 腔 ,x2= 
执 |S" 5S" > Xn 称 为 粘贴 映射 ，X" 称 为 n 维 骨架 。 
条 件 .@、@ 蕴 洒 X= Us。 具备 了 一 个 胞 腔 剖 分 的 豪 


斯 多 夫 空间 叫 作 胞 腔 复 形 。 

车 女 几 多 大多 , 则 称 女 为 名 的 一 个 直接 面 e? 称 为 
钻 的 一 个 面 ， 如果 二 者 之 间 可 以 插入 一 列 有 限 多 个 胞 腔 
使 得 前 一 个 为 后 一 个 的 直接 面 。 

胞 腔 复 形 X 称 为 CW 复 形 , 假如 下 列 条 件 满足 

C: 财 包 有 限 一 一 每 个 胸腔 只 有 有 限 多 个 面 ; 

W, 弱 拓扑 一 一 子 集 SCX 为 闭 集 当 而 且 仅 当 对 一 
切 n, a, SI 蛤 为 嗓 中 的 闭 集 。 

例如 ， 在 球面 8" 中 , 任 取 一 点 PES", 令 e?=p,e"= 
5", 则 5S* 剖 分 成 了 只 含 两 个 胞 腔 {e?, e} 的 胞 腔 复 形 。 

又 如 ,在 实 射影 空间 RP" 中 , 有 一 个 由 n+1 个 胞 腔 
@,e!,…, 扣 构成 的 胞 腔 训 分 , 亦 即 每 个 维 数 恰好 有 一 个 
胞 腔 。 

上 面 已 经 提 到 ,CW 复 形 X 可 看 作 是 逐 层 粘贴 胞 腔 
而 得 到 的 ，X 为 若干 个 点 ; 设 加 已 粘 好 ,用 粘贴 映射 
难 将 Dr 粘贴 到 X"'* 上 得 到 各 个 嗓 , 从 而 造 出 Xp 

同一 个 空间 可 以 有 不 同 的 胞 腔 剖 分 。 一 般 胞 腔 训 分 


比 单纯 齐 分 所 含有 的 苞 腔 总 数 可 以 少 得 多 ， 这 是 胞 腔 剖 
分 的 一 大 优点 。 ( 孙 以 丰 ) 


canshu gujl 

参数 估计 (parameter estimation) ”根据 从 总 
体 拍 得 的 样本 估计 总 体 分 布 中 包含 的 未 知 参数 。 它 是 统 
计 推断 的 一 种 基本 形式 ,是 数理 统计 学 的 一 个 重要 分 支 ， 
细 分 为 点 估计 和 区 间 估 计 两 部 分 。 (成 平 ) 


cedulun 
测度 论 (measure theory) 。 研究 一 般 集 合 上 的 
测度 和 积分 的 理论 。 它 是 惑 贝 格 测度 和 勤 贝 格 积分 理论 
的 进一步 抽象 和 发 展 ,又 称 为 抽象 测度 论 或 抽象 积分 论 ， 
是 现代 分 析 数 学 中 重要 工具 之 一 。 

纵 观 勒 贝 格 积分 和 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 理论 ,不 
难 发 现 它们 都 有 三 个 基本 要 素 。 第 一 ,一 个 基本 空间 ( 即 
nn 维 欧 几 里 得 空间 R") 以 及 这 个 空间 的 某 些 子 集 构成 的 
集 类 即 工 〈 勤 贝 格 ) 可 测 集 或 某 L-S〈 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 
斯 ) 可 测 集 全 体 ,这 个 集 类 对 集 的 代数 运算 和 极限 运算 封 
闭 。 第 二 ,一 个 与 这 个 集 类 有 关 的 函数 类 ( 即 工 可 测 函 数 
或 某 L-S 可 测 函 数 全 体 )。 第 三 ,一 个 与 上 述 集 类 有 关 的 
测度 〈 即 工 测度 或 某 Z-S 测度 )。 在 三 个 要 素 的 基础 上 ， 
它们 都 是 运用 完全 类 似 的 定义 和 推理 过 程 获得 完全 类 似 
的 一 整套 测度 ,可 测 函数 ,积分 的 定理 ( 见 勒 贝 格 积分 、 贝 
尔 函 数 )。 测 度 论 正 是 基于 这 些 基 本 共同 点 所 形成 一 般 
理论 。 

环 和 0 代数 设 X 是 非 空 的 集 。 9 是 以 X 的 某 些 子 
集 作为 元 素 构成 的 集 , 称 8 为 X 上 的 一 个 集 类 。 设 号 是 
XX 上 的 一 个 集 类 。 如 果 它 对 集 的 并 、 差 运算 封闭 , 即 对 任 
何 4、BES32, 必 有 AUBE 罗 ,A\BE 如 , 则 称 甸 为 X 上 的 
环 ;如 果 呈 不 仅 是 一 个 环 ,而 且 XE 哆 , 则 称 如 为 X 上 的 
代数 。 例 如 直线 RE 上 的 左 开 右 闭 的 有 限 区 间 (4,b](a=b 
时 ,(a, 的 表示 空 集 ) 的 全 体 记 为 9, 9 便 是 R' 上 的 集 类 ， 
但 不 是 环 。2 中 任意 有 限 个 集 的 并 的 全 体 记 为 号 9 便 
是 尽 上 的 环 ， 但 不 是 代数 。 直 线 上 任意 有 限 个 区 间 ( 包 
括 无 限 区 间 ) 的 并 的 全 体 98。 是 R' 上 的 代数 。 环 或 代数 
虽 对 集 的 代数 运算 ( 即 并 , 差 , 交 运算 ) 封 闭 ， 但 对 极限 运 
算 不 一 定 封闭 ,这 就 不 适应 分 析 数 学 的 要 求 。 因 此 ,需要 
引入 下 面 的 概念 ， 设 是 XX 上 的 一 个 环 , 如 果 它 对 集 的 
可 列 并 运算 封闭 ( 即 对 任何 一 列 he 9，n=1, 2，…， 必 


有 [4ue 9), 则 称 9 为 X 上 的 = 环 ! 如 果 乡 是 = 环 , 并 


且 XE2,， 则 称 9 为 X 上 的 "代数 。" 环 就 对 集 的 并 、 
差 、 交 以 及 极限 运算 都 封 团 ,而 " 代数 还 对 集 的 求 余 集运 
算 封 闭 。 例 如 , 2o, 9 都 不 是 R' 上 的 " 环 ， 而 工 可 测 集 
(或 L-5 可 测 集 ) 的 全 体 是 R' 上 的 o 代数。 又 如 X 的 一 
切 子 集 的 全 体 X 是 xX 上 的 代数。 由 于 任意 个 环 的 交 仍 
是 环 ,因此 对 一 个 集 类 &, 一 切 包含 4 的 环 的 交 是 包含 
的 最 小 环 ， 记 为 号 (8)。 同 样 ， 包 含 ?的 最 小 0 环 记 为 

43 


(9)。 例如 号 (2 一 22。 而 9( 98) 一 9(22o) 一 9( 兄 ,) 便 是 
R! 上 的 波 莱 尔 集 类 。 

可 测 空 间 和 可 测 函 数 设 乡 是 X 上 的 o 环 ， 称 (X， 
9) 为 可 测 空间 ,而 称 9 中 的 任何 集 4 为 (X, 9) 中 的 可 测 
集 (也 称 为 X 中 的 9 可 测 集 )。 如 果 和 是 Pr， 而 儿 分 别 
是 如 中 工 可 测 集 全 体 ( 记 为 2)、 由 单调 增加 右 连 续 函数 
g(x*) 生成 的 L-S 可 测 集 全 体 ( 记 为 2,)、 波 莱 尔 集 全 体 
( 记 为 岛 )， 则 相应 地 称 (X，9) 是 工 可 测 空 间 、L-S 可 测 
空间 、 波 莱 尔 可 测 空间 。 设 忆 是 可 测 空间 (X,9) 中 的 可 
测 集 ， 了 是 定义 在 已 上 的 有 限 实 值 函数 。 如 果 对 任何 实 
数 c，{XIf(z)>cjE2 那么 称 了 为 已 上 关于 (X, 9 ) 的 
可 测 函 数 , 也 称 为 上 的 9 可 测 函 数 。 这 种 可 测 函 数 是 
工 可 测 函 数 、L-S 可 测 函数 等 概念 的 直接 推广 。 它 有 许 
多 等 价 定义 方式 ， 并 且 具 有 工 可 测 函 数 所 具有 的 代数 性 
质 及 极限 性 质 。 定 义 在 E 上 的 复 值 函数 f， 如 果 它 的 实 
部 、 虚 部 都 是 可 测 函 数 , 那么 就 称 了 为 上 的 可 测 函 数 。 
可 测 空间 、 可 测 集 、 以 及 可 测 函 数 等 概念 原则 上 并 不 涉及 
测度 。 

测度 和 测度 空间 设 X 是 非 空 集 ,4 是 和 上 的 集 类 ， 
定义 在 4 上 的 函数 称 为 集 函数 (因为 自 变 元 是 属于 4, 它 
是 和 的 子 集 )。 设 是 六 上 的 环 ,w 是 定义 在 归 上 的 取 非 
负 的 广义 实 值 (可 以 取 值 + ) 的 集 函 数 ， 如 果 满 足 :OD 
从 名 )=0( 是 空 集 ); @( 可 列 可 加 性 ) 对 任何 一 列 互 不 


相交 的 hoE (n=1,2,…), 并 且 避 A1E 多 有 s( 吕 40= 


澡 4C40, 则 称 4 为 环 甸 上 的 测度 。 设 (X,9) 是 一 个 可 


测 空间 ,x 是 定义 在 9 上 的 测度 , 则 称 (X,9,w) 是 测度 空 
间 。 特 别 ，(R', 乡 ,m) 及 (R',,,m,) 分 别称 为 (直线 上 
的 ) 测度 空间 和 L-S 测度 空间 。 测度 空间 (X,9,w) 中 
的 测度 4 除了 平 黎 、 反 射 不 变性 以 及 余 集 (因为 X 可 能 
不 在 8 中 ) 的 性 质 外 ， 具 有 勤 贝 格 测度 玫 的 其 他 性 质 。 由 
于 9 是 5 环 ,对 集 的 极限 运算 封闭 ,所 以 测度 空间 是 建立 
具有 良好 的 极限 性 质 的 积分 的 基础 。 

设 4 是 可 测 空间 (X,9 ) 中 可 测 集 。 如 果 有 一 列 可 测 


集 {hu}，M4n)< On= 1,， 2,…), 使 得 有 A c< 口 4 则 


称 4 为 "有 限 集 。 如 果 9 中 一 切 集 都 是 " 有 限 的 ， 则 称 
(X,9,1) 是 0 有限 的 测度 空间 。 特 别 , 当 是 0 代数 且 
X 是 c 有 限 集 时 ,， 称 (X,9,w) 为 全 = 有 限 测度 空间 。 通 
常 分 析 数学 中 所 用 的 具体 的 (X,9,z) 大 都 是 全 = 有 限 测 
度 空间 。 

设 测度 空间 (X,9,w) 中 的 9 是 " 代数 ,如果 AX) 过 
co , 则 称 (X,9,w) 为 全 有 限 的 测度 空间 .特别 , 当 x(X) 一 
1 时 , 称 (X,, +) 为 概率 测度 空间 (概率 论 中 用 的 全 是 这 
种 空间 )。 

设 A 是 测度 空间 (X，9，p) 上 的 可 测 集 。 如 果 
人 4)= 0， 则 称 4 为 4 零 集 。 如 果 (X, 9, 上 中 任何 一 
个 4 零 集 的 任何 子 集 都 是 可 测 集 , 则 称 (X,。 9, 4) 为 完全 
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测度 空间 。 例 如 (R', 儿 , m),(R'， 
全 0 有 限 的 测度 空间 。 

测度 空间 上 可 测 函 数列 的 收 黎 ” 同 工 测度 一 样 ， 在 
测度 空间 (X,9, x) 中 也 有 命题 P 在 E 上 “几乎 处 处 ”成立 
的 概念 , 它 是 指 E 中 使 命题 P 不 成 立 的 点 的 全 体 ( 它 可 能 
不 是 可 测 集 ) 包 含 在 某 个 上 零 集中 。 对 于 完全 测度 空间 ， 
命题 P 在 E 上 几乎 处 处 成 立 就 是 指使 命题 P 不 成 立 的 点 
的 全 体 是 # 零 集 。 在 不 完全 的 测度 空间 上 ， 关 于 4 几乎 
处 处 相等 的 两 个 可 测 函 数 了 和 h， 未 必 能 从 了 的 可 测 性 
推出 h 也 是 可 测 的 ， 只 有 在 完全 测度 空间 才能 做 到 这 一 
点 。 对 于 测度 空间 上 的 可 测 函 数 序列 ， 常 用 的 重要 收敛 
概念 同样 有 两 个 ， 一 是 EE 上 可 测 函 数列 {f} 几乎 处 处 
收敛 于 可 测 函 数 f， 即 {x|fn(x) 力 f(x)} 包 含 在 某 个 4 
零 集中 另 一 是 上 可 测 函 数列 {f,} 度 量 收敛 (或 称 依 
测度 收敛) 于 可 测 函 数 f， 即 对 任何 >>0， lim pC{x| 


Ifn(X) 一 f(x)|>e})=0。 上 述 两 种 收敛 的 关系 是 和 工 测 
度 的 情形 一 样 。 此 外 ， 在 测度 空间 上 也 成 立 叶 处 罗 夫 定 
理 ， 议 EE 上 可 测 函 数列 {fs} 几乎 处 处 收敛 于 可 测 函 数 f 
并 且 上 AE)<co, 则 对 任何 3>0, 必 存 在 可 测 集 Esc 已 ,使 
得 MENEs)<5， 且 {fo} 在 Be 上 一 致 收敛 于 f。 类 似 于 工 
测度 的 情形 ,在 测度 空间 上 也 可 引入 度量 基本 序列 (或 依 
测度 基本 序列 ) ， 并 成 立 相 应 的 完备 性 定理 。 

积分 和 积分 平均 收效 ” 同 工 积 分 建立 过 程 完 全 一 
样 ， 可 以 建立 测度 空间 上 的 积分 概念 ， 只 要 将 那里 的 测 
度 灵 换 成 现在 的 4 即 可 。 工 积分 所 具有 的 大 部 分 性 质 对 
一 般 的 测度 空间 上 的 积分 也 是 成 立 的 。 在 测度 空间 中 也 
有 积分 平均 收敛 ， 平方 平 均 收敛 或 更 一 般 的 P 次 平均 收 
伍 的 概念 以 及 相应 的 性 质 。 

环 上 测度 的 廷 拓 对 积分 来 说 ， 采 用 关于 集 的 极限 
运算 不 封闭 的 环 上 的 测度 是 不 够 的 ， 有 用 的 是 环 上 的 
测度 。 然 而 由 于 环 的 结构 比 " 环 的 结构 要 简单 得 多 ， 所 
以 在 环 上 给 出 一 个 测度 或 验证 环 上 的 某 个 非 负 集 函数 是 
否 是 测度 往往 比 在 o 环 上 要 简单 得 多 。 自 然 就 产生 定义 
在 环 全 上 的 测度 是 否 一 定 能 延 拓 成 包含 3 的 最 小 " 环 
29( 且 ) 上 的 测度 的 问题 。 测 度 论 中 证 明了 如 下 重要 定理 ， 
任何 环 上 的 " 有 限 测度 必 可 唯一 地 延 拓 成 包含 它 的 最 小 
= 环 上 的 " 有 限 测 度 。 标 准 的 延 拓 方法 ( 称 为 卡拉 西 奥 
多 里 廷 拓 ) 如 下 设 妥 是 XX 上 的 环 , 4 是 用 上 的 测度 , 令 


(多 )={EIECX, 存 在 4,E 名 (n=1,2,…) 使 FCA}。 
Hd 


So ms) 都 是 完全 的 、 


在 如 (23) 上 定义 必 (E) =inf{ 访 4(4)|A,E 9 (n=1， 


2 EC 局 A4, 称 殿 是 由 4 导出 的 外 测度 。 如 果 X 


的 子 集 B, 对 任何 4AE 名 (加 ) 都 成 立 n*(A)=u*(ANB)+ 
碟 (A\B), 则 称 B 满 足 卡拉 西 奥 多 里 条 件 。 记 名 * 是 
好 (用) 中 满足 卡拉 西 奥 多 里 条 件 的 集 的 全 体 , 则 多 * 是 包 
含 乳 的 = 环 (因而 8 二 9( 凶 )), 而 且 (X,2#,Ax#) 是 完全 
的 测度 空间 并 且 , 对 于 任何 AE 多 ,x*(A) 一 uA), 即 多 * 


上 的 测度 必 是 史上 测度 “的 延 拓 .此 外 ,有 如 下 的 延 拓 
唯一 性 定理 ; 设 4 是 o 环 9iGi= 1,2) 上 的 测度 ， 环 R 己 
站 94。 如 果 轴 ,1 在 号 上 相等 ,并 且 当 由 心 作为 字 
上 的 测度 时 ,多 中 的 集 都 是 " 有 限 的 , 则 p, pm 作为 " 环 
红 家) 上 的 测度 必 相等 ,并 且 9(22) 中 的 集 都 是 " 有 限 的 。 

测度 的 完全 化 和 增补 设 (X,9, 4) 是 测度 空间 ， 如 
果 它 不 是 完全 的 ， 就 有 可 能 出 现 零 测度 的 集 的 子 集 是 不 
可 测 的 ,这 在 许多 场合 是 不 方便 的 因此 就 发 生 测度 的 完 
全 化 的 问题 ,通常 可 用 如 下 增补 法 将 测度 完全 化 。 设 (X， 
,4) 是 测度 空间 , 表示 一 切 4 零 集 的 一 切 子 集 所 组 成 
的 集 类 ， 作 和 集 类 "= {(AUND)N\N,1AE ,N,N,E 7}， 
易 知 9 是 包含 9 的 o 环 ,在 9 上 的 集 函 数 (AUN)N 
Ns)=u(A) 是 9' 上 的 测度 ,并 且 (X, 9', 4') 是 完全 测度 
空间 , 称 (X,9' ,wx ) 为 (X,9,A) 的 完全 化 空间 或 增补 。 

来 积 测度 空间 和 富 比 尼 定 理 ” 设 (X,9),(Y,9) 是 两 
个 可 测 空间 , 称 XxY 的 子 集 AxB(AE 9,BE 9) 为 可 测 
矩形 ,包含 一 切 可 测 和 矩形 的 最 小 环 记 为 2x 了 F, 称 (Xx 
Y，29x29 ) 为 (X, 29) 与 (Y, 9 ) 的 乘积 可 测 空间 。 设 瑟 是 
(XxY,9x39) 上 的 可 测 集 , 即 EE9x3， 则 已 的 任何 工 
截 口 E。= {y|(x,y) EE} 必 是 (Y,F) 的 可 测 集 。 同 样 ,定义 
在 E 上 的 关于 (XxY, x3 ) 的 可 测 函 数 信 x, y), 它 的 
任何 x* 截 口 f.(y)=f(x,y) 必 是 EE。 上 关于 (Y, 9 ) 的 可 测 
函数 。 设 (X, 9,4),(Y,F ,v) 是 两 个 o。 有限 的 测度 空间 ， 
可 以 证 明 存在 唯一 的 SxF 上 的 " 有 限 测度 入 ， 使 得 对 
任何 可 测 矩形 4AxB，X(AxB)=AA)z(B)。 通 常 称 入 
为 4 与 的 乘积 测度 , 记 为 4xv, 并 称 (XxY，9 x 了 F， 
4Xv) 为 (X, 9,4) 与 (Y,F 2) 的 乘积 测度 空间 。 需 要 指 
出 ,即使 (X,9,) 与 (Y,9,y) 都 是 完全 的 ,乘积 测度 空间 
也 未 必 是 完全 的 。 同 工 测度 的 情况 类 似 ， 关 于 重 积分 和 
累 次 积分 关系 的 富 比 尼 定 理 在 一 般 的 乘积 测度 空间 中 也 
成 立 。 

有 限 可 加 测度 设 终 是 X 上 的 w 环 ,4 是 定义 在 9 
上 的 非 负 集 函 数 〈 可 取 值 + ce )， 如 果 满 足 ，CD x( 2)= 
0( 所 是 空 集 ) ,@ 对 任何 有 限 个 互 不 相交 的 A,E9 (n=1， 


2,…,K) 都 成 立 4( 癌 As)= 六 (4)， 则 称 “为 了 上 


的 有 限 可 加 测度 。 例 如 ， 设 {un} 是 定义 在 9 上 的 一 列 
测度 , 并且 对 任何 4AE2,{m(4)} 收 和 伍 。 记 4(4) = 
lim pn(A)。 显 然 是 9 上 的 有 限 可 加 测度 ， 但 未 必 是 


乡 上 的 测度 。 下 面 的 定理 是 重要 的 ; 设 4 是 9 上 有 限 可 
加 测度 ,并 且 对 任何 AE 9,u(A)<o0。 如 果 对 中 任何 


序列 {4sj， 当 Ai 二 4:>…， 且 月 Au -= 时， 都 有 
lim mh)=0, 则 4 必 是 上 的 测度 。 


带 符号 测度 ”也 称 为 广义 测度 。 设 “是 定义 在 9 上 
的 集 函数 (可 取 无 限 大 值 ， 但 士 co 中 最 多 只 有 一 个 被 取 
到 ，, 通 第 规定 一 co 不 被 取 到 ), 如 果 对 任何 一 列 互 不 相交 


的 4sE 2 有 on( 口 he ) = 加 nA4n), 则 称 4 为 上 可 列 


可 加 的 集 函 数 。 称 9 上 满足 上 ( 包 )= 0 的 可 列 可 加 集 函 
数 4 为 2 上 的 带 符号 测度 或 广义 测度 ,例如 , 设 人 x) 是 直 


线 上 的 工 可 积 函 数 ,对 任何 4E2 令 (人 = | fC) dm 


由 工 积分 的 可 列 可 加 性 便 知 是 多 上 的 带 符号 测度 。 
如 果 令 f*(x)=max(fx), 0), 人 "(x)=max(—f(x),0), 


入 CA) = [ft(x) am， 那么 4 均 是 和 上 的 测度 ,并且 


Am 一 Ar 一 上 -， 即 po 可 以 分 解 为 两 个 测度 之 差 。 对 带 符号 
测度 也 成 立 这 种 分 解 ( 称 为 若 尔 当 分 解 )。 设 “是 X 的 " 
环 乡 上 的 带 符 号 测度 , 如 果 集 ECX 使 得 对 任何 AE2， 
4nEE2 并且 MAnE) 是 非 正 数 (或 非 负数 ), 则 称 卫 为 
4 的 负 集 (或 正 集 )。 这 时 , 有 哈 因 分解 定 理 ， 设 4 是 9 
上 带 符号 测度 ， 则 必 有 4 的 负 集 EE， 正 集 F 使 得 ENF= 
多 ,并 且 EUF=X。 称 如 此 的 一 对 集 忆 .F 为 4 的 哈 思 分 
解 。X 对 于 ( 带 符号 测度 ) 4 的 哈恩 分 解 并 不 唯一 ， 如 果 
E、PF, 及 E,、F, 是 X 对 于 4 的 两 个 哈 因 分解 ， 根 据 哈 思 
分 解 定理 , 则 对 任何 AE 9, 必 有 ANE)=p(ANE,)， 
ANF,) ~ p(ANF,)。 据 此 令 4, (4)= p(FNA), 
4-( 有 A)= 一 ENA)， 就 得 到 带 符 号 测度 4 的 若 尔 当 分 
解 定理 ，o 环 上 任何 带 符号 测度 x 必 可 分 解 成 两 个 相 
互 奇异 测度 之 差 ，4=4, 一 4-。 这 种 分 解 是 唯一 的 ,通常 
分 别称 4,,4- 及 14| =ks 二 4- 为 上 的 正 变 差 测度 ， 负 变 
差 测度 及 全 变 差 测度 。 带 符号 测度 的 若 尔 当 分 解 是 有 界 
变 差 函数 的 若 尔 当 分 解 的 推广 。 

关于 带 符 号 测度 的 可 分” 带 符号 测度 实质 上 是 两 个 
测度 4sw- 之 差 因 此 ,在 可 测 空间 (X,9) 上 有 了 带 符号 测 
度 4 后 就 可 定义 关于 h 的 积分 : 设 f 是 E 上 的 可 测 函 数 ， 


如 果 了 对 ,4- 者 可 积 ,就 称 了 关于 4 可 积 ,并 称 | fa 


一 [ae_ 为 了 关于 4 在 了 上 的 职 分 ， 记 为 | Jan。 这 种 积 
分 具有 普通 积分 的 性 质 。 但 需 注意 两 点 ， 第 一 ， 由 于 4 
未 必 是 非 负 的 ， 所 以 当 f>0 时 未 必 | fas> 0， 即 失去 通 


常 积分 的 单调 性 ， 但 成 立 | | ,fax| < | lfldlel 第 二 ,对 


带 符号 测度 x， 命题 P 在 E 上 关于 “几乎 处 处 成 立 是 指 
王 中 使 命题 P 不 成 立 的 点 全 体 包含 在 某 个 |4| 零 集中 。 
测度 的 绝对 连续 性 和 拉 东 - 尼 村 迪 姆 定理 为 了 推 
广 徽 积分 学 中 的 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 , 勤 贝 格 积分 理论 中 
提出 了 绝对 连续 函数 概念 ( 见 有 界 变 差 函 数 )。 绝 对 连续 
函数 及 相应 的 微分 与 积分 的 互 逆 关系 式 在 一 般 测度 论 中 
也 被 推广 了 。 设 (X,9) 是 可 测 空间 ,ws 都 是 9 上 的 带 符 
号 测度 ,如 果 任 何 |4| 等 集 E 都 是 |v| 零 集 , 称 v 关 于 4 绝 
对 连续 , 记 为 >v% 几 例如 前 述 例子 中 的 带 符号 测度 w 就 是 
关于 mm 绝对 连续 的 。 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 ， 设 (X, 9 4) 
是 全 ” 有限 测度 空间 ,” 是 上 带 符号 测度 ,并 且 vp， 
则 存在 唯一 的 (最 多 除 一 个 x 零 集 上 有 差别 之 外 )X 上 可 


测 函 数 了 使 得 对 任何 AE oz(4)= | fdk 成 立 这 是 牛 
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顿 - 莱 布 尼 获 公式 的 推广 )。 通 常 称 了 是 关于 4 的 拉 东 - 
尼 科 这 姆 导数 ,简称 R-N 导数 ， 记 为 -名 -。R-N 导数 具 


有 通常 导数 的 某 些 性 质 。 

测度 的 奇异 、 等 价 和 勒 贝 格 分 解 ” 设 (X，2) 是 可 测 
空间 ，9 是 " 代数 , 4、v 是 9 上 两 个 带 符号 测度 ， 如 果 
vp,4<&v 同时 成 立 , 则 称 4 和 v 等 价 , 记 为 x~v。 例如 
前 述 例子 中 ,如 果 f(x) 处 处 不 等 于 零 , 则 hm。 如 果 存 
在 可 测 集 EE, 使 得 lv1(E)= |u|(X\E)=0, 则 称 4 与 v 是 
奇异 的 , 记 为 +Lv。 例 如 若 尔 当 分 解 中 的 4, 上 4-。 类 似 
于 有 界 变 差 函数 的 勒 风格 分 解 ， 有 如 下 的 分 解 定理 ， 如 
果 (X,9) 是 可 测 空间 ,9 是 代数 ,hv 是 9 上 带 符号 测 
度 ,并 且 |4|、|v| 是 全 0 有限 的 ， 则 有 唯一 的 分 解 式 v= 
yo+m， 其 中 ze vs 都 是 9 上 的 测度 并 且 we 和 im 上 wo。 

作为 测度 和 积分 的 理论 ， 上 面 所 述 的 是 一 般 集合 上 
的 测度 和 积分 ,就 这 一 点 讲 , 它 是 最 广泛 的 理论 。 然 而 适 
应 各 方面 的 需要 ， 还 有 种 种 特殊 的 测度 和 积分 ， 例 如 向 
量 值 函数 积分 ,向 量 值 测度 及 积分 , 群 上 的 哈 尔 测度 及 积 
分 ( 见 群 上 调和 分 析 )， 此 外 还 有 正 处 于 研究 中 的 无 限 维 
空间 上 泛 函 积分 , 取 值 于 具 某 种 拓扑 结构 半 群 上 的 积分 、 
非 交 换 积分 等 。 《 严 绍 宗 “ 舒 五 昌 ) 


Ceyuan Haljing 
《 测 圆 海 镜 》 。 见 李 治 。 
celue diedolfa 
策略 选 代 法 〈policy iteration method) 
动态 规划 中 求 最 优 策略 的 基本 方法 之 一 。 它 借助 于 动态 
规划 基本 方程 ， 交 营 使 用 “ 求 值 计算 "和 “策略 改进 "两 个 
步骤 ， 求 出 逐次 改进 的 、 最 终 达到 或 收敛 于 最 优 策略 的 
策略 序列 。 

例如 ， 在 最 短路 径 问题 中 , 设 给 定 M 个 点 1, 2，…， 
M。 点 M 是 目的 点 ,cw>0 是 点 i 到 点 j 的 距离 i 关 记 
Cu=0, i,j=1, 2,…，M, 要 求 出 点 i 到 点 M 的 最 短路 。 
记 f(i) 为 从 i 到 M 的 最 短路 长 度 。 此 问题 的 动态 规划 基 
本 方程 为 


f(D)= min, [ey+f()], (1 

其 策略 迭代 法 的 程序 如 下 ， 选 定 一 初始 策略 w(i), 在 这 
问题 中 , 策略 uw(i) 的 意义 是 从 点 i 出 发 走 一 步 后 到 达 的 
点 ,而 且 作 为 策略 , 它 是 集 们 ,2,…, M 一 1} 上 的 函数 。 由 
Wo(i) 解 下 列 方程 组 求 出 相应 的 值 函 数 用 (i) 

jo(M)=0, 

fi)=cw0w +foluo(i)] (i=1,2,…,M—1), 
再 由 fo(i) 求 改进 的 一 次 迭代 策略 W(i), 使 它 是 下 烈 最 
小 值 问题 的 解 ， 

min{cu 十 faGtD) (i=1,2,…,M—1). 

然后 , 再 如 前 面 一 样 ， 由 ww(i) 求 出 相应 的 值 函数 人 (i)， 
并 由 fi(i) 求 得 改进 的 二 次 迭代 策略 (i)， 如 此 继续 下 
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去 。 可 见 求解 (1) 的 策略 迭代 法 的 程序 由 下 列 两 个 基本 
步骤 组 成 : a, 

@ 求 值 计算 ”由 策略 u(i) 求 相应 的 值 函数 如 (i， 

即 求 下 列 方程 的 解 ， 
fA(M)=0, 
fi)= cnt + fan(i)], 

(i=1,2,,M-1, n=0,1,2,), 

回 策略 改进 ”由 值 函数 f(i) 求 改进 的 策略 ， 即 求 
下 列 最 小 值 问题 的 解 ， 

min{cw+ fn(u)} 

(i=1,2,,M-1 n=0,1,2,.), 
式 中 规定 ， 如 tn(i) 是 上 一 问题 的 解 , 则 取 wwi(i)= 
hi) 

在 一 定 条 件 下 ， 由 任 选 的 初始 策略 出 发 ， 轮 换 进行 
这 两 个 步骤 ， 经 有 限 步 N 后 将 得 出 对 所 有 ivw+ (办 一 
xxw(i)。 这 样 求 得 的 uw(i) 就 是 最 优 策略 , 相应 的 值 函数 
Jr(i) 是 方程 (1) 的 解 。 

对 于 更 一 般 形式 的 动态 规划 基本 方程 

f(x)= Opt H{x, ,fCO(x, 4)]}, (2) 


这 里 1,H, 为 给 定 实 函数 。 上 述 两 个 步骤 变 成 ， 

@ 求 值 计算 ”由 策略 ww(z) 求 相应 的 值 函数 如 (2)， 
即 求 方程 f(x) 一 H{x,tn(x),fo[P(x,tUn(x)]} 之 解 , n= 
0,1,2,°。 

加 策略 改进 由 值 函 数 如 (xz) 求 改进 的 策略 
tosiz)， 即 求 最 优 值 问题 OptH{x,u,fs[OCx,4)]} 的 解 。 

对 于 满足 适当 条 件 的 方程 (2) 和 初始 策略 ,上 述 两 个 
步 缀 的 解 存在 ,并 且 在 一 定 条 件 下 ， 当 noo 时 ,所 得 序 
列 {f(x)} 与 {un(x)} 在 某 种 意义 下 分 别 收敛 于 (2) 的 解 
和 最 优 策略 。 

策略 迭代 法 最 初 是 由 BR, 贝尔 曼 提出 的 。1960 年 ， 
R.A. 徐 华 德 对 于 一 种 马尔 可 夫 决 策 过 程 模型 ,提出 了 适 
用 的 策略 迭代 法 ,给 出 了 相应 的 收敛 性 证 明 。 后 来 ,发 现 
策略 迭代 法 和 牛顿 迁 代 法 在 一 定 条 件 下 的 等 价 性 ,于 是 ， 
从 算 子 方程 的 牛顿 逼近 法 的 角度 去 研究 策略 迭代 法 ， 得 
到 了 发 展 。 

对 于 范围 很 广 的 一 类 马尔 可 夫 决策 过 程 ， 其 动态 规 
划 基 本 方程 可 以 写成 PTrG7)+ 只 0 式 中 fEV， 
对 所 有 ?YET:r(7)EV,? 为 V~>V 的 线性 算 子 ,为 这 种 
算 子 的 族 , 而 Y 则 是 由 指标 值 函数 所 构造 的 函数 空间 。 假 
设 of AOpt{r(Y) + ?7 人 EV， 当代 7) 是 方程 7(Y)+Y=0 


的 解 时 , 它 是 对 应 于 策略 7 的 指标 值 函 数 。 最 优 策略 ?# 
定义 为 最 优 值 同 题 9pt 了 ?7) 的 解 。 这 时 由 策略 迭代 法 所 
求 得 的 序列 {f} 和 {7%} 满足 下 列 关系 fw = 一 540fn， 
其 中 354, 为 ys 的 逆 算 子 。 当 "是 加 托 可 微 时 ,7w+ 是 
“在 如 处 的 加 托 导数 。 于 是 , 上 面 的 关系 恰好 表达 了 和 牛 
顿 迭代 法 在 算 子 方程 中 的 推广 。 ( 吴 沧 浦 ) 


Cemeiluo 
策 梅 洛 ,E. F. F. (Ernst Friedrich Ferdinand 
Zermelo 1871 一 1953) 德国 数学 家 , 公理 集合 论 
的 主要 开创 者 之 一 。1871 年 7 月 27 日 生 于 柏 林 ，1953 
年 5 月 21 日 卒 于 弗 赖 堡 。1889 
年 大 学 毕业 后 ,研究 数学 ,物理 
和 哲学 ， 1894 年 获 博 士 学 位 ， 
1899 年 执教 于 格 丁 械 ,1905 年 
被 任命 为 教授 。1926 年 被 性 命 
为 弗 赖 堡 大 学 荣誉 教授 ,1935 
年 因 驳 斥 希特勒 的 统治 与 该 校 
失去 联系 ， 直 到 第 二 次 世界 大 
战 后 的 1946 年 才 被 该 校 承认 
复职 。 

策 梅 洛 的 主要 贡献 是 集合 论 基 础 ，1904 年 发 表 的 论 
文 《 每 一 集合 都 能 够 被 良 序 的 证 明 》 不 仅 解决 了 G. 康 托 
尔 的 良 序 问题 ,而 且 给 出 了 一 条 基本 原理 即 选择 公理 (也 
称 为 策 梅 洛 公理 ), 它 有 上 百 种 等 价 形式 ， 已 应 用 于 几乎 
每 一 个 数学 分 支 , 成 为 一 个 独立 的 研究 领域 。 他 在 1908 
年 发 表 的 论文 《集合 论 基础 研究 1»》 中 建立 了 第 一 个 集合 
论 公理 系统 ,给 出 了 外 延 , 空 集合 ,并 集合 ,村 集合 分离、 
无 穷 与 选择 等 公理 ,A. A. 弗 伦 克 尔 和 A.T. 斯 科 朗 又 作 
了 改进 , 增加 了 壹 换 公理 , J. 冯 诺 伊 蝎 进 一 步 提出 了 正 
则 公理 ， 后 经 策 梅 洛 的 总 结构 成 了 著名 的 集合 论 公 理 系 
统 ZF， 形成 了 公理 集合 论 的 主要 基础 。 

策 梅 洛 对 物理 ,数学 应 用 一 直 有 浓厚 的 兴趣 ,在 变 分 


法 ,气体 运动 学 等 方面 也 有 研究 。 《 张 锦 文 ) 
chozhl 
插值 〈interpolation) 。 在 离散 数据 的 基础 上 补 


持 出 连续 浮 数 。 是 计算 数学 中 最 基本 和 常用 的 手段 ， 是 
函数 通 近 的 重要 方法 。 利 用 它 可 通过 函数 在 有 限 个 点 处 
的 取 值 状况 ,估算 该 函数 在 别处 的 值 。 早 在 公元 6 世纪 ， 
中 国 刘 煌 已 将 等 距 二 次 插值 法 用 于 天 文 计算 ;17 世 纪 ， 
工 牛顿 和 了 格雷 果 里 建立 了 等 距 结 点 上 的 一 般 播 值 公 
式 。18 世纪 , 本-L. 拉 格 天 日 给 出 了 更 一 般 的 非 等 距 结 点 
上 的 插值 公式 。 在 近代 ， 插 值 法 是 观测 数据 处 理 和 函数 
制 表 所 常用 的 工具 ,又 是 导出 其 他 许多 数值 方法 (例如 数 
值 积 分 、 非 线性 方程 求 根 、 微 分 方程 数值 解 等 ) 的 依据 。 

插值 问题 的 提 法 是 :假定 已 知 区 间 [4,bJ 上 的 实 值 函 
数 用 x) 在 该 区 间 中 n+1 个 互 不 相同 的 点 Xosx1，…， zn 
处 的 值 是 代 x。),f(x,),…,f(xn), 要 求 估 算 f(x) 在 [a,b] 
中 某 点 <= 坏处 的 值 。 插 值 的 作法 是 ， 在 事先 选 定 的 一 


个 由 简单 函数 所 构成 的 含 n+1 个 参数 Co,C1,…, Cs 的 
函数 类 9(Co,C， …，Co) 中 求 出 满足 条 件 
p(X)=f(x) (i=0,1,…,n) (1) 


的 函数 P(x), 并 以 p(x) 作为 作对) 的 估 值 。 此 处 ， 函 数 
天 x*) 称 为 被 插 函 数 ; Xo,x,，,…，xn 称 为 插值 结 点 ;2 (C。， 
Ci，*…，Cn) 称 为 插值 函数 类 ， 式 (1) 称 为 插值 条 件 。 


ZB(Co,Ci，…,C,) 中 满足 插值 条 件 (1) 的 函数 p(x) 称 为 插 
值 函 数 。 误 差 函 数 
R(x)=f(x)—p(x) 
称 为 插值 余 项 ， 它 标志 着 插值 的 精度 。 此 外 ， 当 估 值 点 
元 属于 包含 结 点 ze,z,…*zo 的 最 小 闭 区 间 时 , 称 相应 的 
插值 为 内 插 , 否 则 称 为 外 插 。 
多 项 式 柏 值 “ 播 值 函数 类 取 成 代数 多 项 式 类 的 情 
形 ,是 最 常用 的 一 种 插值 。 此 时 对 [a,b] 上 的 任何 实 值 函 
数 人 x) 都 相应 地 有 唯一 的 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 p(x) 
满足 插值 条 件 (1)。p(x) 称 为 f(x) 的 插值 多 项 式 。 当 fx) 
在 [0,b] 上 n+1 次 可 微 时 ， 插 值 余 项 为 
R(x)=f(x)—p(x) 
fon (8) 
n+ D1 
式 中 是 在 包含 x*,x。,x1,…，, xm 的 最 小 闭 区 间 中 的 某 一 
点 


(x— Xo)(x— Xx) (xz 一 xm 


下 面 两 种 插值 公式 是 p(*) 的 具体 表达 式 : 
Q 拉 格 朗 日 插值 公式 PC)= 以 1(zolt(e)， 
式 中 


Lz)= Cs 


x— 


称 为 拉 格 朗 日 插值 公式 的 基 范 数 。 它 们 具有 性 质 


jl (=i), 
x)= 10 (入 


特别 当 n=1 时 ， 插 值 多 项 式 简化 为 


2 一 加 一 各 
加 
汪 +f (x,) Ee 


其 几何 图 像 为 通过 点 (xo, f(xo)) 和 (x1,f(x,)) 的 直线 , 因 
此 被 称 为 线性 插值 公式 。 类 似 的 理由 , 当 n=2 时 相应 的 
值 公式 称 为 抛物 线 插值 公式 。 
@ 牛顿 插值 公式 
P(X)=f(Xo) +f(xo XX— xo) + 


p(x)=f(x0) 


十 大 xzoyxi An) XT— XOX— XX Xn) 
式 中 天 xosx4…,z) 为 函数 人 x) 在 点 xo,x1,…， zu 上 的 
k 阶 差 商 (或 均 差 )。 各 阶 差 商 由 下 列 递 推 方式 定义 
fxsx) fxs) 


f(xosx1, Xa) = 


Xo—Xs 


了 ze xz 


CE A ya》 
EF 和 
天 阶 差 商 与 函数 世 zx) 在 结 点 上 的 值 之 间 有 下 列 关系 ， 
flxos zi yz) 
fx) 


FAW) FR) (tx) 
拉 格 朗 日 插值 公式 和 牛顿 插值 公式 是 同一 插值 多 项 
式 p(x) 的 不 同 表 现形 式 。 前 者 结构 紧 次、 意义 清晰 和 便 
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于 理论 分 析 ; 后 者 在 实际 计算 时 较为 方便 : 若 要 增加 新 的 
插值 结 点 ,只 需 相应 地 添加 新 的 项 即 可 。 
对 于 等 距 的 插值 结 点 , 即 当 
=x0+ih (i=0,1,.…,n) 
时 ,经 过 变数 蔡 换 x*=x。+ 雪 ， 上 述 牛顿 插值 公式 转化 为 
牛顿 向 前 插值 公式 
t tt 一 1) As, 
P(xotth) = tT Ayo+ i Aiyot+ 
+ te Aryo, 


此 处 A* 表 示 步 长 为 h 的 k 阶 差分 算 子 ,其 定义 是 ， 
Ary,=y,=f(x), 
My = A Yen A IY (k=1,2,",n), 

埃 尔 来 特 杆 值 ”插值 条 件 带 微 商 的 插值 ， 其 插值 条 
件 为 

H(x)=f(x), Hx)=f(x) (i=0,1,%,n), 
在 所 有 次 数 不 超 过 2n+ 1 的 多 项 式 中 ， 满 足 上 述 插值 条 
件 的 多 项 式 是 存在 和 唯一 的 ， 并 可 表 为 


HO BV- 2x xd) 


+f'(x) x— Xxx)}, 《3) 

式 中 1《x) 由 (2) 式 定义 。H (x) 称 为 函数 fx) 的 埃 尔 米 
特 插值 多 项 式 。 当 f(x) 在 [ec,b] 上 2n+2 次 可 微 时 ,插值 
余 项 为 

R(x)mf(x)—H(x) 

Dd 入? 多 XX) (XA) (xX), 

式 中 ?是 在 包含 *,X，,Xx4,，…,xn 的 最 小 闭 区 间 中 的 某 一 
点 。 由 于 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 在 结 点 处 不 但 与 被 插 函 数 
取 值 相同 而 且 变 化 率 也 相同 ， 因 此 它 通 常 比 拉 格 朗 日 插 
值 多 项 式 能 更 好 地 近似 被 插 函 数 。(3) 是 一 种 最 基本 、 最 
重要 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 此 外 ,在 插值 结 点 上 ,作为 
播 值 条 件 , 还 可 以 给 出 逐次 高 阶 微 商 值 ,并 且 在 每 个 结 点 
上 的 插值 条 件 个 数 可 以 是 互 不 相同 的 。 

古典 的 有 限 项 泰勒 展开 式 也 可 看 作 是 埃 尔 米 特 插值 
多 项 式 ,其 所 有 的 插值 条 件 都 加 在 一 个 点 上 。 反 之 ,也 可 
将 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 看 作 是 多 中 心 泰勒 展开 式 。 

分 段 枯 值 ”在 实用 中 很 少 采 用 高 次 多 项 式 插值 ( 例 
如 7.8 次 以 上 的 多 项 式 插值 ), 因为 在 被 插 函 数 不 够 光滑 
或 插值 结 点 选择 不 当时 ， 高 次 插值 多 项 式 常常 在 被 插 函 
数 附近 激烈 地 摆动 ,不 能 逼近 被 插 函 数 ， 再 者 ,高 次 插值 
多 项 式 常常 将 插值 条 件 的 数据 中 含有 的 误差 过 分 地 放大 
,在 实用 中 ,往往 是 先 将 全 区 间 分 成 许多 小 
后 在 每 个 小 区 则 上 ,采用 低 次 插值 (例如 一 次 、 二 
次 或 三 次 插值 )。 通常 称 这 样 的 方法 为 分 段 插值 法 。 如 将 
小 区 间 的 端点 取 为 插值 结 点 ， 则 相 邻 区 间 的 两 插值 多 项 
式 在 公共 结 点 处 将 取 相同 的 值 ， 即 两 段 多 项 式 曲线 在 公 
共 结 点 处 衔接 。 实 践 表明 ， 用 分 股 的 低 次 插值 多 项 式 逼 
近 被 插 函 数 往往 比 在 全 区 间 上 用 高 次 插值 多 项 式 逼近 效 
果 好 。 
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样 条 插值 ”一 种 非 局 部 性 的 分 段 插值 。 在 每 个 分 毁 

点 处 相 邻 插值 曲线 段 的 衔接 具有 一 定 的 光滑 度 。 最 常用 

的 一 种 是 三 次 多 项 式样 条 插值 :给 定 结 点 x。<x1<… <x。 

和 相应 的 函数 值 人 x。), fx,),，…, 了 (x,)， 取 内 结 点 zy 

a，…， Xn-4 作为 分 段 点 ,寻求 一 个 插值 函数 S(x), 它 在 

每 个 小 区 间 [z,-bzxi](Gi= 1, 2,…, n) 上 分 别 都 是 三 次 多 

项 式 ,在 结 点 处 满足 插值 条 件 

S(x)=f(x) (i=0,1,,n), 

并 在 每 个 分 豚 点 处 满足 直到 二 阶 微 商 的 连续 性 条 件 
S(x,—0)=S(x,+0), S(x,—0)=S'(x,+0), 
S"(x,—0)=S"(x+0) (i=1,2,…,n—1)。 

这 里 共有 4n 一 2 个 条 件 ,而 分 段 三 次 多 项 式 SC(x) 在 每 个 

小 区 间 上 各 含有 4 个 系数 ,共计 4n 个 待定 系数 ,因此 ,在 

端点 x。 入 处 各 给 定 一 个 边界 条 件 之 后 ， 插 值 问题 可 

唯一 定 解 。 更 一 般 地 , 若 插值 函数 SCx) 为 分 段 k 次 多 项 

式 ， 在 诸 结 点 上 取 给 定 值 并 且 在 各 分 段 点 处 有 直到 k 一 1 

阶 的 连续 微 商 , 则 S(x) 称 为 上 次 多 项 式样 条 插值 。 
三 角 村 值 ”插值 函数 类 为 三 角 多 项 式 类 的 情形 。 当 

被 播 函数 人 (x) 是 以 2 为 周期 的 函数 时 ， 通 常用 nt 阶 三 

角 多 项 式 

T(x)=a,+a Cos x+b, sin 工 十 Ga COS 2x 
十 ba sin 2x+ .+ Gn 008 nx+ bn Sin nx 

作为 插值 函数 类 。 对 于 任 取 的 2n+1 个 不 同 的 实 数 x。， 

xi …， Xans 只 要 它们 两 两 之 差 都 不 是 2r 的 整数 倍 ， 则 

满足 插值 条 件 

T(x)=f(x) (i=0,1,.%,2n) 

的 阶 数 不 超 过 的 三 角 插值 多 项 式 T(x) 是 存在 而 且 唯 

一 的 。 同 拉 格 朗 日 插值 公式 的 结构 相似 , T(x) 可 通过 如 

下 的 高 斯 三 角 插值 公式 表 出 : 


T(x)= 六 1 


sin hn i 2 
Sin i 
有 理 枯 值 插值 函数 类 取 成 有 理 函数 类 的 情形 。 当 
被 插 函 数 具 有 极点 或 其 他 奇 点 时 ， 用 有 理 插值 往往 很 有 
效 。 假 定 已 知 被 插 函 数 人 x) 在 m+n+1 个 互 不 相同 的 
点 ,Xis"…sxmsn 处 的 值 为 人 Xo), 作 x4)，…sf(xm+n)。 有 
理 插值 就 是 求 一 个 形 如 


Go+ x+ 二 QnX™ Pn(X) 
Rint) DD tb Ox) 
的 有 理 分 式 函 数 ,使 其 满足 插值 条 件 


Rnn(X)=f(x) (i=0,1, ,m+n), 
并 以 Rn,n(x) 作 为 f(x) 的 近似 。 若 Rn, s(x) 的 分 子 和 分 
母 有 公 因 式 , 则 可 以 把 它们 约 掉 ,将 所 得 的 既 约 分 式 和 原 
来 的 分 式 看 作 同 一 分 式 。 满 足 上 述 插值 条 件 的 有 理 分 式 
Rn(x) 有 时 可 能 不 存在 ， 但 在 很 多 情况 下 这 种 插值 有 
理 分 式 是 存在 而 且 唯 一 的 ,其 系数 o 和 b, 可 通过 解 由 插 
值 条 件 导出 的 线性 方程 组 @s(x)f(x)=Pn(x)(i=0， 


1，m+m) 加 以 确定 。 


多 元 插值 “一 元 插值 法 的 多 元 推广 。 其 插值 函数 类 
可 取 为 多 元 多 项 式 ,多 元 三 角 函数 ， 多 元 样 条 ， 多 元 有 理 
分 式 等 。 
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chongqulu Limon kongjion 
常 曲率 黎 曼 空 间 (Riemannian space of con- 
stant curvature) 截面 曲率 为 常数 的 黎 曼 流 形 ， 
它 包 括 了 欧 氏 空间 、 球 面 , 双 曲 空间 为 其 特例 。 在 曲面 论 
中 ,高 斯 曲率 为 常数 的 曲面 局 部 地 为 球面 (K>0), 平 
面 (K=0) 或 双 曲 平面 (K<0)。 在 高 维 时 高 斯 曲率 的 自 
然 推广 为 截面 曲率 ( 见 獒 更 几何 学 )。 如 果 黎 曼 流 形 M 上 
任何 点 处 的 任何 二 维 切 平面 ， 其 相应 的 截面 曲率 均 为 常 
数 K， 则 称 此 黎 曼 流 形 为 常 曲率 歼 曼 空 间 。 又 称 常 曲率 
空间 。 由 著名 的 舒 尔 定理 知道 ， 如 果 dim M>3 并 且 M 
上 每 处 的 截面 曲率 的 数值 与 二 维 切 平面 的 选取 无 关 ， 则 
截面 曲率 也 必 与 点 的 选取 无 关 ， 即 它 必 为 常 曲 率 黎 曼 空 
间 。 局 部 地 ， 常 曲率 K 的 n 维 黎 曼 流 形 的 黎 曼 曲 率 张 量 
可 表 为 Ruw=K(gwguw 一 gugu)。 此 处 gu 为 歼 曼 流 形 的 
度量 张 量 ，1<i, j,k, 1<n。 在 适当 的 坐标 系 下 它 的 黎 
曼 度量 为 

a ty 
[+ 二 (xzo:+…+Cxo9] 


局 部 地 , 它 是 n 维 球面 (K>0)、 欧 氏 空间 (K=0) 或 双 曲 
空间 (K<0)。 整 体 地 说 ， 单 连通 的 完备 常 曲率 空间 只 能 
是 下 列 三 种 , 球面 、 欧 氏 空间 和 双 曲 空间 。 如 不 单 连通 ， 
则 其 通用 覆盖 流 形 必 为 上 述 三 类 之 一 。J. A. 沃 尔 夫 已 
完全 解决 了 以 球面 为 其 通用 覆盖 的 紧 致 的 正常 曲率 空间 
的 分 类 。 
人 们 对 常 曲率 黎 曼 空间 感 兴趣 的 原因 在 于 这 类 黎 曼 
流 形 结构 简单 ,具有 最 大 的 对 称 性 ( 即 容 有 最 大 参数 的 运 
动 群 ), 直 观 地 说 ， 这 类 空间 是 均匀 各 向 同性 的 。 它 也 同 
时 作为 共 形 平坦 空间 、 爱 因 斯 坦 空 间 、 齐 性 黎 曼 流 形 或 对 
称 黎 曼 空间 等 特殊 黎 曼 流 形 的 一 类 重要 的 例子 。 把 它 作 
为 模型 研究 清楚 以 后 ， 通 过 与 这 些 标准 的 模型 进行 诸如 
曲率 等 几何 量 的 比较 ， 从 而 可 得 到 对 一 般 黎 曼 流 形 的 一 
系列 几何 和 拓扑 的 性 质 。 
参考 书目 
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changwelfen fangcheng 
常 微分 方程 (ordinary differential equation) 
包括 一 个 自 变量 和 它 的 未 知 水 数 以 及 未 知 函数 的 微 商 的 
等 式 。 运 动 着 的 物体 的 位 置 (x, y, z) 是 随时 间 上 的 变化 
而 变化 的 。 按 牛顿 运动 定律 , 力 等 于 质量 乘 加 速度 ， 它 牵 
涉 到 x、y、z 对 于 + 的 二 阶 微 商 ,这 就 可 用 常 微分 方程 表 
示 。 例 如 ,在 大 地 上 的 自由 落体 运动 ,可 以 用 下 面 的 常 微 
分 方程 来 描述 ， 
dz 
本 ”下 (1) 
式 中 9 是 重力 加 速度 , z 是 铅 直 位 置 。 
一 般 说 来 ,如 果 y 是 自 变量 x 的 函数 , 则 y 的 常 微分 
方程 可 以 表达 为 
fy 
式 中 下 是 它 所 依赖 的 n+2 个 变量 的 函数 ，n 为 正 整 数 。 
由 自 变量 x 的 n 个 未 知 函 数 妈 ,8,，,… ,ym 的 m 个 常 微分 
方程 
dy ym 


LE CHE PENT 
Ee) 12 m), (3) 
所 形成 的 一 组 方程 称 为 常 微 分 方程 组 ,其 中 ,ns，…， 
nm 为 非 负 整数 。 如 果 一 个 常 微分 方程 (组 ) 关于 所 有 未 
知 函 数 及 其 各 阶 微 商都 是 线性 的 ， 则 称 为 线性 常 微分 方 
程 (组 ); 否 则 , 称 为 非 线 性 常 微分 方程 (组 )。 
如 果 能 由 (2) 解 出 最 高 阶 微 商 , 则 得 到 
型 -fen 证 )， (0) 
式 中 了 是 它 所 依赖 的 n+ 1 个 自 变量 的 函数 。 这 种 就 最 
高 阶 微 商 解 出 的 辣 分 方程 ， 称 为 正规 型 微分 方程， 而 称 
(2) 为 隐 微 分 方程 。 任 一 正规 型 微分 方程 (4) 与 微分 方程 
组 


Ws =f(x3y Yen) 


是 等 价 的 ,因此 (4) 总 可 以 化 成 一 个 与 之 等 价 而 形 如 

We py) lt) 8) 
的 正规 型 方程 组 。 对 于 微分 方程 组 (3), 也 有 上 述 相似 的 
结果 ， 即 任 一 正规 型 微分 方程 组 也 可 化 为 等 价 的 而 形 如 
《5) 的 正规 型 方程 组 。 


满足 常 微分 方程 的 函数 称 为 常 微分 方程 的 解 ， 也 就 
是 说 ,对 方程 (2), 如 果 有 函数 p(x), 在 x 轴 的 某 区 间 工 上 


有 定义 ， 具 有 从 1 阶 到 nn 阶 的 微 商 29， 时，…， 
9 日 消 中 


F(x wz， SE , .., SRE)=0 
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对 所 有 xE1, 则 称 9(t) 为 方程 (2) 在 区 间 上 的 解 。 常 
微分 方程 研究 的 内 容 包括 解 的 基本 性 质 (如 存在 性 、 唯 一 
性 等 )、 解 的 解析 表达 式 或 近似 的 解析 表达 式 、 解 的 定性 
性 质 (如 运动 稳定 性 、 周 期 解 的 存在 性 等 ) 以 及 解 的 数值 
解法 。 

常 微 分 方程 的 形成 和 发 展 是 与 力学 、 天 文学 .物理 学 
及 其 他 自然 科学 技术 的 发 展 互相 促进 和 互相 推动 的 。 数 
学 的 其 他 分 支 的 新 发 展 如 复 变 函数 、 李 群 , 组 合 拓扑 学 等 
都 给 常 微分 方程 的 发 展 以 深刻 的 影响 。 当 前 计算 机 的 发 
展 为 常 微分 方程 的 应 用 及 理论 研究 提供 了 非常 有 力 的 工 
具 。 常 微分 方程 研究 的 历史 发 展 大 体 可 分 为 四 个 阶段 ， 
18 世纪 及 其 以 前 ，19 世纪 初期 和 中 期 ; 19 世纪 末期 及 
20 世纪 初期 ,以 及 20 世纪 中 期 以 后 。 

18 世 纪 及 其 以 前 是 常 微分 方程 产生 和 发 展 的 第 一 个 
阶段 。 质 点 动力 学 是 这 个 阶段 研究 的 问题 的 主要 来 源 之 
一 。 例 如 牛顿 建立 了 太阳 系 行星 运动 方程 

SD = -om TR (0 
并 求 出 其 通 解 的 显 式 解析 表达 式 。 这 里 上 是 时 间 ,R(t) 一 
《x(t), y(t), z(t)) 是 以 太阳 为 原点 的 直角 坐标 系 中 行星 
的 位 置 ，G 是 万 有 引力 常数 ，M 是 太阳 质量 。 

这 个 阶段 主要 是 求 常 微分 方程 的 通 解 ， 亦 即 对 于 方 

程 (2) 求 含有 个 任意 常数 C1,c;,…,6s 的 形 如 

y=Y(xyc ces cn) (7) 
的 解 。 对 于 方程 组 (3), 则 要 求 含有 m 二 ma 十 … 十 mm 个 任 
意 常数 的 解 组 。 

这 个 阶段 的 成 果 有 :G.W. 策 布 尼 英 关于 齐 次 方程 和 
线性 方程 的 通 解 ! 雅 各 布 第 一 ' 伯 努 利 提出 并 解决 、 现 命 
名 为 伯 努 利 方程 的 特殊 非 线性 方程 

开 +PCoOy=QGz)am， (8) 
工 . 欧 拉 等 得 到 的 常 系数 线性 常 微分 方程 的 通 解 ; 以 及 利 
用 变换 x=e: 将 网 拉 方 程 


Ca 
or dy toe! 二 oO (9) 


化 为 常 系数 线性 方程 。 

但 是 , 求 显 式 通 解 的 可 能 性 十 分 有 限 ,上 述 努 力 经 过 
一 段 时间 便 停滞 下 来 。 当 时 若干 实际 问题 又 迫切 需要 解 
决 ,例如 新 兴 的 航海 事业 需要 计算 月 球 的 运动 ,这 类 问题 
只 能 用 数值 方法 近似 求解 ， 欧 拉 折 线 法 便 是 这 一 方向 的 
开始 工作 。 到 近代 电子 计算 机 出 现 以 后 ， 常 微分 方程 的 
数值 解法 发 展 成 一 个 重要 的 分 支 。 

19 世纪 初期 和 中 期 是 数学 发 展 史 上 的 一 个 转变 时 
期 。 数 学 分 析 的 基础 , 群 的 概念 , 复 变 函数 的 开创 等 都 在 
这 个 时 期 。 常 微分 方程 深 受 这 些 新 概念 和 新 方法 的 影响 ， 
进入 了 它 发 展 的 第 二 个 阶段 ,19 世纪 初期 ,A.-L. 林 西 等 
人 建立 了 数学 分 析 ( 又 称 分 析 学 ) 的 基础 。 无 限 、 极 限 、 连 
续 、 可 微 等 等 概念 得 到 了 精确 的 意义 。 柯 西 也 是 复 变 函 
数论 的 英 基 人 之 一 。 将 这 些 概念 和 方法 应 用 于 常 微分 方 
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程 ， 柯 西 创造 性 地 将 常 微分 方程 的 研究 由 实数 域 扩展 到 
复数 域 。 在 方程 右 方 是 解析 函数 的 条 件 下 ， 第 一 个 严格 
地 证 明了 解 的 存在 性 和 唯一 性 他 用 寡 级 数 展 开 求解 时 ， 
研究 的 是 对 于 特定 的 初 值 求 相 应 的 解 ， 这 有 别 于 第 一 阶 
段 求 仿 有 任意 常数 的 通 解 。 这 种 求解 满足 特定 的 初始 条 
件 的 常 微分 方程 的 问题 称 为 常 微分 方程 的 柯 西 问题 或 定 
解 问题 ,通常 又 称 为 初 值 问题 。 

在 常 微分 方程 的 问题 的 提 法 方面 ， 除 通 解 问题 和 初 
值 问题 外 , 这 个 阶段 还 出 现 了 由 C.-F. 斯 图 姆 及 本 刘 维 
尔 开创 的 边 值 问题 与 特征 值 问题 的 研究 领域 。 这 类 问题 
最 初 来 源 于 热传导 和 弦 振 动 等 实际 同 题 ， 并 以 偏 微 分 方 
程 的 边 值 及 初 值 问题 的 形式 出 现 。 在 利用 分 离 变 量 法 后 ， 
变 成 了 常 微分 方程 ,但 方程 中 带 有 待定 的 参数 , 称 为 特征 
值 ,这 些 特 征 值 要 由 解 必 须 满足 边界 条 件 (如 弦 振 动 要 满 
足 两 端 固定 ) 而 定 。 这 类 问题 以 后 在 弹性 力学 .量子 力学 
中 成 为 很 关键 的 问题 。 

H. 虑 加 菜 曾 经 将 代数 方程 求 根 的 问题 ( 见 代数 学 ) 
和 常 微分 方程 求解 问题 的 历史 发 展 作 过 对 比 ， 这 种 对 比 
既 直 观 又 富有 成 果 。 如 ，(D 1824 年 ，N.H. 阿 贝尔 证 明 
五 次 代数 方程 没有 一 般 的 用 根 式 求解 的 公式 ， 从 而 结束 
了 一 般 代数 方程 求 根 式 通 解 的 企图 。 类 似 地 , 1841 年 刘 
维尔 证 明了 下 述 的 黎 卡 提 方 程 

CN 
有 且 只 有 在 v 为 非 负 整数 时 才 有 “初等 解 "， 亦 即 经 过 有 
限 次 的 初等 运算 求 得 的 显 式 解 ， 从 而 结束 了 一 般 常 微分 
方程 求 通 解 的 企图 。@1832 年 ,E. 如 罗 瓦 创造 了 省 的 概 
念 ， 并 将 代数 方程 的 根 用 根 式 表达 的 可 能 性 和 代数 方程 
的 根 组 成 的 置换 群 的 可 解 性 相 联系 ， 得 到 可 能 性 的 充分 
必要 条 件 是 可 解 性 。 类 似 地 ,1874 年 M. S. 李 将 群 的 概 
念 用 于 常 微分 方程 ， 引 入 了 将 常 微分 方程 的 解 变 为 解 的 
连续 变换 群 的 概念 。 当 连续 变换 群 已 知 时 ， 常 微分 方程 
的 积分 因子 即 可 显 式 地 写 出 ， 从 而 解决 了 解 的 可 积 性 问 
题 。 这 些 工作 从 正 反 两 方面 将 常 微分 方程 的 理论 提高 到 
一 个 新 的 水 平 。 

19 世纪 末期 和 20 世纪 初期 是 常 微分 方程 发 展 的 第 
三 个 阶段 ,这 个 阶段 常 微分 方程 在 三 个 方面 有 重大 发 展 ， 
都 与 庞 加 莱 的 工作 相 联 系 。 

第 一 是 关于 常 微分 方程 的 解析 理论 的 研究 。 在 柯 西 
之 后 ,重点 转向 大 范围 的 研究 。C. A. 布 里 奥 和 J.-C. 布 
凯 由 常 微 分 方程 出 发 建立 椭 贺 函数 的 一 般 理 论 , B. 黎 曙 
和 工 工 . 富 克 斯 关于 线性 方程 的 理论 ， 以 及 富 克 斯 和 庞 
加 莱 关 于 一 阶 非 线性 方程 的 理论 ,最 后 是 庞 加 莱 和 F. 克 
莱 因 的 自 守 函数 理论 。 形 象 化 地 说 ,如 果 将 椭圆 函数 看 作 
是 环 面 上 的 解析 函数 ， 则 一 般 的 自 守 函数 便 可 看 成 是 在 
一 般 有 向 二 维 闭 曲面 上 所 定义 的 解析 函数 ， 这 些 自 守 函 
数 都 可 用 某 种 常 微分 方程 来 描述 。 自 守 函数 的 研究 完整 
地 解决 了 代数 微分 的 积分 问题 。 

组 合 拓扑 学 为 微分 方程 的 全 局 研究 提供 了 背景 。 常 


(10) 


微分 方程 和 组 合 拓扑 学 互相 支持 ， 共 同 前 进 。 

第 二 是 常 微分 方程 实 域 定 性 理论 的 创立 。 在 代数 学 
中 ， 五 次 代数 方程 没有 一 般 的 根 式 求解 公式 这 一 事实 并 
不 妨碍 斯 图 姆 创立 用 代数 方法 决定 实 根 个 数 的 新 成 就 。 
类 似 地 ,在 非 线性 方程 一 般 不 能 求 "初等 解 "的 事实 下 , 庞 
加 莱 开 创 了 常 微分 方程 实 域 定性 理论 这 一 新 分 支 。 它 的 
特点 是 :由 复 域 的 研究 又 转 到 实 域 的 研究 , 由 函数 的 研究 
转 到 曲线 的 研究 , 由 个 别 解 的 研究 转 到 解 的 集体 的 研究 ， 
由 解 的 解析 性 质 的 研究 转 到 解 所 定义 的 积分 曲线 的 几何 
拓扑 性 质 的 定性 研究 ， 由 应 用 等 式 转 到 应 用 不 等 式 。 庞 
加 莱 将 他 的 论文 定名 为 《 论 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 》 
是 突出 了 他 所 研究 的 主题 和 应 用 的 方法 。 

这 一 新 分 支 的 内 容 包括 奇 点 附近 积分 曲线 的 分 布 
极限 环 ( 即 孤立 周期 解 ) 奇 点 的 大 范围 分 布 . 环 面 上 的 积 
分 曲线 ,以 及 三 维 空间 周期 解 附近 积分 曲线 的 情形 等 等 。 
这 些 主题 后 来 都 得 到 极 大 的 发 展 。 

高 维 空间 奇 点 附近 积分 曲线 随时 间 发 展 的 定性 研究 
在 1892 年 被 A. M. 李 亚 普 诺 夫 发 展 成 为 一 个 专门 的 新 
分 支 一 一 运动 稳定 性 。 庞 加 莱 在 平面 上 引入 的 “无 切 环 
线 " 的 概念 被 " 李 亚 普 诺 夫 函数 "的 概念 推广 到 高 维 空间 ， 
成 为 控制 理论 的 有 力 工具 。 

极限 环 ， 即 孤立 周期 解 ， 已 成 为 许多 实际 问题 的 核 
心 ， 例 如 在 无 线 电 技术 中 的 范 德 坡 方程 

人 ta-D 吾 +z=0 (人 >0， (1) 
便 是 非 线性 方程 产生 孤立 周期 振荡 的 典型 例子 。 

奇 点 大 范围 分 布 的 研究 与 组 合 拓扑 学 的 研究 在 庞 加 
莱 的 工作 中 是 双生 的 兄弟 关系 。 

环 面 上 的 微分 方程 的 研究 成 为 后 来 迅速 发 展 的 流 形 
上 的 微分 方程 的 研究 的 最 典型 的 特例 。 

空间 中 的 解 曲线 的 性 质 的 研究 ， 特 别 是 "三 体 问题 ” 
的 研究 促使 G. D. 伯 克 窒 夫 于 1927 年 开创 了 动力 系统 
这 一 新 分 支 。 

第 三 是 摄 动 理论 即 小 参数 理论 的 创立 。 由 于 天 体力 
学 ， 特 别 是 “三 体 问题 "的 需要 ， 庞 加 羔 总 结 了 天 文学 家 
A. 林 斯 泰 特等 人 的 方法 ， 系 统 地 整理 在 《天 体力 学 的 新 
方法 》 一 书 中 ,并 加 以 发 展 成 为 摄 动 理论 。 

20 世纪 中 期 起 ， 常 微分 方程 的 发 展 既 深 又 广 ， 进 入 
了 一 个 新 的 阶段 ,包括 了 四 个 方面 的 工作 。 

第 一 是 由 于 工程 技术 的 需要 而 产生 新 型 问题 和 新 的 
分 支 。 例 如 工程 控制 论 中 火箭 发 动机 中 燃烧 过 程 由 于 时 
滞 现 象 而 产生 的 带 有 时 滞 的 常 微分 方程 或 称 人 微分 差分 方 
得 


Dn lp) npt—D+ At— D) (r>0,(12) 


这 里 中 (D 不 仅 依 骸 于 时 的 pb， 而 且 还 依赖 于 (一 


时 的 g(t 一 5) 和 u(t 一 r)。 这 样 便 产生 了 微分 差分 方程 ， 
以 及 更 广义 的 光 函 徽 分 方程 。 又 如 由 于 空气 中 的 满 流 对 
于 飞行 中 飞机 机 横 所 引起 的 干扰 对 飞机 运动 的 影响 ， 这 


里 常 微分 方程 带 有 随机 摄 动 项 ， 如 
m+ 六 + (k++ oy=x, 


式 中 x 是 随机 输入 ,a 是 反馈 参数 。 这 类 问题 产生 了 常 微 
分 方程 和 概率 论 之 间 的 一 个 新 分 支 一 一 随机 微分 方程 。 

第 二 是 由 于 应 用 问题 需要 解析 形式 的 解 ， 虽 然 明 知 
一 般 非 线性 问题 得 不 到 精确 的 解析 形式 的 解 ， 但 退 而 要 
求 给 出 近似 的 解析 形式 的 解 。 这 方面 包括 PLK( 庞 加 莱 - 
莱特 希 尔 - 郭 永 剑 ) 方 法 、WKB( 文 策 尔 -克拉 默 斯 - 布 里 
尤 安 ) 方 法 .KB6M( 克 雷 洛 夫 - 博 格 柳 博 夫 - 米 特 罗 波 利 斯 
基 ) 方 法 多 尺度 法 ,匹配 法 、 奇 摄 动 法 、 区 域 分 析 法 ， 等 
等 ， 以 及 由 于 电子 计算 机 的 出 现 而 产生 的 其 他 近似 的 解 
析 形 式 的 解 的 求法 。 

第 三 是 电子 计算 机 的 出 现 与 发 展 对 于 常 微分 方程 研 
究 的 推动 及 由 此 产生 的 成 果 。 包 括 常 微分 方程 的 数值 求 
解法 (如 “刚性 "方程 的 求解 ) ， 常 微分 方程 的 数值 模拟 ， 
(如 用 于 洛 仑 区 方程 的 定性 研究 )， 常 微分 方程 中 若干 公 
式 的 机 器 推导 (如 中 心 焦点 判定 公式 的 机 器 推导 ) ,等 等 。 
常 微分 方程 由 解析 解难 求 而 转 到 定性 研究 ， 当 定性 研究 
也 困难 时 ,又 转 而 用 计算 机 “强攻 ", 得 出 一 定 的 数值 模拟 
结果 后 ， 为 定性 研究 提供 了 感性 的 新 信息 。 这 方面 的 发 
展 正在 兴起 。 

第 四 是 常 微分 方程 理论 本 身 向 高 维 数 、 抽 象 化 的 方 
向 发 展 。 包 括 从 普通 空间 常 微分 方程 向 抽象 空间 常 微分 
方程 发 展 ,具体 动力 系统 向 抽象 动力 系统 发 展 , 实 域 定性 
理论 向 复 域 定性 理论 发 展 ， 二 维 平面 上 的 一 维 积分 曲线 
的 研究 向 四 维 空间 中 二 维 积分 曲面 的 研究 发 展 等 等 。 

中 国 的 常 微分 方程 研究 在 中 华人 民 共和 国 建立 前 只 
有 个 别 的 人 从 事 过 ， 中 华人 民 共 和 国 建立 后 则 由 于 社会 
主义 建设 的 需要 有 了 极 大 的 发 展 , 在 全 国 形成 若干 集体 ， 
并 取得 一 批 成 果 。 

既 有 应 用 方面 的 需求 ,又 有 理论 方面 的 推动 ,已 有 三 
百年 历史 的 老 学 科 常 微分 方程 正在 新 的 、 广 泛 深入 的 领 
域 中 得 到 发 展 。 
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常 微分 方程 边 值 问题 (boundary value prob- 


lem of ordinary differential equation) 
求 常 微分 方程 满足 给 定 边界 条 件 的 解 的 问题 。 亦 即 ， 设 
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常 微分 方程 为 
了 xz 一 0 

对 区 间 工 上 的 点 04，…，% 及 值 V9), y (aa)，…， 
ye-D(g6) (i=1,2,…sk,k>1), 给 定 了 一 些 条 件 , 求 此 方 
程 在 1 上 的 满足 这 些 条 件 的 解 的 问题 。 这 些 条 件 称 为 边 
界 条 件 ， 诸 m% 及 区 ai) .9 (oo)、…、3 -2(as) 称 为 边 值 或 
边界 值 。 当 k=2, a,、 ;是 区 间 工 的 端点 时 , 称 为 两 点 边 
值 问题 , 边 值 问题 的 提出 和 发 展 ,与 流体 力学 ,材料 力学 、 
波动 力学 以 及 核 物理 学 等 密切 相关 ， 并 且 在 现代 控制 理 
论 等 学 科 中 有 重要 应 用 。 因 为 常 微分 方程 可 以 解析 求解 
的 类 型 甚 少 ,所 以 求 边 值 问题 的 解 也 是 困难 的 .为 了 适应 
实际 问题 的 需求 ,不 得 不 采用 近似 解法 , 这 样 , 首先 需要 
回答 : 边 值 问题 的 解 是 否 存在 ?是 否 唯一 ? 这 就 是 边 值 问 
题 的 基本 论题 。 

在 有 限 区 间 上 的 边 值 问 题 两 点 边 值 问 题 以 二 阶 
常 微分 方程 为 例 。 求 二 阶 常 微分 方程 
y=f(x,y,y") (1) 


满足 边界 条 件 
Mya) + ay (a)+ BYyb)+ BY Cb)=Y, 
(s=1,2) (2) 
的 解 。 式 中 a、b 为 区 间 的 端点 ,f:[4,b] x R*>R 是 连续 
函数 ,R=( 一 0,00); m，qi， B,, B; 及 7 (s=1,2) 是 给 
定 的 常数 。 特 别 当 %。=0(s=1,2) 时 ,(2) 称 为 齐 次 边界 
条 件 。(2) 的 特例 有 : 
Wa)=%, Yb)=Y, (2') 
Ma) Yb)=7, (2") 
oy(a) +t ay a)=y, Pyb)+P'Y'(b)=Y, (2") 
方程 (1) 与 (2')、(1) 与 (2”) 及 (1) 与 (2")， 所 构成 的 边 值 
问题 分 别称 为 第 一 边 值 问 题 、 第 二 边 值 问题 和 第 三 边 值 
问题 。 
例如 ， 悬 链 线 (图 1) 之 形状 是 由 第 一 边 值 问题 


CO 


一 2。 一 增 固 定 的 扩 是 汪 
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(x) 一 令 [1 (Xx) 多 xD 一 多 za)= 轨 所 确定 。 


式 中 p 为 悬 链 线 密度 , 9 为 重力 加 速度 ，T 为 悬 链 线 最 低 
点 张力 。 又 如 ,一 端 固定 的 细 长 悬 梁 ( 图 2) 弯 曲 的 倾斜 角 


”9(s) 是 由 第 二 边 值 问题 Bp"(s) 一 Pcosp(s)=0, 9(0)=0， 


9 (1D)= 0, 所 确定 。 其 中 了 为 梁 的 刚性 系数 , P 为 自由 端 
的 铅 直 负载 。 
关于 边 值 问 题解 的 存在 和 唯一 性 问题 ,对 线性 方程 ， 
在 理论 上 是 容易 解决 的 。 考 虑 第 一 边 值 问题 
了 十 PCZ)8 十 9(Z)3 一 T(X) (3) 
与 (2'), 其 中 p.9 及 7 是 [a,b] 上 的 连续 函数 , 设 (3) 的 通 
解 
yx)=c0 (7) + cya xT)+YCT), (4) 
式 中 奶 、 ys 是 (3) 对 应 的 齐 次 方程 的 基本 解 组 ，Y 是 (3) 
的 特 解 C1、c 是 任意 常数 。 为 求 边 值 问题 (3) 与 (2') 的 
解 ， 只 要 将 (4) 代 入 (2') 来 确定 c1、c;。 易 知 , 当 上 且 仅 当 
如 (a)ya(b) 一 J1(b)ya(a) 到 0 时 ， 才 可 确定 唯一 的 一 组 C1、 
ca, 代 入 (4 ) 便 得 所 求 的 解 。 然 而 ,对 非 线性 方程 , 上 述 途 
径 是 行 不 通 的 。 例 如 ， 边 值 问 题 (1) 与 (2 )，(1) 满 足 
Ma)=m 的 解 有 无 穷 多 个 , 它们 依赖 于 y'(a)=8 不同 的 
取 值 。 但 是 在 这 些 解 中 不 一 定 存在 满足 Wb)= 的 解 。 
为 了 保证 存在 这 样 的 5, 使 有 解 满足 yb)=Y,, 就 必须 对 
(了 ) 加 适当 的 限制 , 即 要 建立 解 的 存在 条 件 ,一 个 简单 的 存 
在 条 件 是 : “ 若 f 为 连续 有 界 函数 , 则 边 值 问 题 (1) 与 (2') 
存在 解 。" 为 保证 边 值 问 题 最 多 有 一 个 解 ， 还 必须 建立 解 
的 唯一 性 条 件 。 关 于 边 值 问题 解 的 存在 和 唯一 性 问题 的 
研究 ,在 20 世纪 出 现 了 大 量 文献 ， 至 今 仍 不 断 发 表 新 的 
研究 成 果 。 并 且 将 此 问题 扩展 到 污 函 徽 分 方程 和 抽象 空 
间 役 分 方程 。 研 究 此 问题 所 采用 的 方法 也 是 多 样 的。 最 
初 多 用 皮卡 选 代 法 及 分 析 方法 ; 50 年 代 以 来 发 展 且 采 用 
上 、 下 解 方法 ， 瓦 热 维 斯 基 拓扑 方法 , 李 亚 普 诺 夫 函 数 法 
等 。 拓 扑 度 理论 中 不 动 点 定理 的 发 展 ， 也 给 近代 研究 提 
供 了 重要 工具 。 
多 点 边 值 问题 G. 桑 索 内 等 早 在 30 年 代 就 提出 多 
点 边 值 问题 ,但 工作 很 少 。60 年 代 以 来 才 被 人 们 重视 ,并 
且 出 现 较 多 的 文献 ， 其 中 多 数 是 研究 以 下 三 点 边 值 问题 
解 的 存在 和 唯一 性 问题 ， 
y=F(x,y,Yy',Y") 
y=A, yb)=B, yu(e)=C 


(a<b<e, i,j,kE{0,1,2}), 
多 点 边 值 问题 的 论题 、 结 果 及 研究 方法 , 多 是 来 自 两 点 边 
值 问题 的 拓 广 。 
在 无 穷 区 间 上 的 边 值 问 题 在 [0,c*) 上 的 边 值 问题 
即 求 方程 (1) 满 足 边 界 条 件 
oy(0)+ay'(0)=7, (5) 
yo)=8 (6) 


的 解 。 也 称 极限 边 值 问题 。 (1) 中 的 全 [0，co ) x PR-> 及 
是 连续 函数 ，a、B、7Y、8 是 给 定 的 常数 。 关 于 此 类 边 值 问 
题解 的 存在 和 唯一 性 问题 的 研究 ， 开 始 于 核 物 理 中 的 托 


马 斯 - 费 密 方程 。 随 之 ,对 较 广 泛 类 型 的 方程 (1) 及 边界 条 
件 y0)=Y, WY(%)=0 的 边 值 问题 进行 了 探讨 。 在 流体 
力学 中 提出 边 值 问题 (1) 与 y(a)=Y (G>0)，3(co) 一 0。 
60 年 代 以 来 进行 了 较 一 般 性 的 研究 ,得 到 较 深刻 的 结果 。 
解决 此 类 边 值 同 题 的 一 般 步 又 是 首先 指出 (1) 与 (5) 存 
在 有 界 解 ;然后 证 明 此 有 界 解 满足 (6)。 此 外 ,在 流体 力学 
边界 层 理论 中 还 提出 三 阶 方程 的 边 值 问题 
ur+uu"+sC1—(u’)*]=0, 
u(0)=a, u'(0)=B, 
Wu'(c0)=1, 0<u'(t)<l1 (0<t<%), 
式 中 a、B,X 为 常数 , 0<B8<1, 要 求证 明 解 的 存在 和 唯一 
性 及 建立 解 的 渐 近 式 。 这 类 问题 , 40 年 代 以 来 引起 了 不 
少 学 者 的 兴趣 ， 最 近 开始 研究 它 的 推广 形式 。 在 [0, oo》 
上 的 边 值 问题 的 研究 方法 类 同 于 两 点 边 值 问题 的 方法 。 
在 (一 coyco) 上 的 边 值 问题 即 求 方程 (1) 满 足 边界 
条 件 
Wt)=Ys: 
或 
suply(x)| < 
的 解 。(1) 中 的 六 R?-> 尺 是 连续 函数 ,7+ 为 两 个 给 定 的 常 
数 。 此 类 边 值 问题 出 现在 波动 力学 、 火 焰 传 布 理 论 等 。 
了 . H. 默 里 最 先 对 线性 方程 给 出 解 的 存在 唯一 性 的 充分 
条 件 。 对 非 线性 方程 , 50 年 代 以 来 也 得 到 了 一 系列 的 充 
分 条 件 。 在 空气 动力 学 中 还 提出 了 三 阶 方程 在 (一 covco) 
上 的 边 值 问题 。 所 采用 的 研究 方法 多 是 分 析 法 。 如 迭 
代 方 法 和 上 、 下 解 方法 等 。 此 类 问题 尚 有 待 于 进一步 深 
入 研究 。 
特征 值 问 题 一 种 特殊 的 边 值 问题 ， 又 称 为 本 征 值 
问题 或 固有 值 问题 。 它 是 含有 一 个 参数 入 的 齐 次 边 值 问 
题 〈 微 分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 )， 使 齐 次 边 值 问 
是 具有 非 零 解 的 数 入 称 为 特征 值 ， 这 些 非 零 解 本 身 称 为 
特征 函数 (或 特征 向 量 )。 特 征 值 问题 在 声学 ,光学 ,电磁 
理论 ,弹性 力学 ,材料 力学 ,流体 力学 和 核 物理 等 学 科 中 ， 
有 一 系列 应 用 ,是 量子 力学 的 主要 支柱 。 
最 典型 的 特征 值 问题 是 常 型 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 ( 简 
称 SL 问 题 ) 


晤 [pco 开 ]+crcm-acza=o， (7) 

ya) ~—hy(a)=0, (8) 

yb) + Hytb) =0, (9) 

式 中 (a,b) 是 有 限 区 间 ,1/p(x),q(x),1/7(x) 为 实 的 有 界 
连续 函数 。 


对 于 常 型 问题 ， 存 在 可 数 无 穷 个 特征 值 %< 和 < 
和 <…， 对 应 于 每 一 个 和», 有 一 个 非 零 解 Un(x)( 特 征 函 
数 )。{yn(x*)} 组 成 (a, b) 上 的 完备 正 交 系 。 对 任意 函数 
信 x), 有 特征 展开 式 


fx)= 忆 fas(z)， 0) 
式 中 所 是 (x) 的 广义 伟 里 叶 系 数 ,等 于 f(x) 与 n(x) 的 


乘积 沿 (a,b) 的 积分 。 当 了 (x) 满 足 边界 条 件 , 且 了 (x) 绝 
对 连续 时 , 展开 式 一 致 收敛 。 当 f(x) 平方 可 积 时 ,展开 式 
平方 平均 收敛 。 

C.-F. 斯 图 姆 在 1836 年 证 明了 一 个 一 般 性 的 比较 
定理 ， 若 恒 有 g(x)<G(x), 则 在 y+g(x)y=0 的 任 一 
解 的 相 邻 两 零点 间 ， 必 有 z”+G(x)z=0 的 任 一 解 的 一 
个 零点 。 由 此 证 明 SL 问题 的 第 n+1 个 特征 函数 ye(z) 
在 (a, b) 中 恰 有 nn 个 零点 (振动 定理 )。 比 较 定理 与 解 的 
振动 性 质 的 研究 ,近年 已 被 推广 到 偏 微 分 方程 。 

当 (c,b) 不 是 有 限 区 间 ， 或 者 1/p(x), q(x), 1/r(x) 
中 至 少 有 一 个 不 是 有 界 连续 时 , 称 (7 ) 为 奇 型 SL 方程 ， 
此 时 边界 条 件 的 提 法 与 展开 式 的 形状 要 复杂 一 些 。 按 昭 
H. 外 尔 的 理论 ,车 对 某 复数 和 ,微分 方程 (7) 的 任何 解 都 
在 b 点 邻 域 平 方 可 积 ， 称 b 属于 圆 款 ， 否则 称 b 属于 点 
款 。 对 前 者 ,在 b 点 要 提 线 性 边界 条 件 ,对 于 后 者 ， 只 提 
平方 可 积 条 件 就 够 了 。 若 a 点 为 奇 点 ,也 有 同样 的 分 类 。 
当 区 则 仅 有 一 端 (例如 b 为 奇 点 ,特征 展开 式 为 


fo=| Fooezmapto， Uy 
式 中 
ro5-| f(t)p(t, 入 ) dt, (12) 


wz, 入) 为 满足 @ 处 边界 条 件 的 解 ; P(X) 为 不 减 函数 ， 称 
为 谱 函 数 。 当 p(X) 为 纯 阶梯 函数 时 ,展开 式 成 为 前 述 的 
级 数 形式 (10), 当 P(X) 没 有 跳 点 ， 展 开 式 成 为 广义 传 里 
叶 积分 。 对 于 区 间 两 端 都 为 奇 点 的 情形 ,展开 式 为 


人 dpn(X) dpia(X)] [p(s) 
Ko | Ces), Ps) [de deen) ] [ose] 


(13) 
, 
= feta wb2， (14) 


式 中 [pu(X)] 称 为 谱 憩 阵 ，wi，wa 则 是 方程 的 线性 无 关 
解 组 。 

奇异 情形 的 上 述 展开 式 (14)， 概 括 了 古典 数学 物理 
中 一 系列 重要 公式 , 如 传 里 叶 积 分 , 传 里 叶 - 贝 塞 尔 展 开 
式 , 汉 克 尔 展开 式 ,等 等 .由 于 实际 应 用 的 需要 ,展开 式 的 
各 种 具体 形式 与 成 立 条 件 , 一 直 在 被 发 据 之 中 。 

SL 问题 的 研究 已 沿 着 不 同方 向 推广 ,在 非 自 共 思 情 
形 ,特征 函数 系 已 不 是 正 交 系 ,而 与 共 辑 问题 的 特征 函数 
系 组 成 双 正 交 系 。 对 于 高 阶 奇 型 微分 方程 ， 边 界 条 件 的 
提 法 依赖 于 端点 邻 域内 线性 无 关 平方 可 积 解 的 个 数 。 即 
亏 指 数 。 亏 指数 的 可 能 取 值 与 具体 实现 问题 ， 近 年 来 受 
到 重视 。 由 于 应 用 上 的 需要 ， 对 各 种 具体 的 非 线性 特征 
值 问题 的 研究 ,一 直 在 进行 ,但 到 60 年 代 后 期 , P. 再, 拉 
宾 诺 维 区 运用 非 线性 泛 函 分 析 的 工具 ， 才 发 展 出 一 种 系 
统 的 方法 ,此 外 ,以 多 介质 为 实际 背景 的 多 点 边 值 问题 与 
特征 值 问 题 的 研究 ,也 不 断 出 现 。 

特征 值 反问 题 属于 另 一 种 格局 。 在 奇异 情形 有 谱 函 
数 反问 题 与 散射 反问 题 ， 这 里 要 求 从 各 种 谱 数据 或 散射 
数据 出 发 , 求 微分 方程 的 系数 , 自 50 年 代 巧 , M. 盖 尔 范 
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德 和 6. M. 列 维 坦 等 人 的 开创 工作 以 来 ， 近 年 来 又 有 一 
系列 的 研究 。 

1967 年 , C.S. 加 德 纳 、J.M.- 格林 、M.D. 克 鲁 斯 卡尔 
和 R.M. 缪 雷 等 四 人 发 现 ， 当 莅 定 启 方 程 的 位 势 系 数 按 
KdqV 方程 (浅水 波 方程 ) 演 化 时 ,特征 值 保持 不 变 ， 其 他 
散射 量 以 非常 简单 的 规律 演化 ,以 此 为 突破 点 ,利用 特征 
值 反 问题 的 成 果 ， 发 展 出 一 种 所 谓 散射 反 演 方法 ， 简 称 
IST (Inverse Scattering Transformation) 方 法 ,精确 地 
求 出 一 批 非 线性 偏 微分 方程 的 孤立 子 解 。 这 些 方程 包括 
在 近代 技术 中 有 广泛 应 用 的 KdV 方程 , 非 线性 薛 定 刘 方 
程 ,正弦 -丰登 方程 , 布 森 内 斯 克 方程 ,等 等 ， 成 为 数学 物 
理 中 引信 注 目的 进展 之 一 。 ( 梁 中 超 。 旨 菜 问 ) 


changweifen fangcheng bionzhi wenti shuzhi jiefo 
常 微分 方程 边 值 问题 数值 解法 (numerical 
methods for boundary value problem of 
ordinary differential equations) 用 某 种 离散 
化 数值 步骤 求 出 常 微分 方程 边 值 问题 在 离散 点 上 的 近似 
解 的 方法 。 各 种 实际 问题 导出 不 同类 型 的 边 值 问题 较 简 
单 的 有 二 阶 常 微分 方程 两 点 边 值 问 题 , 求 函 数 y=y(x)， 
xELa,b], 使 它 满足 微分 方程 
yf(x,y,y) 
和 边 值 条 件 
gy(a)Yy (a))=0, gly(b),Yy' Cb)) =0, 
式 中 人 guvg 为 已 知 函数 ; 4 与 b 为 两 个 给 定 的 端点 。 较 
一 般 地 有 一 阶 党 微分 方程 组 两 点 边 值 问题 ， 求 N 个 函数 


(xE(a,b)) 


Yn(x) (n=l,2,.sN), xELa,b], 
使 其 满足 微分 方程 组 
Y=folx yd yy) n=l,2,, NxE (a,b)), 
和 边 值 条 件 


g(a) Yala) YG0))=0 (i=1,2,.,7), 
gyi(b) ,Yab),e yw (b=0 Ci=rt+l,r+2,.,N), 
式 中 诸如 、gs 是 已 知 函 数 ;r 为 给 定 的 自然 数 。 有 些 问 
题 因 求解 区 间 是 无 穷 区 间 而 被 称 作 奇 异 边 值 问 题 ， 相 应 
的 边界 条 件 变 为 对 解 在 无 穷 远 处 渐 近 行为 的 限制 ,例如 ， 
要 求 U(x) 在 区 间 [0, co) 上 平方 可 积 或 朗 求 当 x* 趋 于 无 穷 
时 ，y(x) 趋 于 某 极限 值 。 还 有 些 实际 问题 因 要 求解 满足 
多 个 点 上 的 条 件 而 被 称 作 多 点 边 值 问题 。 近 年 来 ， 对 反 
映 边界 层 现象 的 奇异 摄 动 边 值 问 题 提 出 了 一 些 新 的 数值 
解法 。 此 外 ， 关 于 存在 多 个 解 的 分 歧 现 象 数值 解 问题 也 
引起 人 们 的 注意 。 

解 常 微分 方程 边 值 问题 常用 的 数值 解法 有 差分 法 和 
打靶 法 。 

差分 法 主要 步 邓 是 ,将 区 间 [a,b] 作 剂 分 

Qamx Hb, 

把 微分 方程 差分 离散 化 ( 见 数值 微分 )， 加 上 边 值 条 件 一 
并 构成 一 代数 方程 组 ， 解 此 代数 方程 组 即 可 得 到 边 值 问 
题 的 数值 解 。 

打 革 法 ”主要 思路 是 :适当 选择 和 调整 初 值 条 件 , 求 
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解 一 系列 初 值 问题 ， 使 之 逼近 给 定 的 边界 条 件 。 如 果 将 
描述 的 曲线 视 作 弹道 ， 那 么 求解 过 程 即 不 断 调整 试 射 条 
件 使 之 达到 预定 的 靶子 ,所 以 称 作 打靶 法 或 试 射 法 ,此 类 
方法 的 关键 是 设计 选取 初 值 的 步 台 。 
对 非 线性 边 值 问题 
y=f(x,y,y"), 
y' (VW)+ay(a)=A, 
g(y(b),y"(b))=B, 
可 通过 下 列 步 邓 求 数值 解 ， 
@ 计算 初 值 问题 
y=f(x,y,Y), 
ya)=0, y'(a)=A 
的 数值 解 V。 若 g(y,(b), yi(b))=B 近似 地 满足 ， 则 y 
即 为 所 求 ; 否 则 进行 @。 
@ 计算 初 值 问题 
Y=f(x,Yy,Y), 
y(a)=1, y'(a)=A-a 
的 数值 解 y,, 若 gCya(b),ya(b))=B 近似 地 满足 , 则 ys 即 
为 所 求 ; 否则 令 m=3 进行 @。 
@ 将 gy(b),y'(b)) 视 为 ya) 的 函数 ， 用 线性 首播 
值 法 调整 初 值 , 即 计算 
Yn(a)=ym-:(0) 
+ [Ym-1(0)— Ym-a(0)JCB—g(ym-a(b) ,yn-a(b))] 
IYm-1(b) Ym-1(b)) — gym-a(b), Ym-a(b)) 
am(a) 一 A 一 吗 m(a)， 


然后 进行 @。 
@@ 计算 初 值 问题 

y=f(x,Yy,Y'), 

yo) =yn(0), Y'(a)=yn(a) 
的 数值 解 yo 并 进行 判定 , 若 b 点 边 值 条 件 近似 地 满足 ， 
则 ym 即 为 所 求 ;否则 令 m+1 汶 m 转向 加 继续 计算 直到 
满意 为 止 。 

特别 地 , 若 微分 方程 是 线性 的 , 则 打靶 法 变 成 线性 组 

合法 ， 即 根据 常 微分 方程 理论 适当 选取 初 值 可 得 到 一 组 
线性 独立 解 ,利用 它们 的 线性 组 合 导出 边 值 问题 的 解 , 例 
如 线性 方程 边 值 问题 

y+P(x)y' +Q(x)y=0, (1) 

y=A, yb)=B (2) 
的 数值 解 可 通过 两 个 初 值 问题 数值 解 来 实现 。 事 实 上 ， 
设 如 (x) 和 ys(x) 分 别 是 方程 (1) 的 具有 初 值 条 件 

(0)=0, ya)=1 
和 
h(a)=1, ys(a)=0 

的 两 个 解 ,于 是 
Uj Db) 
是 (1) 与 (2) 的 解 。 


参考 书目 
P. Henrici, Discrete Froriable Methods in Ordinary 


Yi(X)+AY(x) 


Differential Equations John Wiley & Sons, New York。 
1962. 

S. M. Roberts and J. S. Shipman, Two-Point Boundary 
Jalue Problems: Shooting Methods, Elsevier, New York, 
1972. 

《并 鸿 源 ) 
changwelfen fangcheng blanhuonqun lilun 
常 微分 方程 变换 群 理论 (transformation group 
theory in ordinary differential equation) 
研究 将 常 微分 方程 的 解 仍 变 为 解 的 变换 所 组 成 的 群 的 理 
论 ,由 德国 数学 家 M. S. 李 于 19 世纪 末 叶 所 开创 。 
设 动力 体系 为 


dr 


9), WO xy), 


dt 
或 i 41) 
§ 


它 的 满足 初 值 条 件 t= 0，zxi(0) 一 zx， 由 (0)=y 的 解 为 
YX Y=y(xY,t), (2) 
把 它 看 成 是 将 (z, y) 平 面 变 到 它 自己 (把 点 (x,y) 变 为 点 
(xug0) 的 一 个 依赖 于 参数 上 的 变换 。 假 设 上 可 以 连续 地 
取 一 切实 数值 ， 则 有 无 限 多 个 变换 ， 它 们 构成 一 个 连续 
群 , 称 为 由 (1) 所 确定 的 变换 群 ， 称 
Bx=t(x,Y)Bt, y=n(x,Yy) (3) 
为 对 应 的 无 穷 小 变换 。 易 见 (2) 由 (3) 唯 一 确定 。 反 之 ， 
当 |t| 很 小 时 车 把 (2) 按 t 的 军 展 开 : 
X=X+t(X,Y) + Ot), } 
=y+tn(x,Y) + OC), 
就 知道 (3) 也 是 由 (2) 唯 一 确定 的 。 
设 方程 


(4) 


二 = 
r F(x,y) (5) 


在 变换 群 (2) 之 下 不 变 ( 从 而 它 的 积分 曲线 族 也 不 变 ), 则 


dy 


Fey), (6) 
这 里 
Wyn 1an_ at 昌 _ 3s/ 友 下 
dt 时 + 可 +( 可 瑟 ) 于 动 (下 )} 


+O(ta)， 
Fx, y)=P(x, DD +O() (7) 


由 (6) 可 得 ,7,F 应 满足 方程 
吉首- 名 :时 - 半 ) 六 m9 
n= 总 是 (8) 的 解 ， 换 言 之 , 由 (1) 消 去 dt 所 得 的 方程 
在 群 (2) 之 下 总 是 不 变 的 。 
利用 (8)， 对 已 给 的 .7, 亦 即 已 给 的 群 (2), 可 以 决 
定 最 一 般 的 F(x,y), 使 方程 (5) 在 群 (2) 之 下 不 变 。 当 


NE 一 起 满足 (8) 时 ， 若 令 4 一 二 -FE， 则 (8) 便 可 改写 
为 


- 误 + 癌 (PoO=0， (9) 
这 表示 4 是 方程 dy 一 F(x,y)dx 一 0 即 (5) 的 一 个 积分 因 
子 ， 亦 即 xdy 一 nF(x,y)dx=0 是 全 微分 方程 ( 李 的 定 
理 ), 从 而 使 求解 问题 化 为 求 积分 。 

特别 ,在 平移 群 x,=x+t,y=y( 此 时 8=1,n=0, 由 
《8) 可 解 出 F=f(y)) 之 下 为 不 变 的 方程 (5) 取 


型 =f) 
的 形式 , 其 通 解 x 一 p(y)+C 在 此 群 之 下 不 变 是 明显 的 。 
在 均匀 放大 群 态 =kx,t= 册 ( 令 k= 即 见 =x， 
7 一 之 下 为 不 变 的 方程 (5) 是 齐 次 方程 异 一 0( 菇 )。 这 


一 事实 由 齐 次 方程 通 解 具有 形式 x=Ce*%/) 也 可 清楚 
地 看 出 。 又 由 (9) 知 此 时 上 述 齐 次 方程 有 积分 因子 


[=( 约 7 ， 
这 和 初等 常 微分 方程 中 所 得 到 的 结论 是 完全 一 致 的 。 
利用 这 种 方法 就 可 看 出 ， 许 多 方程 之 所 以 能 用 初等 
积分 法 求解 ,都 是 因为 使 它们 不 变 的 变换 群 (2) 是 一 些 易 
于 求解 的 方程 (1) 的 解 。 
从 理论 上 讲 ,(1) 的 通 积分 可 表 为 
Gzi)=C，Ga(z) 一 Cs 十 tb (10) 


共 中 第 一 个 积分 是 由 (1) 的 第 一 个 等 式 业 -~ 噶 积 分 而 


得 ， 故 不 含 t。 设 t=0 对 应 于 由 (10) 所 确定 的 变换 群 的 
恒 等 变 换 , 即 知 变量 代 换 4=G,(x,y), v=G,(x,y) 能 把 
群 (10) 化 为 平移 群 


Wh Vv+t 
在 新 变量 wv 及 t=1，9=0 之 下 ，(8) 式 成 为 -3 一 0， 


从 而 方程 (5) 也 就 成 为 可 积 方程 3 一 FCW)。 


因此 ,如 果 对 于 已 给 的 方程 (5) 能 找到 使 它 不 变 的 变 
换 群 (2)， 就 可 以 取 (1) 的 前 一 个 首次 积分 中 的 Gu《zx， 
要)=4 以 代 答 y 而 使 (5) 成 为 可 积 方程 。 例 如 方程 

间 一 襄 - 吉 4 (11) 
在 群 刀 =rxz, 册 一 也 之 下 不 变 。 令 =e! 可 知 % 一 xe'， 


轴 =ge-: 是 至-z， 束 - --! 的 解 。 而 此 方程 有 一 首次 
积分 为 y=C， 亦 即 芭 是 变换 一 fx， 骨 一 了/ 之 下 
的 不 变量 。 取 V 一 区 为 新 的 未 知 函数 以 代 y， 则 (11 ) 便 
化 为 可 以 分 离 变量 的 方程 put' 一 zz 一 3u 十 2 
以 上 的 方法 也 可 用 于 高 阶 方程 的 降 阶 ,例如 方程 
yy"+) -y+ -0 (12) 
在 群 z=ex, 由 -2 之 下 不 变 , 而 后 者 是 
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ex_ oy a 


x -2 
的 解 。 此 方程 有 一 首次 积分 为 zy 一 C, 今 取 & 一 zl 以 代 


痊 妇 取 v=Inx 以 代替 x, 再 记 p= 型 , 则 (12) 被 化 为 第 


二 类 阿 贝尔 方程 p 季 一 一 Bu 十 -全 ， 它 显然 可 化 为 线 


性 方程 求 积 而 得 6= fx,CJ)= 型 ， 再 积分 ， 最 后 可 得 
(012) 的 通 解 为 y= 和 ze): 。 

用 变换 群 理论 求解 常 微分 方程 的 方法 至 今 还 有 新 的 
应 用 ,在 J.M. 希 尔 的 《用 单 参数 群 求解 微分 方程 一 书 中 
有 许多 用 变换 群 的 方法 求解 各 种 方程 的 例子 。 

此 外 ， 值得 一 提 的 是 M. S. 李 、. 皮卡 等 将 变换 群 
理论 用 于 线性 变 系数 齐 次 方程 

YYV+P(XNY® N+ + P(X)Yy=0, 
研究 它 的 基本 解 组 在 经 受 含 参数 的 线性 变换 时 所 构成 的 
变换 群 的 不 可 解 性 ,得 到 与 爷 罗 瓦 理论 完全 平行 的 结论 ， 
因而 从 另 一 完全 不 同 的 途径 得 证 ，n( >2) 阶 线性 变 系数 
方程 一 般 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 。 

参考 书目 

J. M. Hill, Solution of Differential Equations by Means of 
One Parameter Groups, Research Notes in Math., 63,1982. 


《 叶 彦 谍 ) 
changwelfen fangcheng chuzhl wentl 


常 微分 方程 初 值 问题 〈initial value problem 


of ordidary differential equation) 。 求 常 竹 
分 方程 

ft), (GD 
满足 初 值 条 件 

(to) 一 2 (2) 


的 解 的 问题 。 其 中 ,z 属于 维 隐 几 里 得 空间 R",f 是 由 
+! 中 的 开 域 G 到 Rr 的 映射 。n=1 时 ，(1)、(2) 表 示 纯 
量 方程 ,n>2 时 ， 它 们 表示 向 量 方程 。 常 和 分 方程 初 值 
问题 包括 以 下 的 问题 ， 初 值 问题 (1)+ (2) 是 否 有 解 ; 解 
是 否 叭 一, 解 的 存在 区 间 有 多 大 当初 什 (4,x") 变 化 时 ， 
解 如 何 变化 1 当 方程 (1 的 右 喘 函 数 了 添 进 参 数 x， 即 方 
程 (1) 变 为 坚 = KKtx,)) 时 ， 解 同 参数 入 有 何 依赖 关系 
等 等 。 初 人 问题 是 A.-L. 林 西 于 19 世纪 30 年 代 首先 提 
出 的 ,所 以 又 叫 柯 西 问题 。 在 这 之 前 ,求解 党 微分 方程 是 
企图 求 其 通 解 ,但 能 够 求 册 通 解 的 只 是 一 些 特殊 的 方程 ， 
而 在 力学 和 物理 学 中 出 现 的 大 多 数 方程 都 无 法 求 出 通 
解 。 柯 西 从 另 一 种 观点 考虑 ,提出 了 初 值 问题 ,并 采用 优 
函数 方法 ,在 函数 fx) 于 点 (byzs) 的 某 个 邻 域 里 解析 
的 条 件 下 第 一 次 证 明了 初 值 问题 (1) + 2) 的 解析 解 的 存 
在 唯一 性 。 所 谓 优 函数 是 指 。 若 也 bz)、F(tz) 均 在 点 
(tvza) 的 某 一 邻 域内 解析 ， 设 
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f(t,x)= Zamalt—to) "(x— xX)", 

F(t,x) = Tana(t—to) "(x— zx)", 
且 满 足 条 件 amo>>0, |ama| <amn, 则 F(t, x) 称 为 t,x) 
的 优 函数 , 记 为 f<F。 此 后 ,又 在 函数 了 连续 可 微 的 假设 
下 证 明了 初 值 问题 解 的 存在 性 。 

为 简单 起 见 ,以 下 没有 特别 指明 之 处 ,都 是 对 n=1 的 
情况 而 言 的 ,但 所 有 结论 对 一 般 的 nn 都 成 立 。 

解 的 定义 ” 常 微分 方程 解 的 定义 其 多， 不 同意 义 下 
的 解 ， 初 值 问题 的 结果 不 同 。 最 常见 的 是 所 谓 牛 顿 解 或 
称 经 典 解 。 若 函数 g(t) 在 某 个 区 间 1 上 有 定义 且 连 续 可 
微 ; 当 tEI 时 ,(t,p(t))EG; 且 在 1 上 满足 方程 (1), 即 ， 


最 所 f(t,g(t)),tEl, 则 称 p(t) 是 方程 (1) 的 一 个 牛 邮 


解 或 经 典 解 ,简称 为 (1) 的 解 ,其 他 意义 下 的 解 是 其 推广 。 
解 的 存在 性 ” 初 值 问题 (1)+(2) 并 非 都 有 解 存在 。 


例如 ， 初 值 问 题 富 -0.5+sgnx、x(0)=0 的 解 就 不 存 
在 。 甚 至 有 的 方程 在 它 右 喘 函数 定义 域 上 的 任何 一 点 都 
无 解 存在 。 例 如 方程 呈 =J(x)， 其 中 当 x 为 无 理 数 时 


JKz)= 0, 当 zx 为 有 理 数 时 也 xz)= 1, 就 是 如 此 。 初 值 问题 
有 解 存在 的 基本 定理 是 柯 西 - 皮 亚 诺 存在 定理 ; 若 f(t,x) 
在 矩形 城 R(t 一 | <a, |x 一 x*| <b) 上 连续 ， 则 初 值 问 
题 (1)+(2) 在 区 间 |t 一 to| <h 上 至 少 存在 一 个 解 x(t)。 
在 这 里 ， hminfas BM ma fet) (图 1)。 从 点 
(tsza) 向 左右 两 边 作 欧 拉 折 线 序列 fxn(b} 

Xn(to)= xX, 

Ome the et | (3) 

(<t<tby K 一 1,2，7mn) 。 

由 阿 斯 科 利 -阿尔 泽 拉 引 理 (一 个 在 闭 区 间 [a,b] 上 一 致 
有 界 且 同等 连续 的 无 穷 函 数 序列 ， 必 可 从 中 选取 一 个 在 
此 区 间 上 一 到 收敛 的 子 序列 ) 可 以 证 明 此 序列 存在 一 至 
收敛 的 子 序列 , 它 于 |t 一 如 | <h 上 收 华 于 初 值 问题 的 解 ， 
从 而 可 以 证 明 上 述 存在 定理 。 这 个 定理 也 可 以 用 绍 德尔 
不 动 点 定理 给 以 证 明 。 值 得 指出 ,上 述 欧 拉 折 线 公式 (3) 
是 常 微分 方程 数值 解法 的 基本 公式 之 一 。 


thorar 


图 1 初 值 问题 (1) 十 (2) 的 解 在 
区 向 | 一 tl|<h 上 春 在 


解 的 开拓 性 ” 柯 西 - 皮 亚 诺 存在 定理 描述 的 是 解 在 
如 附近 的 一 个 区 间 上 的 存在 性 ， 因 而 是 一 个 局 部 性 的 定 
理 。 若 人 (t,x) 在 某 一 平面 有 界 区 域 G 上 连续 ，G 可 能 很 
大 ,这 时 ,可 以 用 如 下 方法 把 在 小 区 间 上 有 定义 的 解 开拓 
到 较 大 的 区 间 上 去 。 适 当地 选取 a6、b>0, 作 RR。: 1t 一 | 
和 gs1x 一 ?| 志 bo, 使 局 CG, 则 过 点 (byz) 至 少 有 方程 
(1) 的 一 个 解 x*(#) 在 区 间 |t 一 | <h。 上 存在 。 其 中 h 一 


bo 
. es 
min fa, 夏 上 ma lft, z)1。 令 hhtho, 


xb 一 xb 显然 ,(byz'D)EG, 则 又 可 适当 地 选取 a1,b,>0， 
作 Ri: lt 一 ta1,1x 一 x'| <b,, 使 RCG, 于 是 可 向 右边 
开拓 到 区 间 <t<ti+h, 上。 如 此 继续 下 去 ,可 一 直 开拓 
到 G 的 边界 3G 的 任何 邻近 。 同 样 ,也 可 将 解 x(t) 从 点 
《te 一 ho,zx( 加 一 ha)) 向 左边 开拓 。 如 此 经 开拓 而 得 的 解 称 
为 方程 (1) 过 点 (t,x") 的 饱和 解 。 饱 和 解 的 定义 区 间 称 
为 解 的 最 大 存在 区 间 ， 它 必 为 开 区 间 。 综 上 所 述 有 开拓 
定理 , 设 世 bx) 在 平面 有 界 开 域 G 上 连续 ， 设 x(t) 为 (1) 
的 任 一 解 (或 积分 曲线 ), 其 最 大 存在 区 间 为 (c,d), 则 必 有 
lim p(t,x(t)), 96)= lim p((t,x(t)), 3G)=0, 
got td 
式 中 p((t,x(t)),9G) 表 示 点 (t, x(t)) 到 G 的 边界 3G 的 
距离 。 即 , 只 要 了 在 G 上 连续 , 则 方程 (1) 过 G 中 任 一 点 
的 积分 曲线 必 可 延至 与 边界 3G 无 限 接近 。 


图 2 解 的 开拓 


当 G 无 界 时 ，G 上 的 积分 曲线 或 是 开拓 到 无 限 接近 
G 的 境界 线 ， 或 者 趋向 无 穷 远 。 但 在 接近 于 G 的 境界 线 
时 ,可 能 是 振动 的 。 事 实 上 ， 不 管 G 是 有 界 还 是 无 界 ,如 
果 将 G 的 无 穷 远 处 也 理解 为 其 边界 ,那么 方程 (1) 过 G 中 
任 一 点 的 积分 曲线 必 可 开拓 到 G 的 边界 。 因 此 ， 下 面 的 
结论 总 是 成 立 的 ; 

设 x( 电 的 最 大 存在 区 间 是 (ab), 则 t->a 二 或 >b 一 
时 有 

lim{[pe(M(t),3G)]!+ IM(t)|}= + 00, (4) 

式 中 人 (+t)=(tx(t)) 为 积分 曲线 上 的 点 坐标 ;1M(t)|= 
(t+ 2(t)) V2 


解 的 叭 一 性 f(t,x) 的 连续 性 不 能 保证 初 值 问题 
CD+ (2) 的 解 叭 一 。 例 如 方程 Se VT 到, 其 右 遇 函数 
在 整个 平面 Re 上 定义 且 连 续 , 但 过 点 (0,0) 的 解 至 少 有 
两 个 ,xi(b= 0 和 x(t)= 计 #。 实 际 上 这 时 有 无 限 个 解 


通过 这 个 点 (图 3)， 形 成 过 点 (0,0) 的 一 东 解 ( 称 其 为 皮 
亚 诺 束 )。 这 是 平面 情形 。 对 一 般 的 n， 车 方程 (1) 在 域 
GSR"*! 上 过 点 (ta,z) 的 解 不 唯一 ， 则 过 此 点 的 积分 曲 
线 的 全 体形 成 一 个 漏斗 状 的 集合 , 称 为 积分 漏斗 。 


= 二 
9 


图 3 方程 2 一 wjIx| 过 (0,0) 的 解 曲线 


唯一 性 条 件 ” 初 值 问题 解 的 唯一 性 条 件 ， 最 常用 的 
是 李 普 希 菊 条 件 , 设 f(t,x) 在 Rlt-tl<a,|x-x*|<b 
上 连续 , 存在 常数 K 使 |f(t,x') 一 f(t,x?)|<K|x' 一 x?|， 
当 (t,x),(t,x)ER 时 , 则 说 1(t,x) 在 R 上 满足 李 普 希 欧 
条 件 。 此 外 ,常见 的 还 有 奥 斯 古 德 条 件 ，|fCt,x') 一 f(t， 
2)| Sw |x' 一 x*|), 当 (t,x!)、(t,x*) ER 时 。 其 中 w(7) 在 
>0 上 非 负 连续 ,2(0)=0,0(7)>0 (7>0), |，， a; 一 


二 四。 还 有 卡 姆 克 条 件 ， 思 | bz) 一 了 (tx:) | 


elt-tls Beat) ,tt t,t t,x!) ER 


其 中 w(t,r) 是 0<t<ar>0 上 的 连续 非 负 函数 , 对 任何 
%E(0,0), 在 0<tSa 上 连续 可 微 的 函数 7(t) 三 0 是 满足 


方程 中 =w(t,r) 及 条 件 r7(0)=i,(0)=0 在 区 间 0<t<a 


上 的 唯一 解 。 

如 果 f(t,x) 满 足 这 些 唯一 性 条 件 , 则 方程 (1) 只 能 有 
一 个 满足 初 值 条 件 (2) 的 解 (唯一 性 定理 )。 这 个 定理 可 
以 用 比较 原理 给 以 证 明 。 在 李 普 希 茨 条 件 下 ， 解 的 存在 
性 可 以 作 皮 卡 逐 步 逼 近 序列 {zm(t} 于 |t 一 如 | < 上 一 至 
收敛 于 此 解 来 证 明 。 这 些 唯一 性 条 件 只 保证 解 的 局 部 唯 
一 性 。 但 只 要 了 在 域 G 中 每 一 点 都 满足 唯一 性 条 件 ， 则 
方程 (1) 过 G 中 任 一 点 的 饱和 解 都 是 唯一 的 。 唯 一 性 的 
讨论 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 至 今 仍 有 人 在 研究 ,并 相继 提 
出 了 许多 唯一 性 条 件 。 

解 对 初 值 和 参数 的 相依 性 ”在 应 用 初 值 问题 描述 一 
个 物理 过 程 时 , 由 于 初 值 和 方程 (1) 的 右 端 函数 通常 由 实 
验 测定 ,而 小 的 测量 误差 可 能 引起 解 的 很 大 变化 , 因此 在 
应 用 中 (如 在 变 分 法 和 最 优 控制 等 学 科 中 )， 就 需要 考察 
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初 值 和 参数 变化 时 解 的 变化 规律 。 于 是 解 对 初 值 和 参数 
的 依赖 关系 在 理论 上 和 应 用 上 都 很 重要 。 
考虑 带 参 数 的 常 微分 方程 


fn) Da 


式 中 (所 z)EG，G 是 Rr*! 中 的 开 域 ，^ EI， 是 开 区 
间 ,f,Gx Rn->R"。 为 了 表明 解 对 初 值 和 参数 的 依赖 关系 ， 
把 方程 (1) 满 足 初 值 条 件 (2) 的 解 记 为 =p(t,to,x?, 和 ); 
而 p(tostosx ,NA)= x 

解 对 初 值 和 泰 数 连续 的 一 艇 定理 设 f(t,X,^) 在 
GxI, 上 连续 ， 关 于 x 满足 李 普 希 菊 条 件 ， 即 存在 常数 
KK>0, 使 |f(t,x', 入 ) 一 f(t,x?, 和 )| 入 区 | 一 好 | ,那么 对 每 
个 (tx*)EG,X ET 存在 通过 (to,x?) 的 唯一 解 x=p(t,t， 
x, 入 ), 其 定义 域 是 R'XGxI 中 的 开 集 E, 在 E 上 p(t,t。， 
,入 ) 是 连续 的 。 这 个 定理 只 表明 过 点 (to,x*) 的 解 在 定 
义 区 域内 是 连续 的 ， 但 并 没有 反映 当初 值 和 参数 变化 时 
解 在 t 的 定义 区 间 上 整体 的 变化 情况 。 下 面 的 定理 指出 
了 对 某 个 大 范围 内 的 t, 解 对 初 值 和 参数 连续 是 一 致 的 。 

解 对 初 值 和 参数 的 整体 连续 性 定理 ” 设 ft,x, 入 ) 满 
足 上 述 定理 的 条 件 , 又 设 *=y(t) 是 方程 (1) 当 和 = 天 时 
的 解 ,其 最 大 存在 区 间 为 (c,d)。 对 任 一 闭 子 区 间 [a,b] CC 
(6,d), 存 在 3>0, 使 当 Us= {(to,x*)la<t<b, 1x 一 y(to)| 
<8)}CG,(-3,X+ 了 DEI 时 , 对 任意 (to,x*)EU。 和 和 XE 
(一 8, 允 +8), 则 方程 (1) 的 唯一 解 p(t,t,x*,*) 至 少 在 
[a,b] 上 有 定义 , 且 是 变量 t,t0,x*,^ 在 区 域 [a,b] xU。x 
(一 8, 和 + 上 的 连续 函数 。 并 且 对 任意 1E [a,b], 当 (to， 
,NF (EE) ptt 20,A) >y(t) 对 t+E Fa, 的 一 
致 成 立 。 对 任意 >0, 存在 8>0, 使 当 1x 一 y(to)| <5， 
IX- 和 <8 时 有 |9(t,tosx9,X)—yt)| <s,tECa,b]。 

上 述 两 定理 中 , f(t,x, 和 ^) 关 于 x 满足 李 普 希 蒋 条 件 ， 
目的 是 保证 解 的 唯一 性 。 事 实 上 , 只 要 初 值 问题 (1)%+ 
(2) 的 解 是 唯一 的 ,那么 上 面 两 定理 仍然 成 立 。 

解 对 初 值 和 参数 的 可 微 性 定理 设 f(t,x, 入 ) 在 Gx 
I 内 关于 (x,X) 连 续 可 微 ， 那 么 初 值 问题 (1)x+ (2) 的 解 
X=9(bbtbyzo,X) 作 为 变量 (ttb,xo,)) 的 函数 在 其 定义 域 
内 连续 可 微 。piu(tvbyxze) 和 wei(ttayzo 入 ) 作 为 上 的 函 


数 分 别 满足 初 值 问题 吕 


=fs(t, (ttyxo 入 ) 入 )Z，z(to) 


= 一 fz) 和 = 帮 (bg(thtasaa, 和 ) A) 
,入 ) 和),z( 如 ) 一 03592o(tytoyzo 入 ) 作为 上 的 函数 满足 矩 
阵 微分 方程 的 初 值 问 题 -一 作 (tg (tb sz,2)， 和)X， 
X(0)=E。E 为 nxn 单位 矩阵 。 

在 上 面 三 个 定理 中 ,固定 》 时 ,就 分 别 得 到 解 对 初 值 
的 有 关 依 赖 性 定理 。 

初 值 问题 的 推广 ” 当 也 bz) 连续 时 ， 就 能 保证 牛顿 
解 的 存在 性 ， 但 在 实际 应 用 中 出 现 了 ft,*) 为 不 连续 的 
情形 ， 这 类 方程 已 成 为 现代 微分 方程 理论 研究 的 一 个 重 
要 课题 。 前 面 已 有 例子 表明 , J(bx) 不 连续 时 ,不 一 定 有 
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牛顿 解 存在 ,因此 很 有 必要 推广 解 的 概念 。 到 目前 为 止 ， 
已 有 多 种 解 的 推广 ， 下 面 简 述 常 遇 到 的 卡拉 西 奥 多 里 解 
的 概念 和 一 个 存在 性 定理 。 设 p(t) 是 区 间 工 上 的 绝对 连 
续 函 数 ,对 +tEI 上 除了 一 个 测度 为 零 的 集合 外 ,满足 方程 
Df)), 则 9(t) 称 为 方程 (1) 的 卡拉 西 奥 多 里 
解 或 卡 氏 解 。 
卡拉 西 奥 多 里 存在 定理 设 f(t,x) 在 G 上 定义 ,对 
每 个 固定 的 x 关于 t 可 测 , 对 每 个 固定 的 上 关于 zx 连续 
对 任 一 有 界 闭 域 DCG, 存 在 勒 贝 格 可 积 函 数 m(t), 使 得 
当 (t,x) ED 时 |f(t,x)|<m(t), 则 方程 (1) 存 在 一 个 满足 
初 值 条 件 (2) 的 卡 氏 解 。 当 f(t,x) 在 G 上 和 连续 时 , 卡 氏 解 
就 归结 为 牛顿 解 。 
常 微分 方程 初 值 问题 在 常 微分 方程 理论 的 发 展 中 有 
着 重要 的 作用 ,在 实际 应 用 中 也 极其 重要 ,在 促进 某 些 数 
学 分 支 的 发 展 中 也 起 了 很 大 的 作用 。 到 目前 为 止 ， 这 方 
面 的 研究 还 在 进行 。 4 
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changweifen fongcheng chuzhi wenti shuzhi jlefo 
常 微分 方程 初 值 问 题 数 值 解法 (numerical 
method for initial value problem of ordinary 
differentialequations) ”根据 给 定 的 初始 条 件 , 确 
定常 微分 方程 唯一 解 的 问题 叫 常 微分 方程 初 值 问 题 。 大 
多 数 实际 问题 难以 求 得 解析 解 ,必须 将 微分 问题 离散 化 ， 
用 数值 方法 求 其 近似 解 。 

一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 的 提 法 是 ， 求 出 函数 
y(x), 使 满足 条 件 

YX)=f(x,yx)) 
ao) 一 ga， 

利用 数值 方法 解 问题 (1) 时 , 通常 假定 解 存 在 且 唯 一 , 解 
函数 V(x) 及 右 端 函 数 人 x,y) 具 有 所 需 的 光滑 程度 ,数值 
解法 的 基本 思想 是 : 先 取 自 变量 一 系列 离散 点 ,把 微分 问 
题 (1) 离 散 化 , 求 出 离散 问题 的 数值 解 , 并 以 此 作为 微分 
问题 解 y(x) 的 近似 。 例 如 取 步 长 h>>0， 以 h 训 分 区 间 
[a,b]， 令 xs=a+ 讯 ， 把 微分 方程 离散 化 成 一 个 差分 方 
程 .以 V(x) 表 微 分 方程 初 值 问 题 的 解 ,以 y, 表 差分 问题 
的 解 , ,=y(x,) 一 ys 就 是 近似 解 的 误差 , 称 为 全 局 误差 。 
因此 ,设计 各 种 离散 化 模型 , 求 出 近似 解 , 估计 误差 以 及 
研究 数值 方法 的 稳定 性 和 收敛 性 等 构成 了 数值 解法 的 基 


(a<x<b), 
! (1) 


本 内 容 。 
离散 化 方法 ”常用 的 有 三 种 ， 
人 @@ 基于 数值 微分 的 方法 ”将 方程 (1) 左 端的 导数 用 
某 个 一 阶 数值 微分 公式 来 代替 ， 例 如 在 xs 点 以 (gr 一 
yn)/h 代替 yn 即 得 到 欧 拉 向 前 公式 
Ynri=yn t+ hfa, 
fn=f(xn,Yn) 
Wo=yoo 
车 在 zosi 点 以 (ynrr 一 ym)/h 代 蔡 yrs 则 得 到 欧 拉 向 后 
公式 


(n=0,1,2,), | (2) 


Ynri=Ynt+ hat o (3) 
取 (2)、(3) 的 平均 ,可 导出 二 阶 精度 的 梯形 公式 
Dit Ds 04) 


@ 基于 泰勒 展开 的 方法 设计 一 个 算法 ,假定 公式 
中 含有 某 些 待定 常数 ,在 函数 光滑 的 假定 下 ,将 其 按 泰 勒 
展开 并 与 微分 方程 解 V(xn+h) 的 展 式 中 hh 的 同 里 次 项 
相 比 较 ， 按 照 给 定 的 精度 阶 得 到 待定 常数 应 满足 的 一 些 
方程 ,通过 这 些 方程 确定 待定 常数 , 即 可 得 到 所 要 的 差分 
公式 。 由 此 法 可 导出 龙 格 ~ 库 塔 公式 。 

设计 算 公式 有 下 列 形式 

onuran+ ok, (5) 
式 中 K,=hf(xn,Yn)s 
Kf nt advn+ 守 BuK)， 


=p GD 
aa、8u 为 待定 常数 。 取 定 N 值 ， 可 按 上 述 泰勒 展开 的 方 
法 确定 它们 。 最 常用 的 显 式 4 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 
si 芭 + 童 (IC 十 2K: 十 2K3 二 KU， (6) 
式 中 
Ks=hf( nd) 
Kahj( z+ 当 h yat KE) 


Ks= 赋 (+ 二 hyo+ 雪 Ks); 
Khf(xot hs yot Ky) 

@ 基于 函数 数值 积分 的 方法 “将 微分 方程 的 角 
gz) 代 入 方程 (1)， 在 子 区 间 [zw 一 翅 ,zn 十 埃 ] 上 积分 得 到 
公式 

Yat jh) yih) = {fou dx 《7) 
积分 号 下 是 x 的 函数 ， 若 用 革 些 结 点 上 了 的 值 的 数值 各 
分 公式 近似 这 个 积分 , 便 得 到 各 种 差分 公式 , 特别 地 ,车 
取 i=0,j=1, 并 用 了 在 结 点 xuyzo-bzs-r… 上 的 插值 代 
赫 (7) 式 中 的 被 积 函数 ， 便 得 亚当 斯 外 推 公式 。4 阶 亚当 
斯 外 推 公式 为 


h 
Ynri=Ynt+ ga(55fn— 59fa1+ 37fa-2— 9fo-3), (8) 


车 取 了 在 结 点 xn+1sXnsxn-1，… 上 的 插值 代替 (7) 式 的 被 
积 函 数 , 则 得 亚当 斯 内 插 公式 。4 阶 亚当 斯 内 插 公 式 为 


h 
Ynri—ynt+ 19fntst 19f4— 5fn-1+ fn-2)。 (9) 


解法 可 按 计算 yn 时 用 多 少 个 结 点 上 的 值 分 为 单 步 
法 和 多 步 法 , 又 可 以 按 加 + 出 现 的 形式 分 为 显 式 法 和 隐 
式 法 。 

单 步 法 是 指 已 知 结 点 zw 上 如 的 值 便 可 计算 yn+1 的 
值 的 解法 ,如 (2)、(3)、(4)。 单 步 法 是 可 以 自己 起 步 的 , 即 
可 从 方程 的 初 值 y, 一 步 步 算 出 如 ga，… 的 值 。 

多 步 法 是 指 已 知 govgn- am-xet(k> 2) 的 值 才能 
计算 go* 的 值 的 解法 ,又 称 上 步 法 。 例 如 ,(8) 是 四 步 法 ， 
(9) 是 三 步 法 。 多 步 法 不 能 自己 起 步 ， 即 给 了 初 值 加 以 
后 ,还 要 用 其 他 解法 (如 单 步 法 ), 算 出 y,y，…s94-1 后 ， 
才能 使 用 多 步 法 ,继续 往 下 计算 。 多 步 法 公式 着 对 y, 和 
所 都 是 线性 的 , 则 称 作 线性 多 步 法 , k 步 线性 多 步 法 的 一 
般 形式 为 

Yar t caynt + Gdn 
=h(Bsfarit Bofat + Ba-sfn-nti) 

显 式 法 的 公式 中 ,未 知 的 y+ 明显 地 被 表示 , 即 公 
式 中 除 yn+i 一 项 外 ， 其 他 的 项 中 不 再 含有 ynrt， 如 公 
式 (2)。 

隐 式 法 的 公式 不 显 含 yw1s 求 未 知 的 gr 时 一 般 需 
要 解 方程 ， 如 公式 (3) 或 (4)。 通 常用 各 种 迭代 方法 解 隐 
式 差分 方程 ,也 可 采用 较 简单 的 预 估 -校正 方法 ， 如 使 用 
梯形 公式 (4) 时 , 可 先 用 显 式 公式 (2) 求 得 yy+ 的 预 估 值 ， 
代入 式 (4) 的 函数 了 :中 ,再 求 得 gm 的 值 。 此 法 又 称 改 
进 的 欧 拉 折线 法 。 

数值 解法 满足 相 容 的 、 收敛 的 、 数值 稳定 的 条 件 时 ， 
才 有 实用 价值 。 为 此 要 研究 以 下 的 一 些 问题 。 

相 容 性 ”将 微分 方程 离散 化 所 带 来 的 误差 叫 截断 误 
差 。 当 h->0 时 , 截断 误差 趋 于 零 , 则 称 离散 化 后 的 方程 
与 微分 方程 具有 相 容 性 ， 表 示 离 散 化 后 的 方程 是 微分 方 
程 的 近似 。 若 截断 误差 的 主要 项 为 Ch?*', 则 称 截断 误差 
的 阶 是 P+1， 而 称 该 解法 是 p 阶 的 。p 越 大 表示 离散 化 
后 的 方程 与 微分 方程 近似 程度 越 高 。 

收效 性 ”是 指 当 h->0 时 ,全 局 误差 6,>0, 即 离散 问 
题 的 解 加 收敛 于 微分 问题 的 解 V(x), 这 是 离散 解 可 用 的 
理论 基础 。P 阶 的 解法 ， 即 是 当 h->0 时 ，s 以 h? 的 速 
度 收敛 。 

误差 估计 对 全 局 误差 & 的 估计 , 是 应 用 数值 解法 
时 最 关心 的 问题 。 先 验 估计 通常 只 能 给 出 误差 的 阶 ， 即 
误差 的 主要 项 中 步 长 h 的 署 次 。 一 般 采 用 事后 估计 ， 即 
在 计算 的 过 程 中 估计 误差 ， 例 如 用 理 查 森 外 推 法 估计 误 
差 。 外 推 法 也 是 提高 解 的 精确 度 的 有 效 方法 。 

数值 稳定 性 ”是 指 计算 过 程 中 ， 某 一 步 上 产生 的 误 
差 一 步 一 步 地 传递 下 去 ， 是 褒 减 、 不 增 或 有 界 , 使 得 传递 
下 来 的 误差 不 致 于 影响 数值 解 的 精度 ， 至 少 是 不 会 淹没 
数值 解 。 数 值 稳定 性 是 常 微分 方程 数值 积分 时 必须 考虑 
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的 问题 。 

1956 年 G. 达 赫 尔 斯 特 证 明 : 存 在 2k 阶 天 步 线性 多 
步 法 ,但 数值 稳定 的 k 步 线性 多 步 法 ， 当 上 为 偶数 时 ,其 
阶 不 能 超过 K+ 2, 当 大 为 奇数 时 ,其 阶 不 能 超过 k+ 1。 称 
为 限制 性 定理 。 

判别 一 个 数值 方法 的 稳定 性 时 ， 微 分 方程 

y=Ny (10) 

有 较 广 的 代表 性 ,这 里 =a+ip，a<0, i= 一 1, 许 多 
数值 稳定 性 的 定义 都 以 这 个 方程 为 基础 。 通 常 称 它 为 测 
验方 程 。 

稳定 区 域 是 指 将 一 个 数值 积分 方法 应 用 于 测验 方 
程 (10), 在 Mh 复 平面 上 使 广 了 
法 数值 稳定 的 区 域 。 欧 拉 公 
式 (2) 的 稳定 条 件 为 |1+ sh| 
<<1, 其 稳定 区 域 是 以 [一 2， o 
0 为 直径 的 圆 的 内 部 (图 1)。 
龙 格 - 库 塔 法 (6) 的 稳定 区 域 
由 条 件 


1 
ja+ CND2 二 于 (No 


图 1 老 格 法 的 稳定 区 域 
《图 的 内 部 ) 


1 
十 下 (Mb) | <1 (11) 


来 确定 ， 实 际 上 所 有 《4 阶 显 
式 龙 格 - 库 塔 法 的 稳定 区 域 
都 是 由 条 件 (11) 确 定 ， 是 图 
2 图 形 的 内 部 。 欧 拉 向 后 公 
式 (3) 的 稳定 区 域 是 以 [0,2] 
为 直径 的 圆 的 外 部 (图 3)。 
稳定 区 域 是 稳定 条 件 的 几何 
表示 ， 其 作用 在 于 解 线性 常 
系数 常 微分 方程 组 

y=Ay+F(t) (12) 
时 , 若 步 长 h 取得 使 所 有 Mh 
(是 A 的 本 征 值 ) 都 落 在 稳 
定 区 域内 ， 用 这 个 步 长 积分 
时 数值 稳定 ， 理 论 上 稳定 区 
域 可 以 用 来 选择 可 用 的 步 长 
h。 由 图 1. 图 2 可 知 ,对 于 
a<0 的 和 ,只 要 hh 取得 足够 
小 ,h 就 可 落 在 稳定 区 域内 。 
对 于 图 3,h 没 有 限制 。 稳 定 
区 域 包含 和 平面 的 整个 左 
半 平 面 的 方法 叫做 4 稳定 
的 。 如 公式 (3)、(4) 是 4 稳 
定 的 。 

刚性 方程 组 、 常 微分 方程 组 的 初 值 问 题 为 ， 

y=f(t,y), 
ya)=9g, 

式 中 y= (gp Vs yn) f= (ff fn)T; 9= (gi 
60 


图 2 4 阶 星 实 守 格 - 库 汰 
法 的 费 定 区 域 (图 的 内 部 ) 


图 3 克拉 向 后 公式 的 
称 定 区 域 (图 的 外 部 ) 


ga …， go)7 车 为 站 维 向 量 。 假 定 微分 方程 右 端 函数 了 的 
雅 可 比 矩 阵 让 的 符 征 值 为 入 一 中 二 ip 有 Res<0(j=1, 
2,…sn), 当 比值 

max|ReXs| 


Ss= minlRe%s| >! 


时 ,用 通常 显 式 公式 计算 , |h%s| (j=1,2,…,n) 不 能 超过 
某 个 量 , 也 就 是 hh 必须 很 小 , 从 而 大 大 增加 计算 时 间 。 这 
类 问题 称 为 刚性 问题 。 因 为 4 稳定 的 方法 从 数值 稳定 来 
说 对 步 长 h 没 有 限制 ,适用 于 刚性 方程 组 ,如 欧 拉 向 后 公 
式 (3), 梯形 公式 (4), 隐 式 龙 格 - 库 塔 公式 等 都 是 有 效 的 
方法 。 
参考 书目 

P. Henrici，Diserete Voriable Methods in Ordinary 
Differentiol Equations, John Wiley & Sons, New York,1962. 

C. W. 吉尔 著 , 费 景 高 \ 刘 德 贵 、 高 永春 译 :< 常 微分 方程 初 值 
问题 的 数值 解法 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1978。(C. W. Gear, Nu- 
merical Initiol Volue Problems in Ordinory Differentiol 
Equations, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 
1971.) 

(吉兆 虽 ) 

chongweifen fongcheng dingxing lilun 


常 微分 方程 定性 理论 (qualitative theory of 
ordinary differential equation) 通过 微分 方 
程 ( 形 如 一 Tbxuxa yx)) 右 侧 函数 的 性 质 来 研究 
其 解 的 性 态 的 理论 。 由 于 绝 大 多 数 微 分 方程 不 能 用 初等 
函数 的 积分 来 表 出 通 解 ,而 且 在 工程 ,物理 学 \ 天 文学 中 出 
现 的 微分 方程 又 并 不 一 定 要 求 出 解 ， 而 只 需要 知道 解 的 
某 些 性 质 ， 因 此 定性 理论 在 微分 方程 理论 中 和 实际 应 用 
上 都 占有 重要 地 位 。19 世纪 30 年 代 , C.-F. 斯 围 姆 对 多 
项 式 根 的 分 布 问题 的 研究 是 大 家 熟知 的 。 同 时 他 也 把 这 
种 定性 思想 应 用 到 常 微 分 方程 ， 获 得 了 重要 和 有 趣 的 结 
果 ， 即 有 关 解 的 零点 分 布 的 有 名 的 斯 图 姆 比较 定理 和 振 
动 定理 。19 世纪 未 ,也 . 庞 加 菜 和 A.M. 李 亚 普 诺 夫 把 这 
种 定性 思想 应 用 于 对 天 体力 学 一 般 问题 的 研究 ， 比 较 系 
统 地 发 展 了 一 套 研究 非 线性 微分 方程 的 定性 方法 。 虎 加 
莱 的 《微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 》 和 李 亚 普 诺 夫 的 《 运 
动 稳定 性 理论 ?是 定性 理论 中 的 经 典 著 作 ,而 庞 加 业 的 几 
何方 法 乃 是 后 来 莲 勃 发 展 起 来 的 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 
学 的 先驱 ,对 近代 数学 的 发 展 起 了 积极 的 推动 作用 。 

20 世纪 20 年 代 ， 荷 兰 无 线 电 技术 工程 师范 德 坡 对 
电子 三 极 管 的 振 落 电路 建立 了 一 个 数学 模型 〈 即 范 德 坡 
方程 : 冯 + U(x 一 1) 底 +x=0,4>0), 而 且 由 此 发 现 三 极 管 
的 稳 态 振 荡 对 应 于 庞 加 莱 的 稳定 极限 环 。 这 一 事实 首先 
引起 了 苏联 学 者 ,然后 是 欧美 学 者 的 极 大 兴趣 ,推动 了 微 
分 方程 定性 理论 广泛 地 发 展 。 可 以 说 ， 常 微分 方程 定性 
理论 已 经 构成 近代 非 线 性 分 析 中 重要 的 一 章 ， 它 对 其 他 
分 支 的 研究 有 可 贵 的 参考 价值 。 

下 面 就 二 、 三 阶 微分 系统 介绍 一 些 基本 的 定性 思想 
方法 。 


平面 驻 定 微分 系统 给 定 平面 微分 方程 
=P(x,y), j=Q(x), (8), (GD 


其 右 侧 函 数 在 R( 欧 氏 平 面 ) 上 定义 了 一 向 量 场 (PCx,y)， 
Q(x,y)), 由 于 P、Q@ 与 上 无 关 ， 称 它 为 定常 场 ， 对 应 的 
微分 方程 称 为 定常 (微分 ) 系 统 ,或 驻 定 (微分 ) 系 统 , 也 称 
自治 系统 ; 当 P、Q 依赖 于 t 时 ,对 应 的 微分 方程 称 为 非 
驻 定 (微分 ) 系 统 。 

坷 点 在 (1) 中 假设 P.Q 在 区 域 DSR? 上 连续 可 微 ， 
令 (x0,W)ED, 若 (Xo,yo) 是 P(x,y)=0 及 Q(x,y)=0 的 
解 ， 则 (x。,yo) 叫 做 方程 的 奇 点 ， 否 则 叫做 常 点 。 向 量 场 
(P(x,y),Q(x,y)) 在 常 点 有 确定 的 方向 (P(xosyo) ,Q(xo， 
W)), 即 上 方程 通过 点 (xosy。) 的 轨 线 在 此 点 有 确定 的 方 
向 。 所 谓 轨 线 , 即 方程 的 解 在 R? 中 所 确定 的 曲线 ,也 即 点 
随 t 而 变化 的 轨道 。 于 是 由 解 对 初 值 及 右 侧 函数 的 连续 
依赖 性 ,在 常 点 充分 小 邻 域内 的 轨 线 便 几乎 平行 , 故 从 局 
部 看 ,其 结构 异常 简单 ， 无 须 研究 。 而 向 量 场 (P(x,y)， 
Q(x,y)) 在 奇 点 为 零 向 量 ， 它 无 确定 的 方向 ,但 x=x。o， 
y=bo 是 方程 的 解 , 即 奇 点 也 是 方程 的 (退化 的 ) 轨 线 ， 而 
且 在 奇 点 邻 域内 的 轨 线 分 布 (或 叫 奇 点 的 结构 ) 一 般 说 来 
异常 复杂 。 不 失 一 般 性 , 设 奇 点 为 坐标 原点 (0,0)， 由 泰 
勘 公 式 可 把 上 述 方程 写成 志 =- ax 十 好 十 Pi(z,g)， 切 = cx 十 
助 +QI(z,) 其 中 PuQ 是 当 z>0,40 时 比 \W 环 十 殉 高 


阶 的 无 穷 小 量 。 奇 上 (0,0) 的 结构 与 特征 方程 | "> de 


一 0 的 根 Xi 密切 相关 。 当 4 | 中 站 时 ，(0， 0)mq 
做 初等 奇 点 。 此 时 可 经 非 退 化 的 线性 变换 将 上 方程 所 对 


b hh<0, 


初等 因子 是 单 的 


® hs=atip, a<0, >0 


应 的 线性 方程 交 =ax+by, j=cx+ 曙 化 为 标准 型 ,将 变 
换 后 的 变量 仍 以 x,y 表示 ， 则 线性 方程 奇 点 的 结构 可 化 
为 下 列 几 种 情形 , 

外 》%, 与 )a 为 同 号 实 根 , 奇 点 (0,0) 叫 结 点 。 从 结 点 
的 充分 小 邻 域内 出 发 的 任何 轨 线 都 沿 确定 方向 无 限 趋 近 
它 ( 当 t+%m 或 t> 一 吕 , 视 和 和 Xs 为 负 或 为 正 而 定 )。 
车 入 大 和 4， 方程 可 化 为 = 入 x, =hy， 以 0> 和 > 和 为 
例 ,其 图 形 为 图 la。 若 和 ,=%,, 且 初等 因子 是 单 的 , 方程 
同 (4), 以 和 <0 为 例 , 其 图 形 如 图 lb。 若 和 = 和,, 且 初 等 
因子 是 重 的 , 方程 可 化 为 过 = Naz,= 一 x+ 和 Xu， 其 图 形 
如 图 lc。 

@ 和 与 和 :为 异 号 实 根 , 奇 点 (0,0) 叫 鞍点 。 从 鞍点 
的 充分 小 邻 域内 出 发 的 轨 线 ， 有 二 条 当 t-> +co 时 沿 确 
定 方向 无 限 趋 近 它 ， 而 男 有 二 条 当 t-> 一 oo 时 沿 确定 方 
向 无 限 趋 近 它 , 这 四 条 轨 线 叫做 分 界线 ,其 余 轨 线 都 双 侧 
离开 此 邻 域 。 这 时 方程 如 四 中 和 #》 的 情形 ， 以 和 > 
0>》 为 例 , 其 图 形 如 图 1d。 

回 xs 一 ea 十 ipyay8 坟 0, 奇 点 (0,0) 叫 焦点 。 从 焦点 
充分 小 邻 域 出 发 的 轨 线 都 螺旋 形 地 无 限 趋 近 它 ( 当 t> 
+ 或 {> 一 吕 , 视 4 为 负 或 为 正 而 定 )。 此 时 方程 可 化 为 
守 =ax+ 盈 , 了 = 一 Bx 十 呆 。 以 4<0、8>0 为 例 ,其 图 形 如 
图 le。 

@ 当 和 ,= 士 ip,8 关 0, 奇 点 (0,0) 叫 中 心 。 在 中 心 
的 充分 小 邻 域内 都 是 围绕 中 心 的 闭 轨 线 (如 图 1f)。 加 上 
高 次 项 P, 和 @, 后 , 当 Pi 和 @, 是 x\ 的 解析 函数 时 , 奇 
点 (0，0) 或 是 中 心 或 是 焦点 。 中 心 和 焦点 的 判别 一 般 来 
说 需要 进行 无 限 步 的 代数 运算 或 积分 运算 。 


f hs.ip, P+0 


图 1 平面 驻 定 系 统 奇 直 的 结构 
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综 上 所 述 ， 平 面 线性 系统 的 孤立 奇 点 不 计时 间 走 向 
共有 三 种 不 同 拓扑 结构 。 中 心 , 蒂 点 、 焦 结 和 结 点 ; 后 两 
者 的 拓扑 结构 相同 , 即 其 图 形 只 差 一 个 拓扑 变换 。 另 外 ， 
当 特 征 根 实 部 (a) 不 为 零 时 , 开 . 格 罗布 曼 和 P. 哈 特 有 曼 证 
明 , 在 奇 点 的 邻 域 存在 连续 变换 4= (x,9),0= (X,Y)， 


了 aa BCnma) 
其 中 全 0 的 一 0500) 一 和 当天 =3 一 0 时 -0 二 让 


0， 将 原 方程 变 为 线性 方程 立 = au+bp，D= co 二 dp, 将 轨 
线 变 为 轨 线 且 保持 时 间 定 向 。 这 就 是 著名 的 线性 化 定理 ， 
它 不 限于 二 阶 系 统 。 由 此 推 得 , 当 特征 根 实 部 不 为 零 时 ， 
原 方程 奇 点 的 拓扑 结构 由 相应 的 线性 方程 决定 。 

高 次 奇 点 当 4=0 时 , 特征 根 至 少 有 一 个 为 0， 
《0,0) 叫 非 初 等 奇 点 。 其 结构 一 般 比 初等 奇 点 更 为 复杂 。 
而 当 ab,c.d 不 全 为 0, P、Q@ 有 对 x、y 的 足够 高 阶 的 连 
续 偏 导数 时 ,除了 中 心 和 焦点 的 判别 问题 外 ,这 类 奇 点 结 
构 的 判定 已 彻底 解决 。 当 a、b、c、d 全 为 0 时 ,(0,0) 叫 高 次 
奇 点 ， 此 时 原 方程 可 化 为 之 = Xm 十 Pa, 归 = Ye+Q@a， 其 中 
Xm 和 Yn 分 别 是 *、y 的 mm 和 nn 次 齐 次 式 , mn>1, 而 P， 


和 @, 是 当 x>0,y>0 时 分 别 比 ( 空 二 护短 和 《 阅 十 态 间 
高 阶 的 无 穷 小 量 。 对 齐 次 奇 点 来 说 ( 即 m=nn), 问 题解 决 
得 较为 完整 ,对 非 齐 次 奇 点 常用 布 里 奥 - 布 凯 变 换 x 一 x， 
y=ux, 或 由 此 推广 的 弗 罗 默 变换 z=x，y=ux? 来 研究 
奇 点 的 结构 ,其 中 7 为 正 有 理 数 。 

坷 点 指数 “ 若 (0,0) 是 孤立 奇 点 , 则 可 作 一 光 清单 闭 
曲线 ! 围绕 (0,0, 使 得 由 上 所 力 成 的 团 区 域 上 只 有 唯一 
的 奇 点 (0,0)。 当 点 (x,y) 沿 1 道 时 针 方向 转 一 周 时 ， 始 


点 在 原点 的 单位 向 量 (BCi， 再 号)， 共 终点 绕 原 点 


盘旋 圈 数 的 代数 和 叫做 奇 点 (0,0) 的 指数 , 记 为 J(P,Q)， 
或 简 记 为 了 ,其 中 绕 逆 (或 者 硕 ) 时 针 方 向 一 轿 记 为 1 (或 


一 1)。J 与 1 取 法 无 关 , 而 且 = 去 $d( are tan 妨 ), 是 


反映 奇 点 某 些 拓扑 性 质 的 一 个 整数 。 结 点 、 焦 点 和 中 心 的 
指数 为 1, 鞍 点 的 指数 为 1。 当 P、Q 是 x、y 的 解析 函 
数 , 且 (0,0) 是 孤立 奇 点 ,有 公式 J(P,Q)=J(Xn,Yns)。 中 
国 已 有 人 证 明 J(Xn， Yn) 可 通过 对 齐 次 式 Xm 和 Yw 的 有 
限 步 有 理 运算 求 得 。 

极限 环 ”微分 方程 亏 = P(z, )， 当 = Q(z,a) 在 相 平 
面 XOY 上 的 孤立 的 闭 轨 线 工 叫做 极限 环 。 若 当 t> + co 
(或 {> 一 吕 ) 时 ， 从 工 的 某 个 邻 域内 出 发 的 一 切 轨 线 都 
无 限 趋 近 工 ， 则 工 叫 做 稳定 (或 不 稳定 ) 极限 环 。 若 当 
t> 十 吕 时 ,在 工 的 一 侧 邻 域内 的 轨 线 趋 近 工 ,而 另 一 侧 的 
轨 线 远离 工 , 则 工 叫 做 半 稳 定 极限 环 。 关 于 极限 环 问题 研 
究 得 比较 多 的 是 平面 多 项 式 系统 , 即 P 和 @Q 都 是 zx.! 的 
多 项 式 ; 还 有 利 埃 纳 尔 方程 : 天 十 大 z) 宛 二 gx) 一 0, 或 它 


的 等 价 方程 组 并 = 一 g(x), 瞩 =y 一 F(x), 其 中 F(z) 


f fx) dx 而 范 德 坡 方程 是 它 的 特例 。 关于 极限 环 研究 
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的 主要 问题 是 它 的 存在 性 、 个 数 、 稳定 性 和 相对 位 置 ,以 
及 当 P、@ 中 含有 参数 时 极限 环 随 参数 的 变化 情形 等 。 
证 明 存 在 性 主要 用 庞 加 莱 - 本 迪克 松 环 域 定理 , 若 在 相 平 
面 上 存在 由 两 条 单 闭 曲线 围 成 的 环 域 G, 方程 在 G 内 无 
奇 点 ， 而 且 方程 的 从 环 域内 外 边界 上 出 发 的 轨 线 都 进入 
(或 都 离开 )G, 则 在 G 内 存在 闭 轨 线 工 。 关 于 闭 轨 线 的 稳 
定性 判 据 是 ， 若 


,div(P,Q)dt<0 (或 >0)， 


则 工 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 。 

关于 利 埃 纳 尔 方程 极限 环 的 存在 唯一 性 问题 早期 的 
重要 工作 属于 N. 莱 温 松 、G. 桑 索 内 等 人 ,他 们 提供 了 证 
明 唯 一 性 的 一 些 方法 。 迄 今 为 止 关于 存在 性 问题 较 好 的 
结果 是 A. @. 菲 利 波 夫 的 工作 。 由 于 相 邻 的 闭 轨 不 能 具 
有 相同 的 稳定 性 ,估算 发 散 量 div(P, @) 沿 闭 轨 的 积分 成 
为 当今 证 明 极限 环 唯一 性 和 个 数 问题 的 主要 方法 。 例 如 
范 德 坡 方程 等 价 于 方程 组 


, 
z=y-—A( Se), y= x 


dv[y- 汶 村 -x),-z]= 一 mx 


故此 方程 至 多 有 一 个 极限 环 , 且 是 稳定 的 。 当 然 ,对 于 一 
般 的 利 埃 纳 尔 方程 的 极限 环 个 数 的 研究 就 困难 了 。 除 了 
苏联 以 外 ,中 国学 者 对 利 埃 纳 尔 方 程 极限 环 的 存在 性 \ 叭 
一 性 和 个 数 等 方面 的 原 有 结果 做 了 实质 性 的 推进 。 

DD 刹 尔 伯 特 于 1900 年 在 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 
第 16 问题 的 后 半 部 分 是 ， 给 定 微分 方程 

P (xs 
是 -总 下， (6,) 

式 中 P,、Q, 是 次 数 不 高 于 n 的 实 系数 多 项 式 ， 问 它 最 多 
有 几 个 极限 环 以 及 它们 的 相对 位 置 如 何 ， 即 对 一 切 这 样 
的 次 系统 ， 能 否 估算 出 它们 极限 环 个 数 的 最 小 上 界 
E(n)。 

对 一 般 的 n 次 多 项 式 系统 (E,), 由 于 问题 很 困难 , 数 
十 年 来 进展 其 微 。 只 有 下. 杜 拉克 于 1923 年 证 明了 对 任 
一 确定 的 (Eu) 系 统 ,其 极限 环 个 数 为 有 限 。 但 最 近 有 人 发 
现 其 证 明 有 不 完善 之 处 ,并 对 (E,) 系统 的 证 明 作 了 丈 补 。 
另外 S. P. 迪 利 贝 托 对 (E,) 的 强 稳定 或 强 不 稳定 极限 环 
( 沿 着 环 div(P,,Q,)<0 或 二 0) 证 得 


ED)<1+ 半 On 一 2)(n 一 3)， 
又 若 极限 环 都 包含 同一 奇 点 ， 则 
eeo<[ 号 下 
自 50 年 代 起 ， 中 国 数学 家 致力 于 (E,) 系 统 的 研究 ， 
取得 了 一 系列 有 趣 的 结果 ， 并 将 可 能 出 现 极限 环 的 (E,》 
系统 分 为 三 类 ， 


dy x 
dx” PCx yy? 1) 


dy xz(1+axz) 


de Px,y) 
dy _ x(l1t+art+by) 


dr B(x,y) 《ED 
式 中 Pi(x,y)= 一 4 十 十 I++ mazd 十 7?。 经 过 国内 外 数 
学 家 的 共同 努力 ， 关 于 (1) 类 方程 极限 环 个 数 与 全 局 结 
构 问题 已 彻底 解决 ,如 已 证 得 此 时 EC(2) 一 1。 对 (I)、( 焉 ) 
类 方程 也 取得 不 少 进展 .1952 年 H. H. 鲍 京 证 明 :(E:) 系 
统 在 一 个 焦点 邻 域内 最 多 而 且 可 以 出 现 三 个 极限 环 。 中 
国 数学 家 利用 他 的 结果 ， 首 先 构造 出 相当 广泛 的 一 类 
(,) 系 统 , 它 们 至 少 有 四 个 极限 环 ; 还 证 明 (E,) 系 统 的 极 
限 环 只 能 集中 分 布 在 两 个 焦点 外 围 ， 若 此 系统 最 多 有 三 
个 极限 环 , 则 它们 的 相对 位 置 如 图 2, 并 举例 子 予以 实现 。 


01.0) (2,0) (3.0) 


O: ©: OO: 


(DD (2) 


SO 


图 2 (EE，) 系 统 三 个 极限 环 的 相对 位 置 


空间 驻 定 微分 系统 
奇 点 给 定 空间 微分 系统 


dx 
Py,2), 


(a#0), (I) 


(b#0), 


MQ,yz), (2) 


dz 
= RXY,2), | 


式 中 P、Q、R 在 区 域 DSR' ( 欧 氏 空间 ) 上 连续 可 微 。 令 
(XoYor20) ED, 若 P(xos do,20) = Q(Xo, Yo 20) = R(Xo, Yo 
20)==0， 则 (xo,yosz6) 叫 做 (2) 的 奇 点 ， 否 则 (Xosyosz6) 叫 
做 党 点。 不 妨 设 (xyzo)=(0,0,0)， 由 泰勒 公式 可 把 
《2) 写 成 过 = ix 十 by 十 ciz 十 Pi(X，B，Z)， 当 一 ax 十 bad 十 
C22+ QTY2) ,2=0X y+ c+ R(T,Y,2), 其 中 Pi、 
Qi、 RR, 是 当 X、y、2>0 时 比 Vw 二胡 + 高 阶 的 无 穷 小 
量 。 奇 点 (0,0,0) 的 结构 与 特征 方程 


Qi 一 入 b, ea 


a bs ce |=0 
mb 
的 根 和 ,Xs 密切 相关 ,其 中 至 少 有 一 个 是 实 根 。 当 
a bc 
a bs es 
m b 


时 ,0,0,0) 叫 简单 奇 点 。 可 经 非 退 化 的 线性 变换 将 上 方 


Ca 一 入 


4= *0 


程 所 对 应 的 线性 方程 化 为 标准 型 ， 将 变换 后 的 变量 仍 以 
zs yz 表示 ， 则 线性 方程 奇 点 的 结构 可 以 分 为 下 列 几 种 
情形 。 

@ 为 同 号 实 根 ， 奇 点 (0,0,0) 叫 结 点 。 从 
结 点 充分 小 邻 域内 出 发 的 任何 轨 线 都 沿 确定 方向 无 限 趋 
近 它 。(i) 若 和 和、 和 互 异 , 方 程 可 化 为 = 入 4x, = 和 ay， 
z 二 hz 在任 一 坐标 平面 xy、yz、xz 上 的 图 形 如 图 1a。(ii) 
若 )j 一 和 和， 且 对 应 的 初等 因子 是 重 的 ， 方程 可 化 为 
= 和 (XH) Y=AY,2= Nz, A>M>0 及 Ns> 和 >0 为 
例 其 图 形 分 别 如 图 3a 之 (b), 及 (b):。(iii) 若 X;= X* 关 Xay 
且 对 应 的 初等 因子 是 单 的 ， 方 程 同 iD)， 以 和 > 入 >0 及 
入 > 和 > 0 为 例 其 图 形 分 别 如 图 3b 及 3c。 (iv) 若 Xi=Xx: 一 
%, 且 对 应 的 初等 因子 是 单 的 , 方程 同 (i), 轨 线 是 从 (0， 
0,0) 出 发 的 所 有 半 射 线 。(vV) 若 ^,=X,=h, 初等 因子 是 
重 的 ,方程 可 化 为 之 = 入 xmy 十 nz,g ~ 和 y+ p25Z= 入 1Z， 
此 时 又 可 分 p=0 和 pp 大 0 两 种 情形 。 

回 Na 为 异 号 实 根 , 奇 点 (0,0,0) 叫 蒋 结 点 。(i) 
若 入 和、 和 互 异 ,方程 同 O 中 (i), 以 和 <0,h> 和 >0 为 
例 , 其 图 形 如 3d。( 放 ) 着 ,~=X;, 且 对 应 的 初等 因子 是 重 的 ， 
方程 同 @ 中 (ii), 以 Xu>0>》 为 例 , 其 图 形 如 图 3e。 (iii) 
沙 入 = Xa, 且 对 应 的 初等 因子 是 单 的 ,方程 同 O 中 (iji), 以 
入 >0>》 为 例 ,其 图 形 如 图 3f。 

回 和 为 共 辑 复 根 ，X, 一 r+is, 和 .=r 一 is。(i) 若 
Th>>0,(0,0,0) 叫 结 焦点 ,以 "<0, 和 <0 为 例 其 图 形 如 图 
3g。( 二 ) 若 rh%<0,(0,0,0) 叫 蒂 焦 点 ,以 r>0>> 和 为 例 ,其 
图 形 如 图 3h。(iii) 若 r=0,(0,0,0) 叫 中 心 焦点 ,以 入 <0 
为 例 ,其 图 形 如 图 3i。 

综 上 所 述 ， 空 间 线性 常 微分 系统 的 孤立 奇 点 不 计时 
间 走 向 共有 三 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 中 心 售 点 ， 鞍 结 点 和 
鞍 焦 点 , 结 点 和 结 焦点 。 如 同 平面 系统 , 当 特 征 根 实 部 不 
为 等 时 ,加 上 高 次 项 P,Q,、R, 后 , 奇 点 的 拓扑 结构 不 变 ， 
否则 , 奇 点 的 结构 依赖 于 高 次 项 ,一 般 来 说 异常 复杂 。 

周期 解 给 定 空间 驻 定 系统 (2)， 研 究 (2) 的 周期 解 
〈 相 空间 的 闭 轨 线 ) 的 存在 性 主要 有 上 庞 加 莱 的 环 原理 :OD 
车 在 相 空 间 存在 无 切 环 面 ， 其 内 无 奇 点 ，@ 又 若 在 环 体 
内 有 一 无 切 的 经 贺 面 ， 从 其 上 出 发 的 轨 线 都 将 再 次 与 它 
相交 ， 则 环 体内 存在 (2) 的 闭 轨 线 L。 值 得 注意 的 是 , 仅 
有 条 件 @ 不 足以 保证 环 体内 闭 轨 的 存在 性 ， 在 这 方面 有 
著名 的 施 瓦 尔 茨 反例 。 

设 工 的 周期 为 T, 任 取 点 @EL, 在 四 维 空间 (Xx, y,z， 
t) 中 , 在 t=0 超 平面 上 取 @ 的 充分 小 邻 域 No, 定义 庞 
加 莱 映 射 p(P,T): Ng->R?， 其 中 9(P,t) 是 (1) 的 轨 线 ， 
8(P,0) 一 P。 显 然 @ 是 映射 的 不 动 点 , 即 9(Q@,T)=Q@。 因 
(2) 是 驻 定 系统 ， 导 映射 Dp(@,T) (线性 的 ) 的 一 个 特征 
根 必 为 1, 它 的 另外 两 个 特征 根 决定 导 映射 Dp(QT) 在 不 
动 点 Q@ 邻 域 的 结构 ， 而 后 者 与 平面 线性 奇 点 的 结构 异常 
相似 ， 并 且 后 者 又 决定 工 邻 域 的 几何 特征 。 如 DP(QT) 
的 另 两 个 特征 根 模 都 不 为 1, 则 工 叫 双 曲 的 : 若 其 模 都 小 
于 1, 则 工 是正 向 渐 近 稳定 的 ， 若 其 模 都 大 于 1, 则 工 是 
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a hh>h>0, (bh>hmh>0, b h=h>h>0, : e h>h=h>0, 
(4)s， 初 等 因子 是 重 的 初等 因子 是 单 的 初等 因子 是 单 的 


dh<0,h>h>0 日 如 一 和 a>0>j ， 初 等 因 于 是 重 的 上 如 一 2>0>j， 初 等 因子 是 单 的 


g has=riis,r<0, 4s>0 h Mirtis, r>0>hs i =rtis,r=0,h<0 
图 3 空间 驻 定 系统 青皮 


64 


负 向 渐 近 稳定 的 ( 见 常 丛 分 方程 运动 稳定 性 理论 )。 

平面 周期 微分 系统 ”周期 运动 ， 如 静止 点 ( 即 奇 点 ) 
一 样 ,是 许多 微分 系统 重要 的 稳 态 过 程 。 为 了 简明 起 见 ， 
考虑 一 个 周期 的 二 阶 微分 系统 ; 

w=P(t,x,y), Y=Q(t,x,Yy), (3) 

式 中 光滑 函数 已 和 @ 对 上 的 (最 小 ) 周 期 等 于 T。。 令 r 是 
(3) 的 一 个 了 周期 解 ， 若 了 =T。， 则 称 7 是 调和 解 。 若 
T=mTo( 或 To/m) 和 整数 m1, 则 称 7 是 次 (或 超 ) 调 和 
解 。 常 微分 方程 定性 理论 中 的 周期 解 问题 通常 是 指 如 何 
确定 各 种 周期 解 的 存在 性 ,个 数 、 稳 定性 或 几何 结构 等 。 

由 于 (3) 是 非 驻 定 的 ， 庞 加 莱 - 本 迪克 松 定理 对 它 不 
能 应 用 。 这 里 值得 一 提 的 一 般 原 理 是 JL. 马 塞 拉 在 1950 
年 证 明 的 定理 , 若 (2) 的 每 个 解 都 在 [0,co ) 上 存在 ， 而 且 
其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 , 则 (2) 至 少 有 一 个 调和 解 。 

起 源 于 天 体力 学 研究 中 的 小 参数 方法 一 直 是 分 析 周 
期 解 的 重要 工具 ( 见 常 秽 分 方程 摄 动 方法 )。 

拓扑 不 动 点 技术 起 源 于 庞 加 莱 对 周期 解 的 研究 。 以 
9(P,t) 表 示 (3) 的 过 点 P 的 轨 线 , 即 P(P,0)=P。 显 然 席 
加 莱 映 射 PC(P,T):R:->R 的 不 动 点 (或 吕 阶 周期 点 ) 对 应 
(3) 的 调和 人 解 (或 m 阶 次 调和 和 解 )。 且 如 上 面 所 述 ,前 者 的 
局 部 拓扑 结构 决定 后 者 的 几何 特征 。 如 当 不 动 点 是 双 曲 
的 ， 对 应 的 周期 解 也 是 双 曲 的 ， 如 当 在 不 动 点 邻 域 出 现 
异 状 点 , 即 不 动 点 的 分 界线 和 a 分 界线 ( 见 拓扑 动力 系 
统 ) 横 截 相交 ， 则 (2) 有 无 穷 多 个 次 调和 解 且 有 非 平凡 的 
回复 运动 。 

总 之 ， 研 究 一 个 二 阶 的 周期 微分 系统 相当 于 分 析 一 
个 二 维 的 离散 微分 动力 系统 ， 或 通过 扭 扩 相 当 于 一 个 三 
维 的 微分 系统 。 

庞 加 莱 映射 的 不 动 点 成 为 周期 解 问题 的 核心 ， 如 莱 
温 松 对 一 类 耗 散 系统 闫 十 也 zx, 交 ) 之 十 9(z) 一 P(t) 成 功 地 
在 相 平 面 上 构造 出 一 个 由 分 正光 滑 的 单 闭 曲线 所 图 成 的 
紧 致 区 域 0, 使 得 p(Q0)CO。 因 此 ， 由布 劳 威 尔 不 动 点 定 
理 ( 见 不 动 点 理论 )，9 至 少 有 一 个 不 动 点 。 又 车 令 S= 


入 vn(0), 则 S 是。 的 一 个 紧 到 连通 不 变 集 ,而 且 它 是 吸 


引子 。 莱 温 松 最 早 注意 到 某 些 吸引 子 具有 奇异 性 质 或 叫 
浑 沌 现象 ,于 是 引起 了 科学 界 的 普遍 重视 , 它 是 近年 来 十 
分 活路 的 一 个 分 支 。 

非 耗 散 系统 的 庞 加 莱 映射 一 般 是 不 可 压缩 的 。 例 如 
达 芬 方程 多 +g(x)=p(t) 的 庞 加 莱 映 射 p 是 保 面积 的 ,这 
样 不 可 能 再 利用 布 劳 威 尔 定理 ， 除 非 证 明 不 变 闭 曲线 的 
存在 性 。 但 后 者 现在 还 是 一 个 难题 ， 只 有 对 特殊 的 方程 
菇 +2x*=p(t), 有 了 肯定 的 解答 。 所 以 对 非 耗 散 系统 一 般 
不 是 通过 庞 加 莱 映 射 而 是 采用 泛 函 空间 的 分 析 技 术 来 证 
明 调和 解 的 存在 性 ,例如 工 . 切 萨 里 等 人 发 展 了 一 套 研究 
非 耗 散 系统 的 调和 解 的 很 有 用 的 泛 函 方法 一 一 备 择 法。 

近年 来 中 国学 者 发 现 达 芬 方程 的 庞 加 莱 映 射 具 有 某 
种 “扭转 "性质 ， 可 以 用 来 证 明 周期 解 的 大 量 存在 性 问题 
《甚至 对 某 些 跨 共振 的 情形 )。 


环 面 驻 定 微分 系统 “ 设 有 微分 方程 
里 -fce,p)， (09 


式 中 了 对 9 和 ?9 都 是 周期 函数 ,周期 为 2r, 即 
f(0+2kx,9+2ln)=f(0,9), 
式 中 ks 为 整数 。 由 于 了 的 周期 性 ， 在 (9,9) 平 面 上 的 每 
一 方块 区 域 2kx<9<2(k+ Dn,2In<op<2(1+ Dr 上 (4) 
的 向 量 场 都 是 和 一 个 方块 
0< 0 一 2r， 0<p<2n (5) 

上 的 向 量 场 一 样 。 于 是 ,方程 (4) 的 积分 曲线 也 可 仅 限于 
在 (5) 上 讨论 ,把 6 看 为 圆周 C, 上 的 坐标 ,p 为 圆周 C: 上 
的 坐标 , 则 (9,9) 即 为 C1 和 C: 的 拓扑 积 C, x C: 上 的 坐标 、 
CixCs 是 一 个 环 面 。 

组 合 拓扑 学 里 ,二 维 定向 闭 曲面 中 使 网 拉 - 席 加 莱特 
征 数 为 零 的 曲面 是 环 面 。 这 相当 于 ， 环 面 上 连续 向 量 场 
可 以 没有 奇 点 。 反 之 ， 若 一 定向 闭 曲面 上 的 连续 向 量 场 
无 奇 点 ， 则 该 曲面 一 定 是 环 面 。 从 而 环 面 在 所 有 的 闭 曲 
面 中 占有 引 人 注 目的 地 位 。 

对 于 可 积 的 两 个 自由 度 的 力学 系统 , 若 相 空间 紧 致 ， 
则 可 用 能 量 积分 把 相 空间 划分 为 三 维 的 子 集 ， 每 个 子 集 
由 一 系列 的 环 面 构成 ， 而 每 个 环 面 由 代表 运动 的 积分 曲 
线 构成 。 对 于 个 自由 度 的 一 般 情况 ,类 似 的 叙述 对 高 维 
的 环 面 成 立 。 因 而 环 面 上 微分 方程 的 研究 颇 引 人 注目 。 

早 在 庞 加 莱 的 开创 性 论文 中 ， 便 研究 了 环 面 上 的 问 
题 。 对 于 没有 奇 点 的 向 量 场 ， 相 应 的 轨 线 ( 即 积分 曲线 7 
在 (9,g) 平 面 上 为 一 组 拓扑 平行 线 。 平 行 线 在 适当 意义 


下 的 斜率 4(4= im 号 ) 称 为 旋转 数 .这 是 因为 在 环 面 上 ， 
oe 


轨 线 的 延展 对 圆周 C, 和 C 说 一 般 都 有 旋转 ， 这 两 个 旋 
转 的 比值 对 无 限 延展 的 极限 值 即 为 x。 

当 环 面 上 没有 奇 点 ， 则 其 上 轨 线 的 拓扑 结构 分 为 以 
下 四 种 情形 ， 若 “为 有 理 数 , 则 环 面 由 封闭 轨 线 C 构成 ， 
或 由 一 些 封闭 轨 线 C 与 渐 近 于 C 的 轨 线 共同 构成 。 若 4 
为 无 理 数 , 则 环 面 由 永 不 封闭 的 轨 线 构成 ,这 时 轨 线 的 极 
限 集合 或 是 整个 环 面 ， 或 者 是 环 面 上 的 一 个 无 处 稠密 的 
完全 集 。 后 面 这 种 极限 集 的 情况 称 为 奇异 情况 。 它 是 否 
能 真正 出 现 ( 即 有 没有 微分 方程 实现 此 情况 )， 是 一 个 多 
年 没有 能 回答 的 问题 。 直 到 1932 年 A. 当 侨 瓦 才 给 出 回 
答 , 即 对 于 C' 向 量 场 ， 这 奇异 情况 可 出 现 ， 而 对 于 比 C+ 
更 光 请 的 向 量 场 , 则 不 出 现 。 

对 于 具有 奇 点 的 向 量 场 ， 轨 线 如 何 构造 的 研究 目前 
还 在 发 展 中 。 现 只 有 零星 的 研究 ， 还 没有 系统 的 完整 的 
结果 。 ( 张 芷 芬 丁 同仁 董 金 柱 王 明 水 ) 


chongweilfen fongcheng jiexl lllun 

常 微分 方程 解析 理论 (analytic theory of 

ordinary differential equation) 复 域 上 的 常 徽 

分 方程 理论 ! 应 用 复 变 函数 论 研 究 微分 方程 的 性 状 ， 以 

及 把 微分 方程 的 解 视 为 由 方程 定义 的 解析 函数 ， 并 直接 
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从 微分 方程 本 身 研究 解 的 性 质 的 理论 。 这 是 基于 A.-L. 林 
西 的 基本 定理 , 即 在 对 微分 方程 作 极为 广泛 的 假设 下 , 它 
的 积分 是 复 变数 的 解析 函数 。 常 微分 方程 解析 理论 与 复 
变 函数 理论 的 发 展 密切 相关 。 它 的 先驱 性 工作 是 由 柯 西 、 
BB. 歼 更 、I. 工 . 寅 克 斯 、 旺 . 庞 加 莱 以 及 P. 班 勒 卫 等 人 
所 作 。 

解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 微分 方程 理论 中 最 基本 
的 问题 是 已 给 的 方程 是 否 有 解 ， 早 先 的 数学 家 们 力图 通 
过 已 知 初等 函数 的 有 限 组 合 来 表示 微分 方程 的 解 ， 但 在 
这 个 观念 下 大 多 数 微分 方程 不 可 积 。 这 实际 上 是 要 求 方 
程 的 大 范围 通 解 ,是 不 合适 的 , 因为 典型 的 分 析 运算 与 极 
限 过 程 只 要 求 局 部 的 观点 。 另 一 方面 ， 在 物理 和 力学 中 
的 问题 常 是 只 要 求 适合 某 些 补充 条 件 的 特 解 。 于 是 柯 西 
提出 考虑 如 下 的 问题 :方程 


至 -flzm GD 


的 右 端 忒 z, 忆 ) 在 (zotw) 点 的 某 个 邻 域内 解析 , 问 是 否 存 
在 :的 解析 函数 w(zyzoyt)， 它 在 z 点 的 邻 域 满足 方程 
(1), 并 且 满足 初 值 条 件 (2oizeyto) 一 ze 他 证 明了 在 上 
述 假设 下 ， 解 是 存在 且 唯一 。 这 个 定理 称 为 柯 西 存在 性 
定理 。 在 复 域 中 通常 应 用 宕 级 数 展开 式 给 出 唯一 的 形式 
解 ， 然 后 用 与 某 个 已 知 的 收敛 署 级 数 相 比 较 的 方法 ( 优 
函数 方法 ) 给 出 形式 解 的 收敛 性 证 明 , 从 而 完成 存在 性 和 
唯一 性 定理 的 证 明 。 

奇 点 ” 柯 西 存在 性 定理 所 证 明 的 微分 方程 的 解 是 局 
部 的 。 即 给 出 了 一 个 解析 函数 元 素 ， 应 用 外 尔 斯 特 拉 斯 
的 解析 开拓 ( 见 常 微分 方程 初 值 问题 ) 的 方法 , 从 z 点 的 
邻 域 沿 一 途径 了 开拓 这 个 函数 元 素 ， 如 果 方程 (1) 的 右 
端 也 能 沿 了 开拓， 则 解 的 开拓 元 素 也 满足 方程 。 如 果 沿 
着 所 有 可 能 的 途径 进行 开拓 ， 则 得 到 的 所 有 函数 元 素 构 
成 的 集合 在 大 范围 定义 了 一 个 单 值 的 或 多 值 的 函数 。 现 
在 重要 的 问题 是 在 解 的 整个 存在 区 域 上 来 研究 它 ， 而 解 
的 存在 区 域 和 解 的 性 质 是 由 它 的 奇 点 所 决定 的 ， 这 里 奇 
点 是 指 柯 西 存在 性 定理 不 成 立 的 那些 点 。 因 此 需要 研究 
所 考虑 的 方程 的 解 的 奇 点 的 位 置 和 性 质 。 

微分 方程 的 解 出 现 的 奇 点 较 解析 函数 论 中 的 情况 要 
复杂 得 多 。 首 先 当 自 变量 围绕 某 些 点 转 一 圈 以 后 ， 函 数 
从 一 个 值 变 为 另 一 个 值 ， 称 这 些 点 为 分 支点 。 代 数 函 数 
可 能 具有 的 奇 点 称 为 代数 奇 点 。 非 代数 奇 点 的 分 类 基于 
不 定 区 的 概念 ， 函 数 了 在 am 点 的 不 定 区 是 指 以 za 为 中 
心 的 小 圆 在 了 映射 下 的 像 集合 当 贺 半径 趋 于 0 时 的 极限 
集合 。 若 点 zm 的 不 定 区 由 一 点 组 成 , 则 称 ze 为 超越 奇 点 ， 
否则 称 为 本 性 奇 点 。 富 克 斯 还 对 微分 方程 解 的 奇 点 提出 
一 种 重要 的 区 分 ， 即 分 为 固定 奇 点 和 流动 奇 点 。 前 一 种 
由 微分 方程 本 身 给 出 其 位 置 和 性 质 ， 与 方程 的 个 别 解 无 
关 ， 也 即 与 通 解 中 所 含 的 任意 常数 无 关 。 后 者 则 依赖 于 
柯 西 问题 的 初始 值 ， 也 就 是 依赖 于 特 解 的 选择 ， 它 与 任 


意 常数 一 起 变动 。 例 如 方程 时 ~ 一 acotxz 的 解 以 
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素数 和 无 穷 远 点 为 固定 奇 点 〈 极 点 ) 到 = 二， 记 - 


和 亨 一 一 wlogiw 分 别 有 解 为 w(z)==V3=5,w(z)= 


log 了 和 w(z)=exp|z5|. 此 时 < 分 别 是 流动 代数 分 


支点 ,流动 对 数 分 支点 和 流动 本 性 奇 点 。 

班 勒 卫 曾 证 明 如 下 的 定理 ( 称 班 勒 卫 定理 ), 若 z。 是 
方程 (1) 的 解 的 奇 点 , 则 (zo,wo) 不 是 方程 右 端 1(z,w) 的 
全 纯 点 。 

这 个 定理 首次 确定 解 的 奇 点 和 方程 奇 点 的 关系 ， 同 
时 还 说 明 在 方程 右 端 所 z，z2) 的 全 纯 点 处 除了 全 纯 解 之 
外 ,不 存在 非 全 纯 的 解 。 当 方程 右 端 是 也 的 有 理 函数 时 ， 
班 勒 曾 卫 列举 可 能 出 现 奇 点 的 种 种 情况 。 此 外 ， 如果 
f(z,w)=P(z,w)/Q(z,w),(z0rwo) 是 P(z,w) 和 Q(z,1) 
的 全 纯 点 ,但 P(zo,w。)=Q@(z。,w。)=0, 这 种 不 确定 的 情 
形 下 ， 即 使 在 P(z,w) 和 Q(z,w) 是 z 和 也 的 线性 函数 的 
情形 ,其 解 在 za 点 的 邻 域 的 性 质 也 相当 复杂 。 

一 般 地 , 当 对 方程 的 性 状 加 上 某 些 限制 以 后 ,也 带 给 
解 的 奇 点 某 些 限制 ,例如 线性 微分 方程 的 解 无 流动 奇 点 。 
1887 年 班 勒 卫 曾 证 明 ,， 未 知 函 数 及 其 导数 代数 地 出 现 于 
方程 ,而 系数 是 z 的 解析 函数 的 一 阶 代数 微分 方程 , 它 的 
解 无 流动 超越 奇 点 和 流动 本 性 奇 点 。 

反 过 来 ,如 果 对 解 的 奇 点 作 某 些 限制 时 ,微分 方程 也 
要 适合 某 些 条 件 ， 例 如 其 解 无 任何 奇 点 的 方程 必 为 


记 =。。 一 个 重要 的 结论 是 ,如 果 方 程 (1) 的 右 峭 是 忆 的 


有 理 函 数 , 其 解 无 流动 代数 分 支点 ， 则 方程 (1) 必 化 为 如 
下 的 黎 卡 提 方 程 


型 -oz):uP+bz)w+eGz)。 《2) 


线性 常 微分 方程 ”一 类 很 重要 的 常 微分 方程 ， 未 知 
函数 的 最 高 阶 导数 是 较 低 阶 导数 的 线性 函数 ， 一 般 可 写 
成 

flaw +f wD ++ f(z) =f(2), 

如 果 右 端 恒 为 零 ， 则 称 为 齐 次 线性 微分 方程 。 如 果 知道 
了 齐 次 方程 的 通 解 , 则 能 通过 参数 变动 法 (或 称 常数 变易 
法 , 见 初等 常 投 分 方程 ) 得 到 非 齐 次 方程 的 解 。 因 此 线性 
方程 的 中 心 问题 是 研究 齐 次 方程 ， 而 n 阶 齐 次 线性 方程 
的 通 解 能 由 m 个 线性 独立 的 特 解 线性 地 表示 出 来 。 这 个 
基本 性 质 大 大 简化 了 对 线性 方程 的 研究 。 此 外 ,在 力学 和 
电路 理论 中 有 关 振动 问题 常 化 归 为 二 阶 线性 方程 ， 纯 粹 
数学 中 的 许多 完美 思想 也 是 从 这 类 方程 的 研究 中 产生 ， 
而 且 常 常 能 展现 出 n 阶 线性 方程 的 许多 性 质 。 所 以 大 量 
的 工作 是 关于 二 阶 线性 方程 的 。 它 的 一 般 形 式 可 写成 

w+p(2)w'+q(2)w= 0。 (3) 
已 知 线性 方程 的 解 只 有 固定 奇 点 , 即 解 w(z) 在 一 点 的 性 
质 依赖 于 方程 系数 p(z) 和 9(z) 在 该 点 的 性 质 。 许 多 物理 
问题 引起 的 微分 方程 都 有 奇 点 ， 因 而 对 适应 这 种 物理 情 
况 的 解 有 较 详 细 的 讨论 。 在 奇 点 邻 域 , 方 程 (3) 的 解 能 有 


如 下 表示 式 ， 设 wn(z) 和 wu(z) 是 奇 点 令 域 的 两 个 线 
性 独立 解 ， 当 围绕 za 转 一 届时， 它们 接受 一 个 线性 变 
换 , 即 一 ol 十 bs 一 ci+do 令 Xi 和 和) 是 4 一 
(8 多 的 特征 根 , 则 当 ,xs 时 ，(3) 的 解 能 写 为 


log ht log az 
10(z) 一 Cl(z 一 20) 157 Wi(2)+ C2(2—20) 57 ts(Z)3 


当 和 一)s 时 ， 则 为 
区 
10(z) 一 co(z 一 za) 0 {ul2) + cilog(z—z0)u(2)} 


oi(2— 4) uz), 

式 中 cx(k= 0,1,2) 是 常数 ，wu(z) (k=1,2,3) 是 在 z。 点 
邻 域 的 洛 朗 级 数 。 这 个 表示 式 的 作用 在 于 将 解 的 单 值 解 
析 部 分 和 多 值 解析 部 分 明显 地 表示 出 来 。 另 一 方面 在 大 
多 数 物理 问题 中 ,奇异 性 比较 “ 弱 ” ,出 现 较 弱 奇异 性 的 点 
称 为 正则 奇 点 ,其 定义 如 下 : 若 在 点 ,ws(z) (k=1,2， 
3) 只 有 极点 , 则 称 z6 为 正则 的 ! 若 入 (z) 中 至 少 有 一 个 以 
zw 为 本 性 奇 点 ， 则 称 zo 是 非 正 则 的 。 

下 述 几 个 特殊 的 二 阶 线性 方程 在 实际 应 用 和 理论 中 
都 很 重要 。 

窗 克 斯 方程 ” 它 是 奇 点 全 为 正则 奇 点 的 方程 。 由 于 
zw 为 正则 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 (z-zo)p(z) 和 
(2 一 20)i4(z) 在 2。 点 邻 域 全 纯 ， 因 此 富 克 斯 方程 可 写 为 


"二 瑟 WwW'+ 再 w=0, (4) 
II(z 一 ah) II(z 一 0h) 
ba ba 
它 也 是 具有 正则 奇 点 的 仅 有 的 方程 ,其 中 pi(z) .qi(z) 在 
4 点 全 纯 ! 并 称 
plp—-D)+Aip+M,=0 (5) 


为 在 由 点 的 指标 方程 ， 其 中 hv= Pico/ (eu 一 oo)， 
了 =qtab/ 阳 (o 一 ao" 方程 (5) 的 根 称 为 指标 数 , 记 为 
pg， po 如 , 且 有 著名 的 富 克 斯 关系 式 宫 (1 一 p49 一 p49)= 


2， 这 里 4,.,= co 。 如 果 奇 点 的 个 数 <4 且 都 位 于 有 限 平 
面 内 , 则 方程 能 由 奇 点 的 位 置 和 相应 的 指标 数 完全 确定 。 
特别 是 当 m= 3 时 即 导出 超 几 何方 程 .对 这 个 方程 的 研究 
有 着 悠久 的 历史 ,许多 杰出 的 数学 家 如 工 . 网 拉 、C.F. 高 
斯 、 忆 .了 . 库 默 尔 和 黎 曼 等 人 都 有 重要 的 贡献 。 这 类 方程 
在 很 多 情形 中 出 现 , 它 与 共 形 映射 、 差 分 方程 、 连 分 数 和 
自 守 函数 都 有 关系 ; 且 其 理论 具有 形式 上 的 高 度 完美 性 ， 
今 设 (k=1,2,3) 为 奇 点 ，(p 约 ,p49) 为 相应 的 指标 数 ， 
则 方程 可 写 为 

w+( 襄 + 1 一 (法 - 芋 


H(z-0) > 
A 


这 个 形式 为 黎 曼 所 提出 , 又 称 为 歼 曼 方程 , 它 的 积分 ( 解 ) 
能 由 黎 曼 的 了 函数 所 表示 ， 通 常 记 为 


)-v 


J 
| 型 pln pl? z|。 


pl ph? pl 


一 个 相关 的 问题 是 确定 一 切 多 值 函数 ， 它 们 仅 以 给 
定 的 m(k= 1,2,3 ) 为 奇 点 , 它 的 奇异 性 满足 一 定 的 要 求 ， 
在 每 个 奇 点 附近 ,此 函数 有 两 个 独立 的 值 ,而 任意 三 个 值 
Wi(2) ,wa(z)、ws(z) 线 性 相关 ， 这 个 问题 称 为 黎 曼 问题 。 
它 能 化 为 黎 曼 方 程 的 积分 ， 一 般 地 可 通过 超 几何 函数 表 
示 出 来 ,这 个 问题 先后 由 D. 和 希 尔 伯 特 、J. 普 羔 姆 利和 G- 
DD. 伯 克 窒 夫 解 决 和 推广 。 
车 富 克 斯 方程 的 奇 点 为 0.1 和 co， 则 引入 超 几何 函 
数 中 常用 的 参数 之 后 能 导出 高 斯 的 标准 形式 
2(1—2)w"+(y—(B+at+1)z)w'— apw=0, 
称 为 高 斯 方程 或 称 超 几 何方 程 。 它 的 解 可 表 为 超 几何 级 
数 
Fas prs) =1+ SS, 
式 中 (p)n=p(p+1)(p+2)…(p+n 一 1)。 库 默 尔 于 1834 
年 找 出 24 个 变换 ,使 得 具有 三 个 至 多 是 简单 奇 点 的 二 阶 
富 克 斯 方程 化 为 具有 不 同 参数 的 超 几 何方 程 .这 24 个 变 
换 对 应 着 解 由 超 几何 级 数 表示 的 24 个 表达 式 。 
勒 让 健 方程 ” 它 是 形 如 
(1—2)w"—2aw'+(a+1)aw=0 
的 方程 。A.-M. 勒 让 他 于 1785 年 首先 考虑 a=n 为 非 负 
整数 的 情形 。 若 令 t= (1 一 z)/2， 则 它 能 化 为 以 n+1、 
一 n 和 1 为 参数 的 超 几 何方 程 ,在 z=1 的 全 纯 解 为 n 阶 
勒 让 德 多 项 式 
Pz2)=F(n+1,—n,1,(1—2)/2)。 
贝 宣 尔 方程 ” 它 是 形 如 
2 十 210 + (22—a)w=0 
的 方程。 它 的 解 称 贝 塞 尔 函数 ( 见 特殊 函数 )， 它 黎 卡 
提 方程 密切 相关 ， 最 早出 现 于 丹尼尔 第 一 * 伯 努 利 对 县 
链 振动 的 研究 中 并 为 欧 拉 和 贝 塞 尔 所 研究 ， 近 代 又 发 现 
它 在 物理 和 工程 上 有 多 方面 的 应 用 ， 在 纯粹 数学 的 许多 
问题 中 也 用 到 贝 塞 尔 函 数 。 
施 瓦 北方 程 ” 它 是 与 二 阶 线性 微分 方程 紧密 相关 的 
一 类 方程 ， 它 由 共 形 地 映 w 上 半 平 面 为 z 平 面 上 贺 缴 多 
边 形 内 部 的 函数 所 满足 ,方程 为 
Pan-s(w) 


{2,w} = » (6) 
Hw 


式 中 {fw} = , 称 为 施 瓦 效 导数 10442,… ,a 


为 多 边 形 的 角 点 ,Pas-,(w) 是 2 一 4 次 多 项 式 ,方程 (6) 的 
解 具有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 当 围绕 奇 点 环行 一 周 时 ， 它 
接受 一 个 分 式 线性 变换 z+ 多半。 又 知 二 阶 线性 方程 
的 两 个 线性 独立 的 解 之 比 亦 具有 相同 的 性 质 ， 因 此 方程 
(6) 的 求解 问题 能 化 为 适当 选取 的 二 阶 线性 方程 的 求解 
设 G 是 一 分 式 线性 变换 群 ， f(z) 为 一 单 值 亚 纯 函 数 ， 如 
对 于 任 一 gEG 有 f(g(z))=f(z)， 则 称 f(z) 是 关于 群 G 
的 自 守 函数 。 自 守 函 数 与 二 阶 微分 方程 有 下 述 的 关系 : 
设 w=f(z) 为 自 守 函数 ， 则 z 作为 了 的 函数 可 用 微分 广 
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程 2"+uz~0 的 两 个 独立 解 2a(zo) 和 za(z) 之 商 表示 , 即 


Zw) 
(iw) 的 反 函 数 为 v= 人 (2)。 


非 线性 微分 方程 ”由 于 许多 物理 系统 是 非 线性 的 ， 
从 而 描述 它们 的 微分 方程 也 是 非 线性 的 ， 即 未 知 函 数 或 
其 导数 非 线性 地 出 现 于 方程 之 中 。 对 于 非 线性 方程 一 般 
性 质 的 了 解 不 象 线性 方程 那样 完备 和 深入 ， 而 是 知道 得 
很 少 ,而 且 它 具 有 线性 方程 理论 中 所 未 见 的 新 现象 。 下 
面 只 叙述 非 线 性 方程 理论 中 的 一 些 事实 。 
1856 年 C. A. 布 里 奥 和 J.-C. 布 凯 考虑 如 下 的 方程 
zw'= pz+qw+ F(z,w), (7) 
式 中 P(z,z) 是 在 某 个 双 贺 柱 内 两 个 变量 的 全 纯 函 数 。 首 
要 的 问题 是 方程 (7) 是 否 存在 全 纯 解 。 他 们 证 明 :如 果 9 
不 是 正 整 数 ， 则 (7) 在 z=0 有 唯一 的 全 纯 解 w(z), 且 
w(0)=0。 若 4=1,，p 关 0， 则 不 存在 全 纯 解 。 若 P=0， 
9=1, 则 有 无 穷 多 个 全 纯 解 。 他 们 还 讨论 下 面 的 方程 
P(z,w®)=0, (8) 
式 中 P(x,y) 是 x 和 的 常 系数 多 项 式 ， 并 称 (8) 为 k 阶 
布 里 奥 - 布 凯 方程 ， 或 简称 BB 方程 。 他 们 指出 , 每 一 本 
贺 函 数 满足 某 个 上 阶 BB 方程 ,并 且 BB 方程 具有 大 范围 
单 值 亚 纯 解 的 必要 条 件 是 代数 曲线 P(x, y)=0 的 亏 格 
为 0 或 1。 
19 世纪 末 ， 班 勒 卫 首 先 讨论 了 方程 
Ww” =F(2,w,w'), 
式 中 F(z,w,w') 是 和 w' 的 有 理 函 数 ， 系 数 为 z 的 解 
析 函 数 。 他 考虑 定 出 只 具有 固定 分 支点 和 本 性 奇 点 的 方 
程 。B. 9. 冈 比 埃 和 富 克 斯 对 此 问题 亦 作出 重要 贡献 ,一 
般 方 法 是 由 班 勒 卫 提出 , 基本 技巧 是 他 的 -方法 。 他 们 
找到 了 50 个 不 同 的 类 型 ， 但 大 多 数 能 化 为 已 知 的 方程 ， 
如 线性 方程 或 黎 卡 提 方程 。 只 有 6 种 类 型 的 方程 导出 新 
的 超越 亚 纯 函数 ,这 些 方程 是 , w”= 6w*+z, 岂 "一 2u 十 


A Ee d 
2W+0 Ww (Ww 一 证 w+ 王 (Ww?+b)+cw + 证 ， 


z(w)= 


w= 二 (w'):+ wt daw 2(z22—a)w+ 二 ,等 等 ,并 
称 这 些 方程 为 班 勒 卫 方程 ， 它 们 的 解 称 为 班 勒 卫 函 数 。 
1913 一 1914 年 ,P.L. 布 特 鲁 对 一 类 二 阶 方程 发 展 了 渐 近 
积分 的 方法 ， 并 指出 班 勒 卫 方 程 的 解 在 某 种 意义 下 渐 近 
于 外 尔 斯 特 拉 斯 糊 贺 函数 。 

常 微分 方程 理论 中 奈 望 林 纳 理论 的 应 用 20 世纪 20 
年 代 芬兰 数学 家 R. 奈 望 林 纳 创立 了 亚 纯 函数 值 分 布 理 
论 。 不 久 日 本 数学 家 吉田 耕作 应 用 此 理论 于 一 类 非 线性 
常 微分 方程 的 研究 。50 年 代 HH. 维 蒂 希 更 系统 地 研究 了 
奈 望 林 纳 理论 对 常 微 分 方程 理论 的 意义 ， 使 得 这 一 理论 
成 为 研究 一 类 方程 解 的 某 些 大 范围 性 质 ( 解 的 增长 性 , 值 
分 布 性 质 ,因子 分 解 等 ) 的 重要 工具 。 作 为 柯 西 存在 唯一 
性 定理 的 直接 推论 是 下 述 常 系数 微分 方程 

w=a(W— 0a)"(wW—a,) 《9) 
的 每 一 非常 数 亚 纯 解 w(z) 都 不 取 %(j=1 ,2,…, n) 为 
值 。 另 方面 ,根据 亚 纯 函 数 皮 卡 定理 , 任 一 非常 数 亚 纯 函 
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数 能 取 所 有 的 复 值 为 值 , 至 多 除去 两 个 例外 。 因 此 ,如 果 
方程 (9) 具 有 非常 数 亚 纯 解 ， 则 必 有 方程 (9 的 右 端 对 岂 
的 次 数 筷 2。 对 此 , 在 1913 年 丁 马尔 姆 奢 斯 特 得 到 了 重 
要 的 推广 ， 他 证 明了 下 述 的 马尔 姆 奎 斯 特定 理 ， 设 方程 
(1) 的 右 端 是 z 和 也 的 有 理 函 数 , 如 果 方 程 存在 全 平面 单 
值 超越 亚 纯 解 ， 则 (1) 必 为 黎 卡 提 方 程 。 1933 一 1934 年 
吉田 耕作 应 用 奈 望 林 纳 理 论 给 出 这 个 定理 一 个 漂亮 的 证 
明 ， 并 且 大 大 推进 了 结果 。 由 于 微分 方程 的 解 更 多 出 现 
为 有 限 多 值 的 解析 解 , 即 代 数 体 函数 解 ,他 还 考虑 了 方程 
(w')"=P(z,w)/Q(2,w) (10) 
的 代数 体 解 存在 的 必要 条 件 ， 其 中 P(z,w) 和 Q(z,w) 分 
别 是 ww 的 p 次 和 9 次 多 项 式 ， 系 数 是 z 的 有 理 函 数 。 他 
证 明 ; 若 方程 (10) 存 在 v 值 超越 代数 体 解 , 则 必 有 p<2nv 
和 9<2n(v 一 1)。 特别 地 , 当 n=v==1 时 即 是 马尔 姆 这 斯 
特定 理 。 
上 述 类 型 的 定理 有 种 种 证 明和 推广 ， 其 中 一 个 重要 
的 补充 是 由 N. 施 泰 因 梅 茨 所 得 , 他 证 明了 : 若 (10) 存 在 


超越 亚 纯 解 ， 则 经 过 适当 的 分 式 线性 变换 w= 宇和 能 


化 为 6 类 标准 的 方程 之 一 或 它们 的 宕 。 这 些 方程 除 黎 卡 
提 方 程 外 是 ，(u =a(z)…(u 一 bz))MD 一 rD(D 一 Ta)， 


(v= az) 。 起 (wt, )=a(2). 立夫) 等 等 
"1 1 


此 外 ,对 于 代数 微分 方程 亦 有 相应 的 结果 ,中 国 数学 
工作 者 对 相当 广泛 的 高 阶 代数 微分 方程 存在 “ 较 快 "增长 
的 代数 体 函数 解 的 必要 条 件 亦 得 到 精确 形式 的 马尔 姆 吝 
斯 特 型 定理 。 近 年 来 奈 望 林 纳 理论 还 被 用 来 研究 常 微分 
方程 复 振荡 理论 , 解 的 增长 性 估计 和 解 的 因子 分 解 等 。 
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chongweifen fongcheng jins! jiexijie 
常 微分 方程 近似 解析 解 (approximate analyt- 
ic solution of ordinary differential equation) 
常见 的 常 担 分 方程 中 只 有 极 少数 的 类 型 可 以 用 初等 函数 
显 式 地 写 出 精确 解析 解 。 工 程 技术 及 自然 科学 各 部 门 的 
需要 使 得 人 们 去 寻求 近似 解析 解 ， 即 解析 形式 的 容许 一 
定 误差 的 解 。 

常见 的 有 初等 解 的 微分 方程 如 常 系数 线性 常 微分 方 
程 

i + 时 + 吉 I=0， (1) 


式 中 t 为 时 间 ,I 为 电流 ,L、R、C 分 别 为 电路 中 的 自 感 . 电 


阻 及 电容 ,其 解 为 
TI=4e 坦 (全 -如 t+9, ). (2) 


又 如 最 简单 的 单 摆 方 程 


Me hsing=0, (3) 
式 中 9 为 重力 加 速度 ,! 为 摆 长 ，? 为 幅 角 ， 则 是 非 线性 
的 ， 其 解 为 椭 贺 函数 ,很 不 便于 应 用 。 再 如 ,有 的 线性 方 
程 象 量子 力学 中 常见 的 方程 
A + V(x)Ju=0, (4) 

它 对 未 知 函 数 u(x) 是 线性 的 ,但 V(x) 随 x 变化 , 是 一 个 
变 系数 线性 方程 , 它 是 没有 精确 解析 解 的 。 可 见 , 有 许多 
常 微分 方程 没有 精确 解析 解 ,或 虽 有 精确 解析 解 ,但 不 是 
初等 解析 函数 ,因此 对 这 些 方程 必须 去 寻求 近似 解析 解 。 

工程 上 常用 的 求 近似 解析 解 的 办 法 有 两 种 ， 

@ 线性 化 ”例如 ,对 单 摆 方 程 (3), 当 单 摆 角 度 不 大 
时 (如 |p|<1), 用 9 代 sinp, 使 (3) 线 性 化 为 


人 +o, 
i 
v=Asin(V¥t+o,). 
@ 小 参数 展开 即 当 问题 中 有 某 种 量 相 对 较 小 时 ， 
取 作 小 参数 ,对 它 展开 ， 逐 次 求 近似 ( 见 常 微 分 方程 摄 动 


方法 )。 例 如 在 日 .地 ,月 三 体 问题 中 , 太阳 质量 、 地 球 质 
量 与 月 球 质量 三 者 之 比 是 


3.3x105:1:; 法 : 


因此 月 球 质量 可 以 看 作 小 参数 ， 各 种 量 对 它 展 开 为 里 级 
数 ,逐次 求解 ,在 (4) 中 , 取 


w= Ae' PD A 


妨 为 普 朗 克 常 数 , 取 作 小 参数 ， 代 入 (4)， 一 次 近似 得 到 
《4) 的 近似 解析 解 


U(X)= 
Ex 
4[| -vee) 才 ] ‘epi| [ve 和 


由 小 参数 问题 还 进一步 引起 大 参数 问题 ， 亦 称奇 摄 动 问 
题 ( 见 常 微 分 方程 摄 动 方法 )。 但 在 实际 的 工程 技术 问题 
中 很 多 参数 既 不 能 看 作 小 参数 ， 也 不 能 看 作 大 参数 ， 而 
又 要 求 近似 解析 解 ,这 就 需要 脱 开 线性 化 、 小 参数 、 大 参 
数 而 去 寻求 一 般 性 的 近似 解析 解 的 求法 ， 于 是 产生 了 近 
似 解 析 解 的 研究 。 

对 近似 解析 解 要 求 它 在 参数 和 变数 的 特定 范围 内 满 
足 三 个 条 件 ，@ 有 简单 的 解析 表达 式 。 无 限 项 相 加 形式 
的 解 是 不 实用 的 。 回 解析 表达 式 定性 地 正确 〈 按 问题 的 
要 求 而 定 )。 这 是 一 般 摄 动 方法 中 常 遇 到 而 没有 明确 意 
识 到 的 问题 。@ 在 给 定 的 误差 范围 内 与 高 精度 的 数值 解 


可 以 定量 地 比较 。 亦 即 ,误差 概念 要 具体 ,抽象 的 O(1) 
及 0(1) 在 工程 上 是 不 实用 的 ,因为 具体 的 问题 都 有 必须 
满足 的 具体 误差 要 求 。、 

为 了 达到 这 三 个 要 求 ,一 般 可 采取 下 列 五 个 步骤 ， 

@ 量 纲 分 析 与 相似 理论 的 考虑 。 这 主要 是 抓 住 物 
理 问题 本 质 , 减少 参数 个 数 , 某 些 时 候 可 将 偏 微分 方程 简 
化 为 常 微分 方程 ,或 将 常 微分 方程 简化 为 代数 方程 , 亦 即 
减少 自 变量 的 个 数 ,从 而 大 大 方便 近似 解析 解 的 寻求 ,并 
可 极 大 地 减少 计算 量 。 

@ 定性 分 析 与 全 局 图 像 的 考虑 。 这 主要 是 要 了 解 
相 空 间 中 轨 线 的 全 局 定性 图 像 ， 以 及 不 同 区 域 的 定性 特 
点 。 解 的 首 项 一 般 应 当 定性 地 正确 ， 以 后 各 项 逐次 作 定 
量 的 修正 。 这 是 许多 技巧 成 功 或 失败 的 关键 一 步 。 

@ 量 级 分 析 与 粗 估 公 式 的 考虑 。 具 体 问题 按 其 具 
体 数据 都 有 大 小 之 分 , 抓 住 主要 矛盾 , 作出 定性 地 正确 ， 
定量 地 合 平 量 级 的 粗 的 解析 公式 ， 并 有 意识 地 留 下 一 些 
系数 待定 ,以便 进一步 加 以 调整 。 

加 数值 分 析 与 典型 计算 的 考虑 。 利 用 计算 机 对 典 
型 参数 组 作 精确 数值 计算 ,从 中 得 到 更 多 的 信息 ,从 而 突 
破 停留 在 小 参数 (或 大 参数 ) 上 的 狭隘 范围 ， 为 近似 解析 
解 的 作法 ,提供 了 全 新 的 途径 。 

回 综合 上 述 四 步 , 即 可 减少 参数 及 变量 的 个 数 , 突 
出 主要 方面 作出 合乎 定性 及 量 级 的 粗 的 解析 形式 的 解 ， 
再 利用 数值 信息 使 粗 公式 修改 为 较 精 的 公式 ， 这 样 便 作 
出 了 近似 解析 解 。 

下 面 举 两 个 工程 上 的 实际 例子 。 

例 1 求 电解 加 工 成 型 工艺 中 出 现 的 一 个 微分 方程 
的 近似 解析 和 解 。 给 定 t+ 对 z 的 非 线性 常 微分 方程 


1+tan? 罗 ， ed 
4 是 =z+4- +Rl 一 (5) 


1+tan?2e < 


及 初始 条 件 z=0,t=0。 其 中 5 个 参数 A,4,R,p,t, 的 量 


纲 为 [于 ,CLI,，[LI， C1], [7]。 它们 的 变化 幅度 为 

0<h<5 秆 ， 0.1<4<1.0, 5<R<100, 0.2<A<1.0, 

0<p<90"。 要 求 在 0<t < 中 函数 3= Mb)= A 开 的 近 

似 解 析 解 ,其 相对 误差 在 10 锡 以 内 。 
引入 无 量 纲 化 参数 ， 


则 (5) 化 为 
D- 蝶 -<z+1-ar+alnGl+pezr-D) 
(0<T<T), 
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由 此 得 

dp 2pe’? 

器 -<( 广 -1+ 了 TFB- 了 / 人 
初始 条 件 为 T=0, D= 1。 参 数 变化 幅度 为 5 入 <<1000， 
0<T,<5,0<p<90°。 这 里 a 上 既 不 是 小 参数 ,也 不 是 大 参 
数 ， 用 上 述 五 步 法 求 得 的 近似 解析 公式 为 

De[l+2V aB (et—1)]/[V a(1—B— Be) 
+2 (erm—1)(1.6+ In(1+ a))], 
相对 误差 在 10% 以 内 。 
例 3 求 大 型 体育 馆 通风 设计 中 出 现 的 一 个 微分 积 
分 方程 的 近似 解析 解 。 给 定 非 线性 微分 积分 方程 


器 -4(1+()) (+(e 07) 
初 值 <=0， Vol= (型 ) =tan 0 变量 x 及 ?变化 范 
围 为 0<x<50,，0<y<30, 参数 4 及 % 变化 的 范围 为 
3x10…<A<2x10 0<0<15", 要 求 y= 多 xz) 及 V 一 
Y(x) 的 近似 解析 解 ,其 中 

un 
a 
ar 的) 
相对 误差 要 求 在 10 狗 以 内 。 
人 A 


a(t (ga). 


初 值 为 x=0， y=0, 并 ~tan0, 蜡 下 一 0( 由 (7) 得 出 )。 其 
解 为 y=y(x;As tan bo)， 这 里 4 可 以 看 成 小 参数 , 用 一 
般 小 参数 法 求解 。 但 是 用 求 近似 解析 解 的 方法 ， 则 首先 
减少 参数 ， 不 论 其 为 大 参数 或 小 参数 。 若 引入 新 变量 
NAx=#, MAy=Y, 
则 (9) 化 为 
映 
d 
(+ 全) 站 
(+ 


初 值 为 


X=0, Y=0, 右 stan bu， 


嗓 

得 到 解 a 
NAYxsAtand) = Axs1;tanb,), 
Vx;Astang)=N AV(N Ax;1stan bo), 

只 要 研究 A=1 的 情形 ， 不 管 4 是 否 为 小 参数 。 经 

五 步 法 得 到 的 近似 解析 解 为 
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Qttant0) + 
6 


ye (xtanb,+t Ax) 


“+ tan?0, 计 
x(1 +Q+ ee). Ag， 


1 
ED 
Gen 下 “17 
相对 误差 在 10 匈 以 内 .从 例 2 可 以 看 出 ,即使 有 小 参数 ， 
如 能 用 相似 理论 消去 , 可 以 更 简便 且 提 高 精确 度 。 
从 例 1 中 还 可 以 得 到 有 限 扰动 法 。 例 如 ， 方程 


Martoytfz,y), z=0, y=0, 要 对 x>>0 求解 , 其 


中 a 天 0,b<0,|f(x,y)|<K (常数 )。 这 时 ， 可 利用 扰动 
项 人 x,y) 的 有 限 性 ， 迁 代 求解 。 方 法 是 取 如 三 0, 以 及 


ee! ax+ byows+f(x, yn)， 再 用 系列 如 (x) 来 逐次 到 


近 y(x)。 这 种 有 限 扰动 法 还 可 扩充 到 方程 组 。 
参考 书目 
A. H. Nayfeh, Perturbation Methods, Joha Wiley & 
Sons, New York, 1973. 
秦 元 助 : 常 微分 方程 近似 解析 解 的 理论 与 实践 , (I、( 工 ),* 计 
算 机 应 用 与 应 用 数学 >, 1975、1978。 
《 泰 元 动 ) 


chongweilfen fongcheng shedong fangfa 

常 微分 方程 摄 动 方法 (perturbation method 
in ordinary differential equation) 一般 的 
微分 方程 ,常常 不 能 求 得 精确 解析 解 ,需要 借助 于 求 近似 
解 或 数值 解 ， 或 两 者 兼 而 有 之 。 摄 动 方法 是 重要 的 近似 
方法 。 它 的 思想 ， 在 于 设想 有 可 能 借助 于 选 定 的 并 且 具 
有 精确 解 的 微分 方程 组 ， 用 来 逐次 近似 地 描述 所 研究 的 
微分 方程 。 常 见 的 是 含有 小 参数 6 的 微分 方程 。 例如 
守 = F(x,t,6)， 其 中 = (Xs Xn) P= (Py, Fs, 


Po)，#- 感 。s 是 小 参数 。 所 谓 报 动 方法 ,就 是 根据 方 
程 = F(x。ot,0) 的 已 知 解 ， 求 得 原 式 当 。 取 小 值 时 的 近 


似 解 的 方法 。 一 般 假 定 F(x,t,s) 于 s=0 时 有 意义 ,并 且 
对 是 解析 的 ， 这 是 正则 摄 动 问题 。 如 果 F(x，, tb 8) 于 


s=0 时 出 现 奇 性 (包括 = 了 "的 情形 )， 则 为 奇异 
摄 动 问题 。 或 者 广义 地 说 , 涛 摄 动 问题 P。 的 解 u(x) 能 
用 的 浙 近 吞 级 数 表示 , 即 ;ex)~u(x) 十 访 srun(x)， 


并 且 这 一 渐 近 等 级 数 在 所 讨论 的 区 域内 一 致 有 效 成 立 ， 
则 称 P。 是 正则 摄 动 问题 , 否则 称 为 奇异 摄 动 问题 , 其 中 
W(x) 是 s=0 时 非 摄 动 问题 (或 称 退 化 问题 ) 的 解 。 对 正 
则 摄 动 问题 ,可 利用 方程 和 定 解 条件 逐 次 确定 系数 zi(zx) 
《i> 0), 而 对 奇异 摄 动 问题 , 则 不 然 。 

正则 摄 动 关于 正则 摄 动 问题 有 下 面 几 种 常用 的 方 
法 。 

@ 林 斯 泰 特 - 庞 加 莱 方 法 它 原 用 于 天 体力 学 。 例 


如 对 方程 交 + 导 (xz， 宛 ) 十 地 xz 一 0， 设 zx 一 ze+SXIKt) 十 
txt( 划 十 … 其 中 za 一 Acos(oot+ 4)， 当 人 4,a 是 常数 时 ， 
它 是 区 + wsx= 0 的 解 。 若 直接 以 zx 的 式 子 代入 方程 ， 并 
使 = 的 各 次 宕 的 系数 分 别 为 零 ， 以 求 xi(t)， 便 会 得 到 形 
如 加 sin(mwt) 及 二 cos(nwot) 的 项 , 即 所 谓 长 期 项 (也 称 
永年 项 ), 长 期 项 的 出 现 大 大 妨碍 了 级 数 于 t->oo 时 的 收 
化。 为 了 避免 长 期 项 的 出 现 , A. 林 斯 泰 特首 先 提出 , 后 
由 互 . 庞 加 莱 补 充 完善 ， 得 到 所 谓 林 斯 泰 特 - 庞 加 莱 方 法 
(简称 LP 方法 )。 其 技巧 在 于 选用 x。=Asin(wt+a), 将 
频率 展开 成 w=ws+eui+etus 十 …，* 对 自 变量 上 作 线性 
变换 r=wt， 并 在 新 自 变量 * 下 展开 x(t)，z(t) 一 zo(r) 
二 sxi(r)+6xs(f) 十 … 代入 方程 以 确定 x,(t), 与 此 同 
时 ,为 可 选取 参数 w, w，…， 消 除 长 期 项 。 但 这 个 方法 
对 于 消除 一 些 问 题 中 高 阶 近似 的 强 奇 性 是 无 效 的 。 1949 
年 ，M.J. 莱特 希 尔 作 了 重要 推广 ,引进 了 自 变量 的 非 线 
性 变换 , 求 得 了 一 系列 物理 问题 的 一 致 有 效 渐 近 解 。 

@ 克 雷 洛 夫 - 博 站 柳 博 夫 方 法 在 方程 半 +sh(x, 芭 ) 
+wax=0 中 ,如 令 s=0, 则 得 区 + wx=0， 其 通 解 为 x= 
Acos(ouit+w)，4，a 为 常数 。 当 |6| 很 小 且 不 为 零 时 ， 设 
4,.a 为 上 的 函数 ,并 令 

da 


cos(wnt+a) 一 4 时 sin(wt+a)=0, 


则 有 


z= — Aw,sin(wt+ a), 
j= — fw sin(ost+ a)— Aws Ancost unt+ a) 
代入 原 方程 连同 所 令 关系 式 可 解 出 
=eh[A cos( nt+ a) 
— Awo sin( wot + a) Jsin(wet+ a), 
Au =sh[A cos(wt+ a) 
— Awsin(wot+ a)]cos(wot+ a)。 
由 于 这 两 个 式 子 右边 都 是 以 。 为 因子 的 项 和 t 的 局 期 函 
数 ， 故 A、 a 是 的 慢 变 量 。 因 此 可 取 它 们 对 半期 2” 


的 
平均 值 ， 经 过 整理 和 变量 变换 (w=wot+), 可 得 到 百 
A、a 的 两 个 近似 方程 


辟 得 过 h[A cosu, — Awsin tJsinu du, 

守 -| Rh[A cosu, — Awosin uJcosu du ， 
由 此 ,可 求 得 4、a 为 上 的 函数 。 由 于 取 了 函数 的 平均 值 ， 
此 法 又 称 平均 法 。 


一 般 情况 , 方程 化 成 这 =eX(x, 区 ,t), 如 果 X 对 tt 是 
周期 为 了 的 函数 ， 可 取 束 = 习 | xcz, z, ot， 或 存在 


又 - lim 也 xxsap tt， 则 在 某 此 条 件 下 ,近似 方程 是 


二 = 多 (zx, 志 )。 解 之 即 得 近似 解 。 
@ 调和 均衡 法 这 是 将 关 + 好 (xz，2)+owixz=0 的 
动 (zx, 宛 ) 调 和 线性 化 , 即 若 巧 (x, 记 ) 一 mx 十 ?芝士 …， 取 前 
两 项 把 原 式 化 成 
区 十 MmX 十 1 这 十 虽 X 二 0， 


其 中 


m= | hrAcosu, — Auosinueosudi, 


n= 却 h[A cosu, — Aw, sinulsin udu, 

WU= wot+ a 
亦 即 , 当 x=Acos(wot+ a), 而 A、awo 都 是 常数 的 情况 
下 ,这 = 一 Aw。sin(wt+a), h 是 + 的 周期 函数 。 

奇异 摄 动 ”关于 奇异 摄 动 问题 ， 不 能 直接 用 非 摄 动 
问题 (6= 0) 的 解 在 所 讨论 的 区 域内 得 到 一 致 有 效 的 渐 近 
解 ， 即 正则 摄 动 方法 对 奇异 摄 动 问题 是 无 效 的 。 常 微分 
方程 奇异 摄 动 问题 主要 是 大 参数 问题 。 下 面 列举 两 种 类 
型 问题 。 

第 一 类 ， 场 函数 和 它 的 各 阶 导数 不 是 同 量 级 量 的 问 
题 。 这 时 小 参数 e(s>0) 含 于 微分 方程 的 高 阶 导数 项 , 当 
6=0 时 ,方程 降 阶 , 定 解 条 件 过剩 , 为 了 使 退化 问题 可 解 ， 
必须 丢掉 一 部 分 定 解 条 件 。 在 丢掉 定 解 条 件 的 那 一 部 分 
边界 附近 (物理 上 称 为 边界 层 区 域 )， 摄 动 问题 的 解 变化 
很 快 , 当 6。->0 时 其 解 不 能 一 致 收敛 于 退化 问题 的 解 。 例 
如 ， 考 虑 初 值 问题 uo=su'+4=1, 4(0)=0, 或 w= 


1 ,u(0)= 0。 其 精确 解 为 ve(z) 一 1 一 e-e/e(x>0)。 当 
6 了 0 时 其 极限 函数 到 x) 为 


1 (x*0), 
limu(x)=Ww)=| 
ey (x=0)。 
在 点 x=0,4s(0)=0, 而 (0)=1/s。 如 用 正则 摄 动 法 求 
其 渐 近 解 fa(z)= ta(x)+eti(z)+…， 则 如 (xz)=1。 显 
然 是 错误 的 。 

第 二 类 ， 在 微分 方程 的 系数 中 具有 转向 点 的 奇 点 问 
题 。 例 如 ,方程 w+X: (1 一 za)u=0， 其 中 入 是 大 参数 
(或 写成 w+ 《 训 w=0， 这 里 ,6 是 小 参数 )。 此 时 
方程 的 解 当 |x| <1 时 表现 为 振荡 型 的 , 当 |x|>1 时 表现 
为 指数 型 的 (发 散 的 或 衰减 的 )。x= 土 1 称 为 转向 点 。 在 
转向 点 附近 解 急剧 变化 ， 用 正则 摄 动 法 求 得 的 浙 近 解 将 
在 转向 点 产生 奇 性 , 非 一 致 有 效 。 

处 理 上 述 问题 的 方法 称 为 奇异 摄 动 方法 。 自 1935 年 
以 来 它 有 了 很 大 发 展 ,成 为 应 用 数学 中 的 一 个 重要 领域 。 
对 于 第 一 类 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 有 匹配 法 ， 边 界 层 校 
正法 (又 称 合成 展开 法 ) 和 多 重 尺度 法 。 对 于 转向 点 问题 
有 由 G. 文 策 尔 .了 .A. 克拉 默 斯 和 L. N. 布 里 尤 安 于 1926 
年 各 自 独立 地 提出 的 方法 ,后 来 称 之 为 WKB 方法 ,和 先 
后 由 R.E. 兰 格 (1931、1934) 和 F. W. J. 奥 尔 弗 (1954》 
发 展 起 来 的 LO 方法 以 及 B. 工 . 马 斯 洛 夫 提 出 来 的 方 
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法 (1965)。 

近 十 多 年 来 研究 奇异 摄 动 问题 的 数值 方法 也 有 了 
发 展 ,根据 奇异 摄 动 问题 的 特点 构造 特殊 的 数值 方法 (有 
限 差 分 方法 和 有 限 元 方法 ), 以便 取得 良好 的 数值 结果 。 

中 国力 学 工作 者 在 对 摄 动 方法 的 发 展 有 开创 性 页 
献 。 钱 伟 长 在 1948 年 解 贺 板 大 挠 度 问题 时 , 即 提出 现在 
称 为 合成 展开 法 的 方法 。 郭 永 怀 在 1953 年 把 由 庞 加 莱 和 
药 特 希 尔 发 展 起 来 的 方法 推广 应 用 于 边界 层 效应 的 粘性 
流 问 题 ， 钱 学 森 1956 年 又 深入 阐述 了 这 个 方法 的 重要 
性 ,并 称 之 为 PLK 方法 。 

参考 书目 

A.H. Nayfeh, Perturbation Methods, John Wiley & Sons, 
New York, 1973. 
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《 叶 述 起 苏 埋 城 ) 


changwelfen fangcheng yundong wendingxing lilun 
常 微分 方程 运动 稳定 性 理论 〈stability theory 
of motion in ordinary differential equation) 
动力 系统 的 运动 稳定 性 的 理论 , 是 由 俄国 数学 家 A. 
M. 李 亚 兽 诺 夫 于 19 世纪 90 年 代 所 开创 。 它 是 研究 扰 
动 性 因素 对 运动 系统 的 影响 。 这 种 扰动 性 因素 ， 可 以 是 
瞬间 的 作用 ， 引 起 系统 的 初始 状态 的 变化 ;也 可 以 是 持 
续 地 起 作用 ， 而 引起 系统 本 身 的 变化 。 通 常 着 重 考虑 的 
是 前 者 。 微 小 的 扰动 对 于 不 同 的 系统 运动 的 影响 是 不 一 
样 的。 对 有 些 运 动 , 影 响 不 显著 , 受 扰动 的 运动 与 未 受 扰 
动 的 运动 相差 很 小 。 而 对 有 些 运动 ， 扰 动 的 影响 可 能 很 
显著 ,以 致 无 论 扰动 如 何 小 , 受 扰动 的 运动 与 未 受 扰 动 的 
运动 随时 间 的 推移 可 能 相差 很 大 。 简 略 地 说 ,属于 前 者 
的 运动 是 稳定 的 ,属于 后 一 类 型 的 运动 是 不 稳定 的 。 运 动 
稳定 性 理论 就 是 要 建立 一 些 准 则 ， 用 来 判断 所 考察 的 运 
动 是 稳定 的 或 不 稳定 的 。 
一 般 , 动 力 系统 的 数学 模型 可 写成 


僻 -reg  ) 


式 中 妇 是 某 些 与 运动 有 关 的 参数 ， 例 如 坐标 和 速度 , 或 
省 一 般 地 是 这 些 量 的 某 些 函数 。 方 程 (1) 的 解 称 为 运动 。 
要 研究 的 是 当初 值 条 件 有 微小 变化 时 ， 是 否 会 引起 解 的 
微小 变化 。 考 虑 这 个 系统 的 任何 特殊 运动 , 它 相 应 于 (1) 
的 某 个 特 解 
=f(t) Ci=1,2,.,n), 

称 这 个 特 解 是 未 受 扰动 的 运动 ， 以 区 别 于 这 个 系统 的 其 
他 的 运动 而 称 后 者 为 受 扰动 的 运动 。 量 y, 是 受 扰动 的 
运动 与 未 受 扰动 的 运动 的 差 值 称 为 扰动 。 

如 果 对 于 任意 正 数 s 无 论 它 多 么 小 , 总 可 以 找到 另 
一 个 正 数 ms) ,使 得 对 于 所 有 受 扰动 的 运动 y=y(t) 
(i=1,2,…,n), 只 要 在 初始 时 刻 t=t 满足 不 等 式 
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IyCt)—fit) Sn) C=1,2,,m, (2) 
就 在 所 有 tt。 时 满足 不 等 式 
[yt) -f(D <s Gi=1,2,,n), (3) 
则 称 (1) 的 未 受 扰动 的 运动 对 量 y, 是 稳定 的 ;否则 , 称 它 
是 不 稳定 的 。 由 此 可 知 ， 如 果 存 在 某 个 固定 的 数 s, 对 于 
无 论 多 么 小 的 数 1, 即使 只 有 一 个 受 扰动 的 运动 , 它 满足 
不 等 式 (2), 但 在 某 一 时 刻 , 不 等 式 (3) 中 只 要 有 一 个 变 为 
等 式 , 那 末 未 受 扰动 的 运动 就 是 不 稳定 的 .如 果 未 受 扰动 
的 运动 不 但 是 稳定 的 ,而 且 当 初始 扰动 足够 小 时 , 随 着 t 
的 无 限 增加 ， 所 有 受 扰动 的 运动 都 逐渐 趋 近 于 未 受 扰动 
的 运动 ,就 称 未 受 扰动 的 运动 是 渐 近 稳定 的 。 

为 了 研究 方程 (1) 的 特 解 办 = 加 (tb) (i=1,2,…,n) 的 
稳定 性 问题 ,一 般 比较 困难 。 为 此 ,对 方程 (1) 引 进 坐 标 变 
换 

Kft) (i120 sn), (4) 
于 是 有 


RR OR 


—Y(t,f(t),f(t),. ,fn(t)) 
一 Xi(t,ziyxa Xn) (5) 
显 见 Xi(t0，0) 一 0 (im1,2,.,n)e 
这 样 ,就 可 以 把 研究 方程 组 (1) 的 特 解 jgj 一 如 (b (i= 
1,2,…") 的 稳定 性 问题 化 为 研究 系统 (5) 的 平凡 解 思 一 
0(i=1,2,…,n) 的 稳定 性 问题 。 
此 时 ,不 等 式 (2) 及 (3) 分 别 变 成 


[x(t) |<n Ci=1,2,.,n) (6) 
及 

Iz) | <e Ci=1,2,.,n), (7) 
因而 上 述 稳定 性 定义 可 以 表述 如 下 ， 


如 果 对 于 任意 正 数 s， 无 论 它 多 么 小 ,都 可 以 选取 另 
一 个 正 数 9(s)， 使 得 对 于 所 有 受 干扰 的 运动 xi= ze(t 
(i=1,2,…,n) ,只 要 在 初始 时 刻 b 时 满足 不 等 式 (6), 就 
在 所 有 t> 避 时 满足 不 等 式 (7), 则 称 (5) 的 未 受 扰动 的 运 
动 X=0(i=1,2,…,n) 是 稳定 的 ,否则 , 则 称 *%=0(i~=1， 
2，,…sn) 是 不 稳定 的 。 

如 果 未 受 扰 动 的 运动 *% 一 0 (i=1,2,…,n) 是 稳定 
的 ,并 且 数 9 可 选 得 如 此 之 小 ,使 得 对 于 所 有 满足 不 等 式 
〈6) 的 受 干扰 运动 ,都 满足 条 件 


lim x(t)=0 (ie1,2,,n), 
st 


则 称 x=0 (i=1,2,…,n) 是 渐 近 稳定 的 。 

这 就 是 李 亚 普 诺 夫 在 他 的 博士 论文 《运动 稳定 性 一 
般 问题 》(1892) 中 所 给 出 的 有 关 常 微分 方程 解 的 稳定 性 
定义 ,通常 称 为 李 亚 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 。 它 有 下 列 
几 个 特点 : @ 首 先 ， 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 概念 是 一 个 局 部 
概念 ， 它 涉及 到 在 被 考虑 的 状态 附近 的 特性 ， 因 此 初始 
扰动 的 范围 较 小 ， 即 ? 值 较 小 ! @@ 时 间 t 取 值 在 无 限 长 
区 间 [be,+ co) 上 ， 图 初 始 扰动 的 大 小 与 初始 时 刻 刀 的 
选取 无 关 ; @ 在 初始 扰动 后 无 其 他 外 界 干扰 》@@ 未 受 扰 


动 的 运动 与 受 扰动 的 运动 服从 于 同一 个 方程 ， 而 且 对 二 
者 在 同一 时 刻 进行 比较 。 

由 于 在 一 般 情 况 下 所 研究 的 微分 方程 ， 它 的 解 都 不 
能 求 出 来 ,因此 李 亚 普 诺 夫 在 他 的 上 述 论文 中 ,提出 了 两 
种 解决 问题 的 方法 ， 称 之 为 李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 和 第 二 
方法 。 

地 亚 普 诺 夫 第 一 方法 ”基于 研究 微分 方程 组 的 通 解 
或 特 解 而 研究 受 扰动 运动 的 所 有 方法 ， 都 归属 为 第 一 方 
法 。 这 个 方法 一 般 需要 去 寻求 按 任意 常数 的 正 整数 等 的 
无 穷 级 数 或 具有 另 一 些 特征 的 级 数 形式 的 解 ， 故 又 称 寡 
级 数 展开 法 。 考 虑 微分 方程 组 


dx, 


Xt Xa Xn) (8) 


Xt,0,°%1,0)=0 (s=1,2,.,n), 
设 (8) 的 右 端 函数 可 展 成 xzay…yzn 的 宕 级 数 , 即 


Kaltsas pes) + tT xe 


yn) ， 


able Kn) 


PCD ， (9) 


w(t) 对 一 


切 tE[t,+ 吕 ) 连 


IP (t) | < -RCR 《10) 


式 中 M,C 是 与 bb symiy…ymn 无 关 的 正常 数 。 李 亚 普 诺 
夫 将 (8) 的 解 写 成 下 述 形式 的 级 数 

EE i Ed (11) 
将 (11) 形 式 地 代入 (8)， 并 将 其 右 端 mi(tyziyxayw…yzxn) 
重新 写成 形 如 Qtb)(xtob)me…(xfheo)m* 为 项 的 新 的 等 
级 数 , 其 中 Q(t) 表 示 上 的 函数 。 用 Rs" 表示 这 个 新 的 等 
级 数 中 mihi 十 … 十 mhs= 风 的 一 切 项 的 有 限 和 。 再 令 


0 到 
号 ~ pw? xt 《12) 


时- Bora +t Bs te 一 0。 (13) 
显然 BR 仅 依赖 于 bo(D(U<msr=172，ym) 和 (9) 
的 系数 per(t) 及 PIm,~,mm(t)。 因此 ,由 (12)、(13) 可 逐 
项 地 确定 x1, xs，,…, 从 而 形式 地 得 到 级 数 (11)。 李 亚 
普 诺 夫 证 明 : 给 定 任意 有 限 区 间 [to,T](T>t), 存 在 常数 
4,0<A<C, 使 得 对 于 一 切 初 值 4=(a4,0:,…,aw),|o 上 上 <A， 
级 数 (11) 对 一 切 tE [to,TJ 和 |lal <A 绝对 且 一 致 收敛 , 且 
xu( 提 是 (8) 的 满足 xs 所) 一 Gu(s= 1,2,…wm) 的 唯一 解 。 进 
一 步 ,在 另 一 些 附 加 条 件 下, 他 还 证 明了 对 一 切 tt 
所 得 的 (11) 仍 是 (8) 的 解 ， 即 证 得 在 区 间 [ts,+ c) 上 解 
的 存在 性 ， 从 而 得 出 关于 解 的 稳定 性 的 结论 〈 见 下 面 定 
理 )。 这 表明 李 亚 普 诺 夫 存在 定理 ,原则 上 不 同 于 柯 西 - 皮 
卡 存在 定理 , 它 不 仅 在 稳定 性 方面 ,而 且 在 常 微 分 方程 理 
论 中 有 非常 重要 的 作用 。 

地 亚 普 诺 夫 在 他 研究 的 第 一 方法 中 ， 引 入 下 述 重要 
概念 。 


@ 特征 数 设 1(t) 是 定义 在 tE[t,+ 吕 ) 上 的 连续 
函数 , 考 存 在 实数 和 ,对 任何 实数 s>0, 有 


Jim If(t)lem* oe + 0%, 


lim |f(t) erm 0, 
称 为 函数 1 的 李 亚 普 诺 天 特征 数 ,简称 符 征 数 , 记 成 
x( 从 一 ,如果 对 一 切实 数 都 有 lim 11(b1ew 一 0 定义 
x( 人 = + oo 如 果 对 一 切实 数 都 有 ji fbleuw= 十 co 
定 X xfJ)= -co。 函数 Kb 的 特征 数 xf} 可 用 公式 
am0-- 瑟 呈 几 | 计算 ,函数 组 x(D= (xi(bDyzacby 


nt)) 训导 征 数 记忆 x(xt), xa(t)，… xa(t)} 或 
x(( 人 D)}, 它 定义 为 x{x(D)} =min(x{x(t)},x{xa(t)),., 
X{zn(t)》》。 

地 亚 普 诺 夫 建立 了 具有 连续 、 有 界 系数 的 线性 微分 
方程 组 


党 ~ pr (s=1,2,.:5n), (14) 
的 解 的 特征 数 的 一 般 理 论 ，(14) 的 一 切 非 平凡 解 都 有 有 
限 的 特征 数 ， 它 不 可 能 有 多 于 n 个 特征 数 互 异 的 非 平凡 
解 ; 它 的 任意 一 个 基本 解 系 的 特征 数 之 和 s 满足 


sa<zxjem| 加 po elf. 


@ 正规 解 系 (14) 的 一 个 基本 解 系 称 为 正规 解 系 ， 
如 果 由 这 个 解 系 中 的 任 一 些 解 作 非 零 系数 的 线性 组 合 得 
出 来 的 解 的 特征 数 等 于 参加 这 个 组 合 的 解 的 特征 数 的 最 
小 者 。 李 亚 普 诺 夫 证 明 , 具 有 连续 有 界 系数 的 线性 微分 
方程 组 (14) 必 有 正规 解 系 ， 它 的 一 个 基本 解 系 为 正规 解 
系 的 充分 必要 条 件 是 它 的 特征 数 之 和 s 达到 最 大 值 。 

图 正则 系统 (14) 称 为 正则 系统 ,如 果 (14) 的 正规 
解 系 使得 s+4=0, 其 中 xexp( 下 习 peoa， 
(14) 称 为 非 正 则 系统 , 如 果 它 的 正规 解 系 使 得 s+ 4<0。 

李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 关于 稳定 性 的 定理 是 ， 设 方程 
组 (8) 满 足 条 件 (9)、(10), 其 中 系数 per(t) ,Poemo mm (t) 
是 t 在 [t。,+ 吕 ) 上 的 连续 、 有 界 函 数 ， 又 设 (8) 的 一 次 
近似 系统 (14) 是 正则 系统 ， 它 的 所 有 特征 数 都 是 正 的 。 
则 (8) 的 零 解 z,=x，=…=x，=0 是 渐 近 稳定 的 。 定理 中 
加 之 于 mw(bxzuzxa…yzn) 的 条 件 可 以 减弱 。 例 如 ,只 需 假 
设 在 域 |x,|<H (s=1，2，…，m)，t> 中 满足 条 件 


lb 1A 凡 1】 ,其 中 A>0,m>1 


为 常数 ,并 保证 (8) 的 初 值 问题 的 解 的 存在 ,唯一 性 。 

常 系数 线性 系统 和 周期 系数 线性 系统 都 是 正则 系 
统 。 常 系数 线性 系统 的 特征 数 是 该 系统 的 特征 根 的 实 部 
反 号 。 周 期 系数 线性 系统 的 特征 数 是 该 系统 的 特征 指数 
的 实 部 反 号 。 由 此 可 相应 地 得 出 当 (8) 的 一 次 近似 系统 
(14) 为 常 系数 系统 或 周期 系数 系统 时 ， 关 于 (8) 的 零 解 
为 渐 近 稳定 的 定理 ( 见 线性 常 抽 分 方程 )。 
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地 亚 普 诺 夫 同时 还 证 明 ， 如 果 (8) 的 一 次 近似 系统 
《14) 不 是 正则 系统 ， 即 s+4= 一 "<0， 而 (14) 的 所 有 特 
征 数 Xx>c， 其 他 条 件 仍 如 定理 所 述 , 则 (8) 的 零 解 是 渐 
近 稳定 的 。 

李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 依赖 于 一 次 近似 系统 的 特征 数 
的 研究 。 特 征 数 在 变 系数 线性 方程 组 中 的 地 位 ， 犹 如 特 
征 根 在 常 系数 线性 方程 组 中 的 地 位 那样 重要 。 这 些 数 表 
征 出 当 t>+ oo 时 解 的 增长 程度 , 故 它 在 研究 解 的 渐 近 性 
态 时 ， 有 其 根本 意义 。 但 是 决定 变 系 数 线性 方程 组 解 的 
特征 数 是 很 困难 的 。 线 性 方程 组 的 微小 变化 是 否 也 只 
引起 特征 数 的 微小 变化 ? 了 H.T. 马尔 金 于 1952 年 提出 线 
性 方程 组 的 特征 数 稳定 的 概念 ， 并 建立 了 判定 线性 方程 
组 的 特征 数 稳定 的 若干 准则 。5. @. 贝 洛 夫 等 人 ,不 仅 对 
扰动 是 线性 项 的 系统 ， 而 且 对 扰动 是 非 线性 项 的 系统 的 
最 大 (小) 特征 数 的 上 .( 下 ) 稳定 问题 和 特征 数 的 重合 问 
题 ， 作 了 深入 的 研究 。 至 今 ， 特 征 数理 论 已 经 向 多 方面 
发 展 。 

以 一 次 近似 判定 非 线 性 系统 的 稳定 性 问题 ， 除 上 述 
李 亚 普 诺 夫 工作 外 , 9. 佩 隆 、K. I. 佩 尔 西 德 斯 基 、 马 尔 
金 和 R. 贝 尔 曼 等 人 都 做 过 大 量 的 研究 。 值 得 指出 的 是 ， 
佩 隆 举例 说 明 , 对 于 满足 上 述 条 件 的 任意 ,, 仅 由 一 次 近 
似 方程 组 (14) 的 零 解 汤 近 稳定 性 ， 还 不 足以 保证 非 线性 
方程 组 (8) 的 零 解 的 稳定 性 。 

李 亚 普 诺 夫 直接 法 ” 即 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 ， 它 不 
需要 寻求 运动 方程 的 特殊 解 。 把 未 受 扰动 的 运动 的 稳定 
性 归结 为 平衡 位 置 ( 即 (5) 的 平凡 解 *~0(i=1, 2,…,n) 
的 稳定 性 问题 后 ， 李 亚 普 诺 夫 将 稳定 或 者 不 稳定 的 事实 
与 某 些 具有 特殊 性 质 的 函数 V(xi， xs，…, xs) 的 存在 性 
联系 起 来 。 这 个 函数 沿 着 轨 线 对 时 间 上 的 全 导数 具有 某 
些 确定 的 性 质 。 例 如 ,方程 


辣 
me +R dE +ke=0 Cm>0,R>0,k>0), (15) 


等 价 于 
dx yk 
太一 (16) 


作 系 统 的 总 能 量 函数 


1 
V(X) = 2 Kx 十 3 my (17) 


=-Ry?<0, 故 


它 沿 (16) 的 轨 线 关于 + 的 全 导数 中 |， 
知 (16) 的 平凡 解 是 稳定 的 。 
又 如 对 方程 组 

dx 

Yax(x t+), 
dy (18) 

本 y+ (a>0), 
作 西数 

V(x,y) x+y (19) 

则 
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于 | 2a(xt+y)+<0 (除非 z=y=0), (20) 

om 

且 V(z( 急 ,3(t) 一 2 人 t) 十 护 ( 纺 一 (2at+c) (ce 是 任意 正 

常数 )。 因 此 limV(x(t),y(t)=0, 即 lim x(t)=lim y(t) 
te Ht 


一 0. 故 知 (18) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 .(20) 说 明了 封闭 曲 
线 族 x+ 态 一 C 沿 着 (18) 的 相 轨 线 接 的 增加 方向 不 断 
地 收缩, 直至 收缩 到 原点 。 换 句 话说 ,(18) 的 相 轨 线 随 着 
+ 的 增加 由 外 向 里 地 穿 过 每 一 条 闭 曲 线 V(x,y) ~C, 最 终 
趋 于 原点 。 这 里 ,函数 (19) 表 示 了 在 相 平面 上 由 (18) 所 措 
述 的 运动 质点 与 原点 之 间 的 距离 平方 因此 吧 -| ”<0 


as) 
( 当 好 + 太夫 0) 就 表示 了 这 个 距离 随 着 时 间 的 增长 在 不 
断 地 威 小 ,并 最 终 趋 于 零 。 前 面 的 函数 (17) 亦 具有 与 (19) 
同样 的 性 质 。 

从 上 述 两 例 可 以 看 出 ， 研 究 由 常 微分 方程 组 来 描述 
的 动力 系统 的 稳定 性 时 , 可 以 不 必 去 求 它 的 特 解 与 通 解 ， 
而 是 构造 一 类 具有 特殊 性 质 的 函数 V(x,y), 由 这 个 函数 
来 控制 相 轨 线 的 动向 ， 来 解决 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 问 
题 。 称 这 种 类 型 的 函数 V 为 李 亚 普 诺 夫 函数 。 它 有 各 种 
构造 方法 ,一 般 要 结合 实际 的 物理 背景 来 作 。 

通常 总 假定 函数 V 在 坐标 原点 邻 域内 连续 单 值 ， 
V(0,0,…,0)=0, 且 有 连续 的 偏 导 数 。, 称 函数 V(x,Xs,…， 
Xn) 为 定 号 的 (正定 的 或 负 定 的 )， 如 果 当 |x,|<h(h 是 足 
够 小 的 正 数 ，s=1, 2,…,n) 时 ， 它 只 能 取 具 有 固定 符号 
的 值 , 且 只 在 x,=0(s=1,2,…,n) 时 ， 取 零 值 。 称 V(xi， 
zay…zn) 为 常 号 的 ( 正 的 或 负 的 )， 如 果 它 在 区 域 |z| <h 
(s=1,2,…，,n) 内 只 能 取 具 有 一 定 符号 的 值 ,但 它 可 以 在 


加 避 *0 时 取 零 值 。 称 V(xiuxo,…sz。) 为 变 号 的 ,如 果 它 


既 不 是 定 号 的 ,也 不 是 常 号 的 , 亦 即 ,无 论 数 h 多 么 小 , 它 
在 区 域内 既 可 取 到 正 值 ， 也 可 取 到 负 值 。 通 常 取 二 次 型 
作为 李 亚 普 诺 夫 函数 ,这 是 用 得 最 广泛 的 一 种 。 

下 面 介绍 李 亚 普 诺 夫 关于 稳定 性 的 几 个 定理 。 

考虑 自治 系统 (或 称 驻 定 系 统 , 即 方程 右边 与 了 无 关 
的 系统 ) 


Xr) (s=1,2,%,n), (21) 


假定 函数 X,《x1,x2,…， Xn) 在 区 域 |x,| <h(s~1,2, 
内 连续 , 且 使 得 方程 (21) 过 区 域内 的 任 一 点 (zioyzao 
xns) 有 上 且 只 有 一 个 解 ，X,(0,0，…0) 一 0(s=1,2，m)， 
则 有 ， 

定理 1 如 果 可 以 找到 一 个 定 号 函数 V(zi zi，…， 
Xn), 它 关于 时 间 上 的 由 (21) 构 成 的 全 导数 

和 守 一 访 训 ms 

是 常 号 函数 , 且 其 正 负 号 与 V 相反 或 者 恒 等 于 零 , 则 (21) 
的 未 被 扰动 运动 %,=0(s=1,2,…,n) 是 稳定 的 。 

定理 2 如 果 可 以 找到 定 号 函数 V(zi za …，xn)， 
它 对 于 时 间 上 由 (21) 构 成 的 全 导数 也 是 定 号 的 ， 但 是 其 


正 负 号 与 V 的 正 负 号 相反 , 则 (21) 的 未 被 扰动 运动 x,=0 
(《s=1,2,…,n) 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 3 ”如果 可 以 找到 函数 V(x,X2，,…,xn)， 它 对 
于 时 间 上 由 (21) 构 成 的 全 导数 是 定 号 函数 , 而 函数 V 本 


身 芭 不 是 与 的 符号 相反 的 常 号 函数 ， 则 (21) 的 未 被 


扰动 运动 x*,=0 (s= 1,2,…*n) 是 不 稳定 的 。 
定理 4 如 果 存在 函数 V(X, xX2,…,xn)， 它 对 于 时 


间 + 由 (21) 构 成 的 全 导数 为 Y= 和 V 二 WGxis x x) 


其 中 和 >0 是 常数 ,而 W(xiyza，…zn) 或 者 重 等 于 零 , 或 
者 是 常 号 函数 ， 并 且 在 后 一 种 情形 ，V 不 是 与 W 的 符号 
相反 的 常 号 函数 ， 则 (21) 的 未 被 扰动 运动 .=0 (s= 1， 
2,…n) 是 不 稳定 的 。 


在 定理 3 中 ， 要 求 导数 忆 是 定 号 的 这 个 条 件 可 以 


削弱 ， 如 果 代 之 以 和 在 V> 0 的 区 域内 的 所 有 点 上 都 取 


正 值 ， 则 定理 的 结论 仍然 是 正确 的 。 首 先 指出 这 一 点 的 
是 HT, 切 塔 耶 夫 。 他 得 到 如 下 定理 ;如 果 对 于 (21) 可 以 
找到 如 此 的 函数 Y(ztyxav…sxa)， 使 得 ，@ 在 坐标 原点 
任意 小 的 邻 域 存在 V>0 的 区 域 ， 在 它 的 边界 上 V= 0 
@ 在 区 域 V>0 的 所 有 点 上 , 名 取 正 值 。 则 (21) 的 未 被 
扰动 运动 是 xu= 0 《s= 1,2，…n) 不 稳定 的 。 

了 A, 巴尔 巴 申 和 HH. 克拉 索 夫 斯 基 给 出 了 关于 渐 
近 稳定 性 定理 的 改进 ， 其 特点 是 借助 于 有 常 号 导数 的 李 
亚 普 诺 夫 函 数 来 解决 浙 近 稳定 性 问题 ， 且 将 其 推广 到 全 
空间 ,得 到 如 下 的 定理 ,如 果 对 于 方程 组 (21) 存 在 正定 函 
数 V(xriza，…zxn)， 使 得 

A 


且 使 sy =0 的 集合 中 除 原点 外 不 包含 整 条 正 半 雪线 , 那 


么 (21) 的 未 被 扰动 运动 zu= 0 (s=1,2,…,n) 是 渐 近 稳 
定 的 。 

对 于 非 驻 定 系统 ， 李 亚 普 诺 夫 类 似 地 建立 了 判断 未 
被 扰动 运动 稳定 , 渐 近 稳定 和 不 稳定 的 定理 。 

运用 上 面 的 定理 ， 李 亚 普 诺 夫 还 研究 了 一 次 近似 为 
常 系数 的 非 线性 系统 的 零 解 的 稳定 性 问题 。 特 别 是 对 于 
特征 方程 中 有 一 个 零 根 或 两 个 零 根 或 一 对 共 罗 纯 粤 根 、 
而 其 他 根 都 具有 负 实 部 这 三 种 临界 情形 都 作 了 仔细 分 
析 ; 对 于 一 次 近似 是 周期 系数 的 情形 ,他 分 析 了 特征 方程 
中 有 一 个 根 等 于 1 和 有 两 个 共 示 虚 根 具 有 模 等 于 1 的 
情形 。 

前 面 已 指出 ， 李 亚 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 质 是 局 部 
性 的 概念 ， 但 处 理 局 部 问题 的 李 亚 普 诺 夫 函 数 的 思想 方 
法 ,完全 可 推广 到 全 相 空间 。 事 实 上 ,在 50 年 代 初 ,人 们 
对 自动 调节 系统 的 研究 中 所 遇 到 的 卢 里 于 问题 以 及 奥 泽 
尔 曼 问 题 就 出 现 过 初始 扰动 任意 大 的 情形 ， 从 而 很 自然 


地 要 去 研究 未 被 扰动 运动 的 全 局 渐 近 稳定 性 问题 。 此 时 
(21) 的 右 端 函数 是 在 全 空间 RE" 上 满足 保证 解 的 存在 唯 
一 性 条 件 。 不 妨 设 x,=0〈s=1,2,…,n) 是 (21) 的 唯一 奇 
点 。 如 果 (21) 的 零 解 是 稳定 的 ,并 且 对 于 (21) 的 所 有 解 ， 
都 有 lim x,(t)=0 (《s=1,2,…sn), 则 称 (21) 的 零 解 是 全 


局 渐 近 稳定 的 。 
巴尔 巴 申 和 克拉 索 夫 斯 基 引 进 无 限 大 函数 的 概念 ， 
即 ;如果 函 数 V(ziyza,…,zn) 对 任何 大 的 数 K>0,， 都 存 


在 数 R>0, 使 得 只 要 总 世 > 已 ,就 有 |VGcozayza|> 


K， 则 称 函 数 V 具 有 无 限 大 性 。 他 们 很 自然 地 把 李 亚 普 
诺 夫 的 局 部 前 近 稳定 性 定理 推广 到 全 空间 ， 得 到 下 述 定 
理 ，@ 如 果 存 在 定 号 无 限 大 函数 V(x4,x，,…,xn), 它 关 
于 + 的 由 方程 组 (21) 构 成 的 全 导数 

dy 
ES 之 Wns) 


是 与 V 符 号 相反 的 定 号 函数 ， 则 (21) 的 零 解 是 全 局 渐 近 
稳定 的 。@ 如 果 存 在 定 号 无 限 大 函数 V(X, x3,… ,Xn)， 
它 关 于 上 的 由 方程 组 (21) 构 成 的 全 导数 是 与 V 符 号 相反 
的 常 号 函数 , 且 集 合 
dv 
ls" 
中 除了 零 解 外 不 含有 方程 组 (21) 的 任何 正 半 轨 线 ， 则 方 
程 组 (21) 的 等 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 这 两 个 定理 为 全 局 
渐 近 稳定 性 理论 奠定 了 基础 。 

丁 P. 拉萨 尔 更 联系 解 的 几 极 限 集 〈 见 拓扑 动力 条 
统 ) 建 立 了 不 变性 原理 : 设 G 为 R" 中 列 紧 集 ,从 G 出 发 的 
方程 组 (21) 的 轨 线 ,在 未 来 时 刻 仍 保留 在 集 G 中 1 如果 在 


G 内 存在 函数 V (xi 各，…s xz)， 使 忆 | ，<0， 记 


QD) 


M=- [zx， Kas Xa) 


B=}moszn) (xxaex) EG 有 使 由 | 一 叶 ， 
又 M 是 EE 中 的 最 大 不 变 集 ， 则 由 GG 内 出 发 的 (21) 的 每 一 
条 轨 线 当 t+ co 时 必 趋 向 于 M。 显 然 ,如 果 G= R,M= 
{(0,0,…,0)}, 且 (21) 的 一 切 解 均 有 界 , 则 (21) 的 零 解 是 
全 局 渐 近 稳定 的 。 

自动 调节 系统 的 稳定 性 在 现代 工业 中 的 
周知 的 。 调 节 系 统 分 直接 调节 系统 和 间接 调 
类 。 它 们 的 数学 模型 分 别 是 


,Byarst+bflo) (es1)2m) 
出 3 


(22) 


or 
de, _ 
或 Tt tb 
各 一 fo) (23) 
oe 


式 中 aw、bece (s,j=1,2,…sn) 是 常数 ,又 了 (0) 满足 
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of(c)>0 当 oe#0, f(0)=0, (24) 
如 果 对 任何 满足 (24) 的 九 c)， 方 程 组 (22) 的 零 解 x,= 
am 一 az 一 0 (或 (23) 的 零 解 za 一 六 一 … 一 io 一 上 0) 
是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 则 称 方程 组 (22)( 或 方程 组 (23)) 在 
角 (0,co) 内 是 绝对 稳定 的 。 判 定 绝对 稳定 的 主要 途径 是 
选取 正定 无 限 大 函数 ,给 出 条 件 保 证 其 全 导数 是 负 定 的 。 

除了 上 述 一 些 类 型 的 稳定 性 外 ， 还 有 如 李 亚 普 诺 夫 
研究 过 的 有 关 部 分 变 元 的 稳定 性 。 马 尔 金 研究 过 的 经 常 
扰动 下 的 稳定 性 。 拉 萨 尔 、S. 莱 夫 谢 菊 指 出 的 实际 稳定 
性 ,以 及 目前 莲 勃 发 展 的 大 系统 稳定 性 ,还 有 与 动力 系统 
有 密切 联系 的 轨道 稳定 与 结构 稳定 性 等 等 。 

随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 李 亚 普 诺 夫 创立 的 运动 
稳定 性 理论 ， 不 仅 在 力学 ,控制 .工程 及 星际 航行 等 科学 
尖端 技术 领域 有 其 广泛 深刻 的 应 用 ,而 且 在 现代 物理 , 生 
物 ,化 学 等 自然 科学 中 得 到 了 进一步 的 发 展 ,同时 它 亦 逐 
浙 发 展 成 为 常 微分 方程 学 科 本 身 许多 课题 理论 研究 的 有 
力 工具 。 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 理论 中 的 一 个 核心 问题 ,就 是 
李 亚 普 诺 夫 函 数 的 构造 问题 。30 多 年 来 人 们 作 了 不 少 的 
努力 ,但 对 于 一 般 非 线性 系统 ,还 没有 得 到 通用 而 有 效 的 
构造 方法 。 虽 然 如 此 , 针对 实际 问题 中 出 现 的 各 种 非 线性 
系统 ,通过 定性 分 析 并 根据 实际 情况 进行 具体 分 析 , 从 而 
构造 出 恰当 的 李 亚 普 诺 夫 函数 , 还 是 取得 了 丰富 的 成 果 。 
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( 王 联 束 凤 林 何 常 估 ) 


Teopua nowaaomeaed JTanynoea, 


chonglun 
场 论 (theory of fields)- 
理 各 分 支 中 的 一 种 非常 有 用 的 理论 。 
数量 场 与 向 量 场 ”定义 在 空间 某 确定 范围 内 每 一 点 
处 的 某 种 物理 量 称 为 一 个 场 。 用 数学 术语 讲 ， 就 是 在 该 
范围 内 定义 了 一 个 点 函数 。 不 过 这 种 量 (函数 值 ) 可 以 是 
数量 (如 温度 .电位 等 ), 也 可 以 是 向 量 ( 如 速度 .引力 等 )。 
前 者 称 为 数量 场 ， 后 者 称 为 向 量 场 ， 分 别 记 为 w(P) 与 
4(P), 这 里 了 是 定义 范围 内 的 动 点 。 
在 空间 引进 一 直角 坐标 系 Oxyz,P 点 就 有 坐标 (x， 
y,z), 于 是 数量 场 4=u《4P) 就 可 写成 
U=u(x,Y,2), (1) 
向 量 场 A= A(P) 就 可 写成 
A=A(x,y,z) 
={As(x,y,2), AxY,2), AAxsYy,2))}。 (2) 


向 量 分 析 在 数学 、 物 
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它们 分 别 就 成 为 三 个 变量 的 数量 函数 与 向 量 函数 。 引 进 
坐标 系 ,是 为 了 便于 对 它们 进行 运算 和 数学 处 理 ,而 场 本 
身 的 性 质 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 。 

下 面 重 假 定 以 上 所 遇 到 的 函数 在 场 内 都 有 连续 偏 导 
数 ,这 种 场 也 称 为 光滑 场 。 

梯度 已 给 一 RE 和 


Bu Ou 
gradu- | 让， | 蝇 夺 部 和 + 吕 (3) 


称 为 4 的 梯度 , 式 中 a 分 别 为 沿 z 轴 、! 抽 、z 轴 正 向 
的 单位 向 量 。 这 向 量 的 方向 指向 x(P) 增 长 最 快 的 方向 ， 
其 模 (大 小 ) 就 是 这 一 最 大 增长 率 。 所 以 向 量 函数 (3) 虽 
以 坐标 形式 给 出 ， 但 它 本 身 却 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 以 
向 量 函 数 (3) 构成 的 向 量 场 ， 称 为 梯度 场 (grad 是 
gradient 的 缩写 ,是 “倾斜 "的 意思 )。 

引进 一 个 形式 向 量 的 记号 

1 
则 (3) 就 可 简写 成 
gradu= yu。 

一 个 向 量 场 A， 如 果 它 是 某 数 量 场 4 的 梯度 场 A~ 
gradu, 则 称 A 是 一 位 势 场 ,而 称 为 其 位 势 。 

教主 “已 给 一 向 量 场 (2), 引 进 一 数 量 函数 

da- 人 -va 0 

称 为 4 的 散 量 (或 散 度 )。 在 场 内 任 取 一 立体 区 域 V, 其 
边界 为 一 光滑 曲面 8\S 上 任意 点 的 外 法 线 单位 向 量 记 为 
1, 则 多 元 微 积分 中 的 奥 斯 特 罗 格拉 菊 基 公式 可 以 写成 向 


量 形式 
Tewaw- -J ndS。 


如 果 把 有 看 成 是 场 中 流体 稳定 流动 的 速度 ， 则 此 式 右边 
表示 流体 通过 曲面 S 流出 去 的 流量 ， 因 此 div 4 表示 流 

体 在 场 中 各 点 发 散 的 密度 。 前 者 是 与 坐标 选择 无 关 的 ， 
所 以 后 者 也 是 如 此 。 因 此 , div A 构成 一 个 数量 场 ， 称 为 
A 的 散 量 场 (div 是 divergence 的 缩写 ,是 “发 散 "的 意思 )。 
在 某 点 P 处 div A>0, 表 明 流 体 在 该 处 有 一 源 ( 有 流体 喷 
射 到 场 内 );div A<0, 则 表明 流体 在 该 处 有 一 汇 (有 流体 
渗 漏 出 场 外 )。 

如 果 div A=0, 则 称 A 为 一 管 量 场 。 

访 度 ”已 给 一 向 量 场 (2), 定 义 一 向 量 函数 
34， 34， 34。 
Wy’ dx ds 


34。 Sy 
-- |-vx4， (5) 
称 为 A 的 旋 度 。 he 5S， 其 边界 为 一 
光滑 封闭 曲线 工 。 取 定 8 的 一 侧 作 为 正 侧 , 正 侧 法 线 的 单 


位 向 量 记 为 n; 由 此 诱导 工 的 一 正 向 , 正 向 切线 的 单位 向 
量 记 为 记 则 斯 托 克 斯 公式 可 改写 为 


| At es= ror anas, 


motA-| 


如 前 把 A 理解 为 流体 速度 , 则 此 式 左边 刻画 着 流体 沿 工 
转动 的 程度 ， 是 与 坐标 无 关 的 。 由 此 也 可 证 明 rotA 也 
与 坐标 选择 无 关 。 其 方向 表明 流体 在 一 点 附近 绕 怎样 的 
轴 旋 转 ， 其 模 则 刻画 着 旋转 的 ( 角 ) 速 率 之 半 。 这 就 是 说 
rot A 也 是 一 个 向 量 场 , 称 作 4 的 旋 度 场 (rot 是 rotor 的 
缩写 ， 是 “转动 "的 意思 )， 也 可 记 作 curl A (curl 是 “村 
曲 " 的 意思 )。 

如 果 rot A=0, 则 称 4 为 一 无 旋 场 。 

可 以 证 明 , 无 旋 场 与 位 势 场 这 两 概念 是 等 价 的 。 

如 果 不 用 直角 坐标 系 ， 而 改 用 别 的 正 交 坐 标 系 ， 则 
梯度 、 散 量 、 旋 度 也 有 相应 的 表达 公式 ， 不 过 一 般 比 较 
复杂 。 (路 见 可 ) 


chooxion gulnafa 

超 限 归 纳 法 (transfinite induction) 又 称 
超 穷 归纳 法 ,数学 中 用 来 证 明 某 种 类 型 命题 的 重要 方法 ， 
亦 称 超 限 归纳 证 法 。 设 (X，<<) 是 一 个 良 序 集 ， 对 任意 
0EX, Xs={bEXIb<a} 称 为 在 * 中 由 0 所 确定 的 截 段 。 
ECX 称 为 归纳 子 集 ， 如 果 对 于 任何 EX， 只 要 截 朋 
XoCE， 就 有 4EE。 超 限 归纳 定理 断言 ， 设 EE 为 良 序 集 
《X, < ) 的 归纳 子 集 , 则 EX。 因 为 车 a 为 X 的 最 小 元 素 ， 
则 由 X。= 扩 CE, 可 得 aEE, 如 果 a' 为 B={bEXIb>a} 
的 最 小 元 案 ， 那么 Xa,={xEXIx<a'}={a}cE, 亲 有 
0'EE。 同 理 可 得 a”=(a')'EE 等 等 。 容 易 看 出 , X 的 良 
序 性 是 定理 成 立 的 重要 依据 ,倘若 把 它 改 为 X 是 全 序 集 ， 
则 的 非 空子 集 可 以 没有 最 小 元 素 ,命题 就 不 成 立 了 。 当 
XX 为 自然 数 集 NN 时 ， 就 得 到 上 述 定理 的 一 个 常用 的 特殊 
情况 , 称 为 数学 归纳 法 ,表述 为 : 若 ECN, 满足 0E E， 
加 对 于 任何 nEN, 如 果 由 一 切 小 于 n 的 自然 数 kEE, 可 
以 推出 nEE, 则 EE~=N。 其 中 一 切 小 于 nn 的 自然 数 kEE 
相当 于 N。CE, 而 0EE 则 是 No= BCE 的 结果 。 在 引进 
“类 "概念 的 前 提 下 , 超 限 归纳 定理 可 以 叙述 为 ; 设 C 是 一 
个 序数 类 ,如 果 0EC; @ 若 scC, 可 得 w=a+leC 


图 若 "为 极限 序数 ,并 且 对 一 切 p<a，BEC， 就 必然 有 
4EC, 则 C 是 所 有 序数 的 类 。 《应 制 夷 ) 
chaoyue fangcheng shuzhi jiefa 

超越 方程 数值 解法 (numerical method of 


transcendental equations) ” 当 一 元 方程 Kz)= 0 
的 左 端 函 数 f(z) 不 是 z 的 多 项 式 时 , 称 之 为 超越 方程 .这 
类 方程 除 极 少数 情形 (如 简单 的 三 角 方程 ) 外 ， 只 能 近似 
地 数值 求解 ， 此 种 数值 解法 的 研究 至 今 仍 是 计算 数学 的 
主要 课题 。 超 越 方程 的 数值 解法 也 适用 于 代数 方程 。 

数值 求解 超越 方程 时 首先 需要 确定 解 的 分 布 区 域 ， 
它 可 以 利用 图 解法 或 者 根据 f(z) 的 解析 性 质 来 确定 。 当 
也 zx ) 为 实 函数 时 ， 确 定 方程 实 根 的 分 布 的 最 常用 方法 是 
应 用 连续 函数 的 中 值 定理 , 如 果实 的 连续 函数 f(x) 在 区 
闻 [a,b] 的 两 个 端点 的 值 异 号 , 则 fx) 在 此 区 间 内 至 少 有 
一 个 根 。 


二 分 法 “利用 中 值 定理 计算 实 函 数 实 根 的 简单 易 行 
的 方法 ,算法 如 下 
设 区 间 [a,,b。] 满 足 条 件 人 ao)f(b。)<0, [ao,bo] 的 二 


等 分 点 为 世 = 包茎 . 计 算 J(xo) 的 值 , 若 了 ao)=0, 即 为 


所 求解 ; 若 f(x。)f(a,)<0, 取 ai= ou, bi= zo 作为 新 的 区 
间 端 点 ; 若 作 xo)f(a,)>0, 取 au=xo, bb 作为 新 区 间 


的 端点 。 [qisb] 的 二 分 点 为 一 号 守 名 ,计算 fx) 的 值 


并 重复 上 述 步 邓 以 确定 新 的 区 间 [a,，b,]， 如 此 继续 下 
去 ， 则 得 到 区 间 序 列 [ou，bi] (k= 0，1，…)， 它 满足 


fa)fbD)<0, 并 且 0 一 au= 让 (bo 一 a6)， 当 如 0 达到 


指定 的 精确 度 要 求 时 ， 则 取 = 如 二 旦 为 方程 的 解 , 它 


与 精确 解 的 误差 不 超 过 如 rT (b。 一 06)。 

迁 代 法 解 超越 方程 的 主要 方法 , 既 适 用 于 求实 根 ， 
也 适用 于 求 复 根 。 使 用 这 类 方法 时 一 般 需要 知道 根 的 足 
够 好 的 近似 值 。 最 常用 的 方法 有 牛顿 法 , 割 线 法 ,二 次 插 
值 法 、 双 曲 插 值 法 , 切 比 雪夫 迁 代 法 、 文 特 表 闻 加 速 方法 
和 斯 梯 芬 森 方 法 等 。 

直到 法 ”也 称 切线 法 ， 其 计算 公式 为 


(2) 
a 


za 为 事先 选 定 的 根 的 初始 近似 。 设 zx 为 f(z) 的 根 ,车 
f(z) 在 戏 的 某 邻 域内 二 次 可 微 , 且 了 Cz*) 天 0, 则 当 z 与 
太 充 分 接近 时 ,牛顿 法 至 少 是 二 阶 收 仇 的 , 即 当 上 充分 大 
时 有 估计 式 | 盛 一 aasi| 生 Cl 太一 2 成立,C 为 确定 的 常 
数 。 一 般 说 来 ,牛顿 法 只 具有 局 部 收敛 性 , 即 仅 当初 始 近 
似 与 根 充分 接近 时 才 收敛 。 但 是 ， 当 fx) 为 实 函 数 ， 且 
于 [4,b] 上 了 (x) 和 "(x) 不 变 号 时 , 若 f(x) 于 [a,b] 上 有 
根 , 则 只 要 初始 近似 x。 满足 条 件 人 (xo)f“(x。)>>0， 牛 顿 
法 就 收敛 。 一 般 情 形 ,为 减弱 对 初始 近似 的 限制 ,可 利用 
牛顿 下 降 算法 ,其 算式 为 


2 (k=0,1,.…), 


同 >0 为 迭代 参数 ,由 条 件 |f(z.1)1 达 |f(z。) | 确定 ,牛顿 
法 的 k+1 次 近似 zs1 是 f(z) 在 专 处 的 泰勒 展开 式 的 线 
性 部 分 的 根 。 

天 线 法 又 称 弦 位 法 ， 其 算式 为 


EY i ead 
2 k=l,2,..), 


zz 为 初始 近似 若 fcz 于 其 根 太 的 某 邻 域 二 次 连续 可 
微 , 且 了 (zt 地 0, 则 zz 与 江 充 分 接近 时 , 割 线 法 收敛 
于 zu 并 当天 充分 大 时 有 估计 式 | 共 一 aoa| SC| 太 一 3 
式 中 C 为 常数 ,一 + 入 ~1.618 …。 割 线 法 的 F+1 


次 近似 z+1 是 以 吉 、z-1 为 插值 节点 的 线性 插值 函数 的 
根 ， 如 果 利用 更 精确 的 近似 表达 式 则 可 构造 出 更 高 阶 的 
迭代 法 。 


(k=0,1,.), 
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各 种 选 代 法 的 收 策 阶 和 效能 指数 
RE 双 曲 插值 法 | 切 比 雪夫 迁 代 法 | 斯 村 方法 
单 根 时 收 钱 阶 | 1 | 2 ls | 3 | 2 
效能 指数 1 |v 1.414. | 1.618- | 1.839… | 1.839 | Y=1.442 | V 瑟 一 1.414… 
重 根 时 收 委 阶 2 | 1 集 要 权时 1 | 1 


二 次 杨 值 法 ” 亦 称 缪 勒 方法 ， 是 利用 二 次 插值 多 项 
式 构造 的 迭代 算法 。 设 已 确定 了 za-tvzs-z 则 所 +: 就 
取 为 以 za、za-+ 环 -: 为 节点 的 二 次 插值 多 项 式 两 个 根 中 
与 2% 最 接近 者 ,其 算式 为 
Zri=B tA (k=1,2,.), 
—2c 
Wo 
式 中 “ 土 " 号 选 成 使 分 母 的 模 为 最 大 者 ,而 mw= p(s 一 
fi 
fo84% 式 中 p= Azs/Azs-ss Azy=2—21s b=1+ pf 
信 %)。 当 分 母 为 0， 则 和 ==1。 
双 曲 杨 值 法 ”利用 线性 分 式 插值 构造 的 迁 代 算法 ， 
其 算式 为 
Bn = Ms (kl, 


= df Mf-a)— En 
Fas Mh) fs? 
式 中 必 2\Az 和 志 的 意义 与 二 次 插值 法 相同 。 

车 f(z) 在 其 根 a* 的 某 邻 域内 三 次 可 微 ,并 且 z。、 zi、 
国 与 玉 充分 接近 ， 则 二 次 播 值 法 和 双 曲 插值 法 均 收 伍 。 
此 外 ， 如 果 f"(z*) 头 0， 对 充分 大 的 &， 有 估计 式 | 友 一 
加 -1| <Clz* 一 Z|", 式 中 C 为 确定 常数 ,为 方程 式 台 一 
# 一 t 一 1=0 的 唯一 正 根 , r=1.839…。 


切 比 雪夫 壬 代 法 三 阶 收敛 的 方法 ， 其 算式 为 
RE oe 


当 f(z) 在 其 根 z* 的 邻 域内 三 次 可 微 且 刀 (zx) 关 0 时 ， 对 
充分 大 的 必 有 | 研一 asi| <Cla* 一 2,11,C 为 确定 常数 。 
艾 析 肯 如 加 志方 法 提高 迁 代 法 收敛 速度 的 有 效 
算法 ， 设 {zw)} 为 选 代 序列 ， 加 速 的 算式 为 
(Ca 一 2 
Bt 
车 f(z) 在 其 根 z 处 充分 光滑 , 且 也 z*) 地 0， 则 对 充分 大 
的 k， 有 | 戏 玉 |<Cl 开 一 吉 |?, 并 且 若 环 是 PLD>1) 阶 
收 敏 ; 即 | 瑟 一 3 入 Co| 末 一 az 则 | 大 一 几 |<Clz 一 
az 5C、Ce 均 为 常数 。 当 fr(z*)=0 时 也 有 加 速 作用 。 
此 算法 可 以 循环 使 用 。 
斯 梯 苏 看 方 法 ”不 算 微 商 而 二 阶 收敛 的 方法 ， 其 算 
式 为 


= 


fa) 
f(z%+f(2))—f(2) 


它 可 由 迭代 算法 好 +:= 岂 十 也 好) 循环 使 用 如 程序 导出 。 
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(k=0,1,.…), 


2 二 一 


所 有 的 迭代 法 用 于 求 重 根 ( 即 f(z*)=0) 时 ,其 收敛 
速度 将 变 慢 ,收敛 阶 将 降低 。 
为 求 得 达到 所 需 精 度 的 解 而 花费 的 代价 是 评价 迭代 
法 优 劣 的 依据 ,效能 指数 是 其 重要 指标 ， 它 定义 为 py， 
了 为 收敛 阶 ， 4 为 每 步 需要 计算 的 函数 值 和 微 商 值 的 总 
数 。 效 能 指数 越 大 ,说 明 方 法 越 好 。 二 分 法 及 上 述 各 种 迭 
代 法 的 收敛 阶 ( 单 根 时 和 重 根 时 ) 和 效能 指数 如 上 表 。 
只 有 当初 始 近似 与 解 充分 接近 时 ,迭代 法 才 收 敛 ,这 
是 所 述 算法 的 共同 特点 。 威 弱 对 初始 近似 的 限制 是 提高 
迭代 法 有 效 性 的 重要 措施 ， 例 如 ， 和 牛顿 法 中 引进 下 降 因 
子 。 对 一 些 特殊 函数 类 (如 单调 函数 ,只 有 实 根 的 解析 函 
数 等 ) 的 大 范围 收敛 迭代 算法 也 有 一 些 研究 工作 。 
参考 书目 
A. Ostrowski, Solutions of Equations in Euclidean and 
Bonach Spaces, 3rd ed., Academic Press, New York, 1973. 
T.F. Traub, Tterative Methods for the Solution of Equa- 
tions, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1964. 


《 汉 果 忧 ) 


chaoyue kuozhong 
超越 扩张 (transcendental extension) 
见 域 。 


chaoyue shulun 

超越 数论 (transcendental number theory) 
以 超越 数 为 研究 对 象 的 数论 分 支 之 一 。 全 体 复数 可 分 为 
两 大 类 ， 代 数 数 和 超越 数 。 如 一 个 复数 是 某 个 系数 不 全 
为 零 的 整 系数 多 项 式 的 根 ， 则 称 此 复数 为 代数 数 。 不 是 
代数 数 的 复数 ,叫做 超越 数 。J. 刘 维尔 开创 了 对 超越 数 
的 研究 ， 他 发 现 无 理 代数 数 的 有 理 数 通 近 的 精密 性 有 一 
个 限度 , 借 此 他 于 1844 年 构造 出 历史 上 第 一 批 超越 数 ， 


例如 局 9 对 92,3,… 都 是 超越 数 。 早 在 1844 年 以 前 


的 一 个 世纪 里 ， 对 无 理 数 的 研究 已 成 为 一 个 注意 焦点 。 
1744 年 ,L. 欧 拉 证 明了 自然 对 数 的 底 。 是 无 理 数 。1761 
年 ， J. H. 朗 伯 证 明了 圆周 率 x 是 无 理 数 。 

1873 年 , C. 埃 尔 米 特 证 明了 e 是 超越 数 , 从 而 使 超 
越 数论 进入 一 个 新 阶段 。 1882 年 , F. von 林 德 曼 推广 了 
埃 尔 米 特 的 方法 ,证 明了 x 是 超越 数 ,从 而 解决 了 古 希腊 
的 “化 回 为 方 ”问题 。 

19 世纪 超越 数论 的 最 高 成 就 ， 是 林 德 曼 -外 尔 施 特 
拉 斯 定理 如果 4，as，…，o 是 两 两 不 同 的 代数 数 ， 


Bi,B4,…5Bo 是 非 零 代数 数 , 则 
Bertt Bes+ .+Boern# 0 (1) 
由 此 可 以 导出 ， 如果 my, 各，…，m 在 有 理 数 域 Q 上 线性 
无 关 , 则 etye"z，…vern 代数 无 关 ( 即 它们 不 适合 任 一 其 
系数 为 有 理 数 的 多 项 式 方程 )。 由 (1) 可 知 , 如 = 是 非 零 代 
数 数 , 则 sin acos mtan a 都 是 超越 数 ; 如 a 是 不 等 于 0 
和 11 的 代数 数 , 则 自然 对 数 In a 是 超越 数 。 
1900 年 ,D. 硕 尔 伯 特 提出 的 23 个 问题 中 的 第 7 问题 
是 ， 如 果 “ 是 不 等 于 0 和 1 的 代数 数 , 8 是 无 理 代数 数 ， 
那么 吧 是 否 超越 数 ? D. 希 尔 伯 特 曾 预 言 ,这 个 问题 的 解 
决 将 迟 于 黎 曼 猜想 和 费 马 大 定理 。A.O. 盖 尔 丰 德 于 1929 
年 证 明了 ， 若 “是 不 等 于 零 和 1 的 代数 数 ， 8 是 二 次 复 
代数 数 , 则 ae 是 超越 数 ,特别 地 , e"=( 一 1)-! 是 超越 数 。 
P. 0. 库 效 明 于 1930 年 把 这 个 结果 推广 到 8 是 二 次 实 
代数 数 的 情形 ,特别 地 ,2"7 是 超越 数 。1934 年 ,A. 0. 盖 
尔 丰 德 和 T. 施 奈 德 独立 地 对 希 尔 伯 特 第 7 问题 作出 
了 肯定 回答 ， 此 即 所 谓 盖 尔 丰 德 - 施 奈 德 定理 。 由 此 可 
知 , 若 a 是 正 有 理 数 , 则 常用 对 数 lg a 不 是 有 理 数 , 便 是 
超越 数 ， 更 一 般 地 ,对 非 零 代数 数 mvasypipBx, 若 In my 
ln q 在 @ 上 线性 无 关 , 则 
Biln a +p, ln a,0, 
1966 年 A. 贝 克 把 这 个 结果 推广 到 任意 多 个 对 数 的 情 
形 , 证 明了 下 述 重要 结果 ; 若 m%,ma，…，an 是 非 零 代数 数 ， 
且 ln min 在 @@ 上 线性 无 关 , 则 1,ln m，…ln m 在 
所 有 代数 数 所 成 的 域 矶 上 线性 无 关 。 其 推论 有 ，@ 若 
代数 数 的 对 数 线性 组 合 (其 系数 为 代数 数 ) 不 等 于 零 , 则 
必 为 超越 数 。@ 若 myaa，…yan, Bo，B，，,…,，B。 是 非 零 代 
数 数 , 则 e% afg5…agn 是 超越 数 。@ 若 wyaa，…yao 是 不 
为 0 和 1 的 代数 数 , Bi,Bs,…,B。 是 代数 数 , 且 1,B，B,,…， 
所在 Q@ 上 线性 无 关 , 则 af1…ahn 是 超越 数 。A. 贝克 的 理 
论 还 有 定量 形式 ,对 数论 许多 分 支 有 着 重要 应 用 。 例 如 ， 
第 一 次 对 几 类 很 广 的 不 定 方程 给 出 解 的 绝对 值 的 有 效 上 
界 ， 以 及 用 以 定 出 所 有 类 数 为 1 和 2 的 虚 二 次 域 。 前 者 
是 对 于 希 尔 伯 特 第 10 问题 的 肯定 方面 的 实质 性 的 贡献 。 
1970 年 A. 贝克 获 费 尔 兹 奖 。 
代数 数 的 有 理 逼 近 是 超越 数论 的 重要 课题 见于 和 
图 过 近 )。 由 林 德 曼 - 外 尔 施 特 拉 斯 定理 发 展 而 成 的 西 
格 尔 - 希 德 洛 夫 斯 基 理论 ,对 于 证 明 一 类 适合 线性 微分 方 
程 组 的 震级 数 的 值 的 代数 无 关 性 ， 建 立 了 一 般 的 方法 。 
例如 ， 令 
K(x)=T(A+1)(x/2) -x) 
D(x/2)m 
Ho NA+I)A+R) 


若是 异 于 负 整数 和 亏 x 奇 数 的 有 理 数 ， 则 对 于 任何 非 


零 代数 数 <,Kx(a) 和 Ki(a) 代 数 无 关 。 

超越 数 的 测度 理论 是 超越 数论 的 又 一 个 重要 内 容 。 
1874 年 , G. 康 托 尔 引进 了 可 数 性 的 概念 ,而 导致 了 “几乎 
所 有 "的 实数 (复数 ) 都 是 超越 数 的 结论 。1965 年 ，B. T. 


斯 普 林 茹 克 证 明了 K. 马 勒 尔 在 1932 年 提出 的 猜想 对 
于 几乎 所 有 的 实数 9、 任意 的 正 整数 n 和 正 数 s, 至 多 有 
有 限 多 个 n 次 整 系 数 多 项 式 p(x), 使 得 |p(9)| <h™"**， 
其 中 是 p(x) 的 诸 系数 的 绝对 值 的 最 大 值 。 

超越 数论 的 最 新 发 展 使 用 着 来 自 交换 代数 、 代 数 几 
何 \ 多 复 变 函数 论 、 甚 至 上 同调 理论 的 方法 正 处 于 活路 
之 时 。 许 多 着 名 问题 ,例如 , 沙 重 尔 猜 测 ， 若 复数 和,…， 
与 在 @ 上 线性 无 关 ， 则 由 与,…, 5,ef …， et 在 @ 上 生 
成 的 域 的 超越 次 数 至 少 为 n, 及 其 特例 关于 e 和 的 代数 
无 关 性 (甚或 看 来 似乎 容易 得 多 的 e+ r 的 超越 性 ) ,以 及 


欧 拉 常数 y= lim(1+ 诗 ++ 1 一 Inm) 的 超越 性 的 猜 


测 , 至 今 都 未 解决 。 
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Chen Jiongong 

陈 建 功 〈1893 一 1971) 中 国 现代 数学 家 。1893 
年 9 月 8 日 生 于 浙江 省 绍兴 县 。1971 年 4 月 11 日 逝世 
于 杭州 。1913 年 留学 日 本 , 在 
东京 高 等 工业 学 校 学 染 织 工 
程 ,但 他 酷爱 数学 , 挤 时 间 在 东 
京 物理 学 校 (夜校 ) 兼 攻 数 理 ， 
1916 年 同时 在 两 个 学 校 毕 业 。 
回国 后 在 杭州 高 等 工业 学 校 任 
染 织 科 教师 ， 而 他 仍 在 业余 勤 
奋 自学 数学 。 1918 年 再 次 东 
渡 ， 考 入 日 本 东北 帝国 大 学 数 
学 系 ， 三 年 完成 本 科学 习 。 他 
发 表 在 日 本 《东北 数学 杂志 》 上 的 第 一 篇 文章 (1921)， 代 
表 了 中 国学 者 进入 现代 数学 研究 的 先 声 。 1921 年 回国 ， 
任教 于 武昌 高 等 师范 学 堂 ， 著 名 数学 家 王 福 春 、 曾 炯 之 
都 是 他 的 高 材 生 。1926 年 冬 ， 他 第 三 次 东 渡 , 在 东北 帝 
国 大 学 研究 院 深造 ， 在 两 年 多 的 时 间 内 发 表 了 十 多 篇 学 
术 论 文 ， 分 别 刊载 在 日 本 的 科学 和 数学 方面 的 国际 刊 
物 上 , 引起 日 本 科学 界 与 国际 上 的 重视 。 著 名 数学 家 S. 
卡 茨 马尔 效 和 卫 . 施 坦 豪 斯 在 合作 撰写 他 们 的 名 著 《 正 
交 级 数论 ?时 , 曾 专门 征询 陈 建 功 关 于 内 容 取材 方面 的 意 
见 。 他 用 日 文 写成 的 《三 角 级 数论 》 于 1930 年 在 日 本 岩 波 
书店 出 版 ,至 今 仍 被 人们 所 引用 。 1929 年 夏 获 东北 帝国 
大 学 理学 博士 学 位 。 回 国 后 , 历任 浙江 大 学 数学 系 主任 、 
教授 ， 中 央 研 究 院 数学 研究 所 研究 员 ，1947 年 应 邀 去 美 
国 普林斯顿 高 等 研究 所 任 访问 研究 员 一 年 。 中 华人 民 共 
和 国 成 立 后 ， 历 任 浙江 大 学 和 复旦 大 学 教授 、 杭 州 大 学 
副 校长 ,中国 科学 院 学 部 委员 ,历届 的 中 国 数学 会 副 理事 


群 


长 等 职 。 

陈 建 功 在 分 析 学 方面 的 研究 博大 精深 ， 涉 及 实 变 函 
数论 、 复 变 函数 论 和 微分 方程 等 方面 。 特 别 在 三 角 级 数 
论 , 复 变 函 数 几 何 理论 ,函数 构造 论 等 方面 的 贡献 更 为 卓 
著 。 他 的 研究 着 眼 于 当代 分 析 学 的 主流 和 主流 中 的 核心 
问题 。 以 三 角 级 数 而 言 ， 传 里 叶 级 数 的 几乎 处 处 收敛 问 
题 是 在 勒 贝 格 积分 意义 下 整体 收敛 的 必然 形态 ， 这 是 最 
根本 的 问题 。 陈 建功 在 三 角 级 数论 方面 的 许多 工作 都 转 
绕 这 一 核心 问题 进行 的 。 他 还 考虑 了 “无 条 件 几乎 处 处 
收敛 "的 问题 , 即 任意 改变 级 数 的 项 的 次 序 仍 几乎 处 处 收 
敛 ,得 到 了 关于 无 条 件 收敛 的 判别 理论 ,这 一 结果 在 1961 
年 为 苏联 数学 家 人 A. 苹 .马尔 库 含 维 奇 收入 《 复 变 函数 论 近 
代 问 题 的 研究 》 一 书 中 ,引起 国际 注意 。 他 毕生 从 事 教育 
工作 ,不 遗 余力 培养 青年 一 代 , 从 不 同 断 领导 学 生 的 学 术 
讨论 班 . 著 有 《 直 交 函数 级 数 的 和 》.《 实 函数 论 》《 三 角 级 
数论 》( 上 、 下 有 册 ) 等 。1981 年 出 版 了 《 陈 建 功 文集 》。 

《 程 民 德 ) 

Chen Jingrun 

陈景润 〈1933 一 。 ) 中国 现代 数学 家 。1933 
年 5 月 22 日 生 于 福建 省 福州 市 。1953 年 毕业 于 厦门 大 
学 数学 系 。 由 于 他 对 塔 里 问 题 
的 一 个 结果 作 了 改进 ， 受 到 华 
允 度 的 重视 ， 被 调 到 中 国 科学 
院 数学 研究 所 工作 ， 先 任 实习 
研究 员 , 助 理 研究 员 、 再 越级 提 
升 为 研究 员 ， 并 当选 为 中 国 科 
学 院 数 学 物理 学 部 委员 。 

陈景润 是 世界 著名 解析 数 
论 学 家 之 一 ,他 在 50 年 代 即 对 
高 斯 图 内 格 点 问题 、 球 内 格 点 
问题 、 塔 里 问题 与 华 林 问 题 的 以 往 结果 ， 作 出 了 重要 改 
进 。60 年 代 后 , 他 又 对 第 法 及 其 有 关 重 要 问题 ， 进 行 广 
泛 深 入 的 研究 。 1966 年 他 证 明了 “每 个 大 偶数 都 是 一 个 
素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 之 和 ”, 使 他 在 哥 德 巴 
赫 猜想 的 研究 上 居 世 界 领先 地 位 。 这 一 结果 国际 上 誉 为 
“ 陈 氏 定理 "， 受 到 广泛 征 引 。 这 项 工作 还 使 他 与 王 元 、 潘 
承 洞 在 1978 年 共同 获得 中 国 自然 科学 奖 一 等 奖 。 陈 景 泣 
共 发 表 学 术 论文 70 余 篇。 ( 壮 ” 泥 》 


Chen Xingshen 

陈省身 (Chen Xingshen/Chern Shing-Shen 
1911~ ) 现代 数学 家 。1911 年 10 月 26 日 生 
于 中 国 浙江 嘉兴 , 1926 年 入 天 津南 开 大 学 数学 系 ，1930 
年 毕业 后 入 清华 大 学 为 助教 与 研究 生 。 他 先后 受 教 于 闫 
立夫 与 孙 铺 ， 引 导 至 微分 几何 这 一 领域 。1934 年 赴 汉堡 
就 学 于 当时 德国 几何 学 权威 W.J. E. 布 拉 施 克 , 1936 年 
完成 关于 网 几何 的 博士 论文 后 ， 赴 法 国 从 当代 微分 几何 
学 家 友 . 嘉 当 继续 深造 , 德 法 之 行为 他 一 生 的 学 术 事业 英 
定 了 雄厚 的 基础 。1937 年 回国 , 正 值 抗 日 战争 期 间 , 他 任 


80 


教 于 由 清华 大 学 北京 大 学 ,南开 大 学 联合 组 成 的 长 沙 临 
时 大 学 和 西南 联合 大 学 。 在 此 
期 间 ， 他 把 积分 几何 理论 推广 
到 齐 性 空间 。1943 一 1945 年 应 
0. 维 布 伦 与 H. 外 尔 之 邀 赴 
美 ， 在 普林斯顿 高 等 研究 所 工 
作 两 年 。 当 时 美国 拓扑 学 极为 
兴旺 ， 他 结合 微分 几何 与 拓扑 
方法 ， 在 此 期 间 先后 完成 了 两 
项 划时代 的 重要 工作 ， 其 一 为 
黎 曼 流 形 的 高 斯 - 博 内 一 般 公 
式 ， 另 一 为 埃 尔 米 特 流 形 的 示 性 类 论 ,在 这 两 篇 论文 中 ， 
他 首创 应 用 纤维 从 概念 于 微分 几何 的 研究 ， 引 进 了 后 来 
通称 的 陈 示 性 类 ， 为 大 范围 微分 儿 何 提供 了 不 可 缺少 的 
工具 ， 并 先 于 1950 年 的 C. 埃 雷 斯 曼 与 H. 窑 普 夫 , 为 复 
流 形 的 微分 几何 与 拓扑 研究 开 其 先河 。 这 些 著作 中 引进 
的 一 些 概念 ,方法 与 工具 ,已 远 远 超出 微分 几何 与 拓扑 学 
的 范围 ， 而 成 为 整个 现代 数学 中 的 重要 构成 部 分 。1975 
年 以 来 ,更 通过 规范 场 论 而 与 理论 物理 发 生 了 联系 ,成 为 
当前 数学 与 理论 物理 中 极为 活跃 的 研究 课题 。 陈 省 身 的 
其 他 数学 工作 范围 极为 广泛 ， 影 响 亦 深 ,重要 的 有 : @ 紧 
漫 入 与 紧 通 漫 入 ,由 他 和 R. 莱 雪 夫 开 始 ， 三 十 多 年 的 进 
展 ,成 就 已 汇 成 专著 。@@ 复 变 函数 值 分 布 的 复 几 何 化 ,其 
中 一 著名 结果 是 陈 - 博 特定 理 。@ 积 分 几何 的 运动 公式 ， 
其 超 曲面 的 情形 系 同 严 志 达 合作 。@@ 复 流 形 上 实 超 曲面 
的 陈 - 莫 泽 理论 ,是 多 复 变 函 数论 的 一 项 基本 工作 。@ 极 
小 曲面 和 调和 映射 的 工作 。@ 陈 -西蒙 斯 微分 式 是 量子 
力学 异常 现象 的 基本 工具 。 

陈省身 于 1946 年 第 二 次 世界 大 战 结束 后 重 返 中 国 ， 
在 上 海 建立 了 中 央 研 究 院 的 数学 研究 所 (后 迁 南京 )， 此 
后 两 三 年 中 ,他 培养 了 一 批 青年 拓扑 学 家 。 1949 年 他 再 
去 美国 ， 先 后 在 芝加哥 大 学 与 伯克利 加 州 大 学 任 终身 教 
授 。1981 年 在 伯克利 的 以 纯粹 数学 为 主 的 数学 科学 研究 
所 任 第 一 任 所 长 。1984 年 退休 ， 但 仍 研究 不 瓜 ， 在 伯 克 
利 大 学 举办 各 种 讨论 班 ,并 多 次 来 华 讲学 ， 创 立 “微分 几 
何 与 微分 方程 "讨论 会 , 指导 各 种 学 术 活 动 , 积极 推动 了 
中 国 数学 研究 的 开展 。 又 先后 受聘 为 北京 大 学 、 南 开 大 
学 名 誉 教授 。 1985 年 创办 南开 数学 研究 所 ,并 任 所 长 。 同 
年 南开 大 学 授予 他 名 誉 博士 学 位 。 

陈省身 由 于 对 数学 的 重要 贡献 而 享有 多 种 荣誉 。 
早 在 1961 年 即 当选 为 美国 科学 院 院士 ， 1963 一 1964 年 
间 , 任 美国 数学 会 副 主席 ;在 国际 数学 家 大 会 上 作 过 多 次 
一 小 时 的 大 会 报告 ， 并 参与 各 种 重要 决策 的 委员 会 。 他 
先后 获得 :美国 数学 协会 的 肖 夫 内 奖 (1970), 美 国 总 统 颁 
发 的 美国 国家 科学 奖 (1975)， 美 国 数学 会 “全 体 成 就 "的 
斯 蒂 尔 奖 (1983) 和 国际 性 的 沃 尔 夫 奖 (1984)。 此 外 还 获 
得 多 种 学 术 荣 誉 称号 ,如 英国 皇家 学 会 国外 会 员 , 巴 西国 
家 科学 院 通 信 院 士 ， 印 度数 学 会 名 誉 会 员 等 。 

【 受 文 傻 ) 


chengzl 
乘 子 《multiplier) 。 伟 里 叶 分 析 中 通过 全 里 叶 系 
数 乘 上 一 个 数列 ， 或 通过 传 里 叶 变 换季 上 一 个 函数 来 定 
义 的 一 类 算 子 。 

设 P、@ 是 两 个 具有 某 种 特性 的 周期 为 2x 的 函数 
类 ，(%x) (k=0， 二 1, 二 2,…) 是 给 定 的 复数 列 ,如 果 对 P 
中 任意 函数 fx) 的 人 里 叶 系 数 cz 

a- 直 | rootr， 

乘 以 xy 所 得 到 的 数列 (hxek) 必定 是 @ 中 革 函 数 gKx) 的 
伟 里 叶 系数 , 即 数 列 {%} 确 定 了 一 个 从 fEP 映 到 gE 的 
算 于 了 ;71g 就 称 了 为 (P,Q) 权 于， 有 时 也 直接 称 (Xs} 
是 (P,Q) 轩 子 , 其 中 P,Q 可 以 是 有 界 本数 类 B, 连 续 函 数 
类 Cp 次 守 为 革 由 格 可 积 的 函数 类 LP, 等 等 

数列 (xx} 应 访 滑 足 什么 条 件 , 才 是 (P,@) 冬 子 呢 ? 研 
究 这 类 问 是 的 定理 称 为 季子 定理 。 波兰 数学 家 J 马 多 所 
维 奇 在 1939 年 提出 了 下 列车 名 定理 。 

马 估 和 给 奇 东 于 完 理 、 设 {X} 满 足 条 件 


Sg 
MsM， 宝 ,IN 一 MolsM (=0,1,2,.), 
Ee 


式 中 是 常数 , 则 {4w) 是 (L?,L?) 乘 子 (p>1), 这 里 L? 表 
示 周 期 为 2x 的 了 次 署 可 积 函数 类 。 
对 非 周期 函数 可 以 类 似 地 定义 乘 子 。 设 m(x) 是 给 
定 在 n 维 欧 氏 空间 Re 上 的 一 个 有 界 可 测 函数 ,如 果 对 于 
LNnLs 中 任意 函数 人 x) 的 傅 里 叶 变 换 也 y), 乘 积 m(8)… 
天 y) 必 定 是 Ln(R") 中 某 个 函数 g(x) 的 全 里 叶 变 换 ,并 且 
存在 常数 M, 使 得 
lols<Mlfls, 
Ad 
式 中 lab=(| lac rue), 


也 就 是 说 ,对 一 切 fEL? 站 L?, 由 等 式 
(TINz)= mx) jr) 

所 确定 的 算 子 了 是 L* 上 的 有 界 算 子 : 1Tf。 生 MI1f。 就 
称 了 为 对 应 于 m(x) 的 Lz 乘 子 算 子 , 或 简称 L? 乘 子 , 有 
时 也 直接 称 m(x) 是 一 个 L? 乘 子 。1956 年 苏联 数学 家 
C.T. 米 赫 林 证 明了 下 面 的 定理 。 

米 打 林 来 子 定理 ” 设 m(z) 在 Rn 中 除 原点 外 是 大 阶 
连续 可 微 的 , 其 中 为 大 于 n /2 的 整数 ， 还 假设 m(x) 
的 所 有 阶 数 不 超 过 的 偏 导数 满足 条 件 


|( 读 ) me)|<Bizl-, 


式 中 a= (m，m，…，mm)，ai 是非 负 整数 ，|a| 一 mi 十 
+… 十 oyk, 则 m(x) 是 L? 乘 子 (p>1)。 

乘 子 算 子 的 特点 是 它 同 平移 算 子 可 交换 。 平 移 算 子 
th 的 定义 为 (rsf)(X)= 人 x 一 h), 这 里 h 是 R" 中 一 个 向 
量 。L* 上 的 有 界线 性 算 子 了 是 乘 子 算 子 的 充分 必要 条 件 
为 它 与 平移 算 子 可 交换 ， 即 对 任意 khER", 有 Tra 一 zhT 
成 立 。 

如 果 不 通过 传 里 叶 变换 直接 来 表示 乘 子 算 子 ， 那 么 


在 一 定 意义 上 说 ， 乘 子 算 子 实际 上 就 是 卷 积 算 子 Tf= 
f#qg, 其 中 * 表 示 卷 积 运算 。 

设 人 x) 是 多 元 函数 ,在 研究 f(x) 的 多 重 伟 里 叶 级 数 
的 各 种 形式 的 部 分 和 (方形 和 ， 和 矩形 和 ， 球 形 和 ) 是 否 依 
Lr 范 数 收敛 到 f(x) 时 ， 通 到 下 述 类 型 的 乘 子 问题 ; 设 
m(x) 是 某 个 可 测 集 DD 的 特征 函数 xp(z)， 
1 (xE€D), 
网 (x¢D), 
间 D 具 有 什么 样 的 几何 形状 时 , xz(z) 是 L? 乘 子 ? 这 个 
叙述 起 来 十 分 简单 的 问题 ， 实 际 上 却 异常 复杂 。 以 二 维 
的 情形 为 例 , 如 果 DD 是 半 平 面 , 或 多 边 形 时 , xp(x) 是 L? 
乘 子 (p>1); 但 当 D 是 单位 圆 时 ,问题 就 复杂 得 多 了 。 一 
般 地 说 , 若 DD 是 n 维 空间 的 单位 球 ,对 应 于 xp(x) 的 算 子 
了 是 否 为 乘 子 算 子 的 问题 ， 被 称 为 圆 盘问 题 。 Ne 


时 期 内 没 能 解决 。 容 易 推 知 ,对 于 区 同和 ,二 ) 以 
外 的 p, T 不 是 Le 上 的 有 界 算 子 。 因 此 ， 曾 有 一 个 所 谓 
“ 国 盘 狂想 ,狂想 , 对 于 满足 <p< 吉 2 的 一 切 Pp， 


T 是 L* 上 的 有 界 算 子 。 为 了 研究 此 问题 ,美国 数学 家 
EE. M. 施 坦 与 C. 费 弗 曼 先 研究 稍 简单 一 些 的 博 赫 纳 -里 
斯 球形 和 算 子 To 


(Tf NR) = mlz) Hz), 


xp(x)= 


式 中 
(1—|xl?) ( 当 |zl<1)， 
co 
0 ( 当 |zl>1)， 
它 和 单位 球 的 特征 函数 的 差别 在 于 它 在 |x|=1 处 具有 


一 定 的 光滑 性 。 他 们 推测 : 对 一 切 3>0, 当 4 4928 < 
p< 各 动 时 ,Ts 是 Le 上 的 有 界 算 子 。1970 年 费 弗 到 
证 明了 当中 回 盘 猜测 


却 在 1971 年 被 费 弗 曼 否 定 了 。 他 通过 构造 反例 说 明 : 当 
空间 维 数 ">1 时 ,T 只 能 是 L* 上 的 有 界 算 子 , 若 p 交 2， 
了 不 可 能 在 L2 上 有 界 。 由 此 可 见 , 乘 子 算 子 的 复杂 性 。 
泛 函 分 析 , 微 分 方程 中 的 许多 算 子 都 是 梯子 算 子 , 因 
此 , 乘 子 定理 在 伟 里 叶 分 析 , 泛 函 分 析 , 投 分 方程 ,位 势 理 
论 以 及 数学 物理 中 有 广泛 的 应 用 。 
参考 书目 
J. Marcinkiewicz, Sur les Maltiplicateurs des Séries de 
Fourier, Studia Mathematica, T. 8, pp. 78~91, Warsaw, 
1939. 


( 浅 文 杰 ) 


Cheng Dawei 

程 大 位 (1533~1606) 。 中 国明 代 珠 算 家 。 字 汝 
思 ， 号 宾 渠 ， 安 徽 休 宁 人 。 生 于 明 嘉 请 十 二 年 四 月 初 十 
《1533 年 5 月 3 日 )， 卒 于 万 历 三 十 四 年 八 月 十 七 (1606 
年 9 月 18 日 )。 少 年 时 ,读书 极为 广博 ,对 书法 和 数学 版 
感 兴趣 ， 一 生 没有 做 过 官 。20 岁 起 便 在 长 江 中 、 下游 一 
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带 经 商 . 因 商业 计算 的 需要 ,他 随时 留心 数学 , 亿 访 和 名师， 
搜集 很 多 数学 书籍 , 刻苦 钻研 
时 有 心得 ; 约 40 岁 时 回 家 , 专 
心 研究 ;参考 各 家 学 说 ,加 上 自 
已 的 见解 ,于 60 岁 时 完成 其 杰 
作 《 直 指 算法 统 宗 兴 简称 《算法 
统 宗 》)。 

《算法 统 宗 》 全 书 共 17 卷 ， 
万 历 二 十 年 (1592) 刻 印 。 前 二 
卷 讲 基本 事项 与 算法 ， 其 中 珠 
算 加 法 及 归 除 口诀 ， 与 现今 口 
诀 相 同 。 乘 法 以 “ 留 头 乘 "为 主 ， 除法 以 归 除 法 "为 主 ， 
为 后 世 珠 算 长 期 所 沿用 。 卷 三 至 卷 十 二 为 应 用 问题 解法 
汇编 ， 各 卷 以 6 九 章 大 术 》 篇 名 为 标题 ,但 “ 栗 米 " 改 为 " 票 
布 "， “和 盈 不 足 " 改 称 " 盈 月"。 卷 三 “ 方 田 " 章 内 介绍 了 他 
aa 用 竹 和 能 做 成 ,类 似 现在 测量 用 的 
皮 尺 。 卷 六 中 首先 
提出 了 归 除 开平 
方 、 开 立方 的 珠算 
算法 。 卷 十 三 至 卷 
十 六 为 “难题 ” 汇 
编 , 仍 依 九 章 分 类 ， 
用 诗词 形式 表达 算 
题 。 卷 十 七 为 “ 杂 
法 "介绍 了 民间 算 
法 “ 金 蝉 脱 这 "及 珠 
算式 的 笔算 “一 笔 
锦 "。 此 外 还 有 " 铺 
地 锦 "、" 一 掌 金 ” 
《一 种 指 算法 ) 以 及 
各 种 幻 方 《 即 纵横 
图 ) 等 。 最 后 附 记 
b “ 算 学 源流 "， 列 

出 北宋 元 丰 七 年 
《1084) 以 来 各 种 数学 书目 ， 共 51 种， 其 中 只 有 15 种 现 
在 尚 有 传 本 , 余 均 失传 ,但 对 了 解 当 时 数学 书 传 布 的 情况 
是 很 有 参考 价值 的 。 

《算法 统 宗 》 全 书 595 个 问题 ， 绝 大 多 数 是 由 其 他 数 
学 著作 如 刘 仕 隆 著 《 九 章 通明 算法 》(1424) 和 吴 敬 《 九 章 
算法 比 类 大 全 》(1450) 等 书 中 搞 录 的 。 搜 集 当时 算法 较 
为 完备 ， 在 当时 同类 珠算 著作 中 是 较 好 的 一 部 。 

在 中 国 古代 数学 的 发 展 过 程 中 ，《 算 法 统 宗 》 是 一 部 
十 分 重要 的 著作 。 流 传 极为 广泛 和 长 久 ,对 中 国 在 民间 普 
及 珠算 起 了 很 大 的 作用 。 明 朝 末 年 ,还 传 入 朝鲜 .日 本 及 
东南 亚 各 地 ,对 这 些 地 方 传播 珠算 ,也 起 了 重要 的 作用 。 

程 大 位 于 此 书 中 在 吸取 各 家 算法 精华 的 同时 ， 也 接 
受 了 一 些 错误 的 见解 。 例 如 首 篇 “ 揭 河 图 洛 书 , 见 数 有 本 
原 ， 有 数字 神秘 主义 思想 ， 书 末 还 有 属 无 稽 之 谈 的 推算 
孕 生男 女 歌 。 其 中 有 的 地 方 还 使 用 传统 数学 书 中 的 错误 
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公式 ,未 加 改正 , 致使 以 议 传 说 。 这 些 对 以 后 数学 发 展 起 
了 不 良 影响 。 

万 历 二 十 六 年 (1598)， 程 大 位 对 《算法 统 宗 》 进 行 删 
节 , 取 其 切 要 部 分 ， 另 编 为 《算法 生 要 ?四 卷 ， 与 4 算法 统 
宗 ? 先 后 在 屯 溪 刊行 。 (地 培 业 ) 


chigul zuotu 


尺 规 作 图 


passes) 


(construction with ruler and com- 
见 硕 腊 几 何 三 大 问题 。 


chouti yeonll 

抽 层 原理 〈box principle) ”又 叫 鲍 合 原 理 , 其 
表述 为 假如 有 n+1 个 (或 更 多 ) 物 体 装 入 n 个 盒子 , 屠 
人 么 一 定 有 某 个 盒子 至 少 装 有 两 个 物体 ， 为 纪念 19 世纪 
德国 数学 家 P. G.L. 狄 利克 雷 ， 也 叫做 狄 利 克 雷 原理 。 
抽 层 原理 虽然 简单 ,但 变化 多 , 应 用 广 , 在 数论 和 组 合 教 
学 中 尤 基 有 着 广泛 的 应 用 。 抽 层 原理 应 用 时 ,关键 在 于 建 
立 具体 的 抽 层 ( 鲍 合 )。 例 如 , 狄 利克 雷 用 它 来 证 明 : 对 于 


任何 实数 及 @> 1, 均 存在 整数 49, 使 |<- 二 |< 翅 ， 


0<q<Q@。1935 年 ,P. 爱 尔 特 希 提出 如 下 问题 ， 对 于 不 超 
过 2m 的 任意 n+1 个 正 整 数 中 ， 至 少 有 一 个 被 另外 一 个 
整除 运用 抽 层 原理 , 可 以 给 出 一 个 非常 简短 的 证 明 ， 设 
l<a<a<…<an ns<2n, a=2*b,, MN>0,2+1b,(i= 
1,2,…,n 十 1),b, 小 于 2n, 因 为 在 1,2,…,2n 中 恰 有 nn 个 
不 同 奇数 , 故 在 b,,b,,…,b' 中 至 少 有 两 个 相同 , 设 b,= 
blSi<j<n+1, 故 as|ay。 又 如 ,数论 中 著名 的 佩 尔 方程 
* 一 Dy*=1 (其 中 D>0 且 不 是 平方 数 ) 可 用 抽 屠 原理 解 
决 。 运 用 抽 居 原理 ,很 容易 说 明 : 随意 指定 六 个 人 , 其 中 
一 定 有 三 个 人 相互 都 认识 或 都 不 认识 。P. 爱 尔 特 希 在 
1935 年 运用 抽 居 原理 证 明了 组 合 数学 中 一 个 著名 结 果 ， 
对 于 给 定 的 正 整数 n， 存 在 一 个 正 整数 N(n), 使 得 在 一 
个 平面 上 ,没有 三 点 在 一 条 直线 上 的 任意 N(n) 个 点 中 含 
有 ? 个 点 ,构成 一 个 凸 m 边 形 。 ( 孙 于) 


chouxlong bljin 

抽象 通 近 (abstract approximation) 在 抽 
象 空间 中 研究 逼近 论 问题 设 卫 是 度量 空间 ,p 是 EE 上 的 
下 调 , 对 于 确定 的 元 xEE 和 集 GC, 量 40(x)™ihtp(zy) 


为 x* 与 6 的 距离 ， 它 自然 标志 着 G 对 x 的 逼近 程度 ， 称 
为 G 对 zx 的 最 佳 逼近 值 ， 使 等 式 C(x, go)= lo (x) 成 立 
的 元 mEG 称 为 x 在 G 中 的 最 佳 鼻 近 元 。 对 最 佳 逼近 值 
a(x) 的 估计 一 般 仅 限于 具体 的 也 和 G 。 抽 象 逼近 主要 
研究 下 面 三 个 问题 ，@ 最 佳 允 近 元 y。 的 存在 性 ; @ 唯 
一 性 ，@ 刻 画 最 佳 逼近 元 的 特征 。 以 上 说 的 是 集 G 对 
元 x* 的 逼近 ， 有 时 给 出 一 族 被 逼近 元 F={x}, 那么 量 
olF) =supoo(z)=sup P(x,y) 就 成 了 标志 逼近 状 
态 的 特征 量 , 称 le(F ) 为 集 G 对 集 下 的 最 佳 逼近 值 。 有 时 


需要 在 也 的 某 子 集 族 r= {Gojeen 中 挑选 最 好 的 G-, 也 即 
找 出 Goo Er 使 Gooo(F)=inf Eoa(F)。 


作为 逼近 集 G, 有 时 为 下 的 线性 子 空间 ,这 时 的 逼近 
称 为 线性 逼近 ,有 时 为 卫 的 凸 子 集 , 则 称 为 凸 逼近 。 常 见 
的 凸 逼 近 有 :有 界限 逼近 , 系数 有 界限 的 多 项 式 逼近 , 具 
有 插值 约束 的 逼近 , 共 正 逼近 , 共 单 调 珊 近 等 。 

泛 函 分 析 是 抽象 逼近 研究 的 主要 工具 。 例 如 , 若 下 为 
线性 赋 范 空间 ,G 是 E 的 线性 子 空间 ， 那 么 下 述 命题 ( 哈 
思 - 巴 拿 赫 定理 的 推论 ) 可 用 于 导出 最 佳 逼 近 估 计 和 刻画 
最 佳 逼 近 元 的 特征 , 设 xEENGS, 那么 0 


Sao(x)= max lo(x)|, 
oEGtNBE 


式 中 Bss 为 刁 的 共 印 空间 E* 中 的 单位 球 ，@y。EG 适 合 
lw 一 zl= Go(x) 当 且 仅 当 存 在 fEE* 使 得 上 =1,f(y)= 
0( 对 所 有 3EG) ,fx 一 加 ) 一 |z 一 zol。 ( 施 感 竞 ) 


chouxlong kongjlon welfen fongcheng 
抽象 空间 微分 方程 (differential equation in 
abstract space) 。 巴 拿 林 空 间 中 的 微分 方程 。 是 党 
向 分 方程 理论 在 无 限 维 空间 中 的 发 展 ， 研 究 可 数 无 穷 个 
常 微分 方程 、 泛 函 徽 分 方程 需要 巴 拿 赫 空间 或 希 尔 伯 特 
空间 的 理论 , 它 也 是 用 常 微分 方程 的 思想 和 方法 ,研究 偏 
微分 方程 的 重要 工具 。 

设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,D 是 X 中 的 开 集 , 7 是 实 轴 上 的 
开 区 间 , 函数 人] x D->X 是 连续 的 。 微 分 方程 


dx 
Ge =f(t,x) 《地 


是 常 微分 方程 组 在 巴 拿 幸 空间 XX 中 的 自然 推广 。 设 开 区 
间 (a,B)CJ,p:(a,B)>X 是 强 可 微 的 ,并 且 在 开 区 间 (a,8) 


中 成 立 恒等式 so) 三 f(t,9(t)), 就 称 x=9(t) 是 微分 方 


程 (1) 的 解 。 
解 的 存在 性 ” 当 了 关于 zx 满 足 李 普 希 茨 条 件 〈 见 常 
机 分 方程 初 值 问题 ) 时 ,利用 逐次 通 近 法 可 以 证 明 ， 对 于 
给 定 的 初 值 (t,x。) EJXD, 微 分 方程 (1) 满 足 初 值 条 件 
x(ty) =x (2) 
的 解 存 在 且 唯一 。 然 而 , 和 常 微分 方程 组 的 情形 不 同 , 仅 
有 了 的 连续 性 不 足以 保证 微分 方程 (1)7 满 足 初 值 条 件 (2 
的 解 的 存在 性 ,例如 ， 设 % 表示 满足 lim xx 一 0 的 数列 全 


体 所 成 的 空间 ， 它 的 元 素 x 的 范 数 〈 见 已 拿 赤 空间) 为 
zl= sup|zxx|。 在 空间 co 中 考察 含 无 穷 个 方程 的 常 微分 


方程 组 
学 


一 (| 区 |)W 十 (k=1,2,.…), (3) 


和 人 

x(0)=0 (k=1,2,.)。 (4) 
显然 ,(3) 的 右 端 了 是 ce 上 的 连续 函数 。 但 是 ,在 c 中 不 
存在 方程 (3) 满 足 初 值 条 件 (4) 的 解 。 为 了 推广 柯 西 - 皮 
亚 诺 定理 ( 见 常 微分 方程 初 值 问题 ) 到 巴 拿 硅 空 间 中 的 微 
分 方程 (1), 需 要 利用 有 界 集 的 非 紧 性 测度 。 设 B 是 有 界 


集 , 它 的 非 紧 性 测度 是 a(B)=inf{d>>0, 能 用 有 限 个 直 
径 小 于 d 的 集 覆 差 B}。 如 果 f:JxD->X 连续 , 并 且 对 于 
DD 的 任 一 有 界 子 集 BB 成 立 关系 式 a(f(J, B))<w(a(B))， 


其 中 w: [0,+ oo)->[0,+ co) 连续， 而 党 微分 方程 从 = 


op) 的 以 (ty0 ) 为 初 值 的 唯一 解 是 p 三 0 那么 微分 方程 
(1) 以 (to,z。) EJX 了 DD 为 初 值 的 解 是 存在 的 。 它 的 证 明 需 要 
利用 绍 德尔 不 动 点 定理 ( 见 不 动 点 理论 )。 
许多 有 关 常 微分 方程 组 的 定理 ， 诸 如 初 值 问题 解 的 
唯一 性 定理 等 ,都 可 移 到 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 方程 (1)。 
线性 方程 当 了 t,x) 三 A(t)x+b(t) 时 ， 方程 (1) 成 
为 线性 方程 


dr 
At)x+b(t), (5) 


M.T,. 克 列 因 、J. 工 . 马 塞 拉 等 曾 讨论 A:J->L(X),b:J>X 
连续 的 情形 ， 其 中 工 (X) 表 示 X 上 有 界线 性 算 子 ( 见 线性 
年 子 )。 这 时 ,方程 (5) 以 (tb,xo)EJxD 为 初 值 的 解 存在 
且 唯 一 ,并 且 在 了 上 成 立 常数 变易 公式 
z=Utt)zs+ bd sbcs) as, 
0 
式 中 U(t,s) EL(X), 满足 关系 :UCt,t)UCT,s) 二 UCt,s)， 


ee SX 


Us, s)=I 和 三 A(t)U(t,s)x。 称 U(t,s) 是 相 


二 特别 ， 当 A(t)=A 是 X 上 的 线性 
有 界 算 子 时 ，U(t,s)=e44-0。 克 列 因 还 讨论 了 AC.) 具 
有 周期 的 情形 ， 推 广 了 周期 系数 线性 常 微分 方程 组 的 
理论 。 对 于 非 线性 微分 方程 

器 =A(Dx+gtt,x), (6) 
假设 g:Jx X->X 连 续 ,|g(bz) 川 = O(|lzl22,J= [0o,+co)， 
人 们 还 讨论 了 零 解 的 稳定 性 , 推广 了 A. M. 李 亚 普 诺 夫 
关于 稳定 性 的 有 关 结果 〈 见 常 枢 分 方程 运动 稳定 性 理 
论 )。 

但 是 ,对 于 偏 微 分 方程 ,例如 热传导 方程 


Bu Bi 
bts) 


u(t,0)=u(t,1)=0 (0<t), 

(0,s) =u(s) (Cos<s<1)， 
不 能 化 为 具有 有 界 算 子 ACt) 的 线性 方程 (5)。 才 以; 表 
示 区 间 [0，1] 上 一 阶 导数 平方 可 积 且 在 0 和 1 取 值 为 0 
的 实 连 续 函 数 全 体 当中 以 范 数 (| jos)+ ( 下) |a) 


时 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 ,又 记 xz(b 一 Mb - a ), 
和 


(0<s<1,0<t), 
| (7) 


而 当 us) 二 阶 导数 平方 可 积 时 ，Au(s) 2 人 2) ,那么 
(7) 可 以 化 为 X=H3 上 的 线性 方程 
dr 
A*+bt) (0<t), | (8) 
x(0)=xo=1(*)o 


但 这 里 , A 是 Hi 上 的 无 界线 性 算 子 。 因 此 , 在 无 限 维 空 
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间 中 有 必要 研究 4 为 无 界 算 子 时 的 线性 方程 (8)。 

设 线性 算 子 4 的 定义 域 D(4) 是 X 中 的 稠密 集 ,4 还 
是 闭 算 子 , 如 果 当 和 >8 时 人 4 的 预 解 算 子 (XI 一 4 人)-"( 见 线 
性 算 子 ) 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 成 立 不 等 式 


Mm 
Io-A) "I< Ta (n=1,2,.…;X>8), 


其 中 M>0 是 常数 ,那么 根据 希 尔 - 吉 田 耕 作 定理 ,A 是 X 
上 的 线性 有 界 算 子 半 群 T(t)(t>0) 的 母 元 。 如 果 b:J>X 
强 可 微 ,可 以 证 明 ， 常 数 变易 公式 


-TDmat+| ret-abed (ct) (9) 


给 出 微分 方程 (8) 的 解 。 由 它 可 得 热传导 方程 ,波动 方程 
等 解 的 公式 。 当 b:]->X 是 博 杰 纳 可 积 时 ， 表 达 式 (9) 的 
右 端 是 强 连 续 的 , 称 为 (8 ) 的 软 解 。 

加 藤 敏 夫 、 田 边 庆 城 以 及 工 . E. 索 伯 列 夫 斯 基 等 还 
讨论 了 4(t) 是 XX 上 的 无 界线 性 算 子 时 的 微分 方程 (5)， 
给 出 了 发 展 算 子 U(t, s) 存在 以 及 常数 变易 公式 成 立 的 
条 件 。 

为 适应 非 线性 抛物 型 偏 微分 方程 理论 、 分 布 参数 系 
统 ,控制 理论 等 的 需要 ,人 们 又 进一步 讨论 了 半 线 性 发 展 
方程 


dr 
=ADr+ft,x), (10) 


式 中 A(t) 是 XX 上 的 无 界线 性 算 子 ，f:] xD>X 是 连续 
的 ， 还 研究 了 非 线性 压缩 半 群 所 产生 的 非 线性 方程 。 

在 抽象 空间 微分 方程 研究 中 ， 除 解 的 存在 性 、 唯 一 
性 、 解 对 初 值 的 连续 性 、 常 数 变易 公式 外 ， 还 有 人 研究 周 
期 解 的 存在 性 唯一 性 , 解 的 稳定 性 ， 分 歧 现 象 ， 等 等 问 
题 ,并 且 研究 解 的 全 局 结构 高 阶 微分 方程 等 。 

关于 解 的 概念 ， 除 前 述 的 以 强 导数 为 依据 的 解 的 概 
念 外 ,还 有 以 弱 导数 为 基础 的 弱 解 的 概念 等 。 
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(地 训 经 ) 


chouyang diaocha 
抽样 调查 (sampling survey) ”一 种 统计 学 方 
法 ,也 是 数理 统计 学 的 一 个 分 支 。 它 通过 从 总 体 中 抽取 一 
部 分 个 体 进行 调查 ,借以 获得 对 整个 总 体 的 特征 的 了 解 。 
抽样 调查 主要 用 于 社会 .经 济 ,农业 和 人 口 等 领域 被 调 
查 的 总 体 洒 常 是 有 限 的 , 它 的 个 体 可 以 辩 别 。 

最 简 千 的 抽样 设计 是 无 放 回 随机 抽样 ， 还 有 分 层 抽 
样 ,定额 抽样 ,系统 抽样 分群 抽样 .多 级 抽样 等 复杂 的 方 
法 。 抽 样 调查 的 理论 问题 ， 可 归 入 有 限 总 体 推断 理论 的 
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研究 之 内 , 主要 是 讨论 各 种 不 同 的 抽样 设计 的 相对 效率 ， 
以 及 与 之 相应 的 种 种 估计 方法 (如 比率 估计 、 回 归 估计 ) 
的 优良 性 。 近 二 三 十 年 来 ,由 于 应 用 上 的 需要 , 随 着 有 限 
总 体 推断 理论 研究 的 开展 ， 抽 样 调查 已 逐渐 成 为 数理 统 
计 学 的 一 个 活跃 的 分 支 。 

出 于 对 费用 和 时 间 的 考虑 ， 人 们 早已 认识 到 需要 在 
调查 中 进行 抽查 而 不 是 普查 。 但 对 抽查 结果 的 可 靠 性 一 
开始 是 有 怀疑 的 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 各 交战 国 为 适应 
急剧 变化 的 战局 , 彼 需 及 时 而 有 效 地 收集 情报 , 除 抽样 调 
查 外 别 无 他 法 ， 这 就 促进 了 对 抽样 调查 的 理论 和 方法 的 
研究 . 战 后 不 久 ,出现 了 这 方面 的 专著 , F, 耶 茨 受 联合 国 
统计 抽样 专业 委员 会 的 委托 ,为 协助 1950 年 世界 农业 和 
世界 人 口 调查 而 写 的 6 人 口 调查 与 一 般 调查 的 抽样 方法 》 
就 是 其 中 之 一 。50 年 代 后 , 世界 各 国 已 逐渐 把 抽样 调查 
作为 一 种 重要 的 调查 方法 。 这 是 因为 ， 普 查 的 工作 量 太 
大 ， 往 往 为 人 力 财力 时 间 所 不 允许 ， 在 实施 过 程 中 易 出 
现 人 为 的 误差 错 ;经 验 表 明 , 有 了 时 一 个 精心 设计 的 抽样 广 
案 ,其 实施 效果 甚至 可 以 胜 过 普查 。 

在 抽样 调查 中 ,有 时 不 能 以 自然 个 体 为 单位 ,而 要 按 
实际 需要 和 使 用 方便 把 这 些 自然 个 体 划分 为 若干 单元 ， 
抽样 时 把 每 个 单元 看 作 一 个 个 体 ， 称 为 抽样 单元 。 例 如 
人 口 调查 中 的 个 人 家庭， 又 如 在 地 图 上 划分 方 格 ,每 格 
代表 一 个 抽样 单元 ， 格 的 大 小 也 可 不 同 。 构 成 总 体 的 全 
部 抽样 单元 的 一 个 总 的 描述 叫 抽样 杠 。 载 有 总 体 中 每 个 
抽样 单元 的 一 本 名 册 、 一 帐 地 图 或 者 一 份 档案 ， 就 是 抽 
样 框 

抽样 方法 分 成 概率 抽样 和 判断 抽样 两 大 类 ， 前 者 指 
每 个 抽样 单元 都 依 指定 的 概率 被 抽取 ,又 称 随机 抽样 ;后 
者 是 根据 调查 者 的 判断 从 总 体 中 选 一 些 有 代表 性 的 单元 
进行 调查 。 判 断 抽 样 又 称 典 型 抽样 。 

无 放 回 随机 抽样” 从 六 个 抽样 单元 组 成 的 总 体 中 抽 
取 含 n 个 单元 的 样本 (n<N), 方法 是 ,在 抽取 第 一 个 时 ， 
让 N 个 抽样 单元 中 每 一 个 以 同等 概率 1/N 被 抽 到 ， 抽 到 
的 这 一 个 不 再 放 回 到 总 体 中 去 ， 然 后 在 剩 下 的 N- 1 个 
中 抽出 1 个 ,每 个 被 抽出 的 概率 都 是 1/(N 一 1)， 抽 到 的 
这 一 个 不 再 放 回 ,这 样 下 去 ,直到 抽出 n 个 为 止 。 这 种 抽 
样 方法 叫做 无 放 回 随机 抽样 。 它 使 得 N 个 抽样 单元 中 的 


任何 "个 都 有 同等 的 概率 1/( ) 被 抽 到 。 在 抽样 调查 


中 ,通常 把 它 叫做 简单 随机 抽样 , 抽 到 的 样本 称 为 简单 随 
机 样本 。 但 它 与 数理 统计 学 中 一 般 意义 下 的 简单 随机 抽 
样 ( 见 料 本 ) 是 有 区 别 的 ， 后 者 每 个 样本 观测 值 的 分 布 是 
相互 独立 的 ， 而 这 里 由 于 每 个 单元 在 调查 后 不 再 放 回 到 
总 体 中 去 ,它们 的 分 布 就 不 是 相互 独立 的 了 。 

设 有 N 个 单元 构成 的 有 限 总 体 〈 如 某 校 全 体 新 生 )， 
其 某 一 特性 X( 如 年 龄 ) 用 Xi,X,…，Xw 表示 ， 所 抽 得 
的 样本 用 xX1,x,，,…,zxs 表示 (为 方便 起 见 , 将 样本 中 的 序 
号 仍 记 为 1,2,…,n, 但 不 一 定 就 是 总 体 中 的 前 n 个 单元 ， 
下 同 )。 以 X 和 中 分 别 记 总 体 的 总 和 X,+Xs+… 十 Xy 和 


总 体 均值 (总 = X/N)， 以 x 和 无 分 别 记 样本 的 总 和 z 十 
zs 十 … 十 3 和 样本 均值 (z==x/n)。 在 简单 随机 抽样 中 , 样 
本 均值 区 是 总 体 均值 的 无 偏 估计 量 ( 见 点 估计 ), 这 时 ， 
总 体 总 和 的 估计 量 是 久 = Nz= Nx/n, 式 中 N/n 称 为 放 
大 因子 ， 即将 样本 总 和 放大 N/n 倍 便 得 总 体 总 和 的 一 个 
合理 估计 。 放 大 因子 的 倒数 n/N, 称 为 抽样 比例 。 

实际 上 ,不 少 抽样 调查 问题 ,都 可 化 为 估计 总 体 均值 
的 问题 。 例 如 ,要 了 解 具有 某 种 特性 的 单元 在 总 体 中 所 占 
的 比例 ,只 要 根据 第 i 个 单元 有 无 此 特性 而 分 别 令 X,=1 
或 者 0， 这 时 ，Xi, X,,…, Xs 的 平均 值 对 就 是 所 要 求 的 
比例 。 

在 抽样 调查 中 ， 一 个 抽样 方法 及 其 相应 估计 方法 的 
精度 以 所 得 的 估计 量 的 均 方 误差 表示 。 均 方 误差 就 是 估 
计量 与 被 估计 量 ( 真 值 ) 的 差 的 平方 的 数学 期 蛙 当 估计 量 
无 偏 时 , 均 方 误差 就 等 于 方差。 按 简单 随机 抽样 方法 , 若 
用 样本 均值 元 估计 总 体 均值 又 , 它 的 方差 是 
Nn .St 

N n? 


1 上 
a —X):, 
式 中 Sm NT pe XX) 


当 N.n 及 Nn 都 较 大 时 ， 可 以 用 正 态 分 布 近似 的 分 
布 ， 从 而 可 以 利用 正 态 分 布 或 + 分 布 ( 见 统计 量 ) 定 出 总 
体 均值 叉 的 置信 区 间 ( 见 区 间 估 计 )。 

分 层 柚 样 ”为 了 得 到 有 代表 性 的 样本 ， 按 一 种 或 多 
种 标志 把 总 体 划分 为 若干 子 总 体 ， 尽 可 能 使 每 个 子 总 体 
内 的 单元 之 间 的 差异 比较 小 ， 而 不 同 子 总 体 间 的 差异 比 
较 大 。 这 样 ,只 要 在 每 个 子 总 体内 抽 少 数 单元 就 可 得 到 代 
表 性 很 强 的 样本 。 称 子 总 体 为 层 ,这 种 方法 叫 分 层 抽样 。 
例如 在 小 麦 估 产 调查 中 , 将 麦田 分 为 山地 ,平地 、 注 地 三 
类 ,每 类 就 是 一 个 子 总 体 。 

如 在 每 一 层 内 都 用 简单 随机 抽样 的 方法 抽取 一 定数 
目的 单元 ， 就 称 为 分 层 随机 抽样 ， 通 常 说 的 分 层 抽样 均 
指 分 层 随机 抽样 如 每 一 层 的 抽样 数目 是 事先 指定 好 的 ， 
在 总 体 中 由 调查 人 根据 他 的 判断 进行 抽样 ， 直 到 每 一 层 
的 抽取 数 与 事先 指定 的 都 相符 为 止 ， 这 种 抽样 称 之 为 定 
额 抽样 。 例 如 ,在 服装 调查 中 ,将 男子 分 为 少年 .成 年 . 老 
年 三 类 ， 规 定 分 别 抽取 mvmavms 个 ， 则 在 某 一 人 群 中 抽 
样 时 ， 要 一 直 抽 到 有 mi 个 少年 , n 个 成 年 , ma 个 老年 时 
为 止 。 

假定 总 体 分 为 层 ， 依 次 有 Ni、 
Na、…、Nz 个 单元 ,总 体 大 小 


N= 3 Nas 
在 各 层 中 分 别 抽取 大 小 为 mu、 ns、… 
nz 的 简单 随机 样本 , 则 样本 大 小 
n= 站 mw 


当 n 给 定时 ， 如 何 分 配 nn、 m4、…、 nz 一 S 
使 得 对 总 体 均值 的 估计 量 的 方差 为 最 
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小 ， 这 是 实际 应 用 中 的 一 个 很 重要 的 问题 。J. 奈 曼 指 
出 , 当 


mn Sms, 
时 ， 这 个 估计 量 的 方差 为 最 小 ， 式 中 5 为 第 h 层 的 方 
差 。 这 种 分 配方 法 叫 奈 曼 分 配 。 若 各 层 中 的 单元 抽查 费 
用 不 同 ， 费 用 函数 C 可 写成 
C=a+ 六 cmw， 

式 中 4 为 固定 费用 , 与 的 大 小 无 关 , C 为 在 第 h 层 中 
每 抽查 一 个 单元 的 费用 , 则 对 给 定 费 用 C, 方 差 最 小 的 样 
本 量 分 配 公式 是 
NeSWwVCn 
它 (CNwSwV/NcCA) 


系统 抽样。 又 称 等 距 抽样 或 机 械 抽 样 ， 是 指 按 一 定 
方式 系统 地 抽取 样本 的 方法 。 例 如 ， 从 一 张 名 单 上 按 一 
定 间隔 抽取 样本 就 是 一 种 系统 抽样 。 其 做 法 是 ， 先 求 一 
个 最 接近 于 N/n 的 整数 9， 从 随机 数 表 ( 见 伪 随 机 数 ) 中 
读 一 个 在 1 与 9 之 间 的 数 K( 叫 随机 起 数 ), 然后 技 间 隔 9 
抽取 顺序 号 码 为 k, 9+ k，29 十 k,… 等 单元 。 如 编号 与 被 
调查 的 特性 无 关 ， 则 系统 抽样 可 视 同 随机 抽样 ， 且 更 简 
易 ;如 编号 相近 的 单元 有 相似 的 特性 , 则 系统 抽样 接近 于 
分 层 抽样 。 还 可 以 将 抽样 间隔 9 放大 d (整数 ) 倍 ， 并 从 
随机 数 表 读 4 个 不 同 的 随机 起 数 ,对 每 个 起 数 按 间隔 dq 
抽取 单元 。 

分 群 抽样 ”为 节约 费用 和 时 间 ， 抽 样 前 按 某 种 准则 
将 总 体 分 为 若干 群 ,每 群 有 不 止 一 个 单元 , 抽样 时 整 群 抽 
取 , 并 对 群 中 的 每 个 单元 进行 观测 ,这 种 抽样 称 之 为 分 群 
抽样 或 整 群 抽样 。 

群 本 身 就 是 抽样 单元 ， 称 之 为 初级 单元 ， 群 内 的 单 
元 称 为 次 级 单元 。 群 的 划分 要 求 群 与 群 之 间 的 差别 越 小 
越 好 。 若 分 的 群 基本 相似 ， 只 需要 一 个 群 就 够 了 。 它 与 
分 层 的 准则 正好 相反 ,它们 的 差别 可 用 下 面 的 图 表示 ,图 
中 实 线 为 分 层 ,虚线 为 分 群 。 

分 群 后 ， 群 的 抽取 方法 与 群 的 划分 有 关 。 一 般 ， 若 
群 的 大 小 ( 群 内 次 级 单元 个 数 ) 相近 ， 可 按 等 概率 抽取 ; 
若 群 的 大 小 悬殊 ， 可 考虑 不 等 概率 抽样 。 一 个 可 行 的 不 
等 概率 抽样 方法 是 与 群 的 大 小 成 比例 的 概率 抽样 ， 简 记 


n= (h=1,2,.,L)。 


分 性 抽样 及 分 群 抽样 
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为 PPS。 

多 级 抽样 ”又 称 多 阶段 抽样 。 如 果 在 分 群 抽 样 中 ,不 
是 对 抽 到 的 群 〈 初 级 单元 ) 中 所 有 的 次 级 单元 都 进行 观 
测 ,而 只 是 抽取 一 部 分 进行 观测 ,这 就 是 二 级 抽样 。 若 每 
个 次 级 单元 又 可 分 成 更 小 的 单元 (三 级 单元 )， 而 对 抽 到 
的 每 个 次 级 单元 又 只 抽取 部 分 三 级 单元 进行 观测 ， 则 称 
为 三 级 抽样 。 由 此 可 定义 一 般 的 k 级 抽样 。 各 级 单元 的 
抽 法 可 以 有 变化 ， 如 有 的 分 层 ， 有 的 不 分 层 ; 有 的 等 概 
率 ， 有 的 不 等 概率 〈 如 与 被 抽取 的 抽样 单元 中 所 包含 的 
下 一 级 单元 的 数量 成 比例 PPS)， 等 等 。 因 此 多 级 抽样 
给 抽样 设计 带 来 很 大 灵活 性 ， 在 大 规模 调查 中 常 被 采 
用 。 此 外 ， 多 级 抽样 除了 需 有 第 一 级 抽样 框 外 ， 只 需 对 
被 抽 中 的 单元 构造 下 一 级 抽样 框 ， 故 在 实行 中 也 比较 经 
济 ,特别 适用 于 资料 贫乏 的 地 区 和 领域 。 

多 级 抽样 的 分 析 比较 复杂 。 以 二 级 抽样 为 例 ， 设 总 
体 共 及 个 初级 单元 ， 从 中 抽取 nn 个， 又 设 第 i 个 初级 
单元 中 有 M, 个 次 级 单元 ， 从 中 抽取 ms 个 ,i=1, 2,…， 
n。 记 抽 中 第 i 个 初级 单元 中 的 第 j 个 次 级 单元 的 概率 为 
xu 相应 的 观测 值 为 xw, 则 


四 
5 加 /ey [Eu, 
是 总 体 均值 一 个 无 偏 估计 。 的 方差 公式 更 为 复杂 ,不 
仅 依 赖 于 各 初级 单元 之 间 及 每 个 初级 单元 内 、 次 级 单元 
之 间 的 方差 ,还 依赖 于 上 述 xu、m 及 m, 等 值 的 选取 。 
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( 林 少 宫 ) 

chouyong jlonyon 
抽样 检验 〈sampling inspection) ”又 称 抽样 
检查 ， 是 从 一 批 产 品 中 随机 抽取 少量 产品 (样本 ) 进 行 检 
验 , 据 以 判断 该 批 产 品 是 否 合格 的 统计 方法 和 理论 。 它 与 
全 面 检验 不 同 之 处 ， 在 于 后 者 需 对 整 批 产 品 逐 个 进行 检 
验 ,把 其 中 的 不 合格 品 拣 出 来 ,而 抽样 检验 则 根据 样本 中 
的 产品 的 检验 结果 来 推断 整 批 产品 的 质量 。 如 果 推断 结 
果 认 为 该 批 产品 符合 预先 规定 的 合格 标准 ,就 子 以 接收 ， 
否则 就 拒 收 。 所 以 ， 经 过 抽样 检验 认为 合格 的 一 批 产品 
中 ， 还 可 能 含有 一 些 不 合格 品 。 采 用 抽样 检验 可 以 显著 
地 节省 工作 量 。 在 破坏 性 试验 (如 检验 产品 的 寿命 ) 以 及 
散装 产品 (如 矿产 品 ,粮食 ) 和 连续 产品 (如 棉布 .电线 ) 等 
检验 中 ， 也 都 只 能 采用 抽样 检验 。 抽 样 检验 是 统计 质量 
管理 的 一 个 组 成 部 分 。 

抽样 检验 方案 及 其 特性 ”抽样 检验 方案 〈 简 称 抽样 
方案 ) 是 一 套 规则 ， 依 据 它 去 决定 如 何 抽样 (一 次 抽 或 分 
几 次 抽 、 抽 多 少 ), 并 根据 抽出 产品 检验 的 结果 决定 接收 
或 拒 收 该 批 产 品 。 在 确定 了 一 个 抽样 方案 后 ,可 以 计算 具 
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有 指定 质量 指标 (例如 批 不 合格 品 率 p) 的 一 批 产品 被 接 
收 的 概率 ， 接收 概率 L(p) 是 p 的 函数 ， 称 为 抽查 特性 函 
数 , 简 称 OC 函数 ,其 图 形 称 为 抽查 特性 曲线 (OC 曲线 )， 
Lp)| 如 图 1 所 示 。 

在 实际 问题 中 ， 常 要 求 
设计 一 个 抽样 方案 ， 使 它 具 
有 所 需要 的 抽查 特性 。 例 如， 
若 以 批 不 合格 品 率 p 为 质量 
st 水 平 ， 根 据 生产 方 的 生产 水 
0 平和 使 用 方 对 产品 的 要 求 ， 

可 以 确定 两 个 质量 水 平 
图 1 执 衬 方案 的 CC 直线 。p。,pu(p,<pi)， 而 要 求 所 设 
计 的 抽样 方案 有 如 下 性 质 ， 当 p<p。 时 , 以 高 概率 (大 于 
或 等 于 1 一 a) 接收 整 批 产品 ， 而 当 p> Pi 时 仅 以 低 概率 
(小 于 或 等 于 8) 接 收 整 批 产品 。 通 常 称 “为 生产 方 风险 ， 
8 为 使 用 方 风险 ;po 为 生产 方 风险 质量 ,Pi 为 使 用 方 风险 
质量 。 除 此 之 外 ,也 可 以 根据 其 他 形式 的 要 求 来 设计 抽样 
方案 。 例 如 ， 挑 选 型 抽样 方案 中 要 求 经 检验 后 的 平均 质 
量 水 平 ( 称 为 平均 检 出 质量 ) 达 到 一 定 的 数值 。 

抽样 方案 的 分 类 ” 按 指标 性 质 可 分 为 计数 抽样 方案 
与 计量 抽样 方案 两 类 。 前 者 对 每 个 产品 只 区 分 为 合格 或 
不 合格 ,然后 根据 样本 中 不 合格 品 的 数目 , 按 预先 规定 的 
判断 规则 决定 接收 还 是 拒 收 该 批 产品 。 这 种 方案 比较 容 
易 实施 ,使 用 较 广泛 。 计 量 抽样 方案 则 需要 测定 样本 中 每 
个 产品 的 一 个 或 多 个 定量 指标 (如 尺寸 、 重量 、 强度 及 寿 
命 等 ), 据 此 计算 适当 的 统计 量 的 值 ， 再 按 预 先 规定 的 判 
断 规则 来 决定 是 否 接收 这 批 产 品 。 它 对 检验 员 及 检验 设 
备 要 求 较 高 ,计算 也 较 复 杂 ,使 用 不 如 计数 方案 广泛 。 但 
是 计量 抽样 方案 可 以 较 多 地 利用 样本 提供 的 信息 ， 故 为 
达到 同样 的 检验 效果 ， 所 需 的 样品 个 数 比 计数 抽样 方案 
一 般 要 少 。 

按 抽取 样本 的 方式 ， 抽 样 方案 又 可 分 为 一 次 ,二 次 、 
多 次 及 序 贯 抽样 方案 。 若 事先 指定 一 个 正 整数 % 从 批 中 
抽出 ?个 产品 进行 检验 ， 称 之 为 一 次 抽样 方案 。 一 次 计 
数 抽样 方案 中 , 接收 或 拒 收 整 批 产品 ,取决 于 样本 中 的 不 
合格 品 数 z， 若 x 不 大 于 事 
先 指定 的 c(c 也 称 为 接收 
数 ), 则 接收 整 批 产品 ， 否 则 
拒 收 。 这 种 一 次 计数 抽样 方 
案 可 用 两 个 参数 (n，c) 来 描 
述 , 其 实施 程序 如 图 2。k 次 
抽样 方案 是 :指定 正 整数 nm， 
从 批 中 抽出 nm 个 产品 进行 
检验 ; 根据 检验 结果 决定 终 
止 抽样 《作出 接收 或 拒 收 的 
结论 ) 或 继续 抽取 n, 个 产 
曲 ， 其 中 ns 可 以 事先 指定 也 
可 与 已 抽出 产品 的 检验 结果 
有 关 。 再 根据 这 两 次 mu 十 ms 
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抽检 ” 件 产品 
《以 x+ 记 其 中 不 合格 品 数 ) 


图 2 一 次 抽样 方案 
Cn ec) 


个 产品 检验 的 结果 ,决定 终止 抽样 或 者 继续 抽样 ; 依 此 类 
推 , 最 多 进行 上 次 就 必须 作出 是 否 接收 的 决定 。 例 如 ,有 
一 种 道奇 - 罗 米 格 方案 是 二 次 计数 抽样 方案 , 可 用 四 个 参 
数 (muymaycuca) 来 描述 。 第 一 次 抽样 取 m 个 产品 , 若 其 中 
不 合格 品 数 Xi 不 大 于 ci 或 大 于 cx《c1<cs), 则 终止 抽样 ， 
并 分 别 作出 接收 或 拒 收 该 批 之 结论 ; 若 c,<x,<cs, 则 再 
抽出 加 个 产品 , 若 这 mh 十 nz 个 产品 中 的 不 合格 品 总 数 x， 
不 大 于 ca, 则 接收 该 批 产品 ,否则 拒 收 ,如 图 3 所 示 。 序 贯 
抽样 方案 相当 于 大 次 抽样 方案 在 ko 的 情形 ， 即 可 能 
的 抽样 次 数 事 先 不 加 任何 限制 。 

A, 瓦尔 德 的 序 贯 概率 比 检验 ( 见 序 员 分 析 ) 是 一 个 


重要 的 例子 。 
抽检 m, 件 产品 
《以 x, 记 其 中 不 合格 品 数 ) 


| 


cl 


再 抽检 ; 件 产 品 (以 x; 记 所 有 
> Ms 件 产品 中 不 合格 品 数 ) 


拒 收 


图 3 二 次 抽样 方案 
(mmc cs) 

根据 应 用 的 场合 不 同 ， 抽 样 方案 又 有 标准 型 、 挑 选 
型 、 调 整 型 和 连续 型 等 区 分 。 标 准 型 抽样 方案 适用 于 孤 
立 的 一 批 产品 的 检验 。 挑 选 型 抽样 方案 用 于 以 下 情况 :对 
不 合格 的 批 可 以 进行 全 面 检验 ， 并 以 合格 品 蔡 换 所 有 检 
出 的 不 合格 品 后 ， 再 进行 交付 。 调 整 型 方案 则 要 根据 最 
近 检 验 过 的 若干 批 的 质量 变化 ,采取 适当 的 调整 措施 , 例 
如 ,在 正常 情况 下 采用 一 个 正常 的 抽样 方案 , 当 批 质量 明 
显 变 劣 或 确 有 提高 时 ， 则 分 别 换 用 一 个 加 严 或 放宽 的 抽 
样 方案 ,等 等 。 所 以 ,调整 型 抽样 方案 不 是 一 个 孤立 的 抽 
样 方案 ， 而 是 用 一 组 调整 规则 联系 起 来 的 几 个 抽样 方案 
的 组 合 。 

抽样 方案 的 标准 化 ”除了 根据 抽样 检验 方法 制定 适 
用 于 各 种 特定 情形 的 抽样 方案 外 ， 抽 样 检验 方法 的 标准 
化 是 一 个 重要 的 趋向 ,这 就 是 制定 各 种 类 型 的 抽样 标准 ， 
其 内 容 包 括 抽样 方案 程序 及 图 表 。 生 产 方 和 使 用 方 只 要 
商定 出 关于 批 质量 的 某 个 (或 某 些 ) 特 性 值 ， 根 据 抽样 检 
验 标准 (简称 抽样 标准 ) 即 可 得 到 所 需 的 抽样 方案 。 目 前 


使 用 最 广泛 的 标准 是 由 国际 标准 化 组 织 (ISO) 通过 并 颁 
布 的 两 个 国际 标准 :ISO 2859-1974:《 计 数 抽样 程序 及 表 》 
和 1SO 3951-1981, 《不 合格 品 率 的 计量 抽样 程序 及 图 
表 》。 这 两 个 国际 标准 的 蓝本 是 美国 军用 标准 MIL-STD- 
105D 和 MIL-STD-414。 其 他 国家 或 直接 采用 这 些 标准 ， 
或 在 它们 的 基础 上 修订 出 本 国 的 抽样 标准 。 中 国 也 颁布 
过 几 个 标准 ,如 关于 计数 抽样 的 《中华 人民 共 和 国 国家 标 
准 GB 2828-81》。 此 外 ,一 些 国家 还 制定 了 适用 于 连续 生 
产 线 上 的 抽样 检验 的 连续 抽样 标准 。 

近年 来 ， 从 经 济 角度 来 研究 抽样 检验 的 问题 也 已 成 
为 一 个 重要 的 趋向 。 比 如 ,在 制定 抽样 方案 时 ,考虑 检验 
一 个 产品 所 需 的 费用 ,被 检验 批 的 某 个 质量 参数 (如 不 合 
格 品 率 、 单 位 产品 的 平均 缺陷 数 等 ) 的 先 验 分 布 ( 见 贝 叶 
斯 统计 ), 接 收 不 合格 批 所 造成 的 损失 ， 及 拒 收 合格 批 所 
造成 的 影响 等 因素 , 从 原则 上 导出 一 个 使 总 费用 (总 检验 
费用 与 各 项 损失 的 总 和 ) 为 最 小 的 最 佳 抽样 方案 ,也 即 所 
谓 的 贝 叶 斯 抽样 方案 ,A. 堆 尔 德 对 最 佳 抽样 方案 进行 过 
一 些 研究 ， 他 的 工作 有 一 定 的 代表 性 。 

参考 书目 

H. F. Dodge, H. G. Romig. Sampling Inspection Tables, 
2nd ed., John Wiley & Sons, New York, 1959. 

A. Hald, Statistical Theory of Sampling Inspection by 
Attributes, Academic Press, London, 1981. 

G. 1. Lieberman and G. 1. Resnikoff, Sampling Plans for 
Inspection by Variables, JASA, Vol. 50, pp, 457~516, 
1955. 

( 马 载 林 ) 

Chouren Zhuon 
《上 畴 人 传 》 ”中 国 第 一 部 记述 历代 天 文学 家 ,数学 家 学 
术 活 动 及 其 成 果 的 传记 体 数学 
史 和 天 文 历法 史 著 作 。 18 世 
纪 开始 在 中 国 潭 灭 已 久 的 古典 
数学 书籍 相继 发 现 并 重 版 , 数 
学 研究 也 渐次 开展 ， 清 代 阮 元 
(1764 一 1849) 在 杭州 主编 (后 
李 锐 和 周 治平 参加 )《 畴 人 传 》 
46 卷 ,于 1799 年 出 版 。1840 年 
罗 士 琳 编 《续集 》6 卷 ，1886 
年 诸 可 宝 又 续 《 三 编 困 卷 ,并 收 
1884 年 华 世芳 着 《近代 暑 人 落 。 “时 人 传 > 主轴 元 人 
述 记 》 作 为 《三 编 》 附录 。 长 期 以 来 《 畴 人 传 ?是 研究 中 
天 文 、 历 法 和 数学 史 的 重要 工具 书 。 

司马 迁 k 史 记 . 历 书 》 说 西周 末期 ， 历 法 混乱 “ 畴 人 子 
弟 分 散 ,或 在 诸 夏 ,或 在 夷 狄 "。 畴 人 是 指 有 专业 知识 的 人 ， 
由 于 & 历 书 》 内 容 是 天 文 、 历 法 , 所 以 后 世 就 称 天 文 数学 
工作 者 为 骑 人 。 崎 人 传 》 至 三 编目 ,从 上 古 到 19 世 纪 末 收 
中 国 天 文学 家 ,数学 家 传 纪 约 400 人 ， 外 国 天 文学 家 、 数 
学 家 传记 约 50 人 。 其 中 中 国 知名 数学 家 有 商 高 、 荣 方 、 
孙子 、 张 苍 , 耿 寿 昌 、 刘 微 、 张 丘 建 、 祖 冲 之 、 祖 睁 、 甄 
讲 、 王 孝 通 、 李 淳 风 、 秦 九 吉 、 杨 链 、 李 治 、 未 世 杰 、 程 大 位 、 
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梅 文 卓 、 明 安 图 、 李 江 、 李 匀 、 江 某 、 焦 循 、 张 敦 仁 、 议 钦 裴 、 
项 名 达 、 罗 土 末 , 徐 有 于 、 米 政 、 夏 翔 守 、 时 日 酵 、 帮 善 兰 等 
人 ， 外 国 数学 家 有 多 禄 某 ( 托 勒 密 ). 未 叶 大 (F- 书 达 )、 欧 
几 里 得 、 亚 奇 默 德 ( 阿 基 玉 侍 )、 若 德 询 白 尔 (J. 纳 皮 尔 )、 
奈 端 (I 牛 瑟 )、 华 里 司 (本 活 利 斯 )、 富 路 玛 (P. de 费 马 ) 
等 人 。 

《 畴 人 传 ? 所 有 传记 并 非 编辑 者 自 撰 ， 而 是 “把 拾 史 
书 , 蔡 革 群 夭 , 杰 (审查 ) 而 录 之 , 以 为 列传 "《 畴 人 传 . 序 为。 
每 篇 传记 之 末 , 一 般 都 有 评述 , 其 中 不 乏 中 肯 之 见 , 例 如 
掀 元 说 赵 爽 :“ 勾 股 贺 方 图 注 五 百 余 字 耳 ， 而 后 人 数 千 言 
所 不 能 详 者 ,此 包 草 无遗, 精深 简 括 ， 诚 算 氏 之 最 也 。" 对 
《孙子 算 经 > 物 不 知 数 题 认为 "为 九 章 ( 算 术 ) 所 未 及 ， 宋 
秦 道 古 ( 九 毅 ) 数 学 九 章 大 衍 求 一 法 盖 创 于 此 也 。" 对 秦 九 
痢 改 进 的 正 负 开 方法 (高 次 方程 数值 解法 ) 认 为 是 古代 开 
平方 . 开 立 方 的 发 展 ,是 一 脉 相 承 的 , 阮 元 说 :“ 读 九 韶 书 而 
后 知音 人 开 方 除法 固 (本 来 ) 有 一 以 贯 之 者 ， 留 情 九 数 之 
士 , 宜 款 ( 熟 ) 复 而 研究 之 也 。" 对 于 如 何 整 旧 如 旧 , 即 用 当 
时 具体 条 件 来 解释 各 种 数学 现象 这 个 问题 上 ， 罗 士 琳 对 
李 演 的 工作 是 欣赏 的 , 说;" 信 古 能 特 ( 忠 实 )， 实 事 求 是 ， 
其 于 中 西 之 学 , 讨 优 训 劣 , 早 经 了 了 ( 明 边 ) 于 胸中 ， 故 所 
著 九 章 细 草 (详细 演 草 ) ， 缉 古 考 注 二 书 ， 能 发 古人 之 真 
解 ,与 古人 息 息 相 通 。” 

鞠 元 选编 畴 人 传 ?时 在 取材 上 是 慎重 的 ， 把 科学 的 
数学 与 迷信 的 术 数 严格 区 别 开 来 他 说 ,新 唐 史 》 记 李 淳 
风能 逆 推 武 氏 之 乱 ,《 宋 史 》 又 记 刘 义 息 能 预知 辽 主 死期， 
这 是 写 传记 人 的 无 知 ,并 非 数学 之 所 能 推测 。 类 似 这 类 材 
料 《有 人 传 》 一 律 不 收 。 他 还 把 科学 的 天 文学 与 迷信 的 占 
星 术 区 别 开 来 。 他 说 ， 用 天 象 如 日 党 ,云气 , 虹 沈 等 来 占 
卜 人 事 吉凶 ,《 畴 人 传 ?一 概 删 除 。 又 说 ,学 者 应 明确 造 历 
根本 是 在 实测 ， 实 测 最 重要 的 是 凭借 仪表 。 不 致力 于 此 
而 牵强 附会 于 音律 周易》 都 是 无 穆 之 谈 。 

但 是 限于 认识 水 平 ， 阮 元 对 数学 发 展 客观 规律 的 看 
法 还 存在 着 不 少 的 缺点 ， 例 如 他 说 , “西法 实 窃取 于 中 
国 ,”“ 西 洋人 有 在 秦汉 以 前 者 ,…… 其 人 之 有 无 , 盖 未 可 
知 , 即 果 有 其 人 ……, 亦 断 不 可 与 商 高 . 荣 方 并 列 。" 又 说 ， 
“读者 因 流 调 源 ， 知 后 世 造 术 密 于 前 代 者 , 盖 古 人 之 长 而 
为 之 ， 非 后 人 之 知 能 出 古人 之 上 也 。" 园 于 这 些 片面 的 认 
识 ， 因 此 他 在 编辑 k 畴 人 传 ?的 工作 上 就 无 可 避免 地 造成 
一 定 消极 影响 。 

限于 具体 条 件 和 编辑 者 业务 水 平 ， 中 
好 多 重要 内 容 在 《 畴 人 传 》 中 被 遗漏 了 。 例 如 祖 呈 球体 体 
积 公式 推导 过 程 ,孙子 算 经 ? 物 不 知 数 题 术 文 ，《 张 丘 奸 
算 经 ) 百 鸡 术 、 叶 完 三 角 以 及 增 来 开 方法 ， 秦 九 刘 大 衍 求 
一 术 等 都 未 见 反映 ,而 清 代 梅 文 瞻 ,年 希 先 , 汪 莱 , 李 善 兰 
的 工作 也 没有 全 面 反映 。 

1898 年 黄 钟 骏 撰 《 暑 人 传 四 编 》 11 卷 ,以 补 玩 元 、 罗 
士 琳 , 诸 可 宝 三 书 的 遗漏 , 虽 续 补 了 270 余人 ， 但 或 无 原 
著 , 或 所 著 书 早 经 失传 ,因此 ，《 骑 人 和 传 四 编 ? 在 数学 史 研 
究 上 没有 起 过 什么 作用 。 ( 沈 康 身 ) 
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筹 算 中 国 古 代 以 筹 为 工具 来 记 数 、 列 式 和 进行 各 种 
数 与 式 的 演算 的 一 种 方法 。 筹 ,又 称 为 策 , 筹 策 、 算 筹 ,后 
来 又 称 之 为 算 子 。 它 最 初 是 小 竹 棍 一 类 的 自然 物 , 以 后 逐 
渐 发 展 成 为 专门 的 计算 工具 ,质地 与 制作 也 愈加 精致 据 
文献 记载 , 算 筹 除 竹 筹 外 ,还 有 木 筹 铁 筹 、 骨 筹 、 玉 筹 和 
牙 筹 ， 并 且 有 盛装 算 筹 的 算 袋 和 算 子 简 。 算 筹 实物 已 在 
陕西 、 湖 南 、 江苏 河北 等 省 发 现 多 批 。 其 中 发 现 最 早 的 
是 1971 年 陕西 千 阳 出 土 的 西汉 宣帝 时 期 的 骨 制 算 筹 。 

筹 算 在 中 国 後 源 甚 古 ， 春 秋 战 国 时 期 的 《老子 中 就 
有 “ 善 数 者 不 用 筹 策 " 的 记述 。 当 时 算 筹 已 作为 专门 的 计 
算 工具 被 普遍 采用 ,并 且 筹 的 算法 已 趋 成 熟 。 

《 汉 书 . 律 历 志 》 中 有 关于 算 筹 的 形状 与 大 小 的 记载 ， 
“其 算法 用 竹 ， 径 一 分 ,长 六 寸 ,二 百 七 十 一 枚 而 成 六 航 ， 
为 一 握 。" 西 汉 算 筹 一 般 是 直径 为 0.23 厘米 , 长 约 13.86 
厘米 的 圆 形 竹 棍 ， 把 二 百 七 十 一 枚 筹 捆 成 六 角形 的 捆 。 
而 《 隋 书 ` 律 历 志 》 称 :“ 其 算 用 竹 , 广 二 分 ,长 三 寸 。 正 策 
三 廉 ， 积 二 百 一 十 六 枚 成 六 饭 , 乾 之 策 也 。 负 策 四 廉 , 积 
一 百 四 十 四 枚 成 方 , 坤 之 策 也 "到 了 隋 代 , 算 筹 已 是 三 棱 
形 与 四 棱 形 两 种 ,以 区 别 正 数 与 负数 。 其 广 约 为 0.59 厘 
米 ,长 约 8.85 厘米 。 这 表明 从 汉 到 隋 , 算 筹 从 加 而 方 ,由 
长 变 短 ,以 便 运 用 。 魏 刘 微 注 人 九 章 算术 》 称 ,“ 正 算 赤 , 负 
算 黑 ,否则 以 那 正 为 异 。” 又 《 梦 溪 笔谈 》 卷 八 称 ,“ 算 法 用 
赤 筹 . 黑 筹 ,以 别 正 负 之 数 。" 可 见 早 以 前 ， 中 算 家 
便 已 用 筹 的 颜色 的 赤 、 黑 或 形状 的 邪 、 正 (三 棱 形 和 四 棱 
形 ) 来 区 分 正 、 负 数 了 。 

算 筹 记 数 的 规则 ， 最 早 载 于 《孙子 算 经 》;，“ 凡 算 之 
法 ， 先 识 其 位 。 一 维 十 模 , 百 立 千 伪 。 千 ,十 相 望 ,万 , 百 
相当 。” 用 算 筹 表 示 数目 有 纵横 两 种 方式 ， 

纵 式 | 1 人 Il 贡 TT 

模式 一 一 一 至 各 上 士 圭 
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表示 一 个 多 位 数 ， 是 把 各 位 数码 由 高 位 到 低位 从 左 至 右 
横 列 。 各 位 筹 式 必须 纵横 相间 ， 个 位 、 百 位 ,万 位 等 用 纵 
式 ; 十 位 .和 干 位 ,十 万 位 等 用 横 式 。 例 如 1985 用 算 筹 表示 


避 用 习 


< 和 孙子 算 经 ?中 有 关 布 筹 之 法 的 记载 


出 来 是 一 下 二 川 。 数 字 “ 零 " 表 为 空位 ,例如 8021 用 算 筹 
表示 出 来 是 二 一 |。 

中 国 古 代 的 筹 算 不 仅 是 正 、 负 整数 与 分 数 的 四 则 运 
算 和 开 方 ， 而 且 还 包含 着 各 种 特定 筹 式 的 演算 。 中 算 家 
不 仅 利用 筹码 不 同 的 “位 "来 表示 不 同 的 “ 值 "”， 发 明了 十 
进位 值 制 记 数 法 ， 而 且 还 利用 筹 在 算 板 上 各 种 相对 位 置 
排列 成 特定 的 数学 模式 ， 用 以 描述 某 种 类 型 的 实际 应 用 
问题 。 例 如 列 衰 、 盈 鹏 “方程 " 诸 术 所 列 筹 式 描述 了 实际 
中 常见 的 比例 问题 和 线性 问题 ;天 元 .四 元 及 开 方 诸 式 ， 
则 刻画 了 高 次 方程 问题 ， 而 大 衍 求 一 术 则 是 为 “ 乘 率 "而 
设计 的 特殊 筹 式 。 筹 式 以 不 同 的 位 置 关系 表示 特定 的 数 
量 关 系 。 在 这 些 筹 式 所 规定 的 不 同 “ 位 "上 ， 可 以 布 列 任 
意 的 数码 〈 它 们 随 着 实际 问题 的 不 同 而 取 不 同 的 数值 )， 
因而 ， 中 国 古 代 的 筹 式 本 身 就 具有 代数 符号 的 性 质 。 可 
以 认为 ,是 一 种 独特 的 符号 系统 。 

中 国 古 代 的 筹 算 表 现 为 算法 的 形式 ,而 具有 模式 化 、 
程序 化 的 特征 。 中 国 的 筹 算 不 用 运算 符号 ， 无 须 保留 运 
算 的 中 间 过 程 ， 只 要 求 通过 筹 式 的 逐步 变换 而 最 终 获得 
问题 的 解答 。 因 此 ,中 国 古 算 中 的 “ 术 ”, 都 是 用 一 套 一 套 
的 “程序 语言 "所 描写 的 程序 化 算法 ， 并 且 中 算 家 经 常 将 
其 依据 的 算 理 蕴涵 于 演算 的 步 邓 之 中 ， 起 到 “不 言 而 喻 ， 
不 证 自明 "的 作用 。 可 以 说 “ 寅 理 于 算 " 是 古代 筹 算 在 表 
现形 式 上 的 又 一 特点 。 

算 筹 是 在 珠 莽 发 明 以 前 中 国 独创 并 且 是 最 有 效 的 计 
算 工 具 。 中 国 古 代数 学 的 早期 发 达 与 持续 发 展 是 受 惠 于 
筹 的 。 (〈 李 继 头 ) 


chudeng changweifen fangcheng 
初等 常 微分 方程 (elementary ordinary dif- 
ferential equation) ”能 用 微 积 分 的 方法 求 出 其 通 
解 或 通 积分 的 常 鼻 分 方程 。 常 微分 方程 的 通 解 ， 粗 略 地 
说 就 是 ，@ 它 把 未 知 函 数 ! 表示 为 自 变量 x 的 显 函 数 
的 形式 y=p(x), 此 函数 满足 该 微分 方程 。@ 在 此 表达 
式 中 含有 一 些 任意 常数 ,其 个 数 怡 等 于 方程 的 阶 数 , 当 这 
些 常数 任意 变动 时 即 能 得 到 方程 的 所 有 解 ， 除 了 少数 解 
是 例外 。 回 表达 式 适 用 于 全 空间 ， 或 至 少 不 是 局 部 的 而 
是 大 范围 的 。 如 果 在 这 定义 中 不 要 求 @ 成 立 , 即 在 所 
得 的 表达 式 中 未 知 函 数 可 能 是 自 变 量 的 隐 函 数 形式 
G(x, g) 一 0， 则 称 此 表达 式 为 通 积分 。 通 解 (或 通 积分 ) 
的 严格 定义 ， 实 际 上 就 是 进一步 把 条 件 @ 的 后 半 部 作 严 
格 的 叙述 ， 即 要 求 ， 对 于 该 表达 式 所 适用 的 区 域 中 任意 
给 定 的 初始 条 件 , 必 能 找到 任意 常数 的 一 组 确定 的 值 ,使 
得 这 组 值 所 对 应 的 解 (或 积分 ) 能 够 满足 这 个 初始 条 件 。 
出 现 于 方程 中 的 变量 x*、y 可 以 是 实 变量 , 也 可 以 是 
复 变 量 。 一 个 解 y 一 9(z) 或 积分 B(x, y)=0 在 (X,Y) 空 
间 中 的 轨迹 称 为 方程 的 积分 曲线 。 当 (zx, 3) 为 实数 时 ， 
积分 曲线 就 是 (x, y) 平面 上 的 曲线 。 当 (x, y) 为 复数 
(X= 这 ;，Y= 轴 十 廊 ;) 时 ， 积 分 曲线 是 四 维 实 空间 
《zu Xa， 加 ， 妨 ) 中 的 二 维 曲面 。 通 解 或 通 积分 的 轨迹 称 


初 chu 


为 积分 曲线 族 。 要 求 一 个 解 或 积分 满足 已 给 的 初始 条 件 ， 
就 是 要 求 由 它 所 确定 的 积分 曲线 通过 预先 给 定 的 一 点 。 

下 面 根据 方程 形式 的 不 同 ,或 阶 数 与 个 数 的 不 同 ,分 
别 作 简要 的 介绍 ， 

可 分 离 变 量 的 方程 ” 形 如 

g(x)g( Wy=f (x)f(y) de (1) 

的 一 阶 方程 称 为 可 分 离 变 量 的 方程 ， 当 f(y)gi(x) 大 0 
时 ,(1) 可 化 为 变量 已 分 离 的 方程 


(CD Tx) 
Pre at 
两 边 求 积分 , 即 得 通 积 分 
G(y)=F(x)+C, (2) 
式 中 C 为 任意 常数 。 如 能 由 (2) 解 出 
y=H(x,C) 或 x=K(y,C)， (3) 


则 称 之 为 (1) 的 通 解 .(2) 或 (3) 满 足 上 述 对 通 解 或 通 积分 
要 求 。 除 此 以 外 ,还 必须 再 补 上 使 f(y)=0 的 一 个 或 多 个 
的 常数 解 y=y,, 以 及 使 g(x)=0 的 常数 解 x=zzy, 这 些 党 
数 解 有 时 能 由 (2) 中 令 C= 0 或 1/C= 0 得 到 ,有 时 则 不 能 。 
例如 , 在 用 分 离 变量 法 求解 方程 旦 ~- Wi 元 时 委 掉 的 
解 y= 土 1 不 能 包含 在 通 解 y=sin(x+C) 之 中 。 这 一 类 
丢掉 的 解 往往 是 奇 解 。 所 谓 奇 解 就 是 在 其 上 处 处 破坏 初 
值 问 题 唯一 性 的 解 ( 见 常 向 分 方程 初 值 问题)。 

有 些 看 上 去 是 不 能 分 离 变量 的 方程 ， 通 过 变量 代 换 
可 以 化 为 可 分 离 变量 的 方程 来 求解 。 最 常 遇 到 的 是 齐 次 


常 微分 方程 
-9), 0 
它 可 借 代 换 y=ux 而 化 为 


du dr 
Pu x 
这 里 应 注意 ,一 般 讲 ,x=0 并 非 (4) 的 解 。 还 有 一 些 方程 ， 


例如 ,方程 型 +m( 一 zz=1 经 代 换 J=x+t 方程 


dy __ x—2y 
一 Tr 经 两 次 代 换 妨 =v 及 v=ux， 均 可 化 为 
可 分 离 变量 的 方程 。 不 过 用 这 种 方法 有 时 并 非 易 事 ， 也 
并 不 一 定 都 能 办 到 。 
一 阶 线性 方程 ” 形 如 

y'+P(x)y=Q(x) (5) 
的 方程 称 为 一 阶 线性 方程 ， 其 中 P(x)、Q(x) 为 已 知 函 
数 。 在 分 离 变量 法 中 , x、y 被 平等 地 看 待 ， 而 方程 (5) 仅 
当 把 x 看 成 自 变 量 、y 看 成 未 知 函 数 时 它 才 称 为 线性 方 
程 , 理由 是 此 方程 对 于 # 与 的 总 体 来 说 是 线性 的 。 称 


y+P(x)y=0 (6) 
为 对 应 的 齐 次 线性 方程 , 它 有 通 解 
3= Ce-Jeeeoa=， (7) 


式 中 C 为 任意 常数 。 又 (6) 的 满足 初始 条 件 V(X。)=y 的 
特 解 是 
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Ye ls P= yy*(x), (8) 
对 于 (5), 可 以 求 它 的 形 如 (7) 的 通 解 
y=C(x)e-J?tas, (9) 


但 其 中 C(x) 是 x 的 待定 的 函数 。(9) 式 实际 上 也 是 一 种 
变量 代 换 。 由 此 即 可 求 出 C(x), 从 而 得 到 (5) 的 通 解 为 


y=erl ees( fefeemes Q(x)dx+C, 于 (10) 


式 中 Ci 为 任意 常数 。 又 (5) 的 满足 初 值 条 件 Vx。)=y。 
的 特 解 是 


ye 人 ema( y+ ( mutat), (11) 
的 


以 上 这 种 解法 称 为 常数 变易 法 ， 它 同样 适用 于 线性 方程 
组 和 线性 高 阶 方程 即使 对 无 法 求 出 通 解 的 非 线性 方程 ， 
常数 变易 公式 (类 似 于 (11) 式 ) 在 理论 研究 上 也 是 十 分 有 
用 的 。 
有 些微 分 方程 可 以 通过 变量 代 换 而 化 为 一 阶 线性 方 
程 。 最 常见 的 是 伯 努 利 方程 
y+P(x)y=Q(x)y (n#0,1), (12) 
所 用 的 变量 代 换 是 z=y""。 又 如 对 方程 y= 一 二 


去 


， 司 


改 用 x 为 未 知 函数 、! 为 自 变量 而 化 为 坚 -- 六 +1。 


又 如 使 -32 二 costtb 0 可 借 变 量 代 换 w= arctan y 


而 化 为 线性 方程 ,等 等 。 


袭 卡 提 方 程 及 其 他 在 常 微分 方程 的 发 展 史上 ， 黎 
卡 提 方程 


y'=P(x)y+Q(x)y+ R(x) (13) 
有 着 特殊 的 重要 性 。J. F. 黎 卡 提 本 人 研究 了 (13) 的 特例 
也 十 轴 : 一 cxey (14) 


证 明 若 a=4k/(1 土 2k), (k=0,1,2,…), 则 (13) 总 可 通 
过 变量 代 换 而 化 为 可 分 离 变量 的 方程 。 方 程 (13) 还 有 一 
些 其 他 的 可 积 类 型 。 但 是 早 在 1841 年 十 刘 维尔 就 证 明 
了 ， 当 ax*4k/(1 土 2k),(14) 不 能 用 初等 积分 法 求 有 限 形 
式 的 通 解 ,因此 , 对 于 一 般 的 (13), 不 能 用 有 限 次 的 初等 
运算 求 其 通 解 。 如 果 已 知 (13) 的 一 个 特 解 mi(z)， 则 借 
代 换 y=y(x) +z 可 以 化 (13) 为 伯 努 利 方程 ， 由 此 可 导 
出 13) 的 通 解 是 任意 常数 的 分 式 线性 函数 。 又 若 已 知 
《13) 的 三 个 特 解 加 ,yi 妇 , 则 通 解 可 由 

YC hy 

Yb hy 
给 出 ， 从 而 (13) 的 任意 四 个 特 解 的 交 比 恒 等 于 常数 。 

复 变 量 的 黎 卡 提 方 程 在 常 微分 方程 解析 理论 中 也 有 
它 的 重要 性 ， 因 为 它 是 只 可 能 有 动 极点 而 无 动 支点 的 方 
程 ,此 外 , 它 还 和 微分 几何 学 与 复 变 函数 论 中 的 一 些 重要 
问题 有 密切 关系 。 

熟知 的 可 积 类 型 还 有 @ 雅 可 比方 程 

axtbytc)dr+ (Grt+by+c)dy 
+(@x+by+c)(xdy— ydx)=0, (15) 
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它 至 少 有 一 直线 解 罗 x+g+tn 一 0， 而 经 变量 代 换 


x Ee y 
FT 二 FT 


则 可 化 为 x', 的 齐 次 方程 。@ 达 布 方程 
Lhi(xsy)+ Xf x,y)Jdy 
= [f(x,y) +yf:x,y) dr, (16) 
式 中 人 (x; y) 都 是 x、y 的 多 项 式 ， 其 最 高 次 数 为 m。 当 


有 n> 了 02 + 1 个 特 解 为 已 知 时 ， 它 是 可 积分 的 。 


@@ 第 一 类 阿 贝尔 方程 

Y=f(x) +fxY + TY +r 
和 第 二 类 阿 贝尔 方程 

[go(x) + g(x)YyY" 

f(z) thx +f x y+ ry 
它们 也 有 不 少 情况 是 可 积 的 。E. 卡 姆 克 在 他 的 《微分 方 
程 一 一 解法 和 解 》( 第 1 卷 中 译本 名 为 《 常 微分 方程 手 
册 》,1977 ) 一 书 中 列举 了 这 些 情况 。 秦 元 助 指出 ,其 中 有 
一 半 以 上 的 可 积 一 阶 方程 其 通 积分 都 具有 (通常 称 为 达 
布 积分 ) 


GH Hy-y eC 017) 
的 第 一 类 显 易 解 结构 及 形 如 


G(x) 让 的 -weemp[ 一 页- 信人 记 ]} 一 常数 
的 第 二 类 显 易 解 结构 。 
恰当 方程 与 积分 因子 ”满足 条 件 
aM _ ON 
a (18) 
的 微分 方程 
M(x,ydxt+N(x,y)dy=0, (19) 


称 为 恰当 (微分 ) 方 程 或 全 微分 方程 。(19) 式 左边 可 写 为 
QU(x,y) 的 形式 ,U(x,y) 可 借 沿 特殊 道路 的 线 积分 求 出 ， 
而 (19) 的 通 积 分 是 U(x,y) =C。 但 若 M、N 的 偏 导数 有 
不 连续 点 时 , 则 U(x, y) 可 能 是 多 值 函 数 。 
当 条 件 (18) 不 满足 时 ， 如 果 能 找到 函数 wx, 使 
闸 (DCN) 

9 
9 
ee 0 便 成 为 恰当 方程 。 称 n(x,y) 为 
《19) 的 积分 因子 。 积 分 因子 有 无 数 个 之 多 ， 当 已 知 一 个 
积分 因子 4 时 ， 其 他 的 积分 因子 便 都 可 写成 x@(U) 的 形 
式 ,因此 p(x,y)/n(x,y)=C 也 是 (19) 的 通 积分 。 

《20) 是 关于 u(x, y) 的 一 阶 线性 偏 微 分 方程 , 求 它 的 
通 解 比 求 (19) 的 通 解困 难 。 但 当 M、N 满足 一 定 的 条 件 
时 可 以 只 求 (20) 的 一 个 一 元 函数 特 解 。 例 如 , 若 

( 弹 - 
ay 
即 (21) 式 左边 的 表达 式 与 # 无 关 , 则 这 时 (20) 有 解 


ACz) 一 ejecea ， 


N 
让)/w-ecw， (21) 


它 就 是 (19) 在 条 件 (21) 之 下 的 积分 因子 。 仿 此 ， 可 以 得 
出 (19) 有 形 如 x(y)， p(x 士 W) ,h(x2y)s4( 世 ) 等 形状 的 积 
分 因子 时 所 应 满足 的 条 件 。 
易 见 方程 (1) 实 际 上 是 借 积分 因子 下 CC 而 被 
化 为 恰当 方程 (2), 方 程 (5) 满 足 条 件 (21), 故 有 积分 因子 
4=ejPle4s。 又 当 (19) 为 齐 次 方程 且 xM+yN 关 0 时 有 积 
分 因子 x=[xM+yN]™'。 
一 阶 隐 方程 ” 形 如 
F(x,y,y')=0 (22) 
的 方程 称 为 一 阶 隐 方 程 。 当 x、y 的 值 固定 时 ， 一 般 由 
(22) 可 以 解 出 不 止 一 个 的 y 的 值 , 这 表示 往往 有 多 于 一 
条 的 积分 曲线 经 过 (x,y) 空 间 的 一 定点 。 特 别 ,如 果 对 于 
某 一 曲线 了 上 的 每 一 点 (z, y)， 由 (22) 式 解 得 的 y' 都 有 
重 根 ,并 且 了 本 身 也 是 (22) 的 积分 曲线 , 则 它 往往 就 成 为 
(22) 的 奇 解 。 一 般 , 了 也 是 (22) 的 积分 曲线 族 的 包 络 ( 有 
例外 )。 所 以 ,求解 隐 方 程 (22) 时 经 常 在 通 解 以 外 还 可 以 
得 到 奇 解 或 包 络 。 当 求解 由 几何 学 所 导出 的 隐 方 程 时 , 目 
的 往往 是 后 者 而 非 前 者 。 
若 (22) 可 就 y' 解 得 若干 个 一 阶 显 方程 
y=f(x,y) (i=1, 2,., 大 )， (23) 
又 能 求 得 (23) 中 每 一 方程 的 通 积分 为 Gx,y,C)=0, 则 
(22) 的 通 积分 是 。 
HG(x,y,C)=0。 
又 车 已 知 曲面 F(x,y,z)~0 有 参数 表示 式 : 
x=f(u,0), y=gu,0), 2=h(u,0), 
则 方程 (22) 等 价 于 
X=f(u,v), y=gu,0), 
由 此 可 得 xz 的 一 oy 


(Baht (Bi d=0, (20 


若 w(t v,C)=0 是 (24) 的 通 积分 ， 则 x=f(u, v), y= 
9(W,50),w(4,v,C)=0 是 (22) 的 通 积分 。 这 种 求解 方法 称 
为 引入 参数 法 。 

在 求解 (22) 时 ， 常 记 / 为 p, 且 以 P 为 参数 来 表达 
积分 曲线 族 的 方程 。 若 由 (22) 可 解 得 y=f(x,P) 或 x*= 
PlysP), 取 x、P( 或 y、 了 ) 为 参数 即 可 把 (22) 化 成 (24) 的 
形式 。 又 若 (22) 取 特殊 形式 

F(y,p)=0 或 F(x,p)=0, (25) 
则 只 要 知道 这 种 隐 方 程 的 参数 表达 式 ， 由 此 导出 的 方程 
《24) 必 定 是 变量 可 分 离 的 方程 。 
如 果 存 在 常数 k, 使 (22) 中 的 函数 F 能 满足 
F(tx,ty, ty )—t"F(x, y, Y'), 
i 这 时 可 令 x=e', y=ze*, 而 


化 (22) 为 了 (z, 至)=0， 即 (25) 的 前 -方程 的 形式 。 显 


然 当 Kk=1 时 (22) 是 比 (4) 更 广 的 齐 次 一 阶 隐 方 程 。 
一 阶 隐 方程 中 ,特别 重要 的 是 克 莱 罗 方程 


dy—h(u,v)dx=0, 


y=xp+9(p)。 (26) 

它 的 通 解 是 y=Cx+p(C)， 表示 一 族 直 线 ， 而 奇 解 恰好 

是 此 直线 族 的 包 络 。 方 程 (26) 之 所 以 重要 是 因为 几何 学 

中 要 找 一 条 曲线 ， 使 它 的 任 一 切线 都 具有 某 种 与 切 点 无 

关 的 性 质 ， 则 所 得 的 正 是 形 如 (26) 的 方程 , 其 中 x、y 为 
实 变量 。 

有 时 对 方程 (22) 可 使 用 勒 让 德 变换 X=y', Y= 

到 "一 4 将 方程 变形 。 此 变换 的 逆 变 换 也 具有 同样 的 形式 ， 


zx 一度 ，y-X 履 ;种 为 对 称 原理 。 当 两 方程 了 (x,y， 
了 )=0 与 F(P,XP 一 Y,X)=0 中 的 任 一 个 可 求 积 时 , 另 一 


方程 的 通 解 便 可 借 代数 方法 由 前 一 方程 的 通 解 导 出 。 这 
种 变换 在 微分 方程 的 理论 研究 中 也 很 有 用 处 。 


对 于 方程 (22)， 由 FPCx,yp)=~0 及 -部 一 0 消去 Pp 


得 到 的 关系 式 p(x,y)=0， 称 为 (22) 的 p -判别 式 。 设 
《22) 的 通 积分 为 8(x, y, C)=0, 则 由 8(x,y, C)=0 及 


3 -消去 C 而 得 到 的 关系 式 yx,y) =0 称 为 (22) 的 


C -判别 式 。 如 果 (22) 的 奇 解 或 积分 曲线 族 的 包 络 存在 
的 话 , 其 方程 必 同 时 含 于 p -判别 式 和 C -判别 式 之 中 ,但 
其 逆 不 一 定 成 立 。 一 个 典型 的 例子 是 

4px=(3x— a), (27) 
其 通 积分 为 (y+C)*=x(x 一 4)*,C- 判 别 式 为 x(x 一 a) 一 


0,p -判别 式 为 x(z- 等)-0。z- 0 是 奇 解 ， 也 是 积分 
曲线 族 的 包 络 。 但 x= x 是 结 点 轨迹 ， 不 是 (27) 的 解 ， 
x 二 全 是 切 点 轨迹 , 也 不 是 (27) 的 解 。 若 =0, 则 x=0 


成 为 积分 曲线 族 (y+C)*=zx! 的 尖 点 轨迹 ， 它 也 不 是 方 
程 4p?=9x 的 解 。 
高 阶 方程 ”一般 形式 为 
F(x,y YY 一 0。 (28) 
这 类 方程 中 比较 典型 的 可 求 通 积分 或 可 降 阶 的 有 以 下 几 
种 ， ym=f(x), 对 x 积分 n 次 即 得 通 解 。@ y= 
f(y)， 此 方程 有 明显 的 物理 学 意义 。 以 2dy 乘 之 , 积分 ， 


得 :(y')* 一 2|f(y)oy+C 它 表示 能 量 守恒 律 , 再 积分 即 得 


通 解 。@ F(xz,g go) 一 0 可 借 代 换 z=3go 9 降 
阶 k 次 。@ F(y,y'，…,y")=0， 可 改 取 y 为 自 变量 ， 
y'=P 为 未 知 函数 而 降 阶 一 次 。@@ F(x,y"m) =0, 若 能 找 
到 方程 的 参数 表示 式 x*=p(t),y"m y(t), 便 可 将 y" 逐 
次 对 * 积 分 而 得 出 通 解 的 参数 表示 式 。@ 若 对 yy',…， 
ym 为 齐 次 函数 ， 即 F(x， 怒 ，…， 怒 人) 一 加 PCx YY 
y")， 则 可 借 代 换 2=y'/y 而 把 (28) 降 阶 一 次 。@ 象 一 
阶 恰当 方程 一 样 ,(28) 有 时 也 可 表 为 


二 ozsgj ao-o)=0 
的 形式 。 积 分 一 次 , 即 可 降 阶 为 n 一 1 阶 方程 ,例如 若 
F(x,y,y',Yy")=0 (29) 
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关于 y 为 线性 ， 记 F(x, yy'，9")=A(xs 3 引 ) 十 
B(x,y,y'), 视 *y 为 常数 ,将 人 A 对 六 积分 , 记 其 原 函数 为 


Glzsyoy), 设 PF 一 愉 一 M(xs)+N(x,y)y', 且 MN 满 


足 条 件 (18), 则 (29) 即 为 恰当 方程 。 特 别 ,二 阶 线性 方程 
y+p(x)y'+q(x)y+r(x) 一 0, 当 g(x)=p'(x) 时 为 恰当 
方程 。 

方程 组 的 初等 积分 法 方程 组 


各 -fear ils2es 30 


的 初等 积分 法 基本 上 依赖 于 前 面 讲 过 的 两 种 方法 的 合并 
使 用 , 即 ,@ 经 过 方程 之 间 的 组 合 以 构成 可 积 方程 ，@ 利 
用 已 经 得 到 的 积分 ( 称 为 首次 积分 ) 来 威 少 未 知 函数 的 个 
数 。 只 要 能 得 到 个 独立 的 首次 积分 ， 它 们 合 在 一 起 就 
构成 了 (30) 的 通 积分 。 为 了 实现 @, 往往 把 (30) 改 写成 
dy de ar 
~ 本 

的 形式 ， 然 后 利用 比例 的 性 质 得 到 分 子 与 分 母 的 有 用 的 
组 合 。 例 如 对 

i 

2x 一 Int” int—4x™ x(2—2t—x—y)’ 
由 第 一 等 式 和 前 两 个 等 式 不 难得 到 两 个 独立 首次 积分 : 

t(lnt—1)+x=C,, 2t+x+y=C:, 

再 用 后 一 等 式 代入 (31) 的 最 后 一 项 , 令 与 第 一 项 相等 ,又 


可 积 得 z= Ci+ Cief， 它 和 前 两 个 首次 积分 一 起 就 构成 
(31) 的 通 积分 有 时 用 不 同 的 方法 可 得 不 同 的 首次 积分 ， 
但 可 证 明 (30) 的 独立 的 首次 积分 最 多 只 有 "个 。 又 若 能 
用 上 述 方法 求 得 (30) 的 上 个 独立 的 首次 积分 ， 就 可 以 
利用 它们 来 把 (30) 降 为 只 合 n 一 k 个 未 知 函数 的 方程 组 。 
一 般 ， 由 实际 问题 导出 的 方程 组 要 想 用 初等 积分 来 求 得 
通 解 往往 是 办 不 到 的 。 例 如 在 天 体力 学 中 ， 由 三 体 问题 
建立 的 一 阶 方程 组 含有 18 个 方程 ,而 人 们 只 能 找到 它 的 
10 个 独立 的 首次 积分 。 即 使 对 平面 限制 性 加 形 三 体 问题 
的 最 简单 情况 , 通 积分 也 还 未 求 出 来 。 
参考 书目 

RR. 贝尔 曼 著 ， 张 变 译 :< 微分 方程 的 解 的 稳定 性 理论 >, 科学 
出 版 社 ， 北 京 ，1957。(R. Bellman, Stability Theory of 
Dif ferential Equations, McGraw-Hill, New York, 1953.) 

G. M. Maphy, Ordinory Differential Equations and 
Their Solutions, Van Nostrand, New York, 1960. 

E. Hille, Ordinory Differentiol Equations in the 
Complex Domain, John Wiley & Sons, New York. 1976. 

B. B. 斯 捷 潘 诺 夫 著 ， 卜 元 震 译 : “ 常 微分 方程 ?， 商 务 印 书 
馆 ,北京 ， 1953。(B。B. Crenauos, Kgpc Ouggepenyuatbnox 
ypaenenuli, Tocrexusnar, Mocraa, 1950.) 

E. L. lnce, Ordinory Differen'ial Equations, Dover, 
New York, 1944. 


(31) 
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chudeng hanshu 


初等 函数 (elementary function) 包括 代数 
函数 和 超越 函数 。 基 本 初等 函数 是 实 变量 或 复 变量 的 指 
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数 函 数 、 对 数 函 数 、 团 函数、 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 经 过 
有 限 次 四 则 运算 及 有 限 次 复合 后 所 构成 的 函数 类 。 这 是 
分 析 学 中 最 常见 的 函数 ， 在 研究 函数 的 一 般 理 论 中 起 着 
很 重要 的 作用 。 
实 变量 初等 函数 ”定义 域 为 实数 域 的 初等 函数 。 
有 理 函 数 “ 实 系数 多 项 式 
芭 一 Go 十 QiX 十 … 十 On 
称 为 整 有 理 函数 。 其 中 最 简单 的 是 线性 函数 y=0。+ wz， 
它 的 图 形 是 过 y 轴 上 y=a。 点 的 斜率 为 0 的 直线 。 二 次 
整 有 理 函数 3 一 co+ az+ azx? 的 图 形 为 抛物 线 。 两 个 整 
有 理 函 数 之 比 
ao 十 aix 十 … 十 an 


YT Bot bzt .+ brn 0) 


称 为 分 式 有 理 函数 。 其 中 最 简单 的 是 y= 二 ， 其 图 形 为 


双 曲 线 。 整 有 理 函 数 和 分 式 有 理 函 数 统称 有 理 函 数 。 有 
理 函 数 起 源 于 代数 学 。 

求 有 理 函 数 的 反 函数 则 可 产生 代数 函数 。 如 y=x* 
的 反 函 数 为 g 一 人 z。 

三 角 夯 数 和 反 三 角 函 数 ”这 是 起 源 于 几何 学 的 最 简 
单 的 超越 函数 。 高 等 分 析 学 
中 计量 角度 的 方法 是 所 谓 弧 
度 法 ， 即 以 单位 四 周 上 的 弧 
段 量度 相 应 的 圆心 角 。 三 角 
函数 是 sinx、cosx 以 及 由 
它们 导出 的 tanx= Sn 


Cosx’ 


1 
» SeCX= 00 


cotw— cos 工 
机 Cosx 


sinx 


图 1 三 角 函 数 的 定义 
和 cosecx= Sm 。 它 们 的 定义 如 图 1 所 示 。sinx 和 


cosx 在 x= 0 处 的 泰勒 展 式 为 
由 eC—1) 
sinz~ (2) 
& C1) 
cezx= i 2 (3) 


它们 的 收敛 半径 为 0。sinx、 cosx、 tanx、 cotx、 secx、 
cosecx 的 反 函 数 分 别 为 arcsin x、arccosx、arctanx、 
arccot Xx、arcsecx、arccosecx (或 记 为 Sin-!x、cos-!x、 
tan-!x、cot-!x,sec™! x、cosec™1x), 并 称 为 反 三 角 函 数 。 

指数 函数 和 对 数 函 数 ” 设 4 为 一 正 数 ， 则 y= 表 
示 以 4 为 底 的 指数 函数 (图 2)。 其 反 函数 y=1logax 称 为 
以 a 为 底 的 对 数 函 数 (图 3)。 特别 当 4=e 时 称 y=e*( 或 
expx) 和 y=log。x=Inx (或 logx) 为 指数 函数 和 对 数 函 
数 。log x 能 由 下 面 的 积分 式 定义 


gz- 六 全 (xz>o)。 


它 表示 由 双 曲 线 y 寺 、 下 由 + 轴 、 左 右 分 别 由 t=1 和 
tx 两 直线 所 转 的 面积 。 由 此 可 知 当 在 正 实 轴 上 变化 


» 


Wac 1) 
‘a> Dy 


~ 


Se 


图 2 指数 函数 图 3 对 数 务 数 
y=a® (o>0) y=logex (o>0) 
时 ，y=logx 取 值 在 实 轴 上 ， 且 log 1=0。 它 是 x 的 增 
dlogx_1 


函数 , 导数 一 dr = 一文 。 此 外 1logx 满足 加 法 定理 ， 即 
log(x1:x1) =10g xi 十 log xX:。 
对 数 函 数 的 反 函 数 指数 函数 e? 是 定义 在 实 轴 上 取 
值 于 正 实数 的 增 函数 ， 且 e?=1。 e* 的 导数 与 它 本 身 相 
同 ,此 外 e” 满足 乘法 定理 , 即 em.e"z=er1*"2。 er 在 x=0 
处 的 泰勒 展 式 为 
= (4) 
双 曲 函数 和 反 双 曲 函 数 ”由 指数 函数 经 有 理 运 算 可 
导出 双 曲 函数 。 其 性 质 与 三 角 函 数 很 相似 ,并 以 sinhx、 
coshx, tanh x、coth zx、sech x、cosechx 表示 之 , 其 定义 
如 下 ， 
sinhx= (er 一 er=)/2， 
coshz=(es+e=)/2， 人 
分 别称 为 双 曲 正弦 (图 4) 和 双 曲 余弦 〈 图 5)。 象 三 角 函 
数 一 样 ,由 它们 导出 的 双 曲 正切 (图 6) tanh x= sinh x/ 


了 
\ 
1 
emis 


-6 i 
图 4 有 双 间 正弦 曲线 图 5 肥 曾 余 斑 曲线 
y=sinhx ycoshx 


图 6 及 曲 正 切 曲 线 
y=tanhx 


图 7 及 曲 余 切 曲线 
y=cothx 


cosh x, 双 曲 余 切 (图 7) coth x=cosh x/sinh x 等 都 称 
为 双 曲 函数 .它们 有 如 下 的 几何 解释 , 即 双 曲线 x? 一 y= 
1(x>0) 上 取 一 点 MM, 又 令 O 为 原点 ，N=(1,0), 将 ON， 


OM 和 双 曲 线 上 的 弧 NiM 所 转 面 积 记 为 6/2, 点 M 的 坐标 
视 为 9 的 函数 ,并 记 为 cosh6 和 sinh 9， 即 有 表示 式 (5)。 
复 变量 初等 函数 ”定义 域 为 复数 域 的 初等 函数 。 

有 理 函 数 、 和 著 西 数 和 根 式 函数 ”两 个 复 系数 的 多 项 
式 之 比 为 有 理 函数 ， 它 实现 扩充 的 复 平面 C=CU{oo) 到 


自身 的 解析 映射 。 分 式 线性 函数 wu= 到 二 4 是 一 个 特殊 


的 有 理 函 数 , 它 在 复 分 析 中 有 重要 的 意义 。 另 一 个 特殊 情 


形 是 等 函 数 w=z",n 是 自然 数 , 它 在 全 平面 是 解析 的 , 且 
dz 


这 一 nz-' 因此 当 m> 2 时 , 它 在 全 平面 除 z= 0 以 外 到 
处 实现 共 形 映 圭 ( 保 角 映射 )。 它 将 加 周 |z| = 变 为 四 局 
lul=m, 将 射线 argz= 8 变 为 射线 arg tu= mg。 任何 一 个 
区 域 ， 只 要 该 区 域 中 任 两 点 的 辐 角 差 小 于 2x/m， 它 就 是 
一 zn 的 单 叶 性 区 域 。 和 函数 w= 轨 的 反 函数 为 根 式 函 
数 岂 = 太 事 ， 它 有 n 个 值 , ww, 一 (3)= zie 
(k=0,1……yn 一 1 称 为 它 的 分 支 ,它们 在 任何 区 域 0.< 


argz<01+2n 中 都 单 值 解析 而 且 将 这 个 区 域 变 为 区 域 


<argw< 全 + ,它们 的 导数 为 一 二 (Nz)-"。 

指数 夯 数 和 对 数 夯 数 在 指数 函数 式 (4) 中 将 x 换 
为 复 变量 z, 便 得 到 复 变量 的 指数 函数 wer， 并 且 w= 
er 一 es 一 er(cosy+isingy), 显 然 有 

le"|=e*， Arge"=y+2kx (k 为 整数 )。 

复 指数 函数 有 类 似 于 实 指数 函数 的 性 质 ，e" 是 一 整 函数 
且 对 任何 复数 zier 闻 0 它 满足 乘法 定理 : ene 二 etn) 
中 以 2kmi 为 周期, 即 eat= en; 并 且 它 的 导数 与 本 身 相 


同 , 即 证 一 er, 函数 we 在 全 平面 实现 共 形 映 射 , 任 


何 一 个 区 域 ,只 要 对 区 域内 任 两 点 , 其 虚 部 之 差 小 于 2x， 
它 就 是 er 的 单 叶 性 区 域 。 例 如 
Si 2kr<Imz<2(k+1)x 《k 为 整数 )， 
指数 函数 把 直线 x 一 x 变 为 加 周 |w| er 把 直线 4 加 
变 为 射线 argwy。， 因 而 把 区 域 5, 变 为 区 域 0<arg 
2x， 把 宽度 为 6 的 带 形 区域 4,<Imz<aot+B(B<2x) 
变 为 开 度 为 8 的 角形 域 <argw<as+B。 对 数 函 数 
w=Lnz 是 指数 函数 er 的 反 函 数 , 它 有 无 穷 多 个 值 w= 
(Loz)s=lnlz| +iargz+2kr)(k 为 整数 )， 称 为 它 的 分 
支 .每 一 个 分 支 在 区 域 0,<argz<9。+25 中 是 解 诉 的 , 且 
有 90o 3 -~ 二 .对 数 函数 把 这 个 区 域 单 叶 地 变 为 带 形 区 
域 9,<Im ww<6o+25, 也 把 开 度 为 的 角形 域 b<argz< 
b+ 有 8(B<2x) 变 为 宽度 为 8 的 带 形 区 域 0o<Imw<6。+ 
8B。 特别 (Lnz)。 一 Lnz 是 实 对 数 函数 Inz 在 复数 域 上 的 
推广 。 象 实 对 数 函数 一 样 ， 它 满足 加 法 定理 ， 即 对 任 两 
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个 不 为 零 的 复数 和 zs, 有 
Ln(z23)=Lnz,+ Lnz,, 
一 般 和 轨 西 数 ” 对 于 复数 窄 函 数 玉 定义 为 w= 
玉 Y=e* Tm"。 一 般 来 说 , 它 是 多 值 函 数 。 特 别 当 a=n 是 


正 整数 时 ,， 它 就 是 宕 函数 几 = z; 当 «一直 ,nn 为 正 整数 ， 


它 就 是 根 式 函数 ww 一 以 =。 

三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 、 双 的 函数 ”这 些 函数 是 作为 
相应 的 实 变量 函数 的 解析 开拓 而 得 。 例 如 将 (2) 和 (3) 式 
中 变量 x 换 为 复 变量 z， 则 得 到 sinz 和 cosz, 它们 是 整 
函数 。tanz= sin z/cosz,cotz= cosz/sinz 等 是 z 的 亚 纯 
函数 。 它 们 能 表示 为 


它们 具有 实 三 角 函 数 的 很 多 类 似 性 质 ， 周 期 性 、 微 商 性 
质 , 三 角 全 等 式 等 。 但 |sinz|<1,1cosz|<1 不 是 对 任何 
z 都 成 立 。 由 于 三 角 函 数 与 指数 函数 密切 联系 ， 因 此 应 
用 时 很 方便 。sin z 的 单 叶 性 区 域 可 取 

Gs Imz>0, 
(2k 一 1)n<Rez<(2k+1)x 《k 为 整数 )， 


Rs (~ 二 +k)r<Re z(t (kk 为 整数 )。 
它 将 Gy 单 叶 并 共 形 地 映 为 全 平面 上 除去 实 轴 上 线段 
[一 1, 1 和 负 虚 轴 后 得 到 的 区 域 ! 它 将 单 叶 地 并 共 形 
地 映 为 全 平面 除去 实 轴 上 两 条 射线 (一 co, 一 1] 和 [1l,co) 
后 得 到 的 区 域 。 类 似 地 可 以 指出 cosz 的 单 叶 性 区 域 。 

w=Arcsinz, w=Arccosz，w=Arctanz 分 别 是 
sinz,cosz 和 tanz 的 反 函 数 ， 并 称 为 反 三 角 函 数 。 它 们 
能 由 对 数 函数 合成 , 即 可 表 为 


Arcsinz=+Ln(iz+ VI=Z ), 


Arccosz=}Ln(z+ VE-1), 
1 十 记 
1- 
等 ， 它 们 都 是 多 值 函 数 。 在 适当 的 区 域 中 确定 了 单 值 角 
析 分 支 后 ,就 有 
d(Arcsinz) 1 
NI 
(Arccosz) —1 
Co 
d(Arctanz) 1 
eT 
等 。 象 实 双 曲 函数 一 样 ， 由 指数 函数 能 合成 双 曲 函数 ， 
Usinha= ,w=cosh zs 等 为 双 曲 函 
数 。 由 定义 它们 与 三 角 函数 有 下 面 的 关系 ， 


sinh z~ 一 isiniz， cosh z 一 cosiz。 


1 
Arctanz= 于 La- 
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并 因此 有 coshzz 一 sinhzz=1.。 此 外 


Cs cosh z， dh2) sinhz, 


ww=Arcsinhz,w=Arccoshz 分 别 是 sinhz 和 coshz 
的 反 函 数 , 并 称 为 反 双 曲 函 数 。 它 们 能 由 对 数 函数 合成 ， 
即 可 表 为 
w=Arcsinhz2=Ln(z 十 WI+ 环 )， 
w=Arccoshz=Ln(2— N27—1), 
一 般 初等 函数 的 导数 还 是 初等 函数 ， 但 初等 函数 的 
不 定 积分 不 一 定 是 初等 函数 。 另 外 初等 函数 的 反 函 数 不 
一 定 是 初等 函数 。 ( 沈 炎 昌 何 育 赞 ) 


chudeng jlhe blonhuon 
初等 几何 变换 (elementary geometric trans- 
formation) 。 将 几何 图 形 按照 某 种 法 则 或 规律 变 成 
另 一 种 几何 图 形 的 过 程 。 它 对 于 几何 学 的 研究 有 重要 作 
用 。 如 果 某 种 几何 变换 的 全 体 组 成 一 个 “ 群 "， 就 有 相应 
的 几何 学 ， 而 讨论 在 某 种 几何 变换 群 下 图 形 保持 不 变 的 
性 质 与 不 变量 ,就 是 相应 几何 学 的 主要 内 容 ( 见 埃 尔 期 根 
纲领 )。 例 如 ,研究 图 形 在 全 等 变换 群 下 的 不 变性 与 不 变 
量 ， 就 是 欧 几 里 得 几何 学 的 主要 内 容 。 几 何 变换 为 用 近 
代数 学 方法 讨论 初等 几何 提供 了 广阔 的 前 景 。 几 何 变换 
还 在 绘图 力学, 机械 结构 的 设计 、 航 空 摄影 测量 ,电路 网 
络 等 方面 有 广泛 的 应 用 。 

初等 几何 变换 主要 包括 全 等 变换 ， 相 似 变 换 ， 反 演 
变换 。 

全 等 变换 ”如果 从 平面 (空间 ) 到 其 自身 的 映射 ， 
对 于 任意 两 点 A、B 和 它们 的 象 A', B' 总 有 A'B'= 4B。 
则 这 个 映射 叫做 平面 (空间 ) 的 全 等 变换 ， 或 叫做 合同 变 
换 。 显 然 ,在 全 等 变换 下 两 点 之 间 的 距离 是 不 变量 。 由 全 
等 变换 得 到 的 图 形 与 原 图 形 相等 。 

在 平面 内 存在 两 种 全 等 变换 ， 第 一 种 叫做 正常 全 等 
变换 (真正 全 等 变换 )， 它 把 一 个 图 形变 成 与 它 正常 全 等 


D、 


b 
图 1 正常 全 等 变换 与 反常 全 等 变换 


的 图 形 ， 所 谓 正常 全 等 图 形 是 指 两 个 全 等 图 形 上 每 两 个 
对 应 三 角形 有 同一 方向 ( 顺 时 针 或 逆 时 针 方向 )， 并 且 每 
两 个 对 应 的 有 向 角 有 同一 方向 (图 1a)。 第 二 种 叫做 反常 
全 等 变换 ( 镜 象 全 等 变换 )， 它 把 一 个 图 形变 成 与 它 反 党 
全 等 的 图 形 ， 即 对 于 两 个 全 等 的 图 形 上 每 两 个 对 应 三 角 
形 有 相反 的 方向 ， 并 且 每 两 个 对 应 的 有 向 角 有 相反 的 方 
向 (图 1b)。 类 似 地 , 空间 也 有 正常 全 等 变换 和 反常 全 等 
变换 。 

全 等 变换 存在 逆 变 换 , 恒 等 变换 。 接 连 施行 两 次 全 等 
变换 的 积 仍 是 全 等 变换 ,所 以 全 等 变换 的 全 体 组 成 “ 群 "， 
叫做 全 等 变换 群 ,也 叫做 刚体 变换 群 或 运动 群 。 平 移 , 旋 
转 ,反射 都 是 特殊 的 全 等 变换 。 

平移 变换 ”如 果 在 平面 内 任意 一 点 了 变 到 P' 时 ,使 
得 栈 ' 有 给 定 的 方向 ,并 且 线 段 PP' 有 给 定 的 长 度 ,这 种 
平面 到 其 自身 的 映射 叫做 平移 变换 。 显 然 ， 平 移 变换 下 
连接 各 对 应 点 的 线段 互相 平行 且 相 等 ， 各 对 应 线段 互相 
平行 且 相 等 。 平 移 变换 把 一 个 图 形变 为 与 它 正常 全 等 的 
图 形 (图 2)。 


图 2 平移 变换 


旋转 变换 ”如果 平面 到 其 自身 的 一 个 映射 ， 使 得 定 
点 O 保持 不 动 ,并 且 , 对 于 任 一 点 了 映射 到 P' 点 ,有 OP= 
OP'，LPOP'=0(0"<0<180°), 且 从 射线 OP 到 OP' 的 
方向 与 给 定 方向 相同 ,这 个 映射 叫做 绕 中 心 0, 按 已 知 方 
向 旋转 6 的 旋转 变换 。O 点 叫做 旋转 中 心 ,9 叫做 旋转 角 
(图 3)。 旋转 变换 下 各 对 应 直线 所 成 的 角 不 变 , 都 等 于 其 
旋转 角 。 一 个 图 形 经 过 旋转 变换 ， 得 到 与 它 正常 全 等 的 
图 形 。 

旋转 角 为 180" 的 旋转 变换 叫做 中 心 反射 。 图 4 中 图 
形 了 和 F"' 是 关于 0 点 中 心 反射 ，O 点 叫做 反射 中 心 , 此 
时 ,图 形 F 和 F' 正常 全 等 (图 4)。 


< 


图 3 旅 转变 换 图 和 4 中 心 反射 


如 果 在 某 个 中 心 反射 下 ,一 个 图 形 的 像 与 它 自身 重 
合 ， 那 么 这 个 图 形 叫做 中 心 对 称 图 形 或 中 心 反 射 图 形 。 
如 平行 四 边 形 是 关于 对 角 线 中 点 对 称 的 中 心 对 称 图 形 
(图 5a)。 圆 (图 5b)、 椭 贺 ( 图 5c)、 双 曲线 (图 5d) 都 是 中 
心 对 称 图 形 。 


图 5 中 心 对 称 图 形 


空间 旋转 变换 有 绕 轴 的 旋转 ， 它 是 空间 到 其 自身 的 
映射 , 且 满足 下 述 条 件 ; @ 点 了 的 像 P' 与 P 同 在 与 给 定 
轴线 8 垂直 的 平面 M 内 ，@ 点 P 和 P' 到 轴线 S 的 距离 
相等 ， 即 PPo~P'P。。P。 是 平面 M 与 轴线 5 的 交点 ，@) 
人 PPoP' 为 定 角 0( 图 6)。 这 个 映射 叫做 绕 轴 S 旋转 定 角 
8 的 空间 旋转 变换 。 由 PP。 到 P'P 的 旋转 方向 规定 为 ， 


因 6 空间 绕 轴 图 7 图 形 O-ABCD 与 
旋转 变换 0O-A'B'C'D' 反常 全 等 
如 果 9>0 就 表示 用 右手 握拳 ， 


拇指 指向 轴 上 正方 向 ; 如果 
9<0, 旋 转 与 此 反 向 。 

空间 旋转 还 有 空间 中 心 反 
射 。 每 个 点 ， 对 于 中 心 O 都 有 
它 的 像 与 之 对 应 。 空 间 中 心 反 
射 变换 把 一 个 图 形变 为 与 它 反 
常 全 等 的 图 形 (图 7)。 关 于 某 
定点 的 中 心 反 射 空间 图 形 ， 常 
见 的 有 平行 六 面体 ， 它 是 关于 
对 角 线 交点 为 反射 中 心 的 中 心 
反射 图 形 (图 8)。 

反射 变换 有 直线 反射 变换 和 平面 反射 变换 。 

直线 反射 变换 是 从 P 点 向 直线 9 引 垂 线 , 垂 足 为 0， 
延长 PO 到 P', 使 OP'=PO, 把 P' 点 称 为 P 点 关于 直线 
9 反射 的 像 ,直线 9 叫做 反射 轴 (图 9)。 一 个 从 平面 到 它 
自身 的 映射 ， 如 果 把 平面 内 的 每 一 点 映射 到 它 关于 直线 
9 的 反射 的 像 ， 这 个 映射 称 为 以 直线 9 为 反射 轴 的 直线 
反射 变换 或 直线 对 称 变换 。 显 然 ,反射 轴 是 各 对 应 点 所 连 
线段 的 中 垂 线 , 反 射 轴 上 任 一 点 到 各 对 应 点 的 距离 相等 。 
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图 8 空间 中 心 
反射 图 形 


关于 直线 反射 的 两 个 图 形 是 互 为 反常 全 等 的 图 形 
(图 10)。 


Pp P 
7 加 9 
We P| 
pa 
图 9 P' 为 P 关 于 图 10 图 形 己 QR 与 
直线 日 的 反射 像 已 Q' 尼 互 为 反常 全 等 


如 果 沿 着 一 条 直线 把 两 个 图 形 对 折 后 能 够 互相 重 
合 ， 这 两 个 图 形 叫做 以 这 条 直线 为 对 称 轴 的 互 为 对 称 的 
图 形 。 如 果 一 个 图 形 被 一 条 直线 分 成 的 两 个 部 分 关于 此 
直线 互 为 对 称 ， 此 图 形 称 为 轴 对 称 图 形 。 如 等 又 三 角形 
是 关于 底 边 上 的 高 为 对 称 轴 的 轴 对 称 图 形 。 矩 形 \ 姜 形 、 
等 腰 梯 形 等 都 是 轴 对 称 图 形 。 

对 于 空间 图 形 ， 如 果 一 个 图 形 关于 直线 9 反射 变换 
到 它 自身 ,就 说 这 个 图 形 是 关于 轴 9 的 空间 反射 图 形 。 显 
然 , 一 个 图 形 绕 这 个 轴 旋 转 180" 后 ,就 与 它 自身 重合 ,如 
果 一 个 图 形 借 助 于 某 平面 反射 变换 到 它 自身 ， 这 个 图 形 
叫做 关于 这 个 平面 的 反射 对 称 图 形 。 例 如 直 圆柱 是 以 所 
有 含 轴 的 平面 为 对 称 面 的 对 称 图 形 ， 球 是 以 一 切 通过 中 
心 的 平面 为 对 称 面 的 对 称 图 形 ( 图 11)。 
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图 11 平面 对 称 图 形 


直线 反射 与 平移 、 旋 转 有 密切 的 联系 ， 有 如 下 的 定 
理 ,在 平面 (空间 ) 内 ， 对 于 直线 (平面 ) 的 两 次 反射 的 积 ， 
如 果 @ 两 反射 轴 ( 平 面 ) 重 合 , 则 为 恒 等 变 换 ;@ 两 反射 轴 
(平面) 平行, 则 为 平移 变换 ，@ 两 反射 轴 (平面 ) 相 交 , 则 
为 旋转 变换 。 

平面 内 每 个 全 等 变换 都 可 以 看 作 是 不 多 于 三 次 直线 
反射 的 积 ， 每 个 异 于 恒 等 变 换 的 正常 全 等 变换 都 可 以 看 
作 是 两 次 直线 反射 的 积 ;任意 给 出 两 个 反常 全 等 图 形 ,可 
以 施行 一 次 或 接连 施行 三 次 反射 ,使 此 形变 成 彼 形 。 

相似 变换 平面 (空间 ) 到 其 自身 的 一 个 映射 如果 
对 于 任意 两 点 A.B 及 其 像 A'.B' 有 A'B'=k4B(k>0)， 
把 这 个 映射 叫做 平面 (空间 ) 的 相似 变换 。 当 k=1 时 , 相 
似 变 换 就 是 全 等 变换 。 
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平面 内 有 两 种 相似 变换 ， 第 一 种 叫做 真正 相似 变换 
《 正 相 似 变 换 ), 第 二 种 叫做 镜像 相似 变换 ( 负 相 似 变 换 ) 。 
真正 相似 变换 把 一 个 图 形变 换 成 与 它 真 正 相似 ( 正 相似 》 
的 图 形 ， 即 使 得 两 个 相似 图 形 的 每 对 对 应 三 角形 有 同一 
的 方向 ,每 对 对 应 角 有 同一 方向 (图 12a)。 镜 像 相似 变换 
把 一 个 图 形变 换 成 与 它 镜像 相似 的 ( 负 相似 ) 图 形 。 即 使 
得 两 个 相似 图 形 的 每 对 对 应 三 角形 有 相反 的 方向 ， 每 对 
对 应 角 有 相反 的 方向 (图 12b)。 


图 12 图 形 ABCD 与 4'B'C'D' 的 
真正 相似 和 镜像 相似 


类 似 地 ,空间 真正 相似 变换 , 把 一 个 空间 图 形变 换 成 

与 它 真正 相似 的 图 形 ， 即 使 得 两 个 空间 相似 图 形 的 每 两 

个 对 应 四 面体 同 向 , 对 应 三 面 角 也 同 向 。 镜像 相 似 变 换 ， 

把 一 个 空间 图 形变 换 成 与 它 镜像 相似 的 图 形 ， 即 使 得 两 

个 空间 相似 图 形 的 对 应 四 面体 反 向 ,对 应 三 面 角 也 反 向 。 

相似 变换 保持 两 直线 所 成 角 的 大 小 不 变 ， 并 且 不 改 

变 图 形 的 形状 而 改变 其 大 小 ,两 个 相似 的 平面 图 形 ,其 面 

积 之 比 等 于 它们 的 相似 比 的 平方 ;两 个 相似 的 空间 图 形 ， 
其 体积 之 比 等 于 它们 的 相似 比 的 立方 。 

平面 (空间 ) 的 全 体 相似 变换 组 成 一 个 群 ， 称 为 相似 

变换 群 。 

相似 变换 的 特殊 情形 是 位 似 变换 。 

位 似 变 换 ”对 于 平面 到 其 自身 的 一 个 上 映射， 如 果 存 

在 定点 5 及 常数 kk 关 0)。 使 得 对 于 任意 点 MM 及 其 像 M'， 

满足 ; @S,M,M 线 ; @ SM = |k|SM, 则 这 种 映 

射 称 为 以 S 为 位 似 中 心 ,k 为 位 似 

Mf” 比 的 位 似 变 换 。 当 k>0 时 ， 对 应 

的 两 点 在 位 似 中 心 的 同 侧 ， 称 为 

lS 顺 位 似 (图 13a),S 称 为 外 位 似 中 

心 ; 当 k<0 时 , 对 应 的 两 点 在 位 

Mf 似 中 心 的 异 侧 ， 称 为 逆 位 似 (图 

13b),S 称 为 内 位 似 中 心 , 当 |k| 

1。 原 图 形 被 放大 ; 当 |k|<1， 

原 图 形 被 缩小 。 特 别 地 ， 当 k= 


图 13 M,M' 关 于 S 点 
的 硕 位 似 与 过 位 似 


一 1 的 位 似 变换 ， 可 看 作 是 
以 5 为 中 心 , 旋转 角 为 180* 
的 旋转 变换 。 

在 位 似 变换 下 ， 任 何 一 
条 直线 变 为 与 它 平行 的 直线 
(图 14), 直线 4B 经 位 似 变 
换 得 到 4'B' , 则 4'B' | AB。 

任意 两 个 不 等 的 园 ， 都 
可 看 作 是 位 似 图 形 ,两 圆心 是 对 应 点 。 如 图 15, 圆 0 的 半 
径 为 R, 加 0' 的 半径 为 r。S 和 S' 分 别 以 定 比 R/r 外 ,内 
分 线段 00'。 贺 0 和 圆 0' 分 别 关于 S 和 S' 位 似 , 它们 的 
位 似 比 为 R/r。 


图 14 AB 和 A'B 
关于 O 位 似 


CS 


图 15 位 似 图 形 


类 似 地 ,任意 两 个 不 等 的 球 也 可 以 看 作 是 位 似 图 形 , 
并 且 有 两 种 方法 使 它们 位 似 。 

反 演变 换 在 平面 内 设 有 一 半径 为 R， 中 心 为 0 的 
加 ,对 任 一 异 于 O 点 的 也 点 ， 将 其 变换 成 该 射线 OP 上 一 
点 P', 且 使 OP'"OP=R, 这 个 变换 叫做 平面 反 演变 换 。 圆 
O 叫 做 反 演 基 圆 ,圆心 O 叫做 反 演 中 心 或 反 演 极 , R 叫做 
反 演 半径 或 反 演 寡 (图 16)。 从 定义 可 知 ， 反 演变 换 将 过 


Se 
a 


图 16 已 和 书 ' 关 于 O 互 为 反 演 点 


反 演 中 心 的 射线 变 成 自身 , 且 在 此 射线 上 建立 对 合 对 应 ， 
它 使 位 于 圆 内 的 点 变 成 圆 外 的 点 ， 位 于 圆 外 的 点 变 成 圆 
内 的 点 ， 反 演 中 心 变 成 平面 内 的 无 限 远 点 。 而 反 演 圆 上 
的 点 则 保持 不 变 。 

空间 反 演 变换 可 以 看 作 是 平面 反 演变 换 绕 反 演 基 贺 


的 直径 旋转 而 得 。 反 演变 换 下 ， 将 不 过 反 演 中 心 的 直线 
或 平面 ,分 别 变 成 过 反 演 中 心 的 圆 或 球面 ,将 不 过 反 演 中 
心 的 圆 或 球面 ， 分 别 变 成 另 一 个 不 过 反 演 中 心 的 圆 或 球 
面 。 反 之 也 成 立 。 

反 演 变换 是 反 向 保 角 的 ， 即 使 两 线 (或 两 面 ) 所 成 的 
角度 的 大 小 保持 不 变 , 但 方向 相反 。 ( 胡 杷 ) 


chudeng shulun 
初等 数论 (elementary number theory) 数 
论 的 一 个 分 支 。 它 以 算术 方法 为 主要 的 研究 方法 ， 而 区 
别 于 数论 的 其 他 分 支 。 公 元 前 6 世纪 ， 古 希腊 数学 家 半 
达 哥 本 斯 就 已 研究 过 整数 的 可 除 性 问题 ， 例 如 ， 当 时 已 
经 知道 正 整 数 中 有 奇数 、 偶 数 、 素 数 、 复 合 数 等 各 种 类 型 
的 数 。 并 触及 其 他 一 些 问 题 ， 例 如 对 完全 数 和 不 定 方程 
型 十 态 =7? 的 整数 解 的 探求 等 等 。 从 此 ,算术 由 简单 的 计 
算 而 首先 酿 成 初等 数论 的 内 容 。 公 元 前 4 世纪 , 古 希腊 数 
学 家 欧 几 里 得 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 ， 给 出 了 求 两 个 正 
整数 的 最 大 公 因数 的 算法 ， 建 立 了 初等 数论 中 整数 可 除 
性 的 初步 理论 .到 了 公元 3 世纪 , 古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 研 
究 了 若干 简单 的 不 定 方程 。 在 公元 前 后 ,中 国 古代 《孙子 
算 经 ?中 提出 的 问题 之 一 :“ 今 有 物 ,不 知 其 数 数 之 
剩 二 , 五 五 数 之 剩 三 , 七 七 数 之 璋 二 , 问 物 几何 ?" 即 求 同 
余 式 组 x= 2(mod3)，x=3(mod5), xs2(mod7) 的 解 。 
《孙子 算 经 》 给 出 了 上 述 问题 适合 0<x<105 的 解答 。 求 
解 一 次 同 余 式 组 的 这 种 算法 ,就 是 著名 的 孙子 定理 ,国际 
上 称 之 为 中 国 剩 余 定理 。 直 到 18 世纪 ,这 一 定理 在 西 吹 
才 由 德国 数学 家 C. F. 高 斯 给 出 。 

17 一 19 世纪 , P. de 费 马 、L. 欧 拉 、J.-L, 拉 格 其 
日 、A.-M. 勒 让 他 以 及 高 斯 等 人 的 工作 大 大 发 展 和 丰 
富 了 初等 数论 的 内 容 。1640 年 ， 费 马 提出 一 个 他 未 给 出 
证 明 的 定理 :如 果 ? 是 素数 ,那么 对 于 任何 整数 4, az 一 4 
都 是 了 的 倍数 , 即 所 谓 费 马 小 定理 。 欧 拉 于 1736 年 首先 
证 明 ,又 于 1760 年 ,把 它 推广 到 复合 数 的 情形 。1772 年 ， 
拉 格 朗 日 证 明了 费 马 提出 的 又 一 个 定理 ,每 一 个 正 整数 
都 能 够 表 成 四 个 整数 的 平方 和 。1798 年 勒 让 德 的 第 一 部 
数论 教科 书 出 版 。1801 年 , 高 斯 著名 的 《算术 研究 》 一 书 
问世 , 他 在 书 中 证 明了 二 次 互 反 律 , 原 根 存在 的 充分 必要 
条 件 等 结果 。 这 些 工作 奠定 了 初等 数论 的 基本 内 容 。 二 
次 互 反 律 在 数论 发 展 史上 起 了 重要 的 作用 。 

初等 数论 中 某 些 问题 的 研究 ， 促 使 形成 新 的 数学 分 
支 。 如 对 不 定 方程 和 高 次 互 反 律 的 研究 ， 促 进 了 代数 数 
论 和 类 域 论 的 形成 和 发 展 。 初 等 数论 和 数论 其 他 分 支 一 
样 ， 至 今 还 有 许多 没有 解决 的 困难 问题 。 如 是 否 存在 奇 
完全 数 或 无 穷 多 个 偶 完 全 数 ， 就 是 其 中 著名 的 问题 。 近 
几 十 年 来 ,初等 数论 在 计算 机 科学 、 组 合 数学 ,代数 编码 、 
密码 学 ,计算 方法 ,信号 的 数字 处 理 等 领域 内 得 到 广泛 的 
应 用 。 同 时 ,许多 新 的 问题 不 断 出 现 ,从 而 促进 了 初等 数 
论 的 继续 发 展 。 初 等 数论 的 内 容 和 方法 已 是 研究 近代 数 
学 和 应 用 学 科 所 不 可 缺少 的 工具 。 (和 孙 琦 ) 
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Dabu 
达 布 ,( 上 -)G。 (Jean-Gaston Darboux 1842 一 
1917) 法 国 数学 家 。1842 年 8 月 14 日 生 于 尼 姆 ， 
1917 年 2 月 23 日 在 巴黎 去 世 。1861 年 考 入 巴黎 高 等 师 
范 学 校 , 1864 年 毕业 ,1866 年 
取得 博士 学 位 。1867 年 在 中 学 
任教 , 1872 一 1881 年 在 巴黎 高 
等 师范 学 校 任教 , 1881 年 4 月 
任 巴黎 大 学 理学 院 高 等 几何 学 
教授 , 1889~1903 年 任 理学 院 
院 长 ,后 任 名 誉 院 长 .1872 年 创 
办 《数学 科学 通报 》。1884 年 当 
选 为 法 国 科学 院 院士 , 1900 年 
任 科学 院 几 何 学 部 终身 秘书 。 
达 布 的 主要 贡献 是 曲面 的 微分 几何 学 。 他 早年 研究 
三 重 正 交 系 理论 ,后 研究 测 地 线 ,曲面 的 可 映射 性 及 曲面 
变形 。 他 发 展 了 活动 标 架 法 ， 使 它 成 为 以 后 的 重要 研究 
手段 。 他 的 主要 成 就 总 结 于 《曲面 一 般 理论 讲义 》(4 卷 ， 
1887 一 1896) 和 《 正 交 系 讲义 2%(1898 ) 之 中 。 他 对 微分 几何 
学 的 研究 也 导致 一 些 偏 微分 方程 和 理论 力学 的 结果 。 在 
一 阶 偏 微 分 方程 的 奇 解 理论 上 和 歼 曼 积分 理论 的 发 展 上 


也 作出 重大 贡献 。 ( 胡 作 玄 》 
Doalangbel’er 
达 朗 贝尔 , 上 le R。 (Jean le Rond d'Alembert 


1717 一 1783) 。 又 详 达 朗 伯 , 法 国 数学 家 。1717 年 11 
月 17 日 生 于 巴黎 ,1783 年 10 月 29 日 卒 于 巴黎 。 他 是 圣 让 
惑 隆 教堂 附近 的 一 个 弃 贾 ， 被 
一 位 玻璃 匠 收 养 ， 后 来 这 个 教 
堂 的 名 字 就 成 了 他 的 教 名 。 由 
于 有 其 生父 的 暗中 资助 ， 他 自 
幼 受到 良好 的 教育 ， 早 年 曾 攻 
读 过 神学 ,法 学 和 医学 ,但 是 后 
来 他 发 现 只 有 数学 才 使 他 确实 
发 生 兴趣 ， 于 是 决心 献身 数学 
事业 。 

达 朗 贝尔 在 数学 、 力 学 和 
天 文学 等 许多 领域 都 作出 了 贡献 。1741 年 成 为 法 国 科学 
院 的 院士 。1754 年 被 选 为 法 兰 西学 院 院士 , 1772 年 起 任 
学 院 的 终身 秘书 ， 是 当时 法 国 科学 界 最 有 影响 的 人 物 之 
一 。1746 年 ， 他 与 著名 哲学 家 D. 狄 德 罗 一 起 编撰 法 国 
《百科 全 书 》(1751 一 1772 年 出 版 ) 并 负责 撰写 数学 与 自 
然 科学 条 目 。 他 还 是 哲学 家 ,是 18 世纪 法 国 启蒙 运动 的 
一 位 杰出 代表 。 
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达 朗 贝尔 的 《动力 学 2(1743) 是 力学 方面 的 一 部 奠基 
性 著作 ， 书 中 包括 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 “ 达 朗 贝尔 原 
理 ", 根 据 这 个 原理 建立 起 把 动力 学 问题 化 为 静 力学 问题 
来 处 理 的 一 般 方法 。 他 运用 这 个 方法 研究 了 天 体力 学 中 
的 三 体 问题 ,并 把 它 推广 到 流体 动力 学 中 。 

达 朗 贝尔 在 弦 第 一 振动 理论 研究 方面 的 卓越 工作 ， 
使 他 和 丹尼尔 第 一 伯 努 利 一 起 被 认为 是 偏 微 分 方程 论 
的 创始 人 ， 在 他 1747 年 向 柏林 科学 院 提交 的 论文 4 弦 振 
动 研究 ?中 ,给 出 了 弦 振 动 方程 

Qi _ ,Ou 
Gr 0 Gar 

的 解 : u=p(x+Qt)+y(x 一 Qt)(q、y 为 任意 函数 ), 以 后 
被 称 为 达 朗 贝尔 解 。 

在 为 微 积 分 更 定理 论 基 础 的 漫长 过 程 中 ， 达 朗 贝尔 
也 作出 了 重要 贡献 。 他 提出 用 极限 概念 代替 牛顿 的 “最初 
和 最 终 比 "。 他 称 一 个 量 为 另 一 个 量 的 极限 ,就 是 后 者 趋 
向 前 者 , 比 任何 给 定 的 量 都 更 接近 于 前 者 ,但 不 等 同 于 前 
者 。 他 认为 求 方程 的 导数 只 是 要 求 出 方程 中 所 包含 的 两 
个 变量 的 差分 之 比 的 极限 ， 他 还 给 出 了 判别 正 项 级 数 收 
但 性 的 " 达 朗 贝尔 法 "。 

达 朗 贝尔 在 1752 年 关于 流体 力学 的 论文 中 导出 了 复 
变 函 数 fz)= P(z,y)+i@Q(z,y) 解 析 的 条 件 ， 

Ww p39 
xy dy 9 

因而 被 认为 是 复 变 函 数论 的 先驱 者 之 一 。 达 和 朗 贝尔 早 在 
1746 年 就 试图 证 明代 数 基本 定理 , 所 以 这 个 定理 也 曾 被 
称 为 达 朗 贝尔 定理 。 

达 朗 贝尔 1760 年 以 后 的 主要 工作 包括 在 他 的 8 卷 
本 的 《数学 手册 》 中 。 (和 孙 小 礼 ) 


daobofg 


打靶 法 (shooting method) 见 常 微分 方程 边 
值 问题 数值 解法 。 

dofanwei bionfenfa 

大 范围 变 分 法 (calculus of variations in the 


large) 用 拓扑 方法 研究 变 分 问题 的 数学 分 支 .古典 
的 变 分 法 研究 泛 函 的 极 值 一 极 大 值 或 极 小 值 。 然 而 物 
理 , 几 何以 及 分 析 中 提出 的 变 分 问题 ,一般 不 仅 要 研究 泛 
函 的 极 值 点 ， 而 且 还 要 研究 其 临界 点 ， 即 其 变 分 为 零 的 
点 。 大 范围 变 分 法 就 是 研究 临界 点 的 理论 。 

假设 M 是 一 个 微分 流 形 , 了 是 M 上 的 光滑 函数 ,所 谓 
一 点 pe M 是 了 的 临界 点 ,是 指 了 的 导 映射 df 在 这 点 为 
零 。 了 在 临界 点 处 的 值 , 称 为 临界 值 。 对 任意 实数 a， 称 
二 ={pE MIf(p)<a) 为 函数 f 的 水 平 集 ,大 范围 变 分 法 的 
基本 手法 是 通过 考察 拓扑 空间 九 随 o 变化 时 ,其 拓扑 结 
构 的 变化 ,来 判定 临界 点 的 存在 性 和 估计 临界 点 的 个 数 。 
下 面 是 一 个 有 启发 性 的 例子 。 考 察 切 于 平面 < 的 一 个 环 
面 M, 如 图 所 示 。 


切 于 平面 r 的 环 面 M 


设 f:M->R! 是 关于 平面 < 的 高 度 , 易 见 ，@ 当 a<0 
时 ,jo=J，@ 当 a=0 时 ,Jo={po), 如 图 a,@ 当 0<a 
<h 时,f 如 图 b，@ 当 hL<a<hs 时 , 如 图 c，@ 当 
加 <a<h 时 ,所 如 图 d， 加 当 a>hh 时 ,也 = MK, 如 图 e。 
其 中 h=f(p)(i=1, 2, 3)， 连 同 极 小 值 0, 都 是 了 的 临 
界 值 。 这 个 例子 表明 ， 车 在 实数 a,b(a<b) 之 间 没 有 f 
的 临界 值 , 则 fs 与 及 是 同 孚 的 但 当 a 越过 了 的 一 个 临 
界 值 时 ， 一 般 地 ，f, 的 拓扑 结构 将 发 生变 化 。 这 就 是 大 
范围 变 分 法 的 基本 出 发 点 。 

H. M. 英 尔 斯 考察 了 非 退 化 函数 的 临界 点 的 性 态 与 
紧 流 形 M 本 身 的 拓扑 结构 间 的 联系 。 函 数 了 称 为 是 非 退 
化 的 ,是 指 在 它 的 所 有 临界 点 上 ,对 应 的 由 二 阶 导数 构成 
的 黑 塞 撼 阵 (3:J/3x'az'(p)) 都 是 非 退化 的 。 对 应 的 黑 塞 
矩阵 的 负 本 征 空间 的 维 数 , 称 为 这 临界 点 的 莫 尔 斯 指数 。 
用 Ms 表示 函数 了 的 莫 尔 斯 指数 为 大 的 临界 点 的 个 数 。 
英 尔 斯 理论 的 核心 是 下 列 莫 尔 斯 不 等 式 ， 

M8, Mi 一 Mo>p 一 8 

Ma Mn+ et —1) Mo Bit e+ (—1) "po 
式 中 B 是 流 形 MM 的 贝蒂 数 。 应 用 这 组 不 等 式 于 上 例 , 因 
为 环 面 有 贝蒂 数 B=B,=1，B,=2, 所 以 得 出 : 了 至 少 有 
4 个 不 同 的 临界 点 。 

基于 类 似 的 基本 思想 , TT. A. 柳 斯 捷 尔 尼 克 、JI. 工 . 
施 尼 雷 尔 曼 开辟 了 另 一 条 估计 临界 点 个 数 的 途径 。 对 M 
上 任意 闭 子 集 4, 称 A 在 M 中 的 畴 数 为 m, 记 作 Cat(4)= 
m 是 指 有 可 以 被 im 个 可 缩 闭 集 所 覆盖 , 但 不 能 被 m 一 1 
个 这 样 的 集合 覆盖 。 咕 数 是 一 个 拓扑 不 变量 。 为 估计 紧 
流 形 M 上 的 函数 了 的 临界 点 个 数 有 下 界 Cat(M), 柳 斯 捷 
尔 尼克 , 施 尼 雷 尔 曼 引 进 了 下 述 重 数 定理 : 设 


c= inf supf(x) (=1,2，…)， 
Cat(D>n a€4 


则 当 c=cm4w1==…=cmws 时 ,了 于 的 以 为 临界 值 的 临界 点 
集 K。 有 了 暑 数 Cat(K。)>k。 上 例 中 的 环 面 的 畴 数 是 3， 所 
以 环 面 上 的 任意 函数 至 少 有 3 个 不 同 的 临界 点 。 柳 斯 捷 
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尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 理论 较 莫 尔 斯 理论 适用 范围 宽 , 例 
如 ,函数 了 不 必 是 非 退 化 的 ;但 畴 数 的 估计 比较 困难 。 

R. S. 四 莱 斯 和 S. 斯 梅 尔 把 莫 尔 斯 理论 及 柳 斯 捷 尔 
尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 理 论 中 流 形 M 的 紧 性 条 件 去 掉 , 代 之 以 
在 函数 了 上 添加 帕 莱 斯 -斯 梅 尔 条 件 , 即 对 于 M 上 的 任意 
点 列 {pn), 条 件 f(pn) 有 界 ,连同 df(p,)->9, 蕴涵 了 {ps} 
有 子 列 收敛 。 

莫 尔 斯 理论 以 及 柳 斯 捷 尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 理论 都 
被 成 功 地 应 用 到 许多 变 分 问题 中 去 ， 特 别 是 应 用 于 研究 
黎 曼 流 形 上 的 闭 测 地 线 的 个 数 ,以 及 杨 -米尔 斯 方程 。 

A. 阿 姆 布 罗 塞 蒂 、P.H. 拉 宾 诺 维 菊 发 展 了 柳 斯 捷 尔 
尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 的 思想 ， 提 出 了 山路 引 理 ， 设 了 是 巴 
拿 桩 空间 X 上 的 一 个 满足 帕 莱 斯 -斯 梅 尔 条 件 的 C' 函数 ， 
又 设 有 6 的 一 个 开 邻 域 U 和 一 点 x。gU, 使 得 1(0)= 
人 xo)=0, 且 flav>a>0, 则 了 至 少 有 一 个 临界 值 c> a。 
随后 拉 宾 诺 维 芯 又 提出 一 系列 极 小 极 大 原理 。 对 许多 由 
方程 引出 的 变 分 同 题 的 解 的 存在 性 以 及 个 数 估计 有 广泛 
的 应 用 。 特 别 是 对 哈密 顿 方程 组 周期 解 的 存在 性 以 及 周 
期 轨道 个 数 的 估计 引出 重要 的 结果 。 
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《〈 张 基 庆 ) 


dashulu 

大 数 律 (laws of large number) ”概率 论 中 讨 
论 随 机 变 重 序列 的 算术 平均 值 向 常数 收敛 的 定律 。 是 概 
率 论 与 数理 统计 学 的 基本 定律 之 一 。 

以 重复 投 所 一 枚 硬币 的 随机 试验 为 例 ， 记 n 次 投 币 
试验 中 出 现 正面 的 次 数 为 sw。 对 于 不 同 的 n 次 试验 ，»。 
可 能 不 同 , 但 当 n 越 来 越 大 时 , 出 现 正面 的 频率 vw/n 将 
大 体 上 逐渐 接近 于 1/2。 又 如 称 某 一 物体 的 重量 ,假如 衡 
器 不 存在 系统 偏差 ,由 于 衡器 的 精度 等 各 种 因素 的 影响 ， 
对 同一 物体 重复 称 量 多 次 ， 可 能 得 到 多 个 不 同 的 重量 数 


值 XY，Xs，…，X。。 但 若 取 它们 的 算术 平均 值 ,= 二 
O64 二 …+ 和 4,) 二 冯 光 Xs 则 用 的 增 大 ,一 般 来 说 


天 ,也 将 逐渐 接近 于 物体 的 真实 重量 。 

历史 上 ， 雅 各 布 第 一 ' 伯 努 利 (1652 一 1705 ) 在 《推测 
术 光 1713 年 出 版 ) 中 首先 从 数学 上 论述 了 这 一 现象 。 他 证 
明了 ;若是 n 次 独立 重复 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ,Pp 


是 事件 4 的 概率 , 则 对 任 一 e>0, 有 limP (| 名-p|>>s)= 
0, 即 加 依 概率 收敛 于 Pp。 这 一 结论 表明 对 任意 小 的 正 数 
6 只 要 nn 充分 大 ， 频率 各 与 概率 了 发生 大 于 < 的 偏离 
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的 可 能 性 就 很 小 , 即 大 多 数 试验 只 使 2 与 p 发 生 较 小 
的 偏离 .这 是 历史 上 第 一 个 严格 说 明 频率 稳定 性 的 定律 ， 
称 为 伯 努 利 大 数 律 。 大 数 律 这 个 名 称 是 S.-D. 泊 松 于 
1837 年 给 出 的 。 大 数 律 表明 ,对 同一 随机 变量 X 的 n 次 
独立 观察 值 Xi, Xa,…， Xn 的 平均 ,将 随 的 增 大 而 收 全 
于 它 的 数学 期 望 EX。 在 数理 统计 中 ,就 依据 这 一 点 而 取 
多 次 重复 观测 的 算术 平均 作为 EX 的 较 精确 的 估计 。 特 
别 可 以 利用 频率 的 稳定 性 来 对 事件 的 概率 和 随机 变量 的 
分 布 进行 估计 ,还 可 以 利用 样本 垂 向 总 体 矩 的 收敛 ,取样 
本 矩 作为 总 体 矩 的 近似 而 获得 参数 估计 的 矩 方法 ( 见 点 
估计 )。 


由 于 随机 变量 序列 ,= 去 宝 X 向 常数 的 收 和 可 


以 有 多 种 不 同 的 方式 , 按 其 收敛 为 依 概率 收敛 ,以 概率 1 
收 敏 或 均 方 收敛 ( 见 概 年 论 中 的 收效 ) ,分别 有 弱 大 数 律 、 
强大 数 律 或 均 方 大 数 律 。 弱 大 数 律 又 通称 为 大 数 律 。 根 
据 随机 变量 序列 各 种 收敛 之 间 的 关系 ， 由 强大 数 律 或 均 
方 大 数 律 可 以 推出 弱 大 数 律 。 

大 数 律 中 最 重要 的 一 类 是 讨论 独立 试验 序列 的 ， 常 
见 的 除了 伯 努 利 大 数 律 外 ,还 有 下 列 著名 的 大 数 律 ， 

辛 钦 大 数 律 (1929) 若 {Xn)} 为 独立 同 分 布 随机 变量 
序列 ，EX。=p 存在 有 限 , 则 对 任何 s>0, 有 

limP( |.—4|>e)=0。 


波 莱 尔 强大 数 律 (1909) 设 是 n 次 独立 重复 斌 
验 中 某 事件 4 出 现 的 次 数 ，PCA)=pP， 则 以 概率 1 成 立 
lm 加 =p。 外 .六 条 尔 最 初 只 证 明了 p= 二 的 情形 ,以 后 
才 证 明了 对 一 般 的 p 也 有 同样 的 结果 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 律 。 若 {Xs) 为 独立 同 分 布 随 机 
变量 序列 , EX。 存在 , 则 以 概率 1 成立 lim Fo= 

大 数 律 中 涉及 到 的 随机 变量 序列 {Xs} 也 可 以 不 是 相 
互 独立 的 。 特 别 对 于 平稳 序列 ， 叉 可 看 为 序列 按时 间 的 
平均 ,而 EX。=4 是 同一 时 刻 不 同 样本 的 统计 平均 ,这 时 ， 
->4 表明 {Xa) 随时 间 的 增长 遍历 了 它 的 各 种 可 能 状 
态 ， 因 而 使 “时间 平均 "向 “统计 平均 " 收 全 。 这 又 称 为 平 
稳 序列 的 遍历 性 ， 它 也 是 一 种 大 数 律 。 在 乎 稳 过 公理 论 
中 ，A, 唤 . 辛 多 和 G. D. 伯 克 符 夫 分 别 建立 了 尺 。 向 4 均 
方 收 仇 和 以 概率 1 收敛 的 遍历 定理 。 

不 仅 有 算术 平均 向 常数 收敛 的 大 数 律 ,更 一 般 地 ,对 


随机 变量 序列 (Xo}， 记 Su 党 X,, 若 存在 常数 序列 {2,} 


及 趋 于 无 穷 的 {bo}， 当 n> 时 使 Y= 也-S,on 依 梳 
率 或 以 概率 1 收 化 于 零 ， 则 分 别称 {Y,) 是 依 概率 稳定 或 
以 概率 1 稳定 的 。 这 是 大 数 律 的 一 种 推广 形式 。 由 于 Y。 
傅 概 率 收 全 于 等 与 re 的 分 布 向 集中 于 等 的 退化 分 布 梯 
收 全 是 等 价 的 , 因此 弱 大 数 律 就 是 讨论 Y 的 分 布 向 退化 
分 布 弱 收 全 的 极限 定理 ( 见 中 心 投 限定 理 )， 可 作为 普 这 
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极限 定理 的 特例 来 处 理 。 

蕊 比 雪 夫 不 等 式 、 若 随机 变量 的 数学 期 望 、 方 差分 
别 为 EX 及 varX, 则 对 任何 a>0, 成 立 P(X 一 EX|>0) 
三 直 varX。 这 一 不 等 式 是 证 明 弱 大 数 律 的 重要 工具 。 
它 在 1.~J. 比 安 内 梅 1853 年 的 论文 中 已 有 类似 的 表述 ， 
但 直到 1867 年 才 由 工 . 开 . 切 比 雪夫 明确 叙述 和 论证 。 它 
对 随机 变量 的 分 布 并 无 特殊 要 求 ， 仅 利用 六 的 方差 来 对 
XX 的 取 值 与 EX 发 生 较 大 偏离 的 概率 作出 估计 ， 因 而 有 


较 广泛 的 适用 性 。 它 还 有 种 种 推广 形式 。 若 X 为 一 随机 
变量 ,f(z) 为 一 非 负 非 降 画 数 ， 则 PCX>a)< 了 
其 中 Bf(X) 表示 人 X) 的 数学 期 望 。 特 别 当 fx) 一 
xz>0,X>0, 则 有 P(|X|>a)< 志 EIXI*。 后 者 又 称 为 马 
尔 可 夫 不 等 式 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 “ 设 (Xuv1sks 吕 是 相互 独立 
的 随机 变量 ， 它 们 的 数学 期 望 、 方 差分 别 为 EXo= 0， 


varxe=ob 又 Si= 以 Xi 则 对 任何 a>0， 成 立 下 列 不 
等 式 ， 
1 


P( maxls,|>o)j< 记 ES 证 六 中 
车 入 还 是 有 界 的 , 即 | | <e 以 概率 1 成 立 , 则 还 有 


(c+a)? 
(nes lS,l>0) > 8。 


这 两 个 不 等 式 是 由 A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 在 1928 年 建立 
的 ， 它 是 证 明 强 大 数 律 的 重要 工具 。 此 外 ， 利 用 前 者 可 
以 推出 ， 对 独立 的 随机 变量 序列 {Xn)}， 若 其 方差 级 数 


总 var Xo<%, 则 随机 变量 级 数 六 (Xu 一 EXo) 以 概率 1 
收 化; 利用 后 者 可 以 推出 , 若 有 界 独立 随机 变量 序列 的 级 
数 思 X 以 概率 1 收敛, 则 其 方 关 级 数 澡 vaxXs 和 均值 


级 数 冯 EX 都 是 收敛 的 。 
这 一 不 等 式 也 有 各 种 不 同形 式 的 推广 。 例 如 下 块 的 
极 值 不 等 式 : 设 {Yw) 为 一 离散 时 间 下 扫 ( 见 闭 ), 00, 则 
有 
r(megY.>0)<| {max Yr>0} YP 
此 外 ,车 {X。，1<k<n) 为 相互 独立 的 随机 变量 ，Su= 
gx 在 不 要 求 Xx 存在 数学 期 望 与 方差 的 情形 ， 仍 成 
立 如 下 的 莱 维 不 等 式 : 
r( max 1S: 一 mCS: 一 So)1>aj<2P( 1ss|>a)， 
Ee 
式 中 m(S, 一 5,) 表示 随机 变量 Se 一 Sn 的 中 位 数 ( 见 概率 
分 布 )。 这 些 不 等 式 在 证 明 随 机 变量 序列 以 概率 1 收敛 


时 ,都 有 重要 的 应 用 。 
波 莱 尔 - 坎 泰利 引 理 和 0-1 律 设 {An， n>1} 为 一 


事件 序列 , 则 由 加 P(4)<co 可 以 推出 {4,} 中 有 无 穷 


个 同时 发 生 的 概率 为 0。 这 一 结论 称 为 波 菜 尔 - 坎 泰 利 引 
理 。 若 进一步 设 { 4) 为 相互 独立 的 事件 序列 , 则 更 有 下 


列 的 波 莱 尔 0-1 律 或 0-1 准则 ， 按照 级 数 Era 收 


全 或 发 散 ，{4n} 中 有 无 穷 个 同时 发 生 的 概率 分 别 为 0 或 
1。 这 是 证 明 各 种 以 概率 1 成 立 的 性 质 的 有 力 工具 。 
又 若 用 o(Xx,k>m) 表 示 由 随机 变量 序列 {Xx, k 之 n} 


生成 的 事件 "- 域 ,8x(z) 一 站 v(Xek> nm, 那 么 , 柯 尔 莫 


哥 洛 夫 0-1 律 断言 :对 于 独立 随机 变量 序列 {X。, "> 1}， 
号 *(X) 中 任 一 事件 的 概率 必 为 0 或 1。 利 用 它 可 以 断定 ， 


事件 {0: 六 (0) 收 全 及 |o: 六 高 xco) 收 全 | 的 要 
束 为 0 或 1 还 可 以 推出 TI 二 次 X 以 概率 1 等 于 菜 


个 常 值 。 
重 对 数 简 ” 设 {Xa} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 


So 以 Xo 且 PCxs= D- PvP(Xn= 0)-1-P。 强 大 数 律 
断言 ,P (lim 8,=p)= .bi 即 对 任何 se>0, 不 等 式 -6< 


千 p<s 队 有限 个 "外 成 立 的 概率 为 1. 府 钦 于 1924 
年 进一步 证 明了 如 下 的 重 对 数 律 ， 

P (Hm Is, np /MIDP noglogn =1)=1, 
由 此 可 以 推出 ,对 任何 6>0, 不 等 式 


(40 BD) loglogn < So—p 


er 
除 有 限 个 ”外 成 立 的 概率 为 1。 这 个 结果 用 重 对 数 函 数 
log logn 描述 了 算术 平均 值 向 数学 期 望 收敛 的 速度 ， 它 
比 通常 的 强大 数 律 要 精确 。 


对 较 一 般 的 情形 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 1929 年 证 明了 ， 
若 {X,) 为 独立 随机 变量 序列 ， 其 数学 期 望 、 方 差分 别 为 


EXo=0,var X=05, 又 记 Bo= 以 oj， 且 对 某 一 趋 于 0 的 
常数 列 {cn}, 以 概率 1 成立 1Xon| 生 csWBu/iogiogB, 则 有 
PIims,/ V2B, loglogB, =1)=1 
=P(limSs,/M2B, IoglogB, = ~1). 

P. 哈 特 曼 和 A. 温 特 纳 于 1941 年 更 证 明了 ，, 对 独立 同 分 
布 的 随机 变量 序列 ,上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,的 方 
差 有 限 。 

此 后 ， 对 更 一 般 的 独立 随机 变量 序列 、 鞭 差 序列 ( 即 
其 部 分 和 为 离散 时 间 鞭 )、 弱 相依 序列 等 ， 都 在 一 定 条 件 


下 得 到 了 类 似 的 结果 。 
重 对 数 律 的 证 明 采 用 了 较 高 深 的 分 析 技 巧 ， 因 而 它 


是 概率 论 极限 理论 中 比较 深入 和 精密 的 定理 。 
参考 书目 
Y.S. Chow and H. Teicher, Probability Tfeory,Spriager- 
Verlag, New York, 1978. 


《 汪 豆 同 ) 


dayongben tongji 

大 样本 统计 〈large sample statistics) 研究 
样本 大 小 # 趋 于 无 限时 ， 统 计量 和 相应 的 统计 方法 的 极 
限 性 质 (又 称 浙 近 性 质 ) ， 并 据 以 构造 具有 特定 极限 性 质 


的 统计 方法 。 例 如 ,用 样本 均值 ,= 吉 济 X, 信 计 总 体 


均值 0, 在 n>oo 时 , 乏 * 以 概率 1 收 敏 于 6( 见 概率 论 中 的 
收效 )， 称 ,为 9 的 强 相合 估计 。3 的 这 个 性 质 只 有 在 
noo 时 才 有 意义 ,这 叫做 大 样本 性 质 ,而 强 相合 性 的 研 
究 属于 大 样本 统计 的 范围 。 根 据 统计 量 的 极限 性 质 而 得 
出 的 统计 方法 称 为 大 样本 方法 。 例 如 ; 设 Xi Xi，…， Xn 
是 从 正 态 总 体 N(4,0?) 中 抽出 的 样本 ,4 和 o 未知, 要 作 


4 的 区 间 信 计 。 记 样本 方差 为 驴 = 吉 并 阅 (Xs 一)?， 


当 n>oo ,Mn 一 4)/S 依 分 布 收敛 于 标准 正 态 分 
布 N(0, 1)。 基 于 这 个 性 质 可 知 , 当 n 较 大 时 ,可 用 


(RSas/w 元 总 +Sus/ 元 ) 作 为 “的 区 网 估计 ,其 


中 哈 是 标准 正太 分 布 的 上 号 分 位 数 ( 见 概率 分 市) 这 


个 估计 的 置信 系数 当 n-> co 时 趋 于 指定 的 1- a(0<a< 
1)。 这 就 是 一 个 大 样本 方法 。 

与 大 样本 性 质 和 大 样本 方法 相对 ， 小 样本 性 质 是 指 
在 样本 大 小 ?固定 时 统计 方法 的 性 质 ， 小 样本 方法 是 指 
基于 n 固定 时 的 统计 量 性 质 的 统计 方法 ,如 上 述 第 一 例 ， 
当 nn 固 定时 有 EX。=9， 即 ,为 9 的 无 偏 估计 ( 见 点 人 
计 ), ,的 这 个 性 质 在 n 固定 时 有 意义 ,所 以 是 小 样本 性 
质 。 又 如 ,英国 统计 学 家 W. S. 戈 塞 特 (又 译 哥 色 特 , 笔 
名 “学生 ") 在 1908 年 找到 了 W 元 (一 /8, 的 精确 分 
布 为 自由 度 是 n 一 1 的 t 分 布 ( 见 统计 重 )。 基 于 此 事实 ， 


可 知 对 任何 国定 的 n， 4 的 区 间 信 计 (ZSot Cm-1)/ 
各 已 + Site(n 一 1 人/ 元 ) 具 有 确切 的 置信 系数 1- a。 


其 中 翅 m% 一 1) 是 自由 度 为 mn 一 1 的 + 分 布 上 号 分 位 数 。 


这 个 性 质 对 任何 固定 的 ”都 成 立 。 因 而 上 述 区 间 估 计 是 
小 样本 方法 。 总 之 ,区 分 大 、 小 样本 性 质 (或 方法 ) 的 关键 
在 于 样本 大 小 n 是 趋 于 无 限 还 是 固定 ， 而 不 在 于 ”数值 
的 大 小 。 
小 样本 方法 也 称 为 “精确 方法 ”， 因 为 它 往往 是 基于 
有 关 统 计量 的 精确 分 布 (如 前 例 中 的 + 分 布 ); 与 此 相应 ， 
小 样本 方法 的 统计 特性 ,如 显著 性 水 平 ( 见 假设 检验 )、 置 
信 系 数 ( 见 区 间 估计 ) 等 ， 往 往 是 精确 而 非 近似 的 。 与 此 
相对 ,大 样本 方法 也 称 为 “ 浙 近 方法 "或 “近似 方法 ”, 因 为 
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它 是 基于 统计 量 的 渐 近 分 布 ， 且 有 关 的 统计 特性 只 是 近 
似 而 非 精 确 的 。 在 应 用 中 ,样本 大 小 ”总 是 一 个 有 限 数 ， 
这 里 就 有 一 个 近似 程度 如 何 的 问题 。 如 在 对 N(u, c?) 中 
的 上 作 区 间 估 计 的 例子 中 ,指定 的 置信 系数 为 0.95， 按 
大 样本 理论 作出 区 则 估计 ( ,一 1.96S。/NVn， 天 ,+ 
1.96Sw/wW 克 ), 当 m->co 时 ,其 置信 系数 趋 于 0.95, 但 即 
使 ?很 大 , 置信 系数 也 只 是 接近 而 非 确切 等 于 0.95。 为 
了 在 使 用 它 时 做 到 心中 有 数 ,需要 在 固定 的 情况 下 ,对 
真实 的 置信 系数 与 其 近似 值 0.95 的 差距 作出 有 用 的 估 
计 , 在 大 样本 方法 的 使 用 中 ,一 般 都 存在 此 问题 。 但 由 于 
数学 上 的 困难 ,目前 使 用 的 许多 大 样本 方法 中 ,通常 很 少 
有 有 效 的 误差 估计 ,这 是 大 样本 方法 的 弱点 。 然 而 它 仍 有 
重要 的 理论 和 实际 意义 ， 它 不 仅 提供 了 一 批 可 供 选用 的 
统计 方法 ,而 且 , 经 验证 明 , 当 一 个 统计 方法 不 具备 某 些 
基本 的 大 样本 性 质 (如 相合 性 ) 时 ， 常 常 也 很 难 有 良好 的 
小 样本 性 质 。 评 价 一 个 统计 方法 的 优良 性 时 ， 大 样本 性 
质 是 不 可 忽视 的 。 

相合 性 ,是 一 项 重要 的 大 样本 性 质 。 一 般 地 说 ,统计 
方法 的 相合 性 是 指 : 只 要 样本 大 小 n 足够 大 , 则 使 用 这 个 
统计 方法 时 ， 可 以 用 任意 确切 的 程度 回答 所 提出 的 统计 
推断 问题 。 例 如 ,估计 的 相合 性 是 表示 , 当 n->oo 时 ， 估 
计量 在 一 定 意义 下 ， 如 依 概率 收敛 或 几乎 必然 收敛 或 以 
r 阶 平均 收 敏 ( 见 概率 论 中 的 收效 ) 于 被 估计 值 。 检验 的 
相合 性 是 指 它 在 任意 指定 的 备 择 假设 处 的 功效 当 n->oo 
时 趋 于 1。 相合 性 是 最 基本 也 是 最 容易 满足 的 大 样本 性 
质 。 还 有 渐 近 无 偏 性 、 浙 近 有 效 性 ( 见 点 估计 )、 和 渐 近 
正 态 性 ,或 更 一 般 地 ， 渐 近 于 某 种 特殊 的 极限 分 布 的 性 
质 ,也 都 是 重要 的 大 样本 性 质 。 

大 样本 统计 的 发 展 , 依 赖 于 概率 论 的 极限 理论 , 它 在 
一 定 程度 上 已 构成 概率 论 极限 理论 的 一 个 方面 。1900 年 
区 .皮尔 森 证 明了 关于 拟 合 优 度 的 x* 统 计量 的 分 布 浙 近 于 
好 分布 的 著名 定理 ， 可 以 作为 大 样本 理论 的 发 端 。 更 早 
一 些 ， 在 概率 论 中 就 证 明了 关于 二 项 分 布 渐 近 于 正 态 分 
布 的 定理 ,这 个 定理 也 可 用 于 大 样本 统计 方法 ( 求 二 项 分 
布 参数 的 大 样本 区 间 估 计 ), 但 习惯 上 把 这 定理 看 作 是 纯 
粹 概率 论 的 定理 。 自 1900 年 以 后 ,特别 是 二 次 大 战 后 的 
30 多 年 中 , 大 样本 理论 发 展 很 快 ， 达 到 了 相当 深入 的 地 
步 , 重要 的 结果 有 :关于 拟 合 优 度 的 x* 检验 渐 近 于 x? 分 
布 的 理论 ,最 大 似 然 估计 及 一 般 渐 近 有 效 估计 的 理论 , 似 
然 比 痊 验 及 一 般 浙 近 有 效 估计 的 理论 ， 稳 健 估计 大 样本 
理论 以 及 非 参 数 统计 中 大 量 的 大 样本 理论 。 现 在 ， 大 样 
本 理论 在 数理 统计 学 中 仍 是 一 个 活跃 的 研究 方面 。( 见 从 
设 检验 ,点 估计 ,稳健 统计 ) 

参考 书目 


J. Serfling, Approximation Theorems in Moathematicol 
Stotistics, John Wiley & Sons, New York, 1980. 


( 陈 看 现 ) 
dolshu fangcheng 
代数 方程 (algebraic equation) 
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见 多 项 式 。 


daishu hanshu 
代数 函数 (algebraic function) 
程 
P(z,zo) 三 on(z)iom 十 an-i(Z)Um-1 十 … 十 Qo(2) 一 0 (1) 
确定 的 多 值 函数 , 式 中 w(z)(j 一 0, 1,…, n) 是 z 的 多 项 
式 。 由 (1) 式 和 下 列 方 程 
BP(z,w) 
Bw 


由 不 可 约 方 


=nas( Zw! + (n— 1)an (Zw? 
+*…+a.(2)=0, (2) 
消去 ww 得 到 的 判别 式 D(z) 是 z 的 非 恒 为 零 的 多 项 式 。 若 
二 不 是 D(z) 的 零点 , 则 P(zos,w)=0 恰 及 个 判别 的 根 ws 
(j=1,2,…， n )。 若 再 设 za 不 是 om(z) 之 零点 , 则 由 隐 范 
数 定理 知 ,存在 个 判别 的 正则 函数 元 素 (wy(z)， B(zo)) 
(j=1, 2，…， 9 属于 方程 (1)， 即 在 以 z6 为 心 的 某 个 圆 
B(z。) 内 满足 P(z, wi(z))=0,， 且 wy (20) =wy (j=1, 
2,…, nm)。 落 za 是 D(z) 之 零点 , 则 P(zo, w)=0 有 重 根 


ws 设 其 重 级 为 入, 且 以 2= nm。 此 时 在 an 点 穿 润 的 小 加 


Bza) 上 ?个 函数 元 素 能 分 为 ! 个 循环 (tuwu(z)，B(zo)) 
(及 一 1, 2，…， Msk=1,2,…s1) 并 且 当 沿 着 在 (zo) 中 的 
曲线 围绕 z。 开拓 时 ， 同 一 循环 中 的 函数 元 素 互 相 置 换 。 
设 由 w,(z) 在 启 (z。) 中 开拓 所 得 之 多 值 函 数 为 wa(z)， 
则 它 可 表 为 某 个 加 B(z。) 内 收敛 的 分 数 短 级 数 w(z) 
一 Wi 十 be(z 一 zo)r/ 十 …， 此 时 (tox(z)，B(zo)) 是 属于 方 
程 (1 的 代数 函数 元 素 。 当 zu= eo 时 ,以 f=1/z 代 之 ， 若 
ti 一 ce, 则 Du= ljuo 代 之 。 再 者 由 属于 不 可 约 方程 (1) 的 
任 一 函数 元 素 (正则 的 或 代数 的 ) 出 发 可 以 用 解析 开拓 方 
法 来 联接 整个 函数 , 即 属于 方程 (1) 的 函数 元 素 经 解析 开 
拓 所 得 的 函数 元 素 仍 属 于 方程 (1), 并 且 任 两 个 属于 方程 
(1) 的 函数 元 素 能 经 解析 开拓 互相 得 到 。 因 此 代数 函数 是 
在 扩充 的 复 平 面 C= CU {co} 上 仅 具有 有 限 多 个 代数 分 支 
点 和 极点 的 完全 解析 函数 。 反 之 ， 具 有 上 述 特征 的 完全 
解析 函数 , 且 对 于 一 固定 点 zu, 仅 具有 有 限 个 以 zo 为 中 心 
的 函数 元 素 者 ,满足 一 不 可 约 代数 方程 , 且 除 去 一 个 非 堆 
的 常数 因子 外 ,此 方程 是 唯一 的 。 

应 用 B. 黎 曼 的 方法 可 以 构造 一 个 新 的 曲面 以 代替 
= 平面, 使 得 在 此 曲面 上 代数 函数 为 通常 的 单位 函数 ,这 
个 曲面 即 是 化 更 曲面 。 相 应 于 代数 函数 的 黎 曼 曲面 是 紧 
的 ,曲面 的 亏 格 即 定义 为 代数 函数 的 亏 格 .例如 , 超 梢 加 曲 
线 邮 一 P(z) 的 筷 格 了 = [一 于 二 ]， 其 中 P(z) 是 z 的 由 
次 多 项 式 ,[a] 表示 0 的 整数 部 分 。 

由 方程 (1) 联 系 着 的 z 和 也 的 有 理 函 数 R(z,w) 之 积 
分 


[ee 2D)dz 


称 为 阿 贝尔 积分 ,对 于 这 个 积分 有 一 系列 标准 形式 ,使 得 
任 一 这 类 型 的 积分 能 通过 适当 的 变数 变换 变 为 其 中 一 个 
标准 形式 。 这 个 积分 是 一 多 值 函 数 ， 其 多 值 性 不 仅 产生 
于 民 的 留 数 和 w(z) 的 多 值 性 ,而 且 还 依赖 于 相应 的 黎 曼 


曲面 的 拓扑 性 质 。 

关于 阿 贝尔 积分 之 研究 还 导致 代数 函数 的 单 值 化 的 
可 能 性 问题 。 代 数 函数 单 值 化 问题 是 对 于 方程 (1) 所 确 
定 的 z 和 书 的 多 值 对 应 关系 zw, 去 寻找 一 个 参数 表示 
《z(bu( 区 ) 其 中 z 芍 和 zz( 划 是 定义 于 人 的 子 域 T 上 的 
t+ 的 单 值 函 数 。 代 数 函 数 的 单 值 化 问题 引起 了 一 般 单 值 化 
理论 之 发 展 。19 世 纪 下 半 叶 和 20 世 纪 的 最 初 10 年 ,世界 
上 许多 杰出 的 数学 家 ， 如 歼 曼 、F. 克 莱 因 、H. 斋 加 莱 、 
H. A, 施 瓦 效 、B. H. 纽曼 和 P. 克 贝 等 人 都 作出 了 重要 
的 贡献 ,最 后 于 1908 年 由 克 贝 和 庞 加 莱 同 时 解决 。 代 数 
函数 这 个 特殊 情形 的 解决 ， 曾 引起 拓扑 学 与 共 形 映射 理 
论 之 结合 。 对 于 代数 函数 单 值 化 的 基本 结论 是 , 亏 格 
p=0 的 代数 函数 由 有 理 函数 单 值 化 , 即 (z(t) ,w(t)) 是 两 
个 + 的 有 理 函 数 ; 亏 格 p= 1 时 ， 由 双 周期 椭 加 函数 单 值 
化 1 亏 格 p>2 时 , 由 单位 加 内 对 某 个 富 克 斯 群 自 守 的 亚 
纯 函数 单 值 化 。 

代数 函数 论 还 沿 着 算术 的 方向 和 几何 的 方向 发 展 ， 
后 者 是 用 几何 方法 研究 代数 曲线 ， 并 发 展 为 代数 几何 。 

参考 书目 

P. Appell et E. Goursat, Théorie des Fonctions Algebri- 
que de Leurs Intégrolés, T. 1~2, Gauthier-Villars, Paris, 
1929~~1930. 
R. Nevanlinna, Uniformisierung, Springer-Verlag, Berlin, 


1953. 
《 何 育 货 沈 变 虽 )》 


dolshu hanshuyu 
代数 函数 域 (field of algebraic function) 
一 个 域 上 的 n(n>1) 元 有 理 函 数 域 的 有 限 扩张 。 设 K 是 一 
个 在 任意 域 了 上 经 添加 有 限 个 元 素 zi，…xovxnri oz 
所 生成 的 域 ,其 中 ，…,xn(n 宇 1) 在 F 上 是 代数 独立 的 ; 
or 关于 (X41,…,Xn) 是 代数 元 , 则 称 KK 是 以 F 为 
系数 域 的 ne 元 代数 函数 域 。 当 n=1 时 ,简称 K 为 F 上 的 
代数 函数 域 ， 记 作 K/F。K 中 所 有 关于 下 的 代数 元 成 一 
个 子 域 F, 称 之 为 K/F 的 常量 域 。 为 了 方便 起 见 ， 以 下 
设 F 本 身 就 是 K/F 的 常量 域 。 

除 子 ”在 代数 函数 域 K/F 中 ，K 的 一 个 不 平凡 赋 
值 , 若 在 F 上 是 平凡 的 , 则 称 为 K/F 的 一 个 赋值 ,由 KK/F 
的 离散 赋值 所 成 的 等 价 类 ，, 称 之 为 K/F 的 素 除 子 。 这 种 
素 除 子 有 无 限 多 个 。 作 形式 署 积 = JIPp??, 其 中 ap 是 整 
数 ， 而 且 只 有 有 限 多 个 不 为 零 ; P 取 遍 K/R 的 所 有 素 除 
子 。 这 种 称 为 K/F 的 除 子 。 如 果 每 个 av 都 不 是 负 整 
数 ,那么 a 就 称 为 整除 子 。 对 于 两 个 除 子 a= 1p 和 b= 
卫 P?r, 规 定 ;a=b， 当 且 仅 当 对 每 个 p 都 有 4,=b。， 规 定 
乘法 运算 为 ab= IIPee ni 除 子 JP 记 为 o'。 若 ob 
是 一 整除 子 , 则 称 a 除 尽 b, 记 作 qlb。 

亏 格 由 于 素 除 于 Pp 的 剩余 类 域 是 F 上 的 一 个 有 限 
扩张 ， 其 扩张 次 数 称 为 素 除 子 p 的 次 数 , 记 为 d(p)。 规 定 
除 子 a= "的 次 数 为 da) 一 习 aod(p)， 于 是 有 da) 


一 一 d(9) 以 及 aab) 一 aa) 十 d(b)。 

对 于 天 中 不 为 零 的 %, 规 范 化 的 指数 赋值 ns(a) 一 ms 
是 整数 ， 且 只 有 有 限 多 个 p 有 ms 关 0， 从 而 可 作出 除 子 
(9) 一 IIp"s。 设 a 是 任 一 除 子 , 子 集 L(a)={aEK|a=0， 
或 者 al(a)} 形 成 P 上 的 一 个 有 限 维 空间 , 它 的 维 数 , 记 
为 Ka)。 当 9 遍 取 K/F 中 所 有 的 除 子 时 ， 整 数 集 {1(a) 
+d(a)} 是 有 下 界 的 。 令 ~g+1l=min {Ka)+d(q)), 由 
此 确定 的 非 负 整数 9 是 代数 函数 域 的 一 个 重要 不 变量 ， 
称 为 K/F 的 亏 格 。 虽 然 是 了 B. 黎 曼 首先 明确 提出 并 命名 
它 为 亏 格 的 ， 但 是 早 在 N. H. 阿 贝尔 的 著作 中 就 已 经 出 
现 过 。 

让 分 和 黎 显 - 罗 持 定理 ” 作 K 关 于 离散 赋值 us 的 完 
备 化 (completion)K,， 于 是 K, 的 元 素 都 可 以 表 作 某 个 
sxEK 的 形式 等级 数 。 设 下 是 个 完全 域 (perfect field)。 
则 可 选择 适当 的 1EK, 使 得 KK 成 为 F(t) 的 可 分 代数 扩张 。 


另 一 方面, 作为 Ks 的 元 素 ,有 t= 六 nr' 规定 -让 ~ 


加 ia 并 以 l 记 向 量 (…， 是- )， 其 中 每 个 分 
量 是 对 不 同 的 素 除 子 了 来 取 的 , 因此 二 是 个 无 限 向 量 。 
对 于 中 每 个 ,规定 ud 一 (…,tt 昧 ，…)， 并 称 之 为 K 


的 微分 。 当 4#*0 时 ,总 有 & 于 关 0。 于 是 np (时 ) 汪汪 


是 整数 ， 且 只 有 有 限 多 个 不 为 零 ， 由 此 定 出 一 个 除 子 
ud) = TI 车 对 某 个 除 子 b 有 b|(udt), 则 称 4dt 被 


b 除 尽 ,K 中 所 有 被 b 除 尽 的 微分 (包括 0), 组 成 PF 上 一 个 
有 限 维 空间 , 它 与 t.* 的 选择 无 关 , 它 的 维 数 记 作 Mb)。 

黎 曼 - 罗 赫 定理 对 于 代数 函数 域 K/F 的 任何 一 个 
除 子 a, 恒 有 等 式 Ka) 一 d(q- 一 9+1+8a-1) 成 立 。 

亏 格 为 0 和 1 的 代数 范 数 域 FF 上 的 有 理 函 数 域 
F(x), 它 的 亏 格 为 0。 反 之 , 若 K/F 的 亏 格 是 0, 则 除了 有 
理 函 数 域外 ，K 只 能 是 上 圆锥 曲线 的 函数 域 ， 即 K= 
F(x,y), 其 中 x 与 满足 F 上 圆锥 曲线 的 方程 

az 十 (br 十 c) 十 (dx 十 ex 十 了 ) 一 0。 

亏 格 为 1 的 代数 函数 域 称 为 梢 加 域 。 特 别 在 了 为 复 
数 域 C 时 ， 以 复数 4a、b (a/b 不 是 实数 为 周期 的 椭圆 函 
数组 成 一 个 域 K, 作 为 C 上 的 代数 函数 域 而 论 , 它 的 亏 格 
等 于 1。 


在 历史 上 曾 企图 把 形 如 re， y)dx 的 积分 用 有 限 


的 形式 表 出 ,于 是 引起 对 代数 函数 域 的 研究 ,这 里 p(x,y) 
是 含 x.y 的 有 理 式 ;y 与 x 满足 一 个 整 关 系 式 f(x,y)=0。 
代数 函数 的 理论 , 历来 就 有 几 种 不 同 的 描述 方法 ,其 中 之 
一 属于 “算术 -代数 "这 一 方向 , 即 所 谓 代数 函数 域 。 它 始 
于 19 世纪 80 年 代 R. 戴 德 全 和 也. 韦伯 的 工作 。 自 20 世 
纪 以 来 , 随 着 抽象 代数 学 的 发 展 ， 戴 德 金 和 韦伯 的 理论 ， 
先后 经 卫 . 诺 特 、H. 哈 塞 、F. K. 施 密 特 和 A. 韦 伊 以 及 
其 他 学 者 的 逐步 简化 和 推广 ， 对 域 了 的 限制 得 以 逐步 解 
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除 ， 使 这 一 理论 的 许多 内 容 包括 黎 曼 - 罗 赫 定 理 , 可 以 在 
下 为 任意 域 的 情况 下 来 建立 。 
参考 书目 

C. Chevalley, Introduction to the Theory of Algebroic 
functions of one Variable, Amer. Math. Soc., New York, 
1951. 

E. Artin, Algebraic Numbers and Algebraic Functions, 
Grodon and Breach, New York, 1967. 

( 基 执 中 ) 


dalshu jiben dingl 
代数 基本 定理 (fundamental theorem of 
algebra) 。 关于 多 项 式 根 的 定理 , 即 一 个 次 数 不 小 于 
1 的 复 系数 多 项 式 f(x) 在 复数 域内 有 一 根 。 由 此 推出 ,一 
个 以 >1) 次 复 系数 多 项 式 人 (x) 在 复数 域内 恰 有 nt 个 根 
( 重 根 按 重 数 计算 )。 这 条 定理 形式 上 是 代数 的 ， 但 是 它 
的 证 明 却 离 不 开 复数 域 的 解析 性 质 。 C- F. 高 斯 于 1799 
年 首先 给 出 这 个 定理 的 一 个 证 明 。 

20 世纪 以 前 ， 代数 研究 的 对 象 ,如 起 阵 、 二 次 型 和 各 
种 超 复数 系 都 是 建立 在 实数 域 或 复数 域 之 上 的 ， 当 时 代 
数 基本 定理 起 着 核心 的 作用 。20 世纪 以 来 , 随 着 代数 学 
的 进一步 发 展 ,抽象 代数 结构 ,如 群 、 环 楼 、 域 相继 出 现 ， 
于 是 代数 基本 定理 逐渐 失去 了 它 的 原 有 的 地 位 。 

代替 代数 基本 定理 的 是 根 的 存在 定理 ， 设 了 是 任 一 
域 。f(X) 是 多 项 式 环 F[x] 中 任 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 存 
在 F 的 一 个 扩 域 K, 使 得 fx) 在 K 内 有 一 根 。 由 此 得 到 
分 裂 域 的 存在 定理 ， 对 于 任 一 域 下 和 任 一 n(n1) 次 多 
项 式 也 zx)EF[x], 则 存在 下 的 一 个 代数 扩 域 卫 使 得 f(x) 
在 正 内 完全 分 解 也 z) = (zx 一 qi)(x 一 中)…(z 一 mm), 而 且 
卫 可 由 添加 qi,az,…,an 到 下 上 而 得 到 。 更 进一步 ,最 后 
可 得 到 下 上 代数 闭 包 的 存在 定理 ，F 上 存在 一 个 代数 扩 
张 9 使 得 Q[x] 内 每 个 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 在 9 内 完 
全 分 解 。9 称 为 上 的 代数 闭 包 。 而 且 F 上 任何 两 个 代 
数 闭 包 是 同 构 的 , 因而 在 同 构 意义 下 0 由 下 唯一 决定 。 
日 本 身 是 一 个 代数 闭 域 。 复数 域 就 是 一 个 代数 团 域 。 现 
在 9 正 起 着 复数 域 在 历史 上 所 起 过 的 作用 。 

参考 书目 

范 . 德 .瓦尔 登 着 , 丁 石 孙 、 曾 肯 成 、 郝 炳 新 等 译 ;< 代 数学 *»， 第 
工 册 ， 科 学 出 版 社 ， 北京 ， 1963。(B. L. van der Waerden, 
Algebra, Vol. 1,Springer-Verlag, Berlin, 1955.) 
(天 里 沼 ) 

daishu jihe 
代数 几何 (algebraic geometry) 。 现代 数学 的 
一 个 重要 分 支 学 科 。 它 的 基本 研究 对 象 是 在 任意 维 数 的 
( 仿 射 或 射影 ) 空 间 中 ， 由 若干 个 代数 方程 的 公共 零点 所 
构成 的 集合 的 几何 特性 。 这 样 的 集合 通常 叫做 代数 答 , 而 
这 些 方程 叫做 这 个 代数 签 的 定义 方程 组 。 

一 个 代数 后 VV 的 定义 方程 中 的 系数 以 及 V 中 点 的 从 
标 通常 是 在 一 个 固定 的 域 k 中 选取 的 ， 这 个 域 就 叫做 V 
的 基 域 。 当 V 为 不 可 约 时 ( 即 如 果 V 不 能 分 解 为 两 个 比 它 
小 的 代数 签 的 并 )*V 上 所 有 以 代数 式 定义 的 函数 全 体 也 
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构成 一 个 域 ,叫做 V 的 有 理 函 数 域 , 它 是 的 一 个 有 限 生 
成 扩 域 。 通 过 这 样 的 一 个 对 应 关系 ， 代 数 几 何 也 可 以 看 
成 是 用 几何 的 语言 和 观点 进行 的 有 限 生成 扩 域 的 研究 。 

代数 乌 V 关 于 基 域 k 的 维 数 可 以 定义 为 V 的 有 理 函 
数 域 在 上 上 的 超越 次 数 , 一 维 的 代数 秘 叫 做 代数 曲线 ,二 
维 的 代数 策 叫 做 代数 曲面 。 

代数 饶 的 最 简单 的 例子 是 平面 中 的 代数 曲线 。 例 如 ， 
著名 的 费 马 猜想 (又 称 费 马 大 定理 ) 就 可 以 归结 为 下 面 的 
问题 :在 平面 中 ,由 方程 难 十 难 = 1 定义 的 曲线 ( 称 为 费 
马 曲 线 ) 当 m> 3 时 没有 坐标 都 是 非 零 有 理 数 的 点 。 

另 一 方面 ,下 面 的 齐 次 方程 组 

Xo = XX, 

a+ A+ A+ x=0, 
在 复数 域 上 的 射影 空间 中 定义 了 一 条 曲线 。 这 是 一 条 椭 
加 曲线 。 

人 们 对 代数 策 的 研究 通常 分 为 局 部 和 整体 两 个 方 
面 。 局 部 方面 的 研究 主要 是 用 交换 代数 方法 讨论 代数 策 
中 的 奇异 点 以 及 代数 策 在 奇异 点 周围 的 性 质 。 

作为 奇异 点 的 例子 ,可 以 考察 由 方程 妇 一 态 =0 所 定 
义 的 平面 曲线 中 的 原点 (0,0)。 这 是 一 个 歧 点 。 

不 带 奇异 点 的 代数 徐 称 为 非 奇 异 代数 钞 。 数 学 家 庆 
中 平 补 在 1964 年 证 明了 基 域 的 特征 为 0 时 的 奇 点 解 
消 定理 ， 任 意 代数 策 都 是 某 个 非 奇异 代数 筑 在 双 有 理 映 
射 下 的 像 。 

一 个 代数 策 Vi 到 另 一 个 代数 筑 V; 的 映射 称 为 双 有 
理 映射 ， 如 果 它 诱导 有 理 函数 域 之 间 的 同 构 。 两 个 代数 
签 VivV 称 为 双 有 理 等 价 的 ,如 果 在 Vi 中 有 一 个 稠密 开 
集 同 构 于 V 的 一 个 稠密 开 集 。 这 个 条 件 等 价 于 Vi 和 Vs 
的 有 理 函 数 域 同 构 。 由 于 这 个 等 价 关 系 ,代数 策 的 分 类 党 
常 可 以 归结 为 对 代数 策 的 双 有 理 等 价 类 的 分 类 。 

当前 代数 几何 研究 的 重点 是 整体 问题 ， 主 要 是 代数 
签 的 分 类 以 及 给 定 的 代数 策 中 的 子 答 的 性 质 。 同 调 代数 
的 方法 在 这 类 研究 中 起 着 关键 的 作用 。 

代数 几何 中 的 分 类 理论 是 这 样 建立 的 ， 对 每 个 有 关 
的 分 类 对 象 (这 样 的 分 类 对 象 可 以 是 某 一 类 代数 簧 ,例如 
非 奇 异 射影 代数 曲线 ， 也 可 以 是 有 关 的 代数 秘 的 双 有 理 
等 价 类 )， 人 们 可 以 找到 一 组 对 应 的 整数 ， 称 为 它 的 数值 
不 变量 .例如 在 射影 代数 筑 的 情形 , 它 的 各 阶 上 同调 空间 
的 维 数 就 都 是 数值 不 变量 。 然 后 试图 在 所 有 具有 相同 的 
数值 不 变量 的 分 类 对 象 组 成 的 集合 上 建立 一 个 自然 的 代 
数 结构 , 称 为 它们 的 参量 往 , 使 得 当 参量 徐 中 的 点 在 某 个 
代数 结构 中 变化 时 ， 对 应 的 分 类 对 象 也 在 相应 的 代数 结 
构 中 变化 。 目 前 建立 有 较 完 整 的 分 类 理论 的 只 有 代数 曲 
线 .代数 曲面 的 一 部 分 ,以 及 少数 特殊 的 高 维 代数 签 。 现 
在 研究 得 最 深入 的 是 代数 曲线 和 阿 贝 尔 徐 的 分 类 。 

与 子 徐 问 题 密切 相关 的 有 著名 的 霍 奇 狂想: 设 X 是 
复数 域 上 的 一 个 非 奇 异 射影 代数 锯 ，p 为 小 于 X 的 维 数 
的 一 个 正 整数 。 则 Xx 上任 一 型 为 (p,p) 的 整 上 同调 类 中 都 
有 代数 代表 元 。 


代数 几何 的 起 源 很 自然 地 是 从 关于 平面 中 的 代数 曲 
线 的 研究 开始 的 。 对 于 一 条 平面 曲线 , 人们 首先 注意 到 的 
一 个 数值 不 变量 是 它 的 次 数 ， 即 定义 这 条 曲线 的 方程 的 
次 数 。 由 于 次 数 为 一 或 二 的 曲线 都 是 有 理 曲 线 ( 即 在 代数 
几何 的 意义 下 同 构 于 直线 的 曲线 )， 人 们 今天 一 般 认 为 ， 
代数 几何 的 研究 是 从 19 世 纪 上 半 叶 关于 三 次 或 更 高 次 的 
平面 曲线 的 研究 开始 的 (早期 人 们 研究 的 代数 钱 都 是 定 
义 在 复数 域 上 的 )。 例 如 ,N.H. 阿 贝 尔 在 1827 一 1829 年 关 
于 椭圆 积分 的 研究 中 ,发 现 了 椭圆 函数 的 双 周 期 性 ,从 而 
奠定 了 椭圆 曲线 (它们 都 可 以 表示 成 平面 中 的 三 次 曲线 ) 
理论 基础 另 一 方面 ，C. G. J. 站 可 比 考虑 了 椭圆 积分 反 
函数 问题 ， 他 的 工作 是 今天 代数 几何 中 许多 重要 概念 的 
基础 (如 曲线 的 雅 可 比 筑 .9 函数 等 )。 

B. 黎 曼 1857 年 引入 并 发 展 了 代数 函数 论 , 从 而 使 代 
数 曲线 的 研究 获得 了 一 个 关键 性 的 突破 。 黎 曼 把 他 的 函 
数 定义 在 复数 平面 的 某 种 多 层 复 迭 平面 上 ， 从 而 引入 了 
所 谓 黎 曼 曲面 的 概念 。 用 现代 的 语言 ， 紧 致 的 黎 曼 曲面 
就 一 一 对 应 于 抽象 的 射影 代数 曲线 。 运 用 这 个 概念 ， 黎 
曼 定义 了 代数 曲线 的 一 个 最 重要 的 数值 不 变量 : 亏 格 ,这 
也 是 代数 几何 历史 上 出 现 的 第 一 个 绝对 不 变量 ( 即 不 依 
坦 于 代数 生 在 空间 中 的 央 入 的 不 变量 )。 黎 盟 还 首次 考虑 
了 亏 格 g 相同 的 所 有 黎 曼 曲 面 的 双 有 理 等 价 类 的 参量 答 
问题 ,并 发 现 这 个 参量 入 的 维 数 应 当 是 3 一 3， 虽然 黎 曼 
未 能 严格 证 明 它 的 存在 性 。 

黎 曼 还 用 解析 方法 证 明了 黎 曼 不 等 式 ，!(D)> 
daD)-9%+1， 这 里 忆 是 给 定 的 黎 曼 曲面 上 的 除 子 。 随 后 
他 的 学 生 G. 罗 赫 在 这 个 不 等 式 中 加 入 一 项 ,使 它 变 成 了 
等 式 。 这 个 等 式 就 是 著名 的 下 . 希 策 布 鲁 炎 和 人. 格 罗 腾 
迪克 的 黎 显 - 罗 赫 定理 的 原始 形式 ( 见 代数 西数 域 )。 

在 黎 曼 之 后 ， 德 国 数学 家 M. 诺 特等 人 用 几何 方法 
获得 了 代数 曲线 的 许多 深刻 的 性 质 。 诺 特 还 对 代数 曲面 
的 性 质 进 行 了 研究 。 他 的 成 果 给 以 后 意大利 学 派 的 工作 
建立 了 基础 。 

从 19 世纪 末 开 始 ,出 现 了 以 G. 卡 斯 特 尔 诺 沃 ,F. 思 
里 奎 斯 和 下. 塞 维 里 为 代表 的 意大利 学 派 以 及 以 H. 庞 加 
莱 、. 皮卡 和 S. 莱 夫 谢 艾 为 代表 的 法 国学 派 ,他 们 对 复 
数 域 上 的 低 维 代数 签 的 分 类 作 了 许多 非常 重要 的 工作 ， 
特别 是 建立 了 被 认为 是 代数 几何 中 最 漂亮 的 理论 之 一 的 
代数 曲面 分 类 理论 。 但 是 由 于 早期 的 代数 几何 研究 缺乏 
一 个 严格 的 理论 基础 ,这 些 工作 中 存在 不 少 漏洞 和 错误 ， 
其 中 个 别 漏洞 直到 目前 还 没有 得 到 弥补 。 

20 世 纪 以 来 代数 几何 最 重要 的 进展 之 一 是 它 在 最 一 
般 情形 下 的 理论 基础 的 建立 。20 世纪 30 年 代 ,O. 扎 里 斯 
基 和 B.[. 范 . 德 "瓦尔 登 等 首先 在 代数 几何 研究 中 引进 
了 交换 代数 的 方法 。 在 此 基础 上 , A. 韦 伊 在 40 年 代 利 
用 抽象 代数 的 方法 建立 了 抽象 域 上 的 代数 几何 理论 ， 然 
后 通过 在 抽象 域 上 重建 意大利 学 派 的 代数 对 应 理论 ， 成 
功 地 证 明了 当天 是 有 限 域 的 时 候 ， 关 于 代数 曲线 了 函数 
具有 类 似 于 黎 曼 猜想 的 性 质 。 


50 年 代 中 期 ， 法 国 数学 家 J. P. 塞 尔 把 代数 徐 的 理 
论 建立 在 层 的 概念 上 ,并 建立 了 凝聚 层 的 上 同调 理论 ,这 
个 为 格 罗 腾 迪 克 随 后 建立 概 型 理论 奠定 了 基础 。 概 型 理 
论 的 建立 使 代数 几何 的 研究 进入 了 一 个 全 新 的 阶段 。 概 
型 的 概念 是 代数 生 的 推广 ， 它 允许 点 的 坐标 在 任意 有 单 
位 元 的 交换 环 中 选取 ,并 人 允许 结构 层 中 存在 窄 零 元 。 

概 型 理论 的 另 一 个 重要 意义 是 把 代数 几何 和 代数 数 
域 的 算术 统一 到 了 一 个 共同 的 语言 之 下 ， 这 使 得 在 代数 
数论 的 研究 中 可 以 应 用 代数 几何 中 大 量 的 概念 、 方 法 和 
结果 。 这 种 应 用 的 两 个 典型 的 例子 就 是 ，Q@OP. 德 利 涅 
于 1973 年 把 韦 伊 关 于 了 函数 的 定理 推广 到 了 有 限 域 上 
的 任意 代数 馈 ， 即 证 明了 著名 的 韦 伊 猜 想 ， 正 是 利用 了 
格 罗 腾 迪 克 的 概 型 理论 。@G. 法 尔 廷 斯 在 1983 年 证 
明了 莫 德尔 猜想 。 这 个 结果 的 一 个 直接 推论 是 费 马 方程 
如 + 加 1 在 mn>4 时 最 多 只 有 有 限 多 个 非 零 有 理解 ， 从 
而 使 费 马 猜想 的 研究 获得 了 一 个 重大 突破 。 

在 男 一 方面 , 20 世纪 以 来 复数 域 上 代数 几何 中 的 超 
越 方法 也 得 到 了 重大 的 进展 , 例 如 G.-W, 德 . 拉 姆 的 解 
析 上 同调 理论 ，W. V. D, 徐 奇 的 调和 积分 论 的 应 用 ,以 
及 小 平 邦彦 和 D. C. 斯 潘 塞 的 变形 理论 以 及 P. 格 里 非 
思 的 一 些 重 要 工作 等 。 

周 炜 良 对 20 世纪 前 期 的 代数 几何 发 展 作出 了 许多 
重要 的 贡献 。 他 建立 的 周 环 、 周 禾 、 周 坐标 等 概念 对 代数 
几何 的 许多 领域 的 发 展 起 了 重要 的 作用 。 他 还 证 明了 著 
名 的 局 定理 ， 若 一 个 紧 致 复 解析 流 形 是 射影 的 ， 则 它 必 
定 是 代数 策 。 

20 世纪 后 期 , 在 古典 的 复数 域 上 低 维 代数 策 的 分 类 
理论 方面 也 取得 了 许多 重大 进展 。 在 代数 曲线 的 分 类 方 
面 ,由 于 D. B. 芒 福 德 等 人 的 工作 ， 人 们 现在 对 代数 曲线 
参量 徐 -f, 已 经 有 了 极其 深刻 的 了 解 。 芒 福 德 在 60 年 代 
把 格 罗 葡 迪克 的 概 型 理论 用 到 古典 的 不 变量 理论 上 ， 从 
而 创立 了 几何 不 变量 理论 ， 并 用 它 证 明了 .4v 的 存在 性 
以 及 它 的 拟 射 影 性 ,人们 已 经 知道 48, 是 一 个 不 可 约 代数 
簇 , 而 且 当 g>24 时 是 一 般 型 的 。 目前 对 4， 的 子 代数 馈 
的 性 质 也 开始 有 所 了 解 。 

代数 曲面 的 分 类 理论 也 有 很 大 的 进展 。 例 如 , 60 年 
代 中 期 小 平 邦彦 彻底 弄 清 了 椭圆 曲面 的 分 类 和 人 性质; 
1976 年 , 丘成桐 和 宫 网 洋 一 同时 证 明了 一 般 型 代数 曲面 
的 一 个 重要 不 等 式 ，ci<3cz, 其 中 和 cs 是 曲面 的 陈 
数 。 同 时 ， 或 更 高 维 代数 策 的 分 类 问题 也 开始 引起 
人 们 越 来 越 大 的 兴趣 。 

代数 几何 与 数学 的 许多 分 支 学 科 有 着 广泛 的 联系 。 
除了 上 面 提 到 的 数论 之 外 ， 还 有 如 解析 几何 ,微分 几何 、 
交换 代数 、 代 数 群 、 玉 理论 、 拓 扑 学 等 。 代 数 几何 的 发 
展 和 这 些 学 科 的 发 展 起 着 相互 促进 的 作用 。 同 时 ， 作 为 
一 门 理论 学 科 ， 代 数 几何 的 应 用 前 景 也 开始 受到 人 们 的 
注意 ， 其 中 的 一 个 显著 的 例子 是 代数 几何 在 控制 论 中 的 
应 用 。 

近年 来 ,人 们 在 现代 粒子 物理 的 最 新 的 超 弦 理 论 中 ， 
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已 广泛 应 用 代数 几何 工具 ， 这 预示 古老 的 代数 几何 学 将 
对 现代 物理 学 的 发 展 发 挥 重 要 的 作用 。 
参考 书目 
1. R. Shafarevich, Basic Algebroic Geometry, Grand- 
lehren der Mathematischen W issenschaften, 213, Springer— 
Verlag, Berlin, 1974. 
D. Mumford, Algebraic Geometry I. Complex Proje- 
ctive Vorieties, Springer-Verlag, Berlin, 1976. 
R, Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag. 
Berlin, 1977. 
S. Litaka, Algebraic Geometry, Springer-Verlag. Berlin, 
1982. 
( 萧 刚 ) 


dalshu kuozhong 
代数 扩张 (algebraic extension) 。 见 域 。 
dolshu shulun 
代数 数论 (algebraic number theory) 
数论 的 一 个 重要 分 支 。 它 以 代数 整数 ， 或 者 代数 数 域 为 
研究 对 象 ， 不 少 整数 问题 的 解决 要 借助 于 或 者 归结 为 代 
数 整 数 的 研究 。 因 之 ， 代 数 数论 也 是 整数 研究 的 一 个 自 
然 的 发 展 。 代 数 数论 的 发 展 也 推动 了 代数 学 的 发 展 。 

代数 数论 主要 起 源 于 费 马 大 定理 的 研究 。 法 国 数学 
家 P. de 费 马 在 学 习 与 翻译 丢 严 图 的 《算术 》 一 书 时， 
在 书 边 上 写 下 了 著名 的 “大 定理 "， 即 方程 *+ 妨 == 玫 
《n>2) 没有 xyz 友 0 的 整数 解 。 他 说 他 已 得 到 了 这 个 结 
果 的 证 明 , 由 于 地 方太 小 而 未 写 下 。 可 是 直到 现在 ,三 百 
多 年 来 经 过 许多 数学 家 的 努力 ， 这 个 “大 定理 "还 没有 能 
够 得 到 证 明 。 

容易 看 出 ,这 个 结果 的 证 明 ， 可 以 归结 到 n=4 以 及 
?为 奇 素数 的 情形 。 费 马 本 人 给 出 了 m=4 的 证 明 ，L. 
欧 拉 与 A.-M. 勒 让 舍 证 明了 n=3 的 情形 ，P. G. L. 多 
利克 雷 证 明了 nm= 5 的 情形 。 虽 然 对 于 许多 奇 素数 ,人们 
已 经 证 明了 这 个 结果 ,但 始终 没有 得 到 一 个 一 般 的 证 明 。 

忆 , 卫 , 库 冉 尔 是 努力 证 明 喝 马 大 定理 的 数学 家 之 一 。 
他 利用 nn 次 本 原单 位 根 $=e**", 把 方程 x"+ 妨 = 妇 写 成 
= (2 一 J)(2 一 摧 )…(2 一 ?""y)， 他 以 为 在 分 圆 域 8(?) 
中 ，“ 整 数 "也 象 普通 整数 一 样 ， 可 以 唯一 地 分 解 成 素数 
的 乘积 。 在 这 个 前 提 下 ， 库 默 尔 给 出 费 马 大 定理 的 证 
明 。 不 久 ， 他 自己 发 现 他 的 假定 是 错误 的 ， 即 在 分 圆 域 
中 ,“ 整 数 "分 解 成 素数 的 乘积 不 具有 唯一 性 。 这 个 发 现 
使 库 默 尔 引 入 “理想 数 "的 概念 ,他 随 之 证 明了 ， 每 个 “ 理 
想 数 "可 以 唯一 地 分 解 成 素 因 子 的 乘积 ,因而 就 建立 了 分 
圆 域 上 的 数论 。R. 或 德 金 把 库 默 尔 的 工作 系统 化 并 推广 
到 一 般 的 代数 数 域 ,为 代数 数论 商定 了 基础 。 

C.F. 高 斯 关于 二 元 二 次 型 的 深入 研究 也 引起 了 二 
次 数 域 算术 的 研究 。 

有 理 数 域 咏 上 的 有 限 扩张 K 称 为 有 限 次 的 代数 数 
域 ,KK 对 @ 的 次 数 n=[K:Q] 就 是 指 K 作 为 @ 上 线性 空间 
的 维 数 。K 中 每 个 元 素 都 是 一 个 次 数 不 超 过 ?的 有 理 系 
数 多 项 式 
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Gox" + AX 1 十 … 十 an (1) 
的 根 。 因 为 乘 一 非 零 整数 后 , 多项式 的 根 不 变 , 所 以 不 妨 
假定 (1) 是 整 系数 多 项 式 。 如 果 K 中 元 素 4 使 一 个 首 项 系 
数 为 1( 即 mo= 1) 的 整 系数 多 项 式 (1) 为 零 , 那么 4 就 称 
为 一 代数 整数 。K 中 全 体 代数 整数 组 成 一 个 具有 单位 元 
素 的 交换 整 环 Ox。 对 于 环 Ox 中 的 理想 A、B 定义 乘法 ， 


4B= 如 ceae4a， uc 起 ， 


即 由 A、B 中 元 素 之 积 的 有 限 和 组 成 的 集合 ,显然 ,AB 也 
是 Ox 的 理想 一 个 理想 P 称 为 素 理想 ,就 是 指 由 a8EP 
必 有 aEP 或 8EP。 可 以 证 明 , 在 代数 整数 环 Ox 中 ,每 
个 非 零 理想 A 都 可 以 唯一 地 分 解 成 素 理想 的 乘积 , 即 A 
PiP,…P,, 其 中 Pi(i= 1,2,… 肖 是 素 理想 。 在 通常 的 整数 
环 Z 中 ,每 个 理想 都 是 由 一 非 负 整 数 的 倍数 所 组 成 , 因 之 ， 
非 零 理想 与 正 整数 是 一 一 对 应 的 ,由 此 可 见 , 关 于 理想 分 
解 的 定理 正 是 通常 整数 的 因子 分 解 定理 的 一 个 推广 。 

Ox 的 全 体 非 零 理想 组 成 一 乘法 半 群 ，Ok 就 是 这 个 
乘法 半 群 的 单位 元 素 。 为 了 方便 ,引入 分 式 理想 的 概念 。 
如 果 开 的 一 个 子 集合 4 是 一 个 有 限 生成 的 Or 模 ， 那 么 
A 就 称 为 一 分 式 理想 显然 ,理想 全 是 分 式 理想 。 由 K 中 
任 一 元 素 a 的 整数 倍 ra (rEOx) 组 成 的 集合 也 是 分 式 理 
想 ， 它 们 称 为 主 分 式 理想 。 对 于 分 式 理想 可 以 同样 地 定 
义 乘法 。 可 以 证 明 ，K 中 全 体 非 零 的 分 式 理想 在 乘法 下 
成 一 群 ， 而 且 每 个 分 式 理想 4 都 可 以 唯一 地 表 成 素 理想 
方 署 的 乘积 A= Ph…P4t, s, EDi 1,2，vte。 这 个 群 称 
为 K 的 理想 群 , 记 为 Ie。 

环 Or 中 可 逆 元 素 称 为 单位 。 全 体 单位 组 成 一 碟 法 
群 , 记 为 Ux。 显然 ,K 中 非 零 元 素 a 生成 的 主 理想 (a)= 
Ox 的 充分 必要 条 件 是 aEUk。 下 面 的 正 合 列 是 基本 的 ， 


1>Ur>K*— vlk>Cr>1, (2) 
其 中 K* 表示 K 中 全 体 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 ， 而 p 把 
K* 中 元 素 映 射 到 它 生 成 的 主 理想 ,Cx=1x/p(K*)。Cx 称 
为 K 的 理想 类 群 ,其 元 素 是 理想 类 。 按 定义 ,Ix 中 两 个 理 
想 A、B 属于 同一 类 ， 当 上 且 仅 当 有 aEK* 使 A=aB。 代 
数 数论 中 一 个 基本 的 事实 是 ，Cx 为 一 有 限 阿 贝尔 群 ， 
hx= |Crx| 称 为 和 的 类 数 。 当 hx 一 1， 即 每 个 理想 都 是 主 
理想 ,Ox 为 一 主 理想 环 , 从 而 因子 分 解 唯一 性 定理 成 立 。 
在 一 定 意义 上 , 理想 类 群 Ck 与 类 数 hx 反映 了 代数 数 域 
KK 在 算术 上 的 复杂 性 。 直 到 现在 ， 类 群 结构 的 研究 与 类 
数 的 计算 ， 始 终 是 代数 数论 中 重要 问题 之 一 。 即 使 是 二 
次 域 类 数 的 计算 也 是 很 困难 的 ， 近 年 来 一 个 值得 注意 
的 进展 是 ， A. 贝克 和 H. M. 斯 塔 尔 克 各 自 独 立地 于 
1966 年 和 1967 年 确定 出 类 数 是 1 的 全 部 虚 二 次 域 
Q (MV 一 d), 它 们 分 别 是 d=1,2,3,7,11,19, 43, 67, 163 
等 9 个 。 
正 合 列 (2) 的 另 一 端 是 单位 群 Ux， 它 的 结构 已 被 狄 
利克 雷 完全 决定 。 他 证 明了 Ux=HrxVr， 式 中 Hr 为 
KK 中 全 部 单位 根 组 成 的 有 限 群 ，Vx 是 一 秩 为 71+7; 一 1 


的 自由 阿 贝尔 群 ，”: 为 天 到 实数 域 玉 同 构 的 个 数 ，2rz 
为 K 到 复数 域 C 同 构 ( 非 实 的 ) 个 数 。V 的 一 组 基 称 为 
基本 单位 组 。 具 体 算出 基本 单位 组 是 代数 数论 中 又 一 个 
重要 的 问题 。 基 本 单位 组 与 类 数 有 密切 的 联系 。 
整数 环 中 一 个 素数 p 在 Ox 中 生成 一 个 理想 pOx， 
一 般 地 , 它 不 一 定 是 Ox 中 的 素 理想 。 研 究 素数 了 在 Ox 
中 的 素 理想 分 解 的 规律 ,是 代数 数论 中 一 个 中 心 问题 。 下 
面 把 这 个 问题 放 在 一 个 更 广 的 形式 下 来 讨论 。 
设 工 是 代数 数 域 K 上 的 一 个 ! 次 扩张 ，L 当然 仍 是 
一 个 代数 数 域 。 它 的 代数 整数 环 为 0z， 显然 ,0z 二 Or， 
且 0; 为 Ox 的 一 个 有 限 生成 模 。 
如 果 O5 是 Ox 上 一 自由 模 ( 秩 一 定 是 1), 那么 在 Os 
中 就 有 ! 个 元 素 ,7,,…s7i 构成 04 的 一 组 基 , 即 Oz 一 
Orri+Orrs+…+Okr。 这 样 的 元 素 组 mn， ra， …，mi 称 
为 Os 对 于 Ok 的 一 组 整 基 。 当 Ox 是 主 理想 环 时 ， 由 主 
理想 环 上 有 限 生成 模 的 结构 定理 可 知 , Ow 对 于 Ox 一 定 
有 整 基 。 特别 地 ,代数 整数 环 Ox 对 于 整数 环 Q 一 定 有 整 
基 。 在 一 般 的 情况 下 , 整 基 不 一 定 存在 。 
设 P 是 Ok 中 一 个 素 理想 。POz 是 0 中 一 个 理想 ， 
它 在 0s 中 有 素 理想 分 解 
POz=@f…Q95 (e>1, i=1,2,%,g)。 (3) 
因为 代数 整数 环 是 戴 德 金 环 ， 素 理想 都 是 极 大 理想 ， 即 
代数 整数 环 对 于 素 理 想 的 商 环 是 域 。 对 于 (3), 可 以 证 明 
QiNOx=P,i=1,2,…, g。 因 而 Ox/P 可 以 看 作 Or/@， 
的 子 域 。 令 ji= [Ozx/Q,:Ox/P], 它 称 为 8, 对 于 P 的 剩余 
次 数 ,es 称 为 Q, 对 于 P 的 分 歧 指 数 , 于 是 有 
tL:KI=l (4) 
如 果 在 (3) 中 有 某 个 e>1， 即 POz 被 素 理想 Q, 的 平方 
整除 ,就 说 P 在 工 中 分 歧 , 而 @, 就 称 为 在 K 上 分 歧 。 否 
则 就 称 为 非 分 歧 。 如 果 Ox 中 所 有 的 素 理想 在 L 中 都 是 
非 分 岐 的 , 工 就 称 为 K 的 一 个 非 分 歧 扩 张 。 
判别 式 与 差 积 是 刻画 分 歧 的 两 个 重要 概念 。 令 Tr 
表示 有 限 扩张 工 到 K 的 迹 。 对 于 工 中 任意 1 个 元 素 w， 
2 可知，det|Tr(yezy)| = 0 的 充分 必要 条 件 是 zy 
v2，…， Vi 在 K 上 线性 相关 。 在 0z 中 取 ! 个 在 K 上 线性 
无 关 的 元 素 myza， …，2i, 作 0#detlTr(zas)|EOr。 对 于 
Oz 中 所 有 可 能 的 线性 无 关 的 元 素 组 总 ，my 
det|Tr(wvs) | 在 Ox 中 生成 一 个 理想 A(L/K), 它 称 为 
对 于 K 的 判别 式 。 可 以 证 明 ,Ox 中 素 理想 P 在 工 中 分 歧 ， 
当 且 仅 当 PIA(L/K)。 由 此 可 知 ，K 中 分 歧 的 素 理想 只 
有 有 限 多 个 ， 且 工 为 非 分 歧 扩张 的 充分 必要 条 件 是 ， 
A(L/K)= Or。 利 用 判别 式 可 以 证 明 , 有 理 数 域 上 没有 次 
数 大 于 1 的 非 分 歧 扩 张 。 
在 工 中 定义 C= {>ELITr(zxOz)COx}， 显 然 C 是 工 
的 一 个 分 式 理想 , 且 C 二 Or。 令 ML/K)= C- 它 是 Oz 中 
一 个 理想 ， 称 为 工 对 于 的 差 积 。 可 以 证 明 ，Oz 中 素 理 
想 Q@ 在 K 上 分 歧 , 当 上 且 仅 当 QI3K/L)。 差 积 与 判别 式 有 
密切 联系 。 
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研究 代数 数 域 的 算术 性 质 与 代数 性 质 之 同 的 联系， 
是 代数 数论 的 一 个 重要 的 方面 。 

设 L/K 是 一 向 罗 瓦 扩张 ，G=G(L/K) 是 伽 罗 瓦 群 。 
可 以 证 明 ， 在 分 解 式 (3) 中 , 素 理想 @,, 8,, …, @, 在 伽 
罗 瓦 群 G 下 是 可 迁 的， 因而 有 ea 一 ez 一 … 


Qua)5 且 @uQ:，…Q@。 有 相同 的 剩余 次 数 f。 公式 (4) 
就 成 为 !=efg。 令 D, 为 Qi 在 G 中 的 稳定 子 群 ， 即 Di= 
{rEGloQ,=Q@,), 显 然 [G:D,]=g,ID,|=ef。 令 L=02/ 
Qi,KR=Ox/P, 于 是 Di 中 每 个 元 素 诱导 出 工 / 的 一 个 自 
同 构 。 可 以 证 明 ,D1->G(L/K) 是 一 满 同 态 。 令 B 为 这 个 
同 态 的 核 ， 显 然 ,[D,:E,]=f, |E,|=e, D, 称 为 Q, 的 分 
解 群 ，E, 称 为 @, 的 惰性 群 。 对 @, 相应 地 有 子 群 D, 与 
,在 G 中 它们 分 别 与 D, 与 E, 共 绒 。 当 P 非 分 歧 时 , D， 
宕 G(L/ 区 )( 因 玉民 是 有 限 域 )。 由 伽 罗 瓦 基本 定理 ， 相 
应 地 有 一 串 域 KCLp,CLs,CL。Ls, 是 工 的 一 个 最 大 的 
域 ，P 在 其 中 不 分 野 。 当 尸 分 几时 , 群 已 还 可 进一步 细 
分 ， 即 定义 所 谓 高 阶 分 歧 群 。 这 是 由 D. 希 尔 伯 特 建立 的 
一 套 重 要 的 理论 , 称 为 希 尔 伯 特 分 歧 理论 。 
对 于 代数 数 域 上 的 阿 贝尔 扩张 ,有 很 深刻 的 结果 , 即 
所 亩 天 域 论 。 
参考 书目 
华罗庚 著 :< 数 论 导 引 >, 科学 出 版 社 , 北京 ,1953。 
E. Hecke, Lectures on the Theory of Algebraic Numbers, 
Springer-Verlag, Berlin, 1981, 
Z. I. Borevich and 1. R. Shafarevich, Number Theory, 
Academic Press, New York, 1966. 
(T 石 孙 ) 
daishu tezhengzhi wenti shuzhi jiefa 
代数 特征 值 问题 数值 解法 (numerical method 
for algebraic eigenvalue problems) ”对 元 素 为 
实数 或 复数 的 !xn 矩阵 4, 求 数 入 和 维 非 零 向 量 x 使 
Az=Xzx， 这 样 的 问题 称 为 代数 特征 值 问题 ,也 称 矩阵 特 
征 值 问题 , 和 z 分 别称 为 矩阵 人 4 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
代数 特征 值 问 题 的 数值 解法 是 计算 教学 的 主要 研究 课题 
之 一 , 它 常 出 现 于 动力 系统 和 结构 系统 的 振动 问题 中 ,在 
常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 的 数值 分 析 中 确定 连续 问题 的 
近似 特征 系 , 若 用 有 限 元 方法 或 有 限 差分 方法 求解 ,最 终 
也 化 成 代数 特征 值 问题 。 此 外 ， 其 他 数值 方法 的 理论 分 
析 ， 例 如 确定 某 些 连 代 法 的 收敛 性 条 件 和 初 值 问 题 差分 
法 的 稳定 性 条 件 ， 以 及 讨论 计算 过 程 对 合 入 误差 的 稳定 
性 问题 等 都 与 特征 值 问题 有 密切 联系 。 求 解 矩 阵 特 征 值 
问题 已 有 不 少 有 效 而 可 靠 的 方法 。 
甜 阵 A 的 特征 值 是 它 的 特征 多 项 式 P,(X) = det(AI 一 
4) 的 根 , 其 中 I 为 单位 矩阵 。 但 阶 数 超过 4 的 多 项 式 一 
般 不 能 用 有 限 次 运算 求 出 根 ， 因 而 特征 值 问题 的 计算 方 
法 本 质 上 是 迭代 性 质 的 ， 基 本 上 可 分 为 向 量 迭 代 法 和 变 
换 方 法 两 类 。 
向 量 迭 代 法 是 不 破坏 原 矩 阵 4 ， 而 利用 A 对 某 些 向 
量 作 运算 产生 迭代 向 量 的 求解 方法 ， 多 用 来 求 矩 阵 的 部 
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分 极端 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ， 特 别 适用 于 高 阶 析 欧 
起 御 。 科 军法 、 反 等 法 都 展 此 类 隆 措 什 方法 也 常 作为 适 
代 法 使 用 。 

变换 方法 是 利用 一 系列 特殊 的 变换 矩阵 〈 初 等 下 三 
角 阵 、 豪 斯 夫 尔 德 矩 阵 ,平面 旋转 矩阵 等 ), 从 阜 阵 人 出 发 
逐次 进行 相似 变换 ， 使 变换 后 的 矩阵 序列 趋 于 容易 求 得 
特征 值 的 特殊 形式 的 矩阵 〈 对 角 阵 、 三 角 阵 、 拟 三 角 阵 
等 ); 多 用 于 求解 全 部 特征 值 问题 ,其 优点 是 收敛 速度 快 ， 
计算 结果 可 靠 ,但 由 于 原 矩 阵 4 被 破坏 , 当 人 是 稀 琉 矩阵 
时 ,在 计算 过 程 中 很 准 保持 它 的 称 琉 性 , 因而 大 多 数 变换 
方法 只 适 于 求解 中 小 规模 简 密 和 阵 的 全 部 特征 值 问题 。 
雅 可 比方 法 、 吉 文 斯 - 豪 斯 发 尔 德 方法 以 及 LR 方法 、 
QR 方法 等 都 属 此 类 。 

来 么 法 “计算 撼 阵 的 技 模 最 大 的 特征 值 及 对 应 特征 
向 量 的 一 种 向 量 迭 代 法 。 设 4 为 具有 线性 初等 因子 的 矩 
阵 ， 它 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 是 (i=1, 2，…， 
ha 特征 值 排列 次 序 满足 1Xi|> 1:|>…>> |xo| ，z 是 一 
个 " 维 非 夫 向 量 ， ma= 六 ni， 于 是 htzi= 忆 nu 
允 [ ai+ 祝 a ( 关 ) w]， 关 Da1> al, 则 当 m%, 且 
足够 大 时 ，Atz。 除 相差 一 个 纯 量 因子 外 趋 于 X; 所 对 应 
的 特征 向 量 ,这 就 是 聚 震 法 的 基本 思想 ,实际 计算 中 最 简 
单 情况 的 和 于 法 的 选 代 格式 是 , 取 初始 向 量 ,计算 

Y= Azs m= max(y), 
Zs=¥/m (k=1,2,.), 

式 中 max( 如 ) 指 如 中 绝对 值 最 大 的 一 个 分 量 , 这 时 
ZW /max(w) ,|ms| 闻 | 和 |(k 了 > ee) 一般 情形 下 ,由 于 
计算 格式 依赖 于 4 的 特征 值 的 分 布 情况 ， 实 际 使 用 很 不 
方便 ， 只 是 在 求 阶 数 非常 高 的 短 阵 的 个 别 特征 值 和 相应 
的 特征 向 量 时 介 尔 使 用 。 然 而 乘 守法 的 基本 思想 是 重要 
的 ,由 它 可 导出 许多 实用 的 计算 方法 ,例如 反 睾 法 和 子 空 
间 迭 代 法 ， 它 也 是 其 他 一 此 有 效 计算 方法 例如 LR 方 
法 ,QR 方法 ) 的 理论 基础 。 

子 空间 过 代 法 又 称 同 时 迭代 法 ， 乘 塞 法 的 直接 推 
广 ,能 同时 求 出 模 最 大 的 一 些 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。 
它 与 乘 守法 的 差别 主要 在 二 个 方面 ，@ 同 时 用 PP>1) 
个 正 交 规范 向 量 进行 类 似 于 乘 守法 的 选 代 ， 将 选 代 向 量 
看 作 一 个 p 维 子 空间 的 正 交 规范 基 ， 每 次 迭代 后 得 到 一 
个 新 的 子 空间 @@ 和 迭代 过 程 中 ， 在 了 维 子 空间 上 应 用 里 
获 原理 进行 加 速 .这 个 方法 更 便于 使 用 计算 机 自动 计算 ， 
而 且 加 快 了 收敛 速度 ， 是 大 型 稀 琉 矩阵 特征 值 问题 的 有 
效 解法 。 

反 答 法 ”又 称 反选 代 ， 其 原理 是 : 设 矩 阵 4 非 奇异 ， 
为 求 4 的 模 最 小 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 而 对 4 一 使 


用 村 军法 。4-! 的 特征 值 次 序 是 | 头 |>| 志 -|>…> 
| 去 | 。 了 到 为 初 冶 向 量 , 千代 格式 为 


m=max(y), 二 一 加 /ms 
(k=1,2,.)。 


4 加 一 2 
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在 一 定 条 件 下 aa->a/max(a)，|mx|->1/1xn|(k->co)。 
反 肾 法 的 每 次 迭代 要 解 一 个 线 代数 方程 组 。 这 种 原始 的 
反 直 法 在 实际 计算 中 很 少 应 用 ， 实 际 使 用 的 反 窗 法 总 是 
带 原点 位 移 的 ， 且 位 移 常 取 为 已 求 得 的 近似 特征 值 ， 而 
用 反 乾 法 求 其 对 应 的 特征 向 量 。 设 Xi 是 A 的 某 特 征 什 
入 的 近似 值 ， 带 原点 位 移 和 的 反 畦 法 的 迭代 格式 是 : 取 
初始 向 量 zw, 计算 
(4 一 和 Dios 一 加 -1 z=ws/ ws) 〈(k 一 1,2，…)。 

当 |% 一 和 | <1 和 一 X 1(j 夫 i) 时 ，z 按 方 向 收敛 于 特征 向 
量 轴 , 收 伊 商 是 1X 一 | /min| 和 一 |，X, 越 精确 ， 收 全 


就 越 快 ,但 4 一 XI 就 越 接近 奇异 矩阵 ， 因 而 在 迭代 过 程 
中 需要 求解 非常 病态 的 方程 组 。 然 而 已 经 证 明 ， 这 个 病 
态 性 质 对 于 反 宕 法 的 按 方向 收敛 于 特征 向 量 是 无 关 紧要 
的 ,而 且 当 X, 相当 精确 时 ,一 般 只 要 一 、 二 次 反 进 代 就 可 
求 得 相当 精确 的 近似 特征 向 量 。 反 军法 是 由 已 知 近似 特 
征 值 求 对 应 近似 特征 向 量 的 有 效 方法 。 

隆 措 什 方法 ”用 相似 变换 将 矩阵 4 约 化 为 三 对 角 矩 
阵 的 一 种 方法 ， 其 特点 是 不 破坏 原 和 矩阵 4 。 目 前 能 实际 
使 用 的 是 4 对 称 时 的 对 称 隆 措 什 方法 ， 取 初始 向 量 wu， 
lo,= 1, 递 推 地 计算 

Bivi= AV1— ov Biridini= AV,— a BV 

(2,3， n—1), 

式 中 mw 和 6 由 使 {v6) 为 正 交 规范 化 的 条 件 确 定 ， 即 
vAv(i=1,… nn) ,B= 呈 AV(i=2,…,n)。 当 精确 
计算 时 ws 一 0， 上述 过 程 可 写成 矩阵 形式 AV 一 VnTw， 


其 中 Vo= [ol，w，…vpn],T。 是 对 称 三 对 角 和 矩阵 
a Bb, 
Bi a Bs 
pm 有 
T= 入 区 
nt Bo 
By om 


它 的 特征 值 可 由 二 分 法 求 得 。 由 于 舍 入 误差 的 影响 ， 隆 
措 什 方法 所 产生 的 隆 措 什 向 量 很 快 失去 正 交 性 ， 因 而 这 
方法 长 期 来 被 认为 不 稳定 ， 很 少 用 于 实际 计算 。 近 年 来 
对 隆 措 什 方法 作 了 深入 研究 ， 进 行 了 大 量 实际 计算 和 细 
致 的 误差 分 析 , 并 且 观 察 到 如 下 的 所 谓 隆 措 什 现 象 ,将 m 
步 递 推 关系 写 为 AVn=VnTn+ pn+ipntri6, 其 中 好 一 
[0,…, 0, 1] 是 mm 维 行 向 量 。 对 足够 大 的 几 ， 和 矩阵 Tn 的 
特征 值 包 括 人 的 所 有 相 异 特征 值 。 注 意 , 当 出 现 舍 入 误差 
时 ,可 能 mn。 对 高 阶 矩 阵 A, 对 不 大 的 mlm<n),Tn 常 
包含 4 的 相当 精确 的 近似 特征 值 。 由 于 隆 措 什 方法 的 这 
一 特性 ， 还 由 于 该 方法 能 保持 和 的 稀疏 性 ， 所 以 目前 它 
已 成 为 求 高 阶 对 称 稀 琉 矩阵 部 分 特征 值 的 最 有 效 方法 。 
雅 可 比方 法 ”对 称 矩阵 可 以 通过 正 交 相 似 变换 化 为 
对 角 阵 ， 其 对 角 元 是 原 矩 阵 的 全 部 特征 值 。 雅 可 比方 法 
就 是 通过 一 系列 特殊 的 正 交 相似 变换 一 一 雅 可 比 旋转 ， 


使 对 称 矩 阵 近 似 对 角 化 从 而 求 得 特征 值 和 特征 向 量 的 方 
法 。 记 4,=A， 作 正 交 相 似 序列 A,=REA。iRs(k=1， 
2，…)， 其 中 BR 是 (p,q) 超 平面 的 雅 可 比 旋转 矩阵 ， 即 


R= 


第 p 列 ”第 q 列 

了、9 的 选取 应 使 引 “" 是 A。-, 中 非 对 角 元 绝对 值 最 大 
者 。4* 和 A-1 仅 在 第 p 行 ( 列 ) 和 第 g 行 ( 列 ) 不 同 ， 它 
们 之 间 的 关系 为 

a a =ats- Vcos 9 +a-Dsing, 

oP=aP = af- Dsing+ -tcos0, 

0 名 =a 中 9cos:0+ 26 约 msin 9cos9+ah- sin:9， 

a 多 =a sin?0 2a-sin gcos8 二 agecoszb， 

a 多 =a 罗 一 (a -a sin9cos9 十 

a (cost 0 — sin? 0)。 
(a 

先 0 = Faretan sg (- 于 <e< 人 4)， 
可 使 
当 k>% 时 ,A 趋 于 对 角 阵 ,这 就 是 经 典雅 可 比方 法 。 此 
方法 在 第 上 次 变换 前 要 搜索 A 的 非 对 角 元 中 绝对 值 
最 大 者 以 确定 雅 可 比 旋转 矩阵 的 旋转 平面 ， 但 这 很 费时 
间 。 为 避免 这 种 消耗 ， 可 改 用 循环 牙 可 比方 法 : 在 
n(n 一 1)/2 次 的 相继 雅 可 比 旋转 ( 称 为 一 次 扫描 ) 中 ,每 个 
非 对 角 元 ,不 管 按 什么 次 序 ,恰好 消去 一 次 。 其 中 最 方便 
的 是 特殊 循环 雅 可 比方 法 ， 即 每 次 扫描 都 按 (1,2)，(1， 
3) 《1 nn);(2,3),…,《(2,n)3…s (nn 一 1,n) 的 次 序 进 
行 。 实 际 计算 中 最 广泛 使 用 的 是 特殊 循环 雅 可 比方 法 的 
一 种 变形 ， 称 为 阐 雅 可 比方 法 :确定 一 个 正 数 作 阔 值 ， 
在 特殊 循环 的 一 次 扫描 中 只 对 绝对 值 超过 闪 值 的 非 对 角 
元 所 在 的 平面 进行 旋转 变换 ， 反 复 扫描 ， 当 所 有 非 对 角 
元 的 绝对 值 都 不 超过 赣 值 时 减 小 阔 值 ， 再 按 新 的 阔 值 进 
行 扫描 ,如 此 继续 下 去 ,直至 赠 值 充分 小 而 达到 近似 对 角 
化 。 雅 可 比方 法 的 优点 是 ， 能 在 求 特征 值 的 同时 求 得 相 
当 精 确 的 近似 正 交 规范 特征 向 量 系 ;缺点 是 :与 其 他 变换 
方法 相 比 ， 收 敛 速度 较 慢 。 它 适用 于 求解 低 阶 称 密 甜 阵 
的 全 部 特征 值 问 题 ， 对 近似 对 角 ( 即 非 对 角 元 素 较 小 ) 的 
对 称 和 矩阵 特别 有 效 ， 常 应 用 于 子 空间 迭代 法 的 里 茨 加 速 
过 程 中 。 

吉文 斯 - 索 斯 答 尔 德 方法 ”一 种 计算 对 称 和 矩阵 4 的 
全 部 或 部 分 特征 值 及 对 应 特征 向 量 的 方法 ， 包 括 下 述 三 
个 主要 部 分 ，@ 利 用 豪 斯 稚 尔 德 变换 ( 正 交 相 似 变换 ) 将 
公 化 为 对 称 三 对 角 和 矩阵 C, 整个 过 程 由 ”一 2 步 组 成 , 第 
7 步 的 变换 矩阵 是 ,=I 一 2wrw? ， 其 中 or 一 [0，，0， 


(4) = Ch) om 
0 下 一 0 你 一 0。 


rirrp tn ar 一 1(r 一 1 一 2)。 记 hu=A， 
当 4v-: 的 第 ” 阶 顺 序 主子 矩阵 已 是 三 对 角形 时 ,第 步 
将 4v-: 变 换 为 4-=@-4,-,Q., 使 4, 的 第 r+1 阶 顺序 
主子 矩阵 是 三 对 角 的 。 经 mn- 2 步 变换 后 ,得 到 对 称 三 对 
角 甜 阵 


am 有 ， 
B mB | 

Cnt Ba | 
By on 


回 用 二 分 法 计算 C 的 特征 值 。 当 B,#*0(i=2，3，.…, n) 
时 ,由 C 一 和 I 的 顺序 主子 式 组 成 的 多 项 式 序列 Pu(A)=1， 
PI)=a—X, PAN)=(m -NPN) BP, Ni= 
2, 3，…，?) 构 成 一 个 斯 图 姆 序列 。 用 o(a) 表 示 Pu(a)， 
Pi(a)，…，Pn(a) 中 相 邻 二 数 符号 一 致 的 数目 ， 它 就 是 
Pu(X) 在 [sa，c ) 中 根 的 个 数 。 设 C 的 特征 值 是 ,>Xa> 
> 而 Amn€E CY, Wl, all)>m,a(w) Sm,Ar,= 
(16+W)/2 二 等 分 [4,uo], 计算 alr,)。 若 a(71)>m， 则 
)mE[ria], 取 1 一 ro 一 xi 否则 取 1 一 va=mie 因 此 
XmE [hw]。 继续 进行 这 样 的 二 分 过 程 , 就 可 求 得 xm 的 
近似 值 。@ 应 用 带 近 似 特征 值 位 移 的 反 宕 法 求 C 的 对 应 
特征 向 量 ,再 利用 @ 中 的 变换 矩阵 Q,,Q:，…,Q-: 求 得 4 
的 对 应 特征 向 量 。 吉 文 斯 - 豪 斯 发 尔 德 方法 速度 快 ,计算 
过 程 稳定 ,一 般 说 来 优 于 雅 可 比方 法 ,但 它 也 要 破坏 原 矩 
阵 , 因 而 适用 于 求解 中 小 型 矩阵 的 特征 值 问题 。 

LR 方法 原理 及 基本 算法 如 下 : 当 4 的 前 -1 个 
顺序 主子 式 不 为 零 时 ,可 将 4 分 解 为 A=LR, 其 中 上 是 
单位 下 三 角 阵 ,R 是 上 三 角 阵 。 记 4,= 4 ,进行 迭代 循环 ， 
作 4x 的 PR 分 解 (4x= LuRw) ,计算 Asri(Asn=RiLyk= 
1,2,…)。 由 此 得 矩阵 序列 {A,}, 每 个 A 都 与 4 相似 ， 

As=R LL (LeosBR La Li 

Li'ALL, so 

在 一 定 条 件 下 ,As>R(k-> om ), 其 中 R 是 上 三 角 阵 ， 其 对 
角 元 是 4 的 全 部 特征 值 。 实 际 计算 中 为 加 快 收敛 速度 常 
引进 原点 位 移 , 记 第 丰 次 迭代 的 原点 位 移 为 %, 带 原点 位 
移 的 LR 算法 是 ,A 一 sI=LiRs,Asn=RL,+sl (k=1, 
2，…)， 所 得 矩阵 序列 {4} 中 的 每 个 矩阵 也 都 与 4 相 
似 ，ss 常 取 为 A 的 右 下 角 元 素 。LR 方法 主要 用 于 求解 
复 甜 阵 的 特征 值 问题 ， 其 优点 是 计算 量 少 ,收敛 速度 快 ， 
缺点 是 计算 稳定 性 差 ， 适 用 范围 较 小 。 求 得 近似 特征 值 
后 ， 常 用 带 位 移 的 反 守 法 求 对 应 特征 向 量 。 

QR 方法 ” 求 短 阵 特征 值 的 最 有 效 方法 之 一 ， 是 LR 
方法 的 本 类 似 ,基本 算法 如 下 : 作 4 的 分 解 4= QR, 其 中 
@@ 是 本 矩阵, R 是 上 三 角 阵 。 记 4,= 4， 进 行 选 代 循 环 
4s= QuRs，4k=RQ，(k=1，2，…)， 和 矩阵 序列 (As} 
中 每 一 矩阵 都 与 4 相 似 ， As 一 Q8-:4e-iQu-i 一 Q8-e… 
QEAQ,…Q-1, 9a 表示 矩阵 @ 的 共 杠 转 置 矩 阵 。 在 一 定 
条 件 下 A 趋 于 上 三 角 阵 ,但 其 上 三 角 部 分 的 元 素 不 一 定 
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有 极限 ,这 样 的 收敛 称 为 基本 收敛 ,这 对 求 特征 值 来 说 已 
足够 ， 因 为 基本 收敛 的 “极限 矩阵 "的 对 角 元 是 4 的 全 部 
特征 值 。 每 次 迭代 需 作 一 次 QR 分 解 和 一 次 矩阵 乘法 。 
为 减少 计算 量 ， 总 是 先 将 入 经 西 相似 变 换 化 为 上 黑 森 贝 
格 矩 阵 袁 , 再 对 五 应 用 QR 算法 ， 上 黑 森 贝 格 和 矩阵 经 QR 
迭代 仍 保持 上 黑 森 贝 格 形 。 为 加 速 QR 过 程 的 收敛 ， 常 
引进 原点 位 移 , 它 和 带 位 移 的 LR 算法 完全 类 似 , 第 k 步 
的 位 移 5 常 取 为 hx 的 右 下 角 元 素 aq 铝 ， 或 右 下 角 二 阶 
和 拢 阵 的 特征 值 中 最 接近 你 者 。 带 原点 位 移 的 QR 算法 的 
渐 近 收敛 速度 至 少 是 2 次 ， 当 人 对 称 时 可 达 3 次 。 对 实 
和 矩阵 4 ， 当 4 有 复 共 辆 特征 值 时 带 实 原点 位 移 的 QR 算 
法 不 可 能 收敛, 为 此 发 展 了 对 实 和 矩阵 的 双重 步 QR 算法 ， 
其 基本 思想 是 将 可 能 带 复原 点 位 移 的 QR 算法 中 的 相继 
二 步 合 并 成 一 个 双重 步 以 避免 复 运算 。 当 求 得 近似 特征 
值 后 ， 可 用 带 位 移 的 反 短 法 求 对 应 的 特征 向 量 。 

病态 特征 值 问题 对 特征 值 问题 4z= Az, 设 4 的 元 
素 经 小 的 扰动 AA( 即 |A4IM/141 很 小 ) 变 为 4A+A4， 特 
征 值 和 (假定 是 单 的 ) 和 特征 向 量 x 相 应 地 变 为 + AX 和 
z+Azx, 关 |AX|/1AAIL 或 |Ax|/1AAI) 非 常 大 , 则 称 特征 
值 X (或 特征 向 量 z) 是 病态 的 ,否则 称 为 良 态 的 ,病态 与 
否 是 特征 值 问题 的 固有 性 质 ， 与 用 何 种 方法 进行 数值 求 
解 无 关 。 然 而 ,误差 分 析 理 论 指出 , 受 原 始 数据 在 计算 机 
中 表示 的 会 入 误差 和 数值 方法 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 影 
响 而 求 得 的 对 4 的 特征 值 问题 的 近似 解 , 等 于 对 4+A4 
的 特征 值 问题 的 精确 解 ， 这 里 AA 是 一 族 依赖 于 数值 方 
法 的 扰动 矩阵 。 稳 定 的 数值 方法 能 保证 上 A41/141 是 小 
的 ,但 不 能 使 病态 问题 变 成 良 态 的 求解 病态 特征 值 问题 
是 近年 发 展 起 来 的 矩阵 不 变 子 空间 计算 的 重要 内 容 。 

广义 特征 值 问题 数值 解法 ”最 一 般 的 矩阵 特征 值 问 
题 是 非 线性 的 。 设 T(A) 是 nxnm 矩阵 ， 其 元 素 是 和 的 解 
析 函 数 ,确定 数 入 和 非 零 向 量 x, 使 T(A)z= 0, 这 称 为 非 
线性 特征 值 问题 , 和 是 特征 值 , = 是 相应 的 特征 向 量 。 一 
种 重要 的 特殊 情况 是 一 次 广义 特征 值 问题 4 和 了 是 
nxn 矩阵, 求 数 入 和 非 零 向 量 ,使 Az=XBr,，B=I 时 
就 是 通常 特征 值 问题 ; 较 一 般 的 是 7 次 广义 特征 值 问题 : 
AiLi=0，1,…,7) 是 nxn 矩阵 ， 求 数 入 和 非 零 向 量 z， 
使 (Mr4h+)r-LA 十 …+AAi+Aoz=0。 令 zo0=z 
了 = 和 AZ Di=1, 2 Tr 一 1), r 次 广义 特征 值 问 题 即 
可 化 为 一 次 广义 特征 值 问 题 ， 

0 10 -0 0 
0 0 工 … 0 0 
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对 更 一 般 的 非 线性 特征 值 问题 , 当 用 线性 化 方法 求解 时 ， 
最 终 也 归 为 求解 一 系列 一 次 广义 特征 值 问 题 。 对 于 一 次 
广义 特征 值 问题 Az=XBz， 当 了 非 奇 异 时 ,可 化 为 通常 
特征 值 问题 (B- ,4)z= Xzi 当 A.B 对 称 , 且 了 3 正定 时 ,可 
化 为 对 称 特征 值 问 题 (U-*AU-')(Uz)=X(Uz)， 其 中 避 
是 BB 的 乔 莱 斯 基 分 解 B=U™U 中 的 上 三 角 阵 。 利 用 化 为 
通常 特征 值 问题 来 求解 一 次 广义 特征 值 问题 有 时 是 很 有 
效 的 ， 但 有 下 列 缺点 ，@ 当 4 和 了 是 稀疏 矩阵 ， 特 别 是 
带 形 矩 阵 时 ， 约 化 后 的 矩阵 B-'A 或 0-7AU-' 一 般 是 稠 
密 的 ;@@ 当 了 关于 求 逆 的 性 态 很 差 时 ， 直 接 约 化 会 带 来 
很 大 误差 。 对 一 次 广义 特征 值 问题 已 发 展 了 不 少 其 他 有 
效 解 法 而 不 必 预 先 化 到 通常 特征 值 问 题 ,一 类 是 松弛 法 ， 
包括 逐次 超 松弛 法 、 逐 次 坐标 超 松弛 法 和 共 斩 梯 度 法 等 
另 一 类 是 变换 方法 ,包括 广义 雅 可 比方 法 、 广 义 吉文 斯 方 
法 以 及 QZ 方法 等 ， 后 者 是 QR 方法 对 一 次 广义 特征 值 
问题 的 直接 推广 。 
参考 书目 
曹 志 浩 闭 :< 矩阵 特征 值 问 题 »， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 


1980。 
( 章 志 油 ) 


dalshu tuopuxue 
代数 拓扑 学 (algebraic topology) 。 拓扑 学 中 
主要 依赖 代数 工具 来 解决 问题 的 一 个 分 支 。 同 调 与 同 伦 
的 理论 是 代数 拓扑 学 的 两 大 支柱 ( 见 同调 论 , 同 伦 论 )。 

在 同调 理论 研究 领域 里 ， 自 H. 席 加 莱 首 先 建 立 可 
剖 分 空间 的 同调 之 后 ， 人 们 试图 对 于 不 一 定 可 剖 分 为 复 
形 的 一 般 拓扑 空间 建立 同调 理论 。 后 来 出 现 了 好 几 种 关 
于 一 般 空间 的 同调 论 。 为 了 达到 统一 与 简化 的 目的 ，S. 
艾 伦 伯 格 与 N. E. 斯 廷 罗 德 在 40 年 代 中 期 倡导 用 公理 
法 来 引进 同调 群 。 有 了 这 种 观点 ， 不 仅仅 使 人 们 对 古典 
的 同调 论 看 得 更 清楚 ， 同 时 也 为 广义 同调 论 的 兴起 创造 
了 条 件 。 

广义 同调 论 满足 除开 维 数 公理 之 外 的 所 有 艾 伦 伯 
格 -斯 廷 罗 德 同调 论 公理 。 具 有 各 自 几 何 背景 的 各 种 广义 
同调 论 的 出 现 大 大 开拓 了 代数 拓扑 的 领域 ， 提 高 了 用 代 
数 方法 解决 几何 问题 的 能 力 。 广 义 同调 的 表示 定理 表明 
可 以 在 同 伦 概念 的 基础 上 来 建立 同调 论 。 目 前 ,重要 的 
广义 同调 认 有 KK 上 同调 , 协 边 上 同调 , MU 上 同调 ,BP 上 
同调 ,等 等 。 

不 论 同 伦 或 同调 ， 从 几何 向 代数 的 过 渡 总 是 由 函 子 
来 实现 的 。 范 畸 与 函 子 的 理论 ， 首 先 由 代数 拓扑 的 需要 
而 产生 ， 现 在 已 在 许多 数学 分 支 有 广泛 的 应 用 。 无 论 同 
伦 或 同调 , 都 是 对 每 个 拓扑 空间 XX 对 应 了 一 个 群 F(X)， 
对 每 一 个 连续 映射 fiX>Y 对 应 了 一 个 同 态 F (人 ): 
F(X)>F(Y), 且 满 足 ，@ 当 X=Y, f= 全 等 自 映射 时 ， 
F(f) 二 恒 等 自 同 构 。@ 若 g:Y->2, 则 F(gf)=F(g)F(f)。 
作为 用 这 种 函 子 性 质 解决 拓扑 问题 的 一 个 例子 ,考虑 下 
XY 为 同 胚 的 情形 ， 这 时 (全 ') 与 F(f) 互 为 逆 同 态 ， 
从 而 F(J):F(X)->F(Y) 为 同 构 。 证 明 两 个 空间 X 与 Y 


不 同 胚 的 一 个 常用 的 办 法 就 是 找 出 一 个 适当 的 函 子 P， 
使 得 F(X) 不 同 构 于 F(Y)。 拓 扑 不 变量 往往 也 就 是 这 种 
函 子 。 

同调 与 同 伦 是 实质 上 不 同 的 概念 ， 这 从 简单 的 例子 
就 可 以 看 出 来 。 在 图 中 ， 设 是 将 环 面 控 一 个 圆 洞 所 得 
的 曲面 。 则 边界 圆周 C 在 曲面 了 上 是 同调 于 0 的 一 维 
闭 链 。 但 C 看 作 了 上 的 环 道 则 不 同 伦 于 0 。 人 们 很 早 就 
知道 ， 不 一 定 可 交换 的 基本 群 交换 化 之 后 就 同 构 于 一 维 
同调 群 。 对 于 同调 与 同 
伦 之 间 关系 进行 深入 探 
讨 的 结果 促使 同调 代数 
迅速 地 向 前 发 展 起 来 。 
这 一 整套 强 有 力 的 工具 
不 仅 对 代数 拓扑 本 身 产 
生 巨大 影响 ， 也 深 深 地 渗入 到 其 他 数学 分 支 ,如 代数 、 代 
数 几何 、 泛 函 分 析 、 微 分 方程 \ 复 分 析 等 等 。 

与 同调 对 偶 的 上 同调 在 许多 场合 用 起 来 比 同调 更 为 
得 力 , 这 是 H. 趾 特 尼 在 30 年 代 的 发 现 。S. 菜 夫 谢 基 对 
流 形 上 的 同调 交 截 理论 所 作 的 深入 研究 启发 人 们 想到 上 
同调 乘积 的 存在 。N. E. 斯 迁 罗 德 在 继 H. 宾 普 夫 之 后 研 
究 有 限 复 形 K 到 球面 S" 的 连续 映射 同 伦 分 类 问题 时 发 
现 了 一 类 上 同调 运算 。 上 同调 群 配 以 上 同调 运算 使 得 对 
应 于 几何 对 象 的 代数 对 象 有 更 为 丰富 的 结构 ， 从 而 解决 
问题 的 能 力也 更 强 。 

代数 拓扑 学 者 从 来 注重 计算 具体 空间 的 同调 群 、 上 
同调 群 , 上 同调 运算 等 等 , 李 群 以 及 与 之 有 关 的 空间 是 首 
先 被 考虑 的 对 象 。 这 种 计算 在 很 大 程度 上 依赖 于 纤维 从 

“ 或 纤维 空间 的 底 空 间 ， 纤 维 与 全 空间 的 同调 关系 。1946 
年 ,J. 勒 雷 用 谱 序列 对 纤维 空间 的 同调 计算 得 到 深刻 的 
结果 。 

紧 接 着 有 J.P. 塞 尔 应 用 纤维 空间 的 同调 谱 序 列 在 
同 伦 论 上 的 突破 ,得 到 当时 几乎 难以 想象 的 结果 : ra(S") 
除开 g=m 以 及 9q= 2n 一 1,? 为 偶数 的 情形 ,都 是 有 限 群 。 
塞 尔 的 另 一 个 重要 贡献 是 将 代数 里 一 个 行 之 有 效 的 原理 
移植 到 拓扑 学 中 来 , 即 通过 对 一 个 问题 的 各 个 p 局 部 化 
(Pp 为 素数 ， 问题 的 解决 来 求 得 原 问题 的 整体 解决 。 经 过 
D. P. 沙 利文 的 进一步 系统 的 研究 ， 目 前 这 种 局 部 化 以 
及 完备 化 的 思想 在 代数 拓扑 里 已 经 成 为 一 个 带 根本 性 的 
原理 。 

拓扑 空间 如 果 具 有 连续 的 乘法 以 及 关于 这 个 乘法 的 
单位 元 素 就 叫 作 互 空间 。 李 群 是 匡 空 间 的 特例 。 对 于 于 
空间 的 同调 与 同 伦 性 质 的 研究 取得 了 许多 有 意义 的 结 
果 ， 丰 富 了 代数 拓扑 的 内 容 。 

欧 氏 空间 R", 当 n=2,4,8 时 可 以 定义 乘法 - ,满足 
关系 |x* 引 = lxllyl, 这 里 | | 表示 er 的 范 数 ， 

lz|= 了 十 好 十 十 大 一 (zi Xs sx) 
将 er(n=2, 4, 8) 的 点 分 别 看 作 复数 、 四 元 数 、 凯 莱 数 就 
得 到 这 种 乘法 。 是 否 还 有 其 他 的 nn 值 使 Rr" 能 成 为 这 种 
赋 范 代数 呢 ? 若 Rm 具有 赋 范 代数 结构 ， 则 球面 9"- :为 


具有 一 个 国 洞 的 环 面 


HH 空 间 。 这 后 一 结论 又 等 价 于 存在 堆 普 夫 不 变量 等 于 
1 的 球面 映射 S" :~>S"。 这 个 问题 在 同 伦 论 发 展 的 初期 
就 被 提出 来 ,当时 是 个 很 难 下 手 的 问题 .与 这 个 问题 邻近 
的 还 有 球面 "上 至 多 能 有 多 少 个 线性 独立 的 切 向 量 场 的 
问题 1960 年 前 后 , J.F, 亚当 斯 彻底 解决 了 这 两 个 问题 。 
于 是 知道 除开 n=2,4, 8 这 几 种 已 知情 形 ， 不 可 能 在 本 
上 引进 保持 范 数 的 乘法 。 一 个 古老 的 代数 难题 用 拓扑 的 
方法 得 到 了 解答 。 亚 当 斯 还 充分 利用 了 同调 代数 〈 包 括 
谱 序 列 )， 上 同调 运算 理论 ,广义 同调 论 等 方面 当时 所 能 
提供 的 工具 ， 使 它们 充分 发 挥 了 威力 。 这 些 成 就 足以 说 
明代 数 拓扑 那 时 正 处 于 发 展 的 高 潮 。 
70 年 代 以 后 ， 虽 然 不 象 前 些 年 那样 接连 出 现 令 人 惊 
的 结果 ,代数 拓扑 仍然 取得 了 多 方面 的 进展 。 例 如 ,在 
广义 同调 论 、 变 换 群 作用 下 的 共 变 同调 与 同 伦 论 、 无 穷 环 
道 空间 、 有 理 同 伦 论 , 同 伦 群 指数 估计 、 来 自 微分 拓扑 的 
代数 拓扑 问题 等 方面 都 获得 了 丰硕 的 成 果 。 目 前 ,一 方面 
在 其 他 数学 分 支 ， 其 他 科学 与 技术 领域 里 代数 拓扑 的 应 
用 日 见 广泛 与 深入 ， 另 一 方面 ， 其 本 身 有 许多 重要 问题 
尚未 解决 ,或 尚未 彻底 解决 ,代数 拓扑 另 一 个 发 展 高 潮 时 
期 的 到 来 是 可 以 期 待 的 。 
参考 书目 
江 闯 通 著 :拓扑 学 引 论 *, 上 海 科学 技术 出 版 社 ,上海 ,1978。 
M. J. Greenberg, Lectures on Algebraic Topology, W. 
A. Benjamin, New York,1967. 
E. H. Spanier, Algebraic Topology, McGraw-Hill, New 
York, 1966. 
( 孙 以 丰 》 
daishuxue 
代数 学 (algebra) ”数学 中 一 个 重要 的 、 基 础 的 
分 支 ， 由 于 人 类 生活 ,生产 、 技术、 科学 和 数学 本 身 的 需 
要 而 发 生 和 发 展 ， 历 史 悠 久 。 它 在 研究 对 象 、 方 法 和 中 
心 问题 上 经 历 了 重大 的 变化 。 初 等 代数 学 (或 称 古典 代数 
学 ) 是 更 古老 的 算术 的 推广 和 发 展 ， 抽 象 代数 学 ( 曾 称 近 
世代 数学 ) 则 是 在 初等 代数 学 的 基础 上 产生 ,发 展 而 于 20 
世纪 形成 的 。 
初等 代数 学 , 研究 数字 和 文字 的 代数 运算 (加 法 、 减 
法 ,乘法 、 除 法、 乘 方 、 开 方 ) 的 理论 和 方法 ! 更 确切 点 说 ， 
研究 实数 或 复数 和 以 它们 为 系数 的 多 项 式 的 代数 运算 的 
理论 和 方法 。 它 的 研究 方法 是 高 度 计算 性 的 。 它 的 中 心 问 
题 是 实 或 复 系数 的 多 项 式 方程 (或 称 代数 方程 ) 和 方程 组 
的 解 (包括 解 的 公式 和 数值 解 ) 的 求法 及 其 分 布 的 研究 ， 
因此 它 也 可 简称 方程 论 。 它 的 演变 历史 久远 ,中 国 和 其 他 
文明 古国 都 有 贡献 ， 而 在 欧洲 则 于 16 世纪 (文艺 复兴 后 
期 ).17 世 纪 系统 地 建立 起 这 门 学 科 , 并 继续 发 展 到 19 世 
纪 的 前 半 叶 。 随 着 电子 计算 机 的 广泛 而 深入 的 使 用 ， 有 
些 内 容 的 新 发 展 已 轨 入 计算 数学 的 形成 了 "数值 代 
数 "。( 见 算术 、 多 项 式 ,行列 式 、 线 性 方程 组 ,起 阵 、 代 数 基 
本 定理 ) 
抽象 代数 学 是 在 初等 代数 学 的 基础 上 ， 通 过 数 系 的 
概念 的 进一步 推广 或 者 可 以 实施 代数 运算 的 对 象 的 范围 
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的 进一步 扩大 ,逐渐 发 展 而 形成 的 ; 它 自 18.19 世纪 之 交 
棚 芽 .不 断 成 长 而 于 -20 世纪 20 年 代 建立 起 来 。 它 研究 的 
对 象 是 非特 定 的 任意 元 素 集合 和 定义 在 这 些 元 素 之 间 
的 ,满足 若干 条 件 或 公理 的 代数 运算 ， 也 就 是 说 它 以 各 
种 代数 结构 (或 称 系统 ) 的 性 质 的 研究 为 中 心 问题 。 它 的 
研究 方法 主要 是 公理 化 的 。 自 20 世纪 40 年 代 中 期 起 , 抽 
象 代数 学 的 研究 对 象 又 有 一 些 新 的 拓 广 。 详 细 点 讲 ， 考 
虑 任意 一 些 元 素 ob c, … 组 成 的 一 个 非 空 集合 S 和 一 个 
或 几 个 运算 ,例如 记 作 。,… 等 假设 8 中 任意 两 个 元 素 w 
5 (也 可 相同 ) 依 着 次 序 用 运算 * 联 结 起 来 的 结果 ob 仍然 
是 S 中 一 个 完全 确定 的 元 素 c (封闭 性 )， 并 且 假设 对 8 
中 元 素 实 施 的 运算 单独 地 或 相 联 系 地 遵守 着 通常 四 则 或 
有 理 运 算 所 适合 的 一 些 法 则 或 公理 如 加 法 或 科 法 有 结 
合 律 , 有 交换 律 ,有 0 或 1, 有 负 或 洁 , 有 加 法 分 配 律 等 ) 
则 集合 8 对 于 运算 。…' 成 为 一 个 代数 结构 。 由 各 种 代数 
结构 的 公理 出 发 研究 它们 的 性 质 , 就 是 所 谓 抽象 代数 学 。 

至 今 ,已 有 群 . 环 . 域 , 模 、 代 数 、 格 以 及 泛 代数 、 同调 
代数 ,范畴 等 重要 代数 结构 。 

群 , 环 , 域 , 模 、 代数、 桔 科 介 群 G 是 只 具有 一 个 运 
算 * 的 代数 结构 ， 除 假设 G 中 任 二 元 素 a, b 经 过 运算 * 结 
合 所 得 结果 aob 仍 是 G 中 元 素 ( 封 闭 性 ) 外 ， 还 假设 三 条 
公理 ， 

G1 结合 律 成 立 。 对 G 中 任 三 元 素 o b,c 有 (aeb)。 
c=ae(bec), 

G2 存在 单位 元 素 。G 中 有 一 个 元 素 e, 称 作 G 的 单 
位 元 素 , 使 得 对 于 G 中 任意 元 素 a, 有 aee=eea= or 

G3 存在 逆 元 素 。 对 于 G 中 任 一 元 素 o 都 有 G 中 一 
元 素 a', 叫 做 4 的 逆 元 素 , 使 得 aea'=ava=e。 

通常 就 简写 ob 为 ob。 

一 般 群 中 交换 律 不 一 定 成 立 , 若 对 G 交 换 律 成 立 , 即 
对 G 中 任 二 元 素 a,b 都 有 op==ba, 则 称 G 为 交换 群 或 阿 
贝尔 群 ,否则 称 为 非 交 换 群 。 若 G 中 元 素 的 个 数 有 限 , 则 
称 为 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 妊 。 

例如 ,所 有 的 整数 ,有理数 实数、 复数 的 集合 对 于 加 
法 都 是 群 。 所 有 的 非 零 的 有 理 数 .实数 .复数 的 集合 对 于 
季 法 也 都 是 群 。 所 有 这 些 群 都 还 是 无 限 交换 群 。 这 些 群 
(对 于 确定 运算 ) 的 元 素 集合 ,有 的 包括 在 另 一 个 群 (对 于 
同一 运算 ) 的 元 素 集合 里 ,就 叫做 后 者 的 子 群 。 

把 由 n (任意 正 整 数 ) 个 文字 1, 2,…, m 到 它们 自己 
的 一 个 排列 mj，oa， …， an 的 变换 叫做 一 个 n 元 置换 , 记 
作 a 一 (2 名 中)。 对 于 任意 两 个 置换 a 和 定义 对 
1,2,…sn 依次 实施 a.b, 即 先 用 a 作用, 再 用 5b 作用 的 运 
算 为 a.b 的 乘法 ,并 将 所 得 的 置换 c 称 为 a.b 之 积 。 若 有 
一 些 ?元 置换 的 非 空 集合 G ,若是 G 中 任 二 元 集 cb 之 积 
仍 在 G 中 (封闭 性 ), 则 G 即 为 一 置换 群 。 注 意 ,此 时 G 对 
乘法 必 有 结合 律 , G 中 必 有 单位 元 素 e= (1 2 … ”)，G 


中 元 素 6 必 有 逆 元 素 w= (全 号 %) 也 在 G 中 。 特 
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别 , 所 有 nl 个 n 元 置换 成 一 群 ， 称 为 7 个 文字 的 对 称 群 
Sn。Sn 是 有 限 ( 当 ?> 3) 非 交 换 群 。 任 一 n 元 置换 群 都 
是 So 的 子 群 。( 见 置换 群 ) 

环 R 是 具有 两 个 运算 (加 法 + 和 乘法 ) 的 代数 结构 ， 
如 是 之 正中 元 素 对 加 法 + 是 一 个 交换 群 ， 忆 中 元 素 对 乘 
法 * 有 封闭 性 和 结合 律 , 并 且 对 于 忆 任 三 元 素 o, bc 都 
有 双边 加 法 分 配 律 成 立 : 

a(b+c)=ab+ac,(b+c)a=bat+ca。 

适合 乘法 交换 律 的 环 叫做 交换 环 。 例 如 ， 所 有 的 整 
数 \ 有 理 数 、 实数、 复数 的 集合 对 于 加 法 和 乘法 都 是 交换 
环 。 环 尺 的 元 素 的 子 集合 Ri, 如 对 及 的 两 个 运算 也 成 环 ， 
则 R, 称 为 尽 的 子 环 。 这 里 的 整数 环 是 有 理 数 环 、 实 数 环 、 
复数 环 等 的 子 环 。 

域 了 也 是 一 个 具有 两 个 运算 加 法 ( + ) 和 乘法 (，) 的 
代数 结构 ， 它 至 少 包含 两 个 不 同 的 元 素 0 和 1， 并 且 F 
对 加 法 (+ ) 是 交换 群 ,F 除 0 外 对 乘法 (，) 也 是 交换 群 ， 
且 加 法 分 配 律 成 立 , 即 对 正中 任 三 元 素 a.b.c 都 有 

a(b+c)=ab+ac。 
域 是 环 的 特例 。 若 乘法 交换 律 不 成 立 , 则 称 为 非 交 换 域 。 
它 与 域 合 称 体 或 除 环 。 

例如 ,所 有 的 有 理 数 、 实数、 复数 的 集合 对 于 加 法 和 
乘法 都 是 域 ,通常 记 作 Q@,R,C。 域 了 的 元 素 的 子 集合 Pi， 
如 对 下 的 两 个 运算 也 成 域 , 则 F, 称 为 的 子 域 , 而 F 称 
为 Pi 的 扩 域 。 所 有 a+bw 2(a.b 为 有 理 数 )、a+bi(a,b 
为 有 理 数 或 实数 ) 的 集合 也 是 域 。 这 些 都 是 C 的 子 域 , 简 
称 数 域 。 

考虑 仅 有 两 个 元 素 0、1 的 集合 Pi。 定义 Ps 中 的 两 个 
二 元 运算 + 及 x 如 下 ， 

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0, 
0x0=0, 0x1=0, 1x0=0, 1xl=1, 

则 Pa 对 + 及 X 成 为 一 域 ， 并 称 为 一 有 限 域 。 一 般 地 讲 ， 
对 任 一 ( 正 ) 素 数 P， 所 有 整数 模 p 的 剩余 类 对 模 P 的 加 
法 及 乘法 成 一 域 F,, 恰 是 有 Pp 个 元 素 的 有 限 域 。 

考虑 系数 在 一 域 F 中 的 所 有 一 元 多 项 式 人 x)= 
Gox? 十 Qix"! 十 … 十 Qa( 其 中 Gos 44,…，an 皆 在 FF 中, 且 
qo 天 0, 若 %> 0， 而 x 为 不 定 元 ) 的 集合 F[x]。 对 于 多 项 
式 的 加 法 和 乘法 ，FCz] 组 成 一 个 交换 环 ， 称 为 域 上 的 
多 项 式 环 。 考 虑 所 有 这 样 两 个 多 项 式 的 有 理 分 式 (分 母 不 
为 0 ) 的 集合 ， 则 得 到 一 个 域 PF(x)， 称 为 域 上 的 有 理 
分 式 域 。 

假设 非 空 元 素 集合 S 对 加 法 + 是 一 个 交换 群 ， 又 设 
非 空 元 素 集合 尽 对 加 法 二 (通常 使 用 同一 符号 ) 和 乘法 
是 一 个 环 。 以 4,8,… 表 示 S 的 元 素 ，a,b… 表 示 尽 的 元 
素 。 假 设 4 与 < 可 结合 为 aa 仍 在 8 中 ( 称 为 数 乘 ) 且 满 
足以 下 条 件 或 公理 ，a(a+B)=aa+ap，(a+b)a= aa+ 
ba，(ob) a=a (ba)， 则 S 称 为 一 个 左 尽 模 。 也 可 定义 右 
R 模 。 

例如 , 设 了 为 域 。 考 虑 所 有 的 下 中 中 元 素 组 wa= (ay 
aasan)yatyaay …， on 在 中， 并 称 为 向 量 的 集合 F"。 


定义 
m+ B= (Qs 0n) + (bs bs bo) 
=(artbisart+ bess Gn + ba), 
ca 一 c(alyazy…yan) 一 (caiycaay ,COs)» 

5 在 F 中, 则 Fr 对 加 法 及 数 乘 组 成 一 ( 左 ) P 模 , 通 常 称 为 
下 上 nn 维 向 量 空间 或 线性 空间 。 

设 4 为 一 环 ,同时 又 为 一 交换 环 K 上 的 左 K 模 ,并 设 
环 4 与 模 A 有 同一 的 加 法 。 若 对 44 中 任 二 元 素 a.b 和 K 
中 任意 元 素 上 有 上 (ab)=(ka)b=a(kb)， 则 入 称 为 交换 
环 人 上 的 (线性 结合 ) 代 数 。 若 4 为 除 环 ， 则 称 为 可 除 代 
数 。 若 4 的 乘法 不 适合 结合 律 ， 则 称 为 非 结 合 代数 。 代 


数 旧 称 超 复数 系 。 
例如 ， 设 了 为 域 ， 考 虑 了 上 mm 阶 矩 阵 4= (au) 的 集 
合 Mn(F),aw(i,j=1,2,…,n) 在 正中 。 定 义 


A+B=(au) + (bys)=(aut+by), 
A:B= (by) = (Sonbu), 


cA=c(au) = (cay), 

5 在 F 中 , 则 Mn(P) 为 了 上 《线性 结合 ) 代数 ， 称 为 短 阵 
代数 ， 当 n>1 时 非 交换 。 

设 工 是 一 个 非 空 集合 ， 在 工 中 定义 两 种 二 元 素 的 运 
算 U ( 求 并 ) 和 由 ( 求 交 ), 适 合 下 列 公理 ， 

L1 交换 律 aUb=bUa, anb=bnor 

L2 结合 律 aU(bUc)=(aUb)Uc, 
aNibNce)=(aNb) Ne 
aN(bUa)=a, aU(bNa)=a; 
aUa=a, aNa=a, 


L3 吸收 律 

I4 宕 等 律 
则 称 工 为 一 个 格 。 

例如 ， 考 虑 任意 一 集合 S 的 一 切 子 集合 所 组 成 的 集 
合 , 记 为 P(S)， 定义 任 二 子 集合 的 求 并 为 U， 求 交 为 站 ， 
则 P(S ) 为 一 格 。 

在 各 类 代数 结构 的 研究 中 ， 同 类 中 两 个 代数 结构 的 
同 构 及 其 推广 的 同 态 的 概念 是 基本 的 。 由 于 各 类 代数 结 
构 所 奉 涉 到 的 一 个 给 定 集合 的 元 素 和 元 素 之 间 的 运算 
〈 对 于 模 和 代数 的 数 乘 ， 说 法 要 作 一 些小 的 修改 ) 都 是 一 
般 的 ， 主 要 考虑 的 是 两 个 元 素 与 它们 经 过 运算 所 得 到 的 
同一 集合 中 的 元 素 之 间 的 关系 ， 由 此 产生 了 同 构 和 同 态 
的 概念 。 为 了 便于 说 明 ， 首 先 考虑 群 ， 这 时 只 有 一 个 运 
算 , 两 个 元 素 间 的 运算 符号 略 去 不 写 。 设 G 和 G' 为 两 个 
群 ， 若 有 一 个 由 G 到 G' 的 一 一 映射 1， 使 (G 中 的 ) 9 
9 (在 G' 中 ) 且 对 G 中 任意 Ga、b 使 Ab 一 (ob)， 则 了 称 
为 由 G 到 G' 的 同 构 ， 而 G 称 为 同 构 于 G', 记 为 GG'。 
着 只 假设 了 为 一 个 由 G 到 G' 的 一 般 的 多 一 映射 , 则 了 称 
为 由 G 到 G' 的 同 态 , 而 G 称 关 同 态 于 G…， 记 为 G~G'。 考 
虑 对 G 中 给 定 a 和 H(G 的 子 群 ) 中 所 有 元 素 h 的 集合 
{oh} 和 {ha}j， 称 为 G 对 五 的 左 陪 集 aH 和 右 陪 集 Ha。 特 
别 , 若 对 G 中 任意 的 a, aH= Ha, 则 五 称 为 G 的 一 个 正规 
子 群 , 记 为 H< G。 这 时 , G 对 HH 的 所 有 陪 集 aH( =Ha) 依 
照 of*bH=abH 的 乘法 组 成 群 , 称 为 G 对 也 的 商 群 G/H， 


且 G~G/H,。 一 般 地 , 对 任 一 代数 结构 的 研究 都 可 以 包括 
这 样 一 些 问 题 ; 同 构 、 同 态 , 子 结构 、 特殊 子 结构 、 商 结构 
以 至 结构 的 合成 与 分 解 、 自 同 构 群 等 。 例 如 ,通常 考虑 一 
种 特殊 的 子 环 即 理想 :一 个 环 玉 的 子 环 M 称 为 民 中 理想 ， 
车 对 RR 中 任意 7 和 MM 中 任意 m 都 有 rm 和 mr 仍 在 M 中 。 

发 展 阐 灾 (包括 汽 代数 、 同 调 代数 、 范 畸 简 介 ) 在 欧 
洲 ，Algebra 一 词 最 初 来 源 于 9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 和 天 
文学 家 花 拉 于 来 的 重要 著作 的 名 称 , 原 义 是 还 原 (al-jabr) 
与 相 清 (almuquabalah ) 的 科学 , 简称 为 algebra。 清 初 输 
入 中 国 时 , 译 为 阿尔 热 巴 拉 ( 梅 筑 成 , 1761), 后 改 译 为 代 
数学 ( 李 着 兰 ,1835)。 

中 国 古 代 在 初等 代数 学 方面 ， 有 光辉 的 成 就 。 初 等 
代数 学 中 的 正 负数 加 减 运算 和 求 联 立 一 次 方程 组 与 正 系 
数 的 二 次 方程 的 数值 解 是 中 国 古 代数 学 家 的 发 明 创造 ， 
且 早 就 见 之 于 《 九 章 算术 六 成 书 不 迟 于 公元 1 世纪 ) 和 瑶 
晋 刘 向 的 6 九 章 算术 》 注 (263) 。 求 正 系数 的 三 次 方程 的 数 
值 解 ,在 唐 初 王 才 通 k 缉 古 算 经 》(626) 中 已 经 出 现 。 中 国 
古代 代数 学 在 11 一 13 世纪 宋 、 元 间 达 到 了 发 展 的 高 峰 。 
作为 例子 , 可 以 提出 ，@1247 年 系 九 部 在 《 数 书 九 章 》 中 
创造 了 高 次 多 项 式 方程 的 一 般 数 值 解法 ， 这 种 方法 在 原 
则 上 和 所 谓 的 鲁 菲 尼 - 黎 纳 方法 (1804，1819) 是 一 致 的 。 
同时 代 的 地 治 相互 独立 地 在 4 测 贺 海 镜 》(1248) 和 《 益 古 
演 段 (1259) 中 ，, 根据 应 用 问题 的 条 件 列 出 方程 , 称 之 为 
《天 元 术 》， 作 出 了 重要 贡献 。@@1261 年 杨 妊 在 《详解 九 
章 算法 入 类 ?中 引用 出 自 贾 完 ( 约 1050) 的 增 来 开 方 法 和 
二 项 式 展 开 系数 表 ， 后 者 是 世界 上 已 知 最 早 的 这 种 表 。 
图 未 世 杰 1303 年 在 《四 元 玉 鉴 》 中 ， 研 究 了 始 于 宋 沈 括 
《 梦 误 笔谈 》(1086 年 或 稍 后 ) 中 的 高 阶 等 差 级 数论 和 多 
元 联 立 方程 组 与 消去 法 (所 谓 四 元 术 )。 中 国 古代 在 代数 
学 方面 的 工作 ， 与 实际 应 用 问题 紧密 联系 ， 着 重 数值 计 
算 , 风格 独特 。 虽 已 用 天 、 地 、 人 , 物 表示 未 知 数 , 但 没有 
发 展 为 文字 代数 学 。 在 漫长 的 一 千 多 年 的 岁月 里 ， 中 国 
与 印度 ,阿拉 伯 国 家 、 朝鲜 、 日 本 在 数学 (包括 代数 学 ) 方 
面 是 有 相互 交流 和 影响 的 。 

古代 巴比伦 ,埃及 ,希腊 印度、 阿拉伯 等 文明 古国 也 
对 初等 代数 学 的 发 展 ， 作 出 了 重要 贡献 。 例 如 希腊 去 香 
图 的 一 次 与 二 次 不 定 方程 的 解法 (250 年 左右 )， 印度 要 
罗 摩 八 多 (7 世纪 ) 和 疲 什 迎 罗 第 二 (12 世纪 ) 的 二 次 方程 
一 般 解 ,后 者 认识 到 负 根 的 存在 ;阿拉 伯 的 花 拉 子 米 的 二 
次 方程 一 般 解 法 (允许 无 理 数 的 存在 ) 、 奥 马 * 海 亚 姆 (12 
世纪 ) 的 三 次 方程 的 圆锥 曲线 求解 法 等 。 

至 于 文字 表示 法 的 引进 和 发 展 , 通 常 归 之 于 16 和 17 
世纪 的 法 国 数学 家 了 . 书 达 和 有 . 备 卡 儿 。 从 这 时 起 ,代数 
学 就 成 为 各 种 数量 (用 文字 来 代表 ) 以 至 多 项 式 的 计算 的 
理论 。16 世纪 初 ,意大利 数学 家 S. dal 费 罗 、N. 塔 尔 塔 利 
亚 、G. 卡尔 达 诺 、L. 费 拉 里 等 先后 成 功 地 得 到 了 三 次 和 
四 次 多 项 式 方程 的 解 的 一 般 公 式 ,在 18 世纪 进一步 使 用 
了 “复数 "。 典 型 的 著作 是 L- 欧 拉 的 《代数 学 引 论 》(1770)。 

到 了 18 世纪 以 至 19 世纪 初 ， 由 于 实际 应 用 和 科学 
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工作 (包括 辅助 计算 数字 表 ) 及 理论 发 展 的 需要 〈 例 如 ， 
C.F. 高 斯 在 成 功 地 解决 谷 神 星 的 轨道 的 工作 中 ,就 计算 
了 一 个 8 次 多 项 式 方程 的 根 )。 高 次 多 项 式 方程 的 解法 
《 即 根 的 计算 和 分 布 ) 的 问题 逐渐 成 为 当时 代数 学 的 中 心 
问题 。 很 多 数学 家 一 起 创造 出 多 项 式 方程 论 ， 如 对 实 系 
数 多 项 式 的 P. 鲁 非 尼 、W. G. 稚 纳 和 I. 牛顿 (1669) 求 
实 根 的 近似 值 的 方法 和 格雷 夫 (1837)、H. H. 罗 巴 切 夫 
斯 基 (1834) 求 复 根 的 近似 值 的 方法 ， 限 制 或 确定 正 根 或 
负 根 、 实 根 的 个 数 的 笛 卡 儿 符号 法 则 (1637) 和 斯 图 姆 定 
理 (1835) 等 结果 。 

18、19 世纪 之 交 ， 高 斯 对 于 复数 及 其 运算 的 几何 表 
示 有 深入 的 讨论 ， 并 证 明了 事实 上 严格 的 证 明 一 直到 
1920 年 才 完成 ) 代数 基本 定理 ， 即 任意 一 个 复 系数 一 元 
nn 次 方程 必定 有 一 个 复数 根 ， 从 而 也 就 恰 有 "个 复数 根 
(相同 的 根 按 重 数 计 )。 用 现代 的 术语 说 ， 复 数 域 是 一 个 
代数 封闭 域 。 这 时 人 们 为 了 求解 多 项 式 方程 而 扩大 数 的 
范围 的 要 求 ， 就 在 一 定 程度 上 得 到 满足 了 。 

也 就 是 在 这 个 时 期 ， 一 些 著 名 的 数学 家 企图 对 五 次 
以 上 的 方程 求 出 用 系数 通过 一 系列 有 理 运算 和 开 某 些 方 
根 而 得 的 结果 ,或 简单 说 用 根 式 表示 根 的 公式 ,所 作 的 大 
量 努 力 , 均 徒 劳 无 效 。 可 是 在 J.-L. 拉 格 溉 日 (1770) 对 二 、 
次 方程 的 求 根 公式 所 作 的 分 析 中 ,也 已 孕育 着 正确 
解决 这 个 问题 所 需 的 新 概念 一 一 置换 群 和 数 域 。 继 鲁 菲 
尼 (1813) 之 后 , N. H. 阿 贝尔 终于 在 1824 一 1826 年 间 证 
明了 五 次 以 上 的 一 般 方程 用 根 式 求解 的 不 可 能 性 。 他 在 
工作 中 ， 实 质 上 引进 了 在 给 定数 域 中 不 可 约 多 项 式 的 概 
念 ， 即 系数 在 域 了 中 的 一 元 多 项 式 不 能 表示 成 两 个 系数 
在 了 中 的 次 数 较 低 的 多 项 式 的 乘积 。1832 年 ,E. 如 罗 瓦 
更 对 于 高 次 方程 是 否 可 以 用 根 式 求解 的 问题 给 出 彻底 的 
解答 。 他 引进 了 置换 群 的 正规 子 群 和 数 域 的 扩 域 以 及 群 
的 同 构 等 概念 ， 并 证 明了 由 方程 的 根 的 某 些 置换 所 构成 
的 群 ( 即 方程 的 伽 罗 瓦 群 ) 的 “可 解 性 "( 见 有 限 群 ) 是 可 以 
用 根 式 求解 的 充分 必要 条 件 。 由 于 一 般 nn 次 方程 的 伽 罗 
瓦 群 是 对 称 群 5,, 当 且 仅 当 n<4 时 Sn 为 可 解 ,因此 一 般 
五 次 以 上 方程 不 可 能 用 根 式 求解 ( 见 侣 罗 瓦 理论 )。 

EE. 伽 罗 瓦 的 遗 稿 是 在 1832 年 决斗 致死 前 赶 写 而 成 
的 ,J, 刘 维尔 1846 年 才 把 它 编辑 出 版 ,J. A. 塞 雷 特 在 他 
1866 年 出 版 的 《高 等 代数 教程 》 第 3 版 中 才 对 伽 罗 瓦 的 
工作 做 了 介绍 。 对 于 伽 罗 瓦 理论 的 第 一 个 全 面 而 清晰 的 
盖 述 ,是 C. 若 尔 当 在 1870 年 的 专著 《置换 和 代数 方程 专 
论 》 中 给 出 的 。 这 本 名 著 综合 已 有 结果 ,得 到 新 的 重要 结 
果 ， 大 大 地 推进 了 置换 群 论 的 研究 的 开展 。 若 尔 当 深刻 
地 研究 了 由 F" 的 一 些 可 逆 线 性 变换 组 成 的 线性 变换 群 。 
他 还 引进 了 商 群 的 概念 ,并 证 明了 今天 通称 为 若 尔 当 - 赫 
尔 德 定理 的 一 部 分 。 此 外 ,他 首先 研究 了 无 限 群 , 后 来 ， 
M.S. 李 ,F. 克 菜 国 和 杞 . 席 加 贰 ,在 微分 方程 论 .几何 学 
( 埃 尔 期 根 岗 领 ;、 自 守 函 数论 等 的 研究 中 ， 都 依赖 于 无 
限 变换 群 (连续 或 离散 ) .无限 群 的 理论 同时 得 到 发 展 ( 见 
群 )。 至 于 抽象 群 的 概念 虽 曾 早 在 1854 年 为 A. 氛 菜 接 触 
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到 ,但 只 限于 有 限 群 。 一 直到 19 世纪 80 年 代 ,抽象 群 的 
定义 才 得 到 通用 。 这 里 所 说 的 由 有 限 置换 群 的 概念 的 产 
生 到 抽象 群 的 定义 的 形成 这 一 发 展 过 程 ， 正 是 最 终 引 向 
建立 抽象 代数 学 的 第 一 个 根源 。 

第 二 ,在 数论 一 方面 ,首先 在 18、19 世纪 之 交 , 在 拉 
格 朗 日 和 高 斯 关于 整 系数 二 次 型 ar:+ 2bz 十 cj 的 研究 
中 ,对 判别 式 D=ad 一 be 取 固定 值 的 二 次 型 ,引进 了 在 整 
数 系数 且 行 列 式 为 1 的 二 元 变换 下 等 价 的 概念 ， 并 阐明 
只 有 有 限 多 个 等 价 类 。 对 于 这 些 类 引进 它们 的 “复合 " 作 
为 运算 ,这 样 就 在 实质 上 得 到 了 一 个 有 限 交换 群 。 其 次 ， 
从 高 斯 关于 复数 a+i (a、b 为 有 理 数 或 整数 ) 的 研究 开 
始 ,在 德国 数学 家 P.G.L. 儿 利 克 雷 、 忆 . 卫 , 库 默 尔 、 工 . 克 
罗 内 克 、R. 堪 德 金 .D, 希 尔 伯 特 等 对 代数 数论 的 研究 中 ， 
域 .理想 . 模 等 概念 被 引入 并 起 着 重要 的 作用 。 由 于 研究 
费 马 大 问题 ( 见 费 马 大 定理 )， 导 致 库 默 尔 第 一 个 提出 理 
想 数 的 概念 ,后 来 戴 德 金 建立 起 理想 的 理论 ,用 以 完成 通 
常 整数 唯一 分 解 定理 对 代数 整数 〈 整 数 系数 一 元 方程 的 
(复数 ) 根 称 为 代数 数 , 首 项 系数 为 1 的 改称 为 代数 整数 ) 
的 推广 。 戴 德 金 还 首先 引进 格 的 概念 来 研究 理想 。 

第 三 ,在 线性 代数 和 代数 方面 的 工作 ,对 于 引 向 抽象 
代数 学 的 建立 起 了 很 大 的 推动 作用 。 早 在 1830~1850 
年 间 ,就 由 英国 数学 家 G. 市 尔 在 研究 思维 规律 中 建立 起 
逻辑 代数 或 布尔 代数 (一 种 特殊 的 格 )，W. R. 哈密 顿 奸 
立 起 向 量 代数 、 四 元 数 非 交换 代数 和 一 般 代数 ，A. 凯 莱 
建立 起 矩阵 代数 和 八 元 数 非 结合 代数 。 还 有 德国 数学 家 
A.F. 去 比 乌 斯 和 也. G. 格拉 斯 曼 关于 向 量 代数 、 线 性 代 
数 和 外 代数 的 工作 。 再 在 19、20 世纪 之 交 ,更 有 英美 德 
法 许多 数学 家 在 这 方面 做 了 大 量 工作 。 如 J 西 尔 维基 
特 、W.K. 克利 福 佑 .B. 皮 尔 斯 和 C.S. 皮 尔 斯 \L.. 迪克 
森 、 J.H.M. 韦 德 伯 思 、K. 外 尔 斯 特 柱 斯、 戴 德 金 了 .G., 周 
罗 贝 尼 乌 斯 .了 . 莫 利 思 、E.N, 拉 盖 尔 、 名 . 者 当 等 。 作 为 
重要 成 果 , 可 以 提出 韦 德 伯 思 在 1907 年 关于 一 般 线性 结 
合 代数 的 构造 理论 和 勾 . 嘉 当 1894 年 关于 复数 域 上 单纯 
李 代 数 的 完全 分 类 工作 。 上 面 这 些 代数 的 元 素 对 于 乘法 
运算 ,有 的 不 适合 交换 律 , 有 的 不 适合 结合 律 , 有 的 有 堆 
因子 ( 即 o 赤 0,b 闻 0, 而 几 = 0, 和 矩阵 代数 就 是 这 样 )， 就 大 
大 地 扩充 了 过 去 代数 学 进行 运算 的 主要 对 象 ,如 向 量 、 四 
元 数 等 更 由 于 与 力学 ,物理 学 的 联系 而 得 到 发 展 。 

可 以 说 , 从 19 世纪 初 起 , 抽象 代数 就 在 萌芽 并 进而 
成 长 。 到 了 19 世纪末 叶 , 群 以 及 紧 相 联 系 着 的 不 变量 的 
概念 ,在 几何 和 分 析 上 ， 在 力学 和 理论 物理 上 , 都 起 了 重 
大 的 影响 。 深 刻 地 研究 群 以 及 其 他 相关 的 概念 ， 如 域 、 
环 \ 模 、 代 数 等 ,应 用 到 代数 学 各 部 分 ,从 许多 分 散 出 现 的 
具体 研究 对 象 抽象 出 它们 的 共同 特征 来 进行 公理 化 的 研 
究 ,这 样 就 形成 了 抽象 代数 学 的 更 进一步 的 演进 ,完成 了 
以 前 相对 于 独立 发 展 着 的 三 个 主要 方面 群 论 、 代 数 数 
论 线性 代数 以 及 代数 ) 的 综合 ,与 差不多 同时 发 展 的 数 
学 公理 化 运动 相互 促进 。 对 这 一 步 统一 的 工作 ,近代 德国 
学 派 息 了 主要 的 作用 。 由 戴 德 金 和 希 尔 伯 特 于 19 世纪 


末 叶 工作 开始 ， 在 H. 书 伯 的 三 卷 巨著 《代数 教程 》( 工 ， 
1894;I,1896; 五 ,1891) 的 影响 下 ，E. 施 泰 尼 蒋 于 1911 
年 发 表 的 重要 论文 “ 域 的 代数 理论 "对 于 代数 学 抽象 化 工 
作 贡 献 很 大 。 自 20 世纪 20 年 代 起 , 以 下 . 诺 特 和 EE. 阿 延 
及 她 和 他 的 同事 、 学 生 们 为 中 心 ,抽象 代数 学 的 发 展 极为 
灿烂 。 在 群 论 , 域 论 \ 阿 廷 的 形式 实 域 理 论 (与 0. 施 赖 埃 
尔 合作 )、 希 尔 伯 特 第 17 问题 的 解决 、 类 域 论 、 诺 特 ( 交 
换 ) 环 的 理想 理论 、 诺 特 的 模 论 及 应 用 (建立 起 有 限 群 的 
表示 理论 与 代数 的 构造 理论 之 间 的 联系 )、 代 数 的 理论 到 
阿 廷 环 的 推广 等 方面 , 都 有 重要 的 成 果 。 德 国学 派 的 H. 
哈 塞 、R. 市 侯 尔 、E. 诺 特 与 美国 学 派 的 A.A. 阿尔 伯 特 
证 明了 一 个 主 定理 ， 代 数 数 域 上 的 中 心 单纯 代数 都 是 中 
心 上 的 循环 代数 (1930 一 1931)。 它 是 这 时 期 一 个 最 突出 
的 成 就 ( 见 结合 代数 )。B. 工 . 范 * 德 ` 瓦 尔 登 根 据 诺 特 和 阿 
廷 的 讲稿 于 30 年 代 初 写成 《近世 代数 学 》, 综合 当时 抽象 
代数 学 各 方面 的 工作 于 一 书 ， 对 于 抽象 代数 学 的 传播 和 
发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 自 50 年 代 第 4 版 起 ,该 书 改 
称 《代数 学 》。 

综合 上 面 概 括 地 讲 ,抽象 代数 学 就 是 以 研究 数字 、 文 
字 和 更 一 般 元 素 的 代数 运算 的 规律 和 由 这 些 运算 适合 的 
公理 而 定义 的 各 种 代数 结构 ( 群 、 环 、 域 、 模 、 代数 、 格 
等 ) 的 性 质 为 其 中 心 问题 的 。 由 于 代数 运算 贯穿 在 任何 
数学 理论 和 应 用 问题 里 ， 也 由 于 代数 结构 及 其 元 素 的 一 
般 性 ， 抽 象 代数 学 的 研究 在 数学 中 是 具有 基本 性 的 。 它 
的 方法 和 结果 渗透 到 那 一 些 与 它 相 接近 的 各 个 不 同 的 数 
学 领域 中 ,成 为 一 些 有 新 面貌 和 新 内 容 的 数学 领域 ,如 代 
数 数论 ,代数 几何 、 拓 扑 代数 、 李 群 和 地 代数 以 至 代数 拓 
站 学 、 泛 函 分 析 等 。 这 样 ,抽象 代数 学 就 对 于 全 部 现代 数 
学 的 发 展 有 着 显著 的 相互 影响 ， 并 且 对 于 一 些 其 他 的 科 
学 领域 ,如 理论 物理 .结晶 学 等 ,也 有 重要 的 影响 。 

随 着 数学 中 各 分 支 理 论 的 发 展 和 应 用 的 需要 ， 抽 象 
代数 学 得 到 启发 和 促进 而 不 断 发 展 .20 世 纪 30 年 代 所 谓 
抽象 代数 学 的 一 些 基本 内 容 ， 现 在 已 经 成 为 每 个 现代 数 
学 工作 者 必 备 的 理论 知识 ， 有 的 还 是 某 些 领域 的 科学 技 
术 工 作者 需要 掌握 的 有 力 的 数学 方法 ,在 1933 一 1938 年 
间 , 经 过 G, 伯 克 霍 夫 、J. 冯 * 诺 伊 蝎 、 开 .B. 次 托 罗 维 寺 、 
9. 奥 尔 ,M.H. 斯 通 等 人 的 工作 , 格 论 才 确立 在 代数 中 以 
至 在 数学 中 的 地 位 ,而 自 20 世纪 40 年 代 中 叶 起 ,作为 线 
性 代数 的 推广 的 模 论 得 到 进一步 的 发 展 和 产生 深刻 的 影 
响 , 泛 代数 、 同 调 代数 , 范 叶 等 新 领域 被 建立 和 发 展 起 来 ， 
它们 都 是 在 抽象 代数 学 中 起 统一 作用 的 概念 ， 在 它们 的 
各 自 研 究 中 人 们 能 够 从 某 一 方面 同时 研究 许多 代数 结 
构 , 甚 至 其 他 数学 结构 。 

泛 代 数 的 思想 作为 各 种 代数 结构 的 比较 性 研究 ， 後 
源 于 A.N. 怀特 海 1898 年 的 专著 ， 但 是 直到 在 20 世纪 
十 年 代 才 得 到 有 深刻 意义 的 结果 (G. 伯 克 答 夫 、A- 
塔 尔 斯 基 、B. 琼 森 等 )。 泛 代数 对 数理 逻辑 尤其 是 模型 论 
有 重要 应 用 ,又 以 数理 去 轩 为 它 的 重要 研究 工具 。 它 的 一 
个 基本 概念 是 所 谓 的 9 代数 , 即 一 些 代数 结构 S,T,… 等 
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的 集合 配备 着 一 些 有 限 元 运算 w ,… 等 的 集合 0, 并 有 一 
些 映射 , 如 ffS 7, 保持 9 中 运算 w， 即 和 一 才 。 现 在 泛 
代数 的 某 些 内 容 可 通过 范畴 的 观点 来 处 理 。 

同调 代数 于 40 年 代 中 被 引入 代数 学 ,最 先 出 现 的 群 
的 上 同调 和 同调 是 由 代数 拓扑 学 家 W. 赫 维 茨 的 问题 
(1936) 的 解决 (H. 宣 普 夫 、 互 , 弗 勒 登 洪 尔 、B. 埃 克 曼 、S. 
艾 伦 伯 格 、S. 麦克 莱 因 等) 所 引起 的 ,并 导致 父 伦 伯 格 和 
麦克 莱 思 于 1945 年 定义 了 群 的 (系数 在 任意 域 中 的 ) 上 
同调 群 ， 同 时 G. 赫 希 施 尔 德 引进 了 结合 代数 的 上 同调 
群 ,J. 工 . 科斯 居 尔 和 C. 谢 瓦 莱 、S. 艾 伦 伯 格 发 展 了 李 代 
数 的 上 同调 理论 。 这 些 分 别 的 理论 于 1956 年 为 世 . 喜 
当 、 艾 伦 伯 格 用 范畴 的 语言 统一 起 来 。 同 调 代数 在 数论 
和 群 论 中 ， 以 至 在 代数 几何 学 和 代数 拓扑 学 中 都 有 重要 
的 作用 。 

范畴 的 概念 于 1945 年 在 艾 伦 伯 格 -麦克 莱恩 引 进 同 
调 代数 的 工作 中 产生 。 它 的 概念 包括 两 个 不 同 的 成 分 :一 
类 对 象 和 一 类 它们 之 间 的 态 射 (如 两 个 集合 间 的 映射 ,两 
个 群 同 的 同 态 等 ), 而 且 这 些 态 射 可 以 结合 起 来 又 成 为 一 
个 新 态 射 ， 态 射 的 结合 适合 结合 律 ， 有 单位 态 射 。 范 畸 
的 定义 把 对 象 和 态 射 放 在 同样 的 地 位 ， 与 通常 把 着 重点 
放 在 对 象 上 的 作法 不 同 。 范 畴 的 语言 和 基础 部 分 现在 已 
渗透 到 数学 的 很 多 领域 中 ， 并 在 它们 的 一 些 深刻 的 新 的 
发 展 中 起 到 了 重要 的 作用 〈 例 如 代数 几何 学 、 代 数 拓扑 
学 等 )。 

在 上 面 这 些 新 理论 发 生 和 发 展 的 同时 ， 由 于 电子 技 
术 的 发 展 和 电子 计算 机 的 广泛 使 用 ,代数 学 (包括 泛 代数 
和 范畴 这 样 的 新 领域 ) 的 一 些 成 果 和 方法 被 直接 应 用 到 
某 些 工程 技术 中 去 ,如 代数 编码 学 .语言 代数 学 和 代数 语 
义学 (特别 与 计算 机 程序 理论 的 联系 ) ,代数 自动 机 理论 、 
系统 学 的 代数 理论 等 新 的 应 用 代数 学 的 领域 ， 也 相继 产 
生 和 发 展 。 代 数学 又 是 离散 性 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 并 
对 组 合 数学 的 蓬勃 发 展 起 着 重要 的 作用 。 这 些 新 的 应 用 ， 
促进 了 近世 应 用 代数 学 的 形成 ,包括 半 群 、 布尔 代数 有 
限 域 等 。 

近年 来 各 抽象 代数 结构 的 研究 也 取得 一 系列 深入 的 
和 突破 性 的 成 果 。 如 P. 德 利 涅 1973 年 证 明 的 有 限 域 上 
的 黎 曼 - 韦 伊 猜 想 ,对 于 代数 几何 学 和 数论 等 学 科 都 有 重 
要 的 影响 。1983 年 G. 法 尔 廷 斯 用 深入 的 代数 几何 的 结 
果 和 方法 ,证 明了 费 马 大 问题 ( 阅 + 防 一 2 >>4) 只 能 有 
有 限 多 个 解 .这 是 对 费 马 大 问题 的 最 终 解决 的 一 个 突破 。 
另 一 个 出 色 的 成 就 是 1981 年 初 有 限 单 群 分 类 问题 的 完 
全 解决 。 这 些 ,都 使 抽象 代数 学 的 研究 兴旺 发 达 。 

近代 中 国 数学 家 首先 在 抽象 代数 学 方面 工作 的 是 曾 
炯 之 。 他 曾 受 教 于 E. 诺 特 。 他 的 一 个 主要 贡献 是 证 明 
了 : 设 9 为 代数 封 团 域 , 则 9(x) 上 所 有 以 Q(x ) 为 中 心 的 
可 除 代数 只 有 0(x) 自己 (1933 一 1934)。1936 年 他 引进 
了 C4 域 的 概念 ( 域 下 称 为 Cs 域 ， 如 对 任意 正 整 数 d, 任 
一 系数 在 中 的 n 元 d 次 齐 次 多 项 式 f(x za xn)， 
车 n>d', 必 在 Fe 中 有 一 个 非 全 零 解 ), 并 证 明了 一 个 重 
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要 定理 : 车 9 为 代数 封闭 域 , 则 O(xuza…，za) 为 一 Ce 
域 。 惜 已 早 逝 ， 工 作 中 断 。 这 个 定理 在 1951 年 为 S. 兰 
重新 独立 发 现 , 现 被 称 为 曾 - 兰 定理 , 而 Cs 称 为 曾 层 次 。 
这 个 定理 是 大 多 数 关于 超越 扩张 的 布 伐 尔 群 的 研究 的 基 
础 ,而 且 对 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 形式 实 域 上 二 次 型 理论 有 重要 
应 用 。 

在 近代 中 国 , 代数 学 的 发 展 实 始 自 华 罗 度 。 从 1938 
年 秋 起 ,他 领导 了 一 个 抽象 代数 学 讨论 班 ,从 有 限 群 论 开 
始 ， 他 和 讨论 班 的 其 他 参加 者 得 到 了 一 些 有 限 群 论 的 结 
果 。 自 40 年 代 初 至 50 年 代 间 ， 华 罗 庚 在 体 论 、 和 矩阵 几 
何 \ 典 型 群 三 方面 进行 了 系统 而 深入 的 研究 ,作出 了 重要 
的 贡献 。 他 运用 ( 华 ) 恒 等 式 的 技巧 ， 证 明了 著名 的 ( 华 ) 
定理 , 体 的 半 自 同 构 必 为 自 同 构 或 反 自 同 构 (1949), 从 而 
证 明了 特征 不 为 2 的 体 上 的 一 维 射影 空间 的 基本 定理 。 
他 对 和 矩阵 几何 的 研究 ,从 初期 的 域 推广 到 体 而 更 加 完整 。 
在 体 上 的 矩阵 几何 ， 是 体 上 的 代数 几何 学 的 开端 。 他 运 
用 独特 的 矩阵 方法 ， 在 体 或 整数 环 上 的 典型 群 的 自 同 构 
和 构造 的 研究 方面 ,特别 是 对 较 困 难 的 低 维 情况 ,取得 了 
优 于 其 他 已 知 方法 的 结果 。 由 于 他 和 在 他 影响 下 其 他 数 
学 工作 者 在 这 方面 取得 的 一 系列 结果 ， 在 国际 上 被 称 为 
中 国学 者 的 矩阵 方法 。 还 应 指出 ， 华 罗 庚 在 多 元 复 变 函 
数论 方面 的 重要 贡献 ， 与 群 表示 论 有 密切 的 联系 。 

周 炜 良 在 代数 几何 方面 有 重要 贡献 。( 见 代数 几何 》 

中 国 代数 学 家 还 在 群 及 其 表示 论 , 李 群 和 李 代 数 、 环 
论 和 代数 论 、 代 数 数论 等 方面 取得 了 一 些 有 意义 和 重要 
的 结果 。 
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《自学 复 ) 


daishu 天 lilun 

代数 扩 理 论 (algebraic 天 -theory) 产生 
于 20 世纪 60 年 代 初期 \ 在 近 20 年 得 到 蓬勃 发 展 的 一 个 
新 的 代数 学 分 支 。 人 们 最 初 企图 推广 线性 代数 中 的 某 些 
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部 分 ,例如 将 维 数理 论 推广 到 一 般 环 的 模 上 ,而 发 展 出 由 
环 范畴 到 阿 贝尔 群 范畴 的 一 系列 函 子 ， 这 些 函 子 以 记号 
Ko，Ki，… 来 表示 , 研究 这 些 函 子 的 理论 ， 就 称 为 代数 天 
理论 。 

和 拓扑 KK 理论 一 样 ,代数 K 理论 也 起 源 于 A. 格 罗 腊 
迪克 在 1957 年 给 出 的 广义 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 工作 ， 在 其 
定理 的 证 明 中 第 一 次 出 现 了 在 一 个 概 型 上 的 向 量 从 的 
格 罗 腾 过 克 群 K(X)。 如 果 取 X= Spec(4)(A 的 谱 ) 是 仿 
射 的 ,这 里 A 是 可 换 环 ,那么 X 上 的 向 量 从 范畴 等 价 于 有 
限 生成 投射 4 模 的 范畴 9(A)。 由 此 ,对 任意 环 A( 指 含 
有 单位 元 的 结合 环 ， 不 一 定 可 换 )， 可 定义 范畴 2(A) 的 
格 罗 聘 迪克 群 , 以 Ko( 4) 表示。 

环 A 的 格 罗 腾 迪 克 群 Ko(A) 它 是 一 个 阿 贝尔 群 ， 
它 的 生成 元 集合 是 {LM]1MKE 9(A)}, 定 义 关系 是 [Ms] 一 
[MJ+[CM], 着 0>M-> Mi Ms->0 在 范畴 9(4) 中 
是 正 合 序列 。 例 如 , 环 4= 了 是 一 个 域 时 ，Ko( 了 ) 宕 2 这 
里 Z 是 整数 加 法 群 。 又 如 , 环 A 是 数 域 的 代数 整数 环 ， 
Ks(A) 守 ZBPic(A), 其 中 Pic(4) 表 示人 4 的 皮卡 群 ,这 里 
它 同 构 于 4 的 理想 类 群 C(A)。 对 任意 交换 环 4 的 皮卡 
群 , 是 指 由 rank1 的 有 限 生成 投射 A 模 的 同 构 类 相对 张 
量 积 @ 运 算 形成 的 群 。 

如 果 A= 了 [tb,…st] 是 域 P 上 的 多 项 式 环 ， 那 么 
任 一 有 限 生成 投射 A 模 是 自由 的 ， 这 就 是 著名 的 塞 尔 狂 
想 。 在 解决 这 一 著名 狂想 过 程 中 ， 启 发 和 派生 出 很 多 代 
数理 论 的 工作 。 

怀特 海 群 Ki(A) 它 是 H, 巴 斯 于 1964 年 给 出 的 ， 
HH. 巴 斯 和 他 的 合作 者 对 K。 和 K, 进行 了 广泛 的 研究 。 最 
初 ，K(A) 只 是 作为 群 GL(A) 的 换 位 子 商 群 GL(A)/ 


[GL(A),GL(A)] 给 出 的 ,其 中 GLA)= 站 GIn(4)。 令 


E44) 一 已 En(A), 这 里 (A) 是 由 GLA(4) 中 初等 短 隆 
eu(X)(i# 和 和 EA) 全 体 生成 的 子 群 , 有 E(A)=[GL(A)， 
GL(4)]。 于 是 Ki(4)=GL(4)/E(A)。 实 际 上 ,对 任何 一 
个 阿 贝尔 范畴 的 相 容 子 范畴 史 都 可 以 给 出 按 格 罗 腾 迪克 
方式 定义 的 怀特 海 群 ， 用 Kg 表示 ， 其 具体 构造 如 下 ， 
首先 由 @ 构 造 新 范畴 条，Obj 光 = {(M, a)|ME@,a 是 M 
的 自 同 构 } 。 所 谓 fE Hom((M，a)，(M'，w' ))， 是 指 
fE Hom(M,M') 和 使 得 fa= xf。 如 果 序列 0 全 
MM"”->0 在 @ 中 是 正 合 的 ,那么 序列 

0->(M'a) 一 (Ma M",a") >0 (CC#) 
在 务 中 称 为 正 合 的 .Ki 闪 是 一 个 阿 贝尔 群 ,生成 元 集合 是 
{[M, aJ1(M，a)E Obj 杀 }， 如 果 序列 (* ) 在 名 中 是 正 合 
的 , 那么 有 定义 关系 ，[M,a]=[M',a]+[M”,a”]; 如 
果 a、B 都 是 M 的 自 同 构 ， 那 么 有 定义 关系 ，[M,a8]= 
[M,a]+[M,8]。H. 巴 斯 给 出 了 如 下 的 结果 : 

从 Ki(A) 到 Ki2(A) 存 在 一 个 自然 同 构 9: 

Ki(A)=GL(A)/E(A)>K19(A), 它 由 p([a])=[A",a] 


给 出 ,其 中 a€GLn(A),[a]EGL(A)/E(A)。 
若 环 A 是 交换 的 ， 令 SK,(A)=SL(A)/E(A), 其 中 


SL(A)= 品 SIn(4), 则 有 K,(A) 二 SK,(A)@U(A), 这 里 


U(4) 是 环 4 中 所 有 可 逆 元 全 体 构成 的 乘法 群 。 若 4 是 
一 个 域 或 局 部 环 , 有 SKI(4)= 0, 这 时 KI(4) 估 U(4)。 

关于 洛 朗 多 项 式 环 A[t, t"'] 上 的 群 Ki(ALt,t 忠 ) 的 
结构 被 看 作 “ 古 典 "代数 KK 理论 的 柱石 .这 里 A 是 一 个 环 ， 
t+ 是 超越 元 ,上 可 与 4 的 元 素 交 换 ，A[t,t"'] 由 阁 朗 多 项 
式 思 ot 组 成 ,其 中 msmi n、mEZ。 HH. 巴 斯 等 人 给 出 : 
对 任何 环 4, 存 在 一 个 自然 分 裂 的 正 合 序列 0>Ki(A) 习 
Ki(ALt])BK(ALt']) > Ki(ALtt!])> Ko(A)->0。 由 
此 可 得 Ki(ALt, 本 ']) 产 K(4)@BKo(A)@N@N, 其 中 
N=Ker(jn:Ki( ALt])->K,(A)), j:ALt]>A, it)=1。 

这 一 结果 给 出 了 函 子 K。 和 K, 之 间 的 深刻 关系 , 也 
启发 了 对 函 子 K-n(n>>0) 的 定义 。 对 于 n>>0, 阿 贝尔 群 
K-n(A) 用 下 面 的 公式 给 出 归纳 的 定义 K-te*b(4)= 
Coker{K_n( ALt])BKa( ALt-1]) >K_a( ALtt"!])}. 其 
中 余 核 Coker(f:A>B)=B/f(A)。 

儿 个 例子 :如 果 有 A=F 是 一 个 域 ,Ki(F) 宇 F*(F 的 乘 
法 群 ); K,(Z) 室 { 土 1) 乘 法 群 ，K1(Z[ 让 ) 佐 { 土 1, 土 让 乘 
法 群 ,其 中 说 = 一 1。 

米尔 诺 画 子 KKA) 本 M. 米 尔 诺 于 1967 年 给 出 函 
子 K, 定义 ， 是 由 施 坦 伯 格 群 St, (4)(r>3) 出 发 的 ， 
St (A) 由 生成 元 和 定义 关系 给 出 ， 生 成 元 的 集合 是 
{xwu(Q) li 有 1<i jsm oaEA)， 定 义 关 系 是 xu(a)… 
Xu(b) 一 Xu(Q+b)i [xu(a)， xa(b)]=xoa(ab), i#ky 
[xu(axzw(b)]= 1， jzli 关 l。 由 群 St(4) 到 群 GL.(4) 
的 同 态 @:St,(A)>GLi(A)， 由 xw(a) 了 ew(a) 给 出 。 
Ker@, 定义 为 Ks(7,A), 即 K:(7,A)=Ker(@,:St,(A)> 
GL.(A)), 令 1 了 >o0， 得 到 同 态 8:SK(A)>GL(A), 从 而 得 
到 正 合 序列 0->Kerg->St(A)>GL(A)>Ki(A)->0。 定 
义 K,(A) 为 8 的 核 ， 即 K2(4A)=Ker6。 米 尔 诺 指出 ， 
Kx(A) 就 是 St( A) 的 中 心 ,所 以 是 阿 贝 尔 群 。 

D, G. 硅 伦 于 1970 年 给 出 高 次 K 群 ( 指 n>3) 的 定 
义 ， 并 提供 了 第 一 个 计算 高 次 K 群 的 有 效 工具 。 他 精确 
地 计算 了 群 Ke(Fe)(Fe 是 9 元 有 限 域 )， 

2 (m=0) 
0 (mn>0)， 
Km-i( Fa) 2/(g"—1)Z。 

对 不 同类 型 的 环 A , 群 Kn(4) 在 数学 的 许多 领域 中 
有 重要 的 应 用 。 例 如 :在 拓扑 K 理 论 中 ， 当 取 A=C(X) 
是 紧 空间 关上 的 连续 复 值 函数 环 时 ,Kw(C(X)) 与 XX 的 复 
的 K 理论 有 关 。 在 代数 几何 学 中 ， 当 取 A4 是 仿 射 代数 丘 
多 上 多 项 式 函 数 环 时 ,A 的 代数 KK 理论 与 X 上 的 代数 向 
量 从 和 相交 理论 有 关 。 在 数论 中 ， 当 取 和 4 是 数 域 下 的 代 
数 整数 环 时 ， 群 Kn(A) 和 Ks(F) 与 数论 有 深刻 的 联系 。 
在 几何 拓扑 学 中 , 当 取 4= Zx 是 群 x 的 整数 群 环 时 ， 群 


Kn( PO) 


Ko(Zx) 与 几何 拓扑 的 障碍 群 有 密切 关系 。 
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Doldejn 
戴 德 金 , J. W. R. (Julius Wilhelm Richard 
Dedekind 1831~1916) 德国 数学 家 。1831 年 10 
月 6 日 生 于 不 伦 瑞 克 ,1916 年 2 月 12 日 卒 于 同 地 。1850 
年 入 格 丁 根 大 学 ,成 为 C.F. 高 斯 的 学 生 ,1852 年 完成 关 
于 网 拉 积 分 的 博士 论文 ， 受 到 
高 斯 筑 识 。1854 年 起 在 格 丁 根 
大 学 任 讲师 。 在 格 丁 根 他 与 任 
教 的 P。 GL. 狄 利克 雷 和 B。 
但 受 结 为 好 友 。 后 来 狄 利克 雷 
和 黎 曼 的 全 集 都 是 由 戴 德 金 编 
辑 的 。1858 年 他 应 聘 到 瑞士 苏 
黎 世 综 合 工科 学 校 任教 。1862 
年 回 到 不 伦 瑞 克 综 合 工科 学 校 
教书 ,直到 逝世 。 

戴 德 金 在 数学 上 有 很 多 新 发 现 。 不 少 概念 和 定理 以 
他 的 名 字 命名 。 他 的 主要 贡献 有 以 下 两 个 方面 ，@ 在 实 
数 和 连续 性 理论 方面 ， 他 注意 到 当时 微机 分 学 实际 上 缺 
乏 严 谨 的 逻辑 基础 ,对 无 理 数 还 没有 严密 的 分 析 和 论证 ， 
因而 定义 并 详尽 解释 了 所 谓 " 戴 德 金 分 割 "， 给 出 了 无 理 
数 及 连续 性 的 纯 算术 的 定义 。1872 年 ,他 的 《连续 性 与 无 
理 数 》 出 版 ,使 他 与 G. 康 托 尔 、K. 外 尔 斯 特 拉 斯 等 一 起 
成 为 现代 实数 理论 的 葛 基 人 。 回 在 代数 数论 方面 ， 他 建 
立 了 现代 代数 数 和 代数 数 域 的 理论 ， 将 EE. E， 库 路 尔 的 
“理想 数 " 加 以 推广 ,引出 了 现代 的 理想 概念 ,并 得 到 了 代 
数 整数 环 上 理想 的 唯一 分 解 定理 。 今 天 把 满足 理想 唯一 
分 解 条 件 的 整 环 称 为 戴 德 金 整 环 。 他 在 数论 上 的 贡献 对 
19 世纪 数学 产生 了 深刻 影响 。 

戴 德 金 一 生 俭 村 谦逊， 不 慕名 位 。 他 在 数学 上 的 贡 
献 ,得 到 全 欧洲 科学 界 的 重视 。 他 是 柏林 、 巴 黎 、 罗马 等 
科学 院 的 通讯 院士 。 奥 斯 陆 大 学 、 苏 黎 世 大 学 都 授予 他 
荣誉 博士 的 称号 。1916 年 他 逝世 时 , 尽管 正 值 第 一 次 世 
界 大 战 ,巴黎 科学 院 院 长 C. 若 尔 当 热情 赞扬 了 他 在 数论 


方面 的 工作 并 表示 哀悼。 《到 绪 宁 ) 
Dal Xu 
戴 购 〈1805 一 18560) 中 国清 代数 学 家 。 字 鄂 士 ， 


号 稚 至 ,又 号 仲 乙 。 钱 塘 ( 今 杭州 市 ) 人 。 生 于 嘉庆 十 年 ， 
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率 于 咸丰 十 年 。 少 年 时 代 与 同 里 谢 家 禾 一 起 研 洽 数学 ， 
对 天 文学 和 机 械 学 也 有 浓厚 的 兴趣 。 勤 于 思索 ， 一 有 所 
得 即使 是 在 夜间 也 要 秉 灯 以 记 。 一 生 致力 于 数学 ， 淡 于 
功名 进取 。 与 当时 的 数学 家 如 罗 士 琳 、 徐 有 王 及 李 善 兰 
等 人 均 有 学 术 交 往 ， 尤 与 项 名 达 为 忘 年 好 友 。 曾 校 刻 谢 
家 禾 址 著 《 谢 顶 堂 算 学 三 种 》, 三 卷 ,又 校 补 项 名 达 的 遗 著 
《 象 数 一 原 ?六 卷 并 补 《椭圆 求 周 图 解 ? 一 卷 , 共 为 七 卷 , 使 
成 完 壁 。 

戴 购 的 著作 是 多 方面 的 。 曾 车 有 《 音 分 古 义 》 二 卷 ， 
《庄子 内 篇 顺 文 》 一 卷 ,《 陶 济 明 集 集注 十 卷 ,《 元 空 秘 旨 》 
一 卷 ,《 重 差 图 说 ) 若 干 卷 ,《 勾 股 和 较 集成 > 一 卷 ,《 四 元 玉 
锋 细 草 》 若 干 卷 ，《 广 审 贺 捷 法 》 一 卷 以 及 音律 方面 的 著 
作 , 但 均 未 刊行 。 虐 照 的 代表 作 是 《 求 表 捷 术 》 九 卷 , 有 专 
雅 堂 从 书本 等 版 本 。 其 中 包括 论 对 数 表 造 法 的 (对 数 简 
法 ) 二 卷 (1845) 和 《 续 对 数 简 法 》 一 卷 (1846), 论 三 角 函 数 
表 造 法 的 《外 切 密 率 》 四 卷 (1852) 及 论 三 角 函 数 对 数 表 造 
法 的 《 假 数 测 贺 > 二 卷 (1852)。 戴 网 所 给 的 三 种 表 的 造 法 ， 
在 中 国 数学 史上 均 有 超越 前 人 的 成 就 ， 其 中 尤 以 对 数 和 


三 角 函 数 的 对 数 研究 最 突出 。 
戴 隐 与 项 名 达 共 同 研究 ,给 出 形 如 
(1+z)zum (1) 
的 展开 式 ,而 后 戴 隐 又 给 出 
(1+x)t" (2) 


的 展开 式 。 式 中 |x| <1, n 为 正 整 数 。 值 得 特别 注意 的 
是 ,他 在 《 续 对 数 简 法 》 的 " 论 率 "一 节 里 讨论 了 (1)、(2) 中 
的 有 "“ 奇 零 小 余 "的 情况 。 按 照 他 的 叙述 ， 设 有 一 数 4 
及 本 数 人 满足 hs <a < 人 (或 4"<a< A"*!), 或 者 


Ai 后 (或 a= hot 时 )， 则 称 n+ 加 和 nm+ 有 为 n 
“下 带 奇 零 小 余 "。 奇 零 小 余 "可 以 是 有 限 小 数 ,也 可 以 是 
无 限 小 数 。 尽 管 中 国 古代 数学 没有 提出 “有理数 ", “无 理 
数 " 的 概念 ， 但 “ 奇 零 小 余 " 中 却 包含 着 这 两 种 情形 。 显 
然 , 车 h、h; 为 循环 小 数 ( 有 限 小 数 视 循环 节 为 0), 则 有 
a= 4as/? (P、9 为 正 整数 )。 若 如 、j 为 不 循环 小 数 ， 则 
4= 4r (7 为 无 理 数 )。 按 照 (1) 可 得 
《1 十 工 )za/P， (3) 
+x)sr, 4) 
由 (1),(2),(3) 及 (4) 可 知 戴 鸡 已 推论 出 
a(a—1) 


(4A) ltart + (5) 


式 中 |x|<1, a 为 任意 实数 。 
工 隐 在 6 数理 情 蔓 》 的 递 次 开 方 求 对 数 法 的 基础 上 推 
论 出 


(6) 


式 中 M 为 “对 数 根 " 或 模 。 由 (5).(6) 得 到 下 列 展 开 式 
lgG+z)=M(z- 瑟 -3 + TD 
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laG+z=M((2)+ 寺 (1 


41( x y+1 
二 (+ 了 Ga 4 小 
在 (8) 中 令 10V”=1.0746078 一 1+x, 得 到 
M= 0.43429448。 由 此 ， 可 用 对 数 展开 式 造 表 。 他 又 由 
(7) 及 三 角 函 数 展开 式 得 到 


到 16as 272a: ) 


Ee + 让 4 


18seca=M($+ > 


i 
« 
GE ) 2 -o) | (10) 
61 站 
式 中 0<a<x/4。 并 指出 由 (8) 还 可 得 1gseca 及 1g cosa 
的 展开 式 各 一 。 由 此 得 到 用 展开 式 造 三 角 函 数 对 数 表 的 
方法 。 

此 外 , 戴 隐 还 引进 一 个 “假设 对 数 "的 概念 , 即 假设 一 
种 对 数 , 它 的 “ 根 "( 模 ) 是 M= 1 或 即 logse(1+zx) 一 x， 由 
此 逆 求 logs10 的 值 。 因 常用 对 数 是 令 lg 10=1, 而 求 得 
lg(1+x) 的 ， 他 由 此 建立 了 两 种 对 数 的 比例 关系 

1 log10 
lg(I+x)™ Joga(1+x)® 
北 岗 所 假定 的 这 种 对 数 就 是 自然 对 数 ， 因 而 上 式 即 
lg(1+z)= 直人 2 
于 是 ,他 为 对 数 表 的 造 法 又 如 一 途径 。 

戴 驳 的 (5)~(11) 式 , 在 中 国 数学 史上 均 属 首 创 , 代 
表 了 其 所 在 时 代 中 国 数学 研究 水 平 的 一 个 方面 。 在 他 之 
前 ,对 数 表 造 法 是 以 《数理 精 蕴 ) 中 的 递 次 开 方法 为 主 ,但 
该 法 开 方 运算 量 极 大 , 如 求 lg 2， 中间 步骤 有 47 次 的 开 
平方 , 诚 如 戟 网 所 说 ,“ 经 旬 累 月 不 能 竟 求 一 数 "。 当 时 已 
有 西方 的 对 数 表 、 三 角 函 数 对 数 表 传人 ,但 如 何 检验 其 精 
确 性 却 是 一 个 长 期 未 解决 的 问题 。 戴 网 给 出 的 各 展开 式 ， 
不 仅 将 造 表 法 推 向 一 个 新 的 水 平 而 且 检验 问题 也 迎 刃 而 


(11) 


解 了 。 ( 李 光 华 ) 
donbufo 

单 步 法 (single step method) 见 常 微 分 方程 
和 初 值 问题 数值 解法 。 

donchunxing fangfa 

单纯 形 方法 (simplicial method) 见 线性 规 
刘 。 

donye hanshu 

单 叶 函 数 (univalent function) 复 变 函数 中 


一 类 重要 的 解析 函数 。 在 复 平面 区 域 D 上 单 值 的 解析 函 
数 f(z)， 若 对 DD 中 任意 的 不 同 的 两 点 zz， 有 (z4) 关 


f(z:)， 就 称 作 是 单 叶 的 。 由 著名 的 黎 曼 映射 定理 知道 ， 
任意 两 个 至 少 有 两 个 边界 点 的 单 连 通 区 域 D 及 Du 一 定 
可 以 相互 共 形 映射 ， 即 存在 解析 的 单 叶 函 数 万 将 Di 一 
一 地 映射 为 D,， 所 以 对 单 叶 函数 的 研究 在 复 变 函数 论 中 
显得 很 重要 。 由 于 单 叶 映 射 也 是 最 简单 的 映射 ， 所 以 对 
它 的 讨论 也 是 复 变 函数 论 中 最 基本 的 内 容 之 一 。 

若 解析 函数 人 z) 在 卫 中 单 叶 ， 则 也 (z) 关 0 在 中 成 
立 ! 反 之 ,f(z) 大 0 在 DD 中 成 立 ,不 一 定 能 保证 f(z) 在 D 中 
单 叶 ,只 能 说 在 一 点 的 一 个 邻 域内 单 叶 。 

最 早 对 单 叶 函 数 有 重要 贡献 的 是 P. 克 贝 (1909)、[. 
比 伯 巴 赫 (1916)、G. 费 伯 (1916) 等 。 例 如 ， 比 伯 巴 赫 证 
明了 重要 的 偏差 定理 , 若 也 z) 在 |z| <1 中 正则 单 叶 ， 且 
(0)=0,1(0)=1, MIzl(1+1z21) <If(2)| <1z|(1— 
|zl)-3， (1—1z) +z sl) |<(+1z1)(1— 
1z1)-; 等 号 限于 克 贝 函数 K(z)=z(1 一 sz)-:(|s| =1) 时 
成 立 。 在 证 明 这 些 不 等 式 时 ， 比 伯 巴 赫 讨 论 了 单 叶 的 半 
弛 函数 g C5)= ?+ 六 bf-"(1?| > 1)* 给 出 了 面积 原理 ， 
g(?) 将 181>1 映射 的 区 域 的 余 集 的 面积 是 非 负 的 ,这 可 
写成 加 vb"<1。 由 此 他 证 明 , 若 f(z)= z+ 慷 o 
在 |z| <1 中 解析 单 叶 ， 则 |as|<2。 由 此 可 导出 克 贝 撞 
盖 定 理 ，|z| <1 经 w=f(z) 映射 后 的 像 一 定 掩盖 |w| < 
1/4 的 圆 ; 当 且 仅 当 fz) 为 克 贝 函数 时 ， 正 好 掩盖 |w| < 
1/4 的 圆 。 再 进一步 的 结果 就 是 偏差 定理 。 对 于 单 叶 函 
数 ， 有 很 多 有 趣 的 几何 性 质 ， 如 T. M. 戈 卢 津 证 明了 如 


下 回转 定理 , 若 f(z)=z+ 篇 wz 在 |z|<1 中 正则 单 
时, 则 对 1z| = 7 时 ,有 |arg 了 (2)|<4sin-r， 当 7<2 
largf 了 (2)| < x+ln 了 7, 当 2 了 <r<1。 又 如 广 卢 当 
证 明了 mw- 截 线 定理 , 着 f(z)=z+ 加 oz 在 z<1 中 正 
则 单 叶 ，ww=f(z) 将 |z| <1 映 为 RR, 则 一 定 存在 从 w=0 
出 发 在 内 的 n 条 射线 ,两 条 相 邻 射线 的 夹 角 为 2/n, 使 
得 这 nn 条 射线 的 总 长 至 少 为 n。1916 年 ， 比 们 巴赫 提出 
了 一 个 狂想， 着 f(z)=z+ 忆 osz" 在 |z|<1 中 正则 单 
叶 , 则 |asl <n 对 所 有 都 成 立 ， 等 号 成 立 限于 克 贝 函 
数 。 这 个 猜想 称 为 比 伯 巴 赫 猜 想 , 它 曾经 是 单 叶 函数 的 研 
究 的 中 心 问题 。1925 年 J E, 李 特 尔 伍德 证 明了 |au| < 
em, 此 后 选 经 改进 ,其 中 重要 的 一 步 是 1965 年 HH.M. 米 
林 应 用 他 创造 的 方法 证 明了 |an| <1.243n。 另 外 ，1972 
年 C，H. 非 欧 杰 拉 尔 德 建立 了 重要 的 不 等 式 , 证 明了 


lau|< VIn。 1923 年 K. 勒 天 纳 创造 了 参数 表示 法 ， 证 


明了 |a,|<3。1955 年 ,P. R. 加 拉 贝 迪 安 与 M. M. 席 费 
尔 应 用 变 分 法 证 明了 |o| <4。1960 年 Z. 恰 尔 任 斯 基 和 
席 费 尔 应 用 格 伦 斯 基 不 等 式 简化 了 证 明 。 沿 用 这 个 方 
法 ,1968 年 ,R. N. 佩 德 森 和 小 深 添 各 自 证 明了 |o。| 大 6。 
1972 年 ， 佩 德 森 和 席 费 尔 证 明了 |as|<5。 另外 可 以 证 


明 ， 对 于 一 些 特殊 函数 类 ， 比 伯 巴 赫 猜 想 成 立 ， 如 星象 
函数 、 近 似 凸 函数 、 实 系数 函数 等 。1955 年 W. K. 海 
曼 证 明了 lim|a。|/n=a<1， 等 号 成 立 限于 克 贝 函数 。, 即 


对 于 一 个 固定 的 , 在 |z| <1 中 解析 单 叶 的 函数 ， 当 n 充 
分 大 时 , 比 伯 巴 赫 猜 想 成 立 。 

由 比 伯 巴 圭 猜想 产生 了 一 系列 相关 的 猜想 ， 如 米 林 
猜想 ， 罗 伯 森 猜想 ， 希 尔 斯 莫 尔 猜想 ， 罗 叉 辛 斯 基 猜 
想 ， 李 特 尔 伍德 猜想 等 ， 其 中 最 重要 的 是 米 林 猜 想 ; 
车 f 在 DD 中 正则 单 叶 且 f(0)=0, 了 '(0) =1，Inf 巡 ~ 
2 加 we, 则 总 六 (wl 一)<0, 对 所 有 nn 一 1,2… 
都 成 立 。 可 以 证 明 米 林 猜 想 导 出 比 伯 巴 赫 猜 想 。1984 年 
工 . de 布朗 基 结 合 勒 夫 纳 方法 及 米 林 方 法 证 明了 米 林 猜 
想 ,从 而 证 明了 比 伯 巴赫 猜想 。 历 时 68 年 终于 证 明了 这 
个 著名 的 猜想 。 

参考 书目 

W. K. Hayman, Multivalent Functions, Cambridge Univ。 
Press, Cambridge, 1958. 

J. A. Jenkins, Univalent Functions ond Conformal Map- 
ping, Springer-Verlag, Berlin, 1958. 

L. de Branges, Acto Mathematico, 154, pp. 137~152, 
1985. 

(类 于) 

dooshu 
导数 〈derivative) 。 一 个 变量 随 某 个 变量 变化 时 
的 速度 或 变化 率 ， 例如 路 程 对 于 时 间 的 导数 便 是 速度 。 

若 变 量 y 随 变量 x 变化 的 函数 关系 记 为 y= 了 x), 则 
它 在 一 点 x* 处 的 导数 记 为 y= 了 "(x), 按 定义 , 它 是 变化 
ER f(x+Ax)—f(x) 

efteyeben ee 
当 这 个 极限 存在 时 , 就 说 函数 x) 在 这 点 x 处 可 导 或 者 
可 微 。 

导数 y= 了 "(x) 在 函数 人 x) 可 导 的 范围 内 是 x 的 一 

个 函数 ， 称 为 函数 人 (x) 的 导 函 数 , 亦 称 导数 ( 见 徽 分 学 )。 

(者 风 层 ) 

De Mogen 

德 .摩根 , A。 (Augustus De Morgan 1806~ 
1871) 。 英国 数学 家 ,逻辑 学 家 。1806 年 6 月 27 日 出 
生 于 印度 的 马 都 拉 。 1871 年 3 
月 18 日 卒 于 伦敦 。 1823 年 入 
剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 ，1827 
年 毕业 。 后 在 伦敦 大 学 学 院 任 
数学 教授 (1828 一 1831;1836 一 
1866)。 1865 年 参加 筹备 伦敦 
数学 会 ,并 于 1866 年 任 会 长 。 

他 认为 ， 代 数学 实际 上 是 
一 系列 “运算 "， 这 种 "运算 "能 
在 任何 符号 (不 一 定 是 数字 ) 的 
集合 上 ， 根 据 一 定 的 公设 来 进行 。 这 一 新 的 数学 思想 使 
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代数 得 以 脱离 算术 的 束缚 。 
德 摩根 在 分 析 学 方面 给 出 了 形 如 2 和 的 级 数 的 
收敛 性 判别 准则 , 即 设 


则 当 e>1 时 ,级 数 收敛 , 当 e<1 时 ,级 数 发 散 。 

在 逻辑 学 方面 , 德 ， 摩根 首创 了 关系 逻辑 的 研究 ,他 
提出 了 论 域 概念 ,并 用 代数 方法 来 研究 逻辑 演算 ,建立 了 
著名 的 德 ， 摩 根 律 , 即 

(4anB) =4'UB，(4UB) =4nB'。 
他 还 分 析 了 关系 的 种 类 和 性 质 ， 研 究 了 关系 命题 和 关系 
推理 ,得 到 了 一 些 逻辑 规律 和 定理 ,从 而 突破 了 古典 的 主 
谓词 逻辑 的 局 限 性 ， 这 对 其 后 数理 逻辑 的 发 展 有 一 定 的 
影响 。 

德 * 摩根 据 写 了 不 少 算术 、 代 数 、 三 角 等 方面 的 教 
材 ， 他 在 分 析 学 和 逻辑 学 方面 的 主要 著作 有 《 微 积分 学 》 


(1842) 《形式 逻辑 》(1847 ) 等 。 ( 徐 云 从 ) 
Dezhage 
德 所 格 ,G. (Gérard Desargues 1593~1662) 


法 国 数学 家 ,射影 几何 学 创建 者 之 一 。1593 年 3 月 20 日 
生 于 法 国 里 昂 ,1662 年 10 月 卒 于 同 地 。 曾 任 军事 工程 师 
和 建筑 师 。1630 年 左右 ， 在 巴黎 与 M. 梅森 、 R. 备 卡 儿 
等 数学 家 交往 。1636 年 他 的 《 论 透 视 截 线 》 小 册子 出 版 ， 
对 透视 问题 开始 有 所 论述 。 他 最 重要 的 著作 是 《试图 处 
理 圆锥 与 平面 相交 情况 初稿 y，1639 年 在 巴黎 出 版 。 里 
面 有 许多 从 植物 学 借用 来 的 奇怪 术语 ,使 人 不 易 理解 ,加 
上 当时 新 兴 的 解析 几何 具有 更 大 的 吸引 力 ， 这 书后 来 竟 
被 忘却 甚至 遗失 。 直 到 1845 年 M. 沙 勒 偶然 发 现 这 书 的 
手 抄本 , 才 引 起 人 们 的 普遍 重视 ,把 它 列 为 近世 纯粹 几何 
学 的 经 典 著作 。 书 中 引入 无 穷 元 素 , 讨 论 极点 和 极 线 、 透 
射 , 透 视 , 奠 定 了 射影 几何 的 基础 。 他 所 发 现 的 德 扎 格 定 
理 (两 三 角形 对 应 顶点 联 线 共 点 ， 则 对 应 边 交点 共 线 ) 是 


射影 几何 的 基本 定理 。 ( 梁 宗 巨 ) 
Dilikele! 

狄 利 克 雷 ,P. G. L. (Peter Gustav Lejeune 
Dirichlet 1805 一 1859) ”德国 数学 家 。 对 数论 , 数 
学 分 析 和 数学 物理 有 突出 贡 


献 ,是 解析 数论 的 创始 人 之 一 。 
1805 年 2 月 13 日 生 于 德国 迪 
伦 ,，1859 年 5 月 5 日 卒 于 格 丁 
根 。 中 学 时 曾 受 教 于 物理 学 家 
G. S. 欧姆 ;1822 一 1826 年 在 
巴黎 求学 , 深 受 J.-B.-J. 傅 里 
叶 的 影响 。 回 国 后 先后 在 布雷 
斯 劳 大 学 、 柏 林 军事 学 院 和 柏 
林 大 学 任教 27 年 ,对 德国 数学 
发 展 产生 巨大 影响 。1839 年 任 柏林 大 学 教授 ,1855 年 接 
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任 C. 了. 高 斯 在 格 丁 根 大 学 的 教授 职位 。 

在 分 析 学 方面 ， 他 是 最 早 倡导 严格 化 方法 的 数学 家 
之 一 。1829 年 ,得 到 给 定 函数 f(x) 的 传 里 叶 级 数 收 敛 的 
第 一 个 充分 条 件 ， 办 法 是 研究 该 级 数 前 n 项 的 和 与 人 (x) 
差 的 极限 性 质 ,后 成 为 一 种 经 典 方法 。1837 年 ,放弃 当时 
普遍 接受 的 关于 函数 是 用 数学 符号 和 运算 组 成 的 表达 式 
的 观念 ， 提 出 y= 了 x) 是 zx 与 3 之 间 的 一 种 对 应 的 现代 
观点 。 同 年 ,证 明 改 变 绝对 收敛 级 数 中 项 的 次 序 , 不 影响 
级 数 的 和 ;并 举例 说 明 条 件 收 敛 级 数 不 具 备 这 种 性 质 。 

在 数论 方面 ， 他 是 高 斯 思想 的 传播 者 和 拓 广 者 。 高 
斯 划时代 的 著作 《算术 研究 》 艰 深 难 懂 ， 儿 利克 雷 撰写 了 
《数论 讲义 1863), 对 之 作 了 明晰 的 解释 并 有 创见 ,使 高 
斯 的 思想 得 以 广泛 传播 .1837 年 ,他 在 证 明 每 一 个 算术 序 
列 {a+mb} ( 式 中 a 和 b 互 素 ) 包含 无 穷 多 个 素数 时 使 用 


了 级 数 沁 am", 式 中 nwz 是 复数 ， 即 现 称 的 次 利 克 雪 组 


教 .这 是 解析 数论 的 第 一 篇 重要 论文 ,1838~1839 年 ,他 
得 到 确定 二 次 型 类 数 的 公式 。1846 年 ,使 用 柚 层 原理 (如 
在 ”个 抽 层 里 分 放 数 目 大 于 ”的 物件 ， 则 至 少 有 一 个 抽 
懂 里 的 物件 数 大 于 1 ), 关 明代 数 数 域 中 单位 数 的 阿 贝尔 
群 的 结构 。 

在 数学 物理 方面 ,他 对 椭 球 体 产生 的 引力 、 球 在 不 可 
压缩 流体 中 的 运动 、 由 太阳 系 稳定 性 导出 的 一 般 稳 定性 
等 课题 都 有 重要 论著 。1850 年 发 表 了 有 关 位 势 理论 的 文 
章 , 论 及 著名 的 第 一 边界 值 问题 , 现 称 狄 利克 雷 问题 。 

狄 利克 雷 的 主要 论文 由 荆 . 克 罗 内 克 和 I， LL, 富 克 斯 
收 在 《 狄 利克 雷 论文 集 》(1889 一 1897 ) 中 。 

( 表 向 东 ) 
Dilikele! jishu 
狄 利克 雷 级 数 (Dirichlet series) 
级 数 , 即 形 如 


又 称 指数 


Dae” (1) 


的 级 数 ， 简 记 为 也 ane wr， 式 中 0 是 复 常数 ，0< 和 
< Xa<…<)m 人 +ci s=0+ 让 0 及 t 是 实 变数 。 若 
忆 ) 收 敛 , 则 记 其 和 为 f(3)。 当 和 n=n 时 ,级 数 (1) 是 e-* 的 
守 级 数 ， 其 性 质 可 由 苦 级 数 的 性 质 推出 ， 由 此 启示 人 们 
研究 一 般 指数 级 数 的 性 质 。 当 X=lnn 时 ,级 数 (1) 成 为 


号 你 ,这 是 P. G. L. 狄 利克 雷 在 解析 数论 中 引用 的 重 


要 级 数 ， 在 on 一 1 的 最 简单 的 情形 , 它 称 为 歼 曼 了 函数 。 
此 外 ， 把 狄 利克 雷 级 数 推广 到 积分 的 情形 就 是 拉 普 扩 斯 
变换 ， 因 此 两 者 有 很 多 类 似 之 处 。 

收 笋 性 ”对 一 般 指数 级 数 有 阿 贝尔 型 的 定理 ， 设 级 
数 (1) 在 一 点 5 收 化 ， 则 它 在 任何 角 域 |arg(s 一 so)| 专 
X</2) 中 一 臻 收敛。 这样 ,如 级 数 (1) 在 一 点 ss= co+ 加 
收 笋 (绝对 收敛 ), 则 它 在 任何 点 s=c 十 洲 c>co) 收 伊 ( 绝 
对 收敛 )。 于 是 级 数 (1) 属 于 下 列 三 种 情况 之 一 ，@ 存 在 
着 有 限 数 cs(ca), 级 数 在 半 平 面 c>ve(o>ca) 内 收敛 ( 绝 


对 收敛 )， 在 半 平 面 c<oo(c<<oa) 内 发 散 ( 不 绝对 收敛 )。 
这 时 ce(ca) 称 为 级 数 (1) 的 收敛 横 坐 标 (绝对 收敛 横 坐 
标 ) ，c> co(c>ca) 称 为 收敛 半 平面 (绝对 收敛 半 平 面 )， 
7=0o(0=0o) 称 为 收敛 轴 ( 绝 对 收敛 轴 )。 回 对 任何 s= 
7+ 让 ， 级 数 发 散 (不 绝对 收敛 ) ， 这 时 称 级 数 (1) 的 收敛 
《或 绝对 收敛 ) 横 坐标 为 +  。 图 对 任何 s 一 “十 让, 级 数 收 
化 (绝对 收 伊 ), 这 时 称 级 数 (1) 的 收敛 (绝对 收敛) 横 坐 标 
为 -%。。 
对 级 数 (1) 还 可 引进 一 致 收敛 横 坐 标的 概念 。 级 数 
《1) 的 一 致 收 仇 横 坐 标 是 
0u=inf{go| 级 数 (1) 在 o>0。 上 一 致 收敛 )。 

这 几 个 收敛 横 坐 标 有 如 下 关系 ,0。<0。<06。 当 和 n=n 时 ， 
9。=0。=0a, 但 这 在 一 般 情 形 下 不 成 立 , 例 如 对 于 

2( -LD m=2(—1)e bn, g=0, oa 一 1。 

对 于 级 数 (1) 的 各 种 收敛 坐标 ， 有 柯 西 -阿达 马公 式 
的 推广 ;如 [Ck,k+1) 站 {Xn) 大 名, 设 

< 和 w<)n < Mm k+l 


min 
且 令 A=maxl Dal, A =max lol, 
be 
Rsup aes 
i 

nmt ls ml t+ k=1,2,.), 
如 [kk+l)nt)wj= 包 ， 则 令 log4s=log 有 一 log 4 
一 一 =。 于 是 


0 Tm Ge ， 二 J = Jog42 
ht a it 
Fw 人 

ml os 
< 本 到 e+ 和 


解析 性 ”根据 阿 贝尔 型 定理 以 及 外 尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ,在 上 述 情况 下 , f(s) 在 o>0。 内 解析 ; 在 情况 @ 下 ， 
f(s) 为 一 整 函数 。 可 是 反之 ,并 非 任何 整 函数 或 在 半 平 面 
o>a 内 的 解析 函数 都 可 表示 为 指数 级 数 。A. @. 列 昂 季 
耶 夫 不 限于 考虑 {Xw} 是 正 数 序列 的 级 数 (1)。 他 证 明了 : 
任何 整 函数 可 写成 三 个 式 (1) 型 级 数 的 和 ,而 在 每 一 级 数 
中 ，{%»} 在 从 原点 出 发 的 一 条 射线 上 。 对 于 无 穷 或 有 界 
是 区 域内 解析 的 函数 ,也 有 类 似 结果 。 

系数 的 表示 和 估计 如 oe<<+co ,那么 对 于 mi>oay 


1 rr 
ne nei= Ji 二 | JCortit)ewdt (n=1,2,.…), 
式 中 是 任 一 实数 。 由 此 可 得 柯 西 不 等 式 的 推广 
la,l <M(o em (o> n=1,2,.), (2) 
M(a)=suplf(o t+it)|, 
式 (2) 有 种 种 推广 ,特别 是 对 渐 近 指数 级 数 的 推广 ， 
可 用 来 解决 一 些 分 析 中 的 重要 问题 ,如 加 权 副 近 问题 , 短 


量 问 题 的 唯一 性 以 及 准 解析 函数 问题 等 。 
关于 宕 级 数 的 奇异 点 ,增长 性 , 值 的 分 布 以 及 求 和 法 


这 里 


狄 


等 方面 许多 结果 ,都 可 推广 到 指数 级 数 。 
参考 书目 
S. Mandelbrojt, Series de Dirichlet, Gauthier-Villars, 
了 Paris 1969. 
S. Mandelbrojt, Series 4dherentes etc Gauthier-Villars, 


Paris, 1952. 
( 余 家 荣 ) 


Dilikelei tezheng 
狄 利克 雷 特征 (Dirichlet character) 数论 
中 重要 的 基本 概念 之 一 ， 为 P. G. 工 . 狄 利克 雷 所 引进 的 
模 q 的 特征 ， 通 常 称 之 为 狄 利克 雷 特征 。 它 可 以 用 不 同 
的 方法 来 定义 。 这 里 采用 如 下 定义 ; 

设 g=21pi…pw，ps (1<j<s) 是 不 同 的 奇 素数 ,gy 
是 模 B#(1<j<s) 的 最 小 正 原 根 , 以 及 

=D, gl (=1)， 

lz (>2), sy 
其 中 9(d) 是 不 超过 d, 且 与 4 互 素 的 正 整 数 个 数 。 对 于 任 
给 的 一 组 整数 m, mo m4…, ms。， 把 定义 在 整数 集合 上 的 
函数 


Gr=9(py) (1<j<s), 


人 +…+m)] (Cg 一 1) 


vo (m9)>1) 
称 为 模 9 的 特征 ， 其 中 ro 74,…, Ts 是 nn 对 模 9 的 一 
个 指数 组 ， 即 n=( 一 1)"5"(mod2'), n=g;s(mod py)， 
1<j<s。 为 了 着 重 指出 特征 x(n) 是 属于 模 9 的 ,经 常 采 
用 记号 Xe(n) 或 x(n)mod q。 有 关 特 征 的 基本 知识 如 下 ， 
Q@ 设 x(n) 是 模 9 的 特征 ， 当 (m% 9)=1 时 和 恒 有 
x(n)=1, 则 称 x(n) 为 模 q 的 主 特征 、 记 为 x*(n); 不 然 
就 称 为 非 主 特征 。 只 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 ， 其 他 的 
称 为 复 特 征 。 函 数 x(n)=X(n) 也 是 模 9 的 特征 ， 称 为 
xX(n) 的 共 二 特征 。 
回 模 q 的 特征 x(n) 是 以 q 为 周期 的 周期 函数 ， 即 
x(n+q)=x(n)。 此 外 ,x(1)=1,|x(n)|=1,(mq)=1。 
回 特征 x(n) 是 完全 积 性 函数 , 即 对 任意 整数 m,n， 
有 Xmns)=X(m)x(ns), 因 此 ,Xx*( 一 1)=1。 
图 对 于 一 个 固定 的 模 9 ， 有 且 仅 有 ?4q) 个 不 同 的 
模 q 的 特征 。 
图 设 (n) 是 模 q 的 特征 , 则 有 
pg) (X=x°), 
Be a je (Xx#X) 。 
加 设 q9>1(a9g)=1, 则 有 
(n=a(modqg)), 
(n#¥#amodq)), 
式 中 三 表 对 模 9 的 所 有 不 同 的 特征 求 和 。 
@ 设 x(n) 是 模 q 的 非 主 特 征 , 如 果 存 在 正 整 数 
gq'<q, 使 得 对 所 有 满足 条 件 (m,q)=(n2q)=1, m= 
121 
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ma(mod q') 的 mh、ns 有 X(na) 一 X(na)。 那 么 就 称 xm) 为 
模 4 的 非 原 特征 ;否则 就 称 为 模 9 的 原 特征 。 

狄 利克 雷 特 征 的 主要 作用 在 于 ， 利 用 性 质 @， 可 以 
从 一 个 给 定 的 整数 序列 中 ， 把 属于 某 个 公差 为 9 的 算术 
级 数 的 子 序列 分 离 出 来 。 因 此 ， 它 在 涉及 算术 级 数 的 许 
多 数论 问题 诸如 算术 级 数 中 的 素数 定理 、 哥 德 巴赫 猜想 
的 研究 中 ,起 着 关键 的 作用 。 《 际 录 润 ) 


Dilikelel L honshu 
狄 利克 雷 工 函数 (Dirichlet L-function) 
又 称 对 应 于 模 9 的 特征 x(n) 的 犹 利克 雷 工 函 数 , 即 函数 


Ls,X) 一 总 x(m)n-'， 其 中 g>1，x(m) 是 模 49 的 一 个 特 


征 , 复 变 数 s=o+it,o>1。 它 在 9=1 时 就 是 黎 曼 7 函 
数 。 这 类 函数 最 初 是 由 P. G. L. 狄 利克 雷 在 研究 算术 级 
数 中 的 素数 分 布 问题 时 引进 的 。 它 的 性 质 和 作用 ， 都 与 
黎 曼 上 函数 类 似 ， 在 许多 数论 问题 中 有 重要 应 用 。 它 的 
主要 性 质 有 ， 
@ o>1 时 ,Ls,X)= 卫 (1 一 x(p)p"")7, 式 中 荆 
表示 对 全 体 素数 求 积 。 因 而 L(s,x) 关 0 (o>1)。 
@@ 当 x* 是 模 9 的 主 特征 时 ， 
Lx) tS) HO-p) (o>D), 
于 是 ,通过 5s) 就 把 L(s,x*) 解 析 开拓 到 全 平面 。 
@ 当 x 是 模 9 的 非 主 特征 时 ,一 定 存在 唯一 的 一 个 
模 qr 的 原 特征 x*, 使 当 o>1 时， 有 
Ls,x) Ls,x*) Hl—x*(p)p™), 


@ 当 x 是 模 9 的 原 特征 时 ,L(s,x) 可 解析 开拓 为 整 
函数 , 且 满足 函数 方程 
x(s—a) 


1-s, x)=2!"r"g r(x)T(s)cos 一 


L(s,x), 


式 中 a=a(x)= 去 (1 一 x( 一 1)), (x) 为 仅 与 x 有 关 的 
常数 ， 且 满足 |r(x)|=Mq ,又 表 x 的 共 二 特征 , 即 


又 (mn) =xCn), 

@@ 对 任意 的 模 4 的 特征 X, 有 LCl,X) 二 0。 

@@ 设 x 是 模 4 的 原 特征 ， 那 么 s= 一 (2n+a(X))7 
(n=0, 1, 2,…) 是 ZL(s，X) 的 一 级 零点 ， 称 为 "无聊 零 
点 ";L(s,X) 可 能 有 的 其 他 零点 ( 称 为 “ 非 无 聊 零点 ") 一 定 
都 位 于 带 形 区 域 0 和 "<1 中 ; L(s,x) 确 有 无 穷 多 个 非 无 
聊 零点 。 

@ 设 T>0 以 N(T,x) 表 L(s, Xx) 在 区域 0<o<1， 
lt|<7 中 的 零点 个 数 。 因 此 ， 当 x 是 模 4 的 原 特征 和 


时 
T>2 时， 有 NT,X)= 工 bn 星 - 工 +odner)。 


设 r>0, 卫 <a<l， 以 NCa,T,X) 表 L(s,X) 在 区 


域 a<o<1，|t| <T 中 的 零点 个 数 。 再 设 N(a, 7, q)= 
4 加。 Ns 了 ,其 中 三 表 对 模 4 的 所 有 特征 求 和 。 因 此 ， 
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当 T>2 时 ,有 N(a,T, g) 一 O((qT)20-e1e-o(In gr)9)。 
此 结果 已 被 改进 和 推广 ,通常 称 之 为 工 函数 的 零点 密度 
定理 。 

加 在 直线 "= 1 上 , L(s,x) 关 0。 由 此 , 对 任意 固定 
的 gq, 可 推出 算术 级 数 中 的 素数 定理 。 

回 存在 绝对 正常 数 c,， 使 得 对 任意 固定 的 模 9, 在 
所 有 的 函数 L(s,x)(x mod q) 中 , 仅 可 能 除去 一 个 例外 函 
数 外 ， 均 在 区 域 vc>1 一 ci(ln(glt|+ 2)): 内 无 零点 。 如 
果 这 样 的 例外 函数 L(s, 多 ) 存 在 ， 那 么 多 一 定 是 模 9 的 实 
的 非 主 特征 , 且 L(s,X) 在 上 述 区 域内 只 有 一 个 一 级 实 零 
点 天 这 一 性 质 是 狄 利克 雷 工 函数 与 黎 曼 函数 的 一 个 
主要 差别 。 研 究 对 应 于 实 特征 的 工 函数 的 实 零点 ， 是 了 
函数 论 的 最 重要 问题 之 一 。 

四 A. 佩 奇 于 1935 年 证 明了 ， 存 在 绝对 正常 数 c;， 
使 得 对 任意 的 实 原 特征 xmodg，9>3， 必 有 LIL(1,X) 
cg /由 此 推出 ,存在 绝对 正常 数 使 得 对 任意 的 实 特 
征 xmodg,g>3, 当 o>1 一 c(wW9 lnzg)-! 时 ,L(cyx) 关 0。 

四 C. 工 . 西 格 尔 于 1936 年 证 明了 ， 对 任 给 的 正 数 
6， 存在 正常 数 cs(s)， 使 得 对 任意 的 实 原 特 征 xmodgq， 
9>3, 必 有 L(1,x)>cs(s)9 “由 此 推出 ,对 任 给 正 数 。, 必 
有 正常 数 ci(s)， 使 得 对 任意 的 实 特征 x mod 9,q>3, 当 
1 一 cu(s)g9 时 ,L(c,X) 关 0。 

C. 工 . 西 格 尔 的 结果 虽然 优 于 A. 佩 奇 的 结果 , 但 是 
常数 cls) 和 cls) 至 今 没有 办 法 计算 出 来 。 

从 性 质 加 ,人 @、@ 可 推 得 有 余 项 估计 的 算术 级 数 中 的 
素数 定理 ( 见 素数 分 布 )。 类 似 于 歼 曼 假设 ， 有 所 谓 广义 
黎 曼 假设 ， 即 犹 测 所 有 的 狄 利克 雷 工 函 数 的 非 无 聊 零点 
都 位 于 直线 "= 1/2 上 ,通常 简 记 作 GRH。 大 量 的 数值 
计算 以 及 理论 上 的 探讨 都 支持 这 一 假设 ， 但 它 至 今 还 没 
有 被 证 明 或 否定 。 从 GRH 可 推出 一 系列 重要 的 数论 结 
果 , 虽 然 都 是 一 些 假设 性 的 结果 (其 中 有 的 已 被 无 条 件 地 
证 明了 )， 但 是 却 指出 了 研究 工 函 数 零点 的 重要 意义 和 
方向 。 

参考 书目 

K. Prachar, Primzahlverteilung, Springer-Verlag, Berlin, 
1957. 
H. Davenport, Multiplicative Number Theory, 2nd ed 
Springer-Verlag, Berlin, 1980. 
(陈景润 ) 


Diko'er 

笛 卡 儿 ，R。 (René Descartes 1596~1650) 
法 国 哲学 家 ,数学 家 、 物 理学 家 ,解析 几何 学 英 基 人 之 一 。 
1596 年 3 月 31 日 生 于 图 伦 ,1650 年 2 月 11 日 卒 于 斯 德 
哥 尔 摩 。 他 出 生 于 一 个 贵族 家 庭 。 早 年 就 读 于 拉 弗 莱 什 公 
学 时 , 因 层 弱 多 病 , 被 允许 早晨 在 床上 读书 , 养 成 了 喜欢 
安静 ,善于 思考 的 习惯 。1612 年 去 普 瓦 捷 大 学 攻读 法 学 ， 
四 年 后 获 博士 学 位 。 旋 即 去 巴黎 。1618 年 从 军 , 到 过 荷 
兰 、 丹 妻 、 德国 。1621 年 回国 , 正 值 法 国内 乱 , 又 去 荷兰 、 
瑞士 .意大利 旅行 。1625 年 返回 巴黎 。1628 年 移居 荷兰 ， 


从 事 哲 学 ,数学 ,天 文学 ,物理 学 ,化 学 和 生理 学 等 领域 的 
研究 ， 并 通过 数学 家 M. 梅森 
神父 与 欧洲 主要 学 者 保持 密切 
联系 。 他 的 著作 几乎 全 都 是 在 

兰 完成 的 。 1628 年 写 出 《 指 
导 哲理 之 原则 》，1634 年 完成 
以 哥 白 尼 学 说 为 基础 的 《 论 世 
界 光 因 伽 利 略 受到 教会 迫害 而 
未 出 版 )。 1637 年 ， 第 卡 儿 用 
法 文 写成 三 篇 论文 《折光 学 》、 
《气象 学 》 和 《几何 学 》， 并 为 此 
写 了 一 篇 序言 《科学 中 正确 运用 理性 和 追求 真理 的 方法 
论 》， 哲 学 史上 简称 为 《方法 论 》， 6 月 8 日 在 莱 顿 匿名 
出 版 。 此 后 又 出 版 了 《形而上学 的 沉思 》 和 《哲学 原理 》 
(1644) 等 重要 著作 。1649 年 冬 , 他 应 邀 去 为 瑞典 女王 授 
课 , 1650 年 初 患 肺炎 ,同年 2 月 病逝 。 

第 卡 儿 生活 在 
资产 阶级 与 封建 领 
主 、 科 学 与 神学 进 
行 激烈 斗争 的 时 
代 。 早 在 读书 时 ,他 
就 对 统治 欧洲 思想 
界 的 经 院 哲学 表示 
怀疑 和 不 满 。 多 年 
的 游历 ， 同 社会 各 
阶层 人 士 的 交往 ， 
多 方面 的 科学 研究 
以 及 不 断 地 自我 反 
省 和 思考 ， 使 他 坚 
信 必 须 抛弃 经 院 哲 
学 ， 探 求 正 确 的 思 
想 方 法 ， 创 立 为 实 
践 服务 的 哲学 ,才能 成 为 自然 的 主人 和 统治 者 "。 他 认为 
数学 是 其 他 一 切 科学 的 理想 和 模型 ， 提 出 了 以 数学 为 基 
础 的 ,以 演绎 法 为 核心 的 方法 论 ,对 后 世 的 哲学 、 数 学 和 
自然 科学 的 发 展 起 了 巨大 作用 。 他 一 直 为 捍卫 他 的 学 说 
同 教会 和 其 他 反动 势力 进行 斗争 。 

《几何 学 ?确定 了 笛 卡 儿 在 数学 史上 的 地 位 。 文 艺 复 
兴 使 歇 洲 学 者 继承 了 古 希 腊 的 几何 学 ， 也 接受 了 东方 传 
入 的 代数 学 。 科 学 技术 的 发 展 使 得 用 数学 方法 描述 运动 
成 为 人 们 关心 的 中 心 问题 。 笛 卡 儿 分 析 了 几何 学 与 代数 
学 的 优 缺 点 ,表示 要 去 “寻求 另外 一 种 包含 这 两 门 科学 的 
好 处 而 没有 它们 的 缺点 的 方法 "。 在 《几何 学 》 卷 一 中 ， 币 
卡 儿 把 几何 问题 化 成 代数 问题 ， 提 出 了 几何 问题 的 统一 
作 图 法 。 为 此 ,他 引入 了 单位 线段 以 及 线段 的 加 、 碱 、 乘 、 
除 、 开 方 等 概念 , 从 而 把 线段 与 数量 联系 起 来 , 通过 线 妇 
之 间 的 关系 ，“ 找 出 两 种 方式 表达 同一 个 量 , 这 将 构成 一 
个 方程 "， 然 后 根据 方程 的 解 所 表示 的 线 妥 间 的 关系 作 
图 。 在 卷 二 中 ， 笛 卡 儿 用 这 种 新 方法 解决 帕 普 斯 问题 时 ， 
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在 平面 上 以 一 条 直线 为 基线 ,为 它 规 定 一 个 起 点 ,又 选 定 
与 之 相交 的 另 一 条 直线 ,它们 分 别 相当 于 x 轴 、 原点 、y 
轴 ， 构 成 一 个 斜 坐标 系 。 那 么 该 平面 上 任 一 点 的 位 置 都 
可 以 用 (x,y) 唯 一 地 确定 。 帕 普 斯 问题 化 成 一 个 含 两 个 
未 知 数 的 二 次 不 定 方程 。 笛 卡 儿 指出 ， 方 程 的 次 数 与 坐 
标 系 的 选择 无 关 ,因此 可 以 根据 方程 的 次 数 将 曲线 分 类 。 
《几何 学 ?提出 了 解析 几何 学 的 主要 思想 和 方法 ， 标 志 着 
解析 几何 学 的 诞生 。 思 格 斯 把 它 称 为 数学 的 转折 点 。 此 
后 ， 人 类 进入 变量 数学 阶段 。 在 卷 三 中 , 笛 卡 儿 指 出 , 方 
程 可 能 有 和 它 的 次 数 一 样 多 的 根 ， 还 提出 了 著名 的 笛 卡 
儿 符 号 法 则 ， 方 程 正 根 的 最 多 个 数 等 于 其 系数 变 号 的 次 
数 ， 其 负 根 的 最 多 个 数 (他 称 为 假 根 ) 等 于 符号 不 变 的 次 
数 。 笛 卡 儿 还 改进 了 了 , 书 达 创 造 的 符号 系统 , 用 a，b 
5,… 表 示 已 知 量 , 用 x,y,z,… 表 示 未 知 量 。 

第 卡 儿 在 物理 学 、 生 理学 和 天 文学 等 方面 也 有 许多 
创见 。 《 那 书 春 ) 


digul honshu 
递归 函数 (recursive function) 数论 函数 的 
一 种 ,其 定义 域 与 值 域 都 是 自然 数 集 , 只 是 由 于 构 作 函数 
方法 的 不 同 而 有 别 于 其 他 的 函数 。 处 处 有 定义 的 函数 叫 
做 全 函数 ， 未 必 处 处 有 定义 的 函数 叫做 部 分 函数 。 最 简 
单 又 最 基本 的 函数 有 三 个 ， 零 函数 0 (z)= 0 (其 值 恒 为 
0); 射影 函数 DC(zuzayzxo) 一 xf (1<i<n); 后 继 函 
数 S(x)=x+1。 它 们 合 称 初始 函数 。 要 想 由 旧 函 数 作出 
新 函数 ,必须 使 用 各 种 算 子 。 
代入 (又 名 复合 或 亚 置 ) 是 最 简单 又 最 重要 的 造 新 函 
数 的 算 子 ,其 一 般 形 状 是 :由 一 个 m 元 函数 f 与 m 个 n 元 
函数 g1,92，,…,9gm 造成 新 函数 f(gi(X1sX2，*… Xn)， ga(X1， 
a gm))， 评 可 记 为 所 gu 
9m) (XsX，…， Xn)。 另 一 个 造 新 函数 的 算 子 是 原始 递归 
式 。 具 有 个 参数 uvtay…ya 的 原始 递归 式 为 ， 
fw es tn 0) =g 1s has ees Wn) 
fw, ta ns S(X)) 
一 RU has es os fts Was 
具有 一 个 参数 的 原始 递归 式 可 简写 为 
ote 
f(u,S(x)) =h(u, x,f(u, x)), 
其 特点 是 , 不 能 由 g、h 两 函数 直接 计算 新 函数 的 一 般 值 
了 tw Xx)， 而 只 能 依次 计算 也 us 0》 大 2 1), 了 (4, 2 
但 只 要 依次 计算 , 必 能 把 任何 一 个 人 uw，x) 值 都 算出 来 。 
换 句 话说 , 只 要 9, h 为 全 函数 且 可 计算 ， 则 新 函数 了 也 
是 全 函数 且 可 计算 。 
由 初始 函数 出 发 ， 经 过 有 限 次 的 代入 与 原始 递归 式 
而 作出 的 函数 叫做 原始 递归 函数 。 由 于 初始 函数 显然 是 
全 函数 且 可 计算 , 故 原始 递归 函数 都 是 全 函数 且 可 计算 。 
通常 使 用 的 数论 函数 全 是 原始 递归 函数 ， 可 见 原始 递归 
函数 是 包括 很 广 的 。 但 是 W. 阿 克 曼 证 明了 ， 可 以 作出 
一 个 可 计算 的 全 函数 ， 它 不 是 原始 递归 的 。 经 过 后 人 改 
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ny) )。 


进 后 ， 这 个 函数 可 写 为 如 下 定义 的 阿 克 受 函数 ， 

g(0,n)=n+1, 

[sews 

gS(m),S(n))=g(m,g(S(m),n)), 
容易 看 出 ， 这 个 函数 是 处 处 可 计算 的 。 任 给 m,n 的 值 ， 
如 果 m 为 0， 可 由 第 一 式 算出 ;如果 m 不 为 0 而 nn 为 0， 
可 由 第 二 式 化 归 为 求 %m，1) 的 值 ， 这 时 第 一 变 目 减 少 
了 ; 如果 m,n 均 不 为 0%， 根据 第 三 式 可 先 计算 gm， 
n 一 1), 设 为 0, 再 计算 g(m 一 1,4), 前 者 第 二 变 目 威 少 (第 
一 变 目 不 变 )， 后 者 第 一 变 目 减少 。 极 易 用 归纳 法 证 得 ， 
这 样 一 步 一 步 地 化 归 , 最 后 必然 化 归 到 第 一 变 目 为 0, 从 
而 可 用 第 一 式 计算 。 所 以 这 个 函数 是 处 处 可 计算 的 。 此 
外 又 容易 证 明 ， 对 任何 一 个 一 元 原始 递归 函数 人 x), 永 
远 可 找 出 一 数 a 使 得 人 x)<g(a, zx)。 这 样 ，9(x,z) 十 1 
便 不 是 原始 递归 函数 ， 和 否则 将 可 找 出 一 数 b 使 得 g(x， 
Xx)+1<g(b, x)。 邻 x=b, 即 得 g(b, b)+1<g(b, b)， 
而 这 是 不 可 能 的 。 

另 一 个 重要 的 造 新 函数 的 算 子 是 造 逆 函 数 的 算 子 ， 
例如 ,由 加 法 而 造 威 法 , 由 乘法 造 除法 等 ,一 般 , 设 已 有 函 
数 f(u,x), 就 x* 解 方程 1(u,x)=t, 可 得 x=g(u,t)。 这 时 
浮 数 9g 叫做 了 的 逆 函 数 。 至 于 解 一 般 方程 fu bb xz) 一 0 
而 得 x=glu, #) 可 以 看 作 求 逆 函 数 的 推广 。 解 方程 可 以 
看 作 使 用 求 根 算 子 。f(u,t,x)~0 的 最 小 x* 根 (如 果 有 根 
的 话 ), 记 为 ux[f(u,t,x)=0]。 当 方程 没有 根 时 , 则 认为 
Wx[f(wst，x)=0] 没 有 定义 。 可 见 , 即使 f(u,t,x) 处 处 有 
定义 且 可 计算 ,但 使 用 求 根 算 子 后 所 得 的 函数 nx[f(u,t， 
zx) 一 0] 仍 不 是 全 函数 ,可 为 部 分 函数 。 但 只 要 它 有 定义 ， 
那 就 必然 可 以 计算 。 这 算 子 称 为 4 算 子 。 如 果 fu,t,x》 
本 身 便 是 部 分 函数 ， 则 px[f(u, t,x)=0] 的 意义 是 ， 当 
fu,t,n) 可 计算 且 其 值 为 0, 而 Xx<n 时 f(u,t,x) 均 可 计 
算 而 其 值 非 0, 则 ux[f(w, t,x)=0] 指 ns 其 他 情况 则 作 
为 无 定义 。 例 如 , 如 果 f(u, t, x)=0 根本 没有 根 ， 或 者 
虽然 知道 有 一 根 为 n, 但 fu, t, n 一 1) 不 可 计算 ， 那么 
ux[f(n,t,x)=0] 都 作为 没有 定义 。 在 这 样 定义 后 ,只 要 
Wx[f(u,t,x)=0] 有 值 便 必 可 计算 。 由 初始 函数 出 发 ,经 
过 有 穷 次 使 用 代入 、 原 始 递归 式 与 算 子 而 作成 的 函数 
叫做 部 分 递归 函数 ， 处 处 有 定义 的 部 分 递归 函数 称 为 全 
递归 函数 ， 或 一 般 递 归 函 数 。 

原始 递归 函数 类 里 还 有 一 个 重要 的 子 类 称 为 初等 函 
数 类 ， 它 是 由 非 负 整数 与 变 元 经 过 有 穷 次 加 、 算 术 减 
( 即 lab1), 乘 ,算术 除 [名 ] 即 名 的 整数 部 分 )、 权 加 三、 
蛋 乘 全 而 得 的 函数 组 成 的 类 。 

波兰 人 A. 格 热 高 女 克 把 原始 递归 函数 类 按 定 义 的 
复杂 程度 来 分 类 , 称 为 格 热 高 如 克 分 层 或 波兰 分 层 。 

要 把 递归 函数 应 用 于 谓词 ， 首 先 要 定义 谓词 的 特征 
函数 。 谓 词 R(x,y) 的 特征 函数 是 
11 车 ROXx,y) 真 ， 
fe) 1 否则 。 
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称谓 词 尺 是 递归 谓词 , 若 尺 的 特征 函数 是 递归 函数 ! 称 自 
然 数 子 集 有 4 为 递归 集 ， 若 谓词 xE A 是 递归 谓词 。 有 了 
上 述 定义 ,就 可 以 用 递归 函数 来 处 理 递归 谓词 和 递归 集 。 
为 了 处 理 NxN( 其 中 N 为 自然 数 集 ) 的 子 集 ， 就 要 建立 
配对 函数 ， 所 谓 配对 函数 通常 是 指 由 NxN 到 N 的 一 个 
函数 攻 x,3) 与 它 的 道 函数 gi(z),g:(z)。 它 们 都 满足 以 下 
关系 

f(gi(2),9:(2)) =z, 

gi(f(x,y))=x, gaf(x,y))=Y, 
可 以 构造 许多 原始 递归 的 配对 函数 。 

递归 函数 也 可 以 用 来 处 理 符号 串 。 处 理 的 办 法 是 对 

符号 及 符号 串 配 以 自然 数 。 这 方法 是 K, 哥 他 尔 开 始 引进 
的 ,因此 称 为 哥 德 尔 配 数 法 。 例 如 ,在 要 处 理 的 符号 系统 
fbaaa 小 中 ,可 以 用 奇数 1,3,5,7,… 作 为 1,02,03， 
qu … 的 配 数 , 符号 串 anal…au 以 2"03"4… Pine 为 其 
配 数 , 其 中 P, 是 第 s 个 素数 ，nu 是 qu 的 配 数 。 这 种 配 
数 称 为 哥 德 尔 配 数 。 有 了 哥 德 尔 配 数 法 ， 就 可 以 用 递归 


函数 来 描写 ,处 理 有 关 符 号 串 的 谓词 了 。 

( 英 绍 换 》 
digul kemeljujl 
递归 可 枚 举 集 (recursively enumerable set) 


又 称 部 分 递归 集 。 在 能 行 性 理论 中 ， 基 本 概念 是 递归 函 
数 , 它 可 刻画 为 ， 任 给 x, 只 要 它 在 x 处 有 定义 必 可 在 有 
限 步 邓 内 求 出 其 值 。 因 此 递归 全 函数 ( 即 处 处 有 定义 的 ) 
必 可 在 有 限 步 骤 内 求 出 它 的 任 一 值 ， 至 于 递归 部 分 函数 
(未 必 处 处 有 定义 的 ) 则 只 要 求 有 定义 处 可 求 出 其 值 , 但 
不 要 求 能 够 在 有 限 步骤 内 判定 它 的 定义 域 的 元 素 ， 即 对 
任 给 的 x 判定 x 是 否 属于 函数 的 定义 域 。 

设 有 一 集合 4 与 一 函数 a(x), 如 果 a(x)=0 当 且 仅 
当 xEA, 则 a(x) 叫做 4 的 特征 部 分 函数 ， 如 果 还 有 
Q(x)=1, 当 上 且 仅 当 x A, 则 a(x) 叫 做 A 的 特征 全 函数 ， 
简称 特征 函数 。 如 果 一 集合 4 的 特征 部 分 函数 (也 是 特 
征 函数 ) 是 递归 全 函数 , 则 A 叫做 递归 集 ; 如 果 一 集 4 的 
特征 部 分 函数 是 递归 部 分 函数 , 则 4 叫做 部 分 递归 集 ; 部 
分 递归 集 又 可 定义 为 某 个 递归 部 分 函数 的 定义 域 。 显 然 ， 
4 为 递归 集 当 且 仅 当 : 任 给 x, x 属于 A 与 否 , 恒 可 在 有 
限 步 内 判定 ; 4 为 部 分 递归 集 当 且 仅 当 ， 任 给 zx， 如 果 
xE4， 则 必 可 在 有 限 步 内 判定 ， 但 如 果 x 4A, 可 能 永 
远 不 知道 这 件 事 (除非 从 别 的 途径 )。 因 此 有 下 列 结果 

@ 如 果 有 A 为 递归 集 , 则 A 为 部 分 递归 集 ， 

回 4 为 递归 集 当 且 仅 当 4 的 补 集 亦 为 递归 集 ; 

回 4 为 递归 集 当 且 仅 当 4 与 它 的 补 集 都 是 部 分 递 
归 集 。 

最 后 一 点 可 看 出 如 果 xE4, 因 4 为 部 分 递归 集 必 
可 在 有 限 步 内 看 出 ; 如 果 zEe 4， 因 人 A 的 补 集 为 部 分 递归 
集 亦 可 在 有 限 步 内 看 出 ,从 而 4 必 为 递归 集 。 

递归 可 枚 举 集 是 指 它 是 某 个 一 般 递归 函数 ( 即 递归 
全 函数 )f(z) 的 值 域 。 因 为 递归 全 函数 了 (zx) 的 每 一 个 值 
都 可 在 有 限 步 内 算出 ， 可 以 逐步 地 计算 1(0), f (1)， 


做 2),…, 从 而 得 出 递归 可 枚 举 集 的 所 有 元 素 。 这 便 是 递 
归 可 枚 举 集 名 称 的 来 源 。f(x) 叫 做 该 集 的 枚 举 函 数 ， 可 
能 有 两 值 f(4) 与 f(b) 是 相等 的 , 即 容许 重复 枚 举 。 如 果 
了 xz) 是 不 减 函数 或 (严格 ) 递 增 函 数 ， 便 叫做 不 减 枚 举 或 
(严格 ) 递 增 枚 举 。 

显然 ,如 果 X* 在 一 个 递归 可 枚 举 集 4 内 , 必 可 在 有 限 
步 内 判定 (只 须 依次 计算 f(0),f(1),…, 便 可 ); 但 如 果 x 
不 在 4 内 ， 而 4 又 不 是 严格 递增 枚 举 ， 则 很 可 能 人 们 永 
远 也 不 知道 这 事 。 根 据 上 述 部 分 递归 集 的 特性 ， 可 知 递 
归 可 枚 举 集 都 是 部 分 递归 集 。 反 之 ， 如 果 4 为 部 分 递归 
集 , 命 其 特征 部 分 函数 为 a(x), 当 有 A 为 空 集 时 , 它 当然 不 
是 任何 递归 全 函数 的 值 域 , 当 有 A 非 空 集 时 , 则 在 第 一 阶段 
对 a(0), a(1) 和 名 计算 1 步 , 第 二 阶段 对 a(0),a(1),a(2) 
各 计算 2 步 ,…， 第 nn 阶段 对 a(0), a(1),a(2),…,a(n) 
各 计算 n 步 ,…, 并 把 首先 出 现 的 a(x)=0 的 根 取 为 f{(0)， 
以 后 在 每 一 阶段 之 末 均 把 在 该 阶段 时 所 已 知 的 a(x)=0 
的 根 取 为 了 在 新 主 目 处 的 值 , f 必 为 递归 全 函数 ,而 且 A 
的 元 素 怡 巧 便 是 10),f(1),… 的 值 。 可 见 非 空 的 部 分 递 
归 集 必 是 递归 可 枚 举 集 。 一 般 还 把 空 集 也 算 作 递归 可 枚 
举 集 , 这样 两 种 集 便 一 致 起 来 了 。 

可 以 证 明 ，4 为 递归 可 枚 举 集 当 且 仅 当 它 是 某 个 原 
始 递 归 函 数 的 值 域 ， 又 当 且 仅 当 它 是 某 个 初等 函数 的 值 
域 。 另 一 方面 ，4 为 递归 可 枚 举 当 且 仅 当 它 是 某 个 递归 
部 分 函数 的 值 域 ， 只 须 仿照 上 法 , 在 第 n 阶段 计算 f(0)， 
(1),…， f(D) 各 n 步 , 便 可 把 递归 部 分 函数 的 值 全 部 都 
枚 举 出 来 了 。 

已 有 办 法 把 全 体 递归 部 分 函数 全 部 枚 举 起 来 ， 因 此 
也 可 以 把 它们 的 定义 域 或 值 域 全 部 枚 举 起 来 。 设 把 第 工 
个 递归 部 分 函数 的 定义 域 ( 值 域 ) 记 为 W。, 则 We。 便 是 全 
体 部 分 递归 集 (递归 可 榴 举 集 ) 的 枚 举 ( 注 意 其 中 是 有 重 
复 的 )。 如 命 K= {x:xEW。}( 即 如 果 x 恰巧 在 第 x 个 部 
分 递归 集 之 内 ， 便 把 x 作为 K 的 元 素 ), 则 K 是 一 个 递归 
可 枚 举 集 但 不 是 递归 集 ， 从 而 K 的 补 集 既 不 是 递归 集 又 
不 是 递归 可 枚 举 集 。 这 是 人 们 作出 的 第 一 个 不 是 递归 可 
枚 举 集 的 例子 , 它 也 是 一 个 很 重要 的 集 , 对 它 已 有 充分 的 
研究 。 

此 外 ,如 果 了 为 递归 部 分 函数 ,4 为 递归 可 枚 举 ， 则 
人 三 "( 4) 也 是 递归 可 枚 举 集 。 

著名 的 希 尔 伯 特 第 10 问题 是 : 有 没有 一 个 能 行 方 
法 ， 可 决定 任 给 的 一 个 不 定 方 程 P(zi， 轨 ，…，z) 一 
Q(xzuxz，…xn) 是 否 有 整数 解 ? 这 里 P、@Q 是 两 个 具有 整 
系数 的 多 项 式 。 这 个 问题 到 1970 年 已 经 被 否定 地 解决 
了 ， 即 如 果 把 “能 行 方法 "理解 为 "用 计算 递归 全 函数 的 方 
法 ", 那 末 可 以 证 明 ， 这 个 能 行 方法 是 没有 的 。 因 为 任何 
一 个 部 分 递归 集 (递归 可 枚 举 集 )4， 都 有 两 个 带 整 系数 
的 多 项 式 P、Q, 使 得 

XEAm I3Y IY Yo P(X Ys Ya Yn) 
=Q(x, YY) )» 

特别 是 当 和 4 即 集合 K 时 ,也 可 找 出 相应 的 两 个 多 项 式 P、 


| 


Q@。 既 然 K 不 是 递归 的 ，z 属于 天 与 否 是 不 能 递归 地 判 
定 的 ， 那 末 对 于 “什么 样 的 x 能够 使 P(X, 如，…， 9) 一 
Q(x,,…syn) 有 解 "的 问题 ,也 就 不 能 递归 地 判定 了 。 

上 面 关 于 集合 的 讨论 可 以 推广 到 n 元 关系 去 。 就 1 
元 关系 RCzu zyzo) 而 言 ,如 果 R(X4,x，,…, zm) 成立 
当 且 仅 当 大 zbza…yza) 一 0， 则 有 x xs …，zo) 叫 做 
RCz xs，，…，, Xn) 的 特征 部 分 函数 ， 如 果 还 要 求 ; R(X1， 
Xa，…sXn) 不 成 立 当 目 仅 当 人 xs Xx,…， zx,)=1, 则 了 叫 
做 民 的 特征 全 函数 ， 简 称 特征 函数 。 如 果 关 系 R(x， 
za …， Xn) 的 特征 部 分 函数 (也 是 特征 函数 ) 是 一 个 递归 
全 函数 , 则 R 叫做 递归 关系 ;如 果 RCX,,x,…,x,) 的 特征 
部 分 函数 是 递归 部 分 函数 , 则 RR 叫做 部 分 递归 关系 有 了 
这 些 定义 以 后 ， 以 上 的 讨论 完全 可 以 推广 到 递归 关系 与 
部 分 递归 关系 方面 来 。 当 然 ， 由 于 函数 的 值 是 一 个 数 而 
不 是 n 元 向 量 ， 所 以 “递归 可 枚 举 关 系 "不 能 定义 为 某 个 
递归 全 函数 的 值 域 而 只 能 定义 为 部 分 递归 关系 。 

但 是 对 递归 关系 而 论 , 有 下 列 的 结果 ,这 是 讨论 递归 
时 所 没有 的 。 

@ R(ruzxa，…， xn) 为 部 分 递归 关系 当 且 仅 当 有 一 
个 n+1 元 递归 关系 或 部 分 递归 关系 W 使 得 R(x,x，，…， 
Kn) 3 XOW (Xos Xs Xn)o 

@ R(X, x,,…, x,) 为 部 分 递归 关系 当 且 仅 当 有 一 
个 n+m 元 递归 或 部 分 递归 关系 W 使 得 R(X， zs，…， 
Xn)e+ 3b te tn W(t tes tm X12» 

@@ 4 为 部 分 递归 集 当 且 仅 当 有 一 个 二 元 递归 或 部 
分 递归 关系 W 使 得 x*E A 3yW(x,y)。 


( 英 绍 换 ) 
digullun 
递归 论 (recursion theory) 数理 隐 辑 的 一 个 
分 支 ,研究 问题 类 是 否 存 在 解 的 算法 ， 如 果 不 存在 ,那么 
不 可 解 的 程度 如 何 。 

在 古代 中 国 、 希 腊 就 有 了 算法 概念 ,并 且 给 出 了 算法 
的 例子 。 后 来 古 阿拉 伯 , 古 印度 的 人 们 也 着 手 寻 求 算法 。 
中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子玉 (al-Khowarizmi) 在 算法 
的 研究 上 有 突出 贡献 ， 因 此 现在 英文 的 算法 一 词 algo- 
rithm 就 是 由 他 的 名 字 得 来 的 。 

16 世纪 , 代数 里 已 出 现 了 大 量 算法 , 人们 和 希望 在 其 
他 领域 也 能 找到 算法 。 为 了 得 到 用 代数 工具 描述 的 几何 
证 明 的 算法 , R. 备 卡 儿 创造 了 坐标 系 。 为 了 得 到 判定 一 
切 科 学 命题 ， 起 码 是 一 切 数学 命题 真 假 的 算法 , G.W. 莱 
布 尼 英 创 造 了 数理 逐 辑 。 

但 是 有 些 问题 经 过 了 长 时 期 的 研究 ， 还 是 找 不 到 解 
决 它们 的 算法 。 例 如 希 尔 伯 特 第 10 问题 , 半 群 上 字 的 问 
题 , 谓 词 演算 中 的 任 一 闭合 式 公式 是 否 为 一 定理 的 问题 ， 
等 等 。 因 此 人 们 怀疑 是 否 这 些 问题 找 不 到 解决 它们 的 算 
法 。 为 了 证 明 解 决 这 些 问题 的 算法 不 存在 ， 这 就 要 求 把 
算法 概念 子 以 精确 化 ,使 其 能 作为 数学 对 象 来 处 理 。 但 是 
过 去 数学 家 对 算法 只 有 朴素 的 直观 概念 ， 并 无 精确 的 数 
学 定义 ,因此 产生 了 建立 算法 的 精确 数学 定义 的 问题 。20 
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世纪 30 年 代 这 个 问题 才 得 到 解决 。 出 现 了 几 个 等 价 的 
精确 的 数学 定义 。 其 中 最 重要 的 有 递归 函数 .图 灵机 、 正 
规 算法 ,等 等 。 

区. 哥 舍 尔 受到 了 了 本 . 埃 尔 布朗 的 启发 在 一 次 介绍 他 
的 著名 的 不 完备 性 定理 时 提出 了 给 予 算法 以 精确 定义 的 
方法 .S.C. 克 林 进 一 步 把 它 具 体 化 ,建立 了 等 式 演算 从 而 
定义 了 递归 函数 。 不 久 又 证 明了 递归 函数 和 和 -可 定义 函 
数 的 等 价 性 。 在 欧洲 A.M. 图 灵 也 引进 了 著名 的 图 灵机 
来 描绘 算法 。 继 而 也 证 明了 图 灵 可 计算 函数 和 递归 函数 
的 等 价 性 。 在 知道 图 灵机 以 前 ，A. 丘 奇 就 认为 递归 函 
数 或 和 - 可 定义 函数 是 算法 可 计算 函数 的 精确 数学 描 
述 。 但 是 由 于 算法 不 是 精确 的 数学 概念 ， 无 法 证 明 二 者 
的 等 价 性 ,因此 丘 奇 建立 了 丘 奇 论题 ,断言 一 切 算法 可 计 
算 函 数 都 是 递归 函数 ， 即 二 者 是 等 价 的 。 克 林 曾 怀疑 存 
在 非 递归 的 算法 可 计算 函数 ， 在 多 次 企图 建立 反例 道 到 
失败 后 ,他 才 接 受 了 丘 奇 论题 ,由 于 图 灵机 的 定义 很 符合 
人 们 对 算法 的 直观 经 验 ， 因 此 哥 德 尔 在 见 到 图 灵机 的 定 
义 后 也 接受 了 丘 奇 论题 。 

递归 函数 产生 后 ,开始 了 递归 论 的 发 展 ,因此 递归 论 
的 产生 是 几 千年 数学 发 展 的 结果 。 随 着 计算 机 的 发 展 ， 
人 们 要 有 在 符号 串 上 直接 定义 算法 。60 年 代 初 出 现 了 
几 个 等 价 的 定义 ,其 中 胡 世 华 最 早 发 表 了 递归 算法 。 

递归 论 中 另 一 个 重要 概念 是 算法 可 产生 集 的 精确 描 
述 违 归 可 枚 举 集 。 可 以 证 明 一 切 递 归 集 ， 即 算法 可 判定 
集 ， 都 是 递归 可 枚 举 集 。 但 是 存在 不 是 递归 集 的 递归 可 
枚 举 集 。 由 于 许多 数学 问题 ， 例 如 上 面 讲 的 长 期 未 能 找 
出 算法 的 问题 ， 都 可 以 化 为 某 个 递归 可 枚 举 集 是 否 递归 
集 的 问题 。 因 此 非 递归 的 递归 可 枚 举 集 的 研究 就 帮助 人 
们 证 明了 希 尔 伯 特 第 10 问 题 , 半 群 上 字 的 问题 .谓词 演算 
任意 命题 闭合 式 公式 是 否定 理 的 判定 问题 等 等 都 是 不 存 
在 算法 解 的 .从 而 解决 了 一 批 长 期 未 能 解决 的 问题 。 

既然 有 不 能 存在 判定 算法 的 递归 可 枚 举 集 ， 那 么 自 
然 会 提出 是 否 一 切 这 种 递归 可 枚 举 集 的 不 可 解 的 程度 是 
一 样 的 。 这 就 需要 对 不 可 解 的 程度 给 出 度量 的 办 法 。1944 
年 也 .L. 波斯 特 提出 不 可 解 度 的 概念 ,并 且 提 出 了 著名 的 
波斯 特 问 题 。 1953 年 波斯 特 和 克 林 企图 解决 波斯 特 问 
题 ， 虽 然 没 有 解决 它 ， 但 是 创造 了 带 信息 源 的 递归 构造 
办 法 。 后 来 这 方法 有 很 大 的 发 展 。 例 如 证 明了 极 小 度 的 
存在 性 定理 ( 见 不 可 解 度 )， 以 及 关于 一 些 结构 在 度 结构 
内 的 嵌入 的 结果 。1957 年 R.M. 弗 里 德 贝 格 和 A. A. 穆 
切 尼 克 各 自 独立 地 创造 了 有 穷 损害 优先 方法 解决 了 波斯 
特 问 题 。 这 一 强 有 力 的 方法 出 现 后 ， 递 归 论 进入 了 一 个 
新 的 阶段 。 现 在 有 穷 损 害 优 先 方法 也 称 为 0"- 优 先 方法 。 
60 年 代 JR. 休 思 菲尔德 和 G.E. 萨克斯 各 自 独立 地 创造 
了 无 穷 损害 优先 方法 , 又 称 0”~ 优先 方法 。 前 者 是 为 了 
证 明 厚 性 引 理 ， 而 后 者 证 明了 递归 可 枚 举 度 的 稠密 性 定 
理 。70 年 代 A.H. 拉克 伦 创 造 了 0O”- 优先 方法 , 这 方法 
比 无 穷 损害 方法 更 为 有 力 。 除 了 上 述 方法 外 ， 构 造 递 归 
可 枚 举 极 小 对 的 预测 方法 ， 构 造 极 大 集 的 e- 状态 方法 ， 
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树 形 构造 法 等 也 都 是 递归 论 研究 中 的 重要 工具 。 

随 着 集合 论 的 发 展 , 递 归 论 也 向 广义 递归 论 发 展 。 序 
数 上 递归 论 对 有 穷 概 念 的 推广 在 无 穷 语言 中 得 到 了 重要 
应 用 。 自 然 数 上 递归 论 已 在 许多 方面 得 到 应 用 。 

随 着 计算 机 的 发 展 , 要 求 把 古典 数学 能 行 化 。 以 A。 
尼 罗 德 为 首 的 递归 论 学 家 开拓 了 递归 数学 的 研究 领域 。 
他 们 把 古典 数学 的 基本 概念 算法 化 ， 然 后 考虑 哪些 数学 
定理 可 以 成 立 哪 些 无 法 成 立 。 递 归 论 在 计算 机 科学 里 的 
应 用 主要 是 用 于 计算 复杂 性 理论 。 起 初 是 把 图 灵机 作为 
研究 计算 复杂 性 的 模型 考虑 计算 的 时 间 、 空 间 复杂 性 。 继 
而 基于 递归 论 ， 再 加 上 适当 的 公理 又 建立 了 抽象 计算 复 
泰 性 理论 。 近 年 来 递归 论 的 方法 大 量 地 用 于 P 与 NP 问 


题 的 研究 中 。 ( 杨 东 屏 》 
Dimofu 
棣 莫 弗 ,A， (Abraham de Moivre 1667~ 


1754) 分 析 三 角 及 概 乎 论 的 先驱 。1667 年 5 月 26 日 
生 于 法 国 维特 里 - 勒 弗 朗 索 瓦 ，1754 年 11 月 27 日 卒 于 伦 
玫 。 原 为 法 国 加 尔 文 派 教徒 ,在 
新 旧 教 斗争 中 被 投入 监狱 ， 获 
释 后 于 1685 年 (一 说 1688) 移 
居 伦 敦 ， 在 那里 以 担任 家 庭 教 
师 和 保险 事业 顾问 等 职 终 其 一 
生 。 他 和 I. 牛顿 及 天 文学 家 下 
哈 震 友善 , 详 熟 牛顿 的 流 数 术 ， 
1697 年 被 选 人 英国 皇家 学 会 。 
1718 年 出 版 4 机 遇 论 》， 这 是 早 
期 概率 论 的 重要 著作 ， 其 中 第 
一 次 定义 独立 事件 的 乘法 定理 ,在 《分 析 杂 录 》(1730) 中 
给 出 nl 的 近似 公式 ， 实 早 于 J. 斯 特 林 , 现 误 称 为 "斯 特 
林 公式 "。1733 年 要 莫 弗 用 mn! 的 近似 公式 导出 正太 分 布 
的 频率 曲线 ,作为 二 项 分 布 的 近似 他 是 最 早 给 出 棣 莫 弗 
公式 (1722) 
(cosp+ising)"=cos np+isin np 
的 学 者 之 一 。 英 国 数学 家 R. 科 茨 同时 也 得 到 这 一 关系 。 
《 浴 宗 巨 ) 

dlonxingqun 
典型 群 (classical group) 。 线性 群 . 正 交 群 、 辛 
群 和 西 群 的 总 称 。 这 些 群 自 19 世纪 以 来 就 是 讨论 研究 
较 多 的 。1946 年 ， H. 外 尔 的 《典型 群 》 一 书 出 版 后 ， 于 
是 人 们 通常 把 这 些 群 称 为 典型 群 。 

线性 ”线性 变换 组 成 的 群 。 线 性 变换 与 矩阵 是 一 
一 对 应 的 , 也 可 看 作 是 矩阵 组 成 的 群 。 设 天 是 体 , > 1 
K 上 nxn 可 逆 和 矩阵 的 全 体 对 矩阵 乘法 组 成 一 群 , 称 为 人 
上 7 次 一 般 线性 群 , 记 作 GLn(K)。 将 GLn(K) 的 换 位 子 
群 记 作 SL,(K), 称 之 为 K 上 nn 次 特殊 线性 群 。 当 K 是 域 
时 , 除 n=2, K=F,(F, 是 2 个 元 素 的 域 ) 的 情形 外 ,SL 
(K) 就 是 GL (K) 中 行列 式 等 于 1 的 矩阵 组 成 的 群 ， 而 
SL2(F,) 二 GL,(F,)。 将 GL,(K) 和 SLn(K) 模 其 各 自 的 中 


心 的 商 群 ， 分 别 记 作 PGL,(K) 和 PSLn(K), 并 分 别称 为 
K 上 mn 次 射影 一 般 线性 群 和 K 上 ?次 射影 特殊 线性 群 。 

正 交 群 ” 设 FF 是 特征 不 为 2 的 域 ,S 是 F 上 nxn 非 
奇异 对 称 矩 阵 。F 上 一 切 nxn 甜 了 泗 T 适 合 条 件 T'ST= 
S(T' 是 了 的 转 置 ) 者 对 和 矩阵 的 乘法 组 成 一 群 ， 称 为 上 
(由 5S 定义 的 )n 次 正 交 群 , 记 作 OF,S)。On(F,S) 中 行 
列 式 等 于 1 的 矩阵 组 成 的 子 群 记 作 OX(F, S), 而 O,(F， 
S) 的 换 位 子 群 记 作 0h(F,S)。On(F,S).O%(F,S) 和 Qs(F， 
5) 模 其 各 自 中 心 的 商 群 ， 分 别 记 作 PO。(F, S)，POXNCE， 
5S) 和 PQn(F,S)。 

当下 是 特征 为 2 的 域 时 ， 如 果 S 是 一 nxn 正 则 答 
阵 , 即 S 定 义 的 二 次 型 X'SX( 这 里 X'=(x1,x,…,xn) 是 
XX 的 转 置 ) 是 非 退 化 的 ， 用 K。 表示 上 一 切 nxn 交 错 
矩阵 的 全 体 组 成 的 模 ,那么 P 上 一 切 xm 和 矩阵 了 适合 条 
件 T'ST 三 S(modK，,) 者 对 矩阵 乘法 组 成 一 群 ， 称 为 F 上 
(由 5S 定义 的 )n 次 正 交 群 , 记 作 0,(F,S), 这 时 Os(F,S) 
定义 为 OF,S) 中 可 表 为 偶数 个 OF, S) 中 剩余 数 为 1 
的 元 素 之 积 的 那些 矩阵 所 组 成 的 子 群 ，Quw(F,，S) 仍 定义 
为 OF,S) 的 换 位 子 群 。 所 谓 mxm 短 阵 了 的 剩余 数 ,是 
指 T-1 的 秩 , 这 里 1 是 nxn 单 位 矩阵 。 和 特征 不 为 2 的 
情形 一 样 ， 可 类 似 地 定义 PO,(F，S)，PO;(F，S) 和 
PAO,(F,S)。 

证 终 设 J 是 域 F 上 2nx2n 非 奇异 交错 矩阵 , F 上 
的 一 切 2nx2n 矩阵 了 适合 条 件 T'JT= 了 者 对 矩阵 乘法 
组 成 一 群 ， 称 为 F 上 (由 了 定义 的 )2n 次 辛 群 , 记 作 SP 
(P,，J)。SP:(P,J) 模 其 中 心 的 商 群 称 为 了 上 2n 次 射影 
辛 群 , 记 作 PSPn(F,S)。 

百 群 ” 设 H 是 体 K 上 nxn 非 奇异 埃 尔 米 特 短 阵 , K 
有 一 对 合 性 反 自 同 构 *， 即 * 是 从 K 到 K 之 上 的 一 一 映 
射 , 且 满足 条 件 (C 十 br= ar+br,(ab)r*=brary(ar)r 一 1。 
K 上 一 切 ”%x?m 和 矩阵 了 适合 THT= 于 者 组 成 一 群 , 称 为 
K 上 (由 定义 的 )n 维 酉 群 , 记 作 Un(K,H)。 

Un(K,H) 中 西平 延 生成 之 群 记 作 TU。(K, H)。 所 谓 
西平 延 ,是 指 对 于 Un(K, H) 中 的 元 素 T,T 一 I 是 秩 为 1 的 
千 零 阵 。 这 里 1 是 nxn 单 位 矩阵 。 将 Us(K, H) 和 TU。 
《K，H) 模 其 各 自 中 心 的 商 群 ， 分 别 记 作 PUn(K, H) 和 
PTU,(K,H)。 

实数 域 和 复数 域 上 的 典型 群 在 19 世纪 就 开始 出 现 
在 几何 学 和 物理 学 中 。 由 于 它们 在 几何 学 和 物理 学 中 的 
重要 性 ， 如 Oi(P,IT) 是 三 维 欧 氏 空间 的 旋转 群 ,O,(F,S) 
是 相对 论 中 的 洛 伦 茨 群 ， 这 里 8 是 对 角 线 上 依 序 为 
1,1,1, 一 1 的 对 角 阵 。19 世 纪 末 更 发 现 它们 在 复 单 李 群 积 
实 单 李 群 分 类 中 是 几 个 大 类 型 的 单 李 群 的 突出 地 位 ， 从 
而 在 数学 中 一 直 受 到 重视 与 研究 。 最 初 研究 它们 的 方法 
是 李 群 方法 ,后 来 则 出 现 纯 代数 方法 ,主要 研究 它们 的 结 
构 、 自 同 构 和 同 构 、 表 示 等 问题 。 

典型 群 的 结构 , 在 19 世纪 末 的 李 群 研究 中 , 已 知道 
SLn(R),O%(R,1) 等 是 实 单 李 群 ,于 是 人 们 就 想到 考察 有 
限 域 上 的 典型 群 是 否 能 得 到 有 限 单 群 ， 而 有 限 单 群 的 获 


得 与 研究 始终 是 有 限 群 论 的 中 心 问题 之 一 到 20 世纪 40 
年 代 , 更 将 典型 群 的 基 域 推广 到 任意 体 上 ,从 而 得 到 无 限 
单 群 。 以 线性 群 为 例 , 设 K 是 任意 体 , 则 除开 PSL,(F,)、 
PSL(F,) 之 外 ，PSLn(K) 都 是 单 群 。 对 其 他 类 型 的 典型 
群 也 有 相当 的 结果 ,但 对 于 正 交 群 和 西 群 , 当 S 和 HH 定 号 
时 ，POn(F,S) 和 PTU,(K,H) 何 时 是 单 群 的 问题 还 没有 
完全 解决 。 所 谓 F 上 nxn 非 奇异 对 称 矩阵 8 定 号 ,是 指 
X'SX=0 荀 话 X=0。 
典型 群 的 自 同 构 和 同 构 ， 除 遗留 少数 情形 外 ， 各 
类 型 的 典型 群 的 自 同 构 均 被 确定 。 仍 以 线性 群 为 例 ， 
当 n>2 时，GL。(K) 的 自 同 构 必 为 以 下 两 种 形状 之 
一 : 4rmx(4)P-,4"P，VAEGL。(K) 或 4rmx(4) P- 
[(459]"'P, YAEGLwHO, 其 中 PEGLs(K),o 和 分别 
为 尽 的 自 同 构 和 反 自 同 构 ，(4*)' 是 (4*) 的 转 置 ， 这 里 
X(4) 为 将 GLn(K) 映 入 它 的 中 心 的 一 个 同 态 。 在 自 同 构 
的 形状 还 没有 被 确定 的 群 中 ， 有 SLa(K)(K 为 特征 0 的 
体 )`,Ow(F,S)(S 定 号 ) 等 。 关 于 典型 群 则 的 同 构 , 特别 是 
单 典型 群 间 的 同 构 ,也 还 有 一 些 情形 没有 被 确定 。 
典型 群 的 表示 ,是 内 容 极为 丰富 的 一 个 领域 ,运用 李 
群 方法 (包括 李 代数 方法 和 紧 李 群 上 不 变 积 分 方法 ) 研 究 
典型 群 的 表示 ,已 有 悠久 的 历史 和 丰富 的 成 果 , 同 时 也 还 
有 许多 重要 问题 值得 研究 。 从 20 世纪 50 年 代 中 开始 的 
有 限 域 上 典型 群 的 表示 论 的 研究 ， 也 是 当代 十 分 活跃 的 
一 个 领域 ;至 于 基 域 是 一 般 域 或 体 时 ,典型 群 的 表示 则 几 
平 没有 被 研究 。 
近代 ， 典 型 群 的 结构 和 自 同 构 的 研究 已 被 推广 到 环 
上 ， 特 别 是 交换 环 上 。 数 环 (包括 整数 环 和 代数 整数 环 ) 
上 的 典型 群 是 所 谓 的 算术 群 ,由 于 它 牵涉 的 面 很 广 ,已 成 
为 近代 数学 的 重要 分 支 。 
华罗庚 在 典型 群 的 结构 和 自 同 构 的 研究 中 有 自己 独 
特 的 矩阵 方法 ， 他 和 中 国 其 他 数学 工作 者 运用 这 一 方法 
取得 了 一 系列 的 成 果 , 受 到 国际 上 的 重视 ,被 称 为 中 国学 
者 的 矩阵 方法 。 
参考 书目 
华罗庚 、 万 哲 先 著 : “典型 群 *， 上 海 科学 技术 出 版 社 , 上 海 ， 
1963。 
J. Dieudonné, Sur [es Grupes Classiques, 2oed.,Springer- 
Verlag, Berlin, 1971. 
H. Weyl, Classical Groups, Princeton Univ Press, Prince- 


ton. 1939. 
(万 哲 先 ) 
diongujl 
点 估计 (point estimation) ”参数 估计 的 一 种 
形式 。 目 的 是 依据 样本 藉 = (Xi,X:，…Xn) 估 计 总 体 分 布 
所 含 的 未 知 参数 9 或 9 的 函数 9(9)。 一 般 9 或 9(9) 是 总 
体 的 某 个 特征 值 ,如 数学 期 望 ,方差 ,相关 系数 ( 见 相关 分 
析 ) 等 ,9 或 9(9) 通 常 取 实数 或 上 维 实 向 量 为 值 。 点 估计 
问题 就 是 要 构造 一 个 只 依赖 于 样本 藉 的 量 欠 X)， 作 为 
9(9) 的 估计 值 。 欠 XX) 称 为 0(9) 的 估计 量 。 因 为 维 实 向 
量 可 表 为 k 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 点 ， 故 称 这 样 的 估计 
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为 点 估计 。 

例如 , 设 一 批 产品 的 废品 率 为 9, 为 估计 6, 从 这 批 产 
品 中 随机 地 抽出 ?个 作 检查 ,以 X 记 其 中 的 废品 个 数 ,用 
XX/n 估计 0, 就 是 一 个 点 估计 。 又 如 用 样本 方差 ( 见 统计 
重 ) 估 计 总 体 分 布 的 方差 ,或 用 样本 相关 系数 估计 总 体 分 
布 的 相关 系数 ,都 是 常见 的 点 估计 。 

构造 点 估计 的 方法 ”常用 的 有 以 下 几 种 : 

埠 估 计 法 ”这 是 英国 统计 学 家 区 . 皮尔 森 在 1894 年 
提出 的 方法 ， 其 要 上 则 是 用 样本 和 矩 的 函数 估计 总 体 矩 的 同 
一 函数 。 例 如 ， 若 总 体 分 布 服从 正 态 分 布 N(u,0), 其 
中 “是 总 体 均值 ，": 是 总 体 方差 ， 未 知 参数 可 记 为 6 一 
(oz)。o/u (4 天 0) 称 为 变异 系数 , 它 是 总 体 的 一 阶 原点 
矩 〈 即 均值 ) 4 与 二 阶 中 心 矩 〈 即 方差 ) * 的 函数 。 设 有 
样本 = (Xi，X:，…，Xn)， 其 一 阶 样本 原点 矩 为 叉 = 
去 汶 X， 二 阶 样本 中 心 拭 为 癌 一 去 尚 (Xs 一 ?而 用 
AM/ 更/ 叉 估 计 c/u， 就 是 一 个 典型 的 矩 估 计 方法 。 

最 大 似 然 估计 法 ”此 法 作为 一 种 重要 而 普遍 的 点 估 
计 法 ， 由 英国 统计 学 家 R.A. 费 希 尔 在 1912 年 提出 。 后 
来 在 他 1921 年 和 1925 年 的 工作 中 又 加 以 发 展 。 设 样本 
X= (Xi,Xs,…，,Xn) 的 分 布 密度 为 L(X,8), 着 固定 而 将 
工 视 为 9 的 函数 , 则 称 为 似 然 函 数 , 当 X 是 简单 随机 样本 
时 ， 它 等 于 人 X14,0)J(X2,0)…f(Xa,0)， 其 中 ,fCX,0) 是 
总 体 分 布 的 密度 函数 或 概率 函数 ( 见 概 年 分 布 )。 一 经 得 
到 样本 值 z, 就 确定 多 z)， 使 L(x， 8(z))=supL(z,8)， 


然后 用 多 z)=9(6(z)) 估 计 9(6), 这 就 是 9(8) 的 最 大 似 然 
估计 。 例 如 ,不 难 证 明 , 前 面 为 估计 正 态 分 布 Nu, "?) 中 
的 参数 4 和 o? 而 提出 的 估计 量 藉 和), 就 是 4 和 的 
最 大 似 然 估计 。 

最 小 二 来 估计 法 ”这 个 重要 的 估计 方法 是 由 德国 数 
学 家 C.F. 高 斯 在 1799 一 1809 年 和 法 国 数学 家 A.-M. 勒 
让 德 在 1806 年 提出 ,并 由 俄国 数学 家 A. A. 马 尔 可 夫 在 
1900 年 加 以 发 展 。 它 主要 用 于 线性 统计 模型 中 的 参数 估 
计 问 题 。 

贝 叶 斯 估计 法 ”是 基于 “ 贝 叶 斯 学 派 "的 观点 而 提出 
的 估计 法 ( 见 贝 叶 斯 统计 )。 

小 样本 优良 性 准则 可 以 用 来 估计 9(8) 的 估计 量 很 
多 ， 于 是 产生 了 怎样 选择 一 个 优良 估计 量 的 问题 。 首 先 
必须 对 “优良 性 " 定 出 准则 。 这 种 准则 不 是 唯一 的 ， 它 可 
以 根据 问题 的 实际 背景 和 理论 上 的 方便 进行 选择 。 优 良 
性 准则 有 两 大 类 :一 类 是 小 样本 准则 , 即 在 样本 大 小 固定 
时 的 优良 性 准则 * 另 一 类 是 大 样本 准则 , 即 在 样本 大 小 赵 
于 无 穷 时 的 优良 性 准则 。 最 重要 的 小 样本 优良 性 准则 是 
无 偏 性 及 与 此 柏 关 的 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 。 若 一 个 
估计 量 旬 XX) 的 数学 期 望 等 于 被 估计 的 g(6), 即 对 一 切 9， 
Ec[ 人 XX)] 二 g(9), 则 称 儿 关 ) 为 9(9) 的 无 偏 估计 ,这 种 估 
计 的 特点 是 : 在 多 次 重复 使 用 时 ,从 X) 与 9(9) 的 偏差 的 
算术 平均 值 随 使 用 次 数 的 增加 而 趋 于 零 。 因 此 ,无 偏 性 只 
在 重复 使 用 中 ,并 且 各 次 误差 能 相互 抵消 时 , 才 显 出 其 意 
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义 。 无 偏 估计 并 不 总 是 存在 。 例 如 , 设 总 体 服 从 二 项 分 布 
B(n,8),0<6<1, 则 1/8 的 无 偏 估计 就 不 存在 。 有 时 ,无 
偏 估计 虽然 存在 ,但 很 不 合理 。 在 一 些 问题 中 ,无 偏 估计 
有 很 多 , 它们 的 优良 性 由 其 方差 来 衡量 , 方差 傅 小 愈 好 。 
者 一 无 偏 估计 的 方差 比 任何 别 的 无 偏 估计 的 方差 都 小 ， 
或 至 多 相等 ， 则 称 它 为 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 。 寻 找 一 
致 最 小 方差 无 偏 估计 的 一 个 普遍 方法 ， 是 D. 布 莱克 韦 
尔 ,E.L. 莱 曼 和 瑞 . 谢 菲 在 1950 年 提出 的 , 它 基于 统计 量 
的 充分 性 与 完全 性 的 概念 ， 设 饼 X) 是 一 个 无 偏 估计 ,了 
是 一 个 完全 充分 统计 量 , 则 京 浆 ) 在 给 定时 的 条 件 期 望 
就 是 一 个 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 。 

克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 是 寻求 一 臻 最 小 方差 无 偏 估计 
的 另 一 重要 工具 ,是 由 印度 统计 学 家 C.R, 拉 奥 和 瑞典 统 
计 学 家 H. 克拉 默 在 1945 年 和 1946 年 先后 独立 地 证 明 
的 。 当 样本 的 似 然 函 数 工 (X,b) 满 足 一 定 条 件 时 , 则 9(0) 
的 任 一 无 偏 估计 儿 X) 的 方差 varo[ 从 X)]， 对 于 一 切 0 


满足 不 等 式 varsCQ(X)]>Cg'C0)]?/E,[ 39InL(X， 6)] 。 


这 个 不 等 式 的 右边 只 与 样本 的 分 布 及 待 估 函 数 g9 有关， 
而 与 人 XX) 无 关 。 通 常 称 这 个 不 等 式 为 克拉 默 - 拉 奥 不 等 
式 , 或 C-R 不 等 式 。 它 的 右边 给 出 了 g(9) 的 无 偏 估计 的 
方差 的 最 小 下 界 , 称 为 克拉 默 - 拉 奥 下 界 或 C-R 下 界 。 因 
此 , 若 某 一 无 偏 估计 的 方差 达到 上 述 C-R 下界, 则 它 必 是 
一 致 最 小 方差 无 偏 估计 。C-R 不 等 式 在 其 他 统计 问题 中 
也 有 应 用 。 

在 点 估计 问题 中 还 使 用 其 他 一 些小 样本 准则 ， 如 容 
许 性 准则 、 最 小 化 最 大 准则 、 最 优 同 变 准 则 ( 见 统 计 决 策 
理论 ) 等 。 

大 样本 优良 性 准则 ”重要 的 如 下 

相合 性 ” 若 g49) 的 估计 量 冰 (X,, XX,,…,X,) 在 nn 趋 
于 无 穷 时 ， 在 某 种 收敛 意义 下 ( 见 概率 论 中 的 收 仑 ) 收 化 
于 g(9), 则 称 你 (X,,…,X。) 是 g09) 的 在 这 种 收敛 意义 下 
的 相合 估计 。 这 是 点 估计 最 基本 的 大 样本 准则 。 例 如 依 
概率 收敛 意义 下 的 相合 性 称 为 弱 相 合 ， 几 乎 必然 收敛 意 
义 下 的 相合 性 称 为 强 相合 。 和 矩 估计 一 般 具 有 相合 性 。 最 大 
似 然 估计 在 一 定 条 件 下 为 强 相合 的 证 明 始 自 A. 瓦尔 德 
1949 年 的 工作 , 并 在 以 后 为 许多 学 者 所 发 展 。 线 性 统计 
模型 中 参数 的 最 小 二 乘 估计 的 强 相合 性 研究 始 于 20 世 纪 
60 年 代 , 近年 来 取得 很 大 的 进展 。 

最 优 新 近 正 态 估计 简称 BAN 估计 。 设 Xi,X,,…， 
Xs 为 从 一 总 体 中 随机 独立 地 抽出 的 样本 ,总 体 分 布 具 有 
密度 函数 或 概率 函数 f(x,9)， 满 足 一 定 的 正则 条 件 ， 设 
9(8) 为 待 估 函 数 ， 记 v*(9)=[g"(9)]*/1(9), 式 中 1(0)= 


瑟 [各 -nf(X,0)] 称 为 费 希 尔 信息 量 , 若 g(0) 的 估计 量 


为 和 (Xi X29… Xn)s 当 n>oo 时 ,Nn [多 (Xi Xs, Rn) 
一 9(9)] 依 分 布 收敛 于 正 态 分 布 N(0,v*(9)), 就 称 此 估计 
量 为 9(6) 的 BAN 估计 。 在 9(9) 的 一 类 渐 近 正 态 估 计 
中 ,以 这 种 估计 的 渐 近 方差 最 小 , 故 称 为 最 优 浙 近 正 态 估 


计 。 在 一 般 条 件 下 ,最 大 似 然 估计 是 BAN 估计 。 

渐 近 有 效 估计 ” 当 样 本 大 小 为 n 时 ，C-R 不 等 式 的 
右边 ( 即 C-R 下 界 ) 就 是 (9)/n。 在 BAN 估计 定义 中 ， 
并 未 要 求 估计 量 向 (X,,X,，,…,Xn) 的 方差 存在 ,如 果 去 掉 
浙 近 正 态 性 的 要 求 ,而 要 求 纪 (X1,X,,…,Xs) 的 方差 存在 
且 渐 近 于 C-R 下 界 , 则 得 到 克拉 默 于 1946 年 定义 的 渐 近 
有 效 估计 的 概念 。 不 少 情况 下 , BAN 估计 也 是 渐 近 有 效 
估计 。1960 年 印度 统计 学 家 R.R. 巴 哈 杜 尔 提出 另 一 种 
渐 近 有 效 性 的 概念 ,还 可 以 用 于 假设 检验 问题 。 近 年 来 ， 
日 本 统计 学 家 竹内 自 又 在 两 个 方面 发 展 了 估计 的 渐 近 有 
效 性 概念 :一 是 渐 近 分 布 不 必 是 正 态 分布 ; 二 是 收敛 于 渐 
近 分 布 的 阶 不 必 是 1/wWm 。 

点 估计 理论 是 数理 统计 学 得 到 较 多 和 较 深入 发 展 的 
一 个 方面 。 在 小 样本 方面 , 1955 年 C. 施 坦 提出 了 一 个 
反例 ,证 明 当 维 数 大 于 2 时 ,多 维 正 态 分 布 均值 向 量 的 通 
常 估计 (样本 均值 ) 在 平方 损失 下 不 可 容许 。 这 个 简单 
的 但 出 乎 意料 的 反例 启发 了 关于 点 估计 的 容许 性 的 一 系 
列 研究 。 在 大 样本 方面 ， 值 得 提 到 的 发 展 还 有 自 适应 估 
计 、 稳 健 估计 及 非 参 数 估计 方面 许多 深入 的 结果 。 
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dlanguocheng 

点 过 程 (point process) 。 描述 随机 点 分 布 的 险 
机 过 程 。 很 多 随机 现象 发 生 的 时 刻 \ 地 点 ,状态 等 往往 可 
以 用 某 一 空间 上 的 点 来 表示 。 例 如 ， 服 务 台 前 顾客 的 到 
来 时 刻 ， 真 空 管 阴极 电子 的 发 射 时 刻 ， 可 表 为 实 轴 上 的 
点 。 又 如 ,天 空中 某 一 区 域内 星体 的 分 布 , 核 医疗 中 放射 
性 示 踪 物质 在 人 体 器 官 的 各 处 出 现 ， 不 同 能 级 地 震 的 发 
生 , 都 可 用 二 维 以 上 空间 的 点 表示 。 点 过 程 就 是 描述 这 类 
现象 的 理想 化 的 数学 模型 。 它 在 随机 服务 系统 、 交 通 运 
输 , 物 理学 和 地 球 物理 学 .生态 学 、 神 经 生理 学 、 传 染病 
学 ,信息 传输 , 核 医疗 学 等 很 多 方面 都 有 应 用 。 

20 世 纪 60 年 代 以 前 ， 点 过 程 的 研究 着 重 于 一 维 情 
形 ， 即 实 轴 上 的 点 过 程 ,方法 是 比较 初等 的 ,内容 多 为 考 
虑 泊 松 过 程 的 种 种 推广 。 以 后 逐渐 扩充 到 多 维 及 更 一 般 
的 空间 ,并 与 迅速 发 展 的 随机 测度 论 及 装 论 相 结 合 ,无 论 
在 内 容 或 方法 方面 都 有 了 根本 性 的 进展 。 

一 维 点 过 程 在 点 过 程 的 研究 中 ， 一 维 点 过 程 在 理 
论 与 应 用 上 都 占有 重要 的 位 置 ， 它 的 统计 规律 可 以 通过 
三 种 不 同 的 方式 来 描述 ，@ 点 数 性 质 ; 设 N[s, t) 表 示 落 
在 区 间 [s, t) 上 随机 点 的 数 吕 ，N(A4) 表 示 落 在 集合 A 上 
随机 点 的 数目 ， 令 钨 表示 实 轴 上 的 波 莱 尔 域 ( 见 概 平 分 
布 ), 则 (N(A),AE 号 ) 是 定义 在 号 上 的 随机 测度 ,这 时 它 
只 取 非 负 整 数值 ， 称 为 随机 计数 测度 。 若 把 开始 观测 的 
时 刻 记 为 by 则 {N,=N[to,t),t>to} 是 一 随机 过 程 , 称 为 


计 效 过 程 。 它 的 概率 分 布 就 可 以 刻画 一 维 点 过 程 。@ 间 
距 性 质 ， 设 随机 点 依次 出 现 的 时 刻 为 Ti < 7T，<…, 取 
To=teyrn=Tn 一 To-:，m=1,2,…， 它们 是 相 邻 两 随机 点 
的 时 间 间 距 , 于 是 {rw} 是 一 非 负 随机 变量 序列 。 它 的 概率 
分 布 也 可 用 来 刻画 一 维 点 过 程 。 若 {rw} 相互 独立 且 同 分 
布 , 则 点 过 程 称 为 更 新 过 程 。@ 平 均 发 生 率 与 发 生 强 度 ， 
单位 时 间 ( 或 距离 ) 内 随机 点 的 平均 出 现 次 数 称 为 平均 发 


生 束 。 确 切 地 说 ,+ 时 的 平均 发 生 率 为 lim 5 二 于。 


更 本 贡 的 概念 是 发 生 强 度 。 设 {9 t>t} 为 一 给 定 的 非 
降 " 域 族 , 多 可 以 理解 为 到 上 时 为 止 过 程 的 历史 或 某 种 
外 部 随机 因素 所 产生 的 事件 全 体 。 发 生 强度 一 般 可 定义 
为 lim 书生 和 > 中 光 ) ， 它 不 一 定 存在 ， 如 果 存 
在 ,可 能 是 常数 ,也 可 能 是 t 的 函数 , 也 可 能 是 一 随机 过 
程 。 如 果 是 一 随机 过 程 , 则 它 可 能 依赖 于 点 过 程 过 去 的 历 
史 ( 称 为 自 激 点 过 程 ), 也 可 能 依赖 于 外 部 的 随机 因素 ( 称 
为 重 随机 点 过 程 )。 对 于 泊 松 过 程 ,平均 发 生 率 与 发 生 强 
度 是 一 致 的 。 

一 盘点 过 程 的 数学 模型 设 忆 为 可 分 完备 距离 空 
闻 ( 它 是 普通 实 空间 的 推广 , 见 度量 空间 ), 6 为 E 上 由 全 
体 开 集 产生 的 0 域 。BCG 是 全 体 有 界 可 测 集 。/ 为 定义 于 
(E,8) 上 的 测度 ,如 果 当 BE 史 时 有 u(B)<o%, 则 称 4 为 
局 部 有 限 测度 ;如 果 “ 恒 取 非 负 整 数值 或 c, 则 称 4 为 计 
数 测度 。 以 表示 全 体 局 部 有 限 计数 测度 (局 部 有 限 性 
反映 事件 的 发 生 不 是 稠密 的 )。 当 4= 0,1,2,…，BE 号 时 ， 
一 切 形 如 {4:4E7,uB)<q} 的 XW 的 子 集 产生 的 o 域 记 作 
N。 从 概率 空间 (9,9,P) 到 可 测 空间 (-%, NN) 的 任 一 可 测 
映像 5, 称 为 (E,4) 上 的 点 过 程 。 每 一 o 对 应 一 计数 测度 
记 w，*) EW 而 对 每 一 AE4, 纺 ,A) 为 整 值 随机 变量 。 概 
率 测度 P 通 过 映像 :诱导 出 一 (WY,N) 上 的 一 个 概率 测度 
Pe:PAC)=P({w:t(w，*)EC}),，CEN, 它 就 是 点 过 程 
的 概率 分 布 。 对 于 点 过 程 ， 也 有 相当 于 一 般 随 机 过 程 的 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 存在 定理 。 

简单 性 、 有 序 性 和 无 后 效 性 ”局 部 有 限 计数 测度 上 
称 为 简单 的 ,如 果 对 每 一 xEBE 有 上 {z})<1, 以 - 表 其 
全 体 。 点 过 程 上 称 为 简单 的 ,P(( 如 果 .)= 1, 称 为 有 序 的 ， 


如 果 对 任 一 s>0, 存在 E 的 分 割 :A BE 
4inAi= gifij 使 癌 PKA:AAD>1)<e。 从 有 
序 性 可 以 推出 简单 性 ， 而 对 相当 广泛 的 一 关 点 过 程 二 者 


等 价 。 如 果 对 任何 正 整 数 任 何 非 负 整 数 ,12,…s4 以 
及 任何 两 两 不 交集 At ha,…vAuE ,有 Pe {4:4(AD) = 
lol AD=)= 直 PissA(49=1)， 则 二 称 
为 无 后 效 的 。 对 于 一 维 情形 ， 无 后 效 性 等 价 于 独立 增 量 
性 。 特 别 , 泊 松 过 程 是 有 序 的 无 后 效 点 过 程 。 
点 过 程 的 变换 ”点 过 程 经 不 同 的 变换 ， 可 以 产生 新 
的 点 过 程 或 随机 测度 。 主 要 的 有 ，( 一 维 点 过 程 时 间 轴 
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的 变换 ， 例 如 非 齐 次 泊 松 过 程 (N(tb, t> 0) 如 具有 强度 
函数 X(t), 令 4(D 一 | >(s) ds， 则 通过 变换 M(t) 一 


NGC4-!t)),t>>0 可 变 为 参数 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 。@ 随 
机 平移 ， 直 线 上 每 一 随机 点 作 相互 独立 相同 分 布 的 随机 
平移 可 得 到 一 新 的 点 过 程 。 例 如 一 个 无 须 等 待 的 服务 系 
统 ， 通 过 随机 平移 ， 可 以 把 描述 顾客 到 来 的 点 过 程 变 为 
描述 顾客 离 去 的 点 过 程 ， 其 平移 时 间 即 服务 时 间 。@ 复 
合 ; 若 一 维 点 过 程 (N(t),t> 0) 的 每 一 随机 点 的 出 现 都 联 
系 着 另 一 个 随机 变量 ， 则 它们 合 在 一 起 就 称 为 标 值 点 过 


程 。 例 如 X() = 党 Y。, 其 中 Y。 是 实 值 随机 变量 。@@ 竹 


疏 ， 车 点 过 程 的 每 个 点 只 以 一 定 的 概率 被 观测 到 (或 进 
行 取 会 )， 则 所 得 的 点 过 程 称 为 原 过 程 的 稀 琉 。@@ 委 加 
把 若干 个 点 过 程 盔 加 在 一 起 可 得 到 一 个 新 的 点 过 程 。 例 
如 全 部 顾客 的 到 来 就 是 其 中 各 类 顾客 到 来 的 香 加 。 利 用 
点 过 程 的 各 种 变换 , 可 以 从 较 简单 的 点 过 程 出 发 ,构造 出 
多 种 多 样 的 模型 ,用 以 描述 和 研究 更 复杂 的 随机 现象 。 
无 穷 可 分 点 过 程 ”点 过 程 的 又 加 的 朔 问题 是 点 过 程 
的 分 解 , 设 为 一 点 过 程 ,如 对 任 一 正 整 数 n 存在 相互 独 


立 相同 分 布 的 点 过 程 ,64,…, 5, 使 < 与 加 5 同 分 布 ， 


则 称 为 无 穷 可 分 点 过 程 。 利 用 随机 测度 理论 ,无 穷 可 分 
点 过 程 的 表征 问题 得 到 了 比较 彻底 的 解决 。 

随机 测度 的 收效 与 极限 问题 ”相应 于 测度 序列 的 各 
种 收敛 性 ,可 以 定义 随机 测度 (随机 点 过 程 ) 的 弱 收敛 , 强 
收敛 . 淡 收 敛 、 依 分 布 收 敛 等 ( 见 概率 论 中 的 收效 )， 并 可 
研究 其 相互 关系 ， 从 而 进一步 研究 在 一 定 条 件 下 随机 测 
度 序列 收敛 到 某 个 特殊 随机 测度 的 问题 。 这 一 类 问题 与 
无 穷 可 分 点 过 程 理论 密切 相关 。 一 个 有 趣 的 结果 是 ， 相 
互 独 立 的 随机 点 过 程 的 又 加 , 若 满 足 所 谓 一 致 稀疏 条 件 ， 
则 又 加 过 程 收敛 于 泊 松 过 程 。 它 与 中 心 极 限定 理 中 独立 
随机 变量 的 标准 化 部 分 和 收敛 于 正 态 分 布 的 结果 相似 。 
类 似 于 特征 函数 与 母 函数 ( 见 概率 分 古 ) 在 研究 随机 变量 
的 分 布 及 其 极限 理论 中 的 作用 ,对 于 点 过 程 ,也 可 以 定义 
概率 母 泛 函 与 拉 普 拉 斯 泛 函 ， 作 为 研究 其 极限 问题 的 重 
要 工具 。 

点 过 程 与 随机 几何 ”60 年 代 后 , 由 于 自然 科学 和 其 
他 实际 问题 的 需要 ， 产 生 了 大 量 与 点 , 线 , 面 等 几何 元 素 
的 随机 分 布 有 关 的 概率 问题 ,它们 属于 随机 几何 的 范畴 。 
例如 ,研究 细胞 核 中 成 对 染色 体 的 相对 位 置 , 需 要求 出 在 
两 同心 圆 上 均匀 分 布 的 两 随机 点 距离 的 概率 分 布 ， 由 研 
究 声波 反射 而 提出 的 求 平均 路 长 问题 等 。 布 丰 的 投 针 间 
题 ( 见 概率 ) 可 能 是 最 早 的 这 类 问题 之 一 ， 它 求 出 了 随机 
抛 一 枚 针 与 一 组 等 距离 的 平行 线 不 相交 的 概率 ， 从 而 可 
以 用 实验 的 方法 求 得 圆周 率 x 的 近似 值 。 点 过 程 及 其 进 
一 步 的 发 展 还 与 随机 几何 相 联 系 ， 产生 了 线 过 程 、 面 过 
程 超 平面 过 程 .随机 分 叉 树 等 模型 ， 它 们 又 可 以 经 过 一 
定 的 变换 ， 变 为 某 一 流 形 上 的 点 过 程 。 例 如 平面 上 的 一 
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条 直线 , 它 以 与 原点 的 距离 及 与 坐标 轴 的 交角 为 参数 ,可 
以 对 应 柱 面 上 一 点 ， 因 而 平面 上 的 随机 线 过 程 可 以 表 为 
柱 面 上 的 随机 点 过 程 。 
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diedaifoa 
迭代 法 (iterative method) 一 类 利用 递 推 公 
式 或 循环 算法 构造 序列 求 问题 近似 解 的 方法 。 例 如 利用 
关系 式 m4 一 人 Xx), 从 xo 开始 依次 计算 x1,x;,… 来 盟 近 
方程 x=f(x) 的 根 x* 的 方法 和 由 关系 式 Thw1= Buz 十 
Qu(k=0,1,2,…) 近似 求解 线性 代数 方程 hz=b 的 方法 
都 是 选 代 法 。 一 般 ， 利 用 递 推 关系 式 

ri 一 到 (Zoho yzo) (k=0,1,2,.), 

构造 序列 {z,} 通 近 所 论 问题 解 <* 的 方法 称 为 达 代 法 , 多。 
称 为 先 代 算 子 或 迭代 函数 , {x} 为 克 代 序 列 。 若 zx 存在 
极限 lim| z 一 z* 上 =0， 则 称 迭 代 序 列 收敛 。 荐 存在 
1<p<w 以 及 正 的 常数 Cs 使 
zs — x*l 


We 


则 称 迭 代 序 列 对 于 z* 具有 Pp 阶 收敛 速度 或 者 说 是 p 阶 
收敛 的 。 如 果 对 所 有 由 选 代 函 数 产生 的 收敛 于 zx* 的 
选 代 序列 {zt 小 ， 上 式 均 成 立 , 则 称 此 迭代 法 对 于 x* 是 了 
阶 收敛 的 。 

对 确定 的 正 整数 赂 ， 选 代 算法 

Tari WT Ti ye-mri)》 (k=0,1 
称 为 m 步 迭代 法 , 当 m=1, 称 为 单 步 迭 代 法 或 近 
法 , 它 是 最 常用 的 迭代 算法 。 用 疾 步 迭代 法 计算 时 , 需 给 
定 严 个 初始 近似 ze,z-m…z-meie 若 针 与 无 关 , 称 
之 为 定常 迭代 法 。 所 有 定常 迭代 法 均 可 化 成 这 种 形式 。 
当 单 步 定常 过 代 法 zurr= 更 (zs) 收 敛 于 zx 时 ， 则 zy 为 
方程 组 z= 至 (z) 的 解 。 

迭代 法 研究 的 主要 课题 是 对 所 论 问题 构造 收敛 的 先 
代 算 法 ,分析 它们 的 收敛 速度 及 收敛 范围 。 迭 代 法 的 收 
敏 性 定理 可 分 成 下 列 三 类 ，@ 局 部 收敛 性 定理 ,假定 问 
题解 存在 ,断定 当初 始 近似 与 解 充分 接近 时 选 代 法 收 剑 ; 
加 半 局 部 收敛 性 定理 ， 在 不 假定 解 存在 的 情况 下 ， 根 据 
闪 代 法 在 初始 近似 处 满足 的 条 件 ， 断 定 迭 代 法 收 伍 于 问 
题 的 解 ，@ 大 范围 收敛 性 定理 ， 在 不 假定 初始 近似 与 解 
充分 接近 的 条 件 下 ,断定 迭代 法 收敛 于 问题 的 解 。 

对 于 单 步 定常 选 代 法 有 以 下 基本 收敛 性 定理 ; 

定理 1 设 在 解 z* 的 邻 域内 , (x) 连续 可 微 ， 
要 (x*) 的 谱 半 径 小 于 1， 则 当初 始 近 似 ze 与 x* 充分 接 


近 时 , 单 步 定常 选 代 法 对 于 z* 收敛 。 

定理 2 设 于 区 域 S= {zllz 一 zo| 坟 ”内 于 (z) 满 足 
条 件 : I(x)- (Dl<alz—yl, Vz,y€Es, Elz— 
(zo)|<(1 一 q)r, 其 中 0<q<1, 则 z= 罗 (z) 在 S 中 存 
在 唯一 解 z*, 单 步 定常 选 代 法 对 于 z* 收敛 ,并 有 估计 式 
[CN 


迭代 法 在 线性 和 非 线性 方程 组 求解 、 最 优化 计算 以 


及 特征 值 计算 等 问题 中 广泛 应 用 。 ( 汉 果 过) 
Divfontu 
丢 番 图 (Diophantus 活动 于 250 年 前 后 ) 希 


腊 代 数学 家 。 对 他 的 生平 事迹 人 们 知道 得 很 少 .但 流传 着 
一 首 短 诗 〈 或 幕 志 铭 )， 用 谜语 的 形式 令 述 了 他 的 生平 : 
“ 丢 亚 图 的 一 生 , 幼 年 占 1/6, 青少年 占 1/12, 又 过 了 1/7 
才 结 婚 , 5 年 后 生子 , 子 先 父 4 年 而 卒 ， 寿 为 其 父 之 半 。 
由 此 推 知 他 享年 84 岁 。 

丢 备 图 有 几 种 著作 ， 最 重要 的 是 《算术 》， 还 有 一 部 
《多 角 数 》, 另 一 些 已 遗失 。《 算 术 》 原 有 13 卷 , 长 期 以 来 ， 
大 家 都 以 为 只 有 下 雷 格 蒙 塔 努 斯 1464 年 在 威尼斯 发 现 
的 前 6 卷 希 腊 文 手 抄本 保存 下 来 。 但 最 近 又 在 马 什 哈 德 
(伊朗 东北 部 ) 发 现 4 卷 阿 拉 伯 文 译本 。 

《算术 是 讲 数 的 理论 的 ， 但 大 部 分 内 容 可 以 划 入 代 
数 的 范围 。 它 的 特点 是 完全 脱离 了 几何 的 形式 ， 与 欧 几 
里 得 时 代 的 经 典 大 异 其 趣 。 另 一 个 特点 是 引入 了 许多 缩 
写 符号 ,如 未 知 量 ,未 知 量 的 各 次 等 等 都 用 特殊 符号 来 表 
示 。 这 在 代数 发 展 史 上 是 一 个 巨大 的 进步 。 许 多 问题 导 
致 一 .二 次 方程 或 三 次 方程 ,\ 还 有 大 量 的 不 定 方程 。 解 答 
并 不 要 求 是 整数 ， 但 只 限于 正 有 理 数 。 虽 然 丢 备 图 已 知 
符号 的 运算 法 则 ， 减 号 乘 威 号 得 加 号 ( 即 负 乘 负 得 正 ) 等 
等 ， 然 而 解 方程 却 排除 负 根 。 在 解 不 定 方程 时 运用 了 许 
多 巧妙 的 手法 ,千年 以 后 ,还 无 出 其 右 者 。 不 过 各 个 题 都 
用 特殊 的 方法 去 解 ,很 少 给 出 一 般 的 法 则 ,这 是 丢 昔 图 最 
大 的 缺点 。 关 于 数论 的 论题 ,直到 17 世纪 才 受 到 重视 和 
推广 ,从 而 建立 起 近代 的 数论 。 为 了 纪念 丢 番 图 的 功劳 
现在 对 于 具有 整 系数 的 不 定 方程 ,如 果 只 考虑 其 整数 解 ， 
这 类 方程 就 叫做 丢 番 图 方程 。 而 丢 番 图 逼近 、 丢 番 图 分 
析 是 指 只 考虑 变数 取 整 数值 的 某 些 问题 或 方法 。 
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Diufantu bijin 
丢 番 图 通 近 (Diophantine approximation) 
数论 的 一 个 分 支 ， 以 研究 数 的 有 理 逼近 问题 为 主 。 这 里 


所 谓 的 教 是 指 实数 复数 .代数 数 或 超越 数 。 数 的 有 理 逼 
近 问题 ， 可 表 为 求 某 种 不 等 式 的 整数 解 问题 。 由 于 在 整 
数 范围 求解 的 方程 称 为 不 定 方程 或 丢 番 图 方程 ， 因 而 把 
求 不 等 式 的 整数 解 问题 称 之 为 丢 番 图 逼近 。 

1842 年 ,P.G.L. 狄 利克 雷 首先 证 明了 实数 有 理 逼 近 
的 一 个 结果 :如 果 “ 是 任意 实数 ,@ 是 大 于 1 的 实数 ， 那 
么 存在 整数 对 p、q, 满足 两 个 不 等 式 ，1<9<Q@ 和 |mq 一 
了 1<Q™'。 由 此 可 得 ,如 果 a 是 任意 无 理 数 ， 那 么 存在 无 
穷 多 对 互 素 的 整数 对 Pp、9， 满 足 不 等 式 |a 一 p/q| <q-*。 
当 a 是 有 理 数 时 ,上 式 不 成 立 。 

1891 年 ，A. 胡 尔 维 区 将 上 式 改进 为 |la-p/gq|<< 


二" 并 指出 ， 对 于 某 些 无 理 数 ,常数 1/5 是 最 信 


值 ， 不 可 再 减 小 。 但 是 对 于 很 多 无 理 数 ， 常 数 1/w 5 不 
是 最 佳 值 ,还 可 再 减 小 .1926 年 , A.. 辛 钦 证 明了 ,在 勒 
贝 格 测 度 意义 下 对 几乎 所 有 的 实数 ww, 不 等 式 |a 一 p/g|< 
%(9)/9 的 整数 解 p、q 有 无 穷 多 对 还 是 只 有 有 穷 多 对 ,由 


级 数 浒 yq) 是 发 散 的 还 是 收敛 的 而 定 ， 这 里 yq)(q> 


0) 是 正 的 非 增 函 数 。 此 即 所 谓 丢 番 图 逼近 测度 定理 。 例 
如 ， 对 几乎 所 有 的 实数 a 和 任意 的 3 > 0， 不 等 式 1a 一 
Pp/q|<q "8+ 只 有 有 穷 多 对 整数 解 , 而 不 等 式 14 一 
Pp/q| <q (lng)~' 有 无 穷 多 对 整数 解 。 

丢 备 图 逼近 与 连 分 数 有 密切 联系 。 一 个 数 的 连 分 数 
展开 ,往往 就 是 具体 构造 有 理 盘 近 解 的 过 程 。 例 如 ,对 于 
任意 无 理 数 a, 有 无 穷 多 个 渐 近 分 数 pn/qn， 满 足 不 等 式 
la 一 pw/qn|<< sa 

1844 年 ,J. 刘 维 尔 开创 了 实 代数 数 的 有 理 通 近 的 研 
究 , 他 证 明了 :如 果 a 是 次 数 为 d 的 实 代数 数 , 那么 存在 
一 个 常数 C(a) 二 0， 对 于 每 个 不 等 于 % 的 有 理 数 p/q, 有 
la-p/ql>>C(a)/q8q。 亦 即 如 果 4>d， 那 么 不 等 式 |a 一 
p/q|<q* 只 有 有 穷 多 个 解 p/9。 根 据 这 一 结果 , 刘 维 尔 
构造 出 了 历史 上 的 第 一 个 超越 数 4。= 六 2-"。 以 后 一 些 
数学 家 不 断 改 进 指数 的 值 ， 直 到 得 出 “与 d 无 关 的 结 
果 。1909 年 , A. 图 埃 得 到 4>>1+d/2。1921 年,C.L. 西 
格 尔 得 到 4>2MG。 1947 年 至 1948 年 间 ，F. 戴 森 和 
A. 0. 盖 尔 丰 德 各 自 独立 证 明了 4 >W 23。1955 年 ,K, 
F. 罗 特 得 到 了 4 与 4 无 关 的 一 个 结论 : 如 果 a 是 实 代数 
数 ， 其 次 数 d>2， 那 么 对 于 任意 的 3>> 0， 不 等 式 14 一 
p/g1|<gqrer9 只 有 有 穷 多 个 解 这 一 结论 又 称 为 图 埃 - 西 
格 尔 - 罗 特 定理 。 

对 于 一 组 数 的 有 理 逗 近 问 题 ， 称 之 为 联 立 丢 番 图 至 
近 。 犹 利克 雷 关 于 联 立 通 近 有 如 下 论断 :如 果 u…s0s 是 
个 实数 ，Q>>1 是 整数 ,那么 存在 一 组 整数 9,Pi,…,P。 
满足 不 等 式 组 

1<q<@n 和 lag-pl<Q! (i=1,.…,n)。 
进而 , 如果 my,…，amu 中 至 少 有 一 个 无 理 数 ， 那 么 存在 无 
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穷 多 组 解 (pi/q,…-ypn/q), 适 合 不 等 式 组 
la—p/al < eh i=1,.n), 
关于 实 代数 数 的 联 立 有 理 有 逼近， 直到 1970 年 才 由 
W.M. 施 密 特 彻底 解决 。 他 证 明了 : 如 果 a1,…,an 是 实 
代数 数 ， 并 且 1, m4，,… ,0% 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 , 那么 
对 任意 的 3>0, 只 有 有 限 多 个 正 整数 4 使 得 9aa)… 
leql<1 成 立 。 式 中 记号 |x| 表 示 * 与 最 近 整 数 的 距离 。 
这 一 结果 的 一 个 等 价 表达 方式 : 对 于 上 述 的 实数 91,…， 
mm 及 任意 的 8>0, 只 有 有 限 多 组 非 零 整数 q,…，q 适合 
ouai 十 …… 十 guanl -1gignl vs<1。 
由 此 可 知 , 联 立 不 等 式 
Ia-p/gl < ms (on 
只 有 有 限 多 组 解 (p,/q，…,pn/q), 以 及 不 等 式 
lamt "tne pl < maxlgsl) ™™®, 


只 有 有 限 多 组 整数 解 P,q1,… ,qn。 

用 代数 数 逼 近代 数 数 ， 也 是 丢 番 图 台 近 的 一 类 重要 
内 容 。W. M. 施 密 特 所 著 《 丢 番 图 逼近 》(1980) 一 书 中 ， 
有 详细 的 论述 。 

自 20 世纪 以 来 , 丢 番 图 逼近 除 自身 的 发 展 外 ， 在 超 
越 数论 、 丢 适 图 方程 等 方面 都 有 重要 的 应 用 。 

参考 书目 

JW.S. Cassels, An Introduction to Diophontine Appro- 
ximation, Cambridge Univ.Press, Cambridge, 1957. 

( 徐 广 善 王 连 祥 ) 
dongli xltong 
动力 系统 (dynamic system) ”自然界 中 常 出 
现 一 些 随时 间 而 演变 的 体系 ， 如 行星 系 ,流体 运动 ,物种 
绵 续 等 等 ,这 样 的 一 些 体系 ， 如 果 都 有 数学 模型 的 话 , 则 
它们 的 一 个 共同 的 最 基本 的 数学 模型 是 ， 有 一 个 由 所 有 
可 能 发 生 的 各 种 状态 构成 的 集合 X 并 有 与 时 间 上 有关 的 
动态 规律 mw:X->X。 这 样 ,一 个 状态 xEX 随时 间 上 变动 
而 成 为 状态 9,(x*)。 如 果 X 是 欧 几 里 得 空间 或 一 般 地 是 
一 个 拓扑 空间 时间 占 满 区 域 (一 ,0o), 动态 规律 9， 
还 满足 其 他 简单 且 自 然 的 条 件 ( 见 拓扑 动力 系统 )， 则 得 
一 动力 系统 。 这 时 ， 过 每 一 点 xEX 有 一 条 轨 线 , 即 集合 
{p(x) ltE(— ,00)}。 
如 果 XX 是 一 欧 氏 空间 ,或 较 广 地 是 一 光滑 流 形 , 且 动 


力 系统 mi:X->X 在 每 一 zEX 处 对 1 可 微 ,ait22) 一 


:0 
SCx)， 则 称 这 系 统 为 常 微分 方程 组 = 一 S(29 或 常 微 系 


统 S 所 产生 。 其 逆 , 若 疼 是 紧 致 光滑 流 形 ,其 上 先 给 有 一 
C! 常 微 系统 S, 则 据 基本 的 常 微分 方程 理论 , S 便 产 生 一 
动力 系统 。 这 里 ,S 是 C' 的 , 即 S 对 x 连续 地 可 微 。 

如 上 所 述 ， 动 力 系统 理论 与 常 微 分 方程 定性 理论 中 
所 探讨 的 内 容 似 无 多 大 的 区 分 ， 然 而 有 不 同 的 侧面 ， 动 
力 系统 着 重 在 抽象 系统 而 非 具体 方程 的 定性 研究 ， 其 研 
究 办 法 着 眼 于 一 族 轨 线 间 的 相互 关系 ,换言之 ,是 整体 性 
的 。 这 整体 性 有 些 是 拓扑 式 的 ， 也 有 些 是 统计 式 的 ; 后 
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者 主要 是 遍历 性 。 动 力 系统 理论 是 经 典 常 微 分 方程 式 论 
的 一 种 发 展 。 

动力 系统 的 研究 , 19 世纪 末期 即 已 开端 ， 早 在 1881 
年 起 的 若干 年 里 ，H. 庞 加 莱 开 始 了 常 微分 方程 定性 理 
论 的 研究 ， 讨 论 的 课题 (如 稳定 性 、 周 期 轨道 的 存在 及 回 
归 性 等 ) 以 及 所 用 研究 方法 的 着 眼 点 , 即 为 后 来 所 说 的 动 
力 系统 这 一 数学 分 支 的 创始 。G.D. 伯 克 窒 夫 从 1912 年 
起 的 若干 年 里 ， 以 三 体 问题 为 背景 ， 扩 展 了 动力 系统 的 
研究 ， 包 括 他 得 出 的 遍历 性 定理 。 在 他 们 关心 的 天 体力 
学 或 哈密 顿 条 统 的 领域 中 ， 多 年 后 出 现 了 以 太阳 系 稳定 
性 为 背景 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 阿 诺 尔 德 - 莫 泽 扭转 定理 。 从 
1931 年 起 的 若干 年 时 间 里 ,以 A. A. 马尔 可 夫 总 结 伯 克 
和 霍 夫 理 论 ,正式 提出 动力 系统 的 抽象 概念 为 开端 ,苏联 学 
者 进一步 推动 了 动力 系统 理论 的 发 展 。 

近 二 十 多 年 来 ,动力 系统 的 研究 又 产生 了 质 的 变化 。 
这 导 源 于 结构 稳定 性 的 研究 。 这 方面 的 主要 成 果 许 多 是 
在 XX 是 紧 致 光滑 流 形 M 的 情况 下 得 出 的 。M 上 的 C' 常 
微 系统 S， 如 果 充 分 小 的 C' 扰动 不 改变 S 的 相 图 结构 ， 
就 称 它 为 结构 稳定 的 。 也 就 是 说 : 若 M 上 任 一 C'! 常 微 系 
统 Z 充 分 靠近 S,， 则 有 M 到 其 自身 上 的 一 拓扑 变换 把 S 
的 轨 线 映 到 2 的 轨 线 (这 里 所 谓 充 分 靠近 是 就 C' 意义 下 
来 说 的 )。 结 构 稳定 性 这 一 概念 之 所 以 广泛 为 人 们 接受 ， 
是 由 于 在 实际 应 用 中 所 取 的 数学 模型 , 比 起 真实 现象 来 ， 
往往 经 过 了 简化 ,因此 要 使 所 取 模 型 成 为 有 效 , 就 希望 虽 
有 小 扰动 仍 能 有 某 种 程度 不 变 的 结构 。 显 然 ， 从 这 个 意 
义 下 的 稳定 性 出 发 的 动力 系统 理论 ， 不 仅 涉及 每 一 单个 
常 微 系统 的 相 图 的 整体 性 ， 也 要 涉及 同一 流 形 上 由 许多 
常 微 系统 作成 的 集合 的 整体 性 ,换言之 ,这 是 大 范围 的 。 

常 微 系统 结构 稳定 性 的 概念 首先 由 A. A, 安 德 罗 诺 
夫 条 .C. 斋 特 里 亚 金 于 1937 年 就 某 类 平面 常 微分 方程 
组 提出 ,但 隔 了 二 十 多 年 , 在 M. 佩 克 索 托 给 出 了 二 维 结 
构 稳定 系统 稠密 性 定理 后 , 才 受 到 人 们 的 重视 ， 
闭 曲 面 上 的 结构 稳定 系统 不 仅 有 较 简单 的 相 图 结构 ， 且 
任 一 C' 常 微 系 统 都 可 以 由 结构 稳定 系统 来 任意 地 靠近 。 
在 流 形 维 数 大 于 2 时 ,是 否 也 有 同样 的 结论 ,这 个 问题 激 
发 了 人 们 对 微分 动力 系统 的 研究 ,后 来 清楚 了 ,在 高 维 情 
况 下 结构 稳定 系统 的 相 图 一 般 很 复杂 ， 且 稠密 性 定理 不 
再 成 立 。 

以 5. 斯 梅 尔 为 首 的 数学 家 们 在 微分 动力 系统 研究 
方面 作出 了 重要 贡献 ， 其 影响 历久 不 衰 。 比 如 具有 双 曲 
构造 的 紧 致 不 变 子 集 到 现在 仍然 是 许多 具体 课题 的 根 
苗 。 既 然 高 维 情况 下 稠密 性 定理 不 再 成 立 ， 这 就 介 人 了 
具有 异常 复杂 性 的 分 贫 问 题 ， 但 这 也 许 更 符合 自然 界 中 
出 现 的 一 些 “ 混 沌 "现象 。 近 年 来 人 们 关心 的 洛 伦 获 奇 异 
吸引 子 及 费 根 鲍 姆 现象 很 有 启发 性 ， 目 前 这 方面 的 研究 
已 渗入 到 物理 化 学 \ 生 物 等 许多 科学 领域 中 。 
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dongtal guihua 

动态 规划 (dynamic programming) ”研究 具 
有 广泛 实际 背景 的 一 类 决策 过 程 的 最 优化 问题 。 更 一 般 
地 说 ,任何 最 优化 问题 , 只 要 具备 适当 的 结构 ,使 得 通过 
某 种 技巧 可 以 对 它 建立 起 动态 规划 模型 的 ， 都 是 动态 规 
划 的 研究 对 象 。 例 如 , 求 最 短路 径 ,制订 工业 生产 中 的 最 
优 资源 使 用 计划 、 最 优 产品 生产 计划 ,制订 企业 管理 中 的 
最 优 库存 方案 ,水 库 调度 ,化 工 生产 中 的 最 优 工艺 过 程控 
制 ， 核 电站 的 最 优 关 闭 过 程控 制 ， 航 天 器 的 轨道 或 姿态 
最 优 控制 等 ， 都 是 可 以 应 用 动态 规划 去 解决 其 决策 过 程 
最 优化 问题 的 实例 。 所 谓 决策 过 程 ， 是 指 人 们 在 生产 和 
科学 实验 活动 中 不 断 采取 决策 去 控制 其 演变 的 过 程 。 利 
用 这 类 决策 过 程 演变 方面 的 特殊 性 质 ， 动 态 规划 发 展 了 
一 套 独特 的 解决 决策 过 程 最 优化 的 方法 。 这 一 方法 的 基 
础 是 动态 规划 基本 方程 和 最 优 性 原理 。 

最 初 ， 动 态 规划 的 研究 对 象 在 数学 上 与 古典 变 分 法 
一 样 地 属于 泛 函 的 极 值 问题 。 但 古典 变 分 法 发 展 的 实际 
背景 是 几何 学 和 力学 问题 ， 问 题 的 规模 较 小 ， 结 构 较 简 
单 ;而 动态 规划 的 背景 则 是 运筹 学 和 控制 工程 问题 ,问题 
的 规模 较 大 ， 结 构 较 复杂 。1953 年 R. 贝尔 曼 总 结 了 40 
年 代 末 期 以 来 对 一 些 决策 过 程 最 优化 问题 的 研究 ， 发 表 
专题 论文 “动态 规划 理论 导 引 "， 提 出 了 动态 规划 这 一 学 
科 名 称 ， 并 阐述 了 最 优 性 原理 。 以 后 ,他 以 及 其 他 的 一 些 
人 陆续 发 表 了 一 系列 从 理论 上 加 以 巩固 和 从 内 容 上 加 以 
充实 的 论文 。1957 年 , 他 的 专著 《动态 规划 》 一 书 的 出 版 ， 
标志 这 一 学 科 的 创立 。 

动态 规划 模型 ， 用 动态 规划 解决 决策 过 程 的 最 优化 
问题 ， 须 先 建立 该 过 程 的 动态 规划 模型 。 实 际 的 决策 过 
程 是 随时 间 而 演变 的 ， 所 以 时 间 参 量 是 模型 的 一 个 组 成 
部 分 。 当 决策 是 在 离散 的 时 段 上 采取 时 ， 时 间 参 量 是 离 
散 的 ,相应 的 决策 过 程 是 离散 过 程 当 决策 是 在 连续 的 时 
间 上 采取 时 ,时 间 参 量 是 连续 的 ,相应 的 决策 过 程 是 连续 
过 程 。 例 如 ,在 水 库 调度 中 ,如 果 决策 是 一 个 时 段 (一 天 ， 
一 个 月 等 ) 内 的 放水 量 ， 那 么 决策 过 程 是 离散 的 ;如 果 决 
策 是 连续 的 放水 流量 ， 那 么 决策 过 程 是 连续 的 。 在 离散 
情况 下 ,决策 过 程 可 划分 成 一 系列 的 阶段 , 它 也 称 为 多 段 
决策 过 程 。 决 策 过 程 从 起 始 到 终止 的 时 段 数 或 时 间 长 度 
称 为 历程 。 历 程 可 以 是 有 限 、 无 限 或 不 定 。 时 间 参 量 的 集 
以 了 表示 ,对 于 离散 决策 过 程 , 它 是 有 限 集 或 可 数 集 。 

在 决策 过 程 中 ,状态 起 着 描述 过 程 的 作用 , 意 即 所 有 
各 个 时 刻 的 状态 一 经 确定 ， 整 个 过 程 也 就 随 之 确定 。 当 


所 有 各 个 时 刻 如 何 作出 决策 的 方式 给 定时 ， 状 态 随时 间 
的 演变 规律 可 能 是 确定 性 的 ,也 可 能 是 随机 性 的 ,相应 的 
决策 过 程 称 为 确定 性 决策 过 程 或 随机 性 决策 过 程 。 马 尔 
可 夫 决 策 过 程 就 是 一 种 随机 性 决策 过 程 。 例 如 ， 在 水 库 
调度 中 ， 水 库 蓄 水 量 可 取 作 状态 ， 若 入 库 径 流 和 放水 都 
是 确定 性 的 ， 则 相应 的 决策 过 程 也 是 确定 性 的 。 一 个 决 
策 过 程 ， 如 要 构成 动态 规划 模型 ， 其 状态 除了 要 起 到 上 
述 的 描述 过 程 的 作用 外 ， 还 须 满足 下 述 的 无 后 效 性 给 
定 某 一 时 刻 的 状态 ， 在 此 时 刻 后 过 程 的 发 展 不 受 此 时 刻 
以 前 状态 的 影响 ， 过 程 的 过 去 历史 只 通过 当前 的 状态 去 
影响 它 未 来 的 发 展 。 在 一 般 情况 下 ， 状 态 是 某 一 适当 定 
义 的 状态 集合 中 的 元 素 ， 集 X 称 为 状态 空间 。 在 特殊 
情况 下 ， 它 是 一 个 数 或 向 量 , 称 为 状态 变量 。 

在 决策 过 程 中 ， 决 策 是 影响 或 控制 过 程 发 展 的 外 加 
因素 ， 它 是 某 一 适当 定义 的 决策 集合 U 中 的 元 素 ， 集 UU 
称 为 决策 空间 。 在 特殊 情况 下 ， 它 是 一 个 数 或 向 量 ， 称 
为 决策 变量 。 对 于 每 一 给 定 的 HET 和 xzEX, 决 策 必须 在 
避 的 某 一 确定 的 子 集 U(t,z) 内 选取 此 集 称 为 时 刻 t 和 
状态 x 下 的 允许 决策 集 。 例 如 ,在 水 库 调 度 中 , 当 决 策 是 
一 个 时 段 的 放水 量 时 ，U 可 以 是 不 超过 水 库 最 大 营 水 量 
与 最 大 时 段 径流 量 之 和 的 所 有 非 负 实数 ，U(t，x) 可 以 
是 不 超过 上 时段 水 库 匣 水量 与 径流 量 之 和 的 所 有 非 负 实 
数 。 对 于 给 定 的 tET, 给 出 决策 4 随 状态 x 变化 的 函数 
u(t, x), 相当 于 给 出 根据 不 同 的 当前 状态 作出 不 同 决策 
的 一 套 规则 , 称 为 决策 规则 。 决 策 规则 称 为 允许 的 ,如 它 
满足 ;对 所 有 xEX,u(t,x) EU(t, x)。 设 T， 是 与 原 过 程 
的 某 一 部 分 过 程 (或 称 为 子 过 程 ) 对 应 的 时 间 参 量 集 ， 函 
数 族 fu(t zx)|u(b x) EU(t, x), tET,} 称 为 此 子 过 程 的 
允许 策略 集 ; 特别 有 ，{u(t,x)|u(t,x) EUCt,x), tET} 
为 全 过 程 的 允许 策略 ， 对 历程 有 限 的 离散 过 程 ，' 它 是 函 
数 序列 fu(ts, z)，M(by xz)，…，M(tr-b X)}。 如 果 策略 
fu(b xz)1tET} 中 的 wb z) 不 依赖 时 间 而 成 为 Kx)， 则 
称 它 为 平稳 策略 ， 它 意味 着 在 任何 时 刻 所 选取 的 决策 规 
则 都 是 相同 的 。 在 这 种 情况 下 , 可 以 用 决策 规则 k(x) 表 
示 策 略 。 

给 定时 刻 上 的 状态 x 和 子 过 程 的 时 间 参 量 集 [t， 
t(f> 划 上 的 策略 ， 则 对 于 确定 性 (随机 性 ) 决策 过 程 ， 
时 刻 志 的 状态 (状态 概率 分 布 ) 就 完全 确定 。 这 种 前 后 
状态 与 策略 的 关系 , 称 为 状态 转移 规律 。 例 如 ,在 水 库 调 
度 中 , 设 马 是 时 段 上 的 状态 (时 段 上 开始 时 的 蔷 水 量 ) yw 
是 该 时 段 的 放水 量 ,g, 是 该 时 段 的 入 库 径 流量 , xi*i 是 下 
一 时 段 t+1 的 状态 , 则 有 zyi= 思 十 9 一 ,此 方程 表达 
了 水 库 调度 的 状态 转移 规律 对 于 不 同类 型 的 决策 过 程 ， 
其 状态 转移 规律 具有 不 同 的 表现 形式 。 对 于 确定 性 离散 
决策 过 程 , 它 可 以 由 方程 w= 多 (*, 册 4) 表示 , 称 为 状态 
转移 方程 ， 上 述 水 库 例子 是 它 的 一 个 特例 。 对 于 随机 性 
离散 决策 过 程 , 它 可 由 转移 概率 Pi(xiri|xeyau) 表 示 。 对 
于 确定 性 连续 决策 过 程 ， 它 可 由 含有 状态 和 决策 变量 的 
微分 方程 表示 。 对 于 随机 性 连续 决策 过 程 ， 它 则 可 由 适 
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当 形 式 的 随机 微分 方程 表示 。 

为 了 对 决策 过 程 进行 最 优化 ， 须 先 提出 衡量 过 程 好 
坏 的 准则 。 在 传统 的 动态 规划 中 ,此 准则 是 一 数量 指标 ， 
是 一 定义 在 原 过 程 和 所 有 子 过 程 上 的 实 值 函数 ， 称 为 指 
标 函数 。 例 如 ,对 于 用 于 发 电 的 水 库 ,指标 的 一 种 选 法 是 
调度 过 程 的 总 发 电量 。 设 此 过 程 由 N 个 时 段 组 成 ， 每 一 
时 段 t 的 发 电量 w(t= 1，2，…， N) 为 该 时 段 开始 时 
蕾 水 量 *, 与 该 时 段 放 水 量 w 的 函数 ， 则 指标 函数 为 


加 。(r， tk 一 1,2,…N。 对 于 一 般 的 确定 性 离散 


决策 过 程 ， 此 函数 的 形式 为 VOtsxs ts zirb ur …)， 
t=1,2,…, 在 动态 规划 模型 中 ,要 求 它 满足 下 列 递 推 关系 
V Oty ts Ks) = Lt, x Vt+ 1X) 
根据 问题 的 不 同 特点 ， 可 以 提出 形式 很 不 相同 的 各 种 指 
标 。 例 如 ,对 于 无 限 的 过 程 ,可 以 提出 无 折扣 或 带 折扣 的 
累计 指标 , 某 种 意义 下 的 对 时 间 平 均 的 指标 等 ;对 于 随机 
性 决策 过 程 , 可 以 提出 以 概 素 、 以 极 值 、 以 数学 期 望 值 或 
以 方 兰 表 示 的 指标 等 。 

总 之 ,一 般 说 来 ,决策 过 程 的 动态 规划 模型 包括 下 列 
组 成 部 分 :时 间 参 量 集 , 状 态 空间 ,决策 空间 、 容 许 决策 集 
的 族 ,状态 转移 规律 、 指 标 ,初始 和 终止 条 件 等 。 决 策 过 
程 的 最 优化 ， 就 是 要 在 容许 策略 集 内 求 出 策略 ， 使 之 能 
满足 初始 和 终止 条 件 ， 并 且 在 某 种 意义 上 使 指标 达到 最 
优 值 。 

动态 规划 基本 方程 ”由 动态 规划 模型 的 构成 可 见 ， 
作为 动态 规划 研究 对 象 的 决策 过 程 具 有 如 下 性 质 ， 采 用 
时 间 与 状态 作为 参量 ， 它 可 以 形成 结构 相同 的 一 族 决 策 
过 程 。 动 态 规划 的 基本 思想 就 在 于 从 最 优化 的 角度 去 利 
用 这 项 性 质 ,把 原来 的 某 一 决策 过 程 最 优化 问题 ,看 成 采 
用 时 间 与 状态 作为 参量 的 某 一 族 决策 过 程 最 优化 问题 中 
的 一 个 族 元 ,通过 对 族 的 研究 得 出 最 优 性 条 件 、 最 优 策略 
和 最 优 过 程 的 结构 及 其 求解 方法 。 换 言 之 ， 就 是 把 某 单 
一 的 最 优化 问题 谈 入 到 具有 结构 与 特征 不 变 的 一 族 最 优 
化 问题 中 去 。 在 这 个 意义 上 来 说 ,动态 规划 的 基本 思想 是 
不 变 嵌 入 原理 的 一 种 特殊 形式 。 动 态 规划 基本 方程 就 是 
在 这 基础 上 得 出 的 最 优 值 函数 所 满足 的 方程 。 这 里 最 优 
值 函数 的 定义 如 下 ， 设 + 为 决策 过 程 的 某 一 时 刻 ,x 为 该 
时 刻 状态 , p[t,tsy] 是 由 该 时 刻 起 到 终止 时 刻 目的 子 过 
程 上 的 策略 ,V(t,x,p[t,ty]) 为 此 子 过 程 上 的 指标 值 , 则 
bm Bp VCs pLtsts]) CR ln Vt optstsD)), 


这 里 的 上 (下 ) 确 界 是 在 相应 的 允许 策略 集 内 取 的 。 如 在 
此 集合 内 最 优 策略 存在 ，sup(inf) 就 变 成 max(min)。 依 
照 决策 过 程 的 类 型 不 同 ,动态 规划 基本 方程 取 不 同形 式 ， 
下 面 列 出 若干 重要 形式 ， 

@ 历程 确定 有限 的 离散 决策 过 程 


filx)= Opt Hi{xit fn LD x)]} 
A] 


(k=0,1,.", N—1), 
fx(xw) 满足 边界 条 件 。 
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《1) 


《1) 式 中 Opt 依 情况 表示 sup, inf, max,min; Hu 在 
确定 性 决策 过 程 中 表示 指标 递 推 函数 至 [tryxuyt,V]。 
@ 历程 不 定 或 无 限 的 离散 决策 过 程 
Wn ot Hf{x,u,f[O(x,u)]}, 


x) 满足 边界 条 件 。 
@ 历程 有 限 的 连续 确定 性 决策 过 程 
Opt BfCt + rt)Dt, zt) |=0, (3) 


weDlt.e) 
这 里 决策 过 程 的 状态 转移 规律 由 微分 方程 = 2(t,x, 4) 
确定 ,指标 是 终端 函数 。 

最 优 性 原理 ”决策 过 程 的 最 优 策略 的 基本 性 质 的 表 
述 。 最 初 它 被 用 作 建 立 动态 规划 理论 的 基础 。 下 面 是 
R. 贝尔 曼 原来 的 表述 ， 不 论 初始 状态 与 初始 决策 为 何 ， 
对 于 先前 的 决策 所 造成 的 状态 而 言 ， 下 余 的 那些 决策 必 
构成 一 最 优 策略 ， 是 最 优 策略 具有 的 性 质 。 在 最 简单 的 


(2) 


问题 中 ,最 优 性 原理 的 含意 和 证 明 都 是 很 简单 的 。 例 如 ， 
在 最 短路 径 问 题 中 ,可 以 这 样 去 理解 最 优 性 原理 , 若 由 始 
点 8 到 终点 了 的 最 短路 径 通过 中 间 点 M( 见 图 )， 则 点 M 
在 此 路 径 所 截 下 的 后 半 段 MT 对 于 以 M 点 作为 始点 的 
路 径 来 说 必 是 最 短 的 。 否 则 ， 就 能 找到 从 M 到 了 的 另 一 
条 更 短 的 路 径 , 把 它 与 原来 路 径 的 前 半 疏 SM 相 接 ,就 得 
到 由 S 到 了 的 比 原来 的 路 径 更 短 的 路 径 , 于 是 得 出 矛盾 。 
对 于 复杂 的 问题 ， 情 况 自 。 
然 没有 这 样 简单 ， 在 各 种 
不 同 的 决策 过 程 最 优化 同 六 
题 中 ， 最 优 性 原理 是 否 成 5 
立 ， 必 须根 据 问题 的 条 件 
进行 论证 。 动 态 规划 理论 基山 由 近 开关 考 罗 
的 内 容 之 一 就 是 对 所 建立 的 各 种 决策 过 程 的 模型 论证 最 
优 性 原理 。 另 一 方面 ,一 般 说 来 ,最 优 性 原理 的 成 立 与 动 
态 规划 基本 方程 的 成 立 并 不 彼此 等 价 ,在 许多 情况 下 ,可 
以 证 明 动态 规划 基本 方程 是 相应 模型 的 决策 过 程 最 优 性 
的 充分 必要 条 件 ,但 是 从 最 优 性 原理 本 身 的 表述 可 见 它 
仅 表达 策略 最 优 性 的 必要 条 件 。 从 实际 求解 的 角度 来 看 ， 
动态 规划 基本 方程 也 是 更 基本 的 工具 。 

工法 “在 动态 规划 中 最 基本 的 算法 是 上 述 方程 (1) 
的 数值 求解 程序 ， 因 绝 大 多 数 应 用 问题 在 构成 动态 规划 
模型 后 ,解析 解 不 存在 而 须 用 数值 方法 求解 时 ,都 归结 为 
此 方程 的 数值 求解 ,这 就 是 所 谓 的 动态 规划 常规 算法 。 常 
规 算法 的 主要 困难 在 于 ， 在 方程 (1) 中 对 k 进行 洲 推 计 
算 时 ,必须 把 所 (zx) 存 于 内 存 中 ， 所 需 容量 与 z 的 维 数 
成 指数 增长 关系 ,因而 此 算法 对 高 维 问题 是 不 现实 的 。 目 
前 已 提出 克服 此 困难 的 方法 主要 有 函数 表 近 法 、 拉 格 朗 
日 乘 子 法 ,结构 分 解法 ,松弛 法 ,状态 增 量 动态 规划 法 、 微 
分 动态 规划 法 等 ,但 是 困难 未 获 根木 解 决 

方程 (2)、(3) 与 (1) 不 同 , 它 不 是 函数 组 的 递 推 关系 ， 
而 是 单一 函数 人 x) 的 函数 方程 ,动态 规划 为 之 提出 了 两 
种 解法 。 一 是 值 迁 代 法 ,一 是 策略 达 代 法 。 值 挝 代 法 中 ， 
所 谓 值 是 指 指标 最 优 值 。 任 选 先 代 初 始 的 值 函数 f(x)， 


对 于 第 nn 次 迭代 所 得 值 函数 ,由 下 式 求 第 n+1 次 值 函数 
fnnilx)= Opt, H{x,u,foL Ox,u)]}, 


这 样 得 到 两 序列 {f(x)} 和 {us (Xx)}， 在 一 定 条 件 下 ， 
noo 时 ,fn(X) 了 f(x) Wn(X)>u*(x)， 而 tw*(x) 为 最 优 
策略 。 

动态 规划 与 古典 变 分 法 及 最 大 值 原理 的 关系 ”古典 
变 分 法 与 动态 规划 所 研究 的 问题 的 区 别 , 除 背景 不 同 外 ， 
前 者 主要 考虑 开 集 的 局 部 极 值 问题 ， 后 者 则 考虑 任何 集 
内 的 全 局 极 值 问题 动态 规划 所 能 处 理 的 极 值 问 题 ,在 约 
东 集 和 目标 函数 形式 这 些 方面 都 可 以 远 比 古 典 变 分 法 复 
杂 。 另 一 方面 ， 古 典 变 分 法 的 主要 结果 都 可 用 动态 规划 
的 方法 推导 出 来 。 例 如 ， 在 相应 的 数学 模型 和 古典 变 分 
法 中 通常 的 假定 下 , 可 以 证 明 ， 动态 规划 基本 方程 (3) 就 


是 古典 变 分 法 中 哈密 字 - 雅 可 比方 程 ,而 -中 -之 是 哈密 玉 


函数 。 因 此 方程 (3) 也 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 -贝尔 曼 方程 。 
对 于 适当 构造 的 数学 模型 ,可 以 证 明 ,动态 规划 里 的 

指标 最 优 值 函 数 作 x) 与 开 . C. 虑 特 里 亚 金 的 最 大 值 原理 

中 的 哈密 顿 函数 HH 存 在 着 确定 的 关系 ,例如 ,对 于 博 尔 萨 


间 题 H+ 站- 6, 其 中 二 是 指标 积分 内 的 被 积 函 数 ,6 
Er 


是 状态 微分 方程 z 一 4 的 右 端 部 分 ， 其 变 元 应 按 最 优 状 
态 轨 线 和 最 优 决策 取 值 .而 且 ,动态 规 划 基本 方程 正好 就 
是 最 大 值 原理 中 哈密 顿 函数 在 容许 决策 集 上 取 最 大 值 的 
这 一 基本 条 件 。 

阐 史 在 动态 规划 的 初步 理论 建立 之 后 ， 大 部 分 研 
究 工作 是 结合 运筹 学 和 控制 工程 两 方面 的 实际 应 用 而 进 
行 的 。 在 确定 性 问题 方面 ， 还 对 动态 规划 与 古典 变 分 法 
的 关系 以 及 它 与 庞 特 里 亚 金 的 最 大 值 原 理 的 关系 进行 了 
研究 。 在 随机 性 问题 方面 ，1960 年 R, A. 年 华 德 发 表 了 
“动态 规划 与 马尔 可 夫 过 程 ",1962 年 和 1965 年 ,D. 布 莱 
克 韦 尔 先后 发 表 了 “离散 动态 规划 " 和 “" 带 折扣 的 动态 规 
划 ”， 这 些 工 作 使 R. 贝尔 曼 在 动态 规划 中 所 开始 研究 的 
马尔 可 夫 决策 过 程 得 到 重要 的 发 展 ， 使 之 成 为 动态 规划 
的 一 个 分 支 。 

初期 ， 动 态 规划 的 若干 基本 方面 不 够 成 熟 ， 随 着 理 
论 的 发 展 和 应 用 的 需要 ， 对 动态 规划 的 理论 基础 的 研究 
逐渐 发 展 ， 这 里 的 中 心 问题 包括 ， 最 优 性 原理 和 动态 规 
划 基 本 方程 的 适用 范围 及 其 在 动态 规划 理论 中 的 地 位 和 
作用 ， 建 立 动态 规划 理论 的 公理 化 体系 的 可 能 性 等 。 基 
于 实际 应 用 的 需要 ， 寻 找 适 于 在 计算 机 上 使 用 的 动态 规 
划 数值 计算 方法 以 及 与 此 有 关 的 理论 ， 则 是 动态 规划 研 
究 工 作 的 另 一 重要 方面 。 在 20 世纪 60 年 代 中 后 期 提出 
的 状态 增 量 动态 规划 、 微 分 动态 规划 以 及 非 序列 动态 规 
划 的 二 级 最 优化 问题 的 研究 ， 都 属于 这 方面 的 工作 。 目 
前 , 除 上 述 各 方面 在 继续 发 展 外 ,动态 规划 还 从 理论 上 不 
断 扩展 它 的 研究 领域 ,例如 ,在 决策 方面 ,已 出 现 把 容许 
决策 扩展 成 广义 函数 的 工作 ;在 指标 方面 ， 则 已 出 现 把 
指标 函数 扩展 成 向 量 指标 与 其 他 更 一 般 的 非 数量 指标 的 


工作 。 
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dull zengliong guocheng 

独立 增 量 过 程 (process with independent in- 
crement) 在 任何 一 组 两 两 不 相交 区 间 上 ， 其 增 量 
都 相互 独立 的 随机 过 程 ; 又 称 为 可 加 过 程 。 如 果 记 随 机 
过 程 为 X= {X(t), +tET}, 则 独立 增 量 性 意味 着 对 任意 正 
整数 nn 及 任意 <t<t<…, ET, 增 量 X(t,) 一 X(t,_,) 
(i=1,2,…,n) 及 XCb) 是 相互 独立 的 。 独 立 增 量 过 程 是 
一 类 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 。 泊 松 过 程 和 布朗 运动 都 是 它 
的 特例 。 

从 一 般 的 独立 增 量 过 程 分 离 出 本 质 上 是 独立 随机 变 
基 序 列 的 部 分 和 以 后 ， 剩 下 的 部 分 总 是 随机 连续 的 。 因 
此 研究 独立 增 量 过 程 ， 通 常 可 假定 它 是 可 分 的 且 随 机 连 
续 的 。 

对 于 可 分 且 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 X= {X(t)， 
1ER,}， 几 乎 所 有 的 ( 即 概率 为 1 的 ) 样 本 函数 没有 第 二 
类 间断 点 。 它 在 指定 的 区 间 [a，b] 上， 几乎 所 有 的 样本 
函数 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 任 给 s> 0， 当 [a, b] 的 
分 割 a=<t<…<t=b 的 直径 max (所 一 办 -iD)->0 时 ， 

akcn 
里 P{IXGt)-xtt-D1>e->0。 

d 维 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 X 在 区 间 (s, 妇 上 的 增 
量 X(t) 一 X(s) 服从 4d 维 的 无 穷 可 分 分 布 (定义 与 一 维 情 
形 一 样 , 见 中 心 极限 定理 ) , 它 的 特征 函数 ( 见 概率 分 布 )， 
记 作 Bs(z),zER*, 有 下 列 著名 的 莱 维 - 辛 钦 公式 : 

(2)=E exp{iz' [X(t)—X(s)]} =exp pu(z), 


1 
gss(z) 一 iz'[a(t) 一 0(s)] 一 [Bt)— B(s)]z 


+ | -1 TE ) NG) NGs,dn)], 
式 中 z 是 向 量 z 的 转 置 ，a(t) 是 取 值 于 Re 中 的 连续 函 
数 ;B(t) 是 连续 地 依赖 于 t 的 d 阶 非 负 定 方 阵 ; 对 固定 的 
离 原点 距离 大 于 0 的 d 维 波 莱 尔 集 A，N(.,A) 是 连续 
非 降 函数 ;对 固定 的 t, N (t,* ) 作为 Re \{0} 的 波 莱 尔 子 
集 类 上 的 集 函 数 是 可 列 可 加 的 ， 且 满足 
zj: 
Jin TE N han oe, 

a(t)、B(t)、N(t, 有 A) 均 由 过 程 XX 唯一 决定 。 
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特征 函数 表达 式 的 三 个 部 分 代表 了 增 量 的 三 个 相互 
独立 的 部 分 : exp{iz'[a(t) 一 a(s)]} 相 应 于 非 随机 部 分 的 
增 最 ;exp{iz'LB(t) 一 han 
eg (ee 这 ENG, az) 一 NGs， dz)] 相 
应 于 泊 松 型 部 分 的 增 量 。 以 d= 1 为 例 , 不 妨 设 初 值 
X(0)= 0。 著名 的 莱 维 - 伊 芒 分 解 定理 指出 : 任 一 可 分 且 
随机 连续 的 独立 增 量 过 程 X= {X(t),tER,} 可 以 表示 成 
一 个 实 值 ( 非 随机 ) 函 数 4=a(t), 一 个 样本 连续 的 正 态 独 
立 增 量 过 程 Xe= {Xe(t)，tER+} 与 一 个 泊 松 型 的 独立 增 
量 过 程 Xe= {Xe(t，tER+} 之 和 :X=4+X* 二 Xs, 其 中 
a(0)=Xe(0)= Xe(0) 一 X(0)=0， 且 Xe 与 Xe 独立。 此 
外 , 独立 增 量 过 程 X 还 有 如 下 的 性 质 : 如 果 X(t) 服 从 正 
态 分 布 ， 则 对 一 切 sE[0, 归 , X(s) 也 服从 正 态 分 布 ;如 果 
X(t) 服 从 泊 松 分 布 ， 则 X(s) 也 服从 泊 松 分 布 ,sE[0, 要 。 

对 一 维 的 齐 次 独立 增 量 过 程 ， 即 d=1， 且 X(b) 一 
X(s) 的 分 布 仅 依赖 于 t 一 s 的 情形 ， 莱 维 - 辛 钦 公式 化 成 

si(z)= 已 expfiz[X(bD) 一 X(s)]}= exp pu(z)， 


b 
pu(2)=(t—s)[Imz— 台 2 


izx 
1+x: 


+] (ei ) Neax)], 


式 中 四 和 b> 0 为 常数 ，N(dx) 是 RN{0} 的 波 菜 尔 子 集 类 
上 的 测度 ( 见 测度 论 ), 且 满足 | “ 了 rN(dx)<oo。 特 


别 ,车 XX 几乎 所 有 的 样本 函数 连续 且 其 均值 函数 为 0, 则 
它 是 布朗 运动 ,X(t) 一 X(s) 服 从 均值 为 零 ,方差 为 b(t 一 s) 
的 正 态 分 布 , 这 种 情形 对 应 于 上 式 中 四 一 0, 且 N(4)=0 
对 一 切 RR 的 波 莱 尔 子 集 A 成 立 。 若 六 几乎 所 有 的 样本 函 
数 是 路 度 为 1 的 阶梯 函数 , 则 它 是 齐 次 泊 松 过 程 ,X(t) 一 
X(s) 服 从 参数 为 X(t 一 s) 的 泊 松 分 布 ,这 种 情形 对 应 于 上 
式 中 m= 和 /2,b=0, 而 与 N(dx) 对 应 的 增 函 数 N(x) 为 
0 (x<1), 
MGO 所 (x>1)。 
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微分 方程 和 所 变 男 数论 方面 有 重要 贡献 。1831 年 12 月 
2 日 生 于 柏林 ,1889 年 4 月 7 日 卒 于 德国 弗 加 堡 。1853 
年 入 瑞士 苏黎世 大 学 学 医 ,发 表 过 心理 学 论文 ;后 到 柯 尼 
斯 堡 ( 今 苏联 加 里 宁 格 勤 ) 大 学 学 习 数学 物理 ! 1859 年 以 
流体 力学 方面 的 论文 获 柏林 大 学 博士 学 位 。 曾 在 中 学 教 
书 。1870 年 起 , 先 先后 在 海德 堡 大 学 、 弗 赖 堡 大 学 及 柏林 
一 所 技术 。 他 最 早 运用 G. 蒙 日 的 特征 线 思 


想 研究 二 阶 偏 微分 方程 ,引入 了 标准 的 分 类 法 ;证 明了 定 
积分 的 中 值 定理 ， 首 先 提出 连续 函数 的 传 里 叶 级 数 可 能 
发 散 的 思想 ， 在 《一 般 函 数论 1882) 中 ， 提 出 容量 的 概 
念 即 测度 概念 的 锥 型 ， 对 确立 实 变 函 数 的 基本 概念 有 重 


要 作用 。 ( 衰 向 东 ) 
duliong kongjion 
度量 空间 (metric space) 。 现代 数学 中 一 种 基 


本 的 、 重 要 的 、 最 接近 于 欧 几 里 得 空间 的 抽象 空间 。19 世 
纪 末 叶 ,德国 数学 家 G. 康 托 尔 创立 了 集合 论 ， 为 各 种 抽 
象 空间 的 建立 黄 定 了 基础 。20 世纪 初期 ,法国 数学 家 M 
-R. 党 雷 于 发 现 许多 分 析 学 的 成 果 从 更 抽象 的 观点 看 来 ， 
都 涉及 函数 间 的 距离 关系 ,从 而 抽象 出 度量 空间 的 概念 。 
具体 说 来 ， 如 果 X 是 一 集合 ，d 是 定义 在 XXX 上 的 非 
负 实 值 函 数 , 使 得 对 任何 x,y, zEX 有, @ d(x, y)=0 
的 充 要 条 件 是 x=y; @ d(x,y)=d(y, x); @d(x,z)<< 
d(x,y)+d(y,z)。 这 时 便 称 XX 是 一 个 度量 空间 ,d(x,y) 
称 为 x 与 y 之 间 的 距离 。 

下 面 是 几 个 度量 空间 的 例子 。 

欧 氏 空间 R” 由 所 有 的 ? 元 实数 组 (zuzo yzn) 构 
成 集合 P,R 中 元 素 X=(X1,X2…，Xn) 与 y= (yy 


zu) 之 间 的 距离 定义 为 dx， 4)=[ 沪 (% 一 7] 
布尔 伯 特 空间 HH= {(xuxa…xw…)| 澡 zi< oo， 


XnER(n=1,2,…)}, 其 中 忆 表 示 实数 集合 ,定义 元 素 *= 
(zza ozn…) 及 gm (ysV29…syn，…) 之 间 的 距离 为 
dt)= [my] 。 

贝尔 空间 也 B={(xix yx)| Xn E R,n=1, 
2，…}， 对 于 两 个 不 同 的 元 素 X*==(X1,X2，… Xn9…) 及 Y= 


ia 用 m(x,5) 表 示 满 足 x 大 yo 的 最 小 标号 
吕 定义 与 之 辣 的 距离 为 (x,) = 而! 再 规定 


d(x,x) 二 0(xEB), 一 般 假设 0 是 任意 一 个 集合 , 取 X= 
fx X29…，Xns …)|XxnE 0Q}， 可 以 按 同样 的 方法 定义 
m(x,y) 与 d(x,y), 得 到 的 度量 空间 也 称 作 贝尔 空间 。 

函数 空间 ”处理 分 析 问 题 时 ， 根 据 具 体 情况 需要 可 
以 引入 种 种 函数 空间 。 例 如 ,考虑 定义 于 闭 区 间 [0,1] 上 
的 一 切 连续 实 值 函 数 的 集合 ， 就 可 以 定义 两 个 函数 了 和 
9 的 距离 为 d(f,g )= max {If(x)—g(x)1}, 


对 于 度量 空间 X， 可 以 利用 它 的 度量 d 引进 一 个 拓 
扑 结构 ,其 基 的 元 就 是 所 有 的 开 球 B(x,7)= {yEx|d(x， 
四 <r}。 这 种 拓扑 结构 称 为 由 度量 d 产生 ;同一 集合 上 ， 
不 同 的 度量 可 以 产生 相同 的 拓扑 结构 。 例 如 ， 对 于 实数 
集 R,d(x,y)=|x 一 y| 与 4(x,y)=min{1, 1x 一 引 } 就 产 
生 同 一 个 拓扑 结构 。 度 量 不 是 拓扑 概念 。 

完 务 度量 空间 在 度量 空间 中 可 以 用 距离 定义 点 列 
的 收敛 概念 :xwzxo 就 是 指 d(xnsX6) 疗 0。 点 列 {Xn} 称 为 
柯 西 点 列 ,是 指 对 任意 正 实数 6, 都 存在 自然 数 N， 使 得 


Yn 


人 nn>N 时 有 d(xn， xn)<s。 可 以 证 明 收敛 点 列 一 定 是 
柯 西点 列 ， 反 过 来 并 不 成 立 。 每 个 柯 西点 列 都 收敛 的 度 
量 空间 叫做 完备 度量 空间 。 这 类 空间 有 许多 好 的 性 质 。 
例如 ， 完 备 度量 空间 中 压缩 映射 原理 成 立 。 可 以 用 它 证 
明 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 无 限 线性 代数 方程 组 的 一 系 
列 存在 唯一 性 定理 。 度 量 空间 X 的 任何 子 集 Y 配 上 原 有 
的 距离 也 成 为 度量 空间 ， 称 作 X 的 子 空间 。 如 果 每 个 开 
球 位 EX|d(xwz)<<r} 都 含有 立 的 点 , 便 说 Y 是 X 的 稠密 
子 空间 。 

完备 化 定理 ”每 一 度量 空间 XX 都 是 另 一 完备 度量 空 
间 X* 的 稠密 子 空间 , 而且 X* 由 六 唯一 构造 出 来 例如， 
实数 直线 就 是 有 理 数 集 的 完备 化 , 20 世纪 初 建立 严密 的 
数学 分 析 理论 正 是 基于 这 一 重要 事实 。 

可 以 证 明 ， 在 完备 度量 空间 中 可 数 多 个 稠密 开 子 集 
的 交 仍 是 稠密 集 。 

可 度量 化 棋 扑 空间 度量 空间 具有 许多 良好 性 质 ， 
例如 , 它 满足 第 一 可 数 公理 , 它 是 豪 斯 多 夫 空 间 ， 正 规 空 
间 ,还 是 仿 紧 空间 。 此 外 对 度量 空间 而 言 , 紧 致 性 等 价 于 
下 列 三 条 中 的 任 一 条 ，@ 任 何 可 数 开 栈 盖 都 有 有 限 子 履 
盖 ，@@ 每 一 无 限 子 集 都 在 空间 中 有 人 聚 点 ; 加 每 一 点 列 都 
有 收敛 子 列 。 紧 度量 空间 一 定 满足 第 二 可 数 公理 从 而 必 
是 可 分 的 。 实 际 上 对 于 度量 空间 而 言 ， 可 分 性 与 第 二 可 
数 公理 等 价 。 因 此 ， 一 个 拓扑 空间 的 拓扑 结构 在 什么 条 
件 下 能 作为 一 个 度量 空间 的 拓扑 ? 这 是 拓扑 空间 理论 的 
重要 问题 , 称 作 度量 化 问题 。50 年 代 长 田 漳 一 .JO.M. 斯 
米尔 诺 夫 以 及 有 .了 .宾得 到 了 可 度量 化 问题 的 重要 结果 。 
例如 ,拓扑 空间 可 度量 化 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 Ti 正则 空 


间 ， 且 具有 一 个 基 吕 = 5。 其 中 每 个 名 ,都 是 局 部 有 


限 的 开 集 族 。 ( 王 成 党 》 
duilel shulun 
堆 垒 数论 (additive theory of number) 又 


称 加 性 数论 ， 是 关于 所 谓 加 性 问题 的 一 个 数论 分 支 。 它 
主要 研究 如 下 类 型 的 问题 及 其 变形 ， 设 N 是 全 体 非 负 整 
数 集合 ,4 4:，…，4, 是 N 的 有 限 个 或 可 数 个 子 集合 。 试 
判定 对 N 中 的 每 一 ni， 方程 一 ai+qa+…+ 四 是 否 可 解 
或 其 解数 7(n), 其 中 ayEAs(1<j<s)。 这 类 问题 与 整数 
集合 的 加 法 性 质 有 关 。 例 如 ,著名 的 多 角 数 问题 , 设 整数 
m 之 3, 由 递 推 公式 a”?=0,083 一 0h =(m 一 2)n+1 所 
确定 的 数 a (n 一 0,1,2,…)， 称 为 m 角 数 。 这 类 数 统 
称 为 多 角 数 。 易 证 om 一 (m 一 2)m/2 一 (im 一 4)m/2， 显 
然 四 角 数 就 是 平方 数 。1636 年 ，P.de 费 马 猜 测 :每 个 自 
数 都 是 严 个 严 角 数 之 和 。 本 - 工 . 拉 格 朗 日 于 1770 年 和 
A.-M. 勒 让 德 于 1798 年 分 别 证 明了 m=4 和 m=3 时 猜 
测 是 成 立 的 。1813 年 ,A.-L. 柯 西 证 明了 这 个 猜测 。 

工 , 欧 拉 在 研究 整数 分 拆 时 ,注意 到 由 于 zz 一 ze 
所 以 r(m) 的 母 函 数 f(z)= 袜 rCoDm= 直 (. 己 z), 共 

总 a 


pa 


于 这 一 点 ,他 提出 了 母 函 数 法 。 它 是 堆 双 数论 的 一 个 重要 
研究 方法 . 堆 全 数论 与 模 形式 论 有 密切 关系 ,在 研究 哥 德 
巴赫 猜想 和 华 林 问题 中 ， 近 代 堆 对 数论 自 ?0 世纪 20 年 
代 开始 发 展 起 来 ， 主 要 的 研究 方法 有 加 法 .指数 和 方法 、 
入 法 和 密 率 。 

堆 允 数论 中 有 以 下 几 个 著名 问题 。 

垃 方 和 问题 ” 求 不 定 方程 妇 十 好 十 … 十 刀 = 的 整 
数 解 的 个 数 r,(n)， 其 中 s 是 给 定 的 正 整数 。 例 如 ， 
r2(3)=0,7.(5)=8,7.(9)=4。 平方 和 问题 与 模 形式 有 密 
切 关系 ,ran) 的 母 函 数 马 n (Do=( 号 xm . 当 s< 


24 时 ,r,(m) 的 表达 式 均 已 得 到 。 例 如 ,1829 年 , C.G. 丁 雅 
可 比 证 明 r,(n)=4 ul — Dd,r (m= 
a 


1919 年 , G. H. 哈代 、J.E. 李 特 尔 伍德 和 S. A. 拉 马 努 金 
利用 圆 法 得 到 了 当 s>5 时 7,(n) 的 渐 近 公式 。H. D, 克 
洛斯 特 曼 于 1926 年 和 了 T. 埃 斯 特 曼 于 1962 年 讨论 了 形 
如 n=ax?+bx3+c 台 二 dx 的 平方 和 问题 。 
哥 德 巴林 铺 想 “C. 哥 德 巴赫 和 上 工 . 欧 拉 1742 年 的 数 
次 通信 中 提出 的 猜测 ，@ 每 个 大 于 4 的 偶数 是 两 个 奇 素 
数 之 和 。 如 6=3+3,14=3+11=7+7=11+3; @ 每 个 
大 于 7 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 。 如 9=3+3+3, 15= 
3+5+7=3+7+5=… 一 7+5+3=5+5+5。 由 于 2n 十 
1=(2n 一 2)+3, 所 以 从 @ 成 立 可 推出 @ 成 立 。1923 年 ， 
哈代 和 李 特 伍德 应 用 圆 法 研究 这 两 个 猜测 ， 得 到 了 一 些 
重要 的 条 件 结果 。 在 此 基础 上 ，H. M. 维 诺 格拉 多 夫 于 
1937 年 通过 改进 贺 法 和 利用 他 的 估计 线性 素 变 数 指数 和 
方法 ， 证 明了 每 个 充分 大 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 ， 
且 其 表 法 个 数 T(n) = IT(1 -my) + 


nn 


1 mn mn? 
yas+ 0 (any)" 基本 上 解决 了 狂想 。@ 


这 一 结果 通常 称 为 哥 德 巴赫 - 维 诺 格拉 多 夫 定理 或 三 素 
数 定理 。 利 用 他 的 思想 ,华罗庚 等 五 位 数学 家 于 1937 一 
1938 年 间 各 自 独立 证 明了 : 几乎 所 有 的 偶数 是 两 个 奇 素 
数 之 和 。 1980 年 , 已 验证 对 所 有 不 超过 10* 的 偶数 ,猜想 
@ 是 成 立 的 ， 但 是 猜想 @ 至 今 仍 未 解决 ， 类 似 犹 想 @ 的 
结果 也 没有 得 到 。 于 是 转 而 研究 较 弱 的 命题 {r，s}: 每 
个 充分 大 的 偶数 是 不 超过 7 个 素 因数 的 乘积 与 不 超过 8 
个 素 因 数 的 乘积 之 和 。 猜 想 @ 大 体 上 就 是 命题 {1，1}。 
工法 是 研究 命题 fr,， 引 的 主要 方法 。V. 布 龙 用 他 所 提出 
的 方法 即 所 谓 布 龙 筛 法 ， 于 1920 年 首先 证 明了 命题 {9， 
9}。1950 年 前 后 ,A. 赛 尔 伯 格 提出 了 一 种 得 法 ， 并 宣称 
利用 他 的 方法 可 以 证 明 命题 {2,3}。1957 年 , 王 元 利用 赛 
尔 伯 格 第 法 首先 证 明了 命题 {2,3}。1948 年 ,利用 布 龙 得 
法 与 林 尼 克利 法 , A. 雷 尼 证 明了 命题 {1,s} ,这 里 的 s 是 
一 个 未 计算 出 的 大 常数 。 通 过 对 得 法 和 大 得 法 的 不 断 改 
进 , 1962 年 ， 潘 承 洞 首先 得 出 s= 5; 1966 年 ， 陈 景 润 得 
出 s= 2 是 迄今 最 好 的 结果 ,通常 称 之 为 陈景润 定理 。 

华 林 问 题 1770 年 ,E. 华 林 推 测 :每 个 正 整数 是 4 个 
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平方 数 之 和 、9 个 立方 数 之 和 、19 个 4 次 方 数 之 和 等 等 。 
其 意 是 他 认为 : 对 任意 给 定 的 整数 K>2， 必 有 一 正 整数 
sk) 存在 ,使 得 每 个 正 整 数 必 是 s(k) 个 非 负 的 上 次 方 数 之 
和 ， 即 不 定 方程 (*) 允 十 区 十 … 十 验 一 n 对 所 有 整数 n 二 0 
有 非 负 整数 解 xy(1<j<s)。1909 年 ，D. 希 尔 伯 特 用 复 
过 的 方法 证 明了 s(k) 的 存在 性 ， 首 先 解决 了 华 林 的 这 
一 猜想 。 其 后 ，1O. B. 林 尼 克利 用 密 率 于 1943 年 给 出 
了 s(k) 存在 性 的 另 一 证 明 。 华 林 还 猜测 s(k) 的 最 小 值 


gch)=2 +[( 守 》] 2。 1770 年 拉 格 明日 证 明了 9(2) 一 


4; 1909 年 A. 威 癌 里 奇 证 明了 9(3)= 9。 易 证 g(k) 关 2# 十 
[六 ]-=2。 设 C(I) 是 使 方程 (*) 对 充分 大 的 可 解 的 
sk) 的 最 小 值 。 利 用 G(k) 的 上 界 估计 ， 可 进一步 证 明 如 
下 结果 ，@ 当 k>6, 有 条 件 3 一 22+2<(2:-D[(33) ] 


时 ， 则 gCk)=28+[( 卫 》] 一 2。1964 年 R.M. 斯 泰 担 对 


尔 验证 了 此 条 件 在 6<k<200000 时 成 立 。1957 年 K. 马 
勒 尔 证 明 当 k 充分 大 时 此 条 件 一 定 成 立 , 并 猜测 对 所 有 
k>6 这 条 件 都 成 立 。 @ 1964 年 陈景润 证 明了 g(5)=37， 
1985 年 R. 巴 拉萨 布雷 尼 安 和 下 . 德 雷 斯 证 明了 g(4)=19。 
至 此 ， 关 于 g(k) 的 研究 已 基本 完成 了 。 

1920~1928 年 , 哈代 和 李 特 尔 伍德 利用 圆 法 研究 华 
林 问 题 。 易 证 方程 ( * ) 的 解数 


rn)= (Be ) em dg。 
他 们 把 区 间 [0，1] 分 为 E, 和 EE 两 部 分 ， 其 分 法 与 n 有 
关 。 于 是 mm)=]， + 他 们 想 要 证 明 (x*): 对 于 江 


足 一 定 条 件 的 sk 当 n> 时 有 Tlm) | ，. 但 却 只 证 
明了 当 s>2k+1 时 ， 
是 _ 1 -if S 

本 S(T 1+) T(E) 
式 中 G(n 为 某 一 奇异 级 数 。1957 年 ， 华 罗 唐 证 明了 当 
s>K+ 1 时 成 立 ,这 是 最 佳 的 结果 。1938 年， 华罗庚 结合 
指数 和 估计 方法 ， 证 明了 (ww) 式 当 s>>2+1 时 成 立 。 
1947 年 华罗庚 和 MM. 维 诺 格拉 多 夫 证 明了 当 k>10， 
s>2k(21nk+lnlnk+2.5) 时 ( ##) 式 成 立 。 由 于 哈代 
和 和 地 符 尔 伍德 的 工作 , 引 向 讨论 GCK) :使 方程 (*) 对 充分 
大 的 m 可 解 的 8(N) 的 最 小 值 .这 比 讨论 g(k) 更 有 意义 。 他 
们 猜测 , 当 kr 2n> 4 时 G(k) = 4k; 在 其 他 情形 ，G(k)< 
2k+ 1。 易 证 : 当 k= 2">4 时 ,，G(k)>4ki 在 其 他 情形 , 
G(ID>k+ 1。 由 上 述 的 mn) 的 浙 近 公式 ,当然 可 相应 得 
到 GE) 的 上 界 估计 。 通 过 进一步 的 讨论 可 证 明 更 好 的 
结果 G(k) 志 k(31lnk+5.2)。1959 年 维 诺 格 拉 多 夫 将 
结果 改进 为 当 k>170000 时 , G(k)<RK2Ink+4lnlnk+ 
21n ln Ink+13)。 关 于 小 的 k 值 ,1939 年 了 H. 达 文 波 特 证 
明了 G(4)=16，1942 年 林 尼克 证 明了 GC3)<7。 后 来 ， 
对 GCK) 的 信 什 又 得 到 了 一 些 改进 。 
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华 林 问题 可 以 作 各 种 推广 。 例 如 ，@ 华 林 - 哥 德 巴 
赫 问 题 ， 即 把 方程 * ) 中 的 变数 x 限制 为 素数 。 华 罗 
良和 维 诺 格拉 多 夫 有 重要 贡献 。@@ 多 项 式 华 林 问题 ， 把 
方程 ( * ) 中 的 项 区 以 也 xy) 代替 ， 这 里 万 x) 是 整 值 多 项 
式 或 更 一 般 地 以 fi(zy) 代 替 ， 这 里 了 (zx) 均 是 整 值 多 项 
式 。 例 如 ， 取 f(x)=x+(m 一 2) (x* 一 x)/2， 即 为 多 和 角 
数 问题 。 关 于 多 项 式 华 林 问 题 有 许多 研究 ， 华 罗 庚 有 重 
要 贡献 。@ 代 数 数 域 上 的 华 林 问题 ， 甚 至 可 以 讨论 任意 
域 上 的 华 林 问题 。 在 这 方面 , C. 上 L. 西 格 尔 有 重要 贡献 。 

普 劳 打 特 - 塔 里 问 题 或 称 等 乔 和 问题 , 即 对 给 定 的 
整数 k 盖 2， 求 出 使 不 定 方程 组 鸡 十 难 十 … 十 区 一 天 十 
班 十 … 十 欠 (1<h<k) 有 非 显然 解 ( 即 ji， …， 加 不 是 
…， 区 的 重新 排列 ) 的 最 小 整数 := N(k)。 易 证 


k+1< Nk) < 二 kk+1)。1935 年 E. M. 赖 特 证 明了 ; 当 


Xl Ta 


1 
2 人 K 时 , Nb) 去 ( 忆 二 3); 当 21k 时 ，NCK)<< 去 (kr+ 


4)。 设 M(k) 是 上 述 不 定 方程 在 条 件 难 ” 十 从 后 十 十 
车 ? 六 天 十 牛 十 难 下 有 解 的 最 小 整数 srACP) 
表 此 时 满足 1<xy,yy<P 的 解数 。1938 年 华罗庚 证 明 


了 M(b) < (k+1) jn(E+ 1)(n(1 + 坟 六 ]+ 


了 snk， 并 于 1952 年 得 到 了 7。,(P) 的 渐 近 公式 。 
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duicelun 
对 策 论 (game theory) ”又 称 博 弈 论 ,研究 由 一 
些 带 有 相互 竞争 性 质 的 个 体 所 构成 的 体系 的 理论 。 一 场 
竞争 按 竞争 规则 从 开始 到 结束 称 为 局 。 参 加 竞争 的 个 体 
称 为 局 中 人 ,可 以 是 某 一 个 人 , 一 个 临时 的 联合 体 , 一 个 
队 , 一 个 公司 ,一 个 政治 团体 ,一 个 国家 ,等 等 。 若 一 局 对 
策 中 有 "个 局 中 人 ， 则 称 此 局 为 n 和 人 对策。 局 中 的 一 次 
动作 (着 )， 是 指 在 某 一 时 刻 要 求 某 一 局 中 人 作出 一 个 决 
定 。 在 一 局 对 策 中 ， 每 个 局 中 人 可 能 有 许多 供 选用 的 方 
案 来 指挥 他 的 动作 。 局 中 人 据 以 选取 他 的 方案 的 规则 称 
之 为 一 个 策略 。 若 一 种 规则 可 以 决定 局 中 人 选取 何 种 方 
案 , 而 不 是 决定 局 中 人 以 多 大 的 概率 选取 何 种 方案 , 则 称 
此 种 规则 为 纯 策略 ， 而 把 按 某 种 概率 来 选取 方案 的 规则 
称 为 混合 策略 。 若 局 中 人 甲 有 m 个 可 供 选用 的 纯 策略 ， 
aaay…sam 则 混合 策略 以 概率 向 量 = (x1,Xs，… Xm) 


记 之 ,其 中 加 是 选用 纯 策略 m 的 概率 , 且 避 zx, 一 1n 个 
局 中 人 对 局 终了 时 各 有 所 得 《可 以 为 正 ， 也 可 以 为 零 或 


负 ), 以 ps 表示 局 中 人 i 的 所 得 ， 称 为 支付 ， 则 对 局 的 结 
果 可 用 数字 向 量 (p1,P:,…,Pn) 表 出 。 

对 策 的 正规 形式 与 展开 形式 一 个 对 策 的 正规 形式 
是 将 所 给 的 对 策 化 为 与 之 等 价 的 如 下 的 对 策 ， 当局 中 人 
在 明白 了 对 策 的 规则 之 后 ， 各 自在 相互 不 知道 的 情况 下 
选取 一 个 纯 策略 ， 然 后 将 他 所 选 的 策略 告诉 一 个 毫 无 偏 
私 的 公正 人 。 利 用 已 经 知道 的 规则 ,对 局 结果 即 千 确定。 

对 策 论 中 常用 的 另 一 种 形式 是 展开 形式 ， 即 依 所 给 
对 策 的 特殊 结构 ， 按 逻辑 次 序 将 所 给 对 策 写 成 一 个 树 状 
图 ,每 一 个 结 点 表示 一 次 动作 ( 步 ), 从 该 点 发 出 的 树枝 表 
示 在 该 次 动作 可 供 选取 的 方案 ， 这 种 选择 可 以 是 局 中 人 
自己 决定 的 ， 也 可 以 是 依赖 于 某 种 随机 规律 进行 的 。 没 
有 树枝 发 出 的 结 点 为 一 终端 ， 可 以 根据 对 局 规则 在 各 终 
端 ,各 树枝 将 相应 的 已 知 信息 写 出 ,并 在 各 终端 广 上 各 局 
中 人 的 所 得 。 显 然 ， 有 了 展开 形式 就 可 写 出 正规 形式 。 
例如 , 设 甲 , 乙 二 人 斗 牌 , 共 十 二 张 牌 , 红 七 绿 五 。 每 人 先 
下 赌注 1 份 ,然后 发 牌 , 先 发 甲 一 张 ， 甲 看 后 ， 可 以 放弃 ， 
也 可 以 增加 赌注 3 份 再 斗 。 若 甲 放 弃 , 则 对 局 结束 ,此 时 
车 甲 持 红牌 则 赢 1 份 ; 若 持 绿 牌 则 输 1 份 。 倘 若 甲 要 斗 ， 
则 乙 须 考 虚 是 相 拼 , 还 是 认输 。 若 乙 认输 , 则 甲 赢 1 份 ， 
若 乙 相 拼 , 则 亮 牌 : 甲 为 红牌 时 甲 赢 4 份 ; 甲 为 绿 牌 时 乙 
赢 4 份 。 以 上 过 程 可 写成 展开 式 如 下 图 。 


树 状 图 (二 人 斗 牌 ) 


显然 , 甲 可 能 采取 的 策略 有 四 :不 管 持 牌 是 红 是 绿 皆 
斗 ( 记 为 m) 拿 红牌 时 才 斗 ( 记 为 ms) 拿 绿 牌 时 才 斗 ( 记 
为 四) 不 管 是 红 是 绿 皆 放弃 ( 记 为 m)。 乙 的 策略 则 为 ， 
相 拼 ( 记 为 8,) 和 认输 ( 记 为 8,)。 于 是 , 相应 于 展开 式 可 
得 出 正规 形式 ， 


A 有 
a 2/3 1 
a 23/12 1/6 |， 
m | -13/12 1 
a 1/6 1/6 


客 易 算出 此 矩阵 ,例如 对 于 (, Bl)， 甲 全 到 绿 牧 的 概率 
为 5/12, 此 时 乙 要 相 拼 ! 甲 拿 到 红牌 的 概率 为 7/12, 此 
时 甲 放弃 ， 四 的 期 望 所 得 为 和 数 ( 世 )( 一 全 + (可) "1 一 
一 起 ,此 即 表示 甲 . 乙 在 互 不 知道 的 情况 下 ， 若 甲 选取 的 
策略 是 中 (全 绿 牧 时 才 斗 ), 乙 则 选取 81( 相 拼 ), 其 结果 是 
甲 的 期 望 所 得 为 一 13/12。 

二 人 及 和 对 第。 它 是 对 策 论 中 最 简单 而 结果 最 为 完 
整 的 部 分 。 此 时 一 2, Pu+ Pa=0, 即 甲 的 所 得 (和 失 ) 是 乙 


的 所 失 ( 得 )。 设 甲 可 供 选 用 的 策略 共有 m 种 :41,94，…， 
Qam3 忆 有?n 种 ;B1, Pi,…， pro 当 甲 采用 ax 乙 采用 BP, 时 , 甲 
的 所 得 为 aw( 乙 的 所 得 为 一 aw), 则 此 对 策 可 用 矩阵 


BB BB 
my Ga Gs 0 Gn 
ma Gr ag “| 
Gm [Omi Gms “ee Gm Gm 


表示 ,并 记 为 &= (ou), 因 此 又 称 为 短 阵 对 策 。 
一 局 对 策 的 解 ， 是 指 求 出 "明智 的 "局 中 人 所 采用 的 
最 优 策略 以 及 在 此 策略 下 的 所 得 ,着 甲 是 “明智 的 ", 则 会 
认为 当 他 采取 策略 a 时 乙 必 采 取 使 euor min ou 的 策略 
Bs 因而 当 甲 在 考虑 第 咯 时 所 选取 的 ,应 使 min uw 一 
max min aw。 同 理 , 当 乙 考虑 策略 时 所 选取 的 和， 应 使 
max quo min max gw。 容易 证 明 ， 
{ max min ay<min max ay, 
i pe 
着 等 号 成 立 , 则 称 此 局 对 策 有 一 袍 点, 或 有 一 纯 策略 解 ， 
但 并 不 是 每 局 对 策 皆 有 纯 策略 解 . 例 如 关于 对 策 (2 35)， 


上 式 的 等 号 不 成 立 。 
混合 策略 ”车 甲 与 乙 分 别 采取 策略 与 y， 则 其 所 
得 分 别 定义 为 习 3 ouzgy 与 一 总 思 curs 其 中 x 是 


Zz 与 yy 的 分 量 。 设 XX(Y) 为 所 有 概率 向 量 x*(y) 组 成 的 
集 , 亦 即 甲 ( 乙 ) 的 全 部 策略 。 若 存在 x* EX,y*EY, 使 得 
ZI AY* < (z+)TAY* < (r+) AY, 

对 所 有 工 EX,yEY 皆 成 立 , 则 称 (xz*,y*) 为 此 局 对 策 的 
一 个 炫 点 。 这 里 zz 表示 向 量 z 的 转 置 。 对 于 混合 策略 来 
说 ,鞍点 总 是 存在 的 ， 因 由 极 小 极 大 定理 ,对 于 任 一 矩阵 

对 策 4, 总 有 


min max x7Ay= max min xz?Ay, 
yEY we EX s€Y 


若 (z*#, 难 ) 是 矩阵 对 策 A 关 于 混合 策略 的 一 个 蒂 点 ， 则 
定义 zx*(y*) 是 甲 ( 乙 ) 的 最 优 策略 。z* 和 y* 可 以 利用 
线性 规划 来 寻求 。 

二 人 非 替 和 对 策 它 的 定义 是 ; 设 n=2, 且 Pi+ 
了 :大 0, 意 即 甲 的 所 得 ( 失 ) ,并 不 一 定 就 是 乙 的 所 失 ( 得 )。 
它 与 零 和 对 策 的 主要 差别 是 :对 甲 是 好 的 策略 ,对 乙 不 一 
定 就 是 坏 的 。 因 此 两 个 局 中 人 不 一 定 全 是 对 抗 的， 他 们 
可 以 暴露 自己 的 策略 ， 使 双方 同时 受益 。 对 于 非 零 和 对 
策 , 有 两 种 情况 必须 分 开 处 理 , 非 合作 对 策 与 合作 对 策 。 
前 者 是 指 不 许 事先 互通 信息 ,不 许 结盟 ,不 许 搞 联 合 对 策 
等 ;后 者 则 不 受 此 限制 。 

车 局 中 人 甲 的 所 得 可 表示 为 A= (aw)， 乙 的 所 得 可 
表示 为 B=(bw),A、B 皆 为 轿 xm 和 矩阵 , 则 此 种 对 策 称 为 
双 和 矩阵 对 策 。 

非 合 作对 策 的 基本 理论 是 在 纳什 平衡 点 概念 的 基础 
上 建立 起 来 的 。 设 存在 甲 的 一 个 混合 策略 z* 和 乙 的 一 
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对 


个 混合 策略 ,使 得 对 于 所 有 混合 策略 +,y 皆 有 
(ZT*)"AY*>I AY*, 
(x*)"By*>(z*)rBy, 

则 (Cz*,y*) 称 为 此 对 策 的 一 个 平衡 点 。 可 以 证 明 ,任何 双 

矩阵 非 合 作对 策 皆 有 平衡 点 。 平 衡 点 不 一 定 是 唯一 的 ， 

也 不 一 定 是 使 双方 的 所 得 是 最 好 的 ,例如 取 

2 3 


2 0 
4 1 a 阔 

容易 证 明 {(0,1),(0,1)} 是 一 个 平衡 点 , 它 对 应 的 所 得 为 
(1,1), 但 它 显然 不 如 {(1, 0)，(1, 0)} 对 应 的 所 得 (cu 
bu)=(2,2) 来 得 好 ,而 {(1,0),(1,0)} 并 不 是 平衡 点 。 此 
时 ， 甲 、 乙 两 者 的 所 得 较 多 。 因 此 ， 二 人 非 零 和 对 策 的 
解 必 须 再 考虑 别 的 因素 。 若 两 向 量 z 与 z 满足 关系 
(i=1,2,…,n), 则 称 z 控制 2'。 若 对 二 人 非 零 和 
对 策 ， 存 在 一 平衡 点 所 对 应 的 所 得 控制 所 有 其 他 的 平衡 
点 对 应 的 所 得 , 则 定义 该 平衡 点 为 此 对 策 的 解 ,但 这 种 点 
并 不 总 是 存在 的 。 

外 人 对 策 对 于 非 合 作对 策 来 说 ，# 人 对 策 与 二 人 
对 策 在 处 理 方法 上 没有 本 质 的 差别 ， 但 对 于 合作 对 策 来 
说 ， 其 差异 则 很 大 。 这 主要 是 由 于 通过 合作 可 以 组 成 若 
干 集团 ,而 其 重点 则 在 于 结合 的 方式 。 

特征 函数 是 用 来 研究 合作 对 策 的 基本 概念 之 一 。 它 
是 一 个 实 值 集 函 数 %(S)， 这 里 S 为 N= 人 ,2，…… 吕 的 一 
子 集 。v(S) 应 满足 下 列 条 件 ，Q@Dv( 多 )=0, 名 表示 空 集 。 
@v(SUT) 宇 VS)+T)， 对 于 所 有 满足 SNT= 名 的 N 
的 子 集 8 与 了 此 成 立 。N 中 的 元 素 表示 局 中 人 ，N 的 子 
集 表 示 集 团 。 条 件 @ 保 证 合作 比 不 合作 优越 。 合 作对 策 
的 另 一 个 基本 概念 是 分 配 。 所 谓 分 配 ,是 指 具有 下 述 性 质 
的 向 量 = (zuxz:…xn): 对 于 所 有 的 iEN,zr>2({) 
DD 即 必须 保证 每 一 入 伙 的 人 ， 通 过 加 入 集团 
所 得 不 低 于 单干 所 得 。 设 与 是 两 个 分 配 ,天 对 于 任 
一 SCN 有 WS)> 吕 x 且 z>yws 对 所 有 的 iES 成 立 ， 
则 称 z 控制 了 y。 

关于 合作 对 策 的 解 ， 直 到 现在 还 没有 一 个 完全 令 人 
满意 的 定义 。 常 见 的 定义 有 冯 诺 伊 曼 - 莫 根 施 特 思 解 与 
沙 普 利 解 。 前 者 是 指 由 一 些 分 配 所 成 之 集 已 满足 条 件 : 
@P 中 任何 两 个 分 配 之 间 不 存在 控制 关系 。@ 对 任何 
ZGP 必 存在 XEP 控制 了 Z。 此 种 P 不 一 定 存在 ,后 者 基 
于 从 NN 的 子 集 到 1 维 空间 (所 得 ) 的 一 个 映像 (v(S))= 
《Cm(56S))，…，n(2(S))), 它 满 足 ，@ 对 称 性 ， 即 
(V(x718)) 二 4(V(S))， 这 里 z 二 (zist2,…s zo) 为 {1， 
2,…s0} 的 一 个 排列 ,x-'S 为 S 关 于 变换 * 的 逆 ; @ 有 效 
性 , 即 9(v+w)=n(9)+(w); @ 如 m4v)=vN)3 这 里 


2 与 也 入 为 所 给 对 策 的 特征 函数 。 可 以 证 明 ， 只 有 一 个 
值 满足 这 三 个 性 质 ， 即 


= sv -us)], 
党 


这 里 n 是 S 中 局 中 人 的 个 数 ， 忆 表示 只 就 N 中 所 有 不 包 
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含 主 的 子 集 8 求 和 。 此 外 ,作为 解 的 还 有 核心 \. 核 , 核 仁 等 。 

由 于 与 合作 对 策 有 关 的 不 少 问题 尚未 解决 ， 在 目前 
的 对 策 论 研究 中 ,合作 对 策 居于 重要 位 置 , 研 究 合作 对 策 
的 解 的 定义 仍 是 深 受 注意 的 课题 。 

航 分 对 策 对 策 这 一 概念 有 许多 推广 ， 微 分 对 策 是 
其 中 之 一 ， 而 且 出 现 较 早 ， 发 展 也 较 成 熟 。 前 面 所 述 的 
对 策 是 局 中 人 每 走 一 步 要 作 一 次 决定 的 离散 情况 。 微 分 
对 策 是 局 中 人 在 每 一 时 刻 上 皆 要 作出 一 个 决定 的 连续 情 
况 , 例 如 , 追 逃 问题 。 追 赶 的 和 逃跑 的 每 时 每 刻 皆 要 作出 
某 种 选择 。 设 在 时 刻 t ,对 局 的 状态 变量 (例如 位 置 .方向 、 
速度 等 ) 为 zx( 世 = (zi(t) ,xs(t),…，xn(t))。 设 在 此 时 ,局 
中 人 甲 选 取 的 策略 (方向 ,速度 等 ) 为 p= (91,p:,… ,pp)， 
于 此 , 94 为 t 的 函数 ,一 般 可 设 和 pi<boak、b 是 常数 ; 
局 中 人 乙 选取 了 y= (ysyi，,…spa), 亦 满足 类 似 关系 。9 
和 上 少 称 为 控制 变量 (策略 ), 它 们 按照 微分 方程 组 

襄 -fxspiy) 人)2，0 
控制 状态 变量 的 运动 。 当 状态 变量 到 达 某 一 给 定 的 闭 集 
时 ,对 局 即 告 结束 。 作 为 对 策 的 支付 ,可 以 有 几 种 不 同 
的 形式 。 常 用 的 有 两 种 , 一 为 局 终 支付 一 为 积分 支付 。 
车 对 局 是 从 t=0 时 开始 ,t=T 时 终止 ， 此 时 状态 变量 的 
值 为 如 , y:，…， ys， 则 局 中 支付 为 一 定义 在 上 的 函数 


Gioys…sy 而 积分 支付 则 为 KCxisxss …， zn)dt 


K 为 某 一 给 定 的 函数 。 通 过 某 种 方程 (主要 方程 ) 寻求 最 
优 的 p 和 ww， 是 微分 对 策 的 基本 课题 之 一 。 

葡 史 对策 论 这 一 概念 的 引入 虽然 可 上 淹 到 20 世 
纪 20 年 代 ， 但 是 给 以 系统 的 研究 ， 是 由 了 冯 “' 诺 伊 曼 
和 0. 莫 根 施 特 恩 开始 的 。 他 们 合 著 的 《竞赛 论 与 经 济 行 
为 》 一 书 是 一 本 奠基 性 的 著作 ， 书 中 主要 考虑 经 济 方面 
的 应 用 ， 认 为 经 济 斗争 是 最 容易 数量 化 的 。 在 第 二 次 世 
界 大 战 中 及 其 稍 后 ， 对 策 论 曾 被 用 来 考虑 军事 问题 ， 希 
望 用 数学 方法 来 处 理 策略 这 一 概念 。 以后， 对策 论 被 应 
用 于 经 济 问题 以 及 一 些 社会 科学 中 的 问题 ， 例 如 心理 学 
《研究 交易 与 协商 的 作用 和 性 质 ) 、 政 治学 (各 政治 力量 之 
间 的 联合 作用 )。 近 年 来 ， 数 理 经 济 学 特别 是 关于 竞争 
平衡 性 问题 ,经 济 的 增长 问题 ,资本 的 积累 问题 ,等 等 ,在 
其 发 展 中 受到 对 策 论 的 很 大 影响 。 
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duichenhe jifen fangcheng 

对 称 核 积分 方程 (integral equation with 
symmetric kernel) 积分 方程 的 核 K(x,y) 若 与 其 
共 轩 核 K(y,x*) 相 同 , 即 K(x,y)=K(y,x),(x,yE€ [a,b]), 
则 K(x,y) 称 为 对 称 核 ,或 埃 尔 米 特 核 。 具 有 对 称 核 的 第 
二 种 旧 雷 德 宜 姆 积分 方程 


ow) —a| KC)o yy fx) GD 


称 为 对 称 核 积分 方程 ,或 简称 对 称 方程 。 

对 称 核 的 一 切 特征 值 都 是 实 的 。 不 同 的 特征 值 所 对 
应 的 特征 函数 是 正 交 的 。 对 称 核 的 特征 值 是 可 列 的 。 对 
应 于 每 个 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 函数 是 有 限 的 ,因此 ， 
可 就 对 应 于 同一 个 特征 值 的 最 大 个 数 的 线性 无 关 特 征 函 
数 进行 正 交 标准 化 ,从 而 ,线性 无 关 的 特征 函数 的 全 体 构 
成 一 个 正 交 标准 的 特征 函数 序列 。 

为 了 方便 ， 通 常规 定 一 个 特征 值 仅 对 应 于 一 个 特征 
函数 (着 某 一 特征 值 对 应 于 n 个 线性 无 关 的 特征 函数 , 则 


视 该 特征 值 有 n 个 )。 于 是 可 按 特 征 值 的 绝对 值 大 小 排 
列 ， 

NI%l ss Inls, 
与 之 相应 的 正 交 标准 的 特征 函数 序列 为 

Pi(X) 5Pa( 交 ) sm( 开 ) (2) 


对 称 核 K(x, y) 的 特征 函数 序列 (2) 也 是 K(x, y) 的 任意 
m 次 有 核 Kn(x,y) 的 特征 函数 序列 。Km(x, y) 的 一 切 特 
征 值 所 成 之 集 与 K(x，y) 的 一 切 特征 值 的 mn 次 乘 军 组 成 
之 集 相同 。 

D. 大 尔 伯 特 和 下. 施 密 特 证 明了 关于 对 称 方程 的 一 
个 基本 定理 , 即 每 个 非 罕 的 对 称 核 至 少 有 一 个 特征 值 . 设 
Ko= | rpypGy)d, 记 (op)= oer) dx, 对 


称 核 最 小 特征 值 ,的 绝对 值 的 倒数 等 于 (Kp, 8) 的 绝对 
值 |(Kep, 9)| 在 条 件 (?,?)=1 下 的 极 大 值 , 且 当 特征 函数 
p(X) 与 最 小 特征 值 和 对 应 时 ,有 1/| 和 | =|(Kpi,91)| = 
x 1(Kp,p)|。 类 似 地 ， 有 1/1%1=|1(Kp,, 90)1= 
cmax 1(Kp,9)|, 其 中 还 同时 满足 (p,pm)==0， m=1, 


2,…si 一 1。 应 用 这 个 定理 可 以 求 特征 值 的 近似 值 ， 如 常 
用 的 里 斯 方法 即 以 此 为 根据 。 

设 入 ,和 4,… 是 对 称 核 K(x,y) 的 一 切 特征 值 , Pi(x)， 
9a(*)，… 是 相应 的 正 交 标 准 的 特征 函数 序列 ，h(x) 是 


[asb] 上 平方 绝对 可 积 的 函数 ， 而 且 积 分 [|K*(x,y) |dy 


关于 xz 均匀 有 界 ， 则 函数 Kx)=Kh= | Kx， WD RD 是 


可 按 正 交 标准 的 特征 函数 序列 {p(z)} 展 成 为 绝对 一 致 
收敛 的 级 数 ， 


。 
f(x)= 之 fkz)= Px), 


式 中 f=(f,94);h= (h,94)。 这 就 是 著名 的 希 尔 伯 特 - 施 
密 特 展开 定理 。 


祖 据 这 个 定理 ， 可 得 到 关于 对 称 核 及 其 羡 术 的 展开 
式 ， K(x, y)= 加 <9K4) ， 同 时 关于 两 个 变量 是 收 
SD, 当 
石 本 


钱 和 均值 收 钱 的 。 
时 ， 它 同时 关于 两 个 变量 x、y 是 绝对 一 致 收敛 的 ， 而 当 
m=2 时 , 任 固定 一 个 变量 则 对 另 一 个 变量 是 绝对 一 致 收 
敛 的 。 

若 对 称 核 K(x,y) 是 连续 的 , 则 有 更 好 的 结果 ， 即 梅 
一 尔 定理 ; 设 K(x,y) 只 有 有 限 个 正 的 或 负 的 特征 值 , 则 


K(x, y)= 加 O 则 时 关于 两 个 变量 x、 3 是 绝 
对 一 致 收 仇 的 。 
令 7 一 | 人 k(x)FCE7p(y) dx 由 。 由 希 尔 伯 特 - 施 


密 特 展开 定理 可 知 ，7~ 访 |p|*/X4。 着 对 任意 的 平方 绝 
对 可 积 的 函数 p(X), 恒 有 J 之 0, 则 称 KCx,y) 是 正 核 ， 若 
J> 0, 则 称 K(x,y) 是 正定 核 。 否 则 使 7<0(J<0) 的 核 称 
为 负 核 ( 负 定 核 )。 可 以 证 明 ， 对 称 核 为 正 ( 负 ) 核 的 充分 
必要 条 件 是 它 的 一 切 特征 值 都 是 正 ( 负 ) 的 。 对 称 正 ( 负 ) 
核 为 正定 ( 负 定 ) 核 的 充分 必要 条 件 是 核 的 特征 函数 序列 
是 完备 的 。 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 展开 定理 还 可 用 来 解 非 齐 次 对 称 
方程 .着 ^ 不 是 核 K(x,y) 的 特征 值 ; 则 非 齐 次 方程 (1) 有 


唯一 解 (x), 且 可 表 为 wm)=JaDO+? 轧 过 wd)， 


其 中 级 数 是 绝对 一 致 收敛 的 。 若 入 是 核 K(x，y) 的 某 个 
特征 值 , 即 和 和。， 它 的 秩 为 9, 则 非 齐 次 方程 (1) 当 且 仅 


当 加 | feetz)dz= 0, m=p+1p+2, 了 9) 
满足 时 才 可 解 , 且 其 解 (xX) 可 表 为 


Kn(x, Y)= m>=3 


90 -f+ 和 Do) 


4D Re +t epeen(s) + eee tspsrel), 
( 苦 硕 民 ) 
duljlao youshi juzhen 
对 角 优 势 矩阵 (diagonally dominant matrix) 
一 个 nxn 阶 矩阵 A=(aw), 如 果 其 每 一 行 的 非 对 角 元 的 
模 之 和 都 小 于 这 一 行 的 对 角 元 的 模 , 即 


Rlsl<lol Cl,2,00sn), 
就 称 4 是 严格 对 角 优势 或 强 对 角 优势 的 ! 若 4 仅 满足 
为 lasl<lcol (i=1,2,…,n), 


但 至 少 有 一 个 下 标 i=i 使 
DS lal < awl 
E22 
成 立 ,就 称 A 是 弱 对 角 优势 的 ,这 类 和 矩阵 有 着 广泛 的 实际 
背景 ， 如 很 多 微分 方程 边 值 问题 的 离散 化 方程 的 系数 矩 
阵 往往 具有 上 面 的 性 质 ， 因 此 对 这 类 和 矩阵 的 研究 是 十 分 
141 


dui 


重要 的 。 这 类 矩阵 还 有 一 些 重要 性 质 , 例 如 , 若 矩 阵 4 是 
严格 对 角 优 势 或 不 可 约 弱 对 角 优 势 的 , 则 是 非 奇 异 的 ; 
若 4 还 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 且 对 角 元 皆 为 正 数 , 则 4 是 正定 
的 。 又 如 用 直接 法 或 寺 代 法 解 系数 矩阵 为 对 角 优势 矩阵 
的 线性 代数 方程 组 时 , 可 以 保证 算法 的 稳定 性 或 收 仇 性 。 
参考 书目 

R. 5. 瓦 格 著 , 将 尔 雄 等 译 :< 和 矩 阵 迁 代 分 析 ，, 上 海 科学 技术 出 
版 社 , 上海, 1966。(R. S. Varga, Matrix lterative Anolysis, 
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1962.) 

D. M. Young, Iterative Solution of Large Lineor Sys- 
tems, Academic Press, New York, 1971. 

《〈 匡 蛟 动 ) 

duikong monl 
对 抗 模拟 (war gaming simulation) 研究 
作战 和 对 抗 过 程 的 仿真 实验 ， 即 对 于 一 个 在 特定 冲突 态 
势 下 的 对 抗 过 程 ,根据 预定 的 规则 ,步骤 和 数据 加 以 模仿 
复 现 ,以 取得 统计 结果 ,为 决策 者 选择 合理 方案 提供 实用 
的 建议 。 它 起 源 于 18 世纪 未 普鲁士 军队 中 的 兵 棋 游戏 ， 
后 来 经 过 改进 和 完善 , 发 展 成 为 沙盘 演习 。19 世纪 下 半 
叶 ， 世 界 各 国 军队 普遍 采用 它 作 为 军官 战术 训练 和 研究 
作战 方法 的 重要 手段 .模拟 作战 指挥 的 一 般 方法 如 下 : 扮 
演 红 , 蓝 两 方 的 指挥 员 及 参谋 人 员 在 标志 有 地 形 . 地 貌 和 
适当 比例 尺 的 沙盘 或 地 ( 海 ) 图 上 ， 根 据 事先 给 定 的 任务 
和 情况 ,设想 以 及 导演 仲裁 人 员 的 指导 ,利用 各 种 代表 兵 
力 、 兵 器 或 军舰 、 飞 机 并 涂 有 颜色 的 小 模型 来 部 置 兵力 、 
分 析 战 况 , 制 定 决心 计划 , 且 以 适当 的 通知 方式 请 示 报告 
和 下 达 命 令 、 指 示 等 。 导 演 仲裁 人 员 通 常 同时 扮演 双方 
上 级 领导 及 下 级 部 队 , 且 负 责 整 个 模拟 过 程 的 时 间 控 制 、 
推演 指导 、 评 定 每 次 作战 行动 中 双方 胜 败 和 伤亡 结局 以 
及 情况 通报 等 。 在 传统 的 作战 模拟 中 ,一 切 推理 判断 、 数 
学 计算 ,图 像 显示 都 是 手工 或 机 械 辅 助 的 ,20 世纪 50 年 
代 以 来 , 则 逐步 由 电子 计算 机 辅助 所 代 蔡 。 

1951 一 1959 年 美国 约 输 霍 普 金 大 学 的 R，E. 齐 默 
尔 曼 等 人 首次 研究 成 功 了 "CARMONETTE-I” 模 型 .这 
是 描述 营 级 坦克 战 的 计算 机 化 对 抗 模拟 。 以 后 ， 经 过 不 
断 的 扩充 、 修 改 ， 先后 建立 了 2 一 6 版 模型 。 这 门 技术 在 
一 些 国家 中 已 经 发 展 成 相当 规模 ,如 美国 就 有 战略 的 , 陆 
海 空军 的 ,联合 军 兵 种 的 .后 惑 的 以 及 电子 战 等 方面 的 模 
型 ,在 70 年 代 后 期 至 少 有 一 百 几 十 种 之 多 。 

对 抗 模拟 主要 用 于 发 现 武器 系统 的 缺陷 ， 评 价 作战 
方案 ,检验 某 些 新 概念 在 不 同 的 紧急 情况 下 的 可 能 效果 、 
参量 的 灵敏 度 分 析 ， 为 更 高 一 级 的 或 解析 的 模型 提供 数 
据 , 训 练 指挥 人 员 、 实 兵 演习 的 预演 等 。 按 其 目的 可 分 为 
教育 训练 的 和 分 析 研 究 的 ， 按 其 规模 可 分 为 战略 的 、 战 
役 的 和 战术 的 ， 按 模拟 中 人 机 结合 程度 可 分 为 有 人 干预 
的 和 无 人 干预 的 ; 按 结局 判定 方法 可 分 为 严格 的 ( 即 由 数 
学 方法 计算 的 ) 和 经 验 的 ; 按 所 模拟 的 行动 性 质 可 分 为 确 
定型 的 和 随机 型 的 。 

无 人 干预 的 战术 模拟 通常 可 表述 如 下 。， 假 设 甲 、 乙 
两 方 分 别 拥有 兵力 (兵器 ) 类 集 i€ {1, 2,…, 人} 和 jE {1， 
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2,…,J}。 每 一 兵力 在 任 一 时 刻 的 状态 ,由 生存 状态 、 空 
间 状 态 和 行动 状态 组 成 ， 其 中 首要 的 是 生存 性 ， 令 甲 方 
第 i 类 兵力 和 乙方 第 j 类 兵力 的 现存 数 分 别 为 非 负 整数 
U,(t) 和 Vs(t)。 其 次 是 由 双方 互相 跟踪 开始 或 停止 射击 、 
搜索 和 规避 等 组 成 的 行动 状态 , 甲 方 记 为 As(t), 乙方 记 
为 B(t)。 每 一 现存 兵力 还 伴随 有 一 定 的 空间 状态 ,由 位 
置 坐标 航速、 航向 等 组 成 ， 甲 方 记 为 Ws(t)， 乙 方 记 为 
Zs(t)。 上 述 各 种 状态 在 t= 0 时 初始 值 都 是 给 定 的 。 模 拟 
从 初始 状态 出 发 , 在 包括 诸如 运动 、 观察 、 火 力 运用 等 三 
种 决策 规则 集 {Ru,Rs,Rz} 的 控制 下 按时 间 向 前 推演 。 由 
于 每 一 方 的 决策 随时 影响 着 另 一 方 的 决策 ， 所 以 一 般 采 
用 固定 时 间 步 长 At 的 推 帝 。 每 种 决策 控制 一 组 几何 的 、 
代数 的 ,概率 的 .方程 的 或 逻辑 的 解 算 ， 使 每 一 方 的 现在 
状态 转移 为 新 的 状态 。 运 动 规则 Rw( 包 括 引导 占 位 、 还 
回 规 避 的 运动 方程 、 运 动 误差 等 的 计算 ) 对 空间 状态 W。 
或 24 起 作用 ， 观察 规 则 Rs( 包 括 观察 方式 、 发 现 目标 判 
定 、 空 间 状态 测量 等 计算 ) 对 行动 状态 4, 或 B 起 作用 ， 
火力 规则 Rp( 包 括 目 标 威胁 估计 、 武 器 分 配 、 射 击 效果 
判定 等 计算 ) 对 生存 状态 U 或 Vy 以 及 其 他 有 关 状 态 起 
作用 。 模 拟 过 程 可 归结 为 如 下 的 递 推 公式 ， 

Ut+At)=U,(t)—aAt, Vy(t+At)=Vy(t)— BAt, 

Wit+ At)=W(t)+AAt, Z(t+At)=2(t)+ uAt, 
这 里 a、B 及 X、4 分别 表 示 甲 , 乙 两 方 在 时 刻 t 的 对 抗 状 
态 , 因 受 决策 规则 集 {Ry,Rs, Ry} 的 作用 而 引起 的 单位 时 
闻 内 消灭 数 和 空间 状态 增 量 。 每 次 模拟 到 时 刻 T, 如 果 下 
列 终 止 条 件 之 一 成 立 , 即 

@ 某 种 现存 兵力 少 于 规定 限额 , 即 有 某 个 bUT)< 
376 或 者 有 某 个 入 VAKT)<5%， 其 中 yo 六 是 给 定 的 非 负 
整数 ， 

@@ 甲 方 或 乙方 的 所 有 现存 兵力 的 空间 状态 进入 了 
规定 的 终止 对 抗 区 域 W? 或 加 , 即 对 于 所 有 满足 Us(T) 尖 
0 的 i WA(T)EW?， 或 对 于 所 有 满足 VA(T)0 的 j， 
ZT) EZ 

@ 模拟 时 间 了 超过 规定 值 了 *, 即 了 >T%, 则 模拟 推 
演 结束 ， 且 转 入 数据 处 理 ， 否 则 将 模拟 时 刻 增加 一 时 
间 步 长 AT 到 新 的 模拟 时 刻 了 再 返回 上 列 递 推 式 算出 新 
状态 ， 依 此 推演 直到 一 终止 条 件 成 立 为 止 。 由 于 双方 的 
武器 射击 、 发 现 目标 的 结果 以 及 空间 状态 误差 等 因素 是 
随机 的 ,因此 ,各 种 状态 Us、Vs、Ws、2y 和 模拟 时 刻 了 等 皆 
属 随机 变量 ， 模 拟 过 程 属 随机 过 程 。 根 据 数理 统计 方法 
和 规定 的 置信 度 要 求 ， 可 合理 地 确定 模拟 的 总 次 数 。 由 
于 模拟 中 使 用 的 许多 常数 往往 是 假定 的 ， 故 模拟 所 得 结 
果 的 解 是 近似 预测 性 的 。 

参考 书目 

R. 工 . Ackoff, ed., Progress in Operations Research,John 
Wiley & Sons, New York, 1961. 

P. W. Zehia. at al., Selected Methods and Moclels in 
Military Operations Research, U. S. Naval Poslgraduale 
School, Monterey, California, 1972. 
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dul'ou yuonll 

对 偶 原 理 。 (principle of duality) 。 见 射影 几 
何 学 。 

duobianxing 

多 边 形 (polygon) 有 限 个 点 AiwAs,As…、A。-1、 


4 和 线段 A1A,、As,As、…、A-1A4 的 总 体 ， 叫 做 折线 。 
Ai 和 An 叫做 这 折线 的 端 ， 点 4,、As、…、An-4 叫做 折 
线 的 顶点 A44，、A,4，、…、An-44s 叫做 折线 的 段 节 。 如 
果 折 线 的 端点 和 各 顶点 不 在 同一 平面 内 ， 则 叫做 空间 折 
线 ， 如果 各 顶点 和 两 端点 都 在 同一 平面 内 ， 就 叫 平面 折 
线 。 两 端点 重合 的 折线 , 叫做 多 边 形 。 由 空间 折线 构成 的 
多 边 形 叫做 空间 多 边 形 ， 由 平面 折线 构成 的 多 边 形 叫做 
平面 多 边 形 。 如 果 折线 Ai4:4,…4n-:4v 的 两 端点 4 和 
4 重合 ,就 成 多 边 形 A1A;As…An-1An;A1A,、A,A,、… 
An-iAn 叫做 多 边 形 的 边 ; Cn4,4:、 人 Ai:4:4、… 叫 做 
多 边 形 的 角 ;A1、A、A，、…、An-1、An 叫做 这 个 多 边 形 的 
顶点 。 平 面 多 边 形 按 边 数 分 类 , 可 分 为 三 边 ( 角 ) 形 .四边 
形 ,五 边 形 ,六 边 形 等 等 。 

如 果 多 边 形 任意 两 边 都 没有 公共 的 内 点 ， 任 一 边 内 
都 不 含有 顶点 ,并 且 每 个 顶点 仅仅 是 两 边 的 端点 ,这 样 的 
多 边 形 叫做 简单 多 边 形 。 如 果 就 平面 简单 多 边 形 的 每 边 
所 在 直线 而 言 , 其 余 所 有 的 边 都 在 这 直线 的 同 侧 , 这 样 的 
多 边 形 叫做 凸 多 边 形 。 

每 个 平面 简单 多 边 形 都 把 平面 分 成 两 个 区 域 ， 其 中 
有 上 且 仅 有 一 个 域 完 全 包含 着 某 一 直线 。 这 个 区 域 的 点 叫 
做 多 边 形 的 外 点 ， 另 一 区 域 的 点 叫做 多 边 形 的 内 点 (这 
就 是 若 尔 当 定理 )。 

如 果 两 凸 多 边 形 的 角 对 应 地 相等 ,对 应 边 也 相等 ,这 
两 个 多 边 形 就 叫做 全 等 多 边 形 。 凸 多 边 形 中 ， 如 果 各 边 
相等 且 各 角 也 相等 ,这 样 的 多 边 形 叫做 正 多 边 形 。 

正 多 边 形 的 作 图 ， 就 是 等 分 圆周 的 问题 。 仅 用 尺 规 
把 贺 周 nn 等 分 , 当 且 仅 当 n 是 如 下 形状 的 整数 时 才 可 能 : 

@ n=2m( 如 正四 、 八 ,十 六 , 三 十 二 、 六 十 四 边 形 ) 
(mEZ*,m>2); 

@ n=p=2”*+1， 且 p 是 素数 (如 正三 ,五 、 十 七 边 
形 )(t€ 2Z+,t=0); 

图 "= 2"pip:…Bpi( 如 正六 ,十 二 ,二 十 四 边 形 ),P, 是 
2?+1 型 的 素数 且 各 不 相同 (mE€2*,tEz* 和 t=0)。 

在 边 数 不 超过 100 的 正 多 边 形 中 ， 仅 用 尺 规 即 可 作 


出 的 只 有 24 个 。 ( 胡 杷 ) 
duobufa 

多 步 法 (multi-step method) 见 常 微分 方程 
初 值 问题 数值 解法 。 


duochong xioanxing dalshu 
多 重 线性 代数 (multilinear algebra) ”线性 
代数 的 一 个 分 支 。 它 以 建立 在 若干 个 线性 空间 的 笛 卡 儿 


积 上 的 各 种 多 重 线性 的 代数 结构 ， 例 如 张 量 代数 、 外 代 
数 、 克 利 福 德 代数 等 为 研究 对 象 .多 重 线性 代数 在 量子 力 
学 、 群 表示 论 、 几 何 学 、 信 微分 方程 等 学 科 中 已 有 重要 
的 应 用 。 

设 Vi,V,,…sVs 与 上 都 是 域 F 上 的 线性 空间 ,zx 在 
Vs 中 ,j=1,2,…,7。 由 全 体 有 序 ? 元 组 (x1,x,,…,xr) 组 
成 的 集合 ， 称 为 Vi,V，,…，Vs 的 笛 卡 儿 积 ， 记 作 Vix 
Vax XVre 

车 p: VixVax…xVrD 关于 每 一 个 变 元 都 是 线 
性 的 , 即 对 于 j=1,2,…,7 都 有 
Px ra grs + byss ees Xe) 

=00p (Xa gr) + bp (Kya Yee) 
式 中 EVisk=1,2,…,73yEVys 0y、byEF, 则 p 称 为 
从 VixVasx…xyVr 到 工 的 7 重 线性 映射 。r= 2 时 ,9 称 
为 双 线 性 映射 ;r 宇 3 时 ,9 统称 为 多 重 线性 映射 当 L= 下 
时 , 则 9 称 为 ” 重 线性 函数 。 

线性 空间 的 张 量 积 ” 若 Vi\V: 都 是 域 F 上 的 线性 空 
间 ， 对 V, 中 的 每 一 个 基 元 素 e 与 V; 中 的 每 一 个 基 元 
素 毛 定义 一 个 积 , 记 为 &@j,，, 要 求 这 个 积 是 双 线性 的 ， 
即 对 es 与 fy 都 是 线性 的 。 这 些 积 线性 生成 F 上 的 一 个 
线性 空间 ， 称 为 Vi 与 Vz 的 张 量 积 ， 记 为 ViG@V:。 也 
可 以 按 如 下 的 办 法 用 商 空间 的 语言 来 具体 地 描述 它 。 
令 V=VixVi, 了 为 V 生 成 的 自由 向 量 空间 ， 即 = 
{2a(qy,Bs)|asEVisByEVs,0yEF}。 在 这 里 ,V 中 的 元 
素 都 是 V 的 基 元 素 ,因此 V 与 的 运算 不 同 。N 由 ?中 形 
如 (Qix + by Xa)— GTi Ka) — bY Xs) 与 (Ky, GXs+ 
by) 一 x(xX1,X2) 一 bi(X,,y2) 的 元 素 全 体 线性 生成 , 式 中 
加 刀 在 Vs 中 ,a、 Gs、 bvb, 在 FF 中, 则 N 是 VY 的 子 空间 。 
作 商 空间 V/N= {x+N| vxEV}。 由 zx=x+NN 定 义 的 映 
射 <x, >V/N, 是 一 个 线性 同 态 , 称 之 为 7 到 /N 的 标 
准 (自然 ) 同 态 。V/N 称 为 V, 与 V; 的 张 量 积 , 记 为 V1@ 
Ve 而 将 (ziyza) 记 为 x1@xs, 读 作 “x1 与 za 的 张 量 积 "。 
X41@x; 生 成 V1@V;, 其 运算 加 满足 如 下 关系 ，*y,yy 均 在 
妈 中 ,j=1,2;4 在 FP 中 ,xX@(x2+y)=X1@X 二 XY 
(+) DE Bx A) OXs= 0® (axs) 
二 Q(x1@X)。 因此 ,由 9(X1,X,)=X1@Xi 定义 的 :ViX 
Vi>V1@V; 是 双 线 性 映 
射 。 注 意 x 与 9 的 定义 域 
是 不 同 的 。 可 以 证 明 ，9 
与 w@V: 一 起 具有 如 下 上 
的 泛 性 质 ， 若 工 为 域 F 上 
任 一 线性 空间 ，o:Vix 
VL 为 双 线 性 映射 , 则 有 唯一 的 线性 映射 h: VI,@V;> 
工 使 hp=o, 即 有 右 侧 可 换 图 。 

也 可 用 泛 性 质 来 定义 张 量 积 。 所 谓 域 了 上 两 个 线性 
空间 Vi 与 V; 的 张 量 积 ， 是 指 域 了 上 的 线性 空间 了 及 确 
定 的 双 线性 映射 p:(VixV,->T) 具 有 如 下 的 性 质 ;车 对 于 
王 上 的 任意 线性 空间 工 与 任 一 个 双 线性 映射 0:(ViXV。 
-> 工 ) 都 有 唯一 的 线性 映射 h: T-> 使 hp=o。 因为 线 

143 


Vix Vs 


L 


V'@V: 


duo 


多 


性 空间 Vi 与 V: 的 张 量 积 是 由 一 个 线性 空间 T 和 一 个 确 
定 的 双 线 性 映射 组 成 的 ,所 以 有 时 将 张 量 积 记 为 (T,9) 
对 或 T。 上 述 的 (Y/N，x) 构 作法 说 明了 (T，9) 的 存在 
性 。 可 以 证 明 ， 在 同 构 意义 下 ， 上 述 定义 的 张 量 积 是 由 
Vi 和 VV 唯一 确定 的 。 仍 以 x,@x; 记 w(zobza)，VIGQV: 
记 T, 一 切 形 如 x,@x, 的 元 素 线性 生成 VBV,，x1@x， 
=0 的 充分 必要 条 件 是 zi\xz 中 至 少 有 一 个 为 0。 当 V, 与 
V: 均 为 有 限 维 时 , 可 以 证 明 ，@ dim(V:GQV:)=dimV'… 
dim Va 若 {el 与信 } 分 别 为 Vi 与 V: 的 基底 ， 则 {fe@J 
就 是 V1@V; 的 基底 ,@ 若 VV: 与 V; 也 是 F 上 的 线性 空间 ， 
人 :VsYVy,j=1,2, 均 是 线性 映射 , 由 p(x.@x:)= 人 x@ 
所 zs 定义 的 线性 映射 p:V1@V;>V;@V, 记 为 人 @fs, 则 
(1@f1) (x1@x2) 一 Jix1@fx1。@ 若 Vs 也 是 F 上 的 线性 
空间 , 信 :VIy 了 Vs 也 是 线性 映射 ，j=1，2, 则 有 合成 律 
(fi@f) Bf) =ff ff 有 In,@1r, 是 ViGV: 上 的 
恒 等 映 射 riery。@@ 关 于 九 @h 的 像 与 核 有 性 质 , 
Im(hQ@hf)=ImhOImhP， 
Ker(h@j)= KerfhG@V:+VIG@Kerh。 

城 了 上 个 线性 空间 ViyVz*…Vv 的 张 量 积 也 可 用 
泛 性 质 定义 如 下 : 若 V 为 了 上 的 线性 空间 "p:VixVax… 
xVvr>V 是 ? 重 线性 映射 ， 对 于 下 上 的 任 一 线性 空间 V” 
与 任 一 个 7 重 线性 映射 :VixVax…XxVrV'， 都 有 唯 
一 的 线性 映射 h:V->V' 使 hp=o, 则 (V，, p) 或 V 称 为 V，， 
Vas"…Vo 的 张 量 积 , 记 为 VI@V:@…@V,。9(X1X…， 
Xr) 记 为 %@X1@…@x,。 类 似 于 r=2 的 情形 ， 可 以 
证 明 它 的 存在 性 和 在 同 构 意义 下 的 唯一 性 ， 以 及 在 同 构 
意义 下 张 量 积 运算 具有 结合 性 。 当 Vy,j=1,，2， 
均 为 有 限 维 时 ， 则 dim (V,@V;@®@…@V,)=dimV, 
dim Vase. dim V，。 

张 量 代数 ” 设 了 是 域 P 上 的 线性 空间 ，@V 表 ? 个 
V 的 张 量 积 , 称 为 V 的 7 次 张 量 署 。 若 {ei,e;,…，en} 是 
VV 的 基底 ， 则 @'V 的 基底 为 {en,@@,@… Be,|1<j< 
nl=1,2,…,7} ,有 ww 个 元 素 。@"V 的 元 素 了 总 可 表 为 
T= 及 3 贡 XO…@64， 并 称 为 7? 阶 张 量 。 式 中 的 

ier 
和 个 纯 量 x EF, 称 为 张 量 了 关于 V 的 基底 {ei,e2…， 
eo) 的 分 量 。 _ 

约定 @'V=V,@'V=F， 于 是 BV= 里 @Y 是 FE 上 
的 线性 空间 ， 每 一 个 @rV 都 是 它 的 子 空间 , 这 里 田 表 直 
和 。 将 @V 中 生成 元 的 乘法 定义 为 

lzr(0Q@mQ…Q@z)=(nQ@rQ@…Qxr)lr 
=x8… Ox,, 
(OXO DT ) NOYO… OY,) 
=X18…OBx, BNO… OY 

式 中 国 \WEV, 经 线性 开拓 即 得 @V 中 完全 确定 的 乘法 ， 
使 之 成 为 F 上 的 一 个 有 单位 元 的 结合 代数 ， 即 所 谓 V 上 
的 张 量 代数 。 它 具有 如 下 的 泛 性 质 ， 若 +:V>@V 是 标 
准 单 射 (做 入 ),4A 是 上 任 一 个 有 单位 元 的 结合 代数 ,0: 
V4 是 线性 映射 , 则 有 唯一 的 代数 同 态 9: @V>A 使 
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pr 一 "这 个 泛 性 质 也 可 用 来 定义 @V。 此 时 , 它 的 存在 性 
已 由 它 的 具体 构造 法 证 明 ， 而 它 在 同 构 意义 下 的 唯一 性 
的 证 明 与 张 量 积 的 唯一 性 证 明 相仿 。 这 个 泛 性 质 部 含 如 
下 性 质 * 若 V' 也 是 P 上 的 线性 空间 ， 则 每 一 个 线性 映射 
了 3:V->V' 都 叭 一 地 诱导 一 个 代数 同 态 TCf1):@V>@V" 
使 T(f)(1er)=1ler'， 且 T(1r)=1er, 式 中 1 表 便 等 映 
射 。 对 于 了 上 的 三 个 线性 空间 V、V’V”, 则 由 线性 映射 
Ti:V-VY' 与 所 : YY" 的 合成 ff, 诱导 的 代数 同 态 
Tf =TODT(f)， 即 V>@V， 与 了 >TCf) 确 定 了 一 
个 从 PF 上 的 线性 空间 范畴 到 了 上 有 单位 元 的 结合 代数 苍 
贱 的 一 个 共 变 函 子 。( 见 范 哇 ) 

荐 V* 为 V 的 对 偶 空间 , 则 7 个 V* 与 s 个 了 的 张 量 
积 , 记 为 @ fV, 其 元 素 称 为 阶 共 变 、s 阶 反 变 的 +s 阶 
混合 张 量 , 当 s= 0 时 ,@ Y 即 为 @rV*， 其 元 业 称 为 阶 
共 变 张 量 ; 当 r= 0 时 ,@ fy 即 为 @?V， 其 元 素 称 为 阶 反 
变 张 量 ;BV 即 V*y@tV 即 Vi@gV 即 F。 若 {euvezw…， 
人 为 了 的 基底 ，{et，e，…， 电 为 V“ 与 相应 的 对 偶 基 
即 eeb)= 5u 式 中 au 为 克 罗 内 克 符号 ， 则 有 wr” 个 元 
素 ef = 的 @…GerGenB@…Gery1<koj<n 形 
成 @YV 的 基底 .@TV 的 每 一 个 元 素 都 可 唯一 地 表 为 了 = 
eer el 的 形式 ,其 中 的 mr** 个 纯 量 x 名 
F， 称 为 (混合 ) 张 量 了 对 于 V 的 基底 {eis 61，…, en) 的 
分 量 。 仿 @V 的 构 作 可 得 混合 张 量 代数 @(V*，V)= 
写 .,@YV。 它 也 是 了 上 的 线性 空间 , 因此 , 张 量 的 加 法 与 
纯 量 匠 法 者 可 归 为 对 分 量 的 运算 ， 还 可 推出 张 量 乘法 的 
分 量 公式 。 

如 果 V 是 上 的 具有 内 积 (，) 的 内 积 空间 ， 那 么 定 
义 @"V 的 内 积 为 

Ou8 x, nONO BY) =H dy), 
式 中 为. 妇 均 在 V 中 ,j=1, 2,…,7，@"V 就 成 为 了 上 的 
内 积 空间 。 若 {e1,e1,…,en) 为 V 的 法 正 交 基 即 (es, el) = 
(ee) =0(izj) 时 , {1@1@…@6,} 也 是 @'V 的 法 
正 交 基 。 还 可 将 这 个 内 积 开拓 到 作为 线性 空间 的 @V 上 ， 
即 车 T=27,,S=2S,, 式 中 TiS, 均 在 @rV 中 , 则 了 与 
8 的 内 积 定义 为 (T, S)= 3(T.,S.)。 此 时 可 以 证 明 ， 藻 
G- 加 ege, 则 G 与 V 的 法 正 交 基 的 选取 无 关 。G 称 为 
V 的 反 变 度量 张 量 。 对 V* 的 对 偶 基 {e',e?，…,e"} 可 类 似 
地 定义 共 变 度量 张 量 G*。 此 时 可 证 ， 只 要 的 基底 {} 
与 V* 的 基底 (人 #) 为 对 偶 基 (未 必 是 法 正 交 基 )， 那么 G 与 
G* 总 可 表 为 G=(f ,jy@fr,G*= (ff) 

由 张 量 代数 可 派生 出 两 个 重要 的 代数 即 外 代数 与 对 
称 张 量 代数 。 它 们 是 两 个 平行 的 分 支 

外 代数 “ 亦 称 格拉 斯 曼 代 数 或 反对 称 张 量 代数 。 设 
VV 为 域 语 上 的 线性 空间 ，F 的 特征 为 0,N,(V) 表 示 @"V 
中 由 形 如 zz.@x:@…@x, 的 元 素 全 体 (其 中 存在 当 评 
上 时 为 一 所 的 情形 ) 生 成 的 子 空间 (r 字 2),9 为 V X… XV 
到 上 的 线性 空间 V' 的 > 重 线性 映射 , 为 任 一 > 元 置 


换 ， 由 og(xzlxzay yxr) 一 9(Xo-itDyzo-itoy so-itr)》 
定义 op 式 中 o ES.. 由 sup 下 ,如 Sp 定义 的 so 称 为 
交代 化 子 , 式 中 的 so, 当 0 为 偶 置换 时 为 1; 否 则 ,为 一 1。 
易 知 N,(V)=Ker x4。 商 空间 @"V/N,(V) 称 为 V 的 r 次 
外 乘 吞 , 记 为 人 'V， 它 的 元 素 x,@x,@…@x,+ NV)， 
则 以 人 zs 八 … 人 x 记 之 。 仿 照 由 张 量 署 作 直 和 构造 
出 张 量 代数 的 方法 ,取信 V= 命 人 'V, 其 中 约定 人 V=F， 
八 V=V， 于 是 AY 也 是 了 上 的 线性 空间 。 在 人 AV 中 定 
义 生成 元 的 乘法 为 1r(ziAAxaA…AAzr) = (zzs 信 … 
Az)ly= x AN … Nx RNAN Ax)» 
Kru/ANxer AX) = AXA Nx Nx /Nx 
八 …A 作 xr, 经 过 线性 开拓 即 得 人 AV 中 的 乘法 ， 并 使 AV 
成 为 一 个 有 单位 元 的 结合 代数 , 称 之 为 V 上 的 外 代数 。 它 
不 是 可 交换 代数 ， 它 的 乘法 满足 如 下 的 规则 ， x 人 y= 
《一 DmyAzx, 式 中 x 在 ArV 中 书 在 Asy 中 。 因 此 ,对 于 
V 中 的 * 有 x 人 x=0, 但 x 不 在 V 中 时 ,x 八 x 未 必 为 0。 

当 {e@1,e@1,…5en) 为 V 的 基底 时 ， 易 证 {es 人 es, 信 … 
Aewl1<i<h<…<ii<n) 是 人 'V 的 基底 ,因此 r<n 时 
dimA'V= (2 ) 而 r>n 时 dim 和 'V=0。 于 是 dim 人 AV= 
中 ? )- 2， 式 中 (? ) 表 从 n 个 元 素 中 取 r 个 元 素 的 
组 合 数 。 洛 V 是 具有 内 积 《，) 的 内 积 空间 , 则 可 由 
(WANA :Ax AY 人 信 … 人 Yr)= det((z， 因 )) 作 线 
性 开拓 来 定义 AV 中 的 内 积 , 式 中 必 与 yy 均 在 V 中 ,使 
作 V 成 为 P 上 的 内 积 空间 。 

也 可 用 泛 性 质 来 定义 外 代数 。 设 已 是 域 了 上 的 一 个 
有 单位 元 的 结合 代数 , F 的 特征 为 0,V 是 了 上 的 线性 空 
间 ,r:V->B 是 任 一 线性 映射 , 且 满 足 条 件 ，GD(rz)z= 0， 
其 中 xEVi @ 若 A 是 PF 上 任 一 有 单位 元 的 结合 代数 ,0: 
V >A 是 任 一 线性 映射 , 且 使 (ox)*=0, 其 中 xEV， 则 必 
有 唯一 的 代数 同 态 p:E>A 使 pr=0。 此 时 (E,t) 对 或 E 
就 称 为 V 上 的 外 代数 ， 记 为 B= 人 V。 可 以 证 明 其 存在 性 
及 其 在 同 构 意义 下 的 唯一 性 ,证 法 与 张 量 代数 类 似 。E 中 
的 元 素 又 称 为 V 上 的 反对 称 张 量 。 外 代数 可 以 概括 行列 
式 理论 。 外 代数 的 推广 就 是 克 里 福 特 代数 , 它 也 是 一 种 有 
重要 应 用 的 代数 ,用 它 可 将 复数 、 四 元 数 代数 概括 在 内 。 

车 V* 是 V 的 对 侦 空 间 ， 则 与 构成 混合 张 量 代数 类 
似 ,可 将 AV*@AYV 记 为 人 CV*,V)， 由 (x2*@x)(y*@Y) 
一 (Xx*Ay*)@(xAY), 式 中 x*、y*EV*,x,yEV, 作 线 性 
开拓 来 定义 八 (V*,V ) 的 乘法 ， 使 八 (V*, V ) 成 为 有 单位 
元 的 结合 代数 ,而 称 其 为 VY 上 的 混合 外 代数 。 

对 标 张 量 代数 “ 它 的 理论 及 构 作 法 是 与 外 代数 平 


行 的 。 可 以 用 zsp 一 已- 如 op 来 定义 关于 重 线性 喘 
射 的 对 称 化 子 (7 之 2), 令 M,(V)Ker xs。@"V/M,(V) 苏 
为 V 的 ?次 对 称 冠 , 记 为 VV, 约定 VV=F, VV=V， 
记 VV= 鱼 VT, 式 中 四 表 直 和 。 仿 照 前 面 来 定义 其 乘 


法 运算 ， 即 可 得 V 上 的 对 称 张 量 代数 。 它 也 可 用 泛 性 质 
给 以 定义 , 设 S 为 域 P 上 有 单位 元 的 结合 代数 ,P 的 特征 
为 0,V 是 下 上 的 线性 空间 ,r':V->S 是 线性 映射 , 且 满足 
条 件 : O(r'zi)(r'za)=(r'xa)(rzi)，@ 当 4 是 F 上 任 
一 个 有 单位 元 的 结合 代数 ,c':V->A 是 任 一 线性 映射 , 且 
满足 (r' zx)(c'z:) 一 (0'zs)(o'xi), 这 里 zi， zs 均 在 V 中 ， 
则 必 有 唯一 的 代数 同 态 v9':S->A 使 p'r'=o0'。 此 时 (S, 5') 
对 或 S 称 为 V 上 的 对 称 张 量 代数 ， 记 为 S= VV, 其 元 素 
称 为 V 上 的 对 称 张 量 。 对 称 张 量 代 数 概 括 了 通常 的 多 元 
多 项 式 代数 。 当 dimV=n 时 ,V 上 的 对 称 张 量 代数 等 价 
于 了 上 关于 ?个 文字 xuyzay…wzo 的 多 项 式 环 , 即 VV 守 
FLxu Xs，,…，,Xxn]。 对 称 张 量 代数 的 许多 结果 都 可 与 外 代 
数 的 相应 结果 平行 地 建立 起 来 。 
参考 书目 
W.H. Greub, Multilineor Algebra, 2nd ed., Springer- 


Verlag, New York, 1978. 
( 传 文 延 ) 


duofublon hanshulun 
多 复 变 函 数论 (theory of analytic functions 
of several variables) 数学 中 研究 多 个 复 变 量 
的 全 纯 函 数 的 性 质 和 结构 的 分 支 学 科 ， 有 时 也 称 多 复 分 
析 。 它 形成 较 晚 ， 但 发 展 迅速 。 它 虽然 有 着 经 典 的 单 复 
变 函 数 的 济源 ,但 由 于 其 特有 的 困难 和 复杂 性 ,在 研究 的 
重点 和 方法 上 ， 都 和 单 复 变 函数 论 ( 见 复 变 函 数论 ) 有 显 
著 的 区 别 。 因 为 多 复 变 全 纯 函数 的 性 质 在 很 大 程度 上 由 
定义 区 域 的 几何 和 拓扑 性 质 所 制约 ,因此 ,其 研究 的 重点 
经 历 了 一 个 由 局 部 性 质 到 整体 性 质 的 逐步 的 转移 。 它 广 
泛 地 使 用 着 微分 几何 、 代 数 几何 、 李 群 、 拓 扑 学 、 微 分 方程 
等 相 邻 学 科 中 的 概念 和 方法 ,不 断 地 开辟 前 进 的 道路 ,更 
新 和 拓展 研究 的 内 容 和 领域 。 如 果 说 各 学 科 的 相互 渗透 
和 影响 日 益 广泛 是 近代 数学 的 特征 ， 那 么 对 多 复 变 函 数 
论 而 言 ,这 一 特点 尤为 显著 。 

历史 发 展 多 复 变 函数 论 的 研究 ， 早 在 单 复 变 函数 
论 的 B. 黎 更 和 开 . 外 尔 斯 特 拉 斯 时 代 就 已 经 零散 地 开始 
了 。 但 真正 标志 着 多 复 变 函 数论 这 一 学 科 创立 的 , 是 19 
世纪 末 和 20 世纪 初 晶 . 庞 加 莱 、P. 库 辛 、F. M. 哈 托 格 斯 
等 人 的 工作 。 他 们 的 研究 揭示 了 多 复 变 全 纯 函 数 本 质 上 
的 独特 性 ,在 这 当中 , 库 六 提出 的 关于 全 纯 函数 整体 性 质 
的 两 个 以 他 命名 的 问题 以 及 E. E. 列 维 提出 的 拟 凸 域 和 
全 纯 域 是 否 等 价 的 问题 ,更 有 着 深远 的 影响 ,长 时 间 成 为 
多 复 变 函数 论 发 展 的 一 个 推动 因素 。 20 世纪 30 年 代 以 
前 ， 虽 然 出 现 过 K. 莱 因 哈 特 关 于 解析 自 同 构 群 、S. 伯 
格 曼 关于 核 函 数 和 度量 等 重要 工作 , 但 整个 说 来 ,多 复 变 
函数 论处 于 相对 沉寂 的 时 期 。 从 30 年 代 开 始 ， 多 复 变 
的 研究 迎 来 了 初步 繁荣 。 这 一 时 期 中 陆续 出 现 了 互 . 喜 当 
关于 全 纯 自 同 构 的 唯一 性 定理 、 有 界 域 全 纯 自 同 构 群 的 
李 群 性 质 以 及 全 纯 域 与 全 纯 凸 的 等 价 性 的 嘉 当 - 苏 伦 定 
理 等 突出 成 果 。 特 别 是 从 1936 年 开始 ,日 本 数学 家 网 深 
对 库 辛 问题 \ 列 维 问题 .逼近 问题 等 多 复 变 的 中 心 问题 进 
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行 了 长 期 系统 而 富有 成 效 的 研究 ， 终 于 在 50 年 代 对 上 
述 诸 问题 给 出 了 解答 。 他 的 这 一 系列 工作 对 以 后 年 代 的 
多 复 变 的 发 展 有 着 重大 的 影响 。50 年 代 以 后 , 和 近代 数 
学 的 综合 化 ,抽象 化 的 总 潮流 相 一 致 ,在 多 复 变 函 数论 中 
用 拓扑 方法 和 几何 方法 研究 全 纯 函数 的 整体 性 质 的 趋势 
变 得 越 来 越 明显 。 由 本. 勒 雪 引进 拓扑 学 的 层 及 其 上 同调 
的 概念 被 迅速 而 成 功 地 用 于 多 复 变 。 这 一 概念 和 HH. 嘉 
当 早 先 关于 全 纯 函数 理想 论 的 研究 以 及 阅 深 的 思想 结 
合 ,导致 了 凝聚 解析 层 理论 的 建立 。 与 此 同时 , 复 空 间 和 
施 泰 因 流 形 的 概念 也 应 运 而 生 。H. 嘉 当 和 J.P. 塞 尔 系 
统 地 应 用 凝聚 层 理论 建立 了 施 泰 因 流 形 的 基本 定理 。 此 
后 不 久 ，H. 格 劳 尔 特 解决 了 复 流 形 的 列 维 问题 ， 他 和 
R. 雷 默 特 、 施 泰 因 等 人 还 大 大 发 展 了 复 空间 的 理论 。 整 
个 50 年 代 无 疑 是 多 复 变 发 展 的 黄金 时 代 。 
另 一 方面 ， 近 代 微分 几何 与 复 分 析 的 相互 溶 合 也 在 
不 断 加 快 步伐 。1913 年 ,H. 外 尔 的 歼 曼 曲 面 理论 导致 了 
复 流 形 概念 的 建立 。 外 , 部 当 的 外 微分 式 与 拓扑 的 结合 
生 了 G.-W-. 德 . 拉 姆 的 上 同调 理论 。 以 此 为 基础 , W.V.D. 
徐 奇 将 黎 曼 曲面 上 的 调和 函数 理论 推广 到 高 维 的 紧 致 复 
流 形 ,证 明了 紧 复 流 形 的 基本 定理 一生 奇 定理 。40 年 
代 以 后 ,与 微分 几何 中 的 博 赫 纳 技巧 相 结合 , 答 奇 理论 又 
由 小 平 邦 疡 所 发 展 和 完善 。60 年 代 , 博 赫 纳 -小 平 邦彦 广 
法 又 进而 推广 到 非 紧 的 带 边界 的 复 流 形 ， 发 展 成 为 近代 
多 复 分 析 的 一 个 有 力 工具 :5 问题 的 L? 估计 。 
多 复 变 函数 论 中 具有 重要 意义 的 第 三 方面 进展 是 
C.L, 西 格 尔 在 1935~1950 年 间 建 立 的 多 复 变 函数 的 自 
守 函 数论 。50 年 代 以 后 , 由 于 A. 赛 尔 伯 格 、R. 朗 兰 兹 、 
HH. M. 盖 尔 范 德 等 人 的 工作 ， 揭 示 了 它 与 代数 数论 、 李 
群 的 无 穷 维 表示 、 代 数 几何 等 众多 学 科 的 内 在 联系 ， 
， 而 日 益 成 为 目前 极为 活跃 而 且 引 人 注目 的 近代 数学 领域 
之 一 
罗 复 变数 的 全 外 函数 “以 C" 表示 nn 维 复 欧 氏 空间 ， 
其 中 的 点 2=(z1,24,…，, ao)， 每 一 二 是 一 复数 。 设 上 是 
Cn 中 的 一 个 开 集 , 复 值 函数 f(z) 称 为 在 O 上 是 全 纯 的 ， 
如 果 下 列 条 件 满足 : 对 于 9 中 的 任何 点 邓 =( 鸡 , 鸡 ,…， 
如),f(z) 在 z* 附近 可 以 表 为 下 述 形式 的 收敛 竺 级 数 : 
fz), Da zn 
从 形式 上 看 ,多 复 变 全 纯 函数 是 单 复 变 全 纯 函 数 的 推广 。 
事实 上 两 者 的 基本 性 质 确 有 许多 相似 之 处 。 例 如 : 
@ 对 每 个 分 量 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 , 即 
a a 1/ 3 1 8 
让 =0， 6a -z( Bx MI En 
=X+t Nl ye 
@ 唯一 性 定理 如 果 了 和 9 是 在 区 域 0( 连 通 开 集 
称 为 区 域 ) 上 定义 的 两 全 纯 函数 ， 并 在 某 一 点 的 邻 域 有 
fz)=g(z), 那 么 在 整个 O 上 fz) 和 g(z) 便 等 。 
图 极 大 模 原理 ， 设 了 是 在 区 域 9 上 定义 的 全 纯 函 
数 ， 如 果 在 某 一 内 点 a， 对 于 所 有 的 zED，| 世 ao)|> 
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1f(z)| 成 立 ， 那 么 f(z) 便 为 常数 。 

当然 ， 构 成 多 复 变数 全 纯 函 数 研究 内 容 的 主要 不 是 
这 些 共同 的 性 质 , 而 是 它 的 独特 性 质 。 这 方面 ,下 述 两 个 
问题 具有 特别 的 重要 性 ， 它 们 都 导致 了 长 期 而 且 大 量 的 
研究 : 

@ 解析 开拓 F. M. 哈 托 格 斯 发 现 , 设 0 是 C" 
(Cn 关 2) 中 一 个 域 ,K 是 口中 紧 集 ,9-K 连通 , 那么 任何 在 
9-K 全 纯 的 函数 都 可 以 开拓 到 整个 9, 成 为 9 上 的 全 纯 
函数 ,这 种 性 质 是 单 复 变 全 纯 函 数 所 决 不 具有 的 。 与 这 种 
哈 托 格 斯 现象 有 关 的 研究 构成 了 多 复 变 函 数论 的 基本 内 
容 之 一 。 

@ 零点 的 局 部 性 状 单 复 变 中 全 纯 函数 的 零点 是 
孤立 的 。 多 复 变 全 纯 函 数 的 零点 ， 即 使 以 最 简单 的 例子 
了 =z "zs 来 看 也 已 经 不 再 是 孤立 的 。 有 限 个 全 纯 函 数 的 
公共 零点 的 集合 称 为 解析 集 。 解 析 集 的 结构 及 多 复 变 全 
纯 函数 在 其 零点 附近 的 性 状 较 之 单 复 变 的 相应 情况 要 复 
杂 得 多 。 讨 论 这 一 理论 的 基础 是 外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 。 
记 C" 的 原点 为 0， 以 0" 表示 所 有 在 O 的 某 一 邻 域 全 纯 
的 函数 组 成 的 环 。 则 外 和 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 断言 ， 任 何 
一 个 非 零 元 fE 9", 都 存在 一 组 坐标 (z4,2;,…，, zn) 以 0 为 
原点 ,使 多 0,0,…0,zn) 夫 0, 并 且 了 等 于 如 中 一 个 可 道 元 
与 一 个 示 性 多 项 式 的 乘积 ,这 里 的 示 性 多 项 式 形状 为 ， 

P(z) 一 确 十 Qi(Ziyzay .Zn 28! 
CE A 
式 中 aiEb a=(0,0,,0)=0。 


这 一 定理 的 作用 在 于 在 一 定 程度 上 将 全 纯 函数 的 问 
题 化 归 多 项 式 的 问题 。 从 它 出 发 可 以 证 明 ， 如 是 诺 特 环 
( 即 其 中 的 任何 理想 都 具有 限 基 )。 不 仅 如 此 ， 著 名 的 对 
多 项 式 环 而 言 的 希 尔 伯 特 零点 定理 对 环 如 也 成 立 ， 由 
此 可 以 获得 对 解析 集 局 部 结构 的 较 清晰 的 了 解 。 利 用 这 
些 结果 ,如 果 把 go 看 成 C" 上 全 纯 函 数 的 芽 生 成 的 层 ,网 
深 证 明了 多 复 变 函数 论 中 具 基本 重要 性 的 定理 之 一 :bn 
是 凝聚 层 。 

全 地 域 与 到 维 问题 如 果 口 是 复 平 面 C 中 的 一 个 
域 ,5 是 另 一 个 包含 而 较 大 的 域 ,那么 总 是 存在 在 9 中 
全 纯 而 不 能 全 纯 开 拓 到 6 的 函数 (只 要 任 取 在 台中 而 不 
在 9 的 一 点 0, 考虑 函数 1/z 一 4 即 可 )。 这 种 现象 在 多 复 
变 函 数 中 不 再 成 立 。 

哈 托 格 斯 发 现 , C" 中 有 些 域 9 具有 这 样 的 性 质 ， 总 
是 存在 一 个 包含 它 的 更 大 的 域 5， 使 任何 在 口中 全 纯 的 
函数 都 可 以 全 纯 开拓 到 站 中 去 。 由 此 ,自然 提出 这 样 的 问 
题 : 如 何 刻画 那些 不 具备 以 上 开拓 性 质 的 域 ? 这 一 问题 
的 精确 提 法 就 是 全 纯 域 的 概念 。 域 0CC" 称 为 全 纯 域 ， 
如 果 不 存在 更 大 的 包含 0 的 域 5， 使 任何 0 上 的 全 纯 函 
数 都 可 以 全 纯 开拓 到 上。 

全 纯 域 的 刻画 在 多 复 变 函数 论 的 历史 发 展 中 长 时 期 
处 于 主导 的 地 位 。 这 方面 的 第 一 个 重要 结果 是 H. 嘉 当 
和 苏 伦 给 出 的 : 9 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 9 


中 的 任何 紧 子 集 K, 集 合 廊 ~ {zE9l If(z)1<suplfl, vo 


上 上 的 全 纯 函数 们 也 是 0 中 的 紧 子 集 。 这 种 性 质 称 为 全 纯 
凸 性 。 嘉 当 - 苏 伦 定理 是 用 全 纯 凸 来 刻画 全 纯 域 ,但 更 自 
然 的 是 能 给 出 域 的 几何 刻画 。 进 一 步 的 研究 表明 ， 域 的 
全 纯 性 和 它 的 某 种 凸 性 有 关 ， 在 这 点 上 ; 通常 的 欧 氏 空 
闻 中 的 凸 域 具有 一 定 的 借鉴 作用 。 欧 氏 空间 er 中 的 凸 
域 (一 域 称 为 凸 的 ,如 果 连 接 其 中 任何 两 点 的 线段 也 整个 
在 该 域 之 中 ), 其 充 要 条 件 是 该 域 上 存在 一 个 二 阶 连续 可 
微 的 函数 w, 满 足 ， 当 zx- 域 的 边界 时 ，x(z)-> co 并 且 


对 任何 实数 hv》a… yn; 且 SCz) 和 oy>0。 以 此 为 


Bdxy 
背景 ， 哈 托 格 斯 与 列 维 引 进 了 拟 凸 域 的 概念 。 为 了 说 明 
这 一 概念 , 称 定义 于 9 上 的 二 阶 连 续 可 微 的 函数 u(z) 是 
穷 竟 的 ,如 果 当 z-> 边 界 时 ，w(z)->*coi u(z) 是 多 重 次 调 
和 的 ,如 果 对 于 任何 复数 Mt,X,…,Xw 它 在 9 中 任意 点 都 
满足 82 和 y> 0。 于 是 有 定义 , 具有 穷 浊 的 多 重 次 
调和 函数 的 域 , 称 为 拟 凸 域 。 

根据 嘉 当 - 苏 伦 定理 ,不 难 证 明 全 纯 域 是 拟 凸 域 。 困 
难 的 ,长 期 未 决 的 是 其 反面 ， 拟 凸 域 是 否 一 定 是 全 纯 域 ? 
这 就 是 所 谓 列 维 问题 。 列 维 问题 的 肯定 性 解答 当 n=2 
时 由 阅 深 最 先 给 出 (1942), 其 一 般 情况 分 别 由 阅 深 、 伯 格 
螺 和 下 . 诺 盖 独 立 证 明 (1953 一 1954)。 列 维 问题 的 解决 引 
出 了 大 量 的 , 至今 仍 很 活路 的 推广 性 研究 。 其 中 ,最 具 重 
要 性 的 是 格 劳 尔 特 的 工作 。 它 涉及 的 是 对 复 流 形 而 言 的 
列 维 问 题 。 全 纯 域 在 复 流 形 中 的 类 似 概念 称 为 施 泰 因 流 
形 。 简 单 地 说 , 施 泰 因 流 形 是 这 样 的 复 流 形 : 它 是 全 纯 凸 
的 ， 它 上 面具 有 足够 多 的 全 纯 函 数 以 到 可 以 区 别 不 同 的 
点 ,并 给 出 每 一 点 的 局 部 坐标 。 于 是 ,对 复 流 形 而 言 的 列 
维 问题 就 变 成 了 ,什么 样 的 复 流 形 是 施 泰 因 流 形 ? 格 劳 尔 
特 对 此 的 回答 (1958) 是 ;容许 光滑 的 \ 穷 竟 的 强 多 次 调和 
函数 存在 的 复 流 形 是 施 泰 因 流 形 。 

解决 列 维 问题 的 另 一 种 方法 是 可 算 子 的 L? 估计 , 它 
在 60 年 代 中 期 得 到 了 迅速 的 发 展 。 事 实 上 ,包括 列 维 问 
题 在 内 的 许多 函数 论 问 题 ， 如 下 面 要 提 到 的 库 辛 问题 与 
龙 格 型 定理 及 复 向 量 从 上 的 嘉 当 定理 等 ， 都 可 以 化 归 为 
问题 证明 一 般 的 《 即 可 能 是 非 齐 次 的 ) 柯 西 - 黎 曼 方 
程 到 = a 满足 条 件 54=0) 解 的 存在 性 与 正则 性 。 从 一 般 
的 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 自 然 地 得 出 由 〈p，9) 微 分 形式 的 希 
和 尔 伯 特 空间 到 〈p, 9+ 1) 微分 形式 的 希 尔 伯 特 空间 的 微 
分 算 子 , 即 5 算 子 。 它 及 它 的 共 示 算 子 5* 都 是 线性 的 笛 
定 的 闭 算 子 。1950 年 , D.C. 斯 活塞 在 企图 将 乱 奇 理论 推 
广 到 开 流 形 时 ,首先 提出 了 著名 的 3- 纽曼 问 题 :证 明 方程 
(55*+ 5x5)p=a 的 解 的 存在 性 与 正则 性 .这 是 研究 5 问 
题 十 分 有 效 的 手段 。 因 为 若 加 上 条 件 5a=0, 在 知道 了 这 
个 方程 的 解 p 以 后 ,就 可 以 将 5 问题 的 解 表 示 成 4 一 5*p。 
通过 一 系列 先 验 估计 , J. J. 科恩 从 1963 年 开始 ,对 于 几 
类 重要 的 拟 凸 流 形 , 特别 是 强 拟 凸 流 形 ， 彻 底 解 决 了 5 
纽曼 问题 。1965 年 , 工 . 赫 尔 曼 德尔 在 微分 形式 的 希 尔 伯 


特 空间 引入 权 函 数 来 直接 研究 也 问题 ,取得 了 很 大 成 功 。 
权 函 数 的 引入 避 开 了 -纽曼 问题 中 处 理解 的 边界 正则 
性 的 难点 ， 使 得 对 于 一 般 的 施 泰 因 流 形 直接 得 到 了 内 部 
存在 性 与 正则 性 。 因 此 在 某 种 意义 上 , 它 比 3- 纽曼 问题 
更 适 于 多 复 变 函数 论 的 应 用 。 同 时 ,5 算 子 理论 的 发 展 ， 
不 仅 为 复 流 形 ， 特 别 是 施 泰 因 流 形 的 研究 提供 了 强 有 力 
的 工具 ， 而 且 促 进 了 拟 微分 算 子 理论 的 证 生 及 超 定 微分 
方程 等 分 支 的 发 展 。 

库 辛 问题 与 龙 格 型 定理 ”推动 多 复 变 函数 论 发 展 的 
内 在 肥 辑 之 一 是 寻求 单 复 变 函 数论 中 的 哪些 基本 事实 可 
以 推广 到 多 复 变 中 来 。 还 在 多 复 变 发 展 的 早期 ， 法 国 数 
学 家 库 辛 就 提出 了 单 复 变 中 两 个 经 典 定理 外 尔 斯 特 拉 
斯 定理 和 米 塔 - 列 夫 勒 定理 ) 如 何 推广 的 问题 ， 这 就 是 库 
辛 问题 。 单 复 变 中 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 是 说 ,对 C 中 域 9 
而 言 ,永远 存在 这 样 的 全 纯 函数 ， 它 以 指定 的 点 集 (当然 
假定 是 离散 的 ) 为 自己 的 零点 集 ,并 且 重 数 等 于 指定 的 重 
数 。 米 培 - 列 夫 勒 定理 说 ,对 C 中 域 9 而 言 ， 永 远 存在 这 
样 的 亚 纯 函数 , 它 以 指定 的 点 集 为 自己 的 极点 集 ,并 且 重 
数 等 于 指定 的 重 数 。 为 了 说 明 库 辛 问题 ， 先 解释 什么 是 
多 复 变 的 亚 纯 函数 。 定 义 于 区 城中 的 复 值 函数 如 果 它 在 
任何 点 的 局 部 都 可 以 表 为 两 个 全 纯 函数 之 商 并 且 分 母 不 
重 为 零 ,这 样 的 函数 称 为 亚 纯 函数 。 库 辛 第 一 问题 ， (Us)} 
是 区 域 9 的 一 组 开 集 覆盖 ， 对 每 一 a, 有 一 定义 于 U。 的 
亚 纯 函 数 f 满足 , 当 UsniUo# 包 时 , 九 一 加 是 UnUas 
上 的 全 纯 函数 (换言之, f 和 fo 在 定义 域 相 交 的 部 分 有 
相同 的 极点 )。 是 否 存在 整个 定义 于 0 的 亚 纯 函数 ,使 
对 每 一 xf 一 加 在 Us。 上 是 全 纯 的 ? 库 辛 第 二 问题 : 设 {U。} 
是 域 0 的 开 集 覆 盖 。 如 果 对 每 一 U。，, 有 一 定义 于 其 中 的 


全 纯 函 数 全 满足 ,如 Us niUa 2， 把 是 UanUs 上 不 取 


零 值 的 全 纯 函 数 (即刻 和 fi 在 定义 域 相 交 的 部 分 有 相同 
的 零点 ) .是 否 存 在 一 个 整体 定义 于 0 的 全 纯 函数 人 ,使 对 
每 一 f/f 在 Us 上 为 一 不 取 零 值 的 全 纯 函数 ? 对 库 辛 
问题 的 解决 作出 最 主要 贡献 的 是 问 染 。 它 们 的 解决 一 方 
画 与 全 纯 域 的 理论 有 关 ， 一 方面 与 层 及 层 的 上 同调 理论 
有 关 。 网 桨 对 库 辛 问题 的 解答 如 下 :如 果品 是 全 纯 域 , 库 
辛 第 一 问题 是 永远 可 解 的 。 但 即使 是 全 纯 域 ， 库 辛 第 二 
问题 并 不 一 定 永远 可 解 ， 它 的 可 解 性 还 依赖 于 一 定 的 拓 
扑 条 件 .其 可 解 的 一 个 充分 必要 条 件 是 , 它 在 连续 函数 的 
范畴 内 可 解 4 即 如 果 能 找到 一 个 定义 于 9 的 连续 函数 9 


使 对 每 一 z, 此 在 U。 上 为 一 不 取 零 值 的 连续 函数 。 上 述 对 


库 辛 问题 的 解答 揭示 了 一 个 在 多 复 变 研究 中 具有 指导 性 
的 哲理 : 许多 涉及 全 纯 性 范畴 的 问题 的 可 解 性 常常 依赖 
于 连续 性 范畴 的 相应 问题 的 可 解 性 ， 虽 然 这 并 不 是 业已 
证 明 的 原理 ,但 却 是 经 常 有 效 的 。 

龙 格 型 定理 研究 的 是 全 纯 函数 的 远近。 单 复 变 中 最 
简单 的 龙 格 定理 如 下 :如 K 是 复 平面 C 中 一 个 有 界 闭 集 ， 
了 是 一 定义 于 KK 的 菜 邻 域 的 全 纯 函数 ,那么 了 一 定 可 以 用 
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duo 


多 项 式 一 致 逼近 。 注 意 到 多 项 式 可 以 一 致 肌 近 任意 整 函 
数 ， 而 整 函数 就 是 定义 于 C 的 全 体 全 纯 函 数 。 因 此 多 复 
变 中 的 龙 格 定理 的 正确 提 法 应 该 是 :如 果 9 是 全 纯 域 , K 
是 9 中 的 有 界 闭 集 , 并 且 天 一 从 一 {zE9119(z)| <suplgl, 


Y0D 中 全 纯 函 数 人 }， 如 果 了 是 定义 于 天 的 某 邻 域 的 全 纯 
函数 ,那么 了 一 定 可 以 用 定义 于 9 的 全 纯 函 数 一 致 逼近 。 
这 种 类 型 的 龙 格 定理 是 由 A. 书 伊 及 国 深 证 明 的 。 

复 流 形 和 复 向 量 从 ”正如 单 复 变 全 纯 函数 的 研究 必 
然 导致 尊 蝎 曲面 的 概念 一 样 ， 在 多 复 变 中 复 流 形 的 引进 
同样 是 不 可 避免 的 。 粗 略 地 说 ， 复 流 形 是 这 样 的 拓扑 空 
间 ， 其 每 点 的 局 部 和 C" 中 的 开 集 相同 。 精 确 地 说 ， 满 
足以 下 条 件 的 拓扑 空间 必 称 为 n 维 复 流 形 , M 是 一 个 豪 
斯 多 夫 拓扑 空间 。{U4} 是 M 的 一 族 开 集 覆盖 。 对 每 一 k， 
存在 U 与 C" 中 某 开 集 0 的 一 个 双方 一 一 的 连续 映射 
9 满足 ，@ M 的 每 一 点 都 至 少 属于 一 个 Us，@@ 如 果 
,NUD 大 儿 ， 则 映射 p,e97' :ps(U; NUDC90,>9U,NUD 
C9: 是 全 纯 的 。 在 这 种 定义 下 ,可 以 将 开 中 的 Us 和 C 中 
的 0 等 同 起 来 ,而 将 2 中 点 的 坐标 称 为 U 中 相应 点 的 
局 部 坐标 ,于 是 条 件 @@ 表 明 , 不 同 局 部 坐标 之 间 的 关系 是 
全 纯 的 。 由 此 可 推 知 ， 定 义 于 M 上 的 复 值 函数 如 果 对 某 
一 局 部 坐标 是 全 纯 的 ， 那 么 对 任何 其 他 局 部 坐标 也 都 是 
全 纯 的 。 因 此 ， 复 流 形 上 全 纯 函 数 的 定义 是 有 意义 的 。 

复 流 形 按 其 是 否 紧 致 ， 分 为 紧 复 流 形 和 非 紧 复 流 形 
两 大 类 。 相 对 地 说 ， 紧 复 流 形 的 研究 成 果 要 丰富 得 多 。 
复 流 形 的 各 方面 ， 几 何 , 拓 扑 、 函 数论 及 其 相互 关系 都 各 
有 独自 而 又 相互 交叉 的 研究 ， 构 成 了 近年 来 莲 勃 兴起 的 
新 分 支 大 范围 分 析 ( 见 大 范围 变 分 法 ) 的 重要 内 容 之 一 。 

在 多 复 变 函 数论 中 研究 得 最 深入 的 非 紧 复 流 形 是 施 
素 因 流 形 。 设 有 复 流 形 M ,满足 条 件 ，@ 全 纯 凸 性 , 即 对 
于 M 中 的 任何 紧 子 集 K, 集 合 

~{xEM||f(x)|<sup|f|, YM 上 的 全 纯 函 数 从 


也 是 M 中 的 紧 子 集 @ 它 有 足够 多 的 全 纯 函 数 ， 即 对 于 
M 中 任何 二 个 不 同 的 点 zi、zx 都 存在 M 上 的 全 纯 函数 人 ， 
使 人 x1) 大 人 Xx,); @ 对 于 任何 xEM ,都 存在 M 上 的 全 纯 
函数 全 ,ff, 使 用, 了,…，f， 可 作为 x 附近 的 局 部 坐 
标 。 这 时 M 称 为 施 泰 因 流 形 。 施 泰 因 流 形 的 函数 论 刻画 
是 格 劳 尔 特 给 出 的 ， 而 其 几何 特征 则 是 由 卫 . 毕 晓 普 、 
R. 纳 拉 西 姆 汉 给 出 的 :着 复 流 形 是 施 泰 因 流 形 则 它 可 嵌 
入 某 一 CY 中 成 为 后 者 的 闭 子 复 流 形 。 

几何 上 最 简单 而 常见 的 复 流 形 是 被 称 为 凯 勒 流 形 的 
一 类 。 凯 勤 流 形 ， 简 单 地 说 ， 满 足以 下 条 件 ， 对 流 形 上 
的 任何 一 点 , 可 以 选择 这 样 的 局 部 坐标 环 ，za，…yzo， 在 
此 局 部 坐标 下 其 度量 ds:= Zgw2dzsdzy 可 表 为 ,gg=5u 十 
O(1z|?)。 换 言 之 , 凯 勒 流 形 上 的 度量 如 果 和 欧 氏 空间 C" 
的 度量 ds*= 全 |dz,|? 比 较 起 来 ,两 者 的 密 合 是 二 阶 的 。 对 
紧 致 饥 勒 流 形 的 几何 和 拓扑 性 质 人 们 已 经 进行 了 大 量 的 
研究 。 主 题 之 一 是 ， 利 用 它 的 几何 性 质 (由 曲率 表征 ) 来 
获取 其 拓扑 信息 《由 同调 群 表征 )。 这 方面 的 基本 结果 ， 
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所 谓 消 没 定理 ,是 小 平 邦 关 得 到 的 。 例 如 ,其 中 一 个 典型 
结果 是 , 紧 致 遍 勒 流 形 M， 如 果 其 凯 勤 度量 下 的 里 奇 曲 
率 为 正 , 则 对 任何 正 整 数 9， 都 有 Htwa(M,C)= 0, 这 里 
Howa(M,C) 是 M 上 取 值 于 (0,9) 形 式 芽 层 的 上 同调 群 。 

在 复 流 形 的 研究 中 ， 以 流 形 的 切 空间 为 背景 发 展 起 
来 的 复 向 量 从 的 概念 是 一 个 重要 的 概念 。 复 流 形 M 上 的 
一 个 复 向 量 从 ,直观 地 说 ,就 是 M 上 每 一 点 都 “ 粘 附 "上 一 
个 有 限 维 的 复 向 量 空间 ,这 种 “ 粘 附 ”满足 以 下 规则 :对 任 
何 xEM， 以 已 表示 在 x 点 粘 附 的 复 向 量 空间 ( 称 为 x 
上 的 纤维 )。 因 为 M 是 复 流 形 , x 可 以 有 不 同 的 局 部 坐标 
邻 域 U 和 V,xEUNV。U 的 局 部 坐标 和 V 的 局 部 坐标 之 
间 的 关系 是 全 纯 的 。B。 中 同一 向 量 的 坐标 在 U 和 V 下 
有 不 同 的 表示 ,这 两 个 表示 之 间 的 关系 由 一 个 由 xm 和 矩 
隆 (m= 已 的 维 数 ) 给 出 ， 这 个 矩阵 称 为 联接 函数 。 如 
果 联 接 函数 对 局 部 坐标 来 说 是 全 纯 的 ， 并 且 其 行列 式 在 
UNV 中 恒 不 为 零 。 这 样 所 得 到 的 M 连 同 其 各 点 的 纤 维 
组 成 的 总 空间 E 称 为 M 上 的 复 向 量 从 。 各 点 纤维 E。 的 
维 数 称 为 此 向 量 从 的 秩 。 不 难 证 明 ， 复 向 量 从 本 身 也 是 
一 个 复 流 形 。 如 果 复 向 量 从 的 秩 为 1， 这样 的 从 称 为 复 
线 从 。 

对 于 复 流 形 M 上 的 复 向 量 从 E， 可 以 考虑 取 值 于 忆 
的 无 穷 次 可 微 的 (p,q) 微分 形式 。 这 种 形式 就 局 部 来 说 
可 以 写成 Zonesy te dy 作 … 人 dz4, 人 da 人 … 作 dao 
其 中 aur-esh-se(z) 是 属于 x 的 纤维 E。 中 的 向 量 ， 并 且 
当 x 变 动 时 是 x 的 无 穷 次 可 微 函 数 。 通 过 它 ， 可 以 定义 
M 上 的 取 值 于 向 量 从 的 同调 群 Hove(M, B)。 

对 于 紧 致 复 流 形 上 的 复 向 量 从 ， 基 本 的 结果 是 翟 奇 
定理 ,该 定理 断言 :上 同调 群 H?"0(M，E) 是 有 限 维 的 ， 
并 且 其 维 数 等 于 取 值 于 E 的 (p，q) 调 和 形式 的 线性 无 关 
数 。 这 个 定理 由 于 将 流 形 上 的 分 析 结构 与 拓扑 结构 联系 
起 来 ,而 成 为 复 流 形 理论 的 基石 之 一 。 

关于 紧 复 流 形 的 另 一 重要 结果 是 小 平 邦 彦 的 其 入 定 
理 。 它 断言 ， 紧 复 流 形 如 果 具 有 一 正 的 线 从 ， 那 么 它 就 
可 以 嵌入 复 射影 空间 而 成 为 代数 流 形 ， 即 由 有 限 个 多 项 
式 零点 所 组 成。 

层 及 以 层 为 系数 的 上 同调 群 ” 层 和 以 层 为 系数 的 上 
同调 群 的 概念 最 早 是 法 国 数学 家 勤 雷 由 于 拓扑 的 需要 而 
引进 的 ,后 由 于 韦 伊 、H. 嘉 当 、JP. 塞 尔 等 人 的 改进 ,成 
了 近代 多 复 分 析 及 代数 几何 的 基本 工具 。 它 是 研究 全 纯 
函数 的 局 部 性 质 过 湾 到 整体 性 质 的 有 力 方法 。 也 是 迄今 
为 止 处 理 比 复 流 形 更 广 的 对 象 一 复 空间 的 最 有 效 方 
法 。 所 谓 复 空间 就 是 其 每 点 了 的 局 部 和 Cntz) 中 某 开 集 
的 一 个 解析 集 相 同 的 集合 。 精 确 地 说 ， 一 个 豪 斯 多 夫 拓 
扑 空间 M 说 是 复 空 间 ,如 果 有 了 的 一 族 开 集 材 盖 {Us} ,对 
每 个 所 存在 Cn 中 某 开 集 0; 的 一 个 解析 集 V 及 一 一 连 
续 映 射 pw:Us>Va 使 得 在 UniUi 关 忆 时 ,映射 msgf: 是 
全 纯 映射 , 即 在 Vi 的 某 个 邻 域 0; 中 存在 全 纯 映射 P= 
fff) :04>Cm 使 Fiepr! 是 对 Vi 的 限制 。 

如 果 将 施 泰 因 流 形 的 定义 中 复 流 形 M 改 成 复 空间 


M， 那 就 可 以 照搬 过 来 得 到 施 泰 因 空间 的 概念 。 设 M 是 
一 个 复 空间 ， 任 取 一 点 xE M。 两 个 在 * 局 部 全 纯 的 函 
数 如 果 在 x 的 一 个 更 小 的 邻 域 上 恒 同 的 话 ， 则 称 两 者 属 
于 同一 个 全 纯 函数 的 芽 。 因 此 ， 任 一 定义 于 M 的 某 开 集 
的 全 纯 函 数 在 它 的 定义 域 的 每 一 点 都 唯一 确定 了 一 个 
芽 。 将 M 上 所 有 这 些 局 部 全 纯 函数 的 芽 合 在 一 起 ， 赋 以 
适当 的 拓扑 ， 所 组 成 的 拓扑 空间 就 称 为 M 上 全 纯 函 数 的 
芽 层 。 同 样 ,可 以 仿 此 定义 M 上 光滑 函数 、 连 续 函 数 、 常 
数 函 数 等 的 芽 层 。 若 M 是 复 流 形 ， 则 还 可 定义 (p，9) 微 
分 形式 等 的 芽 层 。 概 而 言 之 ，M 上 某 类 函数 的 芽 层 在 一 
点 的 芽 就 是 由 所 有 在 该 点 的 局 部 有 定义 的 该 类 函数 所 组 
成 。 设 U 是 听 的 一 个 开 集 ,F 是 M 上 某 类 函数 的 芽 层 。 在 
UU 的 每 一 点 取 下 在 该 点 的 一 个 芽 ， 所 有 这 些 如 果 可 以 连 
续 地 接 成 一 片 ,就 称 为 U 上 层 的 一 个 截面 。 事 实 上 , 层 
下 在 U 上 的 一 个 截面 就 是 一 个 在 U 上 定义 的 该 类 函数 。 
以 层 为 系数 的 上 同调 群 就 是 通过 截面 来 定义 的 。 

任 取 复 空间 M 的 一 个 开 集 覆 盖 w= {U4), 令 Uso= 
Un… Us 仍 是 M 的 一 个 开 集 。 现 设 F 是 M 上 的 一 个 
层 , 对 每 一 个 Us-w， 取 层 卫 的 一 个 戴 面 fo-w， 使 其 对 下 
标 反 称 。 这 样 得 到 的 f= (fo-w) 称 为 一 个 上 维 上 链 。 所 
有 卡 维 上 链 组 成 一 个 线性 空间 。 在 k 一 1 维 上 链 和 k 维 
上 链 之 间 可 以 自然 地 定义 一 个 映射 5: 于 >3f， 

CBf J oomsa = fosty— faosarets t+ — Lfoorty 
映射 了 的 显著 性 质 是 *=0。 把 满足 弛 =0 的 大 维 上 链 称 
为 k 维 上 闭 链 , 而 把 形 如 f=2g(g 是 某 一 k 一 1 维 上 链 ) 的 
大 维 上 链 称 为 上 维 上 边缘 链 。 那 么 由 于 昱 = 0, 上 边缘 链 
是 上 闭 链 的 一 部 分 。 两 者 相差 的 程度 可 以 用 上 闭 链 空 间 
与 上 边缘 链 空间 的 商 空间 来 刻画 ， 这 就 是 层 卫 的 上 同调 
群 , 记 作 HACw,F), 即 : 

pi 
ww) -于 证 于 
应 该 指出 ,这 样 定义 的 上 同调 群 H*(w, F) 依 束 于 开 覆 盖 
%。 但 是 通过 一 定 的 极限 手续 或 对 覆盖 中 的 开 集 加 以 适当 
的 规格 化 ， 可 以 使 所 得 上 同调 群 仅 与 M 有 关 而 与 具体 的 
开 覆 盖 无 关 ， 这 样 得 到 的 上 同调 群 就 可 以 合理 地 称 作 
M 上 以 层 了 为 系数 的 上 同调 群 H*(M,F)。 

大 体 说 来 ，H*(M,FF) 是 将 层 下 的 局 部 截面 “拼接 "成 
整体 截面 的 可 能 性 的 一 种 度量 。 

以 层 论 为 基础 ,结合 H. 嘉 当 、 网 泥 等 关于 全 纯 函数 
理想 论 的 研究 ， 发 展 成 为 疑 聚 解析 层 的 概念 。 利 用 疑 聚 
解析 层 的 理论 ，H. 嘉 当 、 塞 尔 将 全 纯 域 的 基本 理论 系统 
地 推广 到 施 泰 因 空间 上 ， 而 得 到 施 泰 因 空间 的 基本 定 
理 一 一 嘉 当 定理 A 与 B。 前 者 说 ， 施 泰 因 空 间 上 的 任何 
凝聚 解析 层 在 每 一 点 都 可 由 有 限 个 整体 截面 生成 。 后 者 
说 ,对 于 施 泰 因 空间 M 上 的 任何 凝聚 解析 层 F， 上 同调 
H*M,F)=0, Vk 之 1。 事 实 上 ， 嘉 当 定理 B 还 可 用 来 定 
义 施 泰 因 空间 , 即 若 对 复 空间 M 上 的 任何 凝聚 解析 层 了 
上 同调 HA(M,F)= 0, Vk=1, 那么 M 称 为 施 泰 因 空间 。 

歼 腕 - 罗 拓 定理 及 其 推广 黎 曼 - 罗 赫 定理 是 黎 曼 曲 


面 理论 的 基本 定理 。 概 括 地 说 ， 它 是 研究 在 闭 黎 曼 曲面 
上 有 多 少 线性 无 关 的 亚 纯 函 数 (在 给 定 的 零点 和 极点 上 ， 
其 重 数 满足 一 定 条 件 )? 所 谓 闭 黎 曼 曲面 ， 就 是 紧 致 的 一 
维 复 流 形 。 拓 扑 上 ， 它 相当 于 球面 上 连接 了 若干 个 柄 。 
柄 的 个 数 9 是 曲面 的 拓扑 不 变量 ， 称 为 亏 格 。 在 闭 黎 曼 
面 M 上 取 定 有 限 个 点 ao 对 每 一 % 附 以 非 堆 整数 nm(m> 
0 表示 m 重 零点 ,mw<<0 表示 |n| 重 极点 ), 作 形式 和 D= 
mia, 称 为 除 子 , d(D) = Zn, 称 为 除 子 DD 的 阶 数 .每 个 亚 
纯 函 数 了 自然 具有 唯一 的 除 子 , 记 以 (f), 不 仅 如 此 ,每 一 
亚 纯 微 分 w( 亚 纯 微分 是 M 上 局 部 可 以 表 为 p(z)dz 的 微 
分 式 ,其 中 z 是 局 部 坐标 ，p9(z) 是 z 的 亚 纯 函 数 ) 也 有 唯 
一 确定 的 除 子 (w)。 利 用 这 一 概念 , 黎 曼 - 罗 赫 定理 可 表述 
为 :对 于 任意 给 定 的 除 子 D,M 上 存在 多 少 个 线性 无 关 的 
亚 纯 函数 人 ,使 了 的 除 子 (f) 满 足 (f)+ D>0? 这 一 线性 无 
关 数 如 果 记 作 1(D), 同 时 记 i(D) 为 M 上 线性 无 关 的 亚 纯 
微分 “的 个 数 ,它们 满足 (w) 一 D<0, 那 么 , 著名 的 黎 曼 - 
罗 赫 定理 (1865) 可 以 表 为 ，!(D) 一 i(D)=d(D)-g+1。 
例如 , 取 了 = 0, 因 而 d(D)= 0, 此 时 黎 曼 - 罗 赫 定理 给 出 ， 
M 上 线性 无 关 的 全 纯 微分 的 个 数 等 于 其 亏 格 数 。 

鉴于 黎 曼 - 罗 赫 定理 将 复 结构 与 拓扑 结构 沟通 起 来 
的 深刻 性 ， 如 何 推广 这 一 定理 到 高 维 的 紧 复 流 形 自然 成 
为 数学 家 们 长 期 追求 的 目标 。 模 仿 式 的 推广 是 行 不 通 
的 ,例如 高 维 情况 下 “ 除 子 "如 何 定义 就 是 问题 ,解决 的 办 
法 只 能 是 对 黎 曼 - 罗 赫 定理 给 以 新 的 说 法 ,使 在 新 说 法 中 
出 现 的 各 个 量 可 以 推广 到 高 维 复 流 形 上 去 。 而 这 一 切 只 
是 在 层 及 上 同调 概念 引进 并 应 用 于 复 分 析 以 后 才 有 可 
能 。 途 径 是 这 样 的 :对 M 上 任何 给 定 的 除 子 D， 可 以 联系 
一 个 复线 从 X(D)。 这 一 线 从 又 决定 了 它 的 全 纯 截面 的 芽 
层 。 于 是 , 1(D) 等 于 取 值 于 和 (D) 的 全 纯 截面 芽 层 的 0 维 
同调 群 的 维 数 dim H"(M,X(D)), i(D) 等 于 dim HI(M， 
X(D))，d(D) 等 于 线 丛 X(D) 的 陈 数 (一 种 表征 拓扑 性 质 
的 示 性 数 ) c(X(D))， 而 2(1 一 9) 等 于 M 本 身 的 陈 数 
cCM)。 这 样 , 黎 曼 - 罗 赫 定理 就 可 以 改 述 成 : 

dimHe(M,XCD)) 一 dim HICM,X(D)) 


1 
=c(A(D))+ 了 CCM)。 


塞 尔 首先 注意 到 这 样 的 改 述 。 对 一 般 的 紧 复 流 形 
M， 设 记 是 M 上 的 复 向 量 内， 以 He(M, E) 表 M 上 取 什 
于 的 全 纯 截面 芽 层 的 4 维 上 同调 群 ， 令 x(M, E) 一 
(一 1)sdimHa(M,E)。 塞 尔 提出 (1953), 能 否 将 xX(M,E) 
用 MM 的 陈 类 及 复 向 从 的 陈 类 的 多 项 式 加 以 表达 ? 第 二 
年 ， F. 希 策 布 鲁 赫 成 功 地 作 到 了 这 一 点 。 他 所 得 到 的 公 
式 即 称 为 希 策 布 鲁 赫 - 黎 曼 - 罗 赫 公 式 。 以 M 上 的 全 纯 线 
从 为 例 , 所 得 的 公式 为 

XMD)= 沪 (一 DUM,L) 


= CL)YTAACAM), cAM), ,cn M)), 


式 中 Ta 是 一 些 与 MM 无 关 的 普 适 的 多 项 式 ， 称 为 托 德 多 
项 式 。 
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希 策 布 鲁 硅 - 黎 曼 - 罗 赫 公 式 曾 引起 了 一 系列 新 的 研 
究 和 推广 。 到 目前 为 止 ,最 重要 的 推广 是 阿 蒂 亚 - 辛 格 的 
指数 定理 (1962)。M. F. 阿 鞍 亚 、LM. 辛 格 从 紧 黎 受 流 形 
上 向 量 从 间 椭圆 微分 算 子 的 "指数 "的 角度 ， 得 到 了 更 一 
般 的 公式 , 它 是 以 希 策 布 鲁 桩 - 黎 曼 - 罗 赫 公式 为 其 特例 。 
不 仅 如 此 , 它 还 同时 统一 了 其 他 几 个 著名 的 经 典 定理 , 因 
而 被 誉 为 近代 数学 的 重大 成 就 之 一 。 

齐 性 域 与 对 称 域 C" 中 的 有 界 连 通 开 集 称 为 有 界 
域 。 单 复 变 的 黎 曼 映射 定理 说 ，C 中 边界 多 于 一 点 的 音 
连通 域 都 全 纯 等 价 于 单位 加 |z| <1。 多 复 变 的 相应 问题 
要 远 为 复杂 ,至 今 离 问题 的 解决 还 很 远 。 目 前 ,多 复 变 中 
对 一 般 有 界 域 的 全 纯 分 类 几乎 没有 什么 结果 。 研 究 集中 
在 性 质 较 好 的 一 类 :有 界 齐 性 域 。 

设 9 为 cv 中 的 有 界 域 .9 到 自身 的 双方 一 一 的 全 纯 
映射 称 为 0 的 解析 自 同 构 。 全 体 解 析 自 同 构 在 映射 的 乘 
法 下 组 成 一 个 群 , 记 作 Aut(9)。 关 于 Aut(0) 的 结构 ,第 
一 个 基本 的 结果 属于 H. 嘉 当 (1935)，Aut(0) 的 包含 单 
位 元 的 连通 分 支 是 一 个 实 李 群 。 如 果 口 中 任何 两 点 ， 都 
存在 一 个 解析 自 同 构 将 其 中 一 点 变 成 另 一 点 ， 则 0 称 为 
齐 性 的 。 因 为 单位 圆 是 齐 性 的 ,再 加 上 黎 曼 映射 定理 ,所 
以 C 中 任何 有 界 单 连通 域 都 是 齐 性 域 。 多 复 变 中 情况 就 
没有 这 么 简单 。 设 是 有 界 齐 性 域 ,任意 固定 其 中 一 点 ， 
Aut(9) 中 保持 该 点 不 动 的 解析 自 同 构 组 成 Aut(9) 的 一 
个 子 群 , 记 作 K。 于 是 , 0 Aut(0)/K。 这 样 ,就 将 有 界 
齐 性 域 和 李 群 对 其 闭 子 群 的 商 空 间 联系 了 起 来 。 有 界 齐 
性 域 的 研究 因而 化 归 李 群 的 研究 。 研 究 李 群 的 代数 工具 
是 李 代数 。 李 代数 就 其 实质 来 说 ， 是 李 群 的 单 参 数 子 群 
的 无 穷 小 生成 元 。 同 时 ， 因 为 Aut(0)/K 具有 齐 性 的 复 
结构 ,这 就 对 有 界 齐 性 域 的 李 代数 赋予 了 特殊 的 限制 .由 
此 出 发 , 皮 亚 捷 获 基 - 沙 皮 罗 证 明了 ， 任何 有 界 齐 性 域 均 
解析 等 价 于 他 所 定义 的 西 格 尔 域 。 鉴 于 西 格 尔 域 的 实现 
相当 明确 ， 这 一 结果 无 疑 是 有 界 齐 性 域 分 类 问题 的 重要 
进展 。 

在 有 界 齐 性 域 中 研究 得 最 为 深入 的 是 对 称 域 。 所 谓 
“对 称 "是 由 单位 加 的 下 述 性 质 抽 象 出 来 的 :对 于 |z| <1， 
存在 解析 自 同 构 9: z> 一 z。 这 一 映射 只 以 O 为 不 动 点 ， 
且 将 通过 0 的 所 有 测 地 线 都 反 转 了 过 来 。 有 界 齐 性 域 0， 
如 果 对 任意 的 zE 9, 都 存在 9E Aut(9), 满 足 : 9g(z)= 
如 且 2z 是 9 的 唯一 不 动 点 ! 加 9'=1， 则 口 称 为 对 称 域 。 
显然 ， 对 称 域 是 有 界 齐 性 域 中 与 单位 贺 更 相近 似 者 。 将 
对 称 域 在 解析 等 价 意义 下 加 以 分 类 ,是 万. 嘉 当 的 重大 贡 
献 (1936)。 他 利用 他 首创 的 黎 曼 对 称 空间 的 理论 ， 给 出 
了 对 称 域 分 类 的 完整 结果 ， 任 何 对 称 域 都 是 一 些 既 约 对 
称 域 的 拓扑 积 。 而 既 约 对 称 域 共 四 大 类 ， 外 加 两 个 例外 
域 (其 复 维 数 分 别 是 16 和 27)。 前 四 大 类 对 称 域 中 国 数 
学 家 华罗庚 称 之 为 典型 域 。 如 果 用 和 矩阵 实现 ,它们 是 : 

1~2Z'>>0，Z 是 mxn 复 矩阵 。 

1-2ZZ'>0，2Z=2' 是 nxn 对称 矩阵 。 

I~ZZ'>0，Z= 一 Z' 是 nxn 反 对 称 甜 阵 。 
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= lzz'|:>0, 
1+|z22'|:—2 zz'>0, 
2 一 (zuzx…yzn) 是 一 复 向 量 。 

对 这 四 类 典型 域 ， 华 罗 庚 和 陆 启 镍 进行 了 系统 的 研 
究 。 他 们 解决 了 与 典型 域 调和 分 析 及 几何 有 关 的 许多 基 
本 问题 :解析 自 同 构 群 , 柯 西 积分 公式 、 核 函数 完整 正 交 
系 ,调和 函数 论 、 施 瓦 效 常数 等 。 

多 复 变 的 自 宁 函 数 ” 设 口 是 C" 中 的 有 界 域 .9 的 全 
体 解析 自 同 构 组 成 群 Aut(9)。Aut(9) 的 子 群 了 称 为 不 
连续 的 ,如 果 对 于 0 中 的 任何 点 zx， 都 存在 一 个 邻 域 U， 
使 得 T 中 仅 有 有 限 个 元 素 ", 使 "(U) 和 已 相 交 。 所 谓 自 
守 函 数 就 是 相对 于 某 个 不 连续 子 群 T 而 言 的 。 相 对 的 
自 守 函数 , 指 的 是 定义 于 人 的 亚 纯 函 数 , 它 在 了 下 不 变 ， 
即 对 任何 xE90 和 任何 YET,f(Y(x))=f(x)。 在 自 守 函 
数 的 研究 中 , 一 个 主要 的 概念 是 基本 域 。 如 果 了 是 一 个 
不 连续 子 群 ， 那 么 9 在 了 的 作用 下 分 成 一 个 个 互 不 相交 
的 “轨道 ”Tx。 以 这 些 轨道 为 元 素 组 成 的 空间 9/T 称 为 
工 的 基本 域 。 基 本 域 具有 自然 的 拓扑 结构 ， 一 般 是 一 复 
空间 。 自 守 函 数 因为 在 了 下 不 变 ， 它 自然 可 以 看 成 基本 
域 上 的 亚 纯 函 数 。 早 在 19 世纪 末 , 庞 加 莱 就 提出 了 一 套 
如 何 构造 自 守 函 数 的 有 效 方法 。 他 用 无 穷 级 数 首先 构造 
自 守 形 式 ， 再 由 自 守 形 式 的 商 求 得 自 守 函数 。 这 种 级 数 
后 人 称 之 为 庞 加 莱 级 数 。 所 得 自 守 形 式 ,是 定义 于 9 上 的 
全 纯 函 数 所 满足 对 任何 "ET, 有 f(0(2))=jo(z)*f(z)。 
这 里 j,(z) 称 为 自 守 因子 ,是 9 上 的 亚 纯 函 数 ， 其 特征 性 
质 为 ,对 于 任何 c,rET 有 : jor(z)=jo(7(z))*jr(z)。 显 
然 ， 对 应 于 同一 自 守 因子 的 两 自 守 形式 之 商 自然 是 一 个 
自 守 函数 。 自 守 函 数论 中 最 常用 的 自 守 因子 是 以 下 形式 ， 


训 (2) = (det 总】 ,其 中 det32 是 映射 "的 函数 行列 式 。 


自 守 函 数论 的 中 心 问题 是 研究 自 守 函数 组 成 的 域 的 代数 
结构 。20 世纪 中 叶 以 前 ,这 方面 的 主要 贡献 属于 西 格 尔 。 
在 基本 域 紧 致 的 情况 下 , 西 格 尔 证 明了 , 任 一 自 守 函数 都 
可 以 写成 自 守 形 式 之 商 ! 任 意 "+1 个 自 守 函 数 都 是 代数 
相关 的 ;可 以 选择 n+1 个 自 守 函数 j, 思 ，…， 加 ， 使 任何 
自 守 函 数 都 能 表 成 它们 的 有 理 函 数 。 此 外 ， 西 格 尔 依据 
他 对 二 次 型 的 解析 理论 的 出 色 研究 ， 构 造 了 一 大 批 具有 
重要 意义 的 基本 域 的 例子 ( 紧 致 的 和 非 紧 致 的 )。 这 些 例 
子 都 与 代数 群 的 算术 子 群 密切 相关 。50 年 代 以 后 , 自 守 
函数 研究 的 重点 转向 基本 域 非 紧 但 体积 有 限 的 情况 。 这 
方面 ， 随 着 赛 尔 伯 格 “ 求 迹 公式 "的 提出 ， 盖 尔 范 德 、 朗 
兰 兹 等 人 揭示 了 自 守 函数 与 李 群 的 无 穷 维 表示 、 代 数 数 
论 等 的 内 在 联系 ,引起 了 大 量 的 深入 研究 ,时 至 今日 ,这 一 
领域 正 处 于 近代 数学 的 众多 分 支 复 分 析 .代数 几何 、 代 
数 群 ,代数 数论 、 李 群 等 的 交汇 点 ,其 重要 性 正 与 日 俱 增 。 
《 钟 家 庆 ) 

duomiontl 

多 面体 (polyhedron) 有限 个 平面 多 边 形 ， 如 
果 其 中 的 每 一 多 边 形 的 每 一 边 至 多 能 当 作 两 个 多 边 形 的 


边 ,并 且 对 分 属于 其 中 不 同 多 边 形 的 两 个 顶 , 总 存在 连结 
它们 的 以 其 中 的 一 些 边 为 各 仆 的 折线 ， 那 么 这 有 限 个 平 
面 多 边 形 连 同 它们 内 部 点 的 总 体 ， 叫 做 一 个 多 面 面 。 构 
成 一 个 多 面 面 的 各 个 多 边 形 的 顶 和 边 ， 分 别 叫做 多 面 面 
的 顶 和 棱 ， 多 边 形 的 本 身 连 同 内 部 的 点 ， 叫 做 多 面 面 的 
面 。 如 果 多 面 面 的 棱 是 两 个 面 的 边 ， 这 样 的 棱 叫 做 多 面 
面 的 内 棱 。 如 果 多 面 面 的 棱 只 是 一 个 面 的 边 ， 这 样 的 棱 
叫做 多 面 面 的 界 棱 。 如 果 多 面 面 的 所 有 的 棱 都 是 它 的 内 
棱 , 这 样 的 多 面 面 叫做 多 面体 :这样 的 多 面 面 的 顶 , 棱 \ 面 
分 别 叫做 多 面体 的 顶 、 棱 , 面 。 多 面体 按 面 数 分 类 ,可 分 为 
四 面体 ,五 面体 六 面体 ,等 等 。 

如 果 多 面体 符合 以 下 各 条 件 ， 就 叫做 简单 多 面体 : 
@ 各 面 都 是 简单 多 边 形 的 面 ， 锋 棱 与 楼 之 间 、 棱 与 面 的 
内 部 ， 都 没有 公共 点 ! @@ 顶 不 是 任何 面 或 棱 的 内 点 
@ 共 有 一 顶 的 各 面 角 构成 以 这 个 顶 为 项 的 多 面 角 。 

如 果 按 简单 多 面体 的 每 面 所 在 的 平面 而 言 ， 其 余 所 
有 各 面 都 在 这 平面 的 同 侧 , 这 样 的 多 面体 叫做 凸 多 面体 。 

每 个 简单 多 面体 都 将 空间 分 成 两 个 域 若 尔 当 定理 )。 
如 果 是 凸 多 面体 ,其 中 一 城 是 凸 的 , 另 一 域 是 凹 的 ! 如 果 
简单 多 面体 是 凹 的 ,两 个 域 都 是 目的 ,但 其 中 有 且 仅 有 一 
个 城 能 包含 某 平面 (因而 也 包含 某 直 线 ) 全 部 。 这 个 域 叫 
做 多 面体 的 外 部 ， 另 一 域 叫做 多 面体 的 内 部 。 对 凸 多 面 
体 而 言 , 凸 域 是 内 部 ,思域 是 外 部 。 

任何 凸 多 面体 的 顶 数 ”与 面 数 了 的 和 都 较 棱 数 e 多 
2， 即 v+f-e=2。 这 就 是 欧 拉 定理 。 ( 钟 善 基 ) 


duomlantlqun 
多 面体 群 (polyhedral group) 保持 正 多 面 
体 在 空间 占有 位 置 不 变 的 一 切 运动 所 成 的 群 。 一 多 面体 
在 空间 运动 ,其 运动 前 后 占有 同一 个 空间 位 置 ,一 切 这 样 
的 运动 的 集合 伍 ， 对 于 以 两 个 这 样 的 运动 相继 施行 作为 
乘法 构成 群 , 称 为 多 面体 群 。 由 几何 学 可 知 , 正 多 面体 只 
有 5 种 , 即 正四 面体 , 正六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 、 
正二 十 面体 。 于 是 有 正四 面体 群 . 正 六 ( 八 ) 面 体 群 . 正 十 
十 ) 面 体 群 等 三 种 群 。 

在 正四 面体 4-BCD 中 ， 以 其 正三 角形 BCD 的 中 心 
01 与 4 点 连结 的 直线 AO, 为 轴 ， 如 图 1， 将 正四 面体 
4-BCD 按 反 时 针 方向 绕 AO, 轴 作 角度 为 2r/3 与 4x/3 
的 旋转 。 显 然 , 这 两 个 旋转 运动 分 别 对 应 于 置换 (BCD) 
与 (BDC)， 且 使 正四 面体 在 其 运动 前 后 占有 同一 空间 位 
置 。 仿 此 , 连结 也 点 与 正三 角形 ACD 的 中 心 0; 的 直线 
BO, 为 轴 作 角度 为 2x/3 与 A 
4x/3 的 旋转 ,这 两 个 旋转 运动 
分 别 对 应 于 置换 (4CD) 与 
(4DC)， 并 使 正四 面体 在 运动 
前 后 占有 同一 空间 位 置 . 同 理 ， 8 D 
与 置换 (ABD) 及 (ADB)， 
(4BC) 及 (ACB) 所 对 应 的 旋 a 
转 ， 也 使 正四 面体 在 运动 前 后 图 1 正四 面体 


占有 同一 空间 位 置 。 综 上 所 述 共有 8 个 三 项 循环 ， 
(BCD), (BDC), (ACD), (ADC), (ABD), (ADB), 
(4BC),(ACB)。 它 们 分 别 对 应 的 旋转 都 是 使 正四 面体 占 
有 同一 空间 位 置 的 运动 。 再 以 正四 面体 A-BCD 的 3 对 
对 边 之 中 点 联 线 为 旋转 轴 , 作 角度 为 x 的 3 个 旋转 ,它们 
分 别 对 应 于 置换 (AB)(CD),(AC)(BD), (AD)(BC), 并 
使 正四 面体 占有 同一 空间 位 置 .以 I 表示 旋转 角 为 0 的 旋 
转 即 不 动 旋转 ， 显 然 ， 是 使 正四 面体 占有 同一 空间 位 
置 的 运动 。 总 计 共 得 12 个 旋转 除 此 之 外 再 没有 
其 他 运动 可 保持 正四 面体 占有 空间 位 置 不 变 。 这 样 的 12 
个 运动 构成 群 , 称 为 正四 面体 群 。 它 与 4 个 文字 A、B、 
C.D 上 的 四 次 交错 群 Ul 同 构 ， 因 此 ,四 次 交错 群 U 又 
称 为 正四 面体 群 。 

正八 面体 4-BCDE-F, 如 图 2a， 其 各 个 面 都 是 正三 
角形 ， 顺 次 联结 各 面 的 中 心 ,b,c,d,e,f,gsh 即 得 一 个 
正六 面体 abed-efgh, 如 图 2b。 对 于 正八 面体 A-BCDE-F 
分 别 以 其 3 条 对 角 线 AF,BD,CE 为 旋转 轴 ， 作 r/2,m， 
3x/2 的 旋转 , 共有 9 个 旋转 运动 。 它 们 都 能 使 正八 面体 
占有 同一 空间 位 置 , 同时 也 使 正六 面体 (图 2b) 也 占有 同 
一 空间 位 置 。 


a 正八 面体 
图 2 


以 正八 面体 的 4 对 对 面 的 中 心 连 线 为 旋转 轴 ， 分 别 
作 x/3、2x/3 的 旋转 , 共有 8 个 这 样 的 运动 .它们 使 正八 
面体 ,也 使 正六 面体 不 变更 所 占 的 空间 位 置 。 再 以 正八 面 
体 的 6 对 两 平行 棱 的 中 点 联 线 为 轴 作 角 度 为 x 的 旋转 ， 
共有 6 个 旋转 运动 。 它 们 使 正八 面体 ,并 因 之 使 正六 面体 
不 变更 占有 的 空间 位 置 。 加 上 不 动 旋转 p 于是, 使 正八 
面体 或 正六 面体 不 变更 占有 的 空间 位 置 的 旋转 运动 ， 总 
计 有 24 个 ， 且 只 有 这 24 个 这 样 的 24 个 运动 构成 群 ， 
称 为 正八 面体 群 或 正六 面体 群 。 它 与 四 次 对 称 群 6, 同 
构 ， 所 以 正八 面体 群 与 正六 面体 群 是 一 致 的 ， 都 是 4 次 
对 称 群 6,. 有 时 把 四 次 对 称 群 称 为 正八 面体 群 或 正六 面 
体 群 。 

由 于 正 十 二 面体 的 各 面 之 中 心 的 连 线 ， 可 勾画 出 正 
二 十 面体 (图 3)。 因 此 ， 正 十 二 面体 群 与 正二 十 面体 群 
是 一 致 的。 以 正 十 二 面体 的 6 对 相对 面 的 中 心 连 线 为 轴 
作 2x/5,4x/5, 6x/5,8x/5 的 旋转 ， 这 样 的 旋转 共有 24 
个 。 以 10 对 相对 项 点 的 连 线 为 轴 作 2r/3\4x/3 的 旋转 ， 
这 样 的 旋转 共有 20 个 。 以 15 对 相对 对 边 的 中 心 连 线 为 
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轴 作 x 的 旋转 ,这 样 的 旋转 共有 15 个 不 动 旋转 了 一 个 。 
于 是 ， 使 正 十 二 面体 或 正二 十 面体 不 变更 占有 的 空间 位 
置 的 旋转 共有 60 个 , 且 只 有 这 60 个 。 这 样 的 60 个 旋转 
构成 群 , 称 为 正 十 二 面体 群 或 正二 十 面体 群 。 它 与 5 次 交 
错 群 4 同 构 。 

自然 界 中 的 晶体 部 旺 规则 上 人 > 
的 多 面体 外 形 ， 且 同一 种 晶体 
物质 总 是 结局 成 相同 的 形状 ， 
晶体 还 具有 明显 的 各 向 异性 。 
这 些 自然 现象 都 可 以 用 上 述 群 各 多 
论 方法 来 研究 。 晶 体 的 结构 是 
其 原子 按 一 定 方式 相互 连结 的 
空间 点 阵 ， 称 为 局 格 。 在 这 种 图 3 正二 十 机 人 
点 阵 中 可 找到 最 基本 的 单位 ， 称 为 晶 胞 。 整 个 点 隆 相当 
于 届 胞 按 一 定 规则 的 排列 。 晶 格 具有 上 述 五 种 正 多 面体 
或 其 他 几何 体形 状 。 例 如 食盐 NaCl 晶体 的 晶 格 就 是 正 
六 面体 形 ,如 图 4。 


图 和 4 卓 格 


研究 某 种 晶体 的 空间 点 阵 时 ， 有 一 些 变换 使 空间 点 
阵 不 变 ,这 些 空间 变换 不 仅 是 前 面 所 提 及 的 旋转 运动 ,而 
且 还 包括 平移 、 镜 面 反 射 等 运动 。 所 有 这 些 空间 变换 的 
集合 成 为 一 个 群 , 称 为 晶体 的 空间 群 或 结晶 群 。 它 反映 了 
晶体 的 内 部 结构 和 品 体 的 性 质 。 结 晶 群 中 的 所 有 平移 的 
集合 是 一 个 正规 子 群 ， 称 为 平移 子 群 。 结 品 群 对 其 平移 
子 群 的 商 群 ， 是 一 个 类 似 于 前 面 提 到 的 多 面体 群 的 空间 
变换 群 , 它 刻画 了 晶 格 以 及 晶体 宏观 外 形 的 对 称 性 质 , 称 
为 晶体 点 群 。 

晶体 点 群 共有 32 个 ， 其 中 包括 正四 面体 群 和 正六 
《 八 ) 面 体 群 。 这 是 一 个 不 太 复杂 而 很 有 意义 的 结果 。 要 
得 到 与 这 32 个 晶体 点 群 相 联系 的 所 有 结晶 群 就 复杂 一 
些 。 一 般 的 ,从 一 个 晶体 点 群 出 发 ,会 发 现 多 个 结晶 群 以 
其 为 商 群 。 尽 管 如 此 ,结晶 群 的 总 个 数 也 是 不 很 多 的 , 共 
有 230 个 。 找 出 这 230 个 结晶 群 ， 并 证 明 除 此 之 外 没有 
其 他 的 结晶 群 的 工作 ， 已 在 19 世纪 未 由 E.C. 费 德 洛 夫 
〈1895)、A, 含 福 里 斯 (1896) 和 W. 巴 罗 (1894) 完成 了 。 
这 一 工作 可 以 说 是 群 论 对 其 他 自然 科学 的 首次 成 功 的 重 
大 应 用 , 它 也 推动 了 群 论 本 身 的 发 展 。 


参考 书目 
A. Speiser, Die Theorie der Gruppen von Endlicher 
Ordrung, 3rd ed., Springer-Verlag, Berlin, 1937. 
( 张 远 达 ) 
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duomubioo guihua 
多 目标 规划 (multiple objectives program- 
ming) ”数学 规划 的 一 个 分 支 ,研究 多 于 一 个 的 目标 
函数 在 给 定 区 域 上 被 同等 地 最 优化 ( 极 小 化 或 极 大 化 ) 的 
问题 ( 称 为 多 目标 最 优化 或 向 量 极 值 )。 

多 目标 极 小 化 问题 通常 记 为 
(VMP) Yomi f(x), 


其 中 人 (x)= (人 (x),f(x),…, fm(x))"(m 之 2) 是 给 定 的 
一 个 向 量 值 目标 函数 ,T 表示 转 置 ， XSR", V-min 表示 


在 区 域 X 上 的 函数 f(x), f(x)，…，fm(x) 被 同等 地 极 
小 化 。 

若 (VMP) 中 的 人 x) 是 x 的 线性 (向量 ) 函数 ，X 是 
如 中 的 多 面体 , 则 相应 的 问题 称 为 多 目标 线性 规划 问题 。 
车 (VMP) 中 的 fx) 是 x 的 非 线性 (向 量 ) 函 数 ,或 X 不 是 
Rr 中 的 一 个 多 面体 , 则 称 为 多 目标 非 线性 规划 问题 。 对 
于 多 目标 规划 , 解 的 定义 是 一 个 非常 重要 的 问题 。 

有 效 性 ” 亦 称 帕 雷 托 最 优 性 ， 有 时 也 称 为 非 劣 性 或 
非 受 控 性 或 可 采纳 性 , 是 T. C. 库 普 曼 斯 于 1951 年 引入 
的 。 命 名 为 帕 雷 托 最 优 性 是 为 了 纪念 法 国 经 济 学 家 V。 
帕 雷 托 首先 提出 多 目标 最 优化 的 思想 。 由 于 向 量 序 不 是 
完全 序 ， 因 而 对 于 问题 (VMP) 一 般 不 存在 zxEX 使 所 有 
的 fx)(i=1,2,…,m) 同 时 达到 极 小 。 因 此 , 单 目标 问 
题 的 最 优 解 概念 在 这 里 已 不 适用 ， 而 代替 它 的 则 有 有 效 
解 . 弱 有 效 解 和 非 劣 解 等 概念 。 如 果 和 YEX， 且 不 存在 其 
他 的 可 行 点 x 使 得 有 x)<<f(%)， 则 称 针 为 (VMP) 的 有 
效 解 ( 这 里 <" 表示 向 量 的 每 一 分 量 间 都 是 "<" 且 至 少 
有 一 个 分 量 间 是 “<"， 而 <” 表示 它们 的 每 一 个 分 量 间 
都 是 "<")。 有 效 解 也 叫做 帕 雷 托 最 优 解 或 非 劣 解 。 如 果 
过 EX, 且 不 存在 其 他 的 可 行 点 x 使 人 x)<f( 芝 ), 则 针 称 
为 (VMP ) 的 弱 有 效 解 。 设 了 把 XX 映射 到 Rm 中 的 可 达 目 
标 集 Y=f(X)。 若 Y 是 一 紧 集 , 则 问题 (VMP ) 的 有 效 解 
和 弱 有 效 解 存在 。 

一 个 多 目标 规划 问题 通常 存在 许多 个 有 效 解 。 在 自 
然 序 意义 下 ， 因 各 有 效 解 之 间 相 互 不 能 进行 比较 。 因 而 
要 在 它们 之 中 加 以 选择 ， 就 需要 引入 一 个 偏爱 序 。 这 相 
当 于 要 从 决策 者 那里 得 到 另外 的 信息 。 如 何 选取 这 种 另 
外 的 信息 以 提炼 成 一 种 偏爱 模式 ， 并 且 在 某 种 偏爱 关系 
的 基础 上 建立 起 有 关 的 数学 理论 ， 是 多 目标 规划 研究 的 
一 个 重要 课题 。 

1968 年 A. M. 日 夫 里 翁 引 进 了 真有 效 解 概念 :如 果 
至 是 (VMP ) 的 有 效 解 , 且 存在 一 数值 > 0, 使 得 对 于 满 
足 《x)<f(%) 的 每 一 i 和 每 一 xEX, 至 少 存在 一 个 使 
J4x)>f( 名 ) 的 j(1<j<m) 有 [f(3)~f(x)]/[js(x) 一 
fi( 生 )]<M, 则 匀称 为 问题 (VMP) 的 真有 效 解 .在 多 目标 
规划 的 研究 中 ,还 引入 了 一 些 其 他 意义 下 的 解 的 概念 ,如 
局 部 有 效 解 、 库 思 - 塔 克 尔 意义 下 的 有 效 解 等 。 对 这 些 解 
的 性 质 及 其 相互 关系 已 进行 了 若干 探讨 ,例如 ,对 伪 单 调 
多 目标 规划 、 凸 多 目标 规划 已 研究 了 有 效 解 的 性 质 ， 并 


建立 了 一 些 关于 有 效 解 和 弱 有 效 解 的 判别 准则 。 在 多 目 
标 规划 的 研究 中 ,目标 空间 并 不 限于 欧 氏 空间 R", 例 如 ， 
目标 函数 是 表示 一 国 经 济 增长 的 一 个 动态 模型 的 所 有 轨 
线 , 则 目标 空间 就 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 目 前 ,目标 空间 
是 抽象 的 巴 合 赫 空间 或 希 尔 伯 特 空间 的 情形 ， 已 有 不 少 
研究 。 

一 个 与 多 目标 问题 (VMP) 相 关联 的 单 目 标 问题 


CPM) min SNAx) 


是 引 人 重视 的 ,其 中 入 叫做 权 系数 ,入 = (XX2,…s 和 Am)7 叫 
做 权 向 量 。 通常 要 求 权 系数 满足 冶 和 =1 或 |X|=1( 依 
Rn 中 任意 渤 定 的 模 ) 使 之 规范 化 . 记 4 一 {XE Rm| VAs> 
0, Bh),4'= {rER"| VA>0, B=y), 则 有 以 
下 的 基本 定理 ， 

设 关 EX 是 (P) 的 最 优 解 , 和 AE4， 则 天 是 (VMP) 的 
弱 有 效 解 ! 若 X 是 凸 集 ， 帮 xz) 是 X 上 的 凸 函 数 ， 且 天 是 
〈《VMP) 的 弱 有 效 解 , 则 存在 某 一 XE4 使 对 是 (P,) 的 最 
优 解 。 若 入 EA*, 卫 是 (P,) 的 最 优 解 ， 则 对 是 (VMP) 的 
真有 效 解 ， 若是 凸 集 , f(x) 是 XxX 上 的 凸 函数 ， 且 主 是 
(VMP ) 的 真有 效 解 ， 则 存在 某 一 和 EA4* 使 对 是 (P,) 的 最 
优 解 。 

通过 带 权 系 数 的 问题 (Px)， 可 以 把 非 线性 规划 的 许 
多 结果 移 置 到 多 目标 规划 中 来 。 权 系数 是 一 种 类 型 的 拉 
格 朗 日 乘 子 ， 利 用 线性 泛 函 来 分 离 集合 的 一 切 理论 都 可 
用 于 此 处 。 对 无 限 维 的 情形 ， 对 和 蒂 点 和 对 偶 定理 都 可 进 
行 研究 。 从 计算 方法 上 来 说 , 求 (VMP ) 的 有 效 解 或 弱 有 
效 解 ,可 归 为 求 参 数 规划 问题 (PA) 的 最 优 解 。 当 入 遍 迹 
少 或 4 时 ,将 产生 所 有 的 有 效 解 或 弱 有 效 解 。 但 是 ,对 于 
《VMP ) 的 一 个 给 定 的 有 效 解 或 弹 有 效 解 , 选择 一 个 适当 
的 权 向 量 和 并非 易 事 。 这 是 用 权 系 数 求解 的 弱点 。 

以 下 定理 在 实用 中 可 以 检验 一 个 点 的 有 效 性 ， 并 用 
来 产生 一 个 有 效 解 或 判定 问题 的 有 效 解 不 存在 。 

命 
(Ps) 


=int fx) 

f(x)<f(x), 

XEX, 

其 中 忒 是 X 中 的 一 个 给 定点 。@ 是 (VMP) 的 有 效 解 
的 充分 必要 条 件 为 丈 是 (Ps) 的 最 优 解 。@ 若 了 是 有 限 
的 ,并 且 天 EX 是 (Pa) 的 最 优 解 , 则 是 (VMP) 的 有 效 
解 。@ 若 六 是 凸 集 , 了 xz) 是 XX 上 的 凸 函数 ,问题 (Ps) 无 有 
限 的 最 小 值 存在 , 则 (VMP) 不 存在 真有 效 解 。 这 些 结果 
是 R,E, 温 德尔 和 D. N. 李 于 1977 年 得 到 的 。 

1978 年 ，H. P. 本 森 给 出 有 效 解 与 真有 效 解 之 间 关 
系 的 一 个 结果 设 Kx) 是 凸 集 区 上 的 凸 函 数 ，S= {sE 
Rm|s<f(x) 对 某 一 xEX 成 立 } 是 闭 集 ， 则 任意 非 真 有 效 
解 必 是 某 一 真有 效 解 序列 的 极限 。 此 外 ， 用 已 表 示 所 有 
有 效 解 的 集合 ，E， 表示 所 有 真有 效 解 的 集合 ， 若 f(x) 
在 闭 凸 集 X 上 是 连续 的 和 目的 , 则 有 关系 KE) 


I(E)SHE,), 其 中 一 横 表示 闭 运算 。 

多 目标 规划 的 算法 “把 多 目标 规划 问题 归 为 单 目标 
的 数学 规划 (线性 规划 或 非 线性 规划 ) 问题 进行 求解 ， 即 
所 谓 标 量化 的 方法 ， 这 是 基本 的 算法 之 一 。 

@ 线性 加 权 和 法 对 于 多 目标 规划 问题 (VMP), 先 
选取 向 量 和 = (和 14, 和 ,,…,Am)"， 要 求 和 >0(i=1,2,…,m) 
和 总 =1， 作 各 目标 线性 加 权 和 Xx) 一 芒 和 f(z)， 
然后 求解 单 目标 数学 规划 问题 

min XfCx), (1) 
设 过 是 问题 (1) 的 最 优 解 ， 则 可 以 证 明 乏 是 问题 CVMP) 
的 有 效 解 。 若 选取 向 量 之 0， 则 相应 的 问题 (1) 的 最 优 
解 区 是 多 目标 规划 问题 (VMP) 的 弱 有 效 解 。 向 量 和 的 
各 个 分 量 Xii= 1,2,…， m) 通 常 叫做 权 系数 。 它 的 大 小 
反映 了 各 相应 分 目标 在 问题 中 的 重要 程度 。 一 般 ， 对 权 
系数 的 不 同 选取 , 可 以 得 到 问题 (VMP ) 的 不 同 的 有 效 解 
或 弱 有 效 解 。 如 何 选取 权 系 数 ， 对 于 不 同 的 问题 可 以 有 
不 同 的 处 理 方法 。 

@ 理想 点 法 ”为 了 求解 多 目标 规划 问题 (VMP)， 
先 依次 极 小 化 各 个 分 目标 。 设 求 得 第 站 个 目标 的 极 小 值 
个 = min f(x) (i~1,2,…,m)， 则 得 到 R" 中 的 一 个 点 
拓 = (人 至 2 贷 )F。 由 于 点 人 # 的 各 个 分 量 对 于 相应 的 分 
目标 而 言 是 最 理想 的 值 ， 故 称 售 为 问题 (VMP) 的 理想 
点 。 选 取 权 系数 X,>0 (i=1, 2,…,m)， 并 作 偏差 (函数 ) 


1F(z) 一 Fl 一 3| ft) 一 他 下 (1<p<+%), 


最 后 求解 数学 规划 问题 
i |IFCx)—F*|。 (2) 

问题 《2) 的 最 优 解 是 问题 《VMP) 的 有 效 解 。 理 想 点 
法 的 基本 思想 是 在 某 种 意义 下 使 向 量 目标 函数 与 所 考 上 
问题 的 理想 点 的 偏差 为 极 小 ， 来 求 出 多 目标 规划 问题 的 
有 效 解 。 在 上 述 偏差 中 ，P 的 不 同 取 值 代表 了 不 同意 义 
的 偏差 。 当 取 p=2, 和 ,==1 (i 二 1,2，…, ma)， 则 偏差 就 
为 殉 离 IP(z) 一 Pol = 站 加 CC) 一季 .这 种 情形 , 理 
起 点 法 也 叫做 最 短 距 离 法 

@ 分 层 求解 法 “对 于 问题 《(VMP)， 假 若 目 标 函 
数 人 x)==(f(x),f(x),…, fm(x))" 的 各 个 分 目标 可 以 
按 其 在 问题 中 的 重要 程度 排出 先后 次 序 ， 并 设 这 个 次 序 
为 下 ()， f(z),…， 拓 (x*)。 先 对 第 一 个 目标 进行 极 小 
化 ， min Jia), 设 得 到 的 最 优 解 为 ,然后 , 按 下 述 格 式 
依次 分 屋 对 各 目标 进行 极 小 化 ， 


min f(x), k=2,3,.,m, (3) 
的 


式 中 ={x|xEXss f(x)=f(2x), i=1,2,…sk—1}。 
设 k=m 时 得 到 问题 (3) 的 最 优 解 x*", 则 在 每 一 X 关 如 
的 条 件 下 ，x” 是 多 目标 规划 (VMP) 的 有 效 解 。 在 实用 
中 ， 为 了 保证 每 一 Xs 多 ， 常 把 上 述 Xs 中 的 等 式 约束 
作 适 当 的 宽容 , 即 给 出 一 组 所 谓 宽容 量 8(i 一 1，2，…， 
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m—D), 并 Y= {x|xEX,f x) <Ax) ti 1,2,.…, 
一 1) 代 答 (3) 中 的 Xs。 在 5%>0 的 条 件 下 ， 由 各 代替 
XZ 所 得 到 的 xn 是 多 目标 规划 (VMP) 的 弱 有 效 解 。 

苘 灾 多 目标 最 优化 思想 ,最 早 是 在 1896 年 由 法 国 
经 济 学 家 V. 帕 雷 托 提出 来 的 。 他 从 政治 经 济 学 的 角度 
考虑 把 本 质 上 是 不 可 比较 的 许多 目标 化 成 单个 目标 的 最 
优化 问题 ,从 而 涉及 了 多 目标 规划 问题 和 多 目标 的 概念 。 
1947 年 ,本 冯 ， 诺 伊 曼 和 O. 莫 根 施 特 思 从 对 策 论 的 角 
度 提出 了 有 多 个 决策 者 在 彼此 有 矛盾 的 情况 下 的 多 目标 
问题 。1951 年 ,T.C. 库 普 曼 斯 从 生产 和 分 配 的 活动 中 提 
出 多 目标 最 优化 问题 ,引入 有 效 解 的 概念 ,并 得 到 一 些 基 
本 结果 。 同 年 ,H.W. 库 思 和 A. W. 塔 克 尔 从 研究 数学 
规划 的 角度 提出 向 量 极 值 问 题 ,引入 库 思 - 塔 克 尔 有 效 解 
概念 ,并 研究 了 它 的 必要 和 充分 条 件 。1963 年 ,L.A. 扎 德 
从 控制 论 方面 提出 多 指标 最 优化 问题 ， 也 给 出 了 一 些 基 
本 结果 。1968 年 , A. M. 日 夫 里 翁 为 了 排除 变态 的 有 效 
解 ,引进 了 真有 效 解 概念 ,并 得 到 了 有 关 的 结果 。 自 70 年 
代 以 来 ， 多 目标 规划 的 研究 越 来 越 受到 人 们 的 重视 。 至 
今 关于 多 目标 最 优 解 尚 无 一 种 完全 令 人 满意 的 定义 ， 所 
以 在 理论 上 多 目标 规划 仍 处 于 发 展 阶段 。 
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duoxlangshl 

多 项 式 〈polynomial) 代数 学 中 最 基本 的 研究 
对 象 之 一 。 设 Qi(i=0,1,…,n) 是 域 下 中 元 素 , x 是 一 个 
文字 (或 称 符号 )， 则 形 如 fx)=anx* 十 Qn-ix 十 … 十 


wxz+os 的 表示 式 , 称 为 F 上 的 一 个 文字 x 的 多 项 式 , 简 


称 为 一 元 多 项 式 。Gn,0-1,…,41,09 称 为 x) 的 系数 ,Gx 
称 为 上 次 项 ,ou 称 为 上 次 项 系数 。 如 果 0 天 0, 那 么 f(x) 
称 为 次 多 项 式 ， 此 时 anx" 称 为 了 zx) 的 首 项 ，an 称 为 
了 zx) 的 首 项 系数 。 两 个 多 项 式 相等 是 指 它们 的 同 次 项 的 
系数 都 相等 。 系 数 全 为 零 的 多 项 式 , 称 为 零 多 项 式 , 记 作 
0, 并 约定 零 多 项 式 的 次 数 为 一 00。 

了 上 的 两 个 多 项 式 


f= 加 g(x)= Box 
之 和 定义 为 
f(x)+g(x)=— 如 co+eox， oy 


式 中 N=max{n,m}, 并 约定 当 t>n 时 ,4,=0; 对 g(x) 的 
系数 也 有 同样 的 规定 。 作 x)+g(zx) 仍 是 F 上 一 个 多 项 式 。 
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人 x) 与 g(x) 的 积 定义 为 
f(x)-g(r) = oe, (2) 
式 中 = 如 ab 


用 F[x] 表 示 系 数 在 域 下 中 的 多 项 式 全 体 ， 用 公式 
(1)、(2) 定 义 F[x] 的 加 法 以 及 乘法 ， 则 F[z] 成 一 个 环 ， 
称 之 为 F 上 的 一 元 多 项 式 环 。F[x] 是 具有 单位 元 素 的 
整 环 。 

设 信 x) 和 g(x) 是 F[x] 中 的 两 个 多 项 式 ， 若 存在 
F[x] 中 一 个 多 项 式 q(x)， 使 得 f(x)=q(x)g(x)， 则 称 
了 Kx) 是 g(x) 的 一 个 倍 式 ，g(x) 是 人 x) 的 一 个 因 式 。 应 用 
带 余 除法 可 以 判断 g(x) 是 否 是 f(x) 的 一 个 因 式 。 

带 余 除法 若 信 x) 和 g(x) 是 F[x] 中 的 两 个 多 项 
式 , 且 9(xz) 关 0, 则 在 F[x] 中 有 多 项 式 9(z) 和 r(z)， 满 
足 人 x)=q(x)g(x)+r(x)， 其 中 r(x) 的 次 数 小 于 g(x*) 
的 次 数 ， 且 只 有 一 对 Q(x) 和 r(x) 满足 这 些 条 件 。 此 时 
Q(x) 称 为 9(x) 除 fx) 的 商 式 ,r(x) 称 为 余 式 。 当 9(x) 一 
x 一 Qa 时, 则 r(z) 一 也 0) 称 为 余 元 , 式 中 的 "是 了 的 元 素 。 
此 时 带 余 除法 具有 形式 fxz)= g(x)(x 一 G) 二 大 a)， 称 为 
余 元 定理 。g(x) 是 作 x) 的 因 式 的 充分 必要 条 件 是 9(*) 
除 人 x) 所 得 余 式 等 于 零 。 如 果 g(x) 是 人 x) 的 因 式 ,那么 
也 称 g(x) 能 整除 用 x), 或 作 x) 能 被 9(x) 整 除 。 特 别 地 ， 
x 一 4 是 及 x) 的 因 式 的 充分 必要 条 件 是 1(4)=0, 这 时 称 
4 是 人 x) 的 一 个 根 。 

如 果 d(x) 既 是 人 x) 的 因 式 ,又 是 g(x) 的 因 式 ,那么 
称 d(x) 是 x) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 。 如 果 d(x) 是 人 x) 
与 g(x) 的 一 个 公 因 式 ,并 且 人 x) 与 90(x) 的 任 一 个 因 式 
都 是 d(x) 的 因 式 ,那么 称 d(x) 是 f(x) 与 gz) 的 一 个 最 
大 公 因 式 。 如 果 防 x)=0, 那 么 g(x) 就 是 (x) 与 g(x) 的 
一 个 最 大 公 因 式 。 当 人 zx) 与 9(x) 全 不 为 零 时 ,可 以 应 用 
辊 转 相 除 法 来 求 它们 的 最 大 公 因 式 。 

驾 转 相 除 法 ”已 知 FLx] 中 两 个 不 等 于 零 的 多 项 式 
人 (x) 与 9(x), 用 g(x) 除 人 (x) 得 商 式 (X)、 余 式 T4(X)。 
若 ri(z) 一 0,， 则 g(x) 就 是 及 x) 与 9(x) 的 一 个 最 大 公 因 
式 。 若 ri(z) 关 0, 则 用 ri(z) 除 g(x) 得 商 式 9:(X)、 余 式 
Ta(X)。 若 ra(x)=0, 则 T(x) 就 是 x) 与 9(x) 的 一 个 最 
大 公 因 式 。 否 则 ,如 此 驾 转 相 除 下 去 , 余 式 的 次 数 不 断 降 
低 ， 经 有 限 s 次 之 后 ， 必 有 余 式 为 零 ， 即 有 如 下 的 一 组 
等 式 : 

fx)=q(x)g(x) +r(x), 
g(x)= q(x)r(x) +7AR), 
Ti(zZ) 一 9(z)ra(x) 十 ra(xz)， 


(TTX) + TR), 
Tai(X)=g9( XT (x), 
式 中 m(z)、ra(z)、…、m(z) 都 不 为 0， 于 是 7,(x) 就 是 
f(x) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 。 
利用 加 转 相 除 法 的 算法 ,可 将 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 
因 式 7.(x) 表 成 f(x) 和 g(x) 的 组 合 ,而 组 合 的 系数 是 


Te-al( x 


上 的 多 项 式 。 

如 果 f(x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 是 零 次 多 项 式 ,那么 
称 作 x) 与 9(xz) 是 互 素 的 。 最 大 公 因 式 和 互 束 概念 都 可 
以 推广 到 几 个 多 项 式 的 情形 。 

如 果 FP[x] 中 的 一 个 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 fx)， 
不 能 表 成 PCx] 中 的 两 个 次 数 较 低 的 多 项 式 的 乘积 ,那么 
称 人 x) 是 F 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 。 

任 一 多 项 式 都 可 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 。 

唯一 分 解 定理 F[z] 中 任 一 个 次 数 不 小 于 1 的 多 
项 式 都 可 以 分 解 为 了 上 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 而 且 除 
去 因 式 的 次 序 以 及 常数 因子 外 ， 分 解 的 方法 是 唯一 的 。 

当 F 是 复数 域 C 时 ,根据 代数 基本 定理 ， 可 证 CLx] 
中 不 可 约 多 项 式 都 是 一 次 的 。 因 此 ， 每 个 复 系数 多 项 式 
都 可 分 解 成 一 次 因 式 的 连 乘积 。 

当下 是 实数 域 民 时 ， 由 于 实 系数 多 项 式 的 虚 根 是 成 
对 出 现 的 , 即 虚 根 的 共 示 数 仍 是 根 ， 因 此 RCx] 中 不 可 约 
多 项 式 是 一 次 的 或 二 次 的 。 所 以 每 个 实 系数 多 项 式 者 可 
以 分 解 成 一 些 一 次 和 二 次 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 。 实 系 
数 二 次 多 项 式 ar:+bx+e 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 其 
判别 式 叫 -4ac<0。 

当下 是 有 理 数 域 @ 时， 情况 复杂 得 多 。 要 判断 一 个 
有 理 系数 多 项 式 是 否 不 可 约 ， 就 较 困难 。 应 用 本 原 多 项 


式 理论 ， 可 把 有 理 系数 多 项 式 的 分 解 问题 化 为 整 系数 多 . 


项 式 的 分 解 问题 。 一 个 整 系 数 多 项 式 如 其 系数 是 互 素 
的 ， 则 称 之 为 本 原 多 项 式 。 每 个 有 理 系数 多 项 式 都 可 表 
成 一 个 有 理 数 及 一 个 本 原 多 项 式 的 乘积 。 关 于 本 原 多 项 
式 有 下 述 重要 性 质 。 

高 斯 引 理 , 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 是 本 原 多 项 式 。 

应 用 高 斯 引 理 可 证 ， 如 果 一 个 整 系数 多 项 式 可 以 分 
解 为 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘积 ， 那 么 它 一 
定 可 以 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 。 这 个 结论 可 用 
来 判断 有 理 系 数 多 项 式 的 不 可 约 性 。 关 于 Q[z] 中 多 项 式 
的 不 可 约 性 的 判断 ,还 有 艾 森 斯 坦 判别 法 :对 于 整 系数 多 
项 式 (x)=Gnx?++an-ix"' 十 … 十 qx 二 0。， 如 果 有 一 个 
素数 Pp 能 整除 0,-1,0,-:,…,01,0。， 但 不 能 整除 0。， 且 
P? 不 能 整除 常数 项 qu, 那么 f(x) 在 @ 上 是 不 可 约 的 。 由 
此 可 知 , 对 于 任 一 自然 数 n, 在 有 理 数 域 上 x* 一 2 是 不 可 
约 的 。 因 而 ,对 任 一 自然 数 n, 都 有 ? 次 不 可 约 的 有 理 系 
数 多 项 式 。 

多 项 式 方程 ”多项式 理 论 的 发 展 与 多 项 式 方程 〈 代 
数 方程 ) 的 研究 有 密切 联系 。 一 个 未 知 量 的 高 次 方程 的 
一 般 形式 为 

nzn 十 qp-iXn 十 … 十 GIX 十 Go 一 0， (3) 

令 人 x)=anxr 十 an-1x"-! 十 … 十 gx 十 Gos 于 是 方程 (3) 的 
根 即 多 项 式 人 (x) 的 根 。 

在 20 世纪 以 前 , 解 方程 一 直 是 代数 学 的 一 个 中 心 问 
题 。 远 在 公元 以 前 ， 文 明 古 国 的 学 者 对 于 某 些 特殊 二 次 
方程 的 解法 ,已 经 有 所 研究 。 在 16 世纪 才 得 到 三 次 方程 
和 四 次 方程 的 解法 。 


二 次 方程 ax?+bx+c=0 的 求 根 公式 为 


一 b 
2 二 oo)。 (0 
求解 三 次 方程 
x tax + OX+ a =0, (5) 
先 利 用 变换 x~y 一 本- 将 (5) 化 为 
+PY+q=0, (6) 


再 作 变 换 y=z 志 -， 将 (6) 化 为 关于 za 的 二 次 方程 


(2 二 a(#) 一 到 0, 应 用 公式 (4) 求 出 双 , 即 可 得 出 方 
程 (6) 的 三 个 根 为 


n=-+VT+ 中- VT -VF+p, 
Ne $+ VE + a EN VRE, 
n= Yar + 


式 中 = 二 十 3 


。 因此 方程 (5 ) 的 根 为 一 总 - 十 


+ 一 5 十 轨 。 求 解 四 次 方程 ix4 十 qaxz3 十 caxz 十 


- 强 
axz+a= 0， 把 它 的 根 减 去 一 可 如 而 化 为 
0 (7) 
再 令 久 十 pi 十 串 二 r 一 (于 十 则 十 (天 一 蕊 二 mm)， 比较 两 
端 各 项 的 系数 ,得 


黎 


I+m-—k=p, 
k(m—l)=q, | (8) 
Im=r, 
如 果 g= 0， 那么 方程 (7) 即 为 y+py*+r=0， 很 容易 求 
解 。 如 果 g*0, 那 么 k 关 0, 可 由 (8) 中 前 两 式 解 得 
-一 二 mt (9) 
代入 (8) 中 第 三 式 , 即 得 
ks+2pk'+(p’—4r)k:— gq:=0, 
解 之 , 设 k, 是 此 方程 的 任 一 根 ,将 其 代入 (9) 得 到 1 和 mm 
的 值 1。 和 me， 于 是 方程 (7) 化 为 
(Yr+koy + lo)(Y — koy+ mo) = 0, 


由 此 可 得 方程 (7) 的 4 个 根 ， 再 把 各 根 加 上 一 了 名 就 得 出 


原 方程 的 四 个 根 。 

一 个 代数 方程 的 解 ， 如 果 可 以 由 这 个 方程 的 系数 经 
过 有 限 次 加 减 乘 除 以 及 开 整 数 次 方 等 运算 表示 出 来 ， 就 
称 为 这 个 方程 的 根 式 解 一、 二、 三 \ 四 次 代数 方程 都 有 根 
式 解 ,而 五 次 和 五 次 以 上 的 代数 方程 就 没有 根 式 解 ( 见 伯 
罗 瓦 理论 )。 

根据 多 项 式 的 根 与 一 次 因 式 的 关系 以 及 关于 复 系数 
和 实 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 ,有 以 下 结论 ， 

每 个 复 系数 nn 次 方程 怡 有 7 个 复 根 ( 重 根 按 重 数 
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duo 多 


计算 )。 

如 果 虚 数 a 是 实 系数 方程 人 x)=0 的 一 个 根 ,那么 去 
(a 的 共 辆 数 ) 也 是 这 个 方程 的 根 ， 并 且 它 们 的 重 数 也 是 
相同 的 。 

有 理 系数 高 次 方程 的 求解 ， 可 归结 为 整 系数 方程 的 
求解 问题 。 如 果 有 理 数 7/s 是 整 系数 方程 (3) 的 一 个 有 
理 根 , 其 中 7 和 s 是 互 素 的 整数 ， 那 么 7 一 定 是 m 的 因 
数 ,s 一 定 是 m 的 因数 。 特别 地 , 若 也 zx) 的 首 项 系数 为 
1, 则 它 的 有 理 根 都 是 整 根 ， 而 且 是 常数 项 的 因数 。 

村 值 多 项 式 ”在 实际 问题 中 ， 往 往 通过 实验 或 观测 
得 出 表示 某 种 规律 的 数量 关系 y=F(x), 通常 只 给 出 
了 F(x) 在 某 些 点 zx 上 的 函数 值 y= F(x0),i=1,2,…， 
nn 二 1。 即使 有 时 给 出 了 函数 F(x) 的 解析 表达 式 ， 依 若 较 
为 复杂 ,也 不 便于 计算 。 因 此 ， 需 要 根据 给 定点 x 上 的 
函数 值 F(x,), 求 出 一 个 既 能 反映 F(x) 的 特性 ， 又 便于 
计算 的 简单 函数 万 z) 来 近似 地 代替 F(z)， 此 时 f(x) 称 
为 F(xz) 的 插值 函数 ， xiyxza，…zxn+i 称 为 插值 节点 。 求 
插值 函数 的 方法 , 称 为 插值 法 。 

多 项 式 是 一 类 简单 的 初等 函数 , 而且 任 给 两 组 数 :py 
b，,…sbn+! 和 各 不 相同 的 ccz，…cn*iy 总 有 唯一 的 次 数 
不 超过 m 的 多 项 式 f(x) 满 足 fc)=bvi=1,2,… ,n+1。 
因此 在 实际 应 用 中 常常 取 多 项 式 作为 插值 函数 。 作 为 插 
值 函 数 的 多 项 式 ， 称 为 插值 多 项 式 。 插值 多 项 式 在 计算 
数学 插值 中 最 常用 。 

多 元 多 项 式 设 4 是 域 了 中 元 素 ,ziyza…yze 是 无 
关 的 文字 。 形 如 

axtixhixhn (10) 
的 表示 式 ， 称 为 F 上 x1,x，,…,x。 的 一 个 单项 式 ，4 称 
为 它 的 系数 ， 其 中 ,k,，,…， kn 是 非 负 整数 ， 称 为 文字 
(i=1,2，…,n) 的 塞 指数 。 单 项 式 (10) 的 次 数 定义 为 
十 ks 十 … 十 ks。 两 个 单项 式 中 如 果 相同 文字 的 守 指 数 都 
相等 ， 那 么 这 两 个 单项 式 称 为 同类 项 。 两 个 单项 式 的 乘 
法 定义 为 axtixa…xhn, bxhizhae n= abxt1rhxhariz.. 
hntin, 

有 限 个 单项 式 之 和 称 为 多 元 多 项 式 ,简称 多 项 式 ,不 
同类 的 单项 式 之 和 表示 的 多 项 式 ， 其 中 系数 不 为 零 的 单 
项 式 的 最 高 次 数 , 称 为 此 多 项 式 的 次 数 。 

多 项 式 的 加 法 ， 是 指 多 项 式 的 同类 项 的 系数 相 加 
〈 即 合并 同类 项 )。 多 项 式 的 乘法 ， 是 指 把 一 个 多 项 式 中 
的 每 个 单项 式 与 另 一 个 多 项 式 中 的 每 个 单项 式 相 乘 之 后 
相 加 ， 且 合并 同类 项 。 

下 上 Xi,X2，…， Xn 的 多 项 式 全 体 所 成 的 集合 FLziy 
X24,…s2n]， 对 于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 成 为 一 个 环 , 是 具 
有 单位 元 素 的 整 环 。 

域 上 的 多 元 多 项 式 也 有 因 式 分 解 唯一 性 定理 。 

对 称 多 项 式 ” 它 在 多 元 多 项 式 中 占有 重要 地 位 。 如 
果 多 元 多 项 式 也 ziyza…yzn) 对 于 1,2,…, n 的 任 一 个 
排列 生生， 和 和。 都 有 也 zaszay…szn) 一 了 zas ts 
xm) 那么 也 ziyza…yza) 称 为 对 称 多 项 式 。 一 元 多 项 式 
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根 的 研究 ,是 对 称 多 项 式 的 来 源 之 一 ,也 是 它 应 用 的 一 个 
重要 方面 。 以 下 的 n 元 多 项 式 称 为 初等 对 称 多 项 式 。 
ai 一 za 十 za 十 … 十 zy 
Ei Eade 十 十 Mn 
十 XTy 十 十 2X 


On= XX2 Tne 

对 称 多 项 式 的 基本 定理 ，xi， za， …， xn 的 任 一 个 系 
数 在 卫 中 的 对 称 多 项 式 都 可 表 成 初等 对 称 多 项 式 ol， 
02，…s on 的 系数 在 中 的 多 项 式 ,而 且 表 法 是 唯一 的 。 

F[x4sxa,…，2Xn] 中 所 有 对 称 多 项 式 组 成 F[x， 
zx] 的 一 个 子 环 。 

一 元 多 项 式 和 多 元 多 项 式 都 可 以 推广 到 系数 属于 某 
个 环 的 情形 。 特 别 ， 系 数 在 数 域 中 的 多 项 式 环 ， 是 各 种 
环 的 一 类 很 重要 的 例子 ( 见 环 )。 ( 王 旺 芝 ) 


duoyuon tongjl fenxl 
多 元 统计 分 析 (multivariate statistical ana- 
lysis) 。 简称 多 元 分 析 。 当 总 休 的 分 布 是 多 维 (多 元 ) 
概 平分 布 时 ， 处 理 该 总 体 的 数理 统计 理论 和 方法 。 数 理 
统计 学 中 的 一 个 重要 的 分 支 学 科 。 

早 在 19 世纪 就 出 现 了 处 理 二 维 正 态 总 体 ( 见 正 态 分 
市) 的 一 些 方法 ,但 系统 地 处 理 多 维 概率 分 布 总 体 的 统计 
分 析 问 题 ， 则 开始 于 20 世纪 。 人 们 常 把 1928 年 维 夏 特 
分 布 的 导出 作为 多 元 分 析 成 为 一 个 独立 学 科 的 标志 。20 
世纪 30 年 代 ，R. A. 费 希 尔 、H. 霍 特 林 、 许 宝 又 以 及 
S.N. 罗 伊 等 人 作出 了 一 系列 英 基 性 的 工作 ,使 多 元 统计 
分 析 在 理论 上 得 到 了 迅速 的 进展 。40 年 代 ， 多 元 分 析 在 
心理 ,教育 ,生物 等 方面 获得 了 一 些 应 用 。 由 于 应 用 时 党 
需要 大 量 的 计算 ， 加 上 第 二 次 世界 大 战 的 影响 ， 使 其 发 
展 停 灌 了 相当 长 的 时 间 。50 年 代 中 期 ， 随 着 电子 计算 机 
的 发 展 和 普及 , 它 在 地 质 、 气 象 标 准 化 .生物 、 图 像 处 理 、 
经 济 分 析 等 许多 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 也 促进 了 理论 
的 发 展 。 

多 元 分 析 发 展 的 初期 ， 主 要 讨论 如 何 把 一 元 正 态 总 
体 的 统计 理论 和 方法 推广 到 多 元 正 态 总 体 。 多 元 正 态 总 
体 的 分 布 由 两 组 参数 ， 即 均值 向 量 &《 见 数学 期 望 ) 和 协 
方差 短 阵 (简称 协 差 阵 ) 互 ( 见 熏 ) 所 决定 , 记 为 Ne(h, 王 ) 
(p 为 分 布 的 维 数 , 故 又 称 p 维 正 态 分 布 或 p 维 正 态 总 
体 )。 设 Xi， X:，…， X。 为 来 自 正 态 总 体 Ne(P, 王 ) 的 样 
本 , 则 k 和 三 的 无 偏 估计 ( 见 点 估计 ) 分 别 是 


b=#=(S Xx) n, 
和 2-s=[ 久 (XX 
分 别称 之 为 样本 均值 向 量 和 样本 协 差 阵 ， 它 们 是 在 各 种 
多 元 分 析 问 题 中 常用 的 统计 量 。 样 本 相关 阵 也 是 一 个 
重要 的 统计 量 , 它 的 元 素 为 ru= nu/A/ D454 其 中 vw 为 


样本 协 差 阵 S 的 元 素 。S 的 分 布 是 维 夏 特 分 布 ， 它 是 一 
元 统计 中 的 x? 分 布 的 推广 。 

另 一 典型 问题 是 ,假定 两 个 多 维 正 态 分 布 协 差 阵 相 
同 , 检 验 其 均值 向 量 是 否 相同 。 设 样本 XX,,X,,…,X。 抽 自 
正太 总体 Na(Pib 王 ), 而 YY Yn 抽 自 Np(jz, 荆 ), 要 
检验 假设 Ho:p1= pa ( 见 假设 检验 )。 在 一 元 统计 中 使 用 
t 统计 量 ( 见 统计 重 ) 作 检验 ;在 多 元 分 析 中 则 用 T* 统计 


nm 


量 , 712)' 全 -2-)), 其 中 一 ( 访 x,)/ 
ns 5-(SY)/n, $= [Xa + 


一 ( 玖 -本 人 jn+m- 2，m 的 分 布 称 为 分 布 。 这 是 
HH. 筷 特 林 在 1936 年 提出 来 的 。 

在 上 述 问题 中 的 多 元 与 一 元 相应 的 统计 量 是 类 似 
的 ,但 并 非 都 是 如 此 。 例 如 ,要 检验 k 个 正 态 总 体 的 均值 
是 否 相等 ,在 一 元 统计 中 是 导致 统计 量 ,但 在 多 元 分 析 
中 可 导出 许多 统计 量 ， 最 著名 的 有 威 尔 克 斯 4 统计 量 和 
最 大 相对 特征 根 统计 量 。 研 究 这 些 统计 量 的 精确 分 布 和 
优良 性 是 近 几 十 年 来 多 元 统计 分 析 的 重要 理论 课题 

多 元 统计 分 析 有 狭义 与 广义 之 分 ， 当 假定 总 体 分 布 
是 多 元 正 态 分 布 时 , 称 为 狭义 的 ,否则 称 为 广义 的 。 近 年 
来 ， 狭义 多 元 分 析 的 许多 内 容 已 被 推广 到 更 广 的 分 布 之 
中 ,特别 是 推广 到 一 种 称 为 椭 球 等 高 分 布 族 之 中 。 

按 多 元 分 析 所 处 理 的 实际 问题 的 性 质 分 类 ， 重 要 的 
有 如 下 几 种 。 

多 重 回归 分 析 简称 回归 分 析 。 其 特点 是 同时 处 理 
多 个 因 变 量 。 回 归 系 数 和 常数 的 计算 公式 与 通常 的 情况 
相仿 ， 只 是 由 于 因 变量 不 止 一 个 ， 原 来 的 每 个 回归 系数 
在 此 都 成 为 一 个 向 量 。 因 此 ， 关 于 回归 系数 的 检验 要 用 
T+ 统计 量 ; 对 回归 方程 的 显著 性 检验 要 用 4 统计 量 。 

回归 分 析 在 地 质 勘探 的 应 用 中 发 展 了 一 种 特殊 的 形 
式 , 称 为 趋势 面 分 析 ， 它 以 各 种 元 素 的 含量 作为 因 变 量 ， 
把 它们 对 地 理 坐 标 进行 回归 (选用 一 次 \ 二 次 或 高 次 的 多 
项 式 ), 回 归 方程 称 为 趋势 面 ， 反 映 了 含量 的 趋势 。 残 差 
分 析 是 趋势 面 分 析 的 重点 , 找 出 正 的 残 差异 常 大 的 点 ,在 
这 些 点 附近 ,元 素 的 含量 特别 高 ,这 就 有 可 能 形成 可 采 的 
矿 位 。 这 一 方法 在 其 他 领域 也 有 应 用 。 

剂 列 分 析 “由 下 个 不 同 总 体 的 样本 来 构造 判别 函 
数 ,利用 它 来 决定 新 的 未 知 关 别 的 样品 属于 哪 一 类 ,这 是 
判别 分 析 所 处 理 的 问题 。 它 在 医疗 诊断 、 天 气 预 报 、 图 像 
识别 等 方面 有 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 为 了 判断 某 人 是 否 有 
心脏 病 ， 从 健康 的 人 和 有 心脏 病 的 人 这 两 个 总 体 中 分 别 
抽取 样本 ,对 每 人 各 测 两 个 指标 X, 和 X:, 点 给 如 图 。 可 
用 直线 A 将 平面 分 成 G, 和 G, 两 部 分 ， 落 在 G 的 绝 大 
部 分 为 健康 者 , 落 在 G 的 绝 大 部 分 为 心脏 病人 ， 利 用 人 
的 重 线 方向 ==(1,1)' 来 建立 判别 函数 y=11X4+1sXs, 可 
以 求 得 一 常数 ,使 y<e 等 价 于 (Xi,Xs) 落 在 Gy>e 等 
价 于 (Xu,X:) 落 在 G:。 由 此 得 判别 规则 , 若 liX1+1:X;< 
5; 判 (Xi,X) & G1, 即 此 人 为 健康 者 ; 若 Xi+Xa>c, 判 


(X41,X2)E Gs， 即 此 人 为 心脏 病人 , 若 1Xi+1X: 一 c， 则 
为 待 判 。 此 例 的 判别 函数 是 线性 函数 , 它 简单 方便 ,在 实 
际 问题 中 经 常 使 用 。 但 有 时 也 用 非 线性 判别 函数 ,特别 是 
二 次 判别 函数 。 建 立 判别 函数 和 判别 规则 有 不 少 准则 和 
方法 ， 常 用 的 有 贝 叶 斯 准则 、 费 希 尔 准则 ,距离 判别 、 回 
归 方 法 和 非 参 数 方法 等 。 

无 论 用 哪 一 种 准则 或 方法 所 建立 的 判别 函数 和 判别 
规则 ,都 可 能 产生 错 判 ( 见 图 ), 错 判 所 占 的 比率 用 错 判 概 
率 来 度量 。 当 总 体 间 区 别 明显 时 , 错 判 概率 较 小 ;否则 错 
判 概率 较 大 。 判 别 函 数 的 选择 直接 影响 到 错 判 概率 ， 故 
错 判 概 率 可 用 来 比较 不 同方 法 的 优 劣 。 


判别 分 析 轩 ("表示 健康 者 ，o 表 示 心脏 病人 ) 


变量 (如 上 例 中 的 X, 和 XX,) 选 择 的 好 坏 是 使 用 判别 
分 析 的 最 重要 的 问题 ， 常 用 逐步 判别 的 方法 来 筛选 出 一 
些 确 有 判别 作用 的 变量 。 利 用 序 贯 分 析 的 思想 又 产生 了 
序 贯 判别 分 析 。 例 如 医生 在 诊断 时 , 先 确定 是 否 有 病 , 然 
后 确定 是 哪个 系统 有 病 ,再 确定 是 什么 性 质 的 病 等 等 。 

聚 类 分 析 ”又 称 数值 分 类 。 聚 类 分 析 和 判别 分 析 的 
区 别 在 于 ,判别 分 析 是 已 知 有 多 少 类 和 样本 来 自 哪 一 类 ， 
需要 判别 新 抽取 的 样本 是 来 自 哪 一 类 ， 而 聚 类 分 析 则 既 
不 知 有 几 类 , 也 不 知 样本 中 每 一 个 来 自 哪 一 类 。 例 如 ,为 
了 制定 服装 标准 , 对 N 个 成 年 人 ， 测 量 每 人 的 身高 (zx,)、 
胸围 (x,)、 户 宽 (x,)、 上 体 长 (x,)、 手 曾 长 (x,)、 前 胸 (x。)、 
后 背 (x;)、 厌 围 (x,)、 恬 围 (x,)、 下 体 长 (X40) 等 部 位 ,要 
将 这 N 个 人 进行 分 类 ,每 一 类 代表 一 个 号 型 ,为 了 使 用 和 
裁剪 的 方便 ,还 要 对 这 些 变量 (x,,x,，,…，x4。) 进 行 分 类 。 
聚 类 分 析 就 是 解决 上 述 两 种 分 类 问题 。 

设 已 知 N 个 观测 值 X,,X,,… ,Xn, 每 个 观测 值 是 一 
个 了 维 向 量 (如 上 例 中 人 的 身高 ,胸围 等 )。 聚 类 分 析 的 思 
想 是 将 每 个 观测 值 X, 看 成 了 维 空间 的 一 个 点， 在 Pp 维 
空间 中 引入 “距离 "的 概念 ， 则 可 按 各 点 间距 离 的 远近 将 
各 点 (观测 值 ) 归 类 。 若 要 对 p 个 变量 〈 即 指标 ) 进行 分 
类 , 常 定 义 一 种 "相似 系数 "来 衡量 变量 之 间 的 亲密 程度 ， 
按 各 变量 之 间 相似 系数 的 大 小 可 将 变量 进行 分 类 。 根 据 
实际 问题 的 需要 和 变量 的 类 型 ， 对 距离 和 相似 系数 有 不 
同 的 定义 方法 。 

按 距 离 或 相似 系数 分 类 ， 有 下 列 方法 。@ 凝 聚 法 : 
它 是 先 将 每 个 观察 信 {X,} 看 成 一 类 ， 逐 步 归 并 ， 直 至 全 
部 观测 值 并 成 一 类 为 止 ， 然 后 将 上 述 并 类 过 程 画 成 一 聚 
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多 


类 图 (或 称 谱系 图 )， 利 用 这 个 图 可 方便 地 得 到 分 类 。@ 
分 解法 ， 它 是 先 将 全 部 观测 值 看 成 一 类 ， 然 后 逐步 将 它 
们 分 解 为 2 类、3 类 、…、N 类 , 它 是 凝聚 法 的 逆 过 程 。@ 
动态 聚 类 法 ， 它 是 将 观测 值 先 查 糖 地 分 类 ， 然 后 按 适 当 
的 目标 函数 和 规定 的 程序 逐步 调整 ,直至 不 能 再 调 为 止 。 

车 观察 值 X!,X，，…,X。 之 间 的 次 序 在 分 类 时 不 允 
许 打 乱 , 则 称 为 有 序 分 类 。 例 如 在 地 质 学 中 将 地 层 进 行 分 
类 ,只 能 将 互相 邻接 的 地 层 分 成 一 类 ,不 能 打 乱 上 下 的 次 
序 。 用 于 这 一 类 问题 中 的 重要 方法 是 费 希 尔 于 1958 年 
提出 的 最 优 分 割 法 。 

聚 类 分 析 也 能 用 于 预报 洪水 ,暴雨 ,地 震 等 灾害 性 问 
题 ,其 效果 比 其 他 统计 方法 好 。 但 它 在 理论 上 还 很 薄弱 ， 
因为 它 不 象 其 他 方法 那样 有 确切 的 数学 模型 。 

主 成 分 分 析 ”又 称 主 分 量 分 析 ， 是 将 多 个 变量 通过 
线性 变换 以 选 出 较 少 个 数 重要 变量 的 一 种 方法 。 设 原来 
有 Pp 个 变量 x1,x:,…,x。， 为 了 简化 问题 , 选 一 个 新 变量 
252 一 hxi 十 laxa 十 … 十 lpzp) 要 求 z 尽 可 能 多 地 反映 P 个 变 
量 的 信息 ,以 此 来 选择 了 ,1,… 1s， 当 Duvfa…le 选 定 后 ， 
称 z 为 zi，xa， …xp 的 主 成 分 (或 主 分 量 )。 有 时 仅 一 个 
主 成 分 不 足以 代表 原来 的 P 个 变量 ,可 用 9( <p) 个 互 不 
相关 的 旦 上 述 形式 的 主 成 分 来 尽 可 能 多 地 反映 原 p 个 变 
量 的 信息 。 用 来 决定 诸 系数 的 原则 是 ,在 Fi= 1 的 约束 
下 ,选择 ,1,,…,1s 使 z 的 方差 达到 最 大 。 

在 根据 样本 进行 主 成 分 分 析 时 又 可 分 为 及 型 分 析 与 
@ 型 分 析 。 前 者 是 用 样本 协 差 阵 (或 相关 阵 ) 的 特征 向 量 
作为 线性 函数 的 系数 来 求 主 成 分 ， 后 者 是 由 样品 之 同 的 
内 积 组 成 的 内 积 阵 来 进行 类 似 的 处 理 ， 其 目的 是 寻找 出 
有 代表 性 的 “典型 "样品 ， 这 种 方法 在 地 质 结构 的 分 析 中 
常 使 用 。 

对 应 分 析 这 是 70 年 代 地 质 学 家 提出 的 方法 。 对 非 
负 值 指标 的 样本 资料 矩阵 作 适 当 的 处 理 后 ， 同 时 进行 玉 
型 与 9 型 的 主 成 分 分 析 , 将 结果 综合 在 图 上 进行 解释 ,可 
以 得 到 指标 随时 间 、 空 间 位 置 变化 的 规律 。 它 的 理论 正 
在 引起 多 方面 的 重视 。 

因子 分 析 它 是 由 样本 的 资料 将 一 组 变量 y= (zh， 
yyp) 分 解 为 一 些 公共 因子 了 与 特殊 因子 8 的 线性 组 
合 , 即 有 常数 短 阵 A 使 y=Af+s。 公 共 因子 于 的 客观 内 
容 有 时 是 明确 的 ,如 在 心理 研究 中 ,根据 学 生 的 测验 成 绩 
(指标 ) 来 分 析 他 的 反应 快慢 ,理解 深浅 (公共 因子 ); 有 时 
则 是 不 明确 的 。 为 了 寻求 易于 解释 的 公共 因子 ， 往 往 对 
因子 轴 进 行 旋转 ,旋转 的 方法 有 正 交 旋转 , 斜 旋转 ， 极 大 
变 差 旋转 等 。 

从 样本 协 差 阵 或 相关 阵 求 公共 因子 的 方法 有 广义 最 
小 二 肥 法 、 最 大 似 然 法 与 不 加 权 的 最 小 二 乘法 等 。 通 常 
在 应 用 中 ， 最 方便 的 是 直接 利用 主 成 分 分 析 所 得 的 头 几 
个 主 成 分 ， 它 们 往往 是 对 各 个 指标 影响 都 比较 大 的 公共 
因子 。 

典型 相关 分 析 它 是 寻求 两 组 变量 各 自 的 线性 函数 
中 相关 系数 达到 最 大 值 的 一 对 ,这 称 为 第 一 对 典型 变量 ， 
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还 可 以 求 第 二 对 ,第 三 对 ,等 等 ,这 些 成 对 的 变量 , 彼此 是 
不 相关 的 。 各 对 的 相关 系数 称 为 典型 相关 系数 。 通 过 这 些 
典型 变量 所 代表 的 实际 含意 ， 可 以 找到 这 两 组 变量 间 的 
一 些 内 在 联系 。 典 型 相关 分 析 虽然 30 年 代 已 经 出 现 ,但 
至 今 未 能 广泛 应 用 。 

上 述 的 各 种 方法 可 以 看 成 广义 多 元 分 析 的 内 容 ， 在 
有 些 方法 中 ,如 加 上 正 态 性 的 假定 ,就 可 以 讨论 一 些 更 深 
入 的 问题 ,例如 线性 模型 中 有 关 线 性 假设 检验 的 问题 ,在 
正 态 的 假定 下 ， 就 有 比较 系统 的 结果 。 

多 元 分 析 也 可 按 指 标 是 离散 的 还 是 连续 的 来 区 分 ， 
离散 值 的 多 元 分 析 实质 上 与 列 联 表 分 析 有 很 大 部 分 是 类 
似 的 ,甚至 是 一 样 的 。 

非 数 量 指标 数量 化 的 理论 和 方法 也 是 广义 多 元 分 析 
的 一 个 重要 的 研究 课题 。 
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duoyuan weljlfenxue 
多 元 微 积分 学 (differential and integral 
calculus for functions of several variables) 
关于 多 元 函数 的 要 可 分 学 ,是 微 积分 学 的 一 个 组 成 部 分 。 
它 是 体现 在 一 元 函数 的 微分 学 和 积分 学 中 的 基本 概念 和 
计算 方法 在 应 用 到 多 元 函数 的 情形 的 发 展 。 在 这 发 展 中 ， 
基本 概念 都 被 推广 到 多 元 的 情形 ， 而 计算 方法 则 被 化 归 
到 一 元 的 情形 。 从 而 计算 仍旧 是 在 实数 范围 内 进行 。 这 
样 ,多 元 微 积 分 学 的 基本 任务 便 在 于 ,以 一 元 微 积分 学 为 
基础 ， 来 阐述 其 中 基本 概念 和 计算 的 规律 对 于 任意 多 个 
变量 的 函数 仍然 一 致 有 效 ， 同 时 分 析 由 于 变量 个 数 的 增 
多 而 带 来 的 特点 。 

把 一 元 函数 的 研究 扩展 到 多 元 函数 &= 所 zzay…， 
xn) 的 这 两 个 基本 任务 ， 都 在 n=2 的 情形 中 便 已 表现 出 
了 它们 的 一 般 性 ;所 以 主要 就 二 元 函数 4= 信 x,y) 进 行 叙 
述 , 只 是 在 进一步 展示 新 的 特点 有 需要 时 才 考 虑 n=3 的 
情形 。 

多 元 微分 学 一 元 函数 微分 学 到 多 元 函数 的 扩展 。 

连续 性 ” 设 在 同一 个 过 程 中 ， 变 量 4 随 着 变量 x 和 
3 而 变化 ,就 称 4 为 x* 和 y 的 一 个 函数 , 记 为 

u=u(X, Y)。 
这 时 4 的 数值 (的 大 小 ) 便 依赖 于 x 和 y 的 数值 (的 大 
小 )， 把 它 记 为 f(x,y), 其 中 了 表示 该 依赖 关系 , 即 函数 
关系 。 这 函数 关系 于 是 又 表现 为 一 个 数量 等 式 
uu=f(x, y)。 

这 有 序数 组 (x,y) 在 一 个 平面 直角 坐标 系 中 代表 一 个 动 
点 P, 它 的 全 部 可 能 的 位 置 形 成 一 个 平面 点 集 S。 从 而 函 
数 关 系 了 便 把 动 点 P 的 每 一 个 位 置 (x,y) 对 应 到 变量 4 
的 一 个 唯一 确定 的 数值 (函数 值 )f(x,y) 一 1(P)。 于 是 整 


个 函数 便 表现 为 变量 按照 这 个 对 应 关系 随 着 动 点 了 在 
定义 域 S 上 变化 而 变化 : 

w=f(P) (PES)。 (1) 
这 样 ， 二 元 函数 的 概念 便 同 
一 元 函数 的 一 致 

如 图 1, 当 动 点 P 由 一 个 
位 置 P(x，y) 变 到 另 一 个 位 
置 Pi(xi,y1) 时 , 这 变化 由 它 
的 位 移 向 量 PBB, {x 一 zx， 
防 一 办 = {Ax,Ab)= AP 来 刻 
画 ， 这 变化 的 大 小 便 由 这 向 
量 的 长 度 1AP| ~M(Ax)*+(Ay)? 来 度量 。 相 应 的 4 的 
变化 Au=f(P)-f(P)=f(x+Ax, y+Ay) -f(x, Y), 
其 大 小 由 |Au| 来 度量 。 于 是 多 元 函数 (1) 在 一 点 P 处 的 
连续 性 也 同一 元 函数 的 一 致 , 即 在 P 无 限 趋 近 于 了 的 过 
程 中 , |Av| 随 着 |AP| 而 无 限 变 小 。 这 就 是 说 ,对 于 每 一 
个 正 数 s 都 存在 一 个 正 数 3 使 得 

1Axl<s 只 要 |AP|<3。 (2) 

这 导致 多 元 连续 函数 的 基本 性 质 也 同一 元 连续 函数 
的 一 样 ， 在 一 有 界 闭 集 S 上 处 处 连续 的 一 个 函数 至 少 在 
某 一 点 处 达到 最 小 值 m， 又 至 少 在 某 一 点 处 达到 最 大 值 
M; 其 连续 性 在 整个 集合 S 上 是 一 致 的 ( 即 (2) 中 的 3 不 
依赖 于 也 而 对 于 S 上 的 每 个 点 已 都 有 效 ); 并 且 , 如 果 S 
是 连通 的 ( 即 8 上 每 两 点 都 能 够 用 完全 位 于 S 上 的 一 条 
折线 连接 起 来 ), 则 每 一 个 中 间 值 x(m<n<M) 都 是 某 一 
点 处 的 函数 值 。 

函数 (1) 的 连续 性 , 作 
为 一 个 局 部 性 质 ， 它 在 S 
的 每 个 内 点 处 都 可 以 分 解 
成 一 元 的 情形 。 如 图 2, 只 
要 函数 (1) 在 一 点 了 的 某 
个 邻 域 (5) 内 处 处 连续 , 则 
《根据 上 述 基本 人 性质) 必 
定 在 其 内 部 的 一 个 方 邻 城 
[3] 上 一 致 连续 ,而 在 这 个 
方 邻 域 上 的 变化 量具 有 图 1 所 启示 的 向 量 分 解 式 

Au=Asut Ayu, (3) 
式 中 Asu=f(x+Ax,y) f(x,y), A 
一 作 x+Ax,y) 分 别 作为 一 元 函数 
gx)=f(x,y), hy)=f(x+ Ax,y) (4) 
的 变化 量 ， 其 连续 性 分 别 关 于 y 或 x*+ Ax 是 一 致 的 ( 即 
相应 于 (2) 中 的 3 不 依赖 于 y 或 x*+Ax)。 

偏 导数“ 连续 性 (2) 的 进一步 研究 ,是 要 在 变化 量 分 
解 式 (3 ) 的 基础 上 ， 利用 一 元 函数 (4) 来 阐明 , 在 |AP| 趋 
向 0 的 过 程 中 ， 变 化 量 Au 随 Ax、Ay 趋向 0 的 依赖 关 
系 。 这 就 要 用 到 一 元 函数 (4) 的 变化 率 ， 即 导数 9'(xz)、 
h'(y)。 假 定 它们 在 P(x，y) 的 附近 都 存在 ， 并 分 别 记 为 
fo(x,y), f(x+Ax,y)。 通常 也 写成 


图 1 二 维 的 变量 变化 


图 2 二 维 邻 域 


yu=f(x+ Ax,y+ Ay) 


Bu_ f(z, = lim 了 fxy), 
Be J 


=f lin lim “fx, pt f(x,y) lL 
这 种 对 自 变量 之 一 (其余 作 为 参 变 量 ) 的 导数 称 为 偏 导 
数 。 利 用 这 些 偏 导数 的 存在 和 一 元 微分 学 的 中 值 定理 ,可 
以 把 (3) 写 成 
Au=fe(x,Ax+fi (x+Ax y+OAy)AY 
+a(Az)， 
式 中 9 介 于 0 到 1 之 间 ，a 为 无 限 小 量 。 当 偏 导数 和 连 
续 时 ,可 以 进一步 写成 
Au= Ax+ 引 Ay+aAx+aAzh (5) 
.为 无 限 小 量 。 
全 投 分 分 解 式 (5) 表 明 , 在 点 P 处 , 变化 量 Au 随 
着 Ax、Ay 趋向 0 的 过 程 中 ,存在 着 近似 线性 的 依赖 关系 
Au=AAx+BAy+aAx+pAy, (6) 
式 中 主要 部 分 的 系数 4、B 不 依赖 于 Ax、Ay, 而 余 项 部 
分 的 系数 \B 是 无 限 小 量 。 对 此 我 们 说 函数 4 在 点 P 处 
是 可 微 的 ， 并 称 这 个 线性 主要 部 分 为 4 的 一 个 (全 ) 微 分 ， 
且 记 为 
du=AAx+BAy, (7) 
但 在 关系 (6) 中 令 Ax->0, Ay=0 或 Ax=0,Ay>0, 即 
可 推出 


所 以 只 要 微分 存在 , 它 的 系数 就 必然 是 偏 导数 , 因而 是 唯 
一 的 。 然 而 ,在 某 些 特殊 情形 ,这 些 偏 导数 都 存在 ， 关 系 
(6) 却 不 成 立 ; 所 以 ,不 同 于 一 元 函数 的 情形 ,只 有 偏 导数 
的 存在 还 不 能 保证 微分 存在 。 

不 过 , 公式 (6) 的 推导 已 经 表明 , 这 些 偏 导数 的 连续 
性 可 以 保证 向 分 存在 。 这 时 就 说 函数 是 连续 可 微 的 。 最 
基本 的 连续 可 微 函 数 就 是 自 变 量 本 身 作为 P=(x, y) 的 
函数 ; 


x=p(P), y=y(P)。 (8) 
这 时 dr=1.Ax+0:Ay=Ax, dy=0.Ax+1.Ay。 因 此 
4 的 微分 可 以 写成 
Ou au 


可 + 本 (9) 


这 样 ,微分 的 定义 等 式 (7) 就 由 微分 与 差分 的 关系 变 成 了 
纯粹 是 微分 之 间 的 关系 。 这 微分 关系 式 (9) 以 相同 的 线性 
系数 代表 着 差分 的 近似 关系 (5)， 并 成 为 分 解 式 (3) 的 分 
解 过 程 的 完成 形式 ,微分 形式 。 
变量 普 换 在 微分 形式 (9) 中 ,变量 x\3 既然 当 作 动 
点 了 的 函数 , 如 (8) 所 示 ， 它们 也 就 是 动 点 了 在 任 一 别 的 
坐标 系 (7,s) 中 的 坐标 的 函数 : 
X=9(T, s), Yy=y(r,s)。 (10) 
假定 这 些 坐 标 函 数 也 在 其 定义 域 5 上 是 处 处 连续 
可 微 的 ,也 就 是 说 ,出 现在 下 列 微分 等 式 中 的 系数 都 是 连 
续 的 : 
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ax az 
dr= 本 由 + 本 由 
A 8 
是 = 让 dtr+ 谨 ds 


颇 然 4 关于 (x; 切 连 续 可 微 ， 公式 (5) 便 给 出 食 导 数 的 连 
锁 法 则 ， 


《11) 


aux_ au ar ax Oy 
Ha rt ar’ 
du Bu dx du dy (12) 
Bs Br SstHy ds* 

这 些 偏 导数 都 是 关于 新 变量 (7,s) 连 续 可 微 的 函数 。 于 是 
4 也 关于 (r,s) 连 续 可 微 ,因而 结合 (12) 与 (11) 便 得 到 
车 + 训 二 总 r+ 况 。 

这 表明 微分 形式 (9) 对 于 x,y 为 任何 连续 可 微 的 函数 都 

成 立 。 这 称 为 (一 阶 ) 微 分 的 形式 不 变性 。 
变量 普 换 (10) 规 定 了 一 个 坐标 平面 上 的 动 点 PCz, 芒 
随 着 另 一 坐标 平面 上 的 动 点 Q(r,，s) 而 变动 ,因而 定义 了 
一 个 函数 T, P=T(@)。 这 样 ,函数 组 (10 ) 便 被 表示 成 一 
个 函数 。 它 经 过 微分 转化 成 的 线性 (微分 ) 方 程 组 (11) 可 
以 缩写 成 一 个 矩阵 方程 
dx Ox 
的 人 5 1 
ay 3y 八 ds 人 

党 各 
这 里 , 偏 导数 所 形成 的 矩阵 称 为 准 可 比 算 阵 。 它 是 微分 向 
量 的 系数 短 阵 ,相当 于 一 元 函数 情形 的 微分 系数 或 导数 ， 
有 时 记 为 T'。 它 的 行列 式 称 为 雅 可 比 行列 式 , 常 记 为 
| 
dr Bs 
By 3y 
ar Bs 
当 7*0 时 ， 便 意味 着 以 它 为 系数 行列 式 的 微分 方程 组 
《11) 和 (12) 都 是 可 解 的 ;而 隐 函 数 存在 定理 则 在 于 断言 ， 
这 时 函数 方程 组 (10) 也 是 可 解 的 ， 即 至 少 在 相应 的 一 对 
点 P.@ 的 附近 存在 着 反 函 数 @@= T-'(P), 它 也 是 连续 可 
微 的 ， 其 微分 便 是 (11) 的 解 。 于 是 ， 在 这 两 个 点 的 邻 域 
内 ,两 种 坐标 之 间 存 在 着 连续 可 微 的 一 一 对 应 关系 (x,y) 
(r,s)。 

如 果 (8) 中 的 动 点 P 是 在 一 个 三 维 坐 标 空间 (7, s, t) 

中 , 则 (10) 中 的 函数 应 是 三 元 的 ， 

x=9(r,s,t), y= (r,s,t), 
这 不 影响 微分 形式 不 变性 。 缩写 式 仍 是 P= T(@)。 这 里 ， 
雅 可 比 矩阵 则 是 


Ta 


Br,s) . (13) 


ar ax ar 
mf 本 可 
-ar a ap (14) 
Br ds Bt 
而 雅 可 比 行列 式 则 是 二 阶 余子 式 : 


Q(x,y) Q(x,y) 


S ey Q(x.y) 
mw Hr) “i Mrs)? 


"7 0(s,t)* 


J 
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这 些 雅 可 比 行列 式 相当 于 了 的 偏 导 数 。 

多 元 积分 学 一 元 函数 积分 学 到 多 元 函数 的 扩展 。 

重 积 分 ”一 元 函数 的 定 积分 ， 作 为 黎 曼 积分 和 的 极 
限 ,推广 到 二 元 函数 (1) 几 乎 是 直接 的 。 这 里 ,积分 区 间 ， 
作为 自 变 量 的 变化 范围 ， 换 成 了 两 个 区 则 X (a<x<A) 
和 Y(b<y<B), 它们 的 乘积 R=XxY 是 包含 有 界 闭 区 
域 $ 的 (各 边 平行 于 坐标 轴 的 ) 最 小 的 矩形 (图 3)。 对 于 
下 上 不 属于 S 的 点 , 取 函 数值 为 0, 并 仿照 一 元 的 情形 作 
黎 曼 和 数 

一 避 fa)AxAg (tp 0)ECAxzDx(Ay)。 


分 划 (A) 的 细密 程度 由 全 部 Ax,，Ayy 的 最 大 值 |A| 来 度 
量 。 于 是 ， 可 以 象 一 元 的 情形 一 样 来 定义 二 重 积分 


ressas= | re, wer y= tim sa, 
| | ee 


如 果 这 个 极限 存在 ,就 说 函数 了 在 区 域 S 上 是 可 积 的 。 可 
积 的 一 个 充分 必要 条 件 仍然 是 ， 函 数 有 界 并 且 几 乎 处 处 
连续 ( 即 不 连续 点 形成 一 个 零 测 度 集合 )。 不 过 ， 这 里 的 
等 测度 集合 ,作为 平面 上 的 点 集 , 是 指 能 用 总 面积 任意 小 
的 矩形 序列 覆盖 住 。 

了 
a 


图 3 二 维 积分 区 域 b 


DO a ER 站 
在 可 积 的 前 提 下 ,二 重 积分 可 以 写成 
ssw erey=P ay f rrpar, 5 


3 
内 层 积分 以 y 为 参 变量 ,在 不 可 积 (因而 相应 的 y 值 形成 
一 个 一 维 零 测度 集合 ) 时 算 作 0。 

面积 微分 Rdx dy, 作为 一 个 微小 矩形 的 面积 , 在 
坐标 变换 (10) 之 下 由 这 变换 的 微分 形式 (11) 来 确定 ， 成 
为 一 个 以 向 量 | 识 dr， 剖 和 和 | 问 be 强 由 | 为 一 对 
邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ,即行 列 式 
ox Bx 


的 绝对 值 : 


Q(xy) 


R= | dr,s) 


dr ds 


这 导致 二 重 积分 的 换 元 公式 


Jreeswas= recss, wers sy) | ED| aa。 


(16) 

面积 分 “二 重 积分 ， 作 为 关于 面积 微分 的 一 种 求 和 

过 程 ,可 以 推广 到 空间 中 的 一 块 曲面 S 上 ,只 要 这 曲面 是 
光滑 的 , 即 其 上 的 动 点 P(x,y,z) 的 坐标 能 够 表示 成 某 一 
平面 矩形 S'= (ao<r<A4)x(b<s<B) 上 的 连续 可 微 的 函 
数 , 而 以 (r,s) 作 为 P 的 一 种 新 的 坐标 (曲面 坐标 )。 这 里 S 
的 微小 矩形 (Ar)x(As) 对 应 着 S 上 的 微小 曲面 四 边 形 
AS, 后 者 的 面积 关于 前 者 的 面积 Ar As 的 线性 主要 部 分 便 


, 8: A 
是 贡 面 的 面积 微分 dS。 它 等 于 以 切线 向 量 |- 节 dr， 如 dr， 


名 和 和 就， 前 ds， 经 e| 为 一 对 邻 边 的 平行 四 


边 形 的 面积 ， 
dS=NEG=F drds, 
2 (车 ) (个 ) +( 车 )， 


ax Ox dy By , dz 9z 
Hr dstar ds+ dr ds 


Re 


从 而 面积 分 能 够 表示 成 二 重 积分 : 


式 中 


F=- 


Neses= rex, HY EG drds。 (17) 
4 » 


曲面 8 可 以 是 逐 片 光滑 的 ， 积 分 便 取 为 各 片上 的 积 
分 之 和 。 

线 积 分 ”如 果 我 们 类 似 地 考虑 空间 中 一 条 光滑 的 
《或 逐 段 光滑 的 ) 曲 线 C 上 关于 弧 长 的 微分 必 的 积分 


起 f(x, y, 2) ds， 
则 有 类 似 于 (17 ) 的 结果 ， 


| f(x,y,2)ds 


-reoaV( 本 ) +( 旱 ) + 本) (18) 


但 其 实 这 种 (第 一 型 ) 线 积分 本 身 就 只 是 一 个 直线 段 0<s 
志 ! 上 的 一 类 通常 的 定 积分 (不 考虑 积分 区 间 的 定向 ) ,如 
果 我 们 考虑 关于 弧 长 微分 ds 的 向 量 形式 {dx,dy, dz) 的 
积分 


fasy art oxy a) y+ desy,2)dz, 
则 这 种 (第 二 型 ) 线 积分 是 定 积分 的 推广 。 它 可 以 写成 第 
一 型 的 形式 ， 


人 arrom+uaz=|(e 旦 +o 业 +o 旦 Ju， (19) 


这 表明 它 是 函数 向 量 {w, v, ww} 在 切线 方向 上 的 投影 的 第 
一 型 线 积 分 。 但 它 原 来 的 形式 更 直接 地 表现 着 作为 全 微 
分 的 逆 运 算 的 性 质 。 

公式 (15) 一 (19) 表 明 ， 定 积分 在 概念 上 的 各 种 推广 ， 
在 计算 上 仍 都 能 回 到 定 积分 。 

基本 公式 ” 定 积分 ,作为 微分 之 逆 , 到 各 种 积分 的 推 
广 ， 导 致 这 互 逆 关 系 的 基本 公式 〈 牛 顿 - 菜 布 尼 茨 公式 ) 
的 推广 。 这 公式 的 意义 在 于 ， 函 数 的 导数 经 过 积分 运算 
之 后 ， 便 消去 导数 中 所 含 的 微分 运算 而 返回 到 原来 函数 
的 差分 ,起 着 化 简 的 作用 。 我 们 现在 先 考虑 3w/32, 积 分 
区 域 取 为 一 个 椭 球 体 
V。 用 只 表示 V 在 za 
平面 上 的 垂直 投影 ， 
S, 和 8S, 表 示 上 下 边 
界面 ，S 表示 全 部 边 
界面 , m 一 {nesnysn,} 
表示 其 单位 外 法 向 量 
(图 4)。 和 如果 这 偏 导 
数 在 V 上 处 处 存在 并 
且 可 积 ， 则 其 三 重 积 
分 可 以 象 二 重 积分 
《15) 那 样 分 解 ， 然 后 


图 么 三 重 积 分 与 曲面 积分 转化 
通过 牛顿 - 莱 布 尼 世 公式 转化 为 边界 S 上 的 曲面 积分 


一 般 地 ， 对 于 一 块 逐 片 光滑 的 曲面 S 所 围 成 的 三 维 区 域 
V 有 
奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 ， 


a 
仆 (全 + 到 + 吕 ) dy= em.rm+ramas， 
(20) 


只 要 所 含 三 个 偏 导数 都 在 V 上 处 处 存在 并 且 可 积 。 
取 V=Sox(0,1),4=u(x, 妇 ,v=WX,y), w=0, 这 
公式 就 化 成 二 维 空间 中 的 奥 氏 公式 : 


J mn 


其 中 曲线 s， 作 为 平面 区 域 5, 的 全 部 边界 ， 是 逐 眉 光滑 
的 , 它 的 切线 的 定向 {dxdy} 到 Se 的 外 法 线 {dy, 一 dx) 的 
旋转 方向 同 正 y 轴 到 正 x 轴 的 一 致 。 这 个 (法 线形 式 的 ) 
曲线 积分 通常 简 记 为 (切线 形式 ) 


| -dx+uoy=|, Pax+Qoy, 


从 而 (21) 可 以 改变 形式 成 为 
格林 公式 ， 
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Pdx+Qy= [名 -各 )ss. (22) 
本 写 
由 此 能 够 证 得 三 维 空间 中 的 格林 公式 , 亦 即 
斯 托 克 斯 公式 : 
| Pdr+Qdy+Rdz= 


-+ -. 
(23) 


其 中 逐 段 光滑 曲线 s 是 逐 片 光滑 曲面 5 的 全 部 边界 ， 二 
者 的 定向 是 协调 的 。 这 意思 是 :S 的 单位 法 向 量 n= {ne， 
my 1) 在 组 成 5 的 每 一 光 请 片 股 上 是 随 起 点 (zx, y, z) 而 
连续 变动 的 , 它 到 这 片区 域 的 外 法 向 量 ,再 到 边界 曲线 的 
切线 向 量 所 构成 的 螺旋 转向 同 正 z 轴 到 正 x* 轴 、 再 到 正 
3 轴 的 螺旋 转向 是 一 致 的 ， 并 且 任何 相 邻 两 片段 的 定向 
在 边界 曲线 的 公共 部 分 上 是 相反 ( 相 消 ) 的 。 
由 这 个 公式 推 知 ,在 开 区 域 V 内 , 若 要 一 个 带 连 续 系 
数 的 微分 式 Pdxz+Q@duy+Rdz 恰 好 是 某 一 函数 的 全 微 
分 ,就 必须 它 的 系数 满足 恒等式 
‘023P 3R_30 po 
xy’ WY dz 2™ Hx? 
只 要 这 些 偏 导数 都 是 连续 的 。 反 之 ， 当 这 些 偏 导数 都 是 
连续 的 并 且 满 足 这 些 恒 等 式 时 ， 在 V 的 每 一 个 (曲面 ) 单 
连通 的 有 界 部 分 区 域 V,( 意 即 在 其 内 的 每 一 条 光滑 的 简 
单 闭 曲线 都 有 一 块 以 它 为 全 部 边界 的 光滑 闭 曲 面 ) 内 都 
存在 一 个 函数 U, 它 的 全 微分 dU 恰好 就 是 原来 的 微分 式 
Pdx +Qdy+Rdz。 于 是 ,在 V， 内 ,对 于 每 一 条 逐 肌 光 滑 
的 曲线 4…B 都 有 


Par+@dl+Rdz-U(B)-U(A)。 (24) 


这 样 ,牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 就 随 着 积分 概念 经 过 各 种 推广 
《20) 一 (24) 之 后 , 仍 回 到 了 它 原来 的 形式 。 

历史 上 ， 多 元 微 积 分 学 的 基本 概念 都 是 在 微分 与 积 
分 的 基本 思想 的 应 用 中 ,与 一 元 函数 的 合 为 一 体 ,适应 描 
述 和 分 析 物 理 现象 和 规律 的 需要 而 产生 的 。 偏 导数 、 重 积 
分 的 朴素 思想 (I. 牛顿 , 1687), 二 重 积分 及 其 黑 次 积分 与 
换 元 计算 方法 (L. 欧 拉 ,1769), 三 重 积分 及 其 累 次 积分 与 
换 元 计算 方法 (J.-L. 拉 格 朗 日 ,1773) 都 是 初期 出 现在 力 
学 研究 的 著作 中 ， 并 不 是 有 意识 地 要 建立 相关 的 数学 理 
论 ,牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 的 两 种 形式 (20) 和 (21) 都 延迟 了 
一 个 时 期 才 明 确 出 现在 热传导 和 电磁 的 研究 中 (M.B. 奥 
斯 特 罗 格拉 茨 基 ,1828; G. 格林 ,1828), 且 是 作为 物理 定 
理 来 理解 的 。 变 量 蔡 换 中 的 雅 可 比 行列 式 也 延迟 到 微 积 
分 的 理论 分 析 开展 起 来 以 后 ， 才 获得 明确 的 概念 和 系统 
的 研究 (C. G. J. 雅 可 比 1833、1841， 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 
1834), 而 变量 替换 中 隐 含 着 的 曲线 坐标 则 同时 延迟 到 热 
传导 和 电磁 的 研究 中 问题 求解 的 需要 和 物理 意义 的 启示 
达到 相当 明朗 的 程度 ， 才 获得 明确 的 概念 和 系统 的 研究 
(G. 拉 梅 1833、1859)。 只 有 斯 托 克 斯 公式 是 作为 格林 公 
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式 的 理论 应 用 来 叙述 的 (L. 开尔文 , 1850， G. G. 斯 托 克 
斯 , 1854)。 不 过 这 时 微 积分 学 已 由 于 它 的 理论 分 析 的 发 
展 而 成 为 一 门 自立 的 学 科 了 。 
总 的 说 来 ， 多 元 微 积分 学 是 在 微 积分 的 基本 思想 的 
应 用 和 发 展 中 自然 地 ,水 到 渠 成 般 地 形成 起 来 的 。 
参考 书目 
多 .下 , 奥 斯 古 德 著 , 申 又 栓 等 译 :< 高 等 微 积分 ,商务 印 书馆 ， 
上 海 , 1951。 (W. F. Osgood, Advanced Calculus, Macmillan, 
New York, 1925.) 
R. Courant, Differentiol ond Integrol Calculus, Vol.2, 
Blackie, London, 1936. 
T. M. 非 赫 金 哥 尔 欧 著 , 吴 亲 仁 、 丁 寿 田 译 :< 数学 分 析 原理 ?， 
人 民 教 育 出 版 社 ， 北 京 ，1979。(T. M. 中 uxrearonn, Ocwoew 
uamexamuvecx010 awaauag, Tocrexuanar, Mockea, 1957.) 


( 冷 生 明 ) 


duozhi luojl 
多 值 逻辑 (many-valued logic) ”现代 你 辑 的 
一 个 研究 领域 。 在 古典 逻辑 中 ,一 命题 只 能 取 “ 真 "“ 假 ” 
二 值 之 一 。 故 通常 称 古 典 逻 辑 是 二 值 逻辑 ,如 果 更 一 般 地 
来 考查 一 个 命题 ;使 其 不 限于 只 取 " 真 "“ 假 "二 值 ， 而 是 
可 以 取 三 值 .四 值 ,任意 有 限 个 值 ,乃至 可 数 无 穷 多 个 值 ， 
那么 ， 这 种 多 值 命题 间 的 逻辑 关系 的 研究 就 称 之 为 多 值 
逻辑 。 

多 值 逻辑 的 研究 , 始 于 20 世纪 20 年 代 波兰 的 本 武 
卡 谢 维 奇 和 EE. L. 波斯 特 的 工作 。 武 卡 谢 维 奇 为 了 解决 
亚 里 士 多 德 关于 未 来 偶然 性 的 问题 ,提出 了 三 值 逻 辑 。 他 
认为 命题 ， 

“明年 12 月 21 日 我 将 在 华沙 ， 

在 说 这 句 话 时 既 非 真 又 不 假 ,而 只 是 可 能 。 所 以 ,这 样 一 
类 命题 就 可 以 取 三 个 值 : 真 . 假 和 可 能 。 波 斯 特 与 武 卡 谢 
维 奇 不 同 , 他 直接 假定 一 命题 的 取 值 数目 大 于 2, 并 建立 
了 任意 有 穷 多 个 值 的 逻辑 系统 ， 亦 即 一 命题 的 取 值 为 ， 
tisti…stme 这 里 ,m 是 自然 数 ,为 真 ,tn 为 假 。 其 间 的 
bw 加-: 则 常 有 不 同 的 解释 方法 。 后 来 ，J B. 罗 塞 和 
A. R. 图 尔 居 特 等 开展 了 一 系列 的 工作 ， 并 建立 了 种 种 
协调 而 完全 的 多 值 逻辑 演算 系统 。 随即 对 已 建立 的 多 值 
逻辑 演算 的 系统 特征 ， 多 值 逻辑 与 二 值 逻辑 的 关系 以 及 
多 值 逻辑 的 值 的 解释 等 等 均 作 了 较 广泛 而 深入 的 研究 ， 
旨 在 发 展 多 值 远 辑 的 一 般 理 论 。 其 中 有 些 研究 ,如 对 命题 
的 值 的 解释 问题 ,还 涉及 哲学 方面 的 狂 释 。 

多 值 逻辑 在 控制 论 和 计算 科学 方面 也 有 引 人 兴 味 的 
工作 。 另 外 模糊 逻辑 的 诞生 是 与 多 值 逻 辑 有 密切 联系 的 。 

模糊 逐 辑 亦 称 弗 晰 逻辑 或 不 分 明 逻 辑 ， 是 现代 逻辑 
研究 中 应 用 较 多 的 一 个 领域 。 1965 年 美国 控制 论 学 者 
工 . A. 扎 德 为 了 建立 研究 模型 性 对 象 的 数学 模型 引进 了 
模 棚 集合 的 概念 ( 见 模 攀 性 数学 )， 从 而 标志 着 模型 数学 
的 诞生 。 人 们 把 运用 取 无 穷 多 连续 值 的 模糊 集合 来 研究 
模 燃 性 的 思维 、 语 言 形 式 和 规律 的 学 科 称 为 模糊 逻辑 。 所 
以 ， 模 糊 远 辑 是 把 模糊 集合 的 概念 与 方法 运用 于 远 辑 的 
研究 。 这 一 研究 为 描述 和 处 理 一 类 模糊 性 对 象 提供 了 一 


种 有 效 的 逐 辑 模型 。 由 于 模糊 集合 是 以 多 值 ( 即 有 穷 或 可 
数 无 穷 多 连续 值 ) 逻 辑 为 依据 的 , 故 模糊 远 辑 与 多 值 逐 辑 
密切 相关 。 它 在 控制 论 方面 有 较 多 的 应 用 ,目前 仍 在 继续 
研究 和 发 展 中 。 ( 徐 云 从 ) 


duozhl yingshe 

多 值 映射 (multivalued mapping) 从 集 
到 集 Y 的 多 值 映射 是 一 个 对 应 规律 下 , 按照 这 个 规律 ,对 
于 XX 的 每 个 元 素 x， 都 能 相应 地 得 到 了 的 一 个 非 空子 集 
F(x), 称 为 x 对 于 的 像 。 对 于 任何 人 各 CX, 集 F( 人 2)= 
上 5(*) 称 为 集 名 对 于 下 的 像 ， 按照 F(X)CY 或 F(X)= 


Y 而 说 下 把 X 映 入 或 映 成 Y。 特 别 是 ， 如 果 每 个 元 素 的 
像 集 都 只 含有 一 个 元 素 , 那 就 是 一 个 单 值 映射 ,空间 与 ( 单 
值 ) 映 射 是 拓扑 学 中 两 个 最 原始 的 基本 概念 ,拓扑 学 的 基 
本 问题 一 一 空间 的 拓扑 分 类 问题 ， 是 基于 同 胚 的 概念 提 
出 来 的 。 而 同 胚 是 单 值 映 射 ,所 以 单 值 映射 在 拓扑 学 中 的 
地 位 ,显然 远 比 多 值 映射 的 地 位 重要 得 多 。 实 际 上 ,提出 多 
值 映射 的 概念 ,出 发 点 不 是 单纯 为 了 推广 ,而 是 着 眼 于 它 
对 其 他 数学 领域 的 应 用 。 多 值 映射 总 是 可 以 化 成 单 值 映 
射 来 考虑 的 , 即 是 , 如 果 用 27 表示 了 的 所 有 非 空子 集 的 
集合 ,那么 从 X 到 Y 的 多 值 映 射 下 可 以 视 为 从 X 到 27 的 
单 值 映射 , 记 为 F:X->27。 因 此 ,可 以 象 单 值 映射 一 样 ,对 
于 任何 gE 27 定义 它 的 逆 像 为 F"'(8)={xEXIF(x)= 
多 }， 所 以 对 于 任何 WC27， 有 F(a ee 


{XEXIF(x)E WU)。 设 X 和 Y 都 是 7, 拓扑 空间 ,为 了 定义 
:X=>2Y 的 连续 性 ,2" 中 的 拓扑 结构 是 借助 于 Y 的 拓扑 结 
构 r《Y) 给 出 的 ,通常 有 下 面 三 种 ， 对 于 任何 UCY, 定 义 
Ut*={gE2 gcU), VU)-={9 E22 lgNU#G), 于 
是 以 {<U》*,《U>-IUErt(Y)) 为 子 基 产 生 的 拓扑 结构 称 为 
维 托 利 斯 拓扑 ,而 以 {<U>*1U EY)} 或 {<U>~IUEr(Y)} 
为 子 基 产生 的 拓扑 结构 则 分 别称 为 上 半 连 续 拓 扑 和 下 半 
连续 拓扑 。 在 这 些 拓扑 结构 下 ,F:X-> 27( 作 为 单 值 映射 
的 连续 性 分 别称 为 连续 、 上 半 连 续 或 下 半 连 续 , 即 是 ， 
F:X~27 称 为 上 半 连 续 的 ,如 果 UEr(Y) 一 FMKU) = 
{zEXIE(X)CU}Er(X)， 下 称 为 下 半 连 续 的 ， 如 果 
UEr(Y) 写 F-KU)-={zEXIF(X)nU 夫 厅 )JEr(X); 下 
称 为 连续 的 ,如 果 它 既是 上 半 连 续 又 是 下 半 连 续 的 ;这 里 
了 -0)* 称 为 集 刀 的 上 逆 像 ， 而 PE U>- 称 为 集 刀 的 下 
逆 像 。 子 集 空间 27 的 拓扑 结构 对 于 由 此 展开 的 多 值 映 射 
理论 至 关 紧 要 ,因此 ,对 于 子 集 空间 拓扑 结构 的 研究 已 经 
成 为 点 集 拓 扑 学 中 一 个 有 趣 的 课题 。 此 外 ,对 于 多 值 映 射 
了 :X~>27 还 可 以 提出 一 个 连续 选择 的 问题 ， 在 什么 条 件 
下 存在 单 值 连续 映射 1:X>Y, 使 得 XE X33f(x)EF(x)? 
如 果 了 具有 连续 选择 ， 那 么 与 了 有 关 的 应 用 问题 几乎 都 


可 以 归结 为 单 值 映射 的 相应 问题 。 

多 值 映射 的 一 般 理 论 自然 是 单 值 映射 相应 理论 的 推 
广 ， 但 前 者 显然 不 如 后 者 那么 丰富 多 彩 。 多 值 映射 理论 
的 重要 性 在 于 它 对 其 他 数学 分 支 的 应 用 ， 特 别 值得 一 提 
的 ， 是 多 值 映射 的 不 动 点 理论 对 博弈 论 的 完美 应 用 。 
XEX 称 为 F:X->2x 的 不 动 点 ,如 果 xEF(z)。 角 谷 静 夫 
于 1941 年 首先 把 关于 单 值 映射 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 
推广 到 多 值 映 射 ,下 面 是 一 个 等 价 形式 : 

角 谷 不 动 点 定理 ”假设 KCR" 是 非 空 有 界 闭 凸 集 ， 
F:K~>2x 是 上 半 连 续 多 值 映 射 , 使 得 对 每 个 PEK,F(P) 
都 是 K 的 非 空 闭 凸 集 , 于 是 了 有 不 动 点 。 

命 4= {x= (zz Xn) E Rr | x >00i=1,2,,n), 


为 xD, 于 是 K=4 x 4CR"" 是 非 空 有 界 闭 凸 集 。 考 虑 
双 线 性 函数 
A(x, y)= ru x,yEd 
lasl 为 实 答 阵 ,对 于 任何 (x,y)EK, 命 
|A(&,n)=max A(u,y) 
ide ee 人 ae v) } 

可 以 证 明 , F(x, y)CK 是 非 空 闵 凸 集 ，F:K~25 上 半 连 
续 , 所 以 据 角 谷 定 理 知 ,存在 (, 9)EK, 使 (%, 9)E 
F(¥, §),T 

max A(u, 9)=A(¥, 9)=min A(¥, v), 

wd wes 


从 而 


min max Alusv) max A(usD) AE, 9) 
vd uE4 


=minA(X,v)<maxmin A(u,v)。 
64 Ed ved 


由 于 相反 的 不 等 式 是 自然 成 立 的 ， 这 就 证 明了 和 矩阵 博弈 
的 基本 定理 ,存在 各 ,JE 4, 使 得 
min max A(u,v) =max ACu,D) = ACE, ,9) 


=min A(zX, wet A(u,v), 
wed 


现在 角 谷 定理 已 经 得 到 很 大 的 推广 ， 在 博弈 论 、 泛 函 分 
析 等 分 支 都 有 广泛 而 重要 的 应 用 。 
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二 次 曲面 (surface of second degree) 
氏 三 维 空间 里 坐标 x*,y,z 之 间 的 二 次 方程 
ax?+by’+cz*+ 2fyz+ 2gzx+ 2hxy 
+2ux+2vy+2wz+d=0 
(系数 为 实数 , 且 二 次 项 系数 不 全 为 零 ) 所 表示 的 曲面 ,一 
般 来 说 ,直线 与 二 次 曲面 相交 于 两 个 点 ;如 果 相交 于 三 个 
点 以 上 ， 那 么 此 直线 全 部 在 曲面 上 。 这 时 称 此 直线 为 曲 
面 的 母线 。 如 果 二 次 曲面 被 平行 平面 所 截 ， 其 截 线 是 二 
次 曲线 。 
二 次 曲面 的 方程 可 以 写 为 
了 (xyz) 三 人 (zz) 十 24z 十 2 十 210z 十 @ 
一 0， (1) 
这 里 人 x,y, 2)==ax*+by*+cz*+2fyz+2g9zx+2hxy。 曲 
面 F(x,y,z)~0 上 适合 
BF BF BF 
5 
的 点 (Xo,yos26) 称 为 奇异 点 或 奇 点 ,其 中 ， 
OF _ oF aF 
Bx Bx ow, Byo™ 
-有 
5 ”352 |eowom， 
其 他 点 称 为 寻常 点 。 过 曲面 的 寻常 点 所 作 的 切线 构成 一 
个 平面 ， 称 为 该 点 的 切面 。 通 过 该 点 且 与 切面 垂直 的 直 
线 称 为 法 线 ,F(x,g， z) 一 0 于 寻常 点 (xoyaoyze) 处 的 切面 
与 法 线 方程 分 别 是 


在 欧 


OF OF BF 
(x— m0) xs + (yyo) By +(2—2) 5z 0 


X—Xo _ 3 一 zo 


ed Ei 
Bm ya 
分 类 ”二 次 曲面 上 不 在 同一 母线 上 任何 两 点 所 联 的 
线段 称 为 缠 , 对 于 二 次 曲面 F(x,y,z)=0, 如 果 一 条 直线 
的 方向 余弦 1,m,n, 适合 


90_ 90_ 39 
1 m= an = 
a 8G 8G 96 
a 
8G 8G 


my 
则 此 直线 所 对 应 的 方向 称 为 曲面 的 奇异 方向 ， 否 则 称 为 
寻常 方向 。 二 次 曲面 的 一 组 具有 寻常 方向 的 平行 弦 中 点 
在 同一 平面 上 。 这 个 平面 称 为 该 方向 的 径 平面 。 此 方向 
称 为 径 平 面 的 共 亏 方向 。F(x, y, z) 一 0 的 以 方向 余弦 
1,msn 为 共 思 方向 的 径 平面 方程 为 
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35 , 36 30 
x ty om +2 dn +2lut+mv+nw)= 0 
关于 径 平 面 ， 当 方向 余弦 1,m,n 变动 时 ， 无 数 多 的 径 平 
面 形成 一 个 平面 族 , 方程 是 1(ax+hy+gz+W)+m(hx 十 
by+fz+V)+n(gx 二 + 各 + cz 二 岂 ) 二 0。 方 程 组 
1 9aF 
Br =+y+gz+u=0, 


诗句 htby+fz+v=0， 
到 外 =gx+fy+cztw=0, 
的 解 称 为 一 般 二 次 曲面 F(x, y, z)= 0 的 中 心 。 如 果 中 心 
位 于 二 次 曲面 上 , 则 称 为 顶点 。 中 心 的 几何 意义 是 ;二 次 
曲面 的 通过 中 心 的 任何 弦 都 以 中 心 为 中 点 。 

二 次 曲面 有 如 丸 + 妨 + 于 + 1 一 0 这样 的 空 集 情况 ， 
对 于 非 空 集 情况 ,如 果 选 取 适 当 的 直角 坐标 系 , 则 二 次 曲 
面 方程 (1) 可 以 化 为 以 下 形式 之 一 : 


午 + 甘 + 于 1 (2) 
委 + 基 -所 1， (3) 
-鞋匠 + 委 =1， 04) 
冯 + 关 -1 (5) 
王 =1， (7) 
2z= 所 + 其， (8) 
2z= 号 - 贡 ， (9) 
2z- 扎 ， 0) 


(11) 


yp 
豆 - 世 -0， (12) 
xt=0。 (13) 


方程 形 如 (2)、(3)、(4) (5)、(6) 的 曲面 ,分 别称 为 椭 贺 
面 , 单 叶 双 曲面 ， 双 叶 双 曲面 , 椭 贺 柱 面 或 椭 贺 柱 , 双 曲 
柱 面 或 双 曲 柱 ， 若 方程 为 (7) 的 情况 , 则 曲面 成 为 两 个 平 
行 平面 。 对 于 (2)、(3)、(4)、(5) 当 a=b 时 ,这 些 曲 面 是 
以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 ， 把 它们 分 别称 为 旋转 椭 贺 
面 ,旋转 单 叶 双 曲面 ， 旋 转 双 叶 双 曲面 ， 贺 柱 面 或 圆柱 。 
对 于 旋转 椭 贺 面 , 当 4=b=c 时 ,曲面 成 为 以 4 为 半径 的 
球面 在 方程 (8),(9),(10) 的 情况 ,曲面 分 别称 为 椭圆 抛 
物 面 , 双 曲 抛 物 面 ， 抛 物 柱 面 或 抛物 柱 ; 对 于 (8), 当 a=b 
时 ,曲面 成 为 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 椭 贺 抛物 面 (参见 彩 
图 插页 第 39 页 )。 方程 (11) 的 曲面 是 二 阶 锥 面 , 当 A、B、 
C 异 号 时 ,可 以 认为 4>0,B>0,C= 一 1, 曲面 称 为 实 锥 
面 , 且 当 A=B 时 , 曲面 称 为 直 圆 锥 面 , 它 是 以 z 轴 为 旋 


转轴 的 旋转 曲面 ;在 方程 (11) 当 A、B、C 同 号 时 ,曲面 变 
成 点 0, 也 称 为 虚 锥 面 ; 在 方程 (12) 的 情况 , 曲面 成 为 一 
对 相交 平面 ， 在 方程 (13) 的 情况 ， 曲 面 成 为 一 对 重合 平 
面 ,对 于 双 曲 面 (3)、(4), 二 次 锥 面 


(3') 
(4') 


分 别称 为 (3)、(4) 的 渐 近 锥 面 。 

(2)、(3)、…、(13) 称 为 这 些 曲 面 方程 的 标准 型 (标准 
型 的 a, b,c 与 (1) 中 的 a,b,c 不同)。 此 外 还 有 二 次 曲面 
的 空 集 情况 与 另 一 个 特殊 情况 ,它们 的 标准 方程 是 ， 


x 2 


t+te-! (14) 


(15) 
(16) 
(17) 


(14)、(15) 所 表示 的 曲面 分 别称 为 虚 椭 团 面 、 虚 椭 贺 柱 
面 对 于 (16)， 曲 面 成 为 一 对 相交 虚 平面 ( 交 线 为 实 直 
线 ); 对 于 (17), 曲面 成 为 一 对 平行 虚 平 面 。 因 此 共有 17 
种 情况 。 这 17 种 情况 ,可 以 根据 方程 组 ( * ) 的 系数 矩阵 

ahy ahgu 
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9 1 gfew 
rankM 与 rank 网 分 类 ,由 于 rankM<3， rank 交 <3， 
rankM<srank 订 ， 故 知 仅 有 五 种 情况 ( 表 1)。 

对 于 曲面 (2),(3),(4) 来 说 ,平面 *=0,y=0,z=0; 
以 及 对 于 曲面 (8),(9) 来 说 , 平面 +=0, y=0, 分 别称 为 
曲面 的 主 平面 , 主 平面 的 交 线 称 为 主轴 。 对 于 旋转 曲面 来 
说 , 主 平面 及 主轴 的 位 置 是 不 定 的 。 标 准 方程 中 的 4,b,c 
称 为 半 主 轴 的 长 度 或 半 主 轴 。 

在 单 叶 双 曲面 或 双 曲 抛物 面 上 分 别 存在 两 族 母线 ， 


同族 的 二 母线 不 相交 (也 不 平行 )， 不 同族 的 二 母线 必 相 
交 , 即 对 于 (3), 其 上 有 以 入 及 4 为 参数 的 母线 族 
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i 也 z 1 也 
去 + 二 -人 (1+ 苦 )， 友 + 二 -二 (1- 关 )， 
对 于 (9), 其 上 有 和 母线 族 
xz_y zy 
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能 用 直线 生成 的 曲面 称 为 直 纹 曲 面 ， 二 次 曲面 中 只 
有 单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 是 具有 两 族 母 线 的 直 纹 曲 
面 。 二 次 柱 面 和 二 次 锥 面 是 具有 一 族 母 线 的 直 纹 曲面 ,而 
旋转 单 叶 双 曲面 、 圆 柱 面 和 直 圆 锥 面 既 是 直 纹 曲面 又 是 
旋转 曲面 。 

二 次 曲面 的 不 变量 ”可 以 用 二 次 曲面 方程 (1) 的 系 
数 的 一 些 函 数 来 描述 二 次 曲面 。 经 过 坐标 变换 后 ( 见 坐 标 
系 )， 方 程 的 系数 有 所 改变 ,但 这 些 函数 的 值 不 变 ,这 些 函 
数 称 为 二 次 曲面 (1) 的 不 变量 。 用 到 的 不 变量 有 

L=atb+c, 
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其 中 碘 、T、L 是 坐标 轴 的 
平移 与 旋转 的 不 变量 ，K、 
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条 件 方程 组 (*) 的 解 | 中 心情 况 曲面 的 类 属 K, 是 坐标 轴 的 旋转 不 变量 ， 
BE 非 顶点 | 精 贺 面 ( 实 或 虚 )、 双 曲面 且 当 和 矩阵 砚 的 秩 是 1 时 ,Ki 
rank M—3 唯一 解 是 平移 不 变量 到 的 秩 是 2 
锥 面 ( 实 或 虚 ) 
Sn 时 ，K, 是 平移 不 变量 。 根 据 
rank Mrank H2 ~ 经 。。 | _ 非 顶点 | 精 加 柱 面 ( 实 或 谋 ), 汉 曲 柱 面 。 这 六 个 不 变量 ， 就 可 以 判定 
(个 参数 ) 。 | 顶点 。 ”| 一 对 相交 平面 ( 实 或 庶 ) 二 次 曲面 (1) 的 形状 ( 表 2)。 
Ea 因此 称 这 六 个 不 变量 组 成 二 
非 顶点 | 一 对 平行 平面 ( 实 或 虚 ) 

rank M 一 rank =1 (2 Tw) 次 曲面 的 不 变量 完全 系统 。 
顶点 一 对 重合 平面 Tv 称 为 基本 不 变量 ， 

rank M=2, rank MH=3 无 解 无 中 心 “| 抛物 面 Ki、K, 称 为 条 件 不 变量 。 
rank M 一 1,rank ~—2 无 解 无 中 心 “| 抛物 柱 面 又 称 基 0 的 二 次 曲面 


为 常态 二 次 曲面 ,1,=0 的 二 
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次 曲面 为 变态 二 次 曲面 。 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 是 二 
次 常态 直 纹 曲面 ,而 锥 面 , 柱 面 和 平面 是 二 次 变态 直 纹 曲 
面 。 具 有 唯一 中 心 的 二 次 曲面 成 为 变态 的 充 要 条 件 是 它 
有 唯一 奇异 点 。 

表 2 中 “类 型 "一 栏 说 明 二 次 曲面 中 心 的 存在 情况 。 
第 一 种 情况 (I, 关 0), 二 次 曲面 有 唯一 中 心 ， 称 为 中 心 型 
二 次 曲面 ， 其 他 情况 的 二 次 曲面 或 多 中 心 或 无 中 心 ， 统 
称 为 非 中 心 型 二 次 曲面 。 


表 2 二 次 曲面 判定 表 


类 型 | 判别 | 标志 曲 面 名 称 
> | Ki<o | 出 面 
KK;>0 | 虚 棋 四 面 (无 实 轨迹 ) 
14>0| K, 一 0 | 虚 锥 面 (点 ) 
Taw0 
,<0 或 | Ke>0 | 单 叶 双 曲面 
Ks<0 | 双 叶 双 曲面 
1s<0 KK,=0 | 实 锥 面 
Ks<0 | 实 加 柱 面 
卫 =0 [>0 +Ks>0| 虚 棋 团 柱 面 (无 实 轨迹 ) 
Lt Ks, 一 0 | 一 对 相交 庶 平 面 (直线 ) 
Dr0 ,<0 | Kew0 | 到 则 村 而 
" Ks=0 | 一 对 相交 平面 
元 KZ0 | 一 对 平生 平面 
| KK,>0 | 一 对 平行 虚 平 面 (无 实 轨迹 ) 
G0 KK 一 0 | 一 对 重合 平面 
T=0 |1>0 椭 加 抛物 面 
Ti¥0 IIo 双 曲 抛物 面 
1=0,1,=0 
Ts=0, K,#0 冀 愧 柱 而 


利用 不 变量 虽然 确定 了 二 次 曲面 的 形状 ， 但 不 能 确 


定 曲面 在 空间 里 的 位 置 。 通 过 坐标 变换 可 以 确定 二 次 曲 


面 的 位 置 。 关 于 二 次 曲面 的 标准 型 方程 ， 可 以 通过 坐标 
变换 得 到 ,也 可 以 通过 不 变量 的 完全 系统 而 得 到 。 

加 形 截 线 在 二 次 曲面 里 , 椭 贺 面 双 曲面 、 锥 面 椭 
加 抛物 面 以 及 椭圆 柱 面 都 具有 圆 形 截 线 。 如 果 某 一 个 平 
面 截 二 次 曲面 于 一 个 回 周 ， 则 所 有 平行 于 它 的 平面 也 截 
该 曲面 于 一 个 贺 周 。 所 以 一 般 来 说 ， 二 次 曲面 由 两 族 平 
行 平面 可 以 截 出 圆 截 线 。 与 其 平行 的 切 平面 的 切 点 是 二 
次 曲面 的 脐 点 (或 圆 点 )。 

二 级 曲面 与 二 阶 曲 面 平面 zz+iag 二 inz+U 一 0 
的 系数 utaytavt 称 为 该 平面 的 坐标 。 用 平面 坐标 wy 
ta ts， Ws 的 二 次 齐 次 方程 所 表示 的 曲面 称 为 二 级 曲面 ， 
而 且 它 可 以 分 解 为 圆锥 曲线 或 两 个 点 。 一 般 来 说 ， 通 过 
任何 直线 有 两 个 平面 属于 一 个 二 级 曲面 。 上 述 作为 点 集 
合 的 二 次 曲面 也 称 为 二 阶 曲 面 。 关 于 二 级 曲面 有 与 二 阶 
曲面 类 似 的 理论 。 

二 次 超 曲 面 在 欧 氏 nn 维 空间 里 ， 坐 标 (zi zxay…， 
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3) 之 间 的 二 次 方程 


总 Guxest 2 bxstc=0, (18) 
| 如 


式 中 auvbioc 都 是 实数 , 且 不 失 一 般 性 , 可 设 矩 阵 4= (au) 
为 对 称 和 矩阵 ;4 为 非 零 矩阵 所 表示 的 点 集 称 为 n 维 欧 氏 
空间 里 的 二 次 超 曲面 ， 或 简称 二 次 曲面 。 当 n=2 时 , 它 
成 为 二 次 曲线 。 当 m= 3 时 成 为 二 次 曲面 。 上 述 关于 二 次 
曲面 的 分 类 等 理论 ， 可 以 推广 到 nt 维 的 情况 ， 即 可 以 根 
据 n 维 欧 氏 空间 的 坐标 变换 ,将 方程 (18) 化 为 标准 型 ,由 
于 n+1 阶 方 阵 


Qun bb 


局 pb © 
与 阶 方 阵 A 二 者 秩 数 间 的 不 同 关系 可 以 得 到 各 种 不 同 
情况 。 对 偶 地 可 以 定义 二 级 超 曲面 ， 它 是 二 级 曲线 与 二 
级 曲面 的 高 维 推广 。 
参考 书目 

朱 电 助 编著 : “空间 解析 几何 >， 上 海 科学 技术 出 版 社 , 上海， 
1981。 

BB. H. 狄 隆 涅 、 几 . A. 拉 伊 可 夫 著 , 玖 光明 等 译 :< 解析 几何 >， 
第 2 卷 ,高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1957。(B. H. [enone a 人 1. A。 
Panxos, Ananumuvecxaa teouempua, Tocrexmanar, MockBa, 
1948.) 
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二 次 曲面 束 (pencil of conicoids) 
空间 内 ,两 个 二 次 曲面 


在 射影 


Si= 加 ons, ay=on 
和 
站 
S,= ,bueno bu=by 


可 交 成 一 条 空间 四 次 曲线 。 特 殊 时 ， 当 两 个 二 次 曲面 均 
是 直 纹 曲面 ， 且 有 一 条 公共 母线 ， 则 这 条 四 次 曲线 将 表 
为 一 直线 ( 即 公 共 母 线 ) 和 一 条 三 次 曲线 。 与 二 次 曲线 永 
的 定义 相似 ,通过 Si= 0 和 S:= 0 交 线 的 二 次 曲面 的 全 
体 ， 叫 做 二 次 曲面 束 。 它 的 方程 可 写作 :Si 一 XS:= 0, 其 
中 入 是 参数 。 由 于 Si= 0 和 S:= 0 相交 成 四 次 曲线 , 故 束 
中 各 曲面 必 通 过 这 四 次 曲线 。 若 已 知 一 个 二 次 曲面 S=0 
和 两 个 平面 Ua=@axi+baxs+ Cax3t+daxs=0 (a=1,2), 
且 相交 产生 两 个 平 截 线 ， 则 过 两 个 平 截 线 的 二 次 曲面 
束 可 写作 ，S 一 XUU: 一 0, 这 里 入 是 参数 ,平面 偶 UiU,= 
0 可 作为 一 个 退化 二 次 曲面 。 又 若 已 知 八 个 定点 P.(i=1， 
2,…s8), 可 另 取 不 同 于 P, 的 二 定点 4 及 B, 则 由 二 次 曲 
面 的 方程 可 知 ， 通 过 九 个 点 的 二 次 曲面 是 唯一 确定 的， 
于 是 P, (i=1,2，…，8) 和 4 或 了 分 别 决定 两 个 二 次 
曲面 S= 0 和 S:= 0, 又 因 二 次 曲面 束 通过 Si= 0，S:= 0 
的 所 有 公共 点 ， 故 也 必 通 过 八 个 定点 Pi， 而 且 Si= 0， 
S:= 0 的 交 线 为 四 次 曲线 ， 故 过 八 个 定点 的 二 次 曲面 束 ， 
必 过 一 条 四 次 曲线 。 


和 二 次 曲线 束 的 性 质 相 类 似 ， 对 于 二 次 曲面 束 ， 有 
以 下 的 性 质 ，@ 一 个 定点 关于 二 次 曲面 束 所 有 曲面 的 极 
平面 必 为 一 平面 束 ，@ 一 个 定 平面 关于 二 次 曲面 束 所 有 
曲面 的 极点 , 为 一 条 三 次 曲线 ，@ 一 定 直 线 关于 二 次 曲 
面 束 所 有 曲面 的 极 线 ,为 一 环形 (或 管 形 ) 曲 面 。 

参考 书目 

方 德 植 、 陈 奕 培 编 :< 射影 几何 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1983。 
W. C. Grausteia, Higher Geometry, Macmillan, New 
York, 1948. 
(陈绍 蓉 ) 


ercl quxlon 

二 次 曲线 (curve of second degree) ”也 称 加 
锥 曲线 或 回 锥 截 线 ， 是 直 贺 锥 面 的 两 腔 被 一 平面 所 截 而 
得 的 曲线 。 当 截面 不 通过 锥 面 的 顶点 时 ,曲线 可 能 是 圆 、 
椭圆, 双 曲 线 ,抛物 线 。 当 截面 通过 锥 面 的 顶点 时 ,曲线 
退缩 成 一 点 、 一 直线 或 二 相交 直线 。 在 截面 上 的 直角 坐 
标 系 (X,Yy) 之 下 ,这 些 曲 线 的 方程 是 x, y 的 二 元 二 次 方 
程 :ax:+ 2bxzy 十 cy:+ 2dx+ 26g+f= 0。 若 截面 不 通过 锥 
面 的 顶点 , 令 截 面 与 锥 面 轴线 所 成 的 角 为 9, 锥 面 的 半 顶 


角 为 a， 则 当 0= 双 时， 所 截 曲 线 为 四 ， 当 a<0< 屯 时 ， 


截面 与 锥 面 的 所 有 母线 都 相交 ,所 截 曲线 为 椭 贺 ， 当 0= a 
时 ,截面 与 锥 面 的 一 条 母线 平行 , 所 截 曲线 为 抛物 线 ! 当 
0<%<a 时 ,截面 与 锥 面 的 两 条 母线 平行 ,所 截 曲线 为 双 
曲线 。 

焦点 与 准 线 ”如 果 贺 锥 曲线 不 是 园 ， 则 在 圆锥 曲线 
所 在 的 平面 上 存在 一 定点 和 一 定 直 线 ， 使 得 贺 锥 曲线 上 
任何 一 点 到 该 定点 和 定 直线 的 距离 之 比 为 常数 ， 这 个 定 


图 1 圆锥 截 线 的 焦点 与 准 线 


点 称 为 圆锥 曲线 的 焦点 , 定 直线 称 为 圆锥 曲线 的 准 线 为 
了 得 到 焦点 与 准 线 ， 只 需 作 一 个 球面 内 切 于 圆锥 面 并 同 
时 与 圆锥 曲线 所 在 的 平面 " 相 切 。 设 球面 与 平面 " 相 切 
于 点 了, 球面 与 圆锥 面相 切 于 一 个 圆 , 这 个 圆 所 在 的 平面 
为 ,与 o 相 交 于 直线 1, 则 点 F, 就 是 焦点 , 直线 1 就 
是 准 线 (图 1)。 这 时 ， 贺 锥 曲线 上 任意 一 点 P 到 焦点 


的 距离 |PF| 与 到 准 线 1 的 距离 |PD| 之 比 为 -5| ~ 


3 。 其 中 9,a 都 与 P 在 曲线 上 的 位 置 无 关 ; 所 以 是 党 


数 。 这 个 常数 称 为 回 锥 曲线 的 离心 宰 , 记 为 e。 当 截 线 是 
椭 加 时,e<1; 当 截 线 是 双 有 曲线 时 ,e>>1; 当 截 线 是 抛物 线 
时 ,e=1。 对 于 椭圆 或 双 曲 线 ,存在 两 个 合 于 以 上 要 求 的 
球面 ， 因 此 椭 贺 或 双 曲 线 都 有 两 个 焦点 与 两 条 准 线 。 每 
个 焦点 与 其 相应 的 准 线 都 有 上 述 性 质 。 抛 物 线 只 有 一 个 
焦点 与 一 条 准 线 。 若 椭圆 的 两 个 焦点 为 F,，F,。 如 图 2 
所 示 的 球面 与 圆锥 面相 切 的 四 为 C,、C;。 这 时 对 于 椭圆 
上 任意 一 点 P, 令 通 过 P 的 母线 OP(O 为 圆锥 面 的 顶点 ) 
与 Cl、C: 的 交点 分 别 为 4、B。 则 P 到 FF 的 距离 |PF,| 
与 P 到 ,的 距离 |PF,| 之 和 为 |PF,|+|PF,|=|PA|+ 
IPB|=14B|。 这 里 |4B| 是 常数 ， 它 与 点 P 在 椭 贺 上 的 
位 置 无 关 。 这 说 明了 椭圆 焦 点 的 一 个 重要 性 质 ， 即 椭 贺 
上 任何 一 点 到 两 个 焦点 的 距离 之 和 为 常数 。 类 似 地 ,关于 
双 曲 线 的 焦点 有 性 质 ， 双 曲线 上 任何 一 点 到 两 个 焦点 距 
离 之 差 的 绝对 值 为 常数 。 

圆锥 曲线 的 定义 ”可 以 根据 加 锥 曲线 的 上 述 焦点 、 
准 线性 质 给 出 圆锥 曲线 的 定义 。 三 种 圆锥 曲线 的 统一 定 
义 是 ,在 平面 内 , 设 动 点 到 一 定点 下 ( 称 为 焦点 ) 与 一 定 直 
线 1( 称 为 准 线 ) 的 距离 之 比 等 
于 常数 ,根据 此 常数 小 于 1 ,大 
于 1 或 等 于 1， 此 动 点 的 轨迹 
分 别称 为 椭 贺 、 双 曲线 或 抛物 
线 。 如 果 分 别 定义 ， 则 为 ,在 
平面 内 , 设 动 点 到 二 定点 ( 称 为 
焦点 ) 的 距离 之 和 等 于 常数 , 则 
此 动 点 的 轨迹 称 为 椭圆 ， 若 动 
点 到 二 定点 ( 称 为 焦点 ) 的 距离 
之 差 的 绝对 值 等 于 常数 ， 则 此 
动 点 的 轨迹 称 为 双 曲线 。 抛 物 
线 仍 定义 为 到 一 定点 与 一 定 直 
线 距离 相等 的 动 点 的 轨迹 。 

以 上 圆锥 曲线 的 两 种 定义 
是 等 价 的 。 

圆锥 曲线 的 方程 为 了 得 
到 圆锥 曲线 的 方程 ， 必 须 选 取 
适当 的 坐标 系 。 通 过 圆锥 面 的 
轴 并 垂直 于 准 线 的 平面 与 圆锥 
曲线 所 在 平面 相交 于 圆锥 曲线 
的 轴 。 圆 锥 曲线 关于 它 的 轴 是 
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对 称 的 。 从 上 面 的 考虑 可 知 ， 燃 加 和 双 曲 线 还 必须 关于 
二 焦点 连 线 FiP; 的 垂直 平分 线 对 称 。 这 条 垂直 平分 线 与 
贺 锥 曲线 的 轴 的 交点 就 是 回 锥 曲线 的 中 心 C。 因 此 对 燃 
圆 或 双 曲 线 而 言 ， 适 当 的 坐标 系 是 把 圆锥 曲线 的 轴 作 为 
zz 轴 ， 而 过 中 心 C 的 重 线 作为 y 轴 的 直角 坐标 系 。 还 可 
以 x 轴 同 上 面 一 样 ,而 # 轴 是 过 一 个 顶点 ( 轴 与 曲线 的 交 
点 ) 的 切线 。 还 可 以 取 圆锥 曲线 的 轴 作 为 极 轴 的 零 方向 ， 
而 一 个 焦点 作为 极点 的 极 坐标 系 ( 见 坐标 条 )， 则 对 于 三 
种 圆锥 曲线 都 是 适合 的 .对 于 双 曲 线 而 言 , 还 可 以 形成 一 
个 很 自然 的 斜 角 坐标 系 ， 这 个 坐标 系 的 轴 就 是 相交 于 中 
心 的 两 条 渐 近 线 。 
抛物 线 方程 ” 取 z 轴 为 抛物 线 的 轴 ， 而 y 轴 为 过 项 
点 的 切线 (图 3)， 令 抛物 线 的 焦点 与 准 线 的 距离 为 p( 称 
为 抛物 线 的 半 参 数 ) , 则 得 到 抛 
物 线 的 顶点 型 方程 
y=2px (p>0)。 
这 时 抛物 线 的 焦点 是 
了 
了 (号 ,0)， 
准 线 是 
ls xz= -号 。 
方程 。 zz=2py， 
=—2px, X= —2py 
(其 中 p>0) 也 都 表示 抛物 线 。 机 8 妆 析 入 
精 加 方术 。、 取 x 轴 与 椭 加 的 轴 一 致 ， 而 yY 轴 与 两 个 
顶点 之 间 线 抽 ViV: 的 垂直 平分 线 一 致 (图 4)。4 轴 与 燃 贺 
相交 于 称 为 第 二 对 顶点 的 两 点 Wi 与 Wi 长 度 |ViVi| 一 
26 叫做 长 轴 ， 长 度 |WiW| =2b 叫做 短 轴 ， 则 得 到 椭圆 
的 中 心 型 方程 各 + 其 一 1 (a>b)。 这 时 要 加 的 焦点 是 
i 0), Fs( 一 c，0), 其 中 c= Mr 一 本， 准 线 是 :x 一 
，ls zx- 于 ， 离心 率 Cr 方程 车 + 所-=1 
Ce 
到 赐 线 方程 间 站 关 站 本 和 可， 可 以 得 到 
双 曲线 的 中 心 型 方程 芝 - 茧 = 1。 双 曲线 没有 短 半 加， 


且 只 有 两 个 顶点 Vi，V:( 图 5)。 长 度 |VWiVa| = 2 叫做 实 


轴 。 由 于 两 个 集 点 之 间 的 距离 大 于 两 个 顶点 间 的 距离 ,所 
以 存在 由 刀 一 一旦 给 出 的 正 数 b。 2b 叫做 虚 轴 。 双 曲 


线 的 焦点 是 Pi(c，0)，Pi( 一 c，0)。 准 线 是 Hixz= 号 ， 
ht xz 一 到， 离心 让 ec 全。 
数 5 的 意义 可 以 从 下 面 整理 过 的 方程 中 看 出 ， 


ayt= (x —a?) yz 
b 
当 x->co 时 , 这 个 表达 式 的 极限 值 是 lim 世 一 二 如， 以 


这 两 极限 值 作为 斜率 的 两 条 直线 y= x 就 是 双 曲 线 


的 渐 近 线 。 只 考虑 第 一 象限 的 情况 ， 从 新 近 线 上 的 一 点 
(8,9), 其 中 >a, 向 x 轴 作 一 垂 线 , 它 与 双 曲线 相交 于 点 


Px, y)。 由 于 #=x, 并 且 从 1= zx 与 jxzy1- 与 
有 3<m 了 从 束 半 要 放 各 可 直入 国人 
四 

全 + 和 
时)=0, 或 者 当 zo 时 ,[(2)x-y]=7-y0, 由 此 
得 知 * 越 大 ， 则 差 9-y 越 小 。 当 x>oo 时 , 双 曲 线 任意 


地 接近 直线 y= 也 x。 这 条 直线 就 是 双 曲线 的 渐 近 线 , 从 


直角 边 为 和 及 斜 边 为 的 直角 三 角形 可 以 求 得 它 对 
x 轴 的 倾角 。 如 果 把 双 葛 线 的 两 条 光 近 线 作为 坐标 四 ， 
则 双 曲 线 的 方程 是 区 = 人 全 一 对 一 常数 。 形 如 y= 
常数 (0) 的 任何 函数 都 表示 双 曲 线 。 与 梯 四 的 情况 
类 似 ,方程 落 - 基 =1 也 表示 双 曲 线 。 

方程 的 一 般 形式 ”通过 以 上 圆锥 曲线 方程 的 建立 ， 
得 知 任何 一 种 图 维 曲 线 ( 抛 物 线 . 精 贺 、 双 曲线 ) 关 于 直角 
坐标 系 的 方程 都 是 二 元 二 次 方程 ， 因 此 圆锥 曲线 可 以 称 
为 二 次 曲线 。 这 一 结论 对 于 仿 射 坐标 系 也 是 成 立 的 。 反 
过 来 要 说 明 二 次 曲线 的 各 种 可 能 情况 ， 则 需 对 一 般 二 元 
二 次 方程 进行 讨论 。 两 个 变量 x* 和? 的 一 般 二 次 方程 的 
形式 是 


,在 zeo 时 ,( 过 + 关 )->co 所 以 


axz 十 2bxg 十 cz 十 2dxz 十 26g 十 = 0， 

式 中 a，b，c, d，e, 了 是 任意 实数 而 且 4， 
b,c 不 全 是 零 。 这 个 方程 在 直角 坐标 系 里 
定义 了 一 条 曲线 。 可 以 用 坐标 变换 的 方 
法 化 简 方程 ， 从 而 认识 这 个 方程 所 表示 的 


图 5 肥 由 线 及 其 渐 近 线 


曲线 。 化 简 的 步骤 是 ， 首先 通过 坐标 系 的 
旋转 消去 混 乘 项 (xy 项 ), 旋转 角 4 的 选取 


应 满足 tan20= 52。 ， 这 时 方程 化 为 形 


式 ，4xz'? 二 Cuy' 二 2Dx' 十 2Ey' 十 了 =0。 这 
意味 着 圆锥 曲线 的 轴 与 坐标 轴 平 行 了 。 然 


后 再 通过 坐标 系 的 平移 继续 进行 化 简 , 平 移 公式 是 x'= 

"+6,y'=y" 十 9 (其 中 和 是 常数 )。 这 时 方程 化 为 形 
式 : hz 十 Cg 十 2 (At+D) x"+2 (CntE)Yy +AP+ 
Cr+2D8+2En+F=0, 对 于 这 个 方程 可 以 分 为 两 种 情况 
讨论 ，@ 如 果 4+0 且 Cz0, 选取 寺 -一 了 ,= 一 在 ， 


则 方程 变 为 hx"+ Cu N( 其 中 N= 攻 + 总 一 P)。 


当 N>0 时 ,此 方程 所 表示 的 曲线 可 能 是 椭圆 ， 可 能 不 存 
在 实 曲线 ,可 能 是 双 曲 线 。 当 N=0 时 , 此 方程 所 表示 的 
曲线 可 能 是 一 个 点 ,可 能 是 一 对 相交 直线 。 当 N<0 时 ， 
可 得 到 与 N> 0 时 相同 的 曲线 。@ 如 果 4C= 0， 有 三 种 
可 能 性 , 当 4A=0，C#0 时 ， 若 D#0,， 选取 ,7 使 得 
Cn+E=0, Cm+2D8+2En+F=0， 则 方程 变 为 y= 


一 如 = 曲线 是 一 搁 物 线 。 若 =0, 方 程 是 关于 y" 的 


二 次 方程 ， 因 此 表示 一 对 平行 直线 。 当 A 关 0, C=0 时 ， 
得 到 与 4=0, C0 时 相同 的 曲线 。 当 A=C~0 时 , 若 
DD 与 不 全 是 零 ,方程 表示 一 直线 。 若 D=E=0, 则 F 也 
是 零 。 综 上 所 述 ， 一 般 二 元 二 次 方程 所 表示 的 曲线 可 以 
是 空 集 ,一 点 ,一 条 或 两 条 直线 ， 可 以 是 贺 欠 曲线。 对 于 
方程 axz 十 2bxg 十 cy 十 2dxz 十 2eg 十 f 一 0, 设 

abd 
bee 
de 了 
卫 称 为 这 个 二 次 曲线 的 判别 式 。 当 卫 关 0, 卫 关 0 时 ,如 果 
这 个 曲线 不 是 空 集 , 则 为 有 心 圆 锥 曲线 。 如 果 五 >0 则 为 
椭 贺 或 空 集 。 如 果 1,<0 则 为 双 曲 线 。 当 Da:= 0 入 0 时 
这 个 曲线 为 抛物 线 。 当 有 = 0， I,>0 时 ,曲线 是 一 点 ; 当 
了 = 0 1,<0 时 是 两 条 相交 直线 ， 当世 =1,=0 时 是 空 集 、 
一 条 直线 或 两 条 平行 直线 。 

除 坐标 变换 法 以 外 , 还 可 以 利用 二 次 曲线 方程 
ax?+2bxy+cy*+2dx 二 2ey+f=0 系数 的 一 些 函 数 来 描 
述 二 次 曲线 。 经 过 坐标 变换 后 ,方程 的 系数 有 所 改变 ,但 
这 些 函 数 的 值 不 变 , 这 些 函 数 称 为 二 次 曲线 的 不 变量 。 用 
到 的 不 变量 有 ， 


ab 
be 


L= »， b= 。 


L=atc, I, I, 


Ki=(atof-d—e, 
其 中 K, 只 当 I,=I,=0 时 才 是 不 变 的 ， 称 为 半 不 变量 。 
利用 不 变量 可 以 确定 二 次 曲线 的 形状 ,但 不 能 确定 曲线 
在 平面 里 的 位 置 。 而 通过 坐标 变换 ， 根 据 新 坐标 系 相对 
于 旧 坐 标 系 的 位 置 可 以 确定 二 次 曲线 的 位 置 。 关 于 二 次 
曲线 的 标准 方程 ,可 以 通过 坐标 变换 得 到 ,也 可 以 通过 上 
述 不 变量 而 得 到 。 

回 锥 曲线 的 其 他 类 型 方程 ”对 圆锥 曲线 还 可 以 建立 
其 他 类 型 的 方程 ， 并 可 以 从 中 看 到 几 种 圆锥 曲线 之 间 的 
联系 。 

顶点 型 方程 ”首先 定义 圆锥 曲线 的 参数 。 圆 锥 曲线 
的 参数 指 的 是 通过 焦点 且 垂 直 于 主轴 的 弦 长 ， 根 据 这 个 


定义 ， 计 算得 拍 物 线 太一 2px 的 参数 为 2p， 椭圆 瑟 十 


斯 一 1 的 参数 为 2 。 双 曲线 蔡 一 吕 -1 的 参数 为 


-2 ( 精 加 或 双 曲 线 的 参数 也 可 以 记 为 2p， 即 对 上 述 本 
男 或 双 曲 线 ，2p= 22 )。 


态 =2px 就 是 抛物 线 的 顶点 型 方程 .对 于 椭 贺 或 双 曲 
线 , 根 据 其 中 心 型 方程 ,进行 适当 的 坐标 变换 , 再 引用 离 
心率 e, 就 得 贺 锥 曲线 的 一 个 公共 顶点 型 方程 y=2px 一 


(1-e)x?。 对 于 椭 团 e= 上 ,0<e<1; 对 于 双 曲 线 e= 


襄 >1 对 于 抛物 线 e=1。 应 该 注意 ,加 的 顶点 型 方程 也 
包括 在 这 个 方程 之 内 , 令 p=7 与 e=0, 则 得 到 妨 =2rx 一 
和 r。 这 正 是 圆 的 方程 。 

极 坐 标 方 枉 ”太阳 系 行星 的 运动 或 人 造 地 球 卫星 的 
运动 都 是 围绕 一 个 引力 中 心 (太阳 或 地 球 ) 的 精 贺 运动 ， 
对 于 这 类 运动 ,最 自然 并 且 最 常用 的 坐标 系 是 ;以 引力 中 
心 为 极点 ， 以 运行 平面 上 某 一 固定 方向 为 极 轴 广 向 的 极 
坐标 系 。 在 各 种 四 锥 曲线 里 , 取 焦 点 为 极点 , 取 该 焦点 到 
与 其 相应 的 准 线 的 方向 为 极 轴 方 向 ， 则 可 得 到 在 极 坐标 
系 中 所 有 圆锥 曲线 的 相同 形式 的 方程 


p 
"Irecsp® 


在 这 个 方程 里 ，p 为 半 参 数 ，e 为 离心 率 ， 当 0<e<l， 
e> le= 工时 曲线 分 别 为 梢 贺 , 双 曲线 ,抛物 线 。 如 果 e= 
Or=p= 常数, 则 曲线 表示 一 个 辆 。 

对 于 抛物 线 (e=1), 当 p=x 时 ,r+ 没有 定义 。 对 于 
贺 或 椭圆 (e=0 或 0<e<1), 任 何 w 都 对 应 唯一 ? 值 。 对 
于 双 曲 线 (e>1), 当 1+- cosp=0 时 ， 即 角 9 的 终 边 与 
渐 近 线 平行 时 , > 没有 定义 。 

二 级 曲线 与 二 阶 曲线 ”曲线 作为 点 的 集合 ， 在 这 个 
观点 下 ,二 次 曲线 也 称 为 二 阶 曲 线 。 曲 线 也 可 以 作为 直线 
的 集合 。 直 线 ur+ 避 +w=0 的 系数 u,v, 也 称 为 该 直线 
的 齐 次 坐标 ， 坐 标 满足 auz: 十 2buv 十 cv? 十 2duw 十 2evww 十 
Jur= 0( 其 中 必 bc de 了 是 实数 且 a.b、c 不 全 为 零 ) 
的 直线 集合 称 为 二 级 曲线 。 有 时 也 把 这 个 直线 集合 的 
包 络 曲线 称 为 二 级 曲线 。 非 退化 二 阶 曲线 的 切线 集合 构 
成 二 级 曲线 ， 如 果 二 阶 曲线 的 方程 是 ax?+2bxy 二 oy 十 
2dz+2eg+f=0， 则 其 切线 构成 的 二 级 曲线 方程 是 
uaz 十 2Bub 十 Cuz 十 2Diap 十 2Emo+ Puoz= 0, 其 中 4、.B.C、 
abd 
bee 
aef 


DVE、F 分别 是 a、b、c、d、e、f 在 里 的 代数 


余 于 式 。 
二 次 曲线 既 可 以 看 作 二 阶 曲 线 也 可 以 看 作 二 级 曲 
线 。 但 对 高 次 代数 曲线 ,其 阶 数 与 级 数 不 相 同 。 


169 


er 


从 射影 的 观点 来 看 ,二 阶 曲 线 可 以 定义 如 下 :两 个 不 
同 中 心 S，8' 成 射影 对 应 的 线束 S(a1, a,, …) 与 S'(ai， 
必 …-) 的 对 应 直线 的 交点 ai niai= xx 的 集合 称 为 二 阶 昌 
线 。 而 二 级 曲线 则 可 以 定义 为 两 个 不 同 底 的 成 射影 对 应 
的 点 列 的 对 应 点 的 连 线 的 集合 。 根 据 这 种 定义 知 ; 六 个 
点 Al， 4, …， 4 属于 同一 个 二 阶 曲 线 的 条 件 是 线束 
A1(Ass Au hs hs) 与 4:(4ss Ai， As 46) 成 射影 对 应 ， 
对 偶 地 可 得 六 条 直线 属于 同一 个 二 级 曲线 的 条 件 。 
参考 书目 
G. Salmon, A Treatise on Conic Section, 6th ed.,Chelsea, 
New York, 1962. 
孙 译 泳 著 ,< 解析 几何 学 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1958。 
( 林 向 岩 ) 
ercl quxlonshu 
二 次 曲线 束 (pencil of conics) ”在 射影 平面 
内 ， 两 条 二 次 曲线 一 般 有 四 个 公共 点 〈 包 括 实 、 虚 或 重 
合 )， 通 过 四 个 公共 点 的 二 次 曲线 的 全 体 叫做 二 次 曲线 
束 ,其 中 四 个 公共 点 叫做 基点 。 若 已 知 两 条 二 次 曲线 S 及 
& 的 方程 分 别 是 ,六 ouzimi= 0 av= oa 及 六 ,barrri= 
0 (bw 一 by), 则 过 它们 公共 点 的 二 次 曲线 东 的 方程 可 写作 
坟 QuwXiXy 一 入 己 buxexy 一 0 
式 中 (xi) 是 点 的 齐 次 射影 坐标 ,是 参数 ,每 个 数值 x, 都 
对 应 着 束 中 的 一 条 曲线 。 显 然 车 8, S' 交 于 不 同 的 四 点 ， 


Ss 


a 
a 


外 
名 
涯 


二 次 曲线 来 
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则 来 内 一 切 曲 线 都 过 此 四 点 ; 若 5，S' 切 于 一 点 , 则 来 内 
一 切 曲 线 都 在 这 点 相 切 ,因此 束 内 一 切 曲 线 的 相交 . 相 切 
情况 ,都 和 S, S' 的 相交 、 相 切 的 关系 一 样 。 根 据 四 个 基 
点 的 不 同情 况 。 四 个 相 异 点 、 单 一 切 点 、 双 重 切 点 、 三 点 
合 、 四 点 重合 , 相应 地 就 有 五 和 类 型 的 二 次 曲线 束 ( 图 
a~e)。 在 二 次 曲线 素 的 方程 中 ， 令 它 的 系数 行列 式 
A(2)==0， 即 得 到 一 个 关于 的 三 次 方程 ,由 它 的 三 个 根 
《三 个 实 根 或 一 个 实 根 二 个 虑 根 ) 可 确定 束 中 三 条 变态 的 
二 次 曲线 。 假 如 四 个 基点 是 不 同 的 实 点 ， 且 其 中 没 
点 共 线 ， 则 此 四 点 形成 一 个 完全 四 点 形 (图 a)， 它 的 三 
组 对 边 ， 就 是 束 中 的 三 条 变态 曲线 。 如 已 知 其 中 两 条 变 
态 二 次 曲线 的 方程 是 UiD:=0 和 UnUi= 0 其 中 U= 
,a+bzs+ cua (i=1,2,34), 则 二 次 晤 线束 的 方程 为 
UU,—XAU,U,=0. 
设 有 一 定点 P(Pupa*ps), 则 己 关 于 二 次 曲线 束 5, 一 
1S 0 的 极 线 方程 是 局 xn 352-o 即 岂 3= 


pe 
&, 95, 
Ee 
立 Ops 


一 0。 又 若 已 知 一 直线 在 1 上 取 二 定点 


P(pu Pas P) 和 Q(9,， 9 4，), 则 1 关于 二 次 曲线 东 的 极 
点 ， 应 是 了 与 @ 二 点 的 极 线 的 交点 。 故 有 ，@ 一 个 定点 
关于 二 次 曲线 束 所 有 曲线 的 极 线 ， 形 成 一 个 直线 束 ，@ 
一 条 定 直 线 关 于 二 次 曲线 束 所 有 曲线 的 极点 ， 条 二 


We mh P 及 Q, 且 令 ; 


Aho, 凡人 Be-1,2), 则 P、 i 
二 的 极 上 分 别 为 Ai Xi= 0， Bi- ABi= 0 消去 参数 
》 即 为 二 次 曲线 。 (陈绍 蓝 ) 
ercl shengyu 


二 次 剩余 (quadratic residue) ”研究 一 般 的 
二 次 同 余 式 ax?+bx+c=0(modm), 可 归结 为 讨论 形 如 
x 三 n(mod mm) 的 同 余 式 ,其 中 加 >1, (my mn)= 1。 若 它 有 
解 , 则 nt 叫 作 模 m 的 二 次 剩余 ; 车 它 无 解 , 则 n 叫 作 模 m 
的 二 次 非 剩 余 。 设 p 是 一 个 奇 素数 ， 在 模 p 的 缩 系 中 有 


言 (p 一 了 个 二 次 利 余 和 去 (p 一 1 个 二 次 非 余 ， 且 1 
22,…， [ 诗 (p1)] 就 是 模 p 的 全 部 二 次 剩余 ,如果 是 


模 p 的 二 次 剩余 , 则 ms = 1(modp)， 如 果 是 模 了 的 


二 次 非 列 余 , 则 n= 一 1(modp)。 
勒 让 抛 符号 与 二 次 互 反 律 设 ptn, 当 nn 是 模 p 的 


二 次 剩余 ， 记 为 ( 半 )= 1 当 是 模 了 的 二 次 非 章 余 ， 记 


为 ( 呈 )- 一 1。 符号 (号 ) 叫 做 勒 让 德 符号 。 它 是 A.-M. 革 


让 德 于 1798 年 引入 的 ， 对 于 计算 n 是 否 模 p 的 二 次 剩 
余 ， 带 来 很 大 的 方便 。 生 下 各 间 旺 局 玫 全 村 的 寺 


质 ，@ 当 n=m(modp) 时 ，( 邓 )=( 2),@(® ) = 


‘moap OF) = 

( 合 )…( 登 ). 因 此 , 任 给 一 个 整数 mw, 只 需 计算 ( 
(号 ) (县 )(a 为 坷 素数) 这 三 种 值 。1801 年 ，C. F. 高 类 
证 明了 以 下 结果 : 设 卫 是 奇 素数 ，(P, mn)= 1 在 二 -1) 


个 数 m 2n，…， 二 (p-1)n 模 Pp 的 最 小 正 剩余 数 中 有 


1 个 大 于 二 p, 则 (全 ) -= (一 D5 一 般 叫做 高 斯 引 理 .由 高 
斯 引 理 可 知 ( 达 )=(- 1)25+。1801 年 ,高 斯 还 用 这 个 引 
理 证 明了 著名 的 二 次 互 反 律 , 设 p> 2,9> 2 是 两 个 素数 ， 
p#q, (EB)(2)=. -1 ， 这 是 初等 数论 中 
至 关 重 要 的 定理 ， 它 不 仅 能 够 方便 地 计算 勒 让 德 符号 的 
值 ,而 且 在 数论 许多 方面 都 非常 有 用 。 例 ;计算 (393 ), 因 


Eo te a 所 以 (有 -=(35 )(iX By)- 


( 竺 )( 竺 )=( 引 )( 襄 )=-1.= 次 到 律 由 下拉 
首先 提出 ， 而 由 高 斯 于 1796 年 首先 证 明 。 后 来 , 各 种 证 
明 不 断 出 现 , 迄 今 已 有 150 多 个 不 同 的 证 明 。 高 斯 自己 就 
给 出 了 好 几 个 证 明 ， 其 中 第 三 个 证 明 是 运用 高 斯 引 理 得 
出 的 。 二 次 互 反 律 引起 许多 数学 家 对 代数 数 域 中 高 次 互 
反 律 的 研究 ， 从 而 使 得 在 这 个 方面 出 现 了 不 少 意义 深刻 
的 工作 。 

政 可 比特 号 设 m 是 一 an) m=pr"ps, Pe 


(i=1,2,.……5 引 是 素数 ,Cm, n)=1, 则 (下 )= 站 (二 ) 


做 雅 可 比 符号 。 引入 勒 让 德 符号 ， 运用 二 次 瑟 芭 定货 可 
判断 二 次 同 余 式 是 否 有 解 ， 但 计算 时 需要 把 一 个 正 整数 
分 解 成 标准 分 解 式 ,而 计算 雅 可 比 符号 就 不 需要 这 样 做 。 


ee 


和 ( 吉 )=( 一 Dn 
me 


=1, 则 ( 罕 ) -es 


itp-bte-n 


。@ 着 m 和 n 是 二 正 奇数 , 且 《m， 
。 需 要 注意 的 是 , 当 


( 允 )= -1 时 ， 则 她 =n(modm) 无 解 ,但 当 ( 半 )- 1 时 ， 
z==n(mod mn) 不 一 定 有 解 。 

原 根 和 指数 ” 设 h 为 一 整数 ,n 为 正 整数 ,(h,n)=1， 
适合 及 =1(modn) 的 最 小 正 整 数 1 叫做 对 模 n 的 次 
数 。 如 果 1 二 p(n)， 此 时 称 为 模 n 的 原 根 。 1773 年 ， 
L. 欧 此 首先 证 明了 素数 p 有 原 根 存 在 。 1785 年 , 勘 让 德 
证 明了 , 设 lp 一 1, 恰 有 pCD) 个 模 P 互 不 同 余 的 数 对 模 了 
的 次 数 为 !。1801 年 ,高 斯 证 明了 : nn 有 原 根 存在 的 充分 
必要 条 件 是 n==2,4,Pi,2p' 这 里 !>1;P 是 奇 素数 。 设 9 


是 素数 p 的 一 个 原 根 ,对 任 一 整数 n(n, p)=1, 必 有 一 
数 4 使 n=g(modp), 0<a<p 一 1,a 叫做 对 模 ? 的 指 
数 , 以 a=ind,n 表示 ,在 不 致 混淆 时 ,简写 成 a=indn, 它 
具有 与 通常 对 数 类 似 的 性 质 .例如 ,如 果 p+ab, 则 indob 
=inda+indb(modp 一 1)。 指 数 的 引入 , 对 于 简化 问题 
有 帮助。 

估计 模 的 最 小 正 原 根 的 上 界 是 著名 的 原 根 问题 之 
一 。 设 m 为 p 一 1 的 不 同 素 因数 的 个 数 ,g(p) 表 示 模 p 的 
最 小 正 原 根 ,可 证 得 9(p)<2n*:p+。 运 用 更 精密 的 方法 ， 
1959 一 1962 年 ，D. A. 伯 吉 斯 与 王 元 独立 地 证 明了 
g(p)=O(pi**)， 其 中 6 为 任意 正 数 , 而 与 “0" 有 关 的 党 
数 仅 依赖 于 s。 另 一 个 重要 的 原 根 问题 是 E. 阿 生 在 
1927 年 提出 的 猜想 ， 对 于 任意 不 等 于 1、p 一 1 及 完全 平 
方 的 正 整数 a, 必定 存在 无 穷 多 个 素数 ,以 Q 为 原 根 。 人 
们 称 之 为 阿 廷 猜想 。 这 一 狂想 尚未 解决 。 

原 根 和 指数 可 应 用 于 代数 编码 和 数字 信号 处 理 等 令 
域 。 例 如 ,运用 原 根 存在 的 定理 , 1968 年 , C, M, 雷 德 证 
明了 长 为 p 的 离散 传 里 叶 变换 (DFT) 可 化 为 循环 卷 积 ， 
其 中 为 奇 素数 。 后 来 人 们 还 证 明了 长 为 p' 和 2p! 的 情 
形 。 

下 次 币 余 ” 设 K>1,m>1,(msn)=1, 若 二 项 同 余 式 
从 =n(modm) 有 解 ， 则 ? 叫做 横峰 的 大 次 剩余 ;车 无 解 ， 
则 叫做 模 m 的 次 非 剩 余 。 模 m 的 情形 可 化 为 模 的 
情形 ，a> 1，P 是 素数 。p= 2 的 情形 是 容易 解决 的 。 设 
了 是 一 个 奇 素数 , ”是 模 pe 的 上 次 剩余 的 充分 必要 条 件 
是 d=(k,p(p")) 整 除 indsn, 其 中 9g 是 模 Zr 的 一 个 原 根 。 


愉 有 RCR 个 模 pr 互 不 同 余 的 上 次 利 余 。 当 d= 


时 , 模 p? 的 上 次 剩余 叫做 真 k 次 剩余 ; 当 d<k 时 , 模 p” 
的 上 次 剩余 叫做 非 真 上 次 剩余 。 可 以 证 明 , 非 真 k 次 剩余 
可 以 归结 为 真 k 次 剩余 来 研究 ， 而 模 p” 的 真 次 阐 余 ， 
又 可 归结 为 模 Pp 的 真 k 次 剩余 来 研究 。 因 此 ， 对 于 k 次 
剩余 ,总 可 假定 kp 一 1。 设 k>>1, p 是 一 个 奇 素数 ,p 一 1 


一 名, 定义 符号 ( 切 ), =m(modp), 其 中 m(modp) 表 示 
芭 模 P 的 绝对 值 最 小 的 剩余 符号 ( 台 ), 叫做 寞 了 的 上 


次 剩余 特征 。 容易 证 明 ，n 是 模 p 的 上 次 剩余 当 且 仅 当 
(加 ), -1. 设 p= 20k+l (下 ) = 1 此 时 ,是 模 ? 的 2 


次 非 剩余 当 且 仅 当 (名 ),，= 一 1。 1801 年 ,高 斯 证 明了 以 


下 结果 ; 设 D=1(mod8),p=ar+4b， 则 (三 ) =1 的 充 


分 必要 条 件 是 pb= 0(mod 4)。 高 斯 关于 二 次 互 反 律 和 四 次 
剩余 的 深入 研究 ， 对 以 后 数论 的 发 展 ， 产 生 了 很 大 的 影 
响 。 代 数 数 域 中 的 高 次 互 反 律 , 即 希 尔 伯 特 第 9 问题 ,从 
F.G.M. 文 森 斯 坦 、D. 硕 尔 伯 特 到 高 木 碳 治 、EE. 阿 延 , 才 
最 后 得 到 解决 ,一 个 著名 的 经 典 结果 是 : 设 p=1(mod6)， 
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(后), -1 的 充分 必要 条 件 是 了 一直 二 27za.B 是 整数 .对 
于 给 定 的 不 太 大 的 和 (号 ) ~1 的 充分 必要 条 件 是 
了 具有 什么 形状 ， 近 年 来 一 直 有 不 少 工作 。1969 年 ,KK 
伯 德 证 明了 : 设 p=@+b, 9=c*+d, 0 三 c=1(mod2)， 
bd=otmod2),ob>ovet>o,p 和 9 是 素数 且 ( 盖 )= 1， 
由 (2 ) ).(2), (入 “ad—bc 


(DD 。 
参考 书目 
K。 Ireland and M. Rosen，4 Classicol Introduction to 
Modern Number Theory, Springer-Verlag. New York, 
1982, 


(和 孙 琦 ) 
erclxing 
二 次 型 (quadratic form) 。 线性 代数 的 重要 内 
容 之 一 ， 它 起 源 于 几何 学 中 二 次 曲线 方程 和 二 次 曲面 方 


程 化 为 标准 形 问题 的 研究 ,二 次 型 理论 与 域 的 特征 有 关 。 

若 V 是 域 了 上 的 线性 空间 ，9 是 从 V 到 下 的 一 个 映 
射 ,使 q()=p(x,),xEV， 式 中 9 是 V 上 的 对 称 双 线性 
型 ， 则 4 称 为 V 上 的 二 次 型 。 当 域 了 的 特征 不 为 2 时 ， 
则 9 由 4 唯一 决定 此 时 p(x,x) 称 为 V 上 的 二 次 型 或 二 
次 齐 工 ,而 p(x,y) 称 为 此 二 次 型 的 极 型 。 若 {e1,e,,… ,es} 


为 V 的 基底 , 则 x 祝 =er, 于 是 ,二 次 型 P(zvz) 可 表 为 


2 
Px» x)= DD csr, 
4 
一 (ya nC asp) (1) 
式 中 C= (cm)nxn EP", chs 一 9(elyes)， k=1,2,.., no。 


含 oh 站 (os+ou) 则 加 ou 和 ki2oms 于 是 GD) 
可 唯一 地 表 为 对 称 形式 
Px)= Da 
= (Xx A) AAR xan) (2) 


式 中 A=(@)arnEF""" 是 对 称 矩 阵 , 且 称 为 二 次 型 P(x， 
zx) 在 基底 evez,…， en 之 下 的 矩阵 。A 的 秩 rank A 称 为 
此 二 次 型 的 秩 ， 记 为 rank p。 当 V 的 基底 改变 时 , 即 (e;， 
ea) 一 (el eay …s er)PT， 二 次 型 9(x,z) 在 新 基底 
el,64，…， @; 之 下 的 矩阵 变 成 B= PAPY, 仍 为 对 称 和 矩阵 ， 
且 与 4 是 合同 的 。 所 以 ， 研 究 二 次 型 的 合同 性 可 归结 为 
研究 对 称 矩 阵 的 合同 性 。 

V 上 的 二 次 型 也 可 看 成 了 上 的 变 元 zx xz， 和 的 
二 次 齐 次 函数 ,又 称 为 n 元 二 次 齐 式 或 n 元 二 次 型 , 它 与 
对 称 矩 阵 和 对 称 双 线性 型 都 是 一 一 对 应 的 。 当 了 为 实数 
域 R 时 ,可 以 证 明 必 有 V 的 一 组 基底 使 二 次 型 w(z, xz) 有 
如 下 的 形式 

PXK)=YI ty YY (3) 

式 中 p+g= rank A。(3) 称 为 实 二 次 型 p(x,x) 的 实 标准 
形 。 若 (3) 中 的 系数 不 限于 土 1, 划 (3) 又 可 化 为 
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P(x x)= 0+ ty — bys bays as 


(4) 
并 称 为 实 二 次 型 (x,x) 的 实 对 角 型 。 式 中 ay、b, 均 大 于 
零 。 所 谓 惯 性 定理 , 即 实 二 次 型 p(x,x) 中 的 p、q、 p'、q' 
必 满 足 p=p', 9=q', 亦 即 (3) 中 的 p、q 或 (4) 中 的 p'、q" 
是 由 p(x,x) 唯 一 决定 的 合同 不 变量 ,分 别称 之 为 p(x,x) 
的 正 、 负 惯性 指标 ,而 s=p 一 9 称 为 p(x,x) 的 符号 差 。 易 
知 , rankp、s、p、9q 四 个 数 都 是 合同 不 变量 , 其 中 任意 两 
个 都 可 唯一 决定 标准 形 (3)。 

当下 为 复数 域 C 时 ， 作 为 实 二 次 型 的 推广 有 所 谓 埃 
尔 米 特 二 次 型 。 若 V 为 C 上 的 线性 空间 ,从 VxV 到 C 
的 映射 满足 Pp(aixy+4;x2,y)=0.9 (X15Y) + 2p( X25,Y), 
Px,y)=P(y, 式 ), 式 中 zx,y 在 V 中 ,a4、a: 在 C 中 , 则 9 
称 为 V 上 的 埃 尔 米 特 双 线性 型 。 由 此 可 推出 ,p(x， by 十 
Bao) 一 Fw(z, 1)+bp(Xx, ya)， 式 中 Ws 在 V 中 ,BB， 
是 b、b; 的 共 思 C 复 数 , 均 在 C 中 。 此 时 p(x， x) 称 为 埃 尔 
米 特 二 次 型 , 易 知 ,p(X,x) ER。 若 {e1,e1,… ,en} 是 V 的 基 
底 ,z= 羽 zecv, 则 ecom= 暗 ooxRineeoa 
Zi)4(zlxa my， zj#， 式 中 G4 = (esse), A= (Qi ) nns 
且 4= 下 。 因 此 ， 当 V 的 基底 取 定时 ， 埃 和 尔 米 特 二 次 型 
9(x，x) 则 由 一 个 埃 尔 米 特 矩 阵 唯一 确定 。 实 二 次 型 的 
基本 性 质 都 可 推广 到 埃 尔 米 特 二 次 型 上 。 例 如 ,将 (3)、 
(4) 中 的 好 、34 分 别 换 为 yy 六 、y 轨 ;， 就 得 其 标准 形 与 对 
角 型 ， 也 可 定义 其 正 或 负 惯 性 指标 ,符号 差 ,建立 其 惯性 
定理 。 

所 谓 正 定 ( 恒 正 ) 的 埃 尔 米 特 二 次 型 或 正定 的 实 二 次 
型 w(z, z) 是 指 对 于 V 的 非 零 向 量 zx, 有 w(z,z)>0。 可 
以 证 明 ,对 于 w(z, z), 下 述 的 命题 是 等 价 的 ，CDP(z, z) 
是 正定 的 。@A 是 正定 矩阵 。@@ 有 非 奇 异 和 矩阵 @ 使 4= 
Q*Q, 式 中 Q* 表 @ 的 共 本 转 置 和 矩阵 。@ 四 有 对 角 元 全 为 正 
的 上 三 角 和 矩阵 M， 使 4= M*M, 式 中 M* 表 民 的 共 斩 转 
置 德 阵 。@A4 的 所 有 主子 式 全 为 正 。@4 的 j 阶 主 子 式 
之 和 全 为 正 ,j=1,2,…,n, 这 里 n=dimV。@A 的 所 有 
左上 角 主 子 式 (顺序 主子 式 ) 全 为 正 。@@4 的 所 有 特征 值 
全 为 正 。@?(x,z) 的 正 项 指标 p=n, 这 里 n=dimV。 

若 将 上 述 正定 定义 中 的 ">>”, 分 别 换 为 * 宇 "<” 和 
“大 ”, 即 得 出 "(z,z) 关 于 半 正 定 、 负 定 和 半 负 定 的 定义 。 
这 些 定义 之 外 的 其 他 情形 , 称 为 不 定型 。 若 将 上 述 的 @、 
图 、 四 中 的 “ 正 " 改 为 “ 非 负 ”， 则 得 半 正定 的 充分 必要 条 
件 。? 负 定 即 一 p 正定 ,p 半 负 定 即 一 p 半 正 定 ,由 此 可 得 
出 负 定 、 半 负 定 的 某 些 充分 必要 条 件 。 

埃 尔 米 特 二 次 型 与 实 二 次 型 分 别 在 酉 变换 与 正 交 变 
换 下 的 性 质 ， 无 论 是 在 理论 上 还 是 在 实用 上 都 具有 重要 
的 意义 。 在 酉 变换 ( 正 交 变换 ) 下 ,化 埃 尔 米 特 二 次 型 ( 实 
二 次 型 ) 为 标准 形 时 ,可 先 在 V 的 任 一 基底 下 找 出 埃 尔 米 
特 二 次 型 对 应 的 埃 尔 米 特 和 矩阵 4, 再 求 出 4 的 全 部 特征 
值 , 即 得 "(z, z) 的 标准 形 9(z,2)= 和 yi 十 和 9 十 … 
ryan (TI) = 和 A + 和 十 … 十 和 ny# )， 式 中 的 (Ys 


3 如) 是 王 在 了 某 一 基底 下 的 坐标 ; 和 41, 和,,…，, 和。 是 
9(z,z) 在 V 的 任意 基底 下 的 对 应 矩阵 A 的 全 体 特征 值 . 埃 
尔 米 特 矩 阵 必 有 ? 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 令 以 和 1,X,,…， 
和 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 diag(X1,X,,…,26) 二 MAM*, 则 
M 的 列 向 量 依次 为 各 xy 对 应 的 4 的 特征 向 量 ,将 这 些 向 
量 正 交 化 ， 即 得 所 求 的 西 和 矩阵。 实 二 次 型 为 埃 尔 米 特 型 
的 特例 ,所 以 也 可 用 此 方法 求 出 实 二 次 型 的 正 交 和 矩阵 。 
二 次 型 的 理论 在 物理 学 ,几何 学 ,概率 论 等 学 科 中 都 
已 得 到 了 广泛 的 应 用 。 在 二 次 型 的 研究 中 已 由 域 上 二 次 
型 的 算术 理论 发 展 到 环 上 二 次 型 的 算术 理论 ， 它 们 与 代 
数 数论 、 数 的 几何 等 都 有 密切 的 联系 。 此 外 ， 在 多 重 线 
性 代数 中 使 用 二 次 型 还 可 定义 比 外 代数 更 广 的 克利 福特 


代数 。 ( 传 文 廷 ) 
erclxing de suanshu lllun 
二 次 型 的 算术 理论 (arithmetic theory of 


quadratic form) 主要 研究 “以 型 表 型 "的 问题 。 设 
DD 是 域 K 或 KK 中 含有 单位 元 素 1 的 环 ,以 1 记 K 或 D。 所 
亩 1 上 的 二 次 型 ,是 指 nn 个 变 元 (xX, Xs,…， xz) 一 工 的 二 
次 齐 次 式 
Tao) Bu ou€EL, 

简称 为 型 f。 当 的 特征 非 2 时, 常 记 f4=aw, fy=f= 
诗 ouli#jD， 而 写作 = ,性 furxu。 此 时 将 了 的 系数 
和 矩阵 (fu) 记 为 F， 将 x 视 为 列 矩 阵 ， 便 有 上 f= xzrFx, 其 
中 zx 表 x 的 转 置 阵 。F 的 秩 my 和 行列 式 df， 分 别称 为 
型 了 的 秩 和 行列 式 。F 为 满 秩 , 则 称 f 为 非 奇 异 的 ! P 为 


降 秩 ， 则 称 了 为 奇异 的 。 对 给 定 的 1 上 n 元 型 和 m 元 
型 g(m<n), 着 存在 by,= (by, bs,…, by), by ED,j=1, 


2 m, 使 1( 为 gu)= 9(y)， 或 者 说 , 当 K 的 特征 非 2 
时 存在 nxm 和 矩阵 B= (bs)， 使 BFFB=G， 其 中 G 是 型 
9 的 系数 矩阵 , 则 称 了 可 在 刀 上 表 出 型 9, 且 刀 称 为 了 表 
9 的 一 个 表 法 。 当 m=1 时 ， 由 开 遇 )=g(y)=ay 可 得 
f(b)=aE1, 此 时 称 了 可 在 D 上 表 出 I 中 元 素 a。 知 a 求 
5 即 所 谓 以 型 表 “ 数 "。 当 a=0 而 8 六 0, 了 非 奇异 时 ， 则 
称 了 为 工 上 的 零 型 .例如 ,有 理 数 域 上 的 三 元 二 次 型 zz 十 
太一 z 是 整数 环 上 的 零 型 ， 且 有 表 法 《3,4,5) ( 商 高 定 
理 )。 当 非 奇 异型 了 可 在 1 上 表 出 1 的 所 有 非 零 元 素 时 ， 
则 称 了 为 1 上 的 泛 型 。 当 m=n 时 ， 若 型 和 9g 可 在 D 
上 互相 表 出 ， 则 称 了 与 9 是 在 D 上 等 价 的 , 记 fy9. 1 
上 请 型 可 分 成 若干 在 D 上 的 等 价 类 。 若 了 与 9 同类 ， 则 
=novds=dortsrED， 简 记 为 dyydos 且 可 在 D 上 表 
出 之 型 相同 。 但 是 ， 表 数 相同 的 型 不 一 定 是 等 价 的 。 

最 早 对 二 次 型 进行 系统 研究 的 是 C.F. 高 源 。 二 次 型 
的 算术 理论 在 不 定 方程 中 有 大 量 的 应 用 ， 也 应 用 于 组 合 
设计 和 结晶 学 。 

型 的 性 质 与 选取 型 的 系数 所 在 的 基 域 K 和 环 也 有 


关 。 在 有 理 数 域 Q 和 ? 进 数 域 Qu， 以 及 它们 包含 的 整 
环 上 所 得 的 结果 ， 大 都 可 以 推广 到 一 般 的 整体 域 和 局 部 
域 上 。 

域 上 的 二 次 型 。 设 K 是 任意 一 个 特征 非 2 的 域 ， 则 
有 以 下 重要 结果 

@ K 上 秩 为 n 的 型 均 在 K 上 等 价 于 一 个 对 角 型 
局 wz?, 式 中 m 是 K 中 无 平方 因 子 的 非 零 元 素 。 

@ 了 .维特 于 1936 年 证 明了 消去 定理 ,若非 奇异 元 
型 ff 则 盾 g02rya) 安 在 二 gs yzw) 的 充 
分 必要 条 件 为 gg1。 

图 C.L. 西 格 尔 于 1941 年 证 明了 K 上 的 零 型 必 为 
KK 上 的 泛 型 。 反 之 不 常 真 ,由 此 可 知 , 非 奇异 nn 元 型 可 
在 K 上 表 出 K 中 的 元 素 4 的 充分 必要 条 件 为 n+1 元 型 
fax3 ,1 是 K 上 的 等 型 .于 是 把 表 数 问题 化 为 表 零 问题 。 

@ kK 上 非 奇 异 n 元 型 f 可 在 K 上 表 出 非 奇异 m 元 
型 9 的 充分 必要 条 件 为 存在 nm 元 型 h, 使 得 fg+ 
hxno4s…， zo)。 当 =C 为 复数 域 时 , 秩 为 n 的 型 均 在 
C 上 等 价 于 单位 型 讽 圣 ， 故 fg 的 充分 必要 条 件 为 
ny=niy。 了 为 零 型 的 充分 必要 条 件 为 ny>2。 当 KR 为 
实数 域 时 ， 秩 为 n 的 型 1 均 在 R 上 等 价 于 某 个 形 如 
如 一 辕 邓 。 的 对 角 型 。 数 s~sy, 称 为 型 了 的 正 价 性 
指标 。 由 消去 定理 可 知 , fg 的 充分 必要 条 件 是 一 
movsy= 5。 通常 把 s= 0 或 n 的 型 ， 称 之 为 定型 ，s=n 的 
型 , 称 之 为 正定 型 10<s<n 的 型 ， 称 之 为 非 定型 。f 是 堆 
型 的 充分 必要 条 件 为 了 是 非 定型 。 当 天 = Fe 是 一 个 有 限 
域 时 , 秩 为 n 的 型 均 在 Fe 上 等 价 于 某 个 对 角 型 如 十 … 十 
也 -+ 十 ax, 式 中 0 为 1 或 某 个 非 平方 数 。f39 的 充分 必 
要 条 件 为 my 一 my dy Fe ds; 了 是 等 型 的 充分 必要 条 件 为 
ny 之 3 或 ny=2 而 一 dy 是 平方 数 。 当 K=Q。 是 p 进 数 域 
时 为 判别 型 在 @ 上 等 价 性 及 表 数 问题 , H, 哈 宣 关于 对 
角 型 引入 了 一 个 重要 的 符号 , 即 哈 塞 符号 Co(f), 亦 称 哈 
塞 -内科 夫 斯 基 符号 。 后 来 ，G. 帕 尔 将 其 推广 为 


nt 
Ce( 人 =( 一 一 Do)o 开 (Do 一 DoDw 


式 中 D, 表 非 奇异 型 了 的 矩阵 中 之 左上 角 守 阶 主 子 式 .此 
处 只 要 求 D, 中 无 相继 为 0 的 , 且 对 于 为 0 的 D, 可 随意 取 
作 1 或 -1。 式 中 的 符号 (a,8)。= +1 或 1, 视 ax*+ By* 
=1 在 Qs 中 有 解 或 无 解 而 定 。 这 里 a.8 是 Qe。 中 的 非 零 
数 ，P 为 素数 或 2,Q。 即 实数 域 。(a，B)s 由 DD. 希 尔 


伯 析 于 1897 年 引入 ， 称 为 希 尔 伯 特 符号 ， 亦 记 作 (人 ) 


或 ( 号 2 )。 关 于 (<, 8)。 有 一 套 实 际 算法 ,因此 Co 人 ) 是 


可 以 算出 的 。 利 用 哈 塞 符号 可 以 证 明 , p 关 吕 时 ，Q@。 上 
两 个 非 奇 异型 了 679 的 充分 必要 条 件 为 nz 一 nz，dr5zdv， 
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Ce(f) 一 C。(9)。Q。 上 非 奇 异型 了 为 零 型 的 充分 必要 条 件 
是 :my=2 时 一 由 21 my 一 3 时 Ce( 力 =1) ns=4 时 
dsqp1l 或 dyas1 而 Co( 人 )=1; ns>5。 

哈 塞 于 1923 年 至 1924 年 建立 了 关于 有 理 数 域 Q 上 


型 的 著名 准则 。 弱 哈 塞 准则 ， 亦 称 哈 塞 - 闵 科 夫 斯 基 定 
理 ，Q@ 上 两 个 非 奇 异型 9 的 充分 必要 条 件 为 对 所 有 素 


数 p( 包 括 p= co)，J679。 强 哈 塞 准则 ，@ 上 非 奇 异型 了 


是 @ 上 的 零 型 的 充分 必要 条 件 为 对 所 有 素数 P( 包 括 p= 
ce),j 是 ,上 的 零 型 。 于 是 上 的 型 问题 , 常 可 化 为 Q@。 
上 的 问题 ,而 @。 上 的 问题 借助 于 哈 塞 符号 即 可 解决 。 例 
如 ,应 用 Q。 上 的 结果 可 得 到 A. 迈 耶 的 定理 ，Q@ 上 秩 大 
于 4 的 非 定型 ， 均 为 8 上 的 零 型 。 对 于 K 是 特征 为 2 的 
域 时 ,也 有 少量 的 研究 工作 。 

环 上 的 二 次 型 当 域 K 的 特征 非 2, I=DCK 是 一 
个 环 (通常 取 D 使 K 为 其 商 域 ) 时 , 设 


f= 2 fu 


C.F. 高 斯 把 fw 均 在 DD 中 的 型 称 为 整 型 ，L. A. 西伯 把 
加 和 ?fu 均 在 D 中 的 型 称 为 整 型 。 习 惯 上 , 前 者 称 为 经 
典 整 型 ， 后 者 称 为 非 经 典 整 型 或 整 值 整 型 。 这 两 种 整 型 
仅 当 2 非 D 中 之 单位 数 时 才 是 不 同 的 。 此 后 如 无 特殊 声 
明 , 概 指 经 典 整 型 。 当 fi, fi,…, fm 的 最 大 公 因 数 是 也 
中 的 单位 数 时 ， 则 称 了 为 本 原型 。 当 了 DD 为 有 理 整数 环 2 


或 2 进 整数 环 Z: 时, 则 使 当 f 为 整 值 型 的 本 原型 了 称 为 


非 真 本 原型 ;否则 , 称 为 真 本 原型 . 当 非 奇异 4 元 整 型 了 可 
在 D 上 表 出 m 元 非 奇 异 整 型 9, 且 表 法 矩 阵 的 所 有 m 阶 子 
式 的 最 大 公 因数 为 单位 数 时 , 则 称 此 表 法 是 本 原 的 。 一 般 
环 上 的 型 是 极 难处 理 的 。 例 如 ,当局 是 非 主 理想 环 时 , D 
上 的 奇异 型 甚至 可 能 不 在 D 上 等 价 于 一 个 有 较 少 变 元 的 
非 奇 异型 , 当 D=Z。(p 大 吕 ) 时 ,Z。 上 的 型 均 在 Z。 上 等 价 


于 一 个 形 如 六 pri 的 型 ,其 中 hEZ,0<h<h<…<h， 


94 是 行列 式 为 单位 数 且 无 公共 变 元 的 整 型 。 当 p 关 2 时， 
9 一 2 十 … 十 ,是 唯一 确定 的 ; 当 p=2 时 ,gs 或 是 对 角 
型 或 是 形 如 2xvx: 与 2xi + 2xz:+ 2x# 的 型 的 直 和 ,此 时 
9 虽 不 唯一 ,但 1.t、 gs 的 变 元 数 以 及 gs 之 为 真 本 原型 或 
非 真 本 原型 却 是 不 变 的 。Z。 上 矩阵 为 了 之 非 奇 异 靖 元 整 
型 1 可 在 Z。 上 表 出 矩阵 为 G 之 非 奇 异 m 元 整 型 9 的 充 
分 必要 条 件 为 ， 存 在 Z 中 的 nxm 算 阵 A 使 得 ATFA= 
Glmod p***) 成 立 , 此 处 w=1 或 3 视 p 为 奇 素数 或 2 而 
定 ,>0 适合 于 p*|d,, p”** 二 ds。 当 D=Z 时 , 弱 哈 塞 准 
则 不 成 立 , 对 所 有 p( 包 括 p= co ) 均 在 Z。 上 等 价 于 整 型 了 
的 全 体 整 型 ， 称 为 了 的 一 个 族 。 族 中 可 能 包含 多 个 Z 上 
的 等 价 类 ， 此 时 只 能 证 明 : 对 所 有 素数 P 和 p= 吕 , 若 非 
奇异 整 型 了 均 可 在 Z。 上 表 出 非 奇 异 整 型 (或 非 零 整数 )g， 
则 在 了 的 族 中 必 存 在 一 个 可 在 2 上 表 出 9 的 整 型 。 因 此 ， 
当 了 的 族 只 含 一 个 Z 上 的 等 价 类 时 , 即 可 获得 了 表 型 (或 
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数 ) 的 解答 。M. 艾 希 勒 于 1952 年 引入 一 种 介 于 Z 上 的 等 
价 类 和 族 之 间 的 分 类 , 即 所 谓 旋 子 族 ,并 证 明了 ny>3 的 
非 奇异 非 定 整 型 f 的 旋 子 族 与 了 的 在 Z 上 的 等 价 类 重 
合 。 非 定 整 型 在 Z 上 的 等 价 性 问题 ， 可 由 判定 两 型 是 否 
同属 一 个 旋 子 族 的 方法 解决 。 

关于 表 数 问题 ,G. L. 沃 森 在 1955 年 用 初等 方法 得 到 
了 一 个 很 好 的 结果 :nz>4 的 非 奇异 的 非 定 整 型 了 可 在 
Z 上 表 出 一 个 非 零 整数 4 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 所 有 Pp 
《包括 p= co), 了 均 可 在 Ze。 上 表 出 c。 对 于 正定 整 型 在 一 
般 情形 下 只 能 证 明 , 若 ny>4 的 正定 型 了 对 每 个 p( 包 括 
p= co) 均 可 本 原 地 在 Z。 上 表 出 正 整数 c， 则 存在 整数 
N=N(f)， 当 a>N 时 , a 可 被 了 本 原 地 在 Z 上 表 出 ; 当 
9<N 时 ,a 可 被 了 的 旋 子 族 中 的 某 个 整 型 本 原 地 在 2 上 
表 出 。 

二 次 型 的 简化 法 ”这 是 及 上 的 型 关于 在 2 上 等 价 性 
的 理论 ,由 C. 埃 尔 来 特首 先 提出 。 其 基本 问题 是 要 从 民 
上 诸 型 的 每 个 Z 上 的 等 价 类 中 选 出 的 一 个 系数 尽 可 能 简 
单 ( 即 满足 某 些 所 谓 简化 条 件 ) 的 型 来 ， 这 样 的 型 称 为 已 
化 型 。 简化 方法 很 多 ,最 常用 的 是 埃 尔 米 特 和 HH. 闵 村 夫 
斯 基 的 简化 法 ,它们 均 与 正定 二 次 型 了 的 极 小 值 minf 有 
关 ,minf 是 型 (x) 对 于 所 有 非 零 整 向 量 x 的 最 小 值 。 可 
以 证 明 , 存在 一 个 仅 与 变 元 数 有 关 的 常数 c。， 使 得 对 
所 有 ?元 正定 型 了 均 有 minf<cnd;}/"。 例 如 ， 埃 尔 米 


特 取 cv= (二 ) 了 。 当 n<8 时 ,ov 的 最 佳 值 rm 已 于 1936 


年 前 定 出 ，mri=1, 73=4/3, 73 =2, 71=4, ri=8, 71= 
64/3, 7} 一 64, 7 二 2", 但 是 n>8 时 mn 的 值 迄今 未 解决 。 


关于 正定 型 = 六 freysfwER, 埃 尔 米 特 简 化 法 和 办 


科 夫 斯 基 简化 法 分 别 把 适合 简化 条 件 : f=minf,2|fyl 
<fn(1<j<m),- 信 (加 + 得 坟 ++ 扣 ) 是 ol 
元 已 化 型 ,和 简化 条 件 ， 对 每 个 i(1<i<n) 和 所 有 使 by 
bb 的 最 大 公 因数 是 1 的 整 向 量 b 一 (bsb,…,bn) 
均 有 fu<f(5) 的 型 用 称 之 为 H 已 化 型 和 M 已 化 型 . 易 知 ， 
对 M 已 化 型 也 有 fi,=minf, 且 可 证 明 简化 条 件 中 的 b 只 需 
有 限 个 。 埃 尔 米 特 还 给 出 了 关于 非 定型 的 一 种 简化 法 :对 
给 定 的 非 奇异 n 元 非 定型 9, 有 多 种 方法 将 其 表 为 n 个 线 


性 无 关 的 实 线性 型 Liz) 的 平方 的 代数 和 加 sd(LiCz))， 


5 一 士 1。 对 这 样 的 每 种 表 法 ,正定 型 = 以 {L《z))1 称 


为 9 的 一 个 埃 尔 米 特 强 函数 。 若 了 中 有 一 个 是 M 已 化 型 ， 
则 称 非 定型 9 为 H 已 化 型 。 对 二 元 非 定 型 ， 有 一 种 基于 
连 分 数 的 简化 法 ,但 是 不 能 推广 到 多 元 的 情形 。 可 以 证 
明 ，R 上 每 个 正定 型 均 在 Z 上 等 价 于 至 少 一 个 而 至 多 有 
限 个 H( 或 M) 已 化 型 ，R 上 每 个 非 定型 均 在 Z 上 等 价 于 
至 少 一 个 H 已 化 型 ; 8 上 每 个 非 定型 均 在 2 上 等 价 于 至 
多 有 限 个 HH 已 化 型 。 对 于 整 型 ,可 以 证 明 , 有 给 定 行列 式 
的 ?元 非 奇异 整 型 ， 分 别 属于 有 限 个 Z 上 的 等 价 类 。 因 


此 , 族 和 旋 子 族 中 均 只 含有 限 个 Z 上 的 等 价 类 。 
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erciyu 
二 次 域 〈quadratic field) 有 理 数 域 Q@ 的 二 次 
扩 域 。 每 个 二 次 域 都 可 表示 成 K=Q(M d), 其 中 d 不 等 
于 1 是 无 平方 因子 的 有 理 整 数 ,按照 4>>0 和 d<0, 分 别 
称 K 为 实 二 次 域 和 虚 二 次 域 。 

二 次 域 是 除了 有 理 数 域 之 外 最 简单 的 一 类 代数 数 
域 。 它 有 如 下 较 简单 的 数学 结构 和 特性 ; 

@ 的 (代数 ) 整 数 环 为 Ox=Z[w], 即 中 每 个 ( 代 
数 ) 整 数 均 可 写成 a+bw， 其 中 a、bEZ, 而 w=wWa( 当 
ds=2，3(mod4) 时 )， oo 去 (1+wWT )( 当 d=1(mod4) 
时 )。 由 此 可 知 ，K 的 判别 式 分 别 为 4(K)=44 和 d(K) 
= 

@ 每 个 有 理 素数 p 在 二 次 域 K 中 的 分 解 规律 为 :对 
于 p>3 时 ,其 pld(K), 则 Pp 是 Or 中 一 个 素 理想 的 平方 


( 即 了 在 K 中 分 堵 ) 若 ptd(K), 当 (县 )=1， 则 Pp 为 Ok 


中 两 个 不 同 素 渴 想 的 双 积 ( 即 P 在 中 分 异 )， 当 ( 名 ) ~ 


一 1, 则 P 在 Ox 中 仍 生成 素 理 想 ( 即 P 在 K 中 惯性 )。 对 
于 素数 p=2, 若 2|1d(K), 则 2 在 K 中 分 歧 ; 若 2+d(K)， 
则 必然 d=1(mod4)。 当 d=1(mod8) 时 ,2 在 天 中 分 裂 
当 d=5(mod8) 时 ,2 在 K 中 惯性 。 

@ 二 次 域 K 的 单位 根 群 记 为 Wx。 当 K=Q(MV 一 1) 
时 ， Wg={ 土 l， 土 VM 一 1); 当 K=Q(W=-3) 时 ，Wr= 


{1,0, to) ,w= lt) 而 对 于 所 


有 其 他 的 二 次 域 , 则 Wx 一 { 土 1}。 

@ 二 次 域 K 的 单位 群 Ux， 指 的 是 整数 环 Or 中 乘 
法 可 道 元 全 体 。 当 K 为 虚 二 次 域 时 ,Ux= Wx， 而 对 于 实 
二 次 域 K, 存 在 一 个 单位 se>1( 称 为 K 的 基本 单位 ), 使 得 
Ur={ 士 elnE2Z)。 

图 二 次 域 K=Q(wW 9 ) 的 (理想 ) 类 数 hx 也 有 简单 
的 表达 式 ， 当 d< -5 时 ,hz=- 让 访 xo(mn( 对 于 d= 


一 1 和 一 3, 熟 知 hx=1); 当 d>0 时 ， 


ix=- 直 SxlnsinT, 


xcf<bva 
式 中 D= |d(K)|;s 为 基本 单位 ;ln 表 自然 对 数 ; xp 是 模 
D( 唯 一 的 ) 实 本 原 特征 。 


1801 年 , C. F. 高 斯 发 表 了 他 在 20 岁 时 所 写 的 数论 
著作 《算术 研究 》, 展 现 了 他 的 一 个 杰出 的 思想 , 即 把 有 理 
数 域 和 有 理 整数 环 上 的 许多 初等 数论 问题 ， 放 到 更 大 的 
域 和 环 一 一 二 次 域 和 它 的 (代数 ) 整 数 环 上 来 研究 。 他 在 
这 些 方面 的 工作 ,是 研究 二 次 域 的 开端 ,也 是 代数 数论 的 
一 个 源头 。 

二 次 域 有 许多 研究 课题 ， 其 中 最 著名 的 是 高 斯 关 
于 类 数 同 题 的 两 个 猜想 ，Q@ 只 有 有 限 多 个 类 数 为 1 的 虚 
二 次 域 ，@ 存 在 着 无 限 多 个 类 数 为 1 的 实 二 次 域 。 关 于 
第 一 个 猜想 ，1934 年 ，H. 海 布 雷 思 证 明了 当 d(K)-~ 
co 时 ，hr->ce。1935 年 C. 工 . 西 格 尔 进一步 证 明了 


lnhz 
mi 一 1 A- 内 克 于 1966 年 和 HM. 斯 


塔 尔 克 于 1967 年 各 自 独立 地 证 明了 类 数 为 1 的 虚 二 次 
域 K=Q(M =d) 只 有 9 个 , d=1,2,3,7,11,19, 43,67， 
163。 至 于 第 二 个 猜想 , 则 至 今 仍 未 解决 。 
参考 书目 
D. B. Zagier, Zetof unktionen und Quadratische Kérper, 


Springer-Verlag, Berlin, 1981. 
( 汉 克 勤 ) 


erxlong fenbu 
二 项 分 布 (binomial distribution) 概率 论 
中 最 常用 的 一 种 离散 型 概率 分 布 。 若 随机 变量 久 取 整数 
值 上 的 概 半 为 


PX=R)= (RF) pp bk n, p) 
(k=0, 1,., n), 


式 中 中 是 给 定 的 正 整 数 ， 0<p<1; (六 )=n1/k1Cn 一 k)1 


是 从 nt 个 对 象 中 任意 选取 个 的 组 合 数 ， 则 称 XX 的 分 布 
为 二 项 分 布 , 记 作 B(n,p)。 它 的 命名 来 源 于 b(k; n, p) 
怡 好 是 [(1 一 p)+p 了 的 二 项 式 展开 的 第 k+1 项 。 

从 不 合格 品 率 为 p 的 产品 中 独立 地 抽出 "个 (每 次 
抽 一 个 ， 抽 出 后 又 放 回 )， 其 中 恰 有 卡 个 不 合格 品 的 概 
率 就 是 b(k; n, p)， 统计 学 由 此 建立 检验 产品 质量 的 方 
案 。 类 似 的 例子 在 生产 实践 和 科学 试验 中 是 常见 的 。 将 
这 类 问题 模型 化 ,假设 每 一 次 试验 只 有 两 个 可 能 结果 : A 
以 及 它 的 对 立 事件 42, 出 现 A4 的 概率 为 P(A)=p， 出 现 
42 的 概率 则 为 1 一 p。 这 种 只 有 两 个 可 能 结果 的 随机 试 
验 称 为 伯 努 利 试验 ， 将 这 种 试验 独立 地 重复 进行 % 次 所 
组 成 的 随机 试验 称 为 n 重 伯 努 利 试验 ， 其 中 4 出 现 的 次 
数 X 是 一 个 服从 二 项 分 布 BC(n,p) 的 随机 变量 。 

车 随机 变量 服从 二 项 分 布 B(n,p)， 则 它 的 数学 期 户 
为 np, 方差 为 np(1 一 p), 特 征 函 数 为 (1 一 p+pe”)"， 
母 函 数 为 (1 一 p+ps)"。 当 上 由 0 依次 增 大 到 nn 时, bCky 
nn, Pp) 先 增 大 后 减 小 ， 当 k=[(n+1)p]( 记 号 [a] 表示 不 
超过 实数 4 的 最 大 整数 ) 时 ，b(k; n,p) 取 最 大 值 ， 若 
(n+1)p 是 整数 ， 则 上 在 (n+1)p 一 1 及 (n+1)p 处 都 使 
b(ksn,P) 取 最 大 值 ( 见 图 ) 。 
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BC mp) blks a p) 
0.3 0 
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ol 0.1 
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B07, B03, 
二 项 分 布 B(m, p) (n=7,8; p=1/3) 
如 果 X 服从 BCsp)si=1,2,…m 而 且 XusXas…s XX。 
独立 ; 则 为 X 服 从 B( 宫 wp). 如 果 Xo 服从 BCnp)， 
则 对 任何 实数 4<b, 当 n> 时 ,有 


P(e< eri) 


-有 


no 


4 
Mnmp) 一 7 人 ceadu 
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me 一 mp+zMVnPGI 一 D)。 
这 说 明 ,着 P 固定 , 当 n 充分 大 时 ,B(n, Pp) 近似 于 正 
态 分 布 。 这 个 渐 近 公 式 最 早 由 人 A. 要 英 弗 就 p=1/2 的 情 
形 加 以 证 明 , 而 后 由 P.-S. 拉 普 拉 斯 加 以 推广 , 常 称 为 棣 
莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 。S.-D. 泊 松 又 证 明了 : 若 
limnp。= 和 (常数 )， 
则 limb(ky n, pa) = Me-*/k1, 


这 说 明 , 当 了 很 小 而 # 较 大 时 ，B(n, p) 可 以 用 泊 松 分 布 
正 是 这 两 个 定理 揭示 了 概率 论 中 最 重要 的 正 态 分 布 
和 泊 松 分 布 的 意义 ,对 概率 论 的 发 展 有 着 深远 的 影响 。 
此 外 ， 多 重 伯 努 利 试验 中 在 出 现 第 7 个 A 以 前 4 不 
出 现 的 试验 次 数 的 概率 分 布 就 是 负 二 项 分 布 ， 又 称 帕 其 
卡 分 布 。 特 别 当 r=1 时 ,就 是 几何 分 布 。 如 果 每 次 试验 
的 可 能 结果 多 于 两 个 , 则 二 项 分 布 就 推广 为 多 项 分 布 。 
( 严 士 健 ) 


式 中 


fozhan fangcheng 


发 展 方程 (evolution equation) ”用 来 描述 随 
时 间 而 演变 的 过 程 的 一 些 重要 的 偏 微分 方程 (方程 组 ) 的 
总 称 。 常 见 的 发 展 方程 有 ,热传导 方程 及 反应 扩散 方程 :该 


动 方程 与 克 菜 因 - 广 登 方程 于 一 Au+ mw=0 及 其 非 线 
性 形式 例如 正弦- 久富 方程 引 一 A ut mu=sin ui 


在 量子 力学 中 该 本 数 所 满足 的 薛 定 刘 方程 138 +A u0 


及 其 各 种 线性 及 非 线性 的 变 体 ， 以 及 描述 粘性 不 可 压缩 
流体 运动 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 


痛 -uaw- pF—gradp, 
divu=0, 
a A Fae 
ankles 了 了 为 外 力 密度 ， 且 记 三 从 =- 强 + 
名 ,和 等 
这 些 发 展 方程 的 各 种 定 解 问题 ,形式 多 种 多 样 , 且 均 
有 各 自 的 特点 ， 因 此 常常 用 不 同 的 方法 来 分 别 加 以 讨论 


和 求解 ,但 在 不 少 情况 下 , 却 都 可 以 用 适当 的 方法 ,化 为 
巴 拿 赫 空间 中 的 抽象 常 微分 方程 的 初 值 问题 的 形式 ， 
么 -au+Pdo)， 
&(0) 一 ty 
式 中 4 是 该 巴 拿 赫 空间 上 的 一 个 压缩 半 群 的 母 元 ， 因 此 
可 以 利用 算 子 半 群 的 方法 来 统一 地 加 以 处 理 。 
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fandolshu 

泛 代数 (universal algebra) ”以 一 般 代 数 系统 
为 研究 对 象 的 一 个 数学 分 支 。 在 诸如 矩阵 群 . 置 换 群 变 
换 群 等 具体 的 群 概念 基础 上 ， 经 过 抽象 概括 而 得 出 抽象 
群 的 概念 ， 与 此 类 似 ， 可 以 在 一 般 的 群 . 环 .布尔 代数 、 
模 、 格 、 半 群 等 等 概念 之 上 再 抽象 ， 得 出 能 枝 括 它们 的 共 
性 的 更 加 一 般 的 概念 。 这 种 方法 和 任务 ， 早 在 1898 年 


发 


A. N. 怀特 海 就 已 提出 了 ， 但 是 直到 20 世纪 30 年 代 来 
期 在 G. 伯 克 和 翟 夫 的 著名 工作 之 后 ， 泛 代数 才 真正 发 展 
起 来 。 

设 4 是 一 个 非 空 集合 ，m>1 是 自然 数 , 所 谓 4 的 一 
个 n 元 运算 , 是 指 Ax4Ax…x4(m 个 4 的 笛 卡 儿 积 ) 到 
如 的 一 个 映射 m~, 元 素 (a1, oz，…，an) 在 映射 “下 的 像 
qioz…ano， 就 是 41,0,，…， 0 在 nn 元 运算 w 下 得 到 的 结 
果 。 规 定 4 的 一 个 零 元 运算 就 是 在 4 中 标定 一 个 元 素 。 

集合 A4 和 其 上 若干 个 (有 限 或 无 限 个 ) 运 算 组 成 的 运 
算 集 9 一 起 ,统称 为 一 个 代数 系统 或 9 代数 (简称 代数 )， 
记 作 《4,0>。 简 而 言 之 ,所 谓 代 数 系统 ,就 是 带 运算 的 集 
合 。 如 果 代数 系统 (4,0》 的 运算 集 0 与 代数 系统 (4',0'》 
的 运算 集 9' 之 间 有 一 个 一 一 对 应 8 且 相 对 应 的 运算 是 
相同 元 数 的 ， 那 么 (4,0> 和 CA',0'> 称 为 是 同型 的 。 常 把 
同型 代数 的 运算 集 9 和 9' 按 对 应 9 等 同 起 来 。 例 如 , 群 
可 看 成 具有 一 个 二 元 运算 乘法) 、 一 个 一 元 运算 ( 取 逆 
元 ) 和 一 个 零 元 运算 (单位 元 ) 的 代数 系统 ;有 单位 元 的 环 
可 看 成 具有 两 个 二 元 运算 (加 法 和 乘法 )、 一 个 一 元 运算 
(到 负 元 ) 和 两 个 零 元 运算 ( 零 元 和 单位 元 ) 的 代数 系统 ; 
布尔 代数 可 看 成 具有 两 个 二 元 运算 ( 交 和 并 )、 一 个 一 元 
运算 ( 取 补 元 ) 和 两 个 零 元 运算 (0 和 1) 的 代数 系统 。 有 单 
位 元 的 环 和 布尔 代数 ,就 可 视 为 同型 代数 。 然 而 , 域 不 能 
看 成 代数 系统 ， 因 为 域 中 对 乘法 取 逆 元 不 是 对 域 中 每 一 
元 都 有 意义 ,而 只 是 域 上 的 一 个 “部 分 运算 "。 

泛 代数 首先 把 群 论 、 环 论 和 格 论 中 一 些 共 有 的 概念 
和 平行 的 结果 ,推广 到 代数 系统 上 来 。 例 如 , 同 构 、 同 态 、 
合同 关系 、 子 代数 系统 等 基本 概念 ， 以 及 从 已 给 的 代数 
系统 建立 新 的 代数 系统 的 各 种 构造 方法 : 取 子 代数 系统 、 
取 同 态 像 \ 直 积 \ 亚 直 积 \ 正 向 极限 、 反 向 极限 、 超 波 积 , 自 
由 代数 等 ,它们 和 和 群 论 或 环 论 中 相应 的 概念 十 分 类 似 。 就 
其 重要 的 介绍 如 下 

设 (4,8> 和 《A',9') 是 两 个 同型 代数 (已 将 它们 的 运 
算 集 等 同 起 来 ), 如 果 9 是 集 4 到 集 A' 的 一 个 映射 , 且 对 
2 中 任意 元 运算 w 满 足 条 件 〈C)，(iqa…anw)9 一 
(a19)(Q2P)…(anp)w，YasE A 那么 9 称 为 代数 《4,0》 
到 《4', 0') 的 一 个 同 态 。 当 w 是 零 元 运算 时 ,条件 (C) 是 
指 A4 中 所 标定 的 元 素 在 9 下 的 像 , 恰 是 A' 中 所 标定 
的 元 素 。 当 mw 为 A 和 4' 间 的 一 一 映射 时 , 则 说 p 是 这 两 
个 代数 间 的 一 个 同 构 。 

设 9 是 集合 4 的 一 个 等 价 关系 。 所 谓 9 是 代数 《4,0》 
的 一 个 合同 关系 , 意 指 对 8 中 任意 运算 wo 有 : 若 cbb, 则 
《aia…ano)8(bib:…bwo)。 用 (4，9? 的 一 个 合同 关系 09， 
很 容易 构造 一 个 新 的 代数 ( 毛 , 9》, 其 中 互 是 4 中 8 的 等 
价 类 .aE 有 A 的 集合 , 乞 的 运算 bEQ 定义 为 本 …5hp= 
Gaua。 由 于 4 是 合同 关系 ， 故 此 定义 确 给 出 蕊 的 
一 个 运算 。 显然 ,《4,0> 和 《4,0 是 同型 代数 ， 而 A 到 肪 
上 的 对 应 p:a->6 是 它们 间 的 同 态 。 

用 正规 子 群 (或 理想 ) 可 以 刻画 群 (或 环 ) 的 合同 关 
系 , 但 是 这 对 8 代数 已 不 可 能 了 ,例如 半 群 的 合同 关系 已 


177 


fo 


不 能 用 子 半 群 去 刻画 。 然 而 ， 对 于 泛 代数 仍 有 和 群 论 类 
似 的 关于 同 态 的 基本 定理 以 及 第 一 第 二 同 构 定理 。 

和 群 ( 环 ) 论 类 似 ， 在 泛 代数 中 也 讨论 代数 的 于 代数 
格 , 合 同 关系 格 、 代 数 的 自 同 构 群 等 问题 

任 取 非 空 集 民 和 集 O= {owXEJ。 每 一 内 对 应 
一 个 非 负 整数 mw， 并 把 几 称 为 mx 元 运算 符号 。mu 一 0 
的 的 全 体 , 记 作 Qu。 令 和 ~MU0。s 用 归纳 法 定义 阶 
为 非 负 整数 的 字 ， 规 定 N 中 元 素 是 阶 为 0 的 字 。 设 阶 
为 m(m<n) 的 字 已 定义 ， 规 定 阶 为 n 的 字 是 一 切 形 如 
(aiy aay …， ouy 四 ) 的 符号 ,其 中 uE 9 是 K 元 运算 符号 ， 
> 而 a 是 阶 为 mi 的 字 , 且 凡 mi=n-1。 令 F 表 示 
所 有 字 组 成 的 集合 ， 并 在 F 中 规定 m 元 运算 “E90 为 
ageamwx= (Qivaay…yanwyan)。 于 是 就 得 到 一 个 0 代 
数 4F， 0), 并 称 之 为 自由 代数 , 特 记 作 F(O，M)。 它 具 
有 自由 群 所 具有 的 那 种 运 性 质 ( 见 无 限 疼 )。 特 别 , 任 一 
代数 总 可 以 夏 作 某 个 自由 代数 的 同 态 像 。 

本 原 类 是 泛 代数 中 的 一 个 重要 概念 ， 可 以 用 自由 代 


' 数 来 定义 。 取 自由 代数 PF=F(0, X)， 其 中 可 数 集 X= 


{zibzxa…}。 取 字 对 (Wiytaz),t0tytasEF。 所 谓 与 了 同型 的 
代数 (4, 0) 满 足 恒等式 w,=w,, 是 指 对 F 到 《4A, 0) 的 任 
意 同 态 9 都 有 wip=wzp。 这 等 于 说 用 0 代数 A 中 任意 元 
素 a, 去 代替 字 w、 ws 中 的 x 后 所 得 到 的 4 中 元 素 彼 此 
相等 。 取 工 ={(Waiytoaz)，aEJ), 它 是 下 中 字 对 的 集合 。 
满足 所 有 恒等式 wai= ai(aEJ) 的 怠 代 数 的 全 体 ， 称 为 
一 个 本 原 代数 类 ,例如 , 群 的 全 体 ,结合 环 的 全 体 , 域 K 上 
李 代数 的 全 体 , 格 的 全 体 等 都 是 本 原 代数 类 。 可 以 证 明 ， 
每 一 本 原 类 都 有 “自己 的 自由 代数 "， 它 在 这 个 本 原 类 中 
具有 自由 群 在 群 类 中 所 具有 的 那 种 泛 性 质 。 

区 代数 的 一 个 特有 结果 是 重要 的 伯 克 答 夫 定 理 : 一 
个 0 代数 类 W 是 一 个 本 原 类 ， 当 上 且 仅 当 W 中 任意 代数 的 
子 代数 、 同 态 像 以 及 它们 的 直 积 也 都 在 W 中 。 它 是 泛 代 
数 作为 独立 分 支 发 展 的 起 点 。 在 泛 代数 中 还 讨论 在 给 定 
的 本 原 类 中 判定 两 个 字 是 否 相等 的 所 谓 字 的 问题 ， 本 原 
类 中 自由 代数 的 基 的 问题 等 。 

去 代数 一 词 ， 通 常 包 含 9 代数 与 结构 这 两 方面 的 内 
容 ， 它 们 之 间 有 其 相通 之 处 ， 然 而 ， 就 其 研究 方法 和 所 
讨论 的 问题 来 说 ， 是 有 很 大 区 别 的 。9 代数 是 其 上 定义 
一 些 元 运算 的 集合 ,用 通常 的 代数 方法 去 研究 ,就 组 成 
了 上 述 的 “狭义 " 泛 代 数 的 内 容 。 结 构 是 其 上 定义 有 一 些 
nn 元 关系 (其 特例 是 n 元 运算 ) 的 集合 ， 用 数理 逻辑 方法 
《使 用 一 阶 谓词 演算 的 语言 ) 去 研究 ， 就 组 成 了 模型 论 的 
内 容 。 泛 代数 的 方法 在 自动 机 理论 和 程序 语言 的 语义 学 
中 已 有 应 用 。 

参考 书目 
P.M. Cohn, Universal Algebro, Harper and Row, New 
York, 1965. 
G. Gritzer, Universal Algebra, 2nd ed., Springer-Verlag, 
New York, 1979. 
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泛 函 分 析 (functional analysis) 研究 拓扑 
线性 空间 到 拓扑 线性 空间 之 间 满足 各 种 拓扑 和 代数 条 件 
的 映射 的 分 支 学 科 。 它 是 20 世纪 30 年 代 形成 的 。 从 变 分 
法 、 徽 分 方程 、 积 分 方程 、 函 数论 以 及 量子 物理 等 的 研究 
中 发 展 起 来 的 , 它 运用 几何 学 .代数 学 的 观点 和 方法 研究 
分 析 学 的 课题 , 可 看 作 无 限 维 的 分 析 学 。 半 个 多 世纪 来 ， 
一 方面 它 不 断 以 其 他 众多 学 科 所 提供 的 素材 来 提取 自己 
研究 的 对 象 和 某 些 研究 手段 ， 并 形成 了 自己 的 许多 重要 
分 支 ,例如 算 子 谱 理 论 . 巴 拿 赫 代数 .拓扑 线性 空间 (也 称 
拓扑 向 量 空间 ) 理 论 ,广义 函数 论 等 等 ; 另 一 方面 , 它 也 强 
有 力 地 推动 着 其 他 不 少 分 析 学 科 的 发 展 。 它 在 微分 方程 、 
概率 论 、 函 数论 、 连 续 介质 力学 ,量子 物理 、 计 算数 学 、 控 
制 论 . 最 优化 理论 等 学 科 中 都 有 重要 的 应 用 ,还 是 建立 群 
上 调和 分 析 理论 的 基本 工具 ， 也 是 研究 无 限 个 自由 度 物 
理 系 统 的 重要 而 自然 的 工具 之 一 。 今 天 ， 它 的 观点 和 方 
法 已 经 渗入 到 不 少 工程 技术 性 的 学 科 之 中 ， 已 成 为 近代 
分 析 的 基础 之 一 。 

泛 函 分 析 的 起 源 ” 泛 函 分 析 的 源头 之 一 是 变 分 法 。 
18 世纪 形成 的 变 分 法 的 核心 课题 是 研究 形 如 J[y]= 


Lr ysy')dx (或 更 复杂 ) 的 积分 的 极 值 。 这 里 函 


数 y=y(x) 是 在 某 个 集合 Y 上 变动 ,例如 Y 可 以 是 [a, b] 
上 具有 连续 导 函数 (或 再 附加 一 定 的 约束 条 件 ， 如 
Wa)=0，y(b)=1 等 ) 的 函数 的 全 体 。 如 果 说 微 积 分 是 研 
究 以 数 x 为 自 变 元 的 函数 人 x), 那么 变 分 法 就 是 研究 以 
函数 y 为 自 变 元 的 函数 J[y]。 函 数 y 寿 这 里 被 视 为 “点 "。 
19 世纪 末 ，J. 阿达 马 首先 给 这 种 函数 的 函数 J[y] 冠 以 
“ 泛 函 "的 名 称 ,在 泛 函 J[y] 的 极 值 的 研究 中 ， 需 要 考察 
与 一 个 函数 如 相 “ 邻 近 " 的 一 切 函数 ， 这 就 向 人 们 上 暗示; 
YY 中 的 函数 (“点 ") 与 函数 ("点") 之 间 有 着 某 种 衡量 远近 
的 几何 度量 ， 从 而 Y 是 具有 某 种 度量 的 、 由 函数 (“点 ") 
构成 的 “空间 "。 但 是 ,认识 到 要 把 函数 视 为 点 ,把 某 些 函 
数 构成 的 集合 视 为 空间 (函数 空间 )， 还 是 在 和 其 他 学 科 
长 期 发 展 的 历史 过 程 中 形成 的 。 所 以 就 连 “ 泛 函 " 一 词 的 
出 现 也 并 不 是 在 变 分 法 形成 的 18 世纪 ， 而 是 直到 19 世 
纪 末 。 

泛 函 分 析 的 另 一 个 源头 是 积分 方程 。 自从 1823 
年 N. H. 阿 贝尔 从 力学 问题 中 提出 并 研究 积分 方程 


四 以 后 ，19 世纪 末 在 微分 方程 ,例如 在 
日 y 


狄 利克 雷 等 问题 的 研究 中 ， 出 现 了 上 述 积分 方程 的 推广 
形式 , 所 谓 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 。E. I. 曲 雷 他 宏 姆 1900 


年 又 对 积分 方程 p(x)+4| K(x, pty) 和 y=f(x) 作 了 


重要 研究 。 后 者 引起 了 D. 希 尔 伯 特 的 极 大 兴趣 。1904 一 
1906 年 ， 希 尔 伯 特 在 这 方面 完成 了 6 篇 论文 。 他 在 实 连 
续 积 分 核 K(x，,y) 是 对 称 的 ( 即 K(x, y)=K(y, x)) 的 条 
件 下 ， 获 得 许多 比 弗 雷 德 址 姆 更 深入 的 结果 。 例 如 ， 证 


明 特 征 值 是 实 的 ,给 出 预 解 式 的 形式 与 特征 展开 等 等 ,这 
些 通常 称 为 希 尔 伯 特 谱 论 。 希 尔 伯 特 利用 正 交 展 开 将 积 
分 方程 求解 问题 化 成 无 限 阶 的 线性 方程 组 求解 问题 ， 并 
在 此 基础 上 引入 无 限 维 ( 实 ) 欧 几 里 得 空间 P, 即 满足 


六 Ia?<% 的 实数 列 a= (oo，…， ao， …) 全 体 。 


他 提出 了 中 上 有 界 双 线性 形式 、 有 界线 性 形式 〈 即 所 谓 
连续 线性 泛 函 ) 以 及 两 种 收敛 ( 即 所 谓 的 强 、 弱 收敛 ) 等 
概念 ,给 出 了 PP 上 的 选择 原理 ( 即 所 讲 的 闭 单位 球 的 弱 紧 
性 ,还 发 现 连续 谱 的 存在 等 等 。 这 表明 用 代数 方法 来 研 
究 分 析 中 某 些 课题 是 很 自然 的 。 

泛 函 分 析 的 形成 ” 泛 函 分 析 作为 学 科 的 形成 ， 以 致 
它 的 整个 发 展 ， 至 今 主要 是 围绕 着 对 偶 理论 和 算 子 谱 论 
展开 的 。 

度量 空间 和 函数 希 尔 伯 特 空间 几乎 与 希 尔 伯 特 同 
时 ，M. R. 弗 雷 软 就 提出 并 研究 了 以 具体 函数 类 为 主要 
背景 的 抽象 度量 空间 (也 称 距离 空间 ) 以 及 度量 空间 中 的 
紧 性 .完备 性 、 可 分 性 等 泛 函 分 析 的 基本 概念 。 这 里 包含 
着 一 般 拓扑 学 (又 称 点 集 拓扑 学 ) 的 萌芽 。 另 一 方面 , 希 尔 
伯 特 的 学 生 刁 ' 施 密 特 在 积分 方程 的 研究 中 发 展 了 希 尔 
伯 特 谱 论 。 他 在 1908 年 的 论文 中 已 使 用 复 上 、 内 积 和 范 
数 的 符号 ,给 出 了 正 交 \ 闭 集 ,向 量子 空间 的 定义 ,并 证 明 
在 闭 向 量子 空间 上 投影 的 存在 性 。 这 是 基本 的 几何 概念 
正式 进入 了 泛 函 分 析 。1902 年 HH. L. 勒 贝 格 的 积分 理论 
问世 (似乎 当时 希 尔 伯 特 不 知道 )， 有 力 地 加 速 泛 函 分 析 
的 形成 。1906 一 1907 年 ，E, 非 舍 尔 和 了 , 里 斯 利用 新 积 
分 工具 相互 独立 地 证 明了 里 斯 - 非 舍 尔 定理 。 里 斯 在 此 
基础 上 引入 平方 可 积 函数 空间 L?[a, b], 证 明了 它 的 
完备 性 、 可 分 性 ， 并 很 自然 地 将 弗 雷 德 年 姆 理论 推广 到 
K(x,y) 是 矩形 [a,b] x [a,b] 上 平方 可 积 函 数 的 情形 。 

连续 线性 泛 函 泛 函 分 析 的 一 个 基本 概念 。 围 绕 对 
它 的 研究 形成 的 对 偶 理论 至 今 仍 是 泛 函 分 析 中 心 课题 之 
一 。 对 它 的 研究 最 早 可 追溯 到 C. 博 莱特 (1897) 提 出 要 用 
连续 性 条 件 来 刻画 一 定 函数 类 上 的 连续 线性 映射 :E> 
了 了 。1903 年 阿达 马 在 下 是 C[a,b]([a,b] 上 连续 函数 的 全 
体 ),F 是 实数 域 , 当 {f} 一 致 收 化 于 了 时 ,Tf。->7Tf 的 情 
况 下 ， 将 了 表示 成 一 列 积分 的 极限 的 形式 。 但 这 种 表示 
不 唯一 ,并 且 有 极 大 任意 性 。 后 来 在 实证 空间 上 , 弗 雷 欢 
和 里 斯 独立 地 在 了 是 所 谓 强 连 续 假设 下 给 出 简单 而 唯一 
的 表示 ， 即 希 尔 伯 特 空间 正 上 的 连续 线性 泛 函 表示 定 
理 。 里 斯 在 1909 一 1910 年 又 相继 给 出 C[a,b]、L?[a,b]、 
19(p>1) 上 的 表示 定理 。 在 这 些 表示 定理 的 证 明 中 实质 
上 已 蕴含 线性 子 空间 (又 称 向 量 于 空间 ) 上 连续 线性 泛 函 
必 可 延 拓 到 全 空间 的 事实 。E.. 黑 利 从 1912 年 开始 (中 间 
经 过 第 一 次 世界 大 战 的 中 断 ), 直 到 1921 年 用 “ 赋 范 数列 
空间 "(他 并 未 用 这 个 名 称 ) 代 替 具 体 的 C[a,b]、L?[a,b]、 
全 等 而 考虑 较 抽象 形态 的 延 拓 问题 。 他 使 用 了 凸 性 以 及 
在 有 限 维 空间 情况 下 早 为 H. 头 村 夫 斯 基 用 过 的 术语 ,如 
支撑 超 平面 等 。 
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已 拿 持 空间 在 许多 具体 的 无 限 维 空间 以 及 它们 上 
面相 应 的 收敛 性 出 现 之 后 ,抽象 形态 的 线性 空间 (向 量 空 
闻 ) 以 及 按 范 数 收敛 的 出 现 就 成 为 自然 的 了 。1922 一 1923 
年 ,E. 哈 思 和 巴 拿 赫 (同时 还 有 N. 维 纳 ) 独 立地 引入 赋 范 
线性 空间 。 当 时 的 讨论 事实 上 都 限于 完备 的 赋 范 线性 空 
闻 。1922 年 哈 思 从 当时 分 析 数 学 许多 分 支 已 达到 的 成 果 
和 方法 中 提炼 出 了 共鸣 定理 。1927 年 H. 施 坦 豪 斯 和 巴 
拿 赫 用 完备 度量 空间 的 第 二 纲 性 代替 原来 所 谓 “ 滑 动 峰 ” 
证 明 方 法 ,给 出 现今 常见 的 证 明 。1922 一 1923 年 巴 拿 赫 
又 得 到 了 压缩 映射 的 不 动 点 定理 、 开 映射 定理 。1927 年 
哈 思 完 全 解决 了 完备 赋 范 线性 空间 上 泛 函 延 拓 定 理 的 证 
明 ， 并 第 一 次 引入 赋 范 线性 空间 EE 的 对 偶 空间 ( 共 二 é 空 
间 ) E* (当时 称 为 极 空间 ) 。 两 年 后 ， 巴 拿 赫 用 同样 方法 
也 得 到 同样 结果 (后 来 ,他 承认 哈恩 的 优先 权 ), 并 看 到 这 
个 定理 可 以 推广 。 这 个 推广 形式 在 后 来 的 局 部 凸 拓扑 线 
性 空间 理论 中 起 了 重要 作用 。1931 年 巴 拿 赫 将 他 1923 一 
1929 年 的 工作 以 及 当时 主要 成 果 写 成 《线性 算 子 理论》 
一 书 ， 书 中 大 部 分 讨论 他 1929 年 开始 研究 的 弱 收 敛 ,这 
又 成 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 理论 出 现 的 先导 。 在 同一 书 
中 还 发 表 了 完备 赋 范 线性 空间 上 连续 线性 算 子 值 域 不 是 
第 一 纲 集 便 是 全 空间 以 及 闭 图 像 定 理 等 重要 结果 。 这 
时 ,作为 完备 赋 范 线性 空间 理论 的 独立 体系 已 基本 形成 ， 
它 的 许多 结果 已 成 为 泛 函 分 析 应 用 中 的 强 有 力 工具 。 人 
们 为 纪念 他 的 功绩 ， 把 完备 赋 范 线性 空间 称 为 书信 时空 
间 。 近 年 来 ， 人 们 特别 感 兴趣 的 一 个 领域 是 研究 巴 拿 林 
空间 的 几何 学 。 

算 子 谱 论 事实 上 ， 和希 尔 伯 特 谱 论 已 是 泛 函 分 析 算 
子 谱 论 的 开始 ( 虽 就 算 子 而 言 是 具体 的 由 核 K(x,y) 所 确 
定 的 积分 算 子 , 可 就 观念 和 研究 方法 而 言 却 是 代数 的 )。 

然而 早 在 18 世纪 , 人 们 已 从 数学 的 各 个 领域 的 经 验 
中 开始 对 算 子 有 所 意识 ， 特 别 从 种 种 方程 的 解 具有 又 加 
性 中 了 解 到 许多 重要 运算 ,例如 微分 运算 、 积 分 运算 等 都 
有 具有 线性 .但 作为 谱 论 的 直接 源头 是 弗 雷 德 逢 姆 理论 ,这 
个 理论 与 有 限 阶 线性 方程 组 求解 理论 极其 相似 。 人 们 自 
然 会 辣 ， 怎样 的 线性 运算 和 热 知 的 有 限 维 空间 上 线性 变 
换 的 若 尔 当 型 与 弗 雷 德 禾 姆 理论 有 相似 的 性 质 ? 这 个 问 
题 在 里 斯 之 前 ， 有 人 探索 过 , 但 未 解决 。1916 一 1918 年 ， 
里 斯 给 出 了 完全 的 回答 。 他 先 限于 /?, 后 又 考察 C[a,b]， 
他 未 用 希 尔 伯 特 的 双 线 性 形式 ， 而 直接 用 术语 算 子 代替 
它 ， 引 入 全 连续 算 子 概念 。 最 终 他 又 把 讨论 基本 上 推广 
到 了 巴 拿 耕 空间 上 。 其 中 涉及 共 斩 算 子 的 某 些 结果 ， 后 
由 J. P. 绍 德尔 (1932) 补充 完成 。 通 常 称 它 为 里 斯 - 绍 
德尔 理论 。 里 斯 受 希 尔 伯 特 发 现 连续 谱 现象 的 启发 ， 用 
与 希 尔 伯 特 完全 不 同 的 但 具有 典型 泛 函 分 析 意 味 的 方 
法 得 到 下 上 有 界 自 共 思 算 子 4 的 谱 分 解 ; f(4)= 


ae 其中 f 是 [a,b] 上 的 连续 函数 , {EA} 是 严 上 一 


族 投影 算 子 。 这 对 希 尔 伯 特 发 现 的 连续 谱 或 说 应 是 近 
似 点 谱 做 出 了 很 好 的 解释 。 或 说 ;非特 征 值 的 连续 谱 所 


179 


相应 的 是 广义 特征 向 量 。 当 然 他 当时 的 表达 形式 是 较 原 
始 的 。 20 世纪 20 年 代 是 量子 力学 的 大 发 展 时 期 ,不 断 出 
现 的 新 思想 要 求 寻找 合适 的 数学 工具 。 物 理学 家 们 最 终 
发 现 ， 可 观察 量 的 性 质 与 希 尔 伯 特 空间 〈 当 时 还 没有 这 
个 名 称 ) 上 自 共 过 算 子 的 性 质 具有 不 平常 的 一 致 性 ， 而 
和 希 尔 伯 特 所 提出 的 数学 上 的 谱 可 以 用 来 解释 物理 学 上 原 
子 的 谱 ， 因 此 纷纷 来 找 希 尔 伯 特 帮助 。1926 年 , 作为 助 
手 来 到 希 尔 伯 特 身边 的 J. 冯 " 诺 伊 吏 开始 曾 以 L?[a，b] 
上 积分 算 子 进行 尝试 ， 发 现 物理 学 家 所 必须 运用 的 狄 喇 
克 ;- 函 数 的 概念 中 ， 从 当时 的 数学 看 来 ， 包 含 着 矛盾 。 
冯 诺 伊 曼 为 提供 量子 力学 的 严格 数学 基础 ， 于 1929~ 
1932 年 , 正式 引入 并 定名 抽象 的 ( 即 现在 的 ) 硕 尔 伯 特 空 
间 概 念 。 鉴 于 物理 学 上 的 可 观察 量 以 及 奇异 积分 方程 微 
分 方程 中 出 现 的 重要 算 子 都 是 无 界 的 , 冯 诺 伊 曼 引入 和 宙 
定 闭 算 子 概念 。 他 做 出 系统 的 莫 基 性 的 工作 :给 出 了 无 界 
自 共 二 算 子 的 谱 分 解 ， 发 现 对 称 算 子 和 自 共 罗 算 子 的 区 
别 , 建 立 了 对 称 算 子 亏 指数 理论 ,又 给 出 了 酉 算 子 和 正常 
算 子 谱 分 解 ， 证 明了 量子 力学 中 交换 关系 的 表示 在 酉 等 
价 意义 下 是 唯一 的 ( 即 量子 力学 体系 的 数学 描述 本 质 上 
只 有 一 种 ) 等 等 。 此 后 作为 单个 算 子 谱 论 ,人 们 最 主要 兴 
趣 是 非 正常 算 子 谱 论 和 巴 拿 赫 空间 算 子 谱 论 。 巴 拿 赫 的 
《线性 算 子 理论 》 一 书 问世 以 及 冯 ' 诺 伊 曼 的 谱 理论 的 出 
现 ， 标 志 着 泛 函 分 析 已 作为 独立 的 数学 分 科 诞生 。 在 形 
成 过 程 中 ， 它 的 每 个 重要 结果 都 伴随 着 它 在 其 他 领域 中 
的 许多 有 价值 的 应 用 。 

泛 函 分 析 的 重要 分 支 

巴 拿 林 代数 20 世纪 30 年 代 初代 数 环 论 的 重要 进展 
以 及 它 在 群 表示 论 上 的 应 用 ， 促 使 取 ' 诺 伊 曼 于 1935 年 
开始 以 很 大 的 兴趣 研究 了 希 尔 伯 特 空间 也 上 有 界线 性 算 
子 全 体 B(H) 的 (对 称 ) 弱 闭 子 环 ,获得 (部 分 与 F. J. 默 里 
合作 ) 完 整 而 深入 的 结果 。 后 人 称 这 种 算 子 环 为 冯 . 诺 伊 
曼 代数 ,也 称 W* 代数 。1941 年 又 出 现 了 了. M. 盖 尔 范 
他 在 巴 拿 赫 代数 方面 的 开创 性 工作 ， 将 算 子 谱 推广 到 巴 
拿 赫 代数 中 的 元 素 。 特别 是 他 (部 分 与 M. A. 奈 玛 克 等 
合作 ) 完 成 系统 而 精美 的 C* 代 数 ( 虽 是 特殊 的 ,但 重要 的 
巴 拿 料 代数 ) 理 论 。 代 数 的 方法 在 这 里 充分 显示 了 威力 。 
这 些 代数 理论 汇 成 了 泛 函 分 析 的 新 分 支 一 一 巴 拿 赫 代数 
(包括 W* 代 数 )。 它 不 仅 成 为 建立 局 部 紧 群 上 调和 分 析 
以 及 后 来 50 年 代 研究 局 部 紧 群 的 线性 表示 理论 的 重要 工 
具 ， 而 且 在 研究 经 典 分 析 某 些 课题 中 也 取得 了 令 人 惊异 
的 效果 。 

拓扑 线性 空间 泛 函 分 析 的 另 一 重要 分 支 是 拓扑 线 
性 空间 理论 。 在 弗 雷 歇 引入 距离 ， 并 用 它 来 统一 过 去 分 
析 学 中 的 许多 重要 收敛 时 ， 就 知道 [4，b] 上 一 列 函数 的 
“点 点 收 笋 "概念 是 不 能 用 距离 收敛 来 描述 的 。 跨 入 30 年 
代 , 泛 函 分 析 中 大 量 使 用 弱 收 敛 、 弱 拓扑 。 它 们 都 不 能 用 
距离 来 描述 ， 这 就 很 自然 地 要 把 赋 范 线性 空间 理论 发 展 
成 更 一 般 的 拓扑 线性 空间 理论 ， 其 中 最 主要 的 成 就 是 局 
部 凹 拓扑 线性 空间 理论 。 这 一 分 支 的 发 展 是 与 一 盘 扰 扑 
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学 的 发 展 紧密 联系 在 一 起 的 。 折 准 学 方法 在 这 里 发 挥 了 
极 重要 的 作用 。 勒 雷 - 绍 德 尔 不 动 点 定理 是 有 力 的 例证 之 
一 。 从 1935 年 开始 , 经 过 十 多 年 时 间 , 这 一 分 支 终于 形 
成 , 它 的 许多 重要 结果 不 仅 在 泛 函 分 析 中 有 广泛 的 应 用 ， 
也 为 其 他 分 析 学 科 的 深入 研究 提供 了 基本 框架 和 有 力 的 
工具 。 

广 叉 函数 沦 、 泛 函 分 析 中 具有 广泛 应 用 的 又 一 重要 
分 支 。30 年 代 开始 ,很多 数学 家 研究 微分 方程 的 “ 弱 解 "， 
这 自然 地 导致 广义 导 (函数 概念 .应 注意 的 是 点 点 不 连续 
的 函数 可 能 有 广义 导数 而 仅 在 一 点 不 连续 的 函数 却 可 能 
没有 广义 导数 .对 一 个 具体 的 微分 方程 ,所 需 的 广义 导数 
可 以 容纳 在 当时 已 形成 的 巴 拿 赫 空间 理论 的 框架 之 中 。 
然而 对 物理 学 家 了 . A.M. 狼 响 克 引入 的 “不 存在 的 "西数 
5, 通过 如 下 一 些 操作 ,例如 Jaem ar=gmce) 
《这 里 9 是 次 连续 可 微 孙 数 )， 去 em 遇 hx) 等 等 ， 
竟 能 得 到 正确 的 结论 ,这 在 那 时 候 是 使 数学 家 们 费解 的 。 
C. 开 索 从 列 夫 (1936) 迈 出 了 决定 性 的 一 步 ， 他 除了 引 
入 了 广义 导数 (后 人 称 为 索 伯 列 夫 导 数 )， 更 重要 的 是 将 
5m(x 一 a) 视 为 开 集 9 上 无 限 次 可 微 且 具 紧 支 集 的 函数 
空间 D(0) 上 的 线性 泛 函 ， 即 8 :gg (4)， 这 在 数学 
上 是 完全 可 以 接受 的 。 他 用 这 种 方式 处 理 3.3", 在 汉 曲 
型 方程 的 柯 西 同 题 中 取得 了 重要 成 功 。 但 他 对 这 种 “本 
数 " 所 规定 的 连续 性 概念 尚 不 能 容纳 在 当时 形成 的 巴 从 
赫 空间 理论 中 。 随 着 拓扑 线性 空间 理论 以 及 调和 分 析 理 
论 的 发 展 ， 终 于 在 1945 年 出 现 了 上. 施 瓦 尔 英 的 分 布 论 
(又 称 广义 函数 论 )， 完 全 解决 了 广义 函数 (包括 ?- 函 数 ) 
的 傅 里 叶 变 换 问题 ， 并 将 这 方面 已 有 的 种 种 重要 观念 汇 
成 了 统一 和 完整 的 理论 。 广义 函数 论 把 函数 概念 提高 到 
一 个 新 阶段 ， 它 一 出 现 就 强 有 力 地 推动 人 微分 方程 的 发 
展 。 例 如 , 50 年 代 末 出 现 L. 赫 尔 曼 德尔 的 时 理论 , 虹 接 
着 60 年 代 又 出 现 了 信和 分 算 子 理论 和 传 里 叶 算 子 理论 。 
从 此 , 偏 微分 方程 的 研究 出 现 了 新 局 面 。 

非 线性 泛 函 ”上面 所 谈 到 的 一 些 重要 的 成 果 和 分 
支 除 其 中 个 别 定理 (如 不 动 点 定理 ) 外 ,都 属于 泛 函 分 析 
中 的 线性 部 分 。 就 泛 函 分 析 的 起 源 而 言 , 变 分 法 中 所 讨论 
的 泛 函 J[w] 就 已经 是 非 线性 的 了 。 然 而 就 发 展 的 现状 来 
说 ， 泛 函 分 析 中 非 线性 理论 远 没有 达到 线性 理论 部 分 屠 
样 丰富 多 采 的 结果 。 这 很 可 能 是 由 于 线性 与 非 线性 问题 
有 本 质 区 别 , 而 线性 问题 要 比 非 线性 问题 简单 得 多 。 对 分 
析 学 各 个 领域 中 出 现 的 各 种 形式 的 问题 ， 只 要 本 质 上 属 
于 线性 的 问题 ,尽管 是 很 复杂 的 问题 ,相对 的 说 ， 人 们 是 
易于 取得 成 功 的 。 在 让 富 成 果 的 基础 上 自然 窜 易 形成 统 
一 而 淋 亮 的 线性 理论 ,获得 广泛 的 应 用 。 然 而 ,现实 中 非 
线性 问题 远 比 线性 问题 多 -由 于 处 理 上 的 困难 ,不 少 非 线 
性 同 题 就 用 线性 的 近似 来 代替 。 隧 着 认识 的 深入 ， 线 性 
问题 研究 到 一 定 阶段 , 人们 自然 就 向 非 线性 问题 进军 ,这 
就 为 元 分 析 非 线性 部 分 的 发 展 提供 了 前 提 。 图 线 着 非 
线性 积分 方程、 非 线性 积分 生 分 方程 以 及 各 种 近似 求解 


法 等 等 ， 已 逐渐 形成 了 在 应 用 上 具有 一 定 广泛 性 的 泛 函 
分 析 的 非 线性 理论 ,例如 近似 解 理论 、 单调 算 子 理论 隐 
函数 理论 .拓扑 度 理论 ,分 此 理论 等 等 ( 见 非 线性 甸子 、 大 
范 转变 分 法 )。 随 着 近代 微分 几何 \ 括 站 学 和 大 范围 分 析 
的 发 展 ,今后 非 线性 话 函 分 析 定 将 有 更 广阔 的 前 景 
(政道 行 严 绍 宗 ) 

fanhan jifen 
泛 函 积分 (functional integration) 。 无 限 维 
分 析 学 的 一 个 新 分 支 。 它 起 源 于 量子 物理 学 中 的 连续 积 
分 和 概 平 论 中 的 随机 过 三 的 样本 空间 的 研究 .目前 , 泛 函 
积分 方法 已 深入 到 公理 化 量子 场 论 、 基 本 粒子 理论 随机 
力学 、 马尔 可 夫 场 、 统 计 物理 和 湛 流 理论 等 领域 。 同 时 ， 
泛 函 积分 正在 与 群 表示 论 ; 巴 全 祖 空 间 几 何 学 .全 分 方程 
论 、 随 机 过 程 理论 相互 渗透 。 这 一 切 都 使 它 成 为 现代 分 
析 学 中 的 一 个 令 人 昭 目 的 学 科 。 泛 郴 积 分 的 内 容 目 前 主 
要 包括 连续 积分 , 柱 测 度 、 正 定西 数 、 拟 不 变 测 度 理论 等 

过 续 机 分 “连续 积分 是 指 远 函 沿 着 一 类 连续 轨道 的 
积分 。1942 年 R. P, 费 因 螺 从 最 小 作用 量 原理 出 发 定义 
路 径 积分 , 它 给 出 量子 力学 的 另 一 种 等 价 的 表达 形式 ,后 
人 称 为 费 因 曼 路 径 积分 ， 目 前 它 已 在 量子 物理 中 被 全 来 
念 多 地 引用 为 简单 起 见 ,以 有 限 个 自由 度 的 量子 力学 体 
系 为 例 。 通 常 这 种 体系 的 状态 用 满足 薛 定 刘 方 程 的 复 值 
的 波 函 数 y 描写。 例如 ,质量 为 mm 的 粒子 在 势能 场 Y(x) 
中 的 运动 ,这 时 满足 方 各 

—May(x,t)/at= (Mh/2m)Ay— V(x)y, 

如 果 用 Y(z zs 好) 表示 粒子 在 所 时 刻 处 于 za 位 置 的 
该 函数 ， 那么 VAst) 一 yxosto)y《z,tyxosto)dxs。 量 


子 力学 的 一 个 基本 问题 是 求 出 YX,t) 或 Vx,tyxost) 的 
表达 式 。 
按照 经 典 力学 的 观点 ， 质 量 为 m 的 粒子 在 势能 场 


V(x*) 中 运动 的 拉 格 明日 函数 为 (x 加 一 去 


设 x(r) 是 一 条 连续 路 径 , 适 合 条 件 x(ro) 一 xovx(r) 一 zy 
那么 沿 着 路 径 的 作用 量 为 


scot) = L(x,t)de。 
0 


费 因 曼 从 最 小 作用 量 原理 出 发 将 波 函 数 p(X， t; xoy 
加) 表示 成 作用 量 8 沿 着 一 切 可 能 的 连接 (ze bb) 和 (z, t) 
的 连续 轨道 上 的 积分 , 即 


Jemp msca( DTarce). 


mz — V(x), 


1 
YAxstyxosto) = 


这 里 NN 是 规范 因子 。 
从 数学 的 角度 看 ， 路 径 积 分 是 没有 经 过 严格 定义 的 
概念 ,最 通常 的 理解 是 , 先 将 [to, 幻 进行 n 等 分 , 记 At 一 


各 (tt，), 入 一 三 +jAt， 0<j<n。 作 依次 连接 (% ,jAt) 的 
折线 zu(r), 设 SLxo(T)]=SUX1xs，…,z。)， 作 n 重 积分 


|| exp [Scan Jams, 


(这 里 ,是 规范 因子 ), 然 后 将 费 因 曼 积 分 设想 成 当 my 
吕 时 上 述 积分 的 极限 。 但 因为 exp ( 寺 SCztza…szo?) 


是 随 着 nn 的 增 大 而 剧烈 振荡 的 函数 ， 故 上 述 的 极限 实际 
上 是 不 存在 的 。 但 费 因 曼 积分 非常 富有 启发 性 ， 许 多 物 
理学 家 运用 这 种 路 径 积 分 及 按 他 们 的 物理 设想 所 提出 的 
一 些 计算 法 则 能 很 好 地 说 明 量 子 物理 中 的 许多 问题 ， 
例如 从 量子 力学 到 经 典 力学 的 过 渡 等 。 同时 ,在 量子 
场 论 中 也 出 现 了 大 量 的 类 似 的 没有 严格 定义 的 连续 积 
分 。 这 就 向 数学 家 提出 了 建立 路 径 积分 的 严格 的 数学 基 
础 的 要 求 。 它 是 泛 函 积分 研究 的 重要 课题 之 一 。 近 40 年 
中 ,人 们 利用 解析 开拓 、 广 义 函数 、 复 值 测度 和 振荡 积分 
等 各 种 手段 去 进行 研究 ,但 至 今 尚 未 解决 。 

汽 汪 积分 与 机 分 方程 ” 早 在 路 径 积 分 出 现 以 前 ，N 
维 纳 在 研究 作 布 朗 运动 的 粒子 的 统计 规律 时 已 提出 维 纳 
测度 。 设 t> 0,C 表示 [0, 区 间 上 连续 并 在 0 点 取 值 为 
零 的 函数 全 体 〈C 中 的 每 个 元 素 可 理解 为 作 一 维 布朗 运 
动 的 粒子 的 轨道 )。 又 设 (a4,b4),1<i<n， 是 nn 个 区 间 ， 
0<ti<ti<…<to<t, 称 集合 A={x| xEC,x(t)€ l(a, 
b),1<i<n) 是 C 中 的 柱 集 。 那么 ,轨道 x 落 入 4A 中 的 概 
率 是 ge i 
i em[- 取 全 
六 )]anaram 


这 样 在 柱 集 全 体 上 定义 了 一 个 柱 测度 。 维 纳 证 明了 它 可 
以 延 拓 成 C 上 的 可 列 可 加 的 测度 dsx， 通 常 称 为 维 纳 测 
度 ,关于 这 个 测度 的 积分 称 为 维 纳 积分 。 

M. 卡 区 研究 了 一 类 汉 函 在 作 布朗 运动 的 粒子 所 有 
轨道 上 的 平均 值 的 计算 。 设 FP 是 C 上 的 连续 泛 函 , 这 


个 平均 值 就 是 下 关于 维 纳 测度 的 数学 期 望 | FLx]duzx。 


对 连 绕 妆 道 z 作 依次 连接 zx( 了 Lt) ，1<j<n 的 折线 
sD ie FL Fs) 1) 1 Sien, 


则 Je (到 ”六 Pen? 


xeq[-( 守 i 
0 
| 下 [xz]dux= 


cirae。 


ee 


M. 卡 茨 受到 费 因 曼 路 径 积分 表示 薛 定 刘 方 程 的 解 的 思 
起 的 启发 ,利用 维 纳 积分 去 解 微分 方程 .证 明了 yCy,t) = 
加 (-| vero+raar rap+anqur 在 -证 条 件 


1 OyCyst) 
了 


下 满足 方程 3& 人 -号 VY CY) 
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yy,0)=f(y)。 

这 项 工作 开辟 了 用 泛 函 积分 研究 微分 方程 的 新 方 
向 ， 至 今 也 还 是 泛 函 积分 中 的 一 个 十 分 有 意义 的 研究 
领域 。 

柱 测度 ” 柱 测度 是 测度 概念 的 推广 ， 它 也 是 研究 具 
有 无 限 多 个 参数 的 随机 过 程 (广义 随机 过 程 ) 的 重要 工具 
之 一 。 设 是 拓扑 线性 空间 , (0, P) 是 概率 空间 ， 如 果 
给 定 一 族 依 赖 于 中 的 元 素 p 的 随机 变量 {XC*, 9)， 
?E48)，, 满足 线性 关系 X(w,dp+By)==aX(w,9)+BX(w， 
Y)( 等 式 关于 了 几乎 处 处 成 立 ); 则 称 它 是 上 的 线性 过 
程 。 另 外 ,如 果 对 多 中 任何 一 个 收敛 于 0 的 定向 序列 {pay 
入 E4), 随机 变量 序列 {x(，,p)， 和 EA) 依 概 率 收敛 于 0， 
则 称 {x(*,p), ED) 为 广义 (线性 ) 随 机 过 程 。 根 据 柯 尔 
莫 哥 洛 夫 概率 测度 存在 性 定理 , 在 多 的 代数 对 偶 空 间 $4 
《8@ 上 的 线性 泛 函 全 体 ) 上 存在 0 代数 号 和 概率 测度 4， 
使 得 84 上 的 由 p* 人 =f(p)(pEG，fEG4) 定 义 的 函数 
9* 关于 多 可 测 , 而 且 若 81,82,… ,psEF, 则 

a{fl (fp) ,fps), ,fpn)) EA 

=P{w|(X(w, p),X(o,p),, X(w,pn)) EA}, 

以 上 4 表示 FR" 中 的 波 莱 尔 集 。 

这 里 的 基本 问题 之 一 是 研究 x 能 否 集中 在 一 个 比 
多 更 小 的 线性 子 空间 W 上 ， 以 便 对 广义 随机 过 程 {x(*， 
9),pPED} 的 样本 轨道 X(w，,，) 作 比较 深入 的 研究 。 寻 找 
样本 空间 W 的 问题 等 价 于 研究 柱 测度 的 可 列 可 加 性 。 

设 X, 了 是 两 个 实 的 线性 空间 , 《x,y》, xEX,yEY 
是 XxY 上 的 实 的 双 线性 泛 函 ， 并 且 对 和 中 的 任何 非 零 
向 量 x, 必 定 存在 yEY, 使 4x,y》 夫 0,， 对 了 空间 也 有 同样 
假定 。 在 X 中 任 取 半 个 向 量 zx，z:，…，xo， 记 中 使 
《zz 《zay*> 可 测 的 最 小 "代数 为 9(xzi， 
xxn)o8(ziyxay… Xa) 中 的 集 称 为 Y 中 的 柱 集 , 柱 
集 全 体 记 为 Sz， 它 是 Y 上 的 代数 。 设 4 是 上 的 集 函 
数 ，4 限制 在 每 一 个 F(x，，x,，…， x，) 上 是 一 个 概率 测 
度 , 称 为 Y 上 的 柱 测度 。 当 是 拓扑 线性 空间 时 ,如 果 对 
任何 s>0, 存在 X 中 零 的 邻 域 V， 对 任何 xEV, 成立 
py 1《x,y》1>>1}<s, 则 称 u 关 于 XX 的 拓扑 是 连续 的 。 特 
别 当 {X(*,p),pED) 是 广义 随机 过 程 时 , 取 9 中 的 线性 
子 空间 W。， 使 得 "= 0 与 对 一 切 1EW,, f(9)=0 等 价 。 
设 X=8,Y=Wos《p,f)==f(8), 定 义 

a{fl (fC93),f (Ps), wo))EA) 

=P{v|(X(w,91),X(0,92),.…, X(w,po)) E A), 

那么 , 上 是 W。 上 关于 多 的 拓扑 连续 的 柱 测度 。 从 而 W。 
是 否 成 为 样本 空间 的 问题 等 价 于 柱 测 度 “ 在 Wen2 上 
具有 可 列 可 加 性 。1959 年 ，P. A. 明 洛 斯 证 明了 下 面 的 
基本 定理 : 设 儿 是 核 空间 , 则 多 的 共 罗 空 间 (连续 线性 泛 
函 全 体 ) 多 上 的 任何 一 个 关于 多 的 拓扑 连续 的 柱 测度 
都 是 可 列 可 加 的 。 所 以 多 上 的 每 一 个 广义 随机 过 程 都 以 
多 为 样本 空间 。1962 年 , 夏 道行 证 明 ， 设 B 是 具有 基底 
{en，n>1)} 的 巴 拿 赫 空间 ，Z 是 由 {en。n 之 1} 张 成 的 线 


性 子 空间 ，{n。} 是 一 列 随 机 变量 ， 并 依 概率 1 成立 
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Jim |e] =0. SW={f1feo42 en, 依 概率 


收敛 }， 则 W 上 关于 BB 的 拓扑 连续 的 柱 测度 是 可 列 可 加 
的 。 这 个 结果 的 重要 性 不 但 在 于 它 是 明 洛 斯 定理 的 推广 
而 上 且 在 于 它 指出 了 柱 测 度 可 列 可 加 性 与 巴 合 赫 空 间 结 构 
的 本 质 联系 。 

工 . 邯 瓦 尔 基 研究 了 将 柱 测度 变换 成 可 列 可 加 测度 
的 线性 映射 - 拉 东 映射 ， 提 出 了 巴 拿 赫 空 间 型 的 概念 ,在 
此 基础 上 建立 了 研究 柱 测度 可 列 可 加 性 的 一 般 原 理 即 
施 瓦尔 蒋 对 偶 性 定理 。 

正定 古 数 表示 ”将 有 限 维 空间 上 深刻 的 调和 分 析 理 
论 推广 到 无 限 维 空间 (拓扑 线性 空间 或 更 一 般 的 拓扑 群 ) 
是 无 限 维 分 析 的 主要 课题 。 正 定 函数 的 表示 问题 就 是 其 
中 之 一 。 设 G 是 拓扑 群 ,e 是 G 的 单位 元 , f(g) 是 G 上 的 
函数 ,f(e)=1。 如 果 对 G 中 任意 7 个 元 素 g1,9,…9s 和 
主意 上 个 复数 zz， zo 成 立 加 Kg7'9) 吉 >0， 称 
了 是 G 上 的 正定 函数 。 

正定 函数 的 表示 问题 和 柱 测度 的 可 列 可 加 性 的 关系 
极为 密切 。 设 缚 是 拓扑 线性 空间 ，9 按 向 量 的 加 法 成 为 
交换 的 拓扑 群 。 若 了 是 4 上 的 正定 函数 ，W 是 64 上 的 
线性 子 空间 , 且 PEG, p= 0 等 价 于 f(9)=0, 对 任何 了 E 


Wi 那么 在 W 上 有 唯一 的 柱 测 度 4, 使 f(g) = ecewd4 (9 


(gE)。f 是 上 的 连续 的 正定 函数 的 充 要 条 件 是 柱 测 
度 4 关 于 多 的 拓扑 是 连续 的 。 因 此 ， 经 典 调和 分 析 中 的 
有 限 维 空间 上 的 博 赫 纳 定理 在 无 限 维 空间 上 的 推广 问题 
与 研究 柱 测度 的 可 列 可 加 性 是 等 价 的 。 当 G 是 一 般 的 交 
换 的 拓扑 群 时 , 可 用 G 的 特征 标 群 G4 代替 44 进行 类 似 
的 讨论 .根据 关于 柱 测 度 可 列 可 加 性 的 明 洛 斯 定理 知道 ， 
核 空间 多 上 的 连续 正定 函数 必 是 9' 上 的 概率 测度 的 传 
里 叶 变 换 。 夏 道行 利用 拟 不 变 测度 的 理论 对 交换 拓扑 群 
上 的 正定 函数 的 表示 得 到 了 很 一 般 的 结果 ， 即 对 一 类 交 
换 的 拓扑 群 推广 了 博 赫 纳 定理 。 

拟 不 变 测度 设 XX 是 拓扑 空间 ， 久 是 X 中 开 集 全 体 
张 成 的 代数 。 如 果 9 是 Xx 上 的 双 射 ， 并 且 对 任何 AE 
,9A.9 AE BgA~ {gx|x€ A},g A= {gx|xE A}), 
则 称 9 是 (X, 吕 ) 上 可 测 同 构 。 令 G 是 (X, 多 ) 上 可 测 同 构 
全 体 所 成 的 变换 群 。 设 4 是 号 上 正则 测度 ( 即 "是 满足 
下 列 条 件 的 测度 ， 对 任何 AE 人 号 以 及 s> 0, 必 存 在 开 集 
O, 闭 紧 集 F, 使 得 O04F， 并且 nu(0 一 F)<s) 对 任何 
9EG， 定义 gp(A)=1u(g"'A), AE 久 。 如 果 对 一 切 g€ 
G, gk 与 4 都 等 价 ， 则 称 4 关于 群 G 是 拟 不 变 的 测度 。 

和 连续 积分 一 样 ， 拟 不 变 测度 的 研究 来 源 于 量子 物 
理 。 例 如 ,量子 场 论 中 交换 关系 的 表示 问题 实质 上 是 和 寻 
找 某 个 拓扑 线性 空间 上 拟 不 变 的 概率 测度 问题 等 价 的 。 
又 如 相应 于 量子 场 论 中 真空 态 的 测度 就 具有 某 个 拟 不 变 
性 质 。 这 个 事实 推动 了 一 般 的 拟 不 变 测度 理论 的 研究 。 
夏 道行 利用 测度 论 和 算 子 代数 的 方法 率先 对 它们 作 了 系 
统 的 研究 ， 建 立 了 一 整套 理论 ， 获 得 拟 不 变 测 度 的 许多 


基本 性 质 ,例如 ,证 明了 如 下 结果 : 设 X 是 拓扑 群 , G 是 X 
的 子 群 ,G 上 有 拓扑 + 使 (G,r) 成 为 第 二 纲 的 拓扑 群 , 且 
G 到 X 中 的 嵌入 是 连续 的 。 对 每 个 gE€G, 定 义 左 乘 变换 
Yo， 如 果 (X, 号 ) 上 存在 有 限 的 正则 测度 x， 它 关于 {+。， 
9E G) 是 拟 不 变 的 ， 那 么 对 多 中 每 一 个 正 测度 的 紧 子 集 
KK， 必 然 存在 (G，+》 中 单位 元 的 邻 域 V， 当 hEV 时 ， 
A(K NthK)>>0。 由 此 ,立即 可 推出 在 无 限 维 的 巴 拿 赫 空间 
巨 上 不 存在 关于 全 空间 平移 拟 不 变 的 正则 的 概率 测度 。 

另外 , 设 P(x) 是 (X, 多 ) 上 的 非 负 可 测 函 数 , 当 gEG 
时 , 定义 p*(g)= 本 性 下 界 (p(x)+pCto'x))( 本 性 下 界 
指 在 X 中 除去 任意 一 个 上 零 集 后 在 其 上 取 下 界 ， 然 后 取 
这 些 下 界 的 最 大 值 )。 

夏 道行 证 明了 下 面 的 重要 不 等 式 ， 当 (G, r) 又 满足 
第 一 可 列 公理 时 , 对 多 中 任 一 正 测度 集 A, 必 有 (G,r) 中 
单位 元 的 邻 域 V 和 正 数 c， 使 得 对 XX 上 的 任 一 非 负 可 测 
函数 P, 成 立 


supp"(g)<e Px) dp, 
9 
对 gEG, 可 定义 L(x,u) 上 的 西 算 子 U，， 
a 
Uf (GE)) fogx) df ers), 


{0,,9EG) 是 群 G 的 西 表示 , 记 u 是 由 {U。,g9EG) 张 成 的 
ZL;# 上 的 对 称 的 弱 闭 算 子 代数 , 夏 道 行 利用 对 称 的 弱 闭 算 
子 代数 的 分 解 定理 ,研究 了 拟 不 变 测度 的 分 解 ,证 明 对 偶 
空间 的 存在 ， 在 这 个 基础 上 建立 了 关于 拟 不 变 测度 的 L* 
傅 里 叶 变换 理论 和 相应 的 计算 公式 。 看 来 ， 这 个 理论 将 
为 无 限 维 空间 上 的 微分 方程 \ 变 分 方程 的 研究 提供 工具 。 
《〈 张 苦 南 ) 

fonhonshu 

泛 函 数 (functional) 。 又 称 泛 函 ， 通 常 实 ( 复 ) 
值 函数 概念 的 发 展 。 通 常 的 函数 在 R" 或 C"(n 是 自然 
数 ) 中 的 集合 上 定义 。 泛 函数 常 在 函数 空间 甚至 抽象 空 
间 中 的 集合 上 定义 ,对 集合 中 每 个 元 素 取 对 应 值 (实数 或 
复数 )。 通 俗 地 说 , 泛 函 数 是 以 函数 作为 变 元 的 函数 。 泛 
函数 概念 的 产生 与 变 分 学 问题 的 研究 发 展 有 密切 关系 。 
设 9 为 到 中 的 区 域 ， 表示 边界 39 的 片断 ，E~={uE€ 
Ci(D)，u(x)=0,YxET,) 表 示 一 函数 集合 。 考 虑 对 应 


du Ou 
dd 100= | F(a sm 证 ,说 
u 


让 )dz, 式 中 zx= (zz …， x) ED,uEE, FP 为 具有 


EE 
2n+ 1 个 自 变 数 的 函数 ,5 x R"*'->R, 为 寻求 J(u) 的 局 部 
极 值 ,在 一 定 条 件 下 取 J(u) 的 加 托 变 分 


OhlimF ett 有 = 四 J 了 (ut 全) (vhEeE), 
ot dt 4-0 


如 果 在 w= 达到 局 部 极 值 , 则 ww 适合 网 拉 方 程 亲 (xu)=0。 
在 应 用 中 ， 常 以 数学 或 物理 的 某 个 微分 方程 为 背景 产生 
一 定 泛 函 数 ， 使 原 问题 化 成 泛 函 数 极 值 问 题 。 当 代 分 析 
学 中 , 变 分 方法 有 广泛 应 用 。 一 般 把 问题 化 成 Tz=0 的 
形式 , 即 对 应 于 某 泛 函 数 9 的 欧 拉 方程 ,其 中 9 定义 在 一 


巴 拿 赫 空 间 XX 中 的 开 集 S 上 上 且 加 托 可 微 : d。=T,TEX*。 
算 子 了 称 为 梯度 算 子 ，9 称 为 了 的 场 位 。 人 们 常 遇 到 二 
阶 微分 系统 ,由 此 产生 二 次 泛 函数 极 值 问题 ,是 当代 变 分 
法 常见 的 研究 对 象 。 

泛 函数 9: SCX-~>BR(X 为 拓扑 空间 ) 称 为 在 xES 处 
下 半 连 续 ， 如 果 对 每 个 实数 ><9x， 有 zx 的 邻 域 U (xz)， 
使 得 r<wz, VzEU(z)mS。 称 9 在 zxES 处 下 半 序 列 连 
续 ， 如 果 对 每 个 序列 {x,} CS，x,>x 坟 px<lim inf{pxs| 
iEN}。 其 连续 性 及 有 界 性 如 同 对 算 子 相应 的 性 质 所 做 的 
规定 。 

设 p 是 定义 在 线性 集合 S 上 的 实 ( 复 ) 值 泛 函 数 。 如 
果 p(x+y)=Pp(x)+9(y),9 称 为 加 性 的 ;如果 P(Az) 一 
p(x), 入 E R(C) 称 为 齐 性 的 ， 如 果 同时 有 加 性 及 齐 性 称 
为 线性 的 。 当 9 取 实 值 时 ， 加 性 得 放松 为 次 加 性 ， 其 定 
义 为 : p(x+y)<p(x)+ply); 齐 性 得 放松 为 正 齐 性 ， 其 
定义 为 , f(Xx)=Xf(x)(X>0)， 如 果 同 时 有 次 加 性 及 齐 
性 , 则 称 9 具 有 次 线性 ; 如 果 对 于 和 EC0,1), 有 p(Xx+ 
(1 一 和 Ay)<Xp(x)+(1 一 和 )p(y), 则 称 8 为 凸 的 ! 如 果 当 
x#3 时 上 式 中 的 达 必 为 <， 则 称 为 严格 凸 的 。 在 一 些 
问题 中 容许 凸 泛 函数 9 取 值 + co ,但 9 天 二 co， 这 有 时 称 
9 为 真 凸 的 。 此 外 ,还 有 所 谓 凸 集 S 上 的 拟 凸 泛 函 数 9: 
SCE>R(E 为 线性 空间 ), 使 p(tx+ (1 一 t)y)<max{px， 
刚 } ,x,yES,tE(0,1)。 在 赋 范 空间 EE 中 无 界 集 S 上 定 
义 的 泛 函数 9 称 为 强制 的 , 如 果 有 函数 c:(0, 十 00)R， 
c(t)>+colt>+ 吕 ) 使 得 p(z)>c(]z|),YzES。 

线性 泛 函数 是 线性 算 子 理论 研究 的 对 象 之 一 ， 也 是 
研究 空间 性 质 及 结构 的 工具 。 例 如 ,局 部 凸 拓扑 线性 空间 
已 有 对 偶 空间 E*,E* 的 元 素 就 是 定义 在 E 上 的 连续 线性 
泛 函 数 。 对 E* 可 赋予 简单 收敛 拓扑 或 有 界 收敛 拓扑 。 偶 
E、E* 间 的 关系 对 认识 空间 的 性 质 和 研究 算 子 的 性 质 都 
有 基本 意义 。 

相应 于 多 重 线性 算 子 有 多 重 线 性 泛 函 数 。 例 如 ， 设 
Ei\E, 是 同一 数 域 上 的 线性 空间 ,定义 在 积 空间 ExE, 上 
的 映射 :EXE,>R (或 C) 称 为 双 线性 泛 函数 ， 如 果 
了 E;(E,) 中 元 素 固定 时 ”成 为 P(E,) 上 的 线性 泛 函 数 。 当 
,=E,=E, E, 及 EE, 中 取 等 同 的 xEE, 则 得 p(x,*), 称 
为 二 次 泛 函 数 。 对 希 尔 伯 特 空间 中 线性 算 子 谱 理 论 的 研 
究 ， 双 线性 泛 函数 形式 作为 表示 工具 是 方便 的 。 二 次 泛 
函数 在 变 分 法 中 的 应 用 更 是 为 人 熟知 的 。 

氢 赋 范 空间 、 局 部 凸 拓扑 线性 空间 、 赋 范 空间 等 的 表 
征 主 要 在 于 分 别 在 各 空间 上 定义 的 次 加 性 泛 函 数 ， 即 拟 
范 数 、 半 范 数 族 、 范 数 等 。 测 度 空间 中 的 测度 , 即 对 应 于 
某 种 集合 的 值 也 可 理解 为 泛 函 数 。 对 于 给 定 函 数 的 不 定 
积分 也 可 类 似 地 看 待 。 《 田 方 增 ) 


fanhan welfen fangcheng 

泛 函 微分 方程 (functional differential equa- 
tion) 。 除了 理想 的 情形 以 外 ,任何 具有 反馈 的 动力 系 
统 总 是 存在 洲 后 现象 ! 用 传统 的 常 向 分 方程 去 描述 物理 
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系统 只 是 一 种 近似 ,而 且 是 有 条 件 的 ,这 就 需要 考虑 带 有 
各 种 滞后 量 的 微分 方程 ， 诸 如 油分 差分 方程 ， 各 种 具有 
复杂 偏差 变 元 的 微分 方程 ,有 滞后 量 的 积分 微分 方程 ,等 
等 。 泛 函 微分 方程 是 这 一 类 方程 的 概括 和 抽象 。 

最 早 的 泛 函 微分 方程 来 自 1750 年 L. 欧 拉 提出 的 几 
何 问题 ， 求 一 曲线 使 之 与 其 渐 缩 线 相似 。 这 种 曲线 便 满 
足 一 个 特殊 的 泛 函 微分 方程 ， 此 后 不 断 从 各 个 学 科 中 提 
出 这 类 问题 。 到 20 世纪 40 年 代为 止 ， 主 要 是 研究 微分 
差分 方程 的 解析 解 。50 年 代 开始 探讨 稳定 性 理论 , 1959 
年 H. H. 克拉 索 夫 斯 基 在 函数 空间 之 间 建 立 解 映射 ， 从 
而 确立 了 滞后 型 泛 函 微 分 方程 。70 年 代 初 ,J. 黑 尔 与 A. 
克 重 兹 分 离 出 一 类 广泛 的 中 立 型 方程 。1978 年 赫 尔 与 加 
蘑 敏 夫 共同 英 立 了 具有 无 穷 带 后 的 泛 函 微分 方程 。 以 后 
又 有 对 其 他 类 型 的 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 研究 。 

给 定 实数 ">0, 区 间 [ 一 ",0] 到 ? 维 实 (或 复 ) 线 性 空 
间 R" 的 连续 映射 全 体 记 为 C([ 一 r,0],R"), 简 记 为 C,C 中 
元 素 9 的 范 数 取 为 lp|| ~ _sup ,19(9)|, 则 C 为 巴 拿 赫 空 


间 且 具有 一 致 收 化 拓扑 。 若 bER,A>0, 且 zxEC([h 一 mr 
如 二 4],Re), 则 对 任何 tE [t,to+ A],i 记 x,(9)=x(t+0) 
(~r<0<0), 显然 4EC。 车 DERxC， 给 定 映射 了 : 
D>R", 则 

T=f(t,x,) (1) 
叫做 DD 上 的 注 后 型 泛 函 微分 方程 , 记 为 RFDE(f)。(1) 中 
光 为 右 导 数 。 若 存在 ER，A>0 使 得 xEC([t 一 ?， 
t+A),R"), (t,x,)ED, 且 当 tE[to, t+A) 时 x(t) 注 
足 (1)， 则 称 x(t) 为 (1) 之 解 。 若 ER,qEC 给 定 ， 且 
zx(tito9) 为 (1) 之 解 ， 则 当 x。 (03t6,9)=p 时 称 x 为 过 
《to,9) 的 解 ,由 此 可 以 建立 两 种 解 映射 :x(to,p)(t)=x(t) 
(C- Rn) 及 T(tto):T(ttt)p=zr(typ)C->C)。 而 且 一 
般 地 说 解 空间 是 无 穷 维 的 。 当 r=0 时 (1) 退 化 为 常 微分 
方程 , 解 映射 为 x(,,xo)(t)=x(t) (R">R"), 解 空 间 是 
有 限 维 的 。 二 者 截然 不 同 ， 通 常 解 的 存在 唯一 性 ， 稳 定 
性 ， 周 期 解 的 存在 性 都 不 等 价 。 但 常 微分 方程 的 许多 方 
法 可 以 推广 而 用 于 泛 函 微分 方程 ,得 出 大 量 相应 的 结果 。 
当然 ,这 种 推广 往往 是 困难 的 ,有 时 甚至 是 不 可 能 的 。 

对 (1) 有 如 下 的 存在 定理 : 给 定 开 集 DSERxC, f:D 
一 R" 是 连续 的 , 若 (fp)E 了, 则 必 存 在 (1) 过 (by,9) 的 解 
xX(ttoy9) 即 在 避 具有 初 值 8。。 若 加 上 了 在 D 中 关于 9 满 
足 李 普 希 区 条 件 ( 见 常 仙 分 方程 初 值 问 题 )， 则 解 存在 
县 唯一。 同样 也 可 得 到 解 关于 参数 和 初始 数据 的 连续 依 
赖 性 与 可 微 性 的 相应 定理 。 关 于 解 的 开拓 ， 有 一 个 普通 
的 结果 , 若 * 为 (1) 在 [一 r,b) 上 的 不 可 开拓 解 , 则 对 任 
何 紧 集 KcD 存在 一 个 志 使 得 从 <t<b 时 (x，, zx,) ¢K。 
若 (1) 右 端 不 显 含 t, 则 方程 为 

t=f(x,), (2) 
称 之 为 自治 系统 , 设 f:C->R" 是 连续 的 ,并 且 是 C 的 有 界 
闭 集 到 R* 中 有 界 集 的 映射 。 记 zx(e) 为 (2) 过 (0,p) 且 定义 
于 [一 mc) 上 的 唯一 解 , 则 za(g) 一 pixssa(g) 一 xz(9)) 
对 任何 大 s>0 成 立 。 因 而 定义 了 一 个 动力 系统 。 集 
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误 (9) 一 由 (9) 叫 做 过 9 的 轨 线 。o(9)= 站 zx (9) 
叫做 六 (9) 的 极限 集 ,a(o) 一 中 司 三 (9 叫做 (9) 的 


a 极限 集 。 相 应 于 常 微分 方程 的 已 知 结果 ,有 对 (2) 的 一 
个 解 x, 若 存在 常数 m>>0 使 得 tE [tr,c0) 时 |x(t)| < 
mm 则 Y*(xo) 包 含 于 C 的 紧 集 之 中 , 若 t> 一 r 时 |x(t)| < 
mm， 则 oYy* (xzo)) 是 非 空 的 连通 紧 不 变 集 ， 且 tco 时 
dist(x4s0( 7*(x0))) >0。 
作为 (1) 的 特殊 情形 ,考虑 线性 方程 

z=L(t,x,)+h(t), (3) 
式 中 h(t)ELL(t。,co)((t， oo) 中 的 局 部 荆 可 积 函 数 )， 
L(tb9) 是 9 的 线性 泛 函 。 由 里 斯 定理 ,存在 一 个 nxm 矩 
阵 函 数 9(t,6), 它 是 二 元 可 测 的 ,对 每 个 + 当 6E[ 一 ";0] 
时 是 有 界 变 差 的 ,使 L(t,p) 表 示 为 

Let0)= Can(be)]p(0)。 
此 外 ， 对 任何 tER,pEC, 设 存在 函数 m(t) ELL( 一 +， 
ce) 使 It 9)|<m(t)|p|， 那么 可 以 证 明 (3) 过 (to,p》 
的 解 x(t。,p,h) 存 在 且 唯 一 ,并 且 x(top,0) 关 于 9 是 线性 
的 ,x(to,0, hh) 关 于 是 线性 的 。 由 于 L(t,p) 是 线性 的 以 
及 解 的 唯一 性 可 以 推出 
x(to,p,h)=x(to,p,0)+x(t,,0,h), 
用 常数 变易 法 ( 见 初等 常 抽 分 方程 ) 还 可 把 x(t,p,h) 表 示 
为 常数 变易 公式 , 即 
z(ts9sh)(D) x 00 + Ut Sh(s)ds, t>to, 
式 中 xxo=9,U(t,s) 是 方程 
LOU ys)) du+l 
” (关于 s 几乎 处 处 成 立 ) (t 宕 s) 
0 〈 一 mr<t<s) 
的 解 , U 称 为 基本 解 阵 , 1 是 nxn 单位 阵 , U,(*,s)(0)= 
U(t+0,s) (—r<0<0), 
若 (3) 右 端 不 显 含 t, 则 得 线性 自治 系统 
z=L(x,), (4) 

记 X(p) 为 过 (0,p) 的 解 , 由 T(t)p=x,(9) 定 义 算 子 T(t): 
C-~>C, 则 映射 族 {T(t):t> 0} 为 C 上 之 强 连续 半 群 。 群 之 
无 穷 小 生成 元 由 Ap= lim 二 (TD 一 p),pEC 定义。 人 


的 定义 域 Q(4) 在 C 中 稠密 且 4 之 值 域 3(4) 在 C 中 。 
人 可 由 下 式 给 出 ， 


om-| 


(rsb<0)， 
Eo 
Ap(9)= 


[rare Co=0), 
式 中 9 在 [一 r, 0) 上 有 连续 导数 ,0(9) 为 [一 +， 0] 上 的 有 
界 变 差 本 数 阵 .对 任何 pEC 有 L(9)=| [dn(b)]P(b)。 
所 以 ,对 任意 的 pE Q(4) 有 
全 Tp=T(DAp=AT(t)p。 
当然 ,线性 系统 的 各 式 扰动 问题 也 有 相应 的 结果 。 


车 (2) 中 h(t) 二 0,L(t+w,9)=L(t,p)(w= 常 数 >>0) 
即 周期 线性 系统 ， 此 时 弗 洛 奎 特 理 论 的 相应 推广 存在 困 
难 。 即 使 最 简单 的 纯 量 方程 交 t)= (sint)y(t 一 2x) 也 可 
以 证 明 它 不 存在 周期 为 2x 的 变换 可 使 之 化 为 自治 系统 。 

设 (1) 满 足 f(t,0) 二 0,tER,=[0,00),f:R, x Ce 一 R 
是 连续 的 ,这 里 Ca={pEC:lel<H}。 若 对 任何 s>0 
和 刀 宇 0, 存在 Ms,t,)>>0, 使 (1) 之 解 x(t,t,p) 对 一 切 t> 
tpECs 时 有 xi(b, 9p)ECe, 则 称 (1) 的 零 解 x= 0 为 稳 
定 的。 否则 ,为 不 稳定 的 。 若 以 上 的 8 不 依 束 于 to, 则 称 
为 一 致 稳定 的 。 若 对 任意 的 es>0，b>0， 存 在 5(b) 和 
Tls,to) 使 当 pECs 且 t>t+T(s,toO) 时 X(to,p)ECs, 则 
称 (1) 的 零 解 为 渐 近 稳定 的 。 若 5 和 了 不 依赖 于 如 , 则 称 
为 一 致 渐 近 稳定 的 。 对 线性 自治 系统 ， 可 以 分 析 特 征 根 
的 分 布 并 且 应 用 第 一 近似 理论 得 出 非常 类 似 于 常 微分 方 
程 的 稳定 性 定理 。 行 之 有 效 的 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 ( 见 
常 鼻 分 方程 运动 稳定 性 理论 ) 则 有 两 种 格式 。 其 一 是 所 
采用 的 V 函数 仍 为 ">R( 或 Rx R"->R) 的 纯 量 函 数 , 但 
需要 拉 祖 米 欣 条 件 :对 正定 函数 V(t,x),xE R", 设 (1) 满 
足 V(csx(c))<V(t, x(1))(t>t,,t-r<o<t) 的 解 x(t) 


(或 包含 解 的 曲线 族 ) 的 集合 Sa 非 空 , 全 导数 时 在 Ss 上 


为 常 负 的 ， 则 可 保证 零 解 是 稳定 的 。 若 方程 右 端 含有 带 
滞后 量 的 导数 项 ( 即 对 中 立 型 方程 )， 仅 有 上 述 的 拉 祖 米 
欣 条 件 还 不 能 判定 稳定 性 。 可 引进 条 件 : 当 V(o,x(o)) 专 
N(t), 有 Io)| <kCN(t)) ,tr<o<t, 其 中 函数 N(t) 是 
正 值 函数 ，k:R*~R* 连续 且 严 格 增加 , k(0)=0; 再 加 上 
拉 祖 米 欣 条 件 ， 得 到 稳定 性 判定 方法 。 这 种 类 型 的 结果 
统称 拉 祖 米 欣 型 定理 。 其 二 是 采用 李 亚 普 诺 夫 泛 函 ， 
V:R,x Ca 一 及, 令 


) m1 
Vosp)= Hm OV th nts0)) Vp)), 


式 忠 wa(tp) 是 (1) 过 (t,p) 的 解 ， 设 (1) 中 了 RxC->R" 
使 Rx (C 的 有 界 子 集 ) 映 入 R" 之 有 界 集 、.w DID:R+ 一 R+ 
是 连续 非 大 函数 ,u(s)、v(s) 当 s>0 时 是 正 的 , 且 x(0) 一 
0)=0。 若 存在 连续 泛 函 V:R, xC->R 使 得 
ulp(0)1)<Vt,p) < pl， 
VOt,p)< -wp(0)|), 
则 (1) 的 零 解 一 臻 稳定 。 若 加 上 s>0 时 ws)>0， 则 零 
解 一 致 浙 近 稳定 。 这 类 结果 在 国内 外 有 大 量 推广 。 
20 世纪 70 年 代 有 两 个 新 发 展 。 一 是 了 取 一 co , 则 同 
一 个 (1) 式 表示 具 无 穷 灌 后 系统 ,可 以 得 出 与 上 述 内 容 大 
体 平行 的 一 些 结果 。 二 是 中 立 型 方程 , 设 0SRxC 为 开 
集 , f:0>R", D:0>R" 给 定 且 连续 。D 在 0 处 是 “原子 
的 ", 则 
Dt,x) f(t) (5) 
叫做 中 立 型 泛 函 微分 方程 (NFDE(D, 了 )),D 叫做 (5) 的 
差分 算 子 。 当 刀 关 于 9 为 线性 时 ，D(tp)= | ”rdua tt， 


6)]8(9)， 所 谓 在 0 处 "原子 的 "， 是 指 det[n(t,0) 一 n(t， 


0-)] 冯 0. 若 品 为 非 线性 的 , 则 条 件 加 之 于 Doy( 弗 雷 歇 导 
数 )。 对 (5) 的 基本 理论 与 稳定 性 理论 已 有 一 系列 结果 。 
参考 书目 
J. Hale. Theory of Functional Differentiol Equations, 
Springer-Verlag, New York. 1977. 
《〈 郑 祖 麻 ) 


fonchou 
范畴 〈category) 。 从 数学 的 各 个 领域 中 概括 出 来 
的 一 种 高 度 抽象 的 数学 系统 。 数 学 的 各 个 领域 都 有 各 自 
的 研究 对 象 。 例 如 ,集合 论 研究 集合 与 映射 群 论 研究 群 
与 群 同 态 ;拓扑 学 研究 拓扑 空间 与 连续 映射 ;等 等 。 在 20 
世纪 中 期 ， 数 学 家 们 认为 有 必要 将 各 个 领域 中 的 研究 对 
象 各 自 合 在 一 起 成 为 一 个 总 体 ， 使 之 各 个 总 体 都 是 一 种 
数学 系统 。 这 就 是 范畴 思想 ,于 是 ,所 有 的 集合 与 映射 组 
成 集合 的 范畴 5; 所 有 的 群 与 群 同 态 组 成 群 的 范畴 G; 所 
有 的 拓扑 空间 与 连续 映射 组 成 拓扑 空间 的 范畴 7; 等 等 。 
此 外 ,在 范畴 与 范畴 之 间 往 往 存在 着 内 在 的 联系 与 变换 。 
例如 ， 任 一 个 群 G 都 可 以 通过 交换 化 手续 而 变 成 一 个 交 
换 群 (以 C(G) 表 示 G 的 换 位 子 群 ， 则 G/C(G) 是 一 个 变 
换 群 )， 因 此 交换 化 手续 就 把 群 范畴 变 成 交换 群 的 范畴 
AG。 这 种 内 在 的 联系 与 变换 , 提供 了 所 谓 函 子 的 概念 。 

范畴 与 函 子 的 理论 是 由 美国 数学 家 S. 文 伦 伯 格 与 
S. 麦克 莱恩 于 1945 年 正式 提出 的 。 这 理论 一 经 提出 就 
受到 普遍 的 重视 而 迅速 发 展 , 不 断 深 入 , 且 为 数学 家 们 引 
进 到 数学 的 许多 分 支 中 。 例 如 , R. 戈 德 门 特 于 1958 年 引 
进 到 拓扑 学 中 ; C. 埃 雷 斯 曼 于 1958 年 引进 到 微分 几何 
学 中 +A. 格 罗 腾 迪 克 , 丁 迪 厄 多 内 于 1960 年 引进 到 代数 几 
何 中 ;等 等 。 事 实 上 ,在 数学 的 许多 分 支 中 都 有 范畴 与 函 
子 理论 的 重要 应 用 与 反映 。 

定义 和 例子 ”范畴 的 定义 是 对 集合 范畴 S、 群 范畴 
G. 拓 扑 空间 的 范畴 nT 的 一 些 共同 性 质 的 归纳 。 

一 个 范畴 C, 是 由 以 下 的 三 种 成 员 组 成 的 ， 

C1 一 类 对 象 A,B,C,…。 

C2 对 每 两 个 对 象 (相同 或 相 异 )A 与 B, 有 一 个 集 
合 C(A，B) 与 之 对 应 ，C(4，B) 中 元 素 " 称 为 态 射 
(morphism), A 是 0 的 定义 域 ,B 是 "的 变 区 。 

C3 一 种 乘法 ,使 得 当 "EC(4,B),rEC(B,C) 时 ， 
乘积 rrEC(4A,C)。 它 们 都 应 该 服从 以 下 的 三 条 公理 ， 

Al 除非 4=4' 而 且 B=B',C(4,B)nC(4',B') 
总 是 空 集 。 

A2 在 cEC(4,B),rEC(B,C),pEC(C,D) 时 ,总 
有 结合 律 (pr)r=p(ro)。 

A 3 对 任何 4, 必 有 一 个 14EC(4, A) 称 为 恒 等 态 
射 ,使 得 对 任何 cEC(4,B), 恒 有 cl4=c= lac。 

对 于 rEC(A,B), 若 有 o'EC(B,A), 使 00'=1s, 而 
且 o'o=14, 则 0 称 为 一 个 同 构 态 射 , 这 时 A 与 B 称 为 同 
构 的 。 同 构 显 然 是 一 种 等 价 关系 ,所 以 , 同 构 的 对 象 称 为 
本 质 相等 的 。 

例如 ， 在 范畴 S 中 ， 对 象 类 是 所 有 的 集合 之 类 ,而 
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S(4, B) 是 四 集合 4 到 于 的 所 有 映射 之 集 ， 在 "ES(4， 
B), s€S(B,C), a€ A 时 , (ro)(a)=r(o(a))EC, 即 
roES(A,C)。 在 范畴 AG 中 ,对 象 是 交换 群 , AG(A,B) 
是 由 交换 群 4 到 了 的 所 有 群 同 态 之 集 。 再 若 以 所 有 的 自 
由 交换 群 之 类 为 对 象 类 , 以 群 同 态 为 态 射 , 则 得 自由 交换 
群 的 范畴 AFG。 从 这 些 例子 看 来 , 范畴 中 的 态 射 可 以 是 
映射 ,甚至 可 以 是 同 态 (因而 称 之 为 态 射 ) ,但 是 ,一 般 地 ， 
一 个 范畴 的 态 射 却 可 以 根本 不 是 映射 。 例 如 : @ 取 为 
自然 数 集 。 若 olb, 则 定义 NCa,b) 为 一 个 单元 集合 ,其 唯 
一 的 元 素 是 一 个 符号 98, 并 令 9s98=98; 若 4+b, 则 N(a， 
b) 为 空 集 。 于 是 ，N 是 一 个 以 所 有 的 自然 数 为 对 象 ， 以 
N(a,b) 为 态 射 集 的 范畴 。@@ 取 RR 为 全 体 实数 的 集合 .在 
4<b 时 ， 令 R(a,b) 是 一 个 以 符号 内 为 唯一 元 素 的 单元 
合 ; 否则 让 R(a, b) 为 空 集 。 则 全 体 实数 连同 所 有 的 
R(a, b) 是 一 个 范畴。 加 若 范畴 C 只 有 一 个 对 象 M， 则 
C4M,M) 就 是 一 个 么 半 群 ( 即 有 单位 元 的 半 群 ), 而 ly 是 
这 个 么 半 群 的 单位 元 。 
交换 图 ”任意 范畴 C 中 的 每 一 个 6EC(A, B) 都 可 


用 一 个 箭头 来 表示 成 ": 4->B, 或 4 一 >B,A 是 0 的 源 ， 
B 是 "的 破 , 用 箭头 的 记号 ,所 以 态 射 又 可 称 之 为 箭头 。 态 
射 与 态 射 之 间 的 关系 往往 可 以 用 交换 图 来 表示 ,例如 : 

o 


eh 有 且 C 4. h 
od ti 
a b ¢ 
在 已 声明 可 交换 的 条 件 下 依次 表示 p=roypa=p(T0)= 
po= (pr)o 与 习 0， 使 po=*。 交 换 图 中 的 虚 箭 头 常用 
来 代表 未 知 的 或 待定 的 态 射 。 

污 性 质 ” 它 是 一 种 非常 重要 的 范畴 概念 ， 常 被 用 来 
提出 或 构造 出 许多 新 的 概念 。 例 如 ， 设 了 是 一 个 非 空 集 
合 ,对 每 一 个 ET 取 一 个 集合 4x, 于 是 , 由 集合 论 , 所 有 
这 些 A 之 积 A=IIA， 也 是 一 个 集合 , 它 是 由 所 有 如 4~ 


{layE 4sXET} 这 样 的 集合 所 组 成 的 。 但 是 这 种 积 的 
定义 却 无 法 照样 引用 于 一 般 的 范畴 ， 因 为 在 一 般 的 范畴 
中 并 不 要 求 其 对 象 是 集合 , 更 未 要 求 有 “ac 4" 这 样 的 概 
念 。 因 此 ,车 要 想 将 积 的 概念 引用 于 一 般 的 范畴 , 则 必须 
应 用 范畴 的 语言 。 首 先 注意 到 ,车 A~ I[Aw 则 对 每 一 个 
AET, 都 有 ILh:A->4， 使 当 a= {ax} 时 x(a)=04, 而 且 
对 任何 集合 了 与 0:B>A%, 必 能 找到 唯一 的 人 :BA4, 使 
对 任何 XET， 恒 有 IUf=o， 这 只 要 让 f(b)= {ob)| 
XET} 即 可 。 这 个 性 质 可 用 来 作为 一 般 的 范畴 中 一 集 对 
象 的 积 的 定义 ,范畴 C 中 一 集 对 象 {4s|XET) 的 积 IIA% 
是 一 个 对 象 A 及 一 集 态 身 
{IIxEC(4, 4)IXET), 它 | 

n 


对 任何 对 象 B 及 任何 态 射 
04:B>A 便 有 了 唯一 的 f:B 习 
4 使 If=cx*YVAET， 使 有 
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交换 图 (如 图 )。 这 里 的 “对 任何 态 射 o4, 恒 有 唯一 的 人 ,使 
有 交换 图 "一 语 ,就 是 泛 性 质 的 意义 。 

按照 这 个 定义 ,在 前 面 的 例 @ 的 范畴 NN 中 ,n 个 自然 
数 q, 92，…, 0 的 积 (这 里 是 指 范 畴 和 N 中 这 个 对 象 的 
积 ) 是 它们 的 最 大 公 因 数 。 在 例 @ 的 范畴 R 中 ， 实 数 集 
{6} 的 积 是 这 个 集 的 下 确 界 。 

在 任意 的 范畴 C 中 ， 如 果 一 集 对 象 {4,} 有 积 (4， 
I) 一 本 44， 那么 它们 只 能 有 一 个 积 (在 同 构 的 范围 内 )， 


由 泛 性 质 所 定义 的 任何 概念 只 要 存在 ， 都 具有 唯一 性 。 

这 范畴 与 对 偶 原 则 对 于 以 4, B,C,… 为 对 象 的 范 
畴 C， 可 以 作 一 个 新 的 范畴 C"， 它 仍 以 4A, B,C，,… 为 对 
象 ,但 为 了 区 别 起 见 , 在 作为 C* 的 对 象 时 ,A 改写 成 A*， 
再 取 CCho, Bo) 一 C(B,A)， 并 当 weECo(A*，Bo)，reE 
C"(B",C?) 时 ,定义 ro?"= (or)%, 这 样 所 作 的 范畴 C" 称 为 
C 的 逆 范 畴 。 实 际 上 它们 有 相同 的 对 象 ,相同 的 态 射 ,只 
是 把 态 射 的 源 与 四 恰 好 相互 转换 一 下 而 已 。 

若 S 是 一 句 对 任何 范畴 都 有 意义 的 陈述 语 ( 例 如 ,说 
明 一 个 概念 , 提出 一 条 命题 , 肯定 一 个 规律 ,等 等 ), 把 S 
引用 到 范畴 C, 得 到 SC(C), 再 引用 到 C" 得 到 SCC*), 则 
在 把 S(C*) 中 各 态 射 的 浙 与 靶 对 调 后 ， 就 变 成 〈 或 翻译 
成 ) 一 名 可 引用 于 C 的 陈述 语 SXC)。 这 个 SXC) 就 是 
S(C) 的 对 偶 陈述 语 。 如 果 S(C) 是 一 条 命题 ,那么 S%C) 
是 其 对 偶 命题 ， 如 果 S(C) 是 说 明 一 个 概念 , 那么 SC) 
是 说 明 其 对 偶 概 念 ! 如 果 S(C) 是 一 条 对 任何 C 都 已 证 明 
了 的 定理 ,那么 8"(C) 是 其 对 偶 定理 而 且 不 需 再 证 ,这 就 
是 对 偶 原 则 。 例 如 ,在 范畴 C 中 , 若 wir= ar 时 必 有 ci 一 
54s 则 称 为 一 个 满 态 射 ; 若 ri= rps 时 必 有 p41= pa 则 
+ 称 为 一 个 单 态 射 。 于 是 ,在 C" 中 ，?" 是 满 态 射 的 条 件 
为 ; 当 p3 r=p3r* 时 必 有 p4=p3, 把 这 个 条 件 翻译 成 C 
中 的 条 件 ， 就 是 rpi= rp: 时 必然 pi 一 pa, 这 恰好 是 单 态 
射 的 条 件 。 因 此 , 单 态 射 和 满 态 射 是 相互 对 偶 的 概念 。 

用 一 个 交换 图 来 表达 一 句 陈述 语 S 时 ， 只 要 把 这 

个 交换 图 中 所 有 的 箭头 都 调转 方向 ,并 将 " 单 " 改 成 " 满 ， 
“ 满 " 改 成 * 单 "， 这 样 所 得 的 交换 图 就 表达 8 的 对 偶 陈述 
语 S"。 例 如 ， 将 交换 图 中 所 有 箭头 都 调转 方向 ， 就 得 到 
一 集 对 象 (4x| 和 ET 的 上 积 贡 4 的 定义 :一 集 对 象 L4} 


的 上 积 是 一 个 对 象 C 与 一 集 态 射 0%:4x~C, 使 有 泛 性 质 ， 
即 ， 对 任何 :As>D, 恒 有 四 
唯一 的 g:C3D 使 gn 一 rh， 
vAET。 不 难 证 明 , 在 范畴 ee ' 
S 中 ,一 些 集合 hxXET) 的 7 
和 集 如 Ax( 把 A 都 看 成 两 a 
两 不 相交 的 集合 ,再 取 其 并 集 ) 就 是 诸 A 的 上 积 。 

核 与 上 核 是 另 一 对 非常 重要 的 对 偶 概念 。 在 定义 一 
个 态 射 的 核 以 前 , 先 需 定义 零 对 象 与 零 态 射 若 对 于 任何 
对 象 4 与 了 集合 C(4,0) 与 C(0, B) 都 是 单元 集合 , 则 0 
称 为 范畴 C 中 的 零 对 象 (因此 用 "0" 这 个 记号 )， 而 C(4， 
0) 与 C(0,B) 中 的 唯一 元 素 分 别 记 为 044 与 0ua， 把 040、 


0 以 及 它们 的 乘积 nua0s= 04a 都 称 为 零 态 射 ， 也 用 
“0" 这 个 记号 来 表示 。 例 如 在 群 范畴 G 中 , 零 对 象 是 只 含 
一 个 元 素 的 群 ,而 当 G 与 匡 是 两 个 群 时 ,0es 是 由 G 映 射 
成 H 的 单位 元 的 同 态 。 

用 泛 性 质 定义 态 射 EC(A，B) 的 核 。 设 9:C>A， 
使 得 ，@on=0，@ 对 任何 aECCC',A), 只 要 on'=0， 
就 必 有 唯一 的 1fEC(C',C) 使 是 =9'， 则 (Cs) 称 为 态 射 
9 的 核 ， 记 成 Kero=(C,n9)， 有 时 可 把 C 省 去 ,得 9= 
Ker o，, 因 给 定 了 7”?， 其 源 自然 是 确定 的 。 这 个 泛 性 质 可 
由 下 图 表示 。 vc， 


2 
了 

对 偶 地 ， 态 射 "EC(4,B) 的 上 核 Cok e 是 一 个 对 象 
DD 及 态 射 +:B>D, 使 得 :QDxo =0，@ 对 任何 #':B>D'， 
只 要 xw'o=0， 必 有 唯一 的 g:D>D', 使 gf=x ,如 图 。 

2 ~ 
4 8 到 ss 

容易 证 明 , 若 9= Kerc, 则 9 是 单 态 射 。 其 对 偶 定 理 
是 , 若 x= Coko, 则 x 是 满 态 射 。 例 如 ， 在 群 范畴 G 内 ， 
oEG(4,B) 是 由 群 4 到 了 的 一 个 群 同 态 , 其 核 C 是 同 态 " 
的 核 , 9 是 嵌入 映射 ， 若 (D,z)= Cokw, 则 D= B/N, 这 
里 N 是 B 中 包含 Imo 的 最 小 的 正规 子 群 , 而 zx 是 由 也 到 
B/N 的 满 同 态 (Im 表 " 的 像 )。 

加 法 范畴 与 阿 贝尔 范 转 ”假定 范畴 C 有 零 对 象 因 
而 有 和 零 态 射 ， 如 果 ，@ 任 何 有 限 个 对 象 都 有 积 ，@@ 每 一 
个 态 射 集 C(A,B) 都 是 交换 群 ， 并 且 当 o, +EC(A4,B)， 
fEC(C,A),gEC(B,D) 时 ， 有 分 配 律 (o + 5)f=of + 
9(o+r)=go+gr, 那 么 C 称 为 一 个 加 法 范畴 。 

车 C 是 一 个 加 法 范畴 ,而 且 @ 每 一 个 态 射 都 有 核 与 
上 核 ; 回 每 一 个 单 满 ) 态 射 都 是 其 上 核 ( 核 ) 的 核 (上 
核 )，@ 每 一 个 态 射 5 都 可 分 解 成 一 个 单 态 射 9 与 一 个 
满 态 射 = 之 积 yc 一 9z, 则 C 称 为 一 个 阿 贝尔 范畴 。 

交换 群 的 范畴 4G 是 一 个 阿 贝尔 范 畴 。 如 果 A 与 B 
都 是 交换 群 ， 而 0 与 + 都 是 由 A 到 B 的 群 同 态 ， 那 么 在 
40EA 时, 定义 (s+r)(a)=0(a)+rt(4)。 逐条 验证 , 即 知 
AG 满足 阿 贝尔 范畴 的 所 有 条 件 。 自 由 交换 群 所 组 成 的 
范畴 是 一 个 加 法 范畴 ,但 不 是 阿 贝尔 范畴 , 因为 可 以 找到 
单 同 态 不 是 其 上 核 的 核 。 

马子 ”由 范畴 C 到 范畴 C' 的 一 个 函 子 P:C~>C' 是 
一 种 双重 意义 的 对 应 ， 一 方面 , 它 对 C 中 的 每 一 个 对 象 
A 取 C' 中 的 一 个 对 象 F(A) 与 之 对 应 ， 而 另 一 方面 , 对 
于 任何 o€C(A,B) 有 一 个 F(c)EC'(F(4),F(B)) 与 之 
对 应 ,使 F(1D)=1pcw,F(ar)=F(o)F(+)。 从 定义 即 可 看 
出 , 函 子 事实 上 是 范畴 的 同 态 。 例 如, 取 G 为 群 范畴 ,4G 
为 交换 群 的 范畴 ,P 为 交换 化 手续 ， 则 对 任何 群 G,F(G) 
是 一 个 交换 群 ,同时 ,任何 群 同 态 o:G1->G, 必 将 G 的 换 
位 子 群 C(G:) 的 元 素 变 成 C(G:) 中 的 元 素 , 所 以 , o 可 引 
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出 G/C(G,) 到 G:/C(G:) 的 一 个 群 同 态 FCc )。 

若 C 与 C' 都 是 加 法 范畴 ， 而 函 子 F:C->C' 给 出 交 
换 群 C(A4,B) 到 交换 群 C'(F(A), F(B)) 的 一 个 同 态 , 则 
了 称 为 加 法 函 子 。 

假定 F 与 P' 都 是 由 C 到 C' 的 函 子 , 若 有 一 个 规则 
所 使 对 C 中 任何 对 象 A4 有 一 个 态 射 iEC'(F (4)， 
FE'(4))， 对 任何 "EC(4，B)( 右 图 ) ， 则 上 称 为 一 个 自 
然 变换 。 自 然 变换 把 了 的 Fr) 一 人 
性 质变 成 F' 的 相应 性 质 。 


Fi(4) 


特别 , 若 对 所 有 的 A.ts 都 。 Fo) 0) 
是 同 构 , 则 F 与 F' 称 为 自 
然 等 价 。 F(a) F'(B) 


对 于 范畴 C 与 C , 若 有 函 子 F:C-C', 与 G:C'->D， 
使 GF 与 C 的 重 等 函 子 ( 即 让 对 象 与 态 射 都 不 变 ) 自然 等 
价 , FG 与 C' 的 恒 等 函 子 自然 等 价 , 则 C 与 C' 是 相互 等 
价 的 范畴 ,等 价 的 范畴 有 相同 的 范畴 性 质 。 

以 上 所 述 的 函 子 严格 地 说 ， 应 该 称 为 共 变 函 子 。 由 
范畴 C 到 范畴 DD 的 逆 范 畴 D* 的 函 子 F:C->D"', 称 为 由 
C 到 呈 的 逆 变 函 子 ， 在 这 样 的 函 子 中 ， 若 vcEC(4,B)， 
则 F(c)ED(F(B),F(4A)), 而 且 F(or)=F(r)P(c)。 举 一 
个 常见 的 例子 ， 在 范畴 S 中 ， 固 定 一 个 集合 C， 对 于 任 


一 集合 4, 定义 F(A)=S(A,C)， 。 
任 取 rES(A,B), 在 JES(B,C) 1 1 
时 ， 定义 F(o)(f)=fz， 如 有 图 ， Mg | 
即 F(o)ES(F(B),F(4))， 所 以 
了 是 S 到 它 自 身 的 一 个 逆 变 函 子 。 s 
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fongcha 
方差 (variance) 表示 随机 变量 与 它 的 数学 期 
望 之 间 的 平均 偏离 程度 的 一 个 量 。 若 随机 变量 XX 有 期 望 
EX, 则 定义 E(X 一 EX): 为 XX 的 方差 , 记 作 varX 或 DX。 
为 了 与 X 的 量 纲 一 致 有 时 也 用 方差 的 平方 根 VvarX 来 
描述 这 种 偏 高 程度 , 称 它 为 标准 差 或 均 方 根 差 。 此 外 , 称 
MvarX/EX 为 变异 系数 。 

方差 的 重要 性 质 有 :常数 看 作 随机 变量 时 ,其 方差 为 
零 ! 反之 ， 方差 为 零 的 随机 变量 以 概率 1 等 于 某 常数 ;对 
任意 常数 4,var(aX) 一 a?var XX， 对 任意 常数 a, varX< 
E(X 一 a)?, 即 当 a 等 于 EX 时 , E(X-a)* 达到 最 小 值 ; 若 
六 与 Y 独 立 , 则 var(X+Y)=varXX+varY。 

车 Z=X+i 为 复 随机 变量 ， 则 定义 Z 的 方差 为 
varZ=E(Z 一 EZ)(Z 一 EZ)=E|Z~EZ|?， 其 中 Z 是 2 的 


共 因 复 值 X- 这。 ( 李 贤 平 ) 
fangcha fenxl 
方差 分 析 (analysis of variance) ”分 析 实 验 


数据 的 一 种 重要 的 数理 统计 学 方法 。 其 要 虽 是 对 样本 观 
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方 


测 值 的 总 变 差 平方 和 进行 适当 的 分 解 ， 以 判明 实验 中 各 
因素 影响 的 有 无 及 其 大 小 。 这 是 由 R. A. 费 希 尔 1923 年 
首创 的 。 设 Yi,z:，…,Zo 为 n 个 观测 值 ,7 为 平均 值 , 称 


六 9.— 台 :为 Y ,Yas…sY 的 变 差 平方 和 ,简称 总 平方 


和 , 它 反映 观测 值 在 平均 值 上 下 该 动 的 大 小 . 当 观 测 信 受 
到 多 种 因素 的 影响 时 ,每 一 因素 都 对 平方 和 的 值 有 影响 ， 
若 能 从 平方 和 中 分 解 出 反映 某 一 因素 影响 的 那 一 部 分 
(也 用 平方 和 的 形式 表示 ) 则 由 这 部 分 的 大 小 就 可 以 推 世 
该 因素 的 影响 是 否 显著 .但 是 ,着 试验 未 经 适当 的 设计 , 则 
所 产生 的 数据 难以 进行 平方 和 分 解 与 相应 的 统计 推断 。 
因此 方差 分 析 和 失 验 设计 是 密切 相关 的 ， 不 同 的 实验 设 
计 相 应 于 不 同 的 方差 分 析 形式 ， 而 方差 分 析 理论 对 实验 
设计 的 选择 又 有 指导 作用 例如 ,进行 一 项 作物 品种 与 肥 
料 的 农业 试验 ， 品 种 和 肥料 就 是 所 考虑 的 两 个 不 同 的 因 
素 ,而 各 因素 的 不 同 取 * 值 ", 称 为 该 因素 的 水 平 。 假 定 有 
a 个 品种 4、…、4u 与 b 种 肥料 BI、…、 Bu 供 选取 , 在 
水 平 hl 和 轧 的 组 合 条 件 下 的 试验 称 为 一 个 处 理 。 在 这 
试验 中 ， 全 痢 可 能 的 处 理 数目 共有 邮 个 ， 即 为 因素 4 
《品种 ) 与 因素 3 肥料 ) 的 各 自 水 平 数 的 科 积 。 设 每 个 处 
理 种 r 块 试验 田 ,以 Yu 记 用 第 i 个 品种 ,第 j 种 肥料 在 
第 上 个 重复 试验 的 地 块 上 所 得 试验 的 亩 产量 ， 对 不 同 的 
(isjik) ,Yun 之 值 各 不 相同 ， 它 的 总 变 差 平方 和 为 SS 一 
乙 岂 加 (yw-Z)x(7 是 全 部 Ywr 的 平均 值 )， 它 反映 


站 
了 品种 、 肥 料 以 及 随机 误差 ( 它 包含 土壤 的 不 均匀 性 等 大 
量 的 不 可 控 因素 ) 的 影响 ,通常 又 称 总 平方 和 。 在 这 种 两 
因素 试验 情况 下 总 平方 和 可 以 分 解 为 四 部 分 

SS 一 SS4 十 SSa 十 SS4a 十 SS (1) 


。 二 
式 中 SS4br 加 (7 一 5 SSa=arD (YY 


SS/s=7 之 YoY SS,=>) 


1 
《Yuw 一 Yu.》* ,而 Y… 为 固定 i 对 一 切 jk 求 Yws 的 平均 
值 ,Y. 与 Yy 有 类 似 的 含义 。SS4 和 SSs 分 别 反 映 因素 
A 和 了 B 各 自 对 SSz 的 贡献 ， 分 别称 为 因素 A 和 B 的 主 效 
应 平方 和 。,SS4z 反映 由 因素 A、B 的 相互 影响 而 对 SSz 的 
贡献 , 称 为 A.B 的 交互 效应 平方 和 。SS, 反映 随机 误差 的 
影响 ,通常 称 误差 平方 和 。 每 项 平方 和 都 对 应 着 一 个 “ 自 
由 度 ”, 就 上 例 而 言 ,SS4、SSs、SS4s、SS, 的 自由 度 分 别 为 
4a-1.b-1、(4a 一 1)(b 一 1) 和 ab(r 一 1)。 分 别 记 之 为 f4、 
加 Jus 各。 总 平方 和 SSz 的 自由 度 如 定义 为 总 的 观测 
次 数 减 去 1, 即 or 一 1, 它 恰 


因素 效应 的 大 小 ， 用 它 的 均 方 与 误差 均 方 的 比值 ( 记 
为 的 大 小 来 衡量 ,例如 ,Fs=MS4/MS,, 反映 因素 A 的 
主 效应 对 亩 产 的 影响 ; Fa=MSs/MS, 反映 因素 了 的 主 效 
应 对 亩 产 的 影响 ; F4aMS4s/MS, 则 反映 和 与 了 交互 效 
应 对 亩 产 的 影响 。 综 上 结果 ， 可 以 列 成 一 个 方差 分 析 表 
(下 表 )。 
前 述 例子 的 模型 可 写 为 
Yun=4+ + By+ yy t+ eyss 
式 中 i=1,…，43j=1,…,b; k=1,…s734 称 总 平均 ; qh、 
By 分 别称 品种 (有 A) 与 肥料 (B) 的 主 效应 , yw 称 A、B 的 交 


互 效应 ,并 且 满足 约束 条 件 , 六 4 一 汶 局 =0; 六 =0 
和 1 由 为 roi= Lvaueur 是 随机 误差 .这 是 一 


个 以 hawBy 及 yy(i=1,…s44j=1,…,b) 为 参数 的 线性 
模型 ( 见 线性 统计 模型 )。“ 品 种 无 主 效应 "这 个 假设 ， 可 
表 为 H4:m= 0,i=1,，…a, 这 是 一 个 线性 假设 。 在 随机 
误差 sws 独立 、 等 方差 及 正 态 假定 下 ,可 用 似 然 比 ( 见 仆 
设 检验 ) 方 法 检验 这 个 假设 ,所 得 检验 统计 量 正 是 上 表 中 
的 F4=MS4/M5,, 它 是 自由 度 为 f4 与 1f, 的 F 统 计量 ,类 
似 地 可 检验 Ha:By=0, j=1,…,b 和 Hap:Ywy=0,i= 
1 jb 

在 检验 假设 被 拒绝 后 ， 就 有 估计 效应 及 对 之 排序 等 
问题 ， 解 决 这 种 问题 的 工具 是 线性 模型 的 估计 理论 以 及 
多 重 比较 的 方法 。 

上 例 是 一 个 典型 的 两 种 方式 分 组 的 方差 分 析 问 题 ， 
所 谓 " 两 种 方式 " 即 指 按 品 种 和 肥料 两 个 因素 将 试验 数据 
分 成 咖 组。 一 般 地 有 多 种 方式 分 组 问题 上 例 中 涉及 的 
品种 等 都 是 特定 的 ， 因 此 模型 (3) 中 的 效应 看 参 
数 ， 故 称 固定 效应 模型 。 如 果 讨 论 “ 品 种 对 产量 的 影响 ” 
这 种 抽象 形式 的 问题 ,这 时 设想 有 一 个 无 限 品 种 的 集合 ， 
试验 中 所 涉及 的 4 个 品种 ， 只 是 作为 全 体 品种 的 代表 从 
品种 集合 中 随机 抽出 的 ,这 时 模型 (3) 中 效应 不 能 看 成 一 
个 参数 而 应 看 作 随机 变量 。 若 所 有 效应 均 为 随机 变量 , 则 
称 随机 效应 模型 若 模型 中 兼 有 固定 和 随机 两 种 效应 , 则 
称 混合 效应 模型 。 一 般 ， 随 机 效应 模型 的 方差 分 析 在 形 
式 上 与 固定 效应 大 体 一 致 ， 但 在 作 卫 检验 ( 见 假设 检验 ) 
时 有 一 些 差别 。 

方差 分 析 的 思想 也 用 于 回归 分 析 的 假设 检验 。 若 在 
方差 分 析 模型 中 有 未 加 控制 的 系统 性 因素 出 现 ， 则 得 到 
协 方差 分 析 模型 。 如 上 例 ， 根 据 在 生长 期 间 各 试验 地 块 
虫害 的 轻重 程度 , 施用 不 同 量 的 农药 , 记 X 为 农药 用 量 ， 


(3) 


好 是 亿 ,f3,f4s 和 所 之 和 , 即 。 方差 来 源 | 平和 | 自由 度 均 方 天 什 
有 类 似 于 (1) 的 分 解 式 晶 种 (4A) S54 | fs-o-1 | Ms4 | Pi-MSwMS。 
fr=f4t+fst+f4s+fo。 肥料 (B) SSa | fs=b-1 MSs | Fas=MSs/MS。 
(2) 交互 效应 (4B) | SSua | fas=(o-D)(6-D) | MS4 | Fas—MS4a/MS, 
平方 和 除 以 各 自 的 自由 度 。 误差 (o) ss, | frobr-D | Ms, | 
称 为 均 方 ， 记 为 MS， 例 如 。 总 和 (7 区 | | 


MS4=SS4/(a 一 1), 等 等 , 诸 
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i st ee 


它 可 能 是 影响 产量 的 系统 因素 ,如 模型 中 不 加 考虑 , 必 将 
降低 分 析 精度 。 考 虑 的 方法 是 在 模型 (3) 中 加 进 一 项 反 
了 映 该 因素 影响 的 量 3Xw, 即 
Yin= + ot Bt yy t+ Xt Ens 
式 中 Xuu 为 第 i 个 品种 、 第 j 种 肥料 、 第 大 个 重复 地 块 
上 的 使 用 农药 量 。 3 为 待 估 的 回归 系数 。 上 述 模型 仍 是 一 
个 线性 模型 ， 只 不 过 模型 中 有 连续 取 值 的 回归 变量 X 和 
离散 取 值 的 方差 变量 4 和 B。 因 此 ， 协 方差 分 析 可 看 成 
回归 分 析 与 方差 分 析 的 结合 。 
参考 书目 

H. Scheffe, The Analysis of Varionce, John Wiley & 

Sons, New York, 1959. 
《项 可 风 ) 

fangxiong daoshu 
方向 导数 〈directional derivative) 一 个 多 
元 函数 在 一 点 处 某 个 射线 方向 上 变化 时 对 于 距离 的 变化 
率 。 例 如 三 元 函数 w=f(x,y,z) 在 一 点 (x,y,z) 处 ,在 给 
定 方向 角 (a,B,Y) 的 方向 n 上 的 方向 导数 是 

Bu _ limf(X+reosayy + reosB,2+7cosy) —f(x,Y,2) 

Ey F . 

如 果 在 这 变化 率 中 同时 考虑 到 指向 恰好 相反 的 那 条 

射线 ,并 令 其 中 的 距离 带 上 负 号 , 那 就 得 到 对 称 的 方向 导 
数 。 这 样 对 称 化 了 的 方向 导数 在 各 个 坐标 轴 方 向 上 便 与 
一 般 的 偏 导数 一 致 。 而 且 , 在 后 者 都 连续 的 前 提 下 ,可 以 
通过 后 者 来 表示 ;如 在 上 例 中 便 有 


du _ i a a 
好 = s+ 本 0s B+ COSY 
( 冷 生 明 ) 


fongshe blonhuon 
仿 射 变换 (affine transformations) 仿 射 平 
面 (或 空间 ) 到 自身 的 一 类 变换 ， 最 重要 的 性 质 是 保持 点 
的 共 线 性 (或 共 面 性 ) 以 及 保持 直线 的 平行 性 。 作 为 最 党 
见 的 例子 ,首先 引进 两 平面 间 的 平行 投影 , 设 已 知 两 平面 
* 与 *'， d 是 与 两 平面 都 不 平行 的 向 量 , 过 平面 x 上 各 点 
4A、B.C、… 分 别 作 与 4 平行 的 直线 交 *' 于 A'、B'C'、… 
于 是 * 与 #' 各 点 间 存在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 这 项 对 应 
关系 叫做 = 到 =' 的 平行 投影 。A 与 4', B 与 B', C 与 
C"… 为 平行 投影 下 的 对 应 点 ， 显 见 平行 投影 与 aG 有 关 。 
两 平面 间 的 平行 投影 具有 以 下 重要 性 质点 变 点 ;直线 变 
直线 ;点 与 直线 的 结合 关系 不 变 。 共 线 三 点 的 简 比 不 变 ， 
即 多 鳃 角 ,其中 4'、B'、C' 分 别 是 共 线 三 点 A.B.C 
的 对 应 点 , 平面 * 上 的 两 条 平行 线 , 对 应 着 平面 <' 上 的 
两 条 直线 ， 也 是 平行 的 (图 1)。 当 把 < 经 过 一 系列 平行 
投影 ， 最 后 仍 变 到 x 本身 的 一 一 变换 ， 就 是 一 个 仿 射 变 
换 。 在 此 情况 下 ， 上 述 性 质 也 是 保留 的 。 将 平行 投影 的 
概念 加 以 推广 , 即 得 到 下 面 的 重要 概念 

两 平面 间 的 一 一 对 应 ， 如 满足 共 线 三 点 的 对 应 点 仍 
是 共 线 三 点 ; 则 此 一 一 对 应 , 叫 仿 射 对 应 。 如 果 两 平面 重 


合 ,就 叫 平面 到 它 本 身 的 仿 射 变换 。 因 为 仿 射 变 换 之 积 ， 
仍 是 仿 射 变换 ; 任 一 个 仿 射 变换 的 逆 , 仍 是 仿 射 变换 , 故 
平面 内 所 有 仿 射 变换 的 集合 成 群 ( 见 变换 群 )， 叫 做 仿 射 
变换 群 。 它 是 射影 变换 群 的 子 群 。 类 似 地 可 定义 空间 的 
仿 射 变 换 及 仿 射 变换 群 。 


图 1 平行 投影 示意 图 


仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 ”按照 依 变换 群 将 几何 学 分 
类 的 观点 ， 图 形 在 仿 射 变换 群 下 的 不 变性 质 和 不 变 的 量 
叫做 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 。 研 究 图 形 仿 射 性 质 的 几何 
分 支 就 称 为 仿 射 几 何 学 。 例 如 同 素性 (点 变 成 点 ,直线 变 
成 直线 )、 结 合 性 (点 在 线 上 或 直线 通过 点 ) 都 是 基本 的 仿 
射 不 变性 , 简 比 则 是 基本 的 仿 射 不 变量 。 而 且 还 可 推出 ， 
二 直线 的 平行 性 、 平 行 线段 的 比 、 封 闭 图 形 面积 的 比 等 ， 
都 是 在 仿 射 变换 下 不 变 的 。 又 如 关于 二 次 曲线 的 中 心 、 
直径 及 共犯 径 等 ,都 是 平面 仿 射 几何 的 研究 对 象 ,因为 它 
们 都 是 仿 射 性 质 。 

仿 身 坐标 系 见 坐标 系 。 

仿 身 变换 的 代数 表示 “ 设 给 定 平面 上 一 个 仿 射 坐标 
系 (0; et, e:}， 仿 射 变换 将 点 P 变 为 点 P'， 并 将 坐标 系 
{O04 eises) 变 为 坐标 系 (Ofei,e}( 图 2)。 若 令 OBE=el， 
OB =e0E=e:， 0 四 ~e;, 则 ees esei 分 别 为 新 
旧 两 坐标 输 上 的 坐标 向 量 。 设 P,P', e!,e;,0' 在 {Oye， 
es} 下 的 坐标 ,分 别 是 P(X, y)，P'(x',y')， es(Qu50n)， 
(qs04),0"(aiss0), 如 果 要 求 出 与 P' 坐标 间 的 关 
系 。 由 于 仿 射 变换 保持 平行 性 , 故 0'PsP'P, 仍 为 平行 四 
边 形 , 又 由 于 仿 射 变换 保持 简 比 不 变 , 所 以 P' 在 {Oie'， 
4} 下 的 坐标 仍 为 (x,y)。 根 据 向 量 的 加 法 及 向 量 的 坐标 


”i 


0O7 ae 


攻 瑟 x 
图 2 仿 射 变换 示 塌 因 
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表达 , 则 有 ， 
3 
OP’=00°+0'P'=(ane,t+anes)+(xes +yes) 
一 (aisel 十 asez) 十 X(Guaei 十 Galez) 
十 区 Gazel 十 Gazez)， 
又 OP =x'e ty es, 
比较 以 上 二 式 ,得 
en 
Y=0nx+02y+ 0, 
由 于 ei，e3 不 平行 , 故 又 有 
| 
Qa ga 
满足 (2) 的 (1) 式 ， 就 是 仿 射 变换 的 代数 表示 式 。 利 用 仿 
射 变换 的 代数 表示 ， 对 问题 的 解决 将 有 很 大 的 方便 ， 同 
时 也 便于 将 它 推广 到 高 维 空间 。 
参考 书目 

苏 步 青 编 : “高 等 几何 讲义 >， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1964。 

朱德 祥 编 :< 高 等 几何 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1983。 

切 特 维 鲁 欣 著 , 东北 师范 大 学 几何 教研 室 译 :< 射影 几何 ,高 
等 教育 出 版 社 ， 北 京 , 1955。(H. 中 . dernepyxun, I7 poexmue- 
nan teouempun, Van. 6-e. nepepa6or,，y wnenrms, Mockea, 
1953.) 


(1 


|>。 (2) 


《陈绍 蓉 ) 
fongshe Jihexue 


仿 射 几何 学 (affine geometry) 研究 图 形 在 
仿 射 概 的 下 不 变性 质 的 几何 学 分 支 学 科 。 设 V 是 一 个 
维 向 量 空间 ,A 是 一 个 集合 ,其 中 元 素 称 为 点 -如果 对 4 中 
每 两 个 点 P.Q 都 唯一 对 应 着 V 中 的 一 个 向 量 B66EV, 并 
且 这 种 对 应 规则 还 满足 ，(1) P 户 =0(V 中 零 向 量 )，(2) 
任 给 P 点 和 V 中 向 量 a， 总 唯一 存在 点 Q 使 PO=a, (3) 
对 人 中 任意 三 点 P.Q.M, 成 立 肌 = 本 + 6 天 , 则 称 A 
为 一 个 维 仿 射 空间 nm= 2 时 , 称 为 仿 射 平面 。 

在 仿 射 空间 中 取 定 一 点 0， 那么 任意 一 点 P 就 叭 一 
地 与 V 中 的 向 量 D8 对 应 ,OF 称 为 了 点 关于 点 O 的 位 置 
向 量 。 点 O 也 常 称 为 原点 。 因 此 , 取 定 原点 后 , 仿 射 空间 
A 就 与 向 量 空间 V 建 立 起 双方 一 一 的 对 应 。 由 此 ， 就 可 
以 建立 起 仿 射 空间 中 的 仿 射 坐标 系 ( 见 坐 标 条 )。 

对 于 向 量 空 间 V 的 大 维 子 空间 V*(0<k<n) 和 4 中 
点 P， 集 合 4#= {QE AIPGEV*) 称 为 A 的 仿 射 子 空间 ， 
它 是 过 点 P 的 一 个 k 维 仿 射 空间 。 如 果 A4 的 子 集 是 仿 射 
空间 , 必 能 表 为 上 面 形式 。 特别 当 k=1 时 ，, A3 称 为 过 P 
的 直线 ; k=2 时 ， 称 为 平面 ; k=n 一 1 时 ， 称 为 超 平面 

仿 射 空间 中 最 重要 的 变换 是 仿 射 变 接 ， 它 的 特征 是 
将 共 线 的 三 点 变 为 共 线 的 三 点 给 定 仿 射 坐标 系 后 , 仿 身 
变换 有 明确 的 代数 表示 。 仿 射 变换 全 体 构成 的 变换 群 称 
为 仿 射 变换 群 。 仿 射 变换 下 重要 的 不 变性 质 和 不 变量 有 ， 
共 线性 ,平行 性 ,平行 线段 的 长 度 比 等 。 

如 果 在 仿 射 平面 (或 空间 ) 中 引入 无 穷 远 点 ， 并 且 将 
它们 与 原 有 点 不 加 区 别 , 则 就 成 为 射影 平面 (或 空间 )。 在 
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射影 平面 (或 空间 ) 中 指定 一 条 (或 一 个 ) 直 线 K 或 超 平面 
x)， 那 么 射影 变换 群 中 保持 !( 或 z) 不 动 的 变换 就 构成 
一 个 与 仿 射 变换 群 同 构 的 变换 子 群 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 
仿 射 变换 群 就 是 射影 变换 群 的 子 群 ， 而 仿 射 几何 也 就 成 
为 射影 几何 的 子 几何 ( 见 射影 几何 学 )。 

参考 书目 


苏 步 青 编 : “高 等 几何 讲义 *， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1964。 


方 德 植 , 陈 奕 培 编 :< 射 影 几何 "高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,198X。 


(陈绍 蓉 ) 
fangshe weifen jihexue 


仿 射 微分 几何 学 (affine differential geome- 
try) 一 门 古典 的 微分 几何 , 早 在 20 世 纪 20 年 代 初期 
就 已 建成 。 内 容 包括 曲线 和 曲面 的 在 仿 射 变换 群 下 的 不 
变量 、 协 变 图 形 及 其 性 质 。 以 W. J. FE. 布 拉 施 克 为 首 的 
汉堡 学 派 葛 定 了 仿 射 微分 几何 基础 ， 他 们 的 方法 同 射影 
微分 几何 的 富 比 尼 方 法 相 类 似 ， 分 别 使 用 了 自然 方程 和 
基本 微分 形式 , 从 而 导出 空间 曲线 和 曲面 论 的 基本 定理 。 
20 年 代 末 期 的 研究 主要 集中 在 仿 射 曲面 论 的 几何 结构 、 
仿 射 铸 曲 面 与 仿 射 旋转 曲面 论 的 引进 、 仿 射 曲面 论 和 射 
影 曲面 论 间 的 若干 关系 等 三 个 方面 ， 使 这 门 分 科 趋 于 完 
善 。 此 外 , 曲线 和 曲面 的 凸 性 , 也 是 仿 射 不 变 的 性 质 ,对 
于 凸 闭 曲 线 和 凸 闭 曲面 的 部 分 研究 工作 ， 也 属于 微分 几 
何 的 范围 。 

曲面 论 基本 定理 ” 设 (z)= (ziy za %，) 是 三 维 仿 射 
空间 4 的 一 点 的 坐标 ，x=x(4, v) 是 一 个 曲面 8 的 参 
数 表示 。 又 设 普通 曲面 论 的 第 二 基本 形式 为 Ldu*+ 
2Mdudv+Ndw, 那 么 仿 射 曲面 论 的 二 次 基本 形式 是 
Ldw +2Mdudv + Ndv: 


p=Edu+2Fdudv+Gdw= 


式 中 假定 了 LN 一 M* 关 0， 即 S 是 非 可 展 的 解析 曲面 。 
同 射影 曲面 论 一 样 ,还 作出 三 次 基本 形式 
y=Adw+3Bdudv+3Cdudy+ Ddy’, 
式 中 (括号 表示 三 阶 行列 式 ) 


-区 于 re 开罗 


这 两 个 基本 形式 的 系数 必须 满足 一 系列 的 关系 式 ， 
即 所 谓 仿 射 曲 面 论 的 基本 方程 。 于 此 ， 导 出 对 应 的 基本 
定理 :给 定 了 二 微分 形式 9 和 ,并 假设 它们 的 系数 满足 
上 述 的 基本 方程 。 那 么 ,除了 仿 射 变换 外 ,可 以 唯一 地 决 
定 一 个 曲面 ,使 它 的 两 个 基本 形式 是 和 vy。 

仿 射 曲面 论 的 几何 结构 ”一般 的 曲面 在 其 正常 点 也 
必 有 一 个 仿 射 协 变 的 四 次 (三 阶 ) 代 数 锥 面 T,, 它 的 几何 
结构 如 下 : 沿 了 的 每 一 非 主 切线 上 的 方向 作 穆 塔 尔 二 次 
曲面 , 连 P 和 这 二 次 曲面 的 中 心 ,得 到 一 根 直线 1) 当 t 在 
卫 点 变动 时 ,1 的 轨迹 是 一 个 四 次 锥 面 Pi。 它 有 下 列 的 一 
些 重要 性 质 , 它 和 切 平面 相 切 于 二 条 主 切 线 t, t; 它 有 
三 根 尖 点 线 Ci,Ca, Cs， 它 们 的 对 应 切线 是 达 布 切线 山 ， 
daydai 每 二 根 尖 点 线 的 平面 和 切 平面 相交 于 一 条 塞 格雷 


Czuxaxum) 
Ca 


切线 ;CuCa,Cs 的 尖 点 切 平面 相 会 于 曲面 的 仿 射 法 线 "3 
过 CuCa,Cs 和 妇 , ti, n 中 的 任何 两 根 可 作 二 次 锥 面 , 这 
两 根 直线 所 成 的 平面 关于 这 二 次 锥 面 的 极 线 正好 是 剩 下 
的 第 三 根 直线 。 此 外 ， 还 可 证 明 : F, 是 特 兰 森 平面 的 包 
络 。 因 此 ， 通 过 Tri, 可 以 弄 清楚 曲面 的 许多 仿 射 不 变 的 
以 及 射影 不 变 的 图 形 间 的 相互 关系 ， 这 是 一 个 阐明 仿 身 
曲面 微分 几何 性 质 的 重要 的 构图 。 

此 外 ， 为 了 阐明 曲面 的 仿 射 理论 和 射影 理论 间 的 关 
系 ,还 可 提出 如 下 的 问题 ; 求 曲面 2 使 它 的 仿 射 法 线 重 
合 于 某 一 根 规范 直线 Cx， 从 这 个 问题 的 解 可 以 导出 富有 
兴趣 的 几何 图 形 。 

仿 射 铸 曲 面 和 念 射 旋转 曲面 ” 设 5 为 一 个 非 可 展 的 
解析 曲面 。 假 定 从 一 条 定 曲线 C 上 的 任 一 点 4 作 S 的 切 
平面 时 ,其 切 点 的 轨迹 是 一 根 平面 曲线 C4, 而 且 , 当 A 在 
C 上 变动 时 ，C, 的 平面 都 互相 平行 。 那 么 ， 称 8 为 仿 射 
铸 曲 面 。 在 这 种 曲面 上 有 两 族 具备 特殊 意义 的 曲线 ， 即 
“平行 曲线 "和 “子午线 "。 特 别 是 , 当 8 的 仿 射 法 线 落 在 子 
午 线 的 密切 平面 之 上 时 ,S 就 称 仿 射 旋转 面 。 这 种 曲面 有 
许多 特征 ,如 :一 族 达 布 曲线 在 平行 的 一 族 平面 上 ,等 等 。 
在 n 维 仿 射 空间 A" 中 ,同样 也 可 定义 这 两 类 超 曲面 。 

参考 书目 

苏 步 青 著 ;< 仿 射 微分 几何 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1982。 
( 苏 步 青 ) 

felblaozhun- fenx! 

非 标 准 分 析 (non-standard analysis) ”美国 
数学 家 、 逻辑 学 家 A. 鲁 宾 孙 于 1960 年 所 开创 的 一 门 新 
兴 的 数学 学 科 。 和 鲁 宾 孙 利用 现代 数理 逻辑 的 概念 和 方法 
证 明了 实数 结构 尺 可 以 扩张 为 包含 无 穷 小 与 无 穷 大 数 的 
结构 *R， 在 一 定 意义 下 *R 与 RR 具有 相同 的 性 质 。 更 确 
切 地 说 ,他 用 模型 论 的 方法 给 出 了 包括 经 典 数学 分 析 ( 又 
称 分 析 学 ,也 称 标准 分 析 ) 在 内 的 尺 的 完全 理论 的 非 标准 
模型 *R。 它 使 G. W. 菜 布 尼 匡 的 无 穷 小 问题 得 到 圆满 的 
解决 。 狭 义 地 说 ,利用 下 和 * 的 互相 转换 来 研究 数学 分 
析 的 方法 叫做 非 标准 分 析 。 一 般 地 ， 凡 是 对 某 类 数学 对 
象 用 类 似 于 上 述 的 扩张 来 进行 的 研究 都 称 为 非 标准 分 
析 。 现 在 这 种 方法 ( 称 为 非 标准 方法 ) 已 成 功 地 应 用 于 数 
学 的 各 个 分 支 。 

称 如 中 的 元 素 为 超 实数 , 除 包含 普通 实数 外 ， 还 包 
含 无 穷 小 (绝对 值 小 于 任何 正 实数 的 数 )\ 无 穷 大 (绝对 值 
大 于 任何 正 实数 的 数 ) 和 有 限 超 实数 (绝对 值 小 于 某 一 正 
实数 的 数 )。 对 超 实数 和 对 实数 一 样 ， 可 以 施行 加 、 减 、 
乘 、 除 等 运算 ， 而 且 适 合 实数 的 各 种 运算 法 则 (如 加 法 和 
乘法 的 结合 律 与 交换 律 等 ); 还 可 以 按 大 小 硕 序 排列 在 一 
条 几何 直线 上 。 形 象 地 加 以 描述 , 可 如 图 所 示 。 

把 表示 超 实数 系 的 直线 称 为 超 实数 轴 。 超 实数 轴 上 ， 
表示 有 限 超 实数 的 范围 称 为 主星 系 。 此 外 还 有 无 限 多 个 
星系 ,它们 中 的 每 个 点 都 对 应 一 个 无 穷 大 数 ,而 且 每 个 星 
系 中 的 任何 两 个 数 都 相差 一 个 有 限 数 。 普 通 实数 轴 上 的 
每 个 点 ,对 应 超 实数 轴 上 主星 系 上 的 一 个 单子 每 个 单子 


内 的 任何 两 个 超 实 数 之 差 是 一 个 无 穷 小 ， 而 且 这 些 无 穷 
小 具有 无 限 多 个 不 同 的 阶 (层次 )。 就 有 限 数 范围 而 言 , 每 
个 单子 内 怡 包含 一 个 普通 实数 , 称 为 标准 数 , 不 是 普通 实 
数 的 超 实数 称 为 非 标 准 数 。 如 果 两 个 超 实 数 < 与 8 相差 


负 无 穷 大 


有 限 (主星 系 ) 正 无 穷 大 


-2-10 12 a 


超 实 数 轴 


是 一 个 无 穷 小 ,就 称 “无 限 接近 于 B, 记 为 < 一 p。 显 然 ， 
这 是 一 个 等 价 关系 。 因 此 ， 每 个 有 限 超 实数 “无 限 接近 
于 一 个 标准 数 a( 即 sa)。 也 就 是 说 <=a+e, 其 中 s 为 
一 无 穷 小 。a 称 为 < 的 标准 部 分 , 记 为 va 或 sta。 只 有 0 
既是 标准 数 ,又 是 无 穷 小 。 显 然 ,任何 有 限 个 无 穷 小 之 和 
总 是 小 于 1， 就 是 说 超 实 数 域 不 满足 阿 基 米 德 性 质 ( 即 
对 于 任意 的 正 数 4 与 5， 总 存在 着 一 个 自然 数 n， 使 得 
na>b), 

非 标 准 分 析 在 严格 的 数学 基础 上 恢复 了 莱 布 尼 芯 的 
作为 "更 合 于 发 明 家 的 艺术 "的 无 穷 小 方法 。 这 个 方法 无 
论 在 刻画 概念 ,证 明定 理 、 思 考 问题 等 方面 都 显示 出 优越 
性 。 下 面 的 举例 中 用 到 的 函数 *f(x) 是 以 中 的 函数 x) 
在 织 中 的 自然 扩张 ， 区 间 *[w, b] 是 尺 中 的 区 间 [a，b] 
在 *R 中 的 自然 扩张 。 

连续 :函数 x) 在 标准 点 x。 上 连续 , 当 且 仅 当 x 之 x。 
时 ,*f(x) 过 *f(xo)。 

一 致 连续 ， 函数 f(x) 在 《a,b》( 各 种 区 间 ) 上 一 致 连 
续 ， 当 上 且 仅 当 , 若 x' 二 x”,x'、x"E*ka,b), 有 *f(x') 二 
*f(x"), 

导数 : 设 函数 用 x) 在 标准 点 x。 附近 有 定义 ,而 且 如 


果 对 于 zx 的 单 于 内 的 所 有 x 大 ,起 实数 二》 


X—xo 
(x)—*f(xo) 


于 
有 相同 的 标准 部 分 st( 一 “2 二 


-) ,就 称 fx) 在 mm 
处 是 可 导 的 ,而 称 标准 实数 st( “1 ) 为 f(x) 
在 点 xn 处 的 导数 ，, 记 为 

fx)=st( 


积分 : 设 函数 x) 在 区 间 [4,b] 上 是 连续 的 , 它 在 [4， 
5b] 上 的 定 积分 是 


f(x) —*f(xo) ). 


x—xo 
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frewar=st (S sey), 


式 中 必 是 一 任意 无 穷 大 自然 数 ,分 点 =a+ 二 《b 一 a)， 


0<i<o, 

可 以 证 明 ， 以 上 这 些 概念 的 非 标 准 定义 与 相应 的 标 
淮 定 义 是 完全 等 价 的 。 下 面 用 无 穷 小 方法 论证 一 个 熟悉 
的 定理 ， 在 有 限 区 间 [a, b] 上 的 连续 函数 用 x) 是 一 致 连 
续 的 。 设 x' 与 x" 是 [a, b] 上 任意 的 两 个 超 实数 , 且 
xX'zx"。 由 于 *[a,b] 是 有 限 闭 区 间 , 所 以 必 存 在 一 个 标准 
点 XoE€[4,b] 使 得 x' 守 Xo， 又 因为 之 是 一 等 价 关系 ， 因 
此 ，x" 之 x'~x。。 由 f(x) 的 连续 性 知 *j(x') 之 *j(x。)， 
#f(x") fx) fx) f(x"), 

由 此 可 以 看 出 ,用 无 穷 小 方法 ,可 使 许多 概念 的 刻画 
显得 直观 ,简明 , 可 使 定理 的 论证 缩短 。 

在 非 标 准 分 析 中 有 重要 的 转换 原理 ， 每 一 个 关于 民 
可 形式 化 的 命题 对 玉成 立 者 ,经 适当 解释 对 * 开 也 成 
立 ， 反 之 亦 然 。 这 里 ，“ 适 当 解释 "是 指 在 命题 中 出 现 的 
对 象 (如 集合 .关系 、 函 数 等 ) 在 *R 中 都 被 解释 为 相应 的 
内 对 象 。 有 了 这 条 转换 原理 ， 就 可 以 借助 于 标准 分 析 以 
了 解 拉 标准 结构 并 运用 非 标 准 分 析 来 解决 标准 分 析 的 问 
题 。 除 了 转换 原理 外 ， 在 非 标准 分 析 中 还 有 两 条 重要 的 
原理 , 即 理想 化 原理 和 标准 化 原理 。 

在 17 世纪 人 微 可 分 学 的 初创 时 期 ,人 们 就 注意 到 这 门 
学 科 的 基础 问题 ,I 牛顿 和 莱 布 尼 芯 都 曾 使 用 过 无 穷 小 ， 
尤其 是 菜 布 尼 茨 及 其 跟随 者 ， 在 一 阶 和 高 阶 无 穷 小 的 基 
础 上 ,发 展 了 微 积分 理论 ;他 们 完全 允许 引进 无 穷 小 和 无 
穷 大 ,而 且 把 它们 看 做 是 类 似 于 虚数 的 理想 元 素 ,这 些 理 
想 元 素 服从 于 普通 实数 的 定律 。 他 们 所 用 的 记号 ， 在 欧 
洲 大 陆 上 被 广泛 采用 。 这 些 记号 的 优越 性 ， 促 进 了 当时 
微 积 分 理论 在 欧洲 大 陆 上 迅速 发 展 。 因 此 ， 重 宾 孙 把 菜 
布 尼 茨 视 为 非 标准 分 析 的 真正 先驱 者 。 但 是 这 个 理论 却 
存在 着 显著 的 内 在 矛盾 一 一 有 时 把 无 穷 小 看 作 非 零 而 作 
除数 ,有 时 又 把 它 看 作 是 零 而 舍 去 。 局 限于 当时 的 条 件 ， 
这 个 矛盾 一 时 还 不 能 彻底 解决 ,难免 受到 非 难 和 攻击 。 英 
国 的 主观 唯心 主义 哲学 家 B. 贝 克 莱 (1685 一 1753 ) 主 教 在 
1734 年 著 文 攻击 无 穷 小 为 “消失 了 的 量 的 幽灵 "直到 19 
世纪 ， A.-L. 柯 西 .B. 波 尔 查 诺 和 KK. 外 尔 斯 托拉斯 用 极 
限 理论 为 数学 分 析 建立 了 逻辑 上 严谨 的 基础 ， 从 而 促进 
了 数学 分 析 的 大 发 展 。 此 后 ， 无 穷 小 和 无 穷 大 在 分 析 学 
中 就 再 也 没有 地 位 ， 只 剩 下 了 诸如 " 某 变量 趋 于 无 穷 大 " 
这 一 类 的 说 法 而 已 。 极 限 理论 虽然 使 得 数学 分 析 获 得 了 
逐 辑 的 严谨 性 ， 但 是 却 失去 了 无 穷 小 方法 的 简明 性 和 直 
疯 性 。 正 因为 无 穷 小 方法 便于 缩短 论证 ,更 合 于 发 明 家 
的 艺术 ", 所 以 直到 今天 ,许多 物理 学 家 、 经 济 学 家 和 工程 
师 仍 习惯 于 运用 无 穷 小 方法 。 然 而 ， 数 学 家 们 却 认为 在 
数学 分 析 中 作为 数 的 无 穷 小 是 不 存在 的 。 直 到 20 世 纪 60 
年 代 ， 重 宾 孙 运用 数理 逻辑 严谨 地 论证 了 无 穷 小 的 存在 
性 ,圆满 地 解决 了 莱 布 尼 区 的 “无 穷 小 的 矛盾 "的 问题 , 开 
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创 了 非 标准 分 析 。 接 着 W. 卢森堡 用 超 窄 方法 构造 了 非 
标准 模型 ,以 后 又 构造 了 多 饱和 模型 。 此 后 , 非 标准 分 析 
发 展 很 快 , 现在 已 成 功 地 应 用 到 许多 方面 , 如 点 集 、 拓 扑 
学 ,测度 论 、 函 数 空间 、 概率 论 、 微 分 方程 、 代 数 数论 、 流 
体力 学 、 量 子 力学 、 理 论 物理 和 数理 经 济 等 。 非 标准 分 析 
为 具有 众多 的 小 额 贸易 的 商业 市 场 提供 了 一 个 很 好 的 模 
型 。 还 有 ， 它 对 模拟 一 个 在 边界 为 无 穷 大 的 容器 中 的 压 
力 下 进行 气体 的 热力 学 过 程 是 很 有 成 效 的 。 非 标准 分 析 
对 某 些 学 科 中 出 现 的 一 些 困难 问题 已 经 作出 有 益 的 贡 
献 。 例 如 ， 用 非 标准 分 析 方 法 首先 解决 了 几 十 年 未 解决 
的 希 尔 伯 特 空间 上 的 多 项 式 紧 算 子 的 不 变 子 空间 的 存在 
间 题 ;又 如 ,中 国 数学 家 用 非 标准 分 析 方 法 给 出 了 解决 广 
义 函 数 的 乘法 问题 的 一 个 富有 成 效 的 方法 ;再 如 ,法 国 数 
学 家 对 常 微分 方程 的 奇异 摄 动 已 做 出 了 大 量 很 有 意义 的 
成 果 。 还 须 指出 ,除非 标准 分 析 外 ,使 得 无 穷 小 与 无 穷 大 
能 在 分 析 学 中 使 用 的 还 有 种 种 尝试 。 在 这 方面 最 有 成 效 
的 有 了. 劳 格 维 茨 的 无 穷 小 数 和 中 国学 者 提出 的 广义 数 
的 研究 。 
参考 书目 

A. 鲁 宾 还 著 , 申 又 栓 、 王 世 强 , 张 锦 文 等 译 :< 非 标准 分 析 ", 科 
学 出 版 社 , 1980。(A. Robinson, Nonstandard Analysis,，Rev, 
ed., North-Holland, Amsterdam, 1974.) 

K.D. Stroyan and W. A. J. Luxemburg, Introduction to 
the Theory of Infinitesimals, Academic Press, New York, 


1976. 
《 康 多 寿 王 成 堂 ) 


feibiaoozhun moxing 

非 标准 模型 (non-standard model) 简单 
地 说 就 是 与 自然 模型 (或 称 标准 模型 、 期 望 模型 ) 不 同 构 
的 模型 。 设 为 一 阶 语言 ( 见 模型 论 )， 从 原则 上 讲 , 任 
何 由 色 中 的 语句 ( 即 不 含 自由 个 体 变 元 的 公式 ) 组 成 的 
集合 均 可 称 为 语言 上 的 一 阶 理论 (或 称 初等 理论 )。 但 
是 这 样 定义 的 理论 往往 没有 什么 意义 ， 甚 至 可 能 是 矛盾 
的 。 有 意义 的 理论 通常 采用 以 下 两 种 方法 来 定义 ， 先 先 
定 乡 的 一 个 模型 刀 ( 亦 称 名 的 一 个 实现 妇 有 时 也 可 以 
反 过 来 , 先 选 定 刀 ,再 确定 相应 的 语言 多 )。 然 后 ，@ 在 乡 
中 选 出 有 穷 或 无 穷 条 在 以 上 为 真 的 语句 ,组 成 集合 T; 在 
证 明 论 或 元 数学 的 研究 中 ,往往 假定 了 是 递归 的 。 这 样 的 
了 或 其 演绎 闭 包 就 是 模型 也 的 一 个 理论 。 在 证 明 论 或 元 
数学 的 研究 中 往往 希望 了 的 演绎 闭 包 包含 罗 中 一 切 在 
忆 上 为 真 的 语句 ， 亦 即 了 是 完备 的 。 但 这 并 不 是 经 常 都 
能 办 到 的 。 已 知 当 届 为 实数 域 R 时 只 要 在 相应 的 语言 
经 中 适当 地 选择 一 个 递归 的 理论 Tr( 如 实 闭 有 序 域 的 
公理 系统 )， 则 Tvr 就 是 的 一 个 完备 理论 。 但 当众 是 自 
然 数 算术 模型 冬 时 ,由 哥 德 尔 不 完备 性 定理 ， 在 相应 的 
语言 & 中 就 找 不 到 完备 的 递归 理论 , 它 以 多 为 模型 ,在 
后 一 情形 通常 有 熟知 的 皮 亚 诺 公理 系统 PA， 它 由 有 限 
条 刻画 数 “0” 和 求 后 继 数 运算 ",” 的 公理 以 及 加 法 运算 
“+ ”和 乘法 运算 “…" 的 递归 定义 连同 一 条 数学 归纳 公理 
模式 组 成 。PA 当然 也 是 不 完备 的 。@ 令 T=Th(U), 这 


里 Th(M) 表示 由 儿 中 一 切 在 世上 为 真 的 语句 组 成 的 集 
合 。 显 然 ,如 此 定义 的 了 是 完备 的 。 

在 上 述 两 种 情况 下 ， 只 要 模型 由 是 无 穷 的 , 利用 紧 
致 性 定理 , 均 可 找到 相应 理论 了 的 非 标准 模型 , 亦 即 与 包 
不 同 构 的 模型 只 ,使 得 号 也 是 了 的 模型 。 最 先 发 现 这 一 
事实 的 是 A. T, 斯 科 朗 。 早 在 1934 年 斯 科 朗 就 构造 了 完 
备 算术 理论 Th( 妇 ) 的 一 个 非 标准 模型 。 他 采用 的 方法 就 
是 后 来 为 小 罗斯 于 50 年 代 重新 发 现 的 模型 的 超 积 的 特 
殊 情 形 即 超 宕 的 构 作 方法 。 

大 致 说 来 ,在 情形 ,只 要 娄 无 穷 ,总 可 利用 紧 致 性 
定理 造 出 理论 了 的 非 标准 模型 。 在 情形 四， 总 可 以 利用 
超 守 构 作法 求 得 理论 Th( 册 ) 的 一 个 非 标准 模型 ， 而 且 后 
者 是 模型 凡 的 初等 扩充 。 

非 标准 模型 虽然 不 是 人 们 所 期 望 的 ， 但 是 它们 有 时 
却 有 着 非常 重要 的 应 用 。 开 发 理论 的 非 标 准 模型 以 求 得 
对 自然 模型 ( 即 人 们 所 真正 关心 的 模型 ) 的 性 质 的 了 解 或 
对 理论 本 身 性 质 的 了 解 的 学 问 被 十 工 . 贝尔 和 M, 麦克 
弗 称 作 " 非 标准 分 析 "。 举 例如 下 ， 

@ C. 吉尔 - 纳 尔 德 泽 斯 基 在 1952 年 利用 上 述 皮 亚 
诺 算术 理论 PA 的 非 标准 模型 证 明了 PA 不 可 有 穷 公理 
化 ， 亦 即 PA 中 的 数学 归纳 公理 模式 不 能 用 有 限 条 特例 
代替。 

@ A, 鲁 宾 孙 在 1961 年 前 后 利用 上 述 非 标 准 分 析 
方法 开发 完全 理论 Th(R) 的 非 标准 模型 ， 为 古典 数学 分 
析 中 的 "无穷 小 量 "和 "无穷 大 量 "方法 提供 了 坚固 和 严格 
的 基础 ， 甚 至 形成 了 一 门 新 兴 的 学 科 ， 称 为 “ 非 标准 分 
析 ", 更 确切 地 说 应 叫做 " 非 标 准 数学 分 析 "。 

@@ 近年 来 不 少 逻 辑 工作 者 用 算术 的 非 标准 模型 来 
给 出 数学 命题 的 独立 性 ( 即 形式 不 可 判定 性 ) 证 明 ， 其 中 
最 著名 的 是 J. 帕 里 斯 和 工 . 哈 林 顿 。 他 们 利用 皮 亚 诺 算 
术 的 非 标准 模型 证 明了 ， 图 论 中 的 一 个 命题 也 就 是 拉 姆 
齐 定理 的 一 个 加 强 形式 在 皮 亚 诺 算术 中 是 形式 不 可 判定 
的 ， 因 而 给 出 了 哥 德 尔 在 1931 年 得 到 的 著名 的 不 完备 
性 定理 的 一 个 语义 证 明 〈 哥 德尔 本 人 给 出 的 证 明 是 语法 
的 )。 此 外 ， 与 哥 德 尔 给 出 的 人 为 的 不 可 判定 命题 相 比 ， 
帕 里 斯 和 哈 林 上 顿 所 得 的 不 可 判定 命题 是 有 着 深刻 数学 意 
义 的 命题 。 《高 恒 天 ) 
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非 参 数 统计 (nonparametric statistics) 数 
理 统 计 学 的 一 个 分 支 。 如 果 在 一 个 统计 问题 中 ， 其 总 体 
分 布 不 能 用 有 限 个 实 参数 来 刻画 ， 只 能 对 它 作 一 些 诸如 
分 布 连续 \ 有 密度 .具有 某 阶 矩 等 一 般 性 的 假定 ， 则 称 之 
为 非 参数 统计 问题 例如 ,检验 “两 个 总 体 有 相同 分 布 "这 
个 假设 ， 若 假定 两 总 体 的 分 布 分 别 为 正太 分布 N(p4,0?) 
和 RN(wmso?), 则 问题 只 涉及 三 个 实 参数 mm 上 mo, 这 是 参 
数 统计 同 题 。 着 只 假定 两 总 体 的 分 布 为 连续 ， 此 外 一 无 
所 知 ,问题 涉及 的 分 布 不 能 用 有 限 个 实 参数 刻画 , 则 这 是 
非 参 数 统计 问题 。 又 如 ,估计 总 体 分 布 的 期 望 &, 若 假定 总 


非 


体 分 布 为 正 态 N(n,o?), 则 问题 是 参数 性 的 ; 若 只 假定 总 
体 分 布 的 期 望 值 存在 ， 则 问题 是 非 参 数 性 的 。 不 过 参数 
统计 与 非 参 数 统计 之 间 并 没有 泾 油分 明 的 界线 。 有 的 统 
计 间 题 ,从 不 同 的 角度 ,可 以 理解 为 参数 性 的 ,也 可 以 理解 
为 非 参 数 性 的 例如 线性 回归 ( 见 回归 分 析 ) 问 题 , 若 关心 
的 是 估计 回归 系数 , 它 只 是 有 限 个 实 参数 , 因而 可 以 看 成 
是 参数 性 的 。 但 是 ,如 果 对 随机 误差 的 分 布 类 型 没有 作 任 
何 假定 , 则 从 问题 的 总 体 分 布 这 个 角度 看 ,也 可 以 看 成 是 
非 参 数 性 的 。 

重要 的 非 参 数 统 计 方法 ” 秩 方法 是 基于 秩 统 计量 
〈 见 统计 重 ) 的 一 类 重要 的 非 参 数 统计 方法 。 设 有 样本 
XsX:，,…sXwn， 把 它们 由 小 到 大 排列 , 若 X, 在 这 个 次 序 
中 占 第 R, 个 位 置 (最 小 的 占 第 1 个 位 置 )， 则 称 X, 的 秩 
为 Ri(i= 1,2，…sm)。1945 年 F. 威 尔 科 克 森 提出 的 “两 样 
本 秩 和 检验 "是 一 个 有 代表 性 的 例子 。 设 X,, Xa，… Xm 
和 了 Yu Y2,…， Yn 分 别 是 从 分 布 为 F(x) 和 下 (x 一 9) 的 总 
体 中 抽出 的 样本 ，F 连续 但 未 知 ，0 也 未 知 ， 检 验 假 设 
H:6=0, 备 择 假 设 为 6>0( 见 假设 检验 )。 记 Y, 在 混合 
样本 (Xi，Xa，…，Xn， Yi Y:，…，Yn) 中 的 秩 为 Ri， 且 


W= 六 ,为 诸 秩 的 和 , 当 WW>C 时 ,否定 假设 ,这 里 C 


决定 于 检验 的 水 平 。 这 是 一 个 性 能 良好 的 检验 。 秩 方法 
的 一 个 早期 结果 是 C. 斯 皮尔 曼 于 1904 年 提出 的 秩 相 关 
系数 。 设 (Xi，Y0D)，(Xa， YY),…s《Xns Ya) 是 从 二 维 总 体 
(X,Y) 中 抽出 的 样本 ，R, 为 Xi 在 (Xi X,,…， Xs) 中 的 
秩 ,@, 为 Y, 在 (Yi,Y:，…Yn) 中 的 秩 , 定 义 秩 相关 系数 为 
《Rss @,) (i=1, 2，…， 9) 的 通常 的 相关 系数 ( 见 相关 分 
析 )。 它 可 以 作为 X、Y 之 间 相 关 程 度 的 度量 , 也 可 用 于 检 
验 关于 X.Y 独立 性 的 假设 。 

次 序 统计 量 和 忆 统 计量 在 非 参 数 统计 中 也 有 重要 应 
用 。 前 者 可 用 于 估计 总 体 分 布 的 分 位 数 ( 见 概率 分 布 ) 检 
验 两 总 体 有 相同 的 分 布 及 构造 连续 总 体 分 布 的 容忍 限 和 
容忍 区 间 ( 见 区 间 估计 ) 等 。 后 者 主要 用 于 构造 总 体 分 布 
的 数字 特征 的 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 ( 见 点 估计 ) 及 基于 
这 种 估计 的 假设 检验 。 

苏联 数学 家 A. H. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 B. HH. 斯 米尔 诺 
夫 在 20 世纪 30 年 代 的 工作 开辟 了 非 参 数 统计 的 一 个 方 
面 ,他们 的 方法 基于 样本 Xi， X:，…， Xe 的 经 验 分 布 函 数 
Fa(x) ( 见 样本 )。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 考察 Fn(x) 与 理论 分 布 
F(x) 的 最 大 偏差 4,, 当 4 超过 一 定 限度 时 ,否定 这 个 理论 
分 布 F(x)。 这 就 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 。 斯 米尔 诺 夫 则 考 
察 由 两 个 分 布 为 F(x) 和 G(x) 的 总 体 中 抽出 的 样本 Xi， 
Xs，…sXm 和 了 li，Ya，…，Yn 计 算 其 经 验 分 布 Fn(x) 和 
Gu(z) 的 最 大 偏差 hmms 当 hwn 超过 一 定 限度 时 ， 否 定 “F 
与 G 相 等 "这 个 假设 。 这 就 是 斯 米尔 诺 夫 检验 。 

在 非 参 数 性 估计 方面 ,有 关于 估计 分 布 的 对 称 中 心 、 
概率 密度 函数 和 回归 函数 等 比较 重要 的 成 果 。 

非 参 数 统计 的 特点 。 非 参 数 统计 问题 中 对 总 体 分 布 
的 假定 要 求 的 条 件 很 宽 ， 因 而 针对 这 种 问题 而 构造 的 非 
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参数 统计 方法 ， 不 致 因为 对 总 体 分 布 的 假定 不 当 而 导致 
重大 错误 ,所 以 它 往往 有 较 好 的 稳健 性 ( 见 稳健 统计 )， 这 
是 一 个 重要 特点 。 但 因为 非 参 数 统计 方法 需要 照顾 范围 
很 广 的 分 布 ,在 某 些 情况 下 会 导致 其 效率 的 降低 。 不 过 ， 
近代 理论 证 明了 :一 些 重要 的 非 参 数 统计 方法 , 当 与 相应 
的 参数 方法 比较 时 ,即使 在 最 有 利于 后 者 的 情况 下 ,效率 
上 的 损失 也 很 小 。 
由 于 非 参数 统计 中 对 分 布 假定 要 求 的 条 件 宽 ， 因 而 
大 样本 理论 ( 见 大 样本 统计 ) 占 据 了 主导 地 位 。 第 二 次 世 
界 大 战 前 , 非 参数 统计 的 大 样本 理论 已 有 了 一 些 结果 ,从 
20 世纪 50 年 代 直到 现代 , 更 有 了 显著 的 进展 ,尤其 是 关 
于 秩 统 计量 与 U 统 计量 的 大 样本 理论 ， 及 基于 这 种 理论 
的 大 样本 非 参 数 方法 ,研究 成 果 很 多 。 
参考 书目 
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Sons, New York, 1980. 
E. L. Lehmann, Nonparametrics: Statistical Method 
Based on Rank, Holden-Day, San Francisco, 1975. 
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非 结 合 代数 (non-associative algebra) 一般 
环 论 中 的 一 个 分 支 ， 与 结合 代数 在 方法 和 内 容 上 都 有 非 
常 密切 的 联系 。 从 结合 代数 的 定义 中 把 乘法 适合 结合 律 
这 一 条 件 删 去 ,就 是 非 结合 代数 的 定义 。 李 代数 . 若 尔 当 
代数 、 交 错 代 数 ， 以 及 李 型 代数 、 若 尔 当 型 代数 都 是 非 结 
合 代数 最 重要 的 类 型 。 非 交换 若 尔 当 代数 、 右 交错 代数 、 
交错 李 代数 、 马尔 采 夫 代数 、 守 结合 代数 则 是 李 代 数 . 交 
错 代 数 或 若 尔 当 代数 的 推广 。 非 结合 代数 中 的 乘法 往往 
满足 某 些 恒等式 。 

李 代数 是 一 种 非 结合 代数 ,其 乘法 满足 恒等式 : 刀 一 
0 和 (xy)z+ (yz)x+ (zx)y=0, 在 一 个 域 下 (特征 非 2) 上 
结合 代数 (4, + ,*) 中 , 将 原来 的 有 结合 律 的 乘法 换 成 
新 引入 的 乘法 x， 


1 
Xxy= (XY)— (yx), (1) 


得 到 的 《4,+，x 就 是 一 个 李 代数 。 由 结合 代数 4 如 此 
得 来 的 李 代数 , 记 作 A-。 

若 尔 当代 数 是 20 世纪 30 年 代 P. 若 尔 当 、J. 冯 . 诺 
伊 蝎 和 EE. 威 格 纳 等 人 ， 在 研究 量子 力学 的 基础 时 引用 
的 一 种 非 结合 代数 。 在 描述 量子 力学 基础 时 涉及 结合 代 
数 (4,+，">( 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 代数 ) 中 , 将 原来 的 有 
结合 律 的 乘法 * 换 成 新 的 乘法 。， 

oy yy (2) 
就 得 到 非 结合 代数 《A, + ,。>， 其 中 乘法 。 满 足 伍 等 式 
xoy=yex 和 Xio(yox)=(Xxtoy)oXx， 这 里 妇 = zezi 后 来 ， 
就 把 满足 这 两 个 恒等式 的 代数 称 为 若 尔 当 代数 ， 并 将 如 
此 得 出 的 若 尔 当代 数 记 作 4*。 之 所 以 规定 乘法 。 如 (2)， 
是 因为 考虑 到 ; 若 *.y 都 是 埃 尔 米 特 算 子 , 则 xoy 也 是 
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埃 尔 米 特 算 子 ,但 一 般 说 来 ,x*y 已 不 是 埃 尔 米 特 算 子 。 

李 型 代数 和 若 尔 当 型 代数 的 概念 ， 早 在 20 世纪 40 
年 代 末 期 就 由 A.A. 阿尔 贝 特 提出 来 了 ,但 它 的 重要 性 
还 是 自 70 年 代 以 来 由 于 理论 物理 的 需要 ， 例 如 在 统计 
物理 力学、 原子 物理 中 讨论 无 势 相互 作用 等 ， 才 显示 出 
来 .所 谓 一 个 代数 人 4,+，? 为 李 型 代数 ,是 指 (4,+，x》 
是 李 代数 ,其 中 新 乘法 x 由 (1) 定 义 。 结 合 代数 和 李 代 数 
都 是 李 型 代数 。 所 谓 一 个 代数 《4,+ "为 若 尔 当 型 代 
数 ,是 指 (4,+，。? 是 若 尔 当代 数 , 其 中 新 乘法 。 由 (2) 定 
义 。 结 合 代数 和 交错 代数 都 是 若 尔 当 型 代数 。 

交错 代数 的 产生 是 由 于 推广 数 系 。 令 @ 表 实数 域 
上 四 元 代数 。 它 是 可 除 结合 代数 , 取 其 标准 基 1,i,j,k, 则 
@ 中 元 素 4。 有 唯一 的 表示 式 4=a1t+aitomj+%k， 
wmER。 再 定义 a 的 共 轰 元 为 5= wm] 一 aai 一 四 j 一 wk, 则 
a~>6 是 @ 的 一 个 对 合 ,是 有 oa6= aaER，2+6ER。 所 谓 
@ 的 一 个 对 合 ,是 指 @ 的 反 自 同 构 , 且 其 平方 等 于 恒 等 自 
同 构 。 

仿照 由 复数 作 四 元 数 的 方法 ， 用 四 元 数 来 构造 八 元 
数 即 凯 莱 数 。 令 C 是 一 切 四 元 数 对 (4,b) 的 集合 , 规定 其 
运算 ; (a,b)+(c,d)=(at+c,b+d); a(a,b)=(aa,ab), 
《a,b):(csd)=(ac 一 号,da+be), 这 里 4a,b, c,dEQ,5.d 
分 别 是 cvd 的 共 二 元 ,aE R。 由 直接 验证 可 知 ,C 是 实数 
域 R 上 的 8 维 代数 ,有 单位 元 (1,0)。 它 是 可 除 代数 , 即 对 
于 任意 u,v0EC,u#0, 在 C 中 ux=v 和 xu=v 有 解 。 它 
的 季 法 不 适合 结合 律 ， 却 满 足 恒等式 x?y=x(xy) 和 
yx?= (yx)x。 把 满足 这 两 个 恒等式 的 代数 称 为 交错 代数 。 
凯 莱 代数 是 交错 可 除 代 数 的 一 个 例子 。 结 合 代数 是 交错 
代数 。 刻 画 交错 代数 与 结合 代数 的 接近 程度 的 是 阿 廷 定 
理 ,一 个 代数 A 是 交错 代数 , 当 且 仅 当 其 中 任意 两 个 元 素 
生成 的 子 代数 是 结合 代数 。 

所 谓 短 结合 代数 ， 是 指 一 代数 中 任意 元 素 生 成 的 子 
代数 都 是 结合 代数 。 可 以 证 明 ， 以 上 提 到 的 各 种 类 型 代 
数 都 是 矫 结合 代数 。 

在 非 结合 代数 中 进行 计算 时 ， 某 些 恒等式 具有 很 重 
要 的 作用 ,在 交错 代数 中 有 常用 的 毛 凡 恒 等 式 ,x(yz2y)= 
[C(xy)z]y, (yay)x=yLz(Yyx)], (xy)(2x)=x(Yyz)x, 在 
车 尔 当代 数 中 有 常用 的 恒等式 ， {xyx)*= {x(yx*y)x)， 
zU(xU(y))=2zU(y)U(x)U(y)， 其 中 {xyx}=(xy)z+ 
(yz)x 一 (xz)y, 而 算 子 U(4)=2R3 一 Ras, xR。= xb, 这 里 
的 第 二 个 恒等式 , 常 称 为 麦克 唐 纳 恒等式 。 

非 结合 代数 理论 在 很 大 程度 上 是 沿 着 结合 环 与 结合 
代数 的 发 展 道路 发 展 的 。 结 合 环 与 结合 代数 的 发 展 初期 ， 
大 致 可 分 为 三 个 阶段 有限 维 代数 的 韦 德 伯 思 理论 ,对 右 
理想 适合 极 小 条 件 的 环 的 阿 廷 理论 ， 以 雅 各 布 森 根 和 本 
原 环 理论 为 中 心 的 一 般 环 理论 。 目 前 ， 各 种 非 结合 代数 
都 有 着 不 同 的 发 展 深度 ， 有 些 还 处 于 一 种 相当 于 结合 代 
数 的 韦 德 波 思 理 论 的 阶段 ,例如 马尔 采 夫 代数 ,而 交错 代 
数 和 若 尔 当 代数 的 发 展 最 快 ， 大 致 完成 了 上 述 结合 环 的 
三 个 阶段 。 以 下 是 关于 交错 代数 和 若 尔 当代 数 的 一 些 结 


果 的 简介 。 

推广 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 实数 域 上 有 限 维 交错 可 
除 代数 只 有 实数 域 、 复 数 域 . 四 元 数 代 数 以 及 遍 莱 代 数 等 
四 种 。 它 们 在 实数 域 上 的 维 数 是 1, 2,4,8。 与 此 定理 有 
关 的 一 个 有 趣 问 题 是 : 在 实数 域 中 ,nn 个 平方 数 的 和 乘 以 
nt 个 平方 数 的 和 , 仍 是 个 平方 数 的 和 吗 ? 利用 这 个 定理 
中 的 四 种 代数 以 及 其 中 的 共 辆 元 素 概念 ， 不 难 作出 当 
n=1, 2，4，8 时 确 是 成 立 的 结论 。A. 胡 尔 维 芯 以 及 阿 
尔 贝 特 指出 ,n 只 能 是 1,2,4,8， 从 而 完满 地 解决 了 这 个 
问题 。 

R. 博 特 \J. W, 米尔 诺 和 M. 克拉 尔 应 用 代数 拓扑 工 
具 ,证 明了 一 个 重要 的 定理 ,实数 域 上 有 限 维 ( 非 结合 ) 可 
除 代数 的 维 数 ,只 能 是 1,2,4,8。 

阿尔 贝 特 、R. D. 谢 弗 、A. J. 佩 尼 罗 和 M. 佐 因 等 
人 证 明了 与 有 限 维 结合 代数 的 书 德 伯 轴 定理 相 平行 的 关 
于 交错 代数 和 着 尔 当代 数 的 定理 。 

单 代数 的 分 类 是 有 限 维 代数 研究 中 的 一 个 重要 问 
题 , 设 A 是 城 上 有 限 维 单 代数 ,而 且 是 交错 代数 或 若 尔 
当代 数 ， 此 时 A 必 有 单位 元 1, 定义 C={clcE A, cx= 
xc, c, x, 之 间 的 乘法 适合 结合 律 ，Yx, yE A) 是 A 
的 中 心 。 可 以 证 明 ，C 必 是 一 个 域 。 如 果 C=F, 那么 A 
称 为 上 中 心 单 代数 。 交 错 单 代数 的 品种 不 多 ， 域 上 
有 限 维 中 心 单 代数 ,或 是 结合 代数 ,或 是 F 上 凯 莱 - 迪 克 
森 代数 。 任 意 域 上 的 凯 莱 - 迪 克 森 代数 是 F 上 8 维 代 
数 , 其 定义 与 实数 域 上 凯 莱 代 数 的 定义 类 似 , 它 是 实数 域 
上 遍 莱 代 数 的 推广 , 其 中 也 有 共 二 元 素 的 概念 。E. 克 莱 
因 菲 尔 德 把 上 述 结果 推广 到 任意 交错 环 上 。 

中 心 单 若 尔 当代 数 的 类 型 则 较 多 ， 有 A、 B、C、D、E 
型 。 仅 仅 就 例外 单车 尔 当代 数 (E 型 单 代数 ) 而 论 ， 它 和 
五 个 例外 单 李 代数 类 型 处 于 类 似 的 地 位 。 取 万 为 域 了 上 
的 一 个 遍 莱 -迪克 森 代 数 ，D, 表 上 三 阶 和 矩阵 组 成 的 代 
数 , 任 取 X= (au)ED,, 令 X'= (iu), 即 将 矩阵 入 转 置 ,并 
把 每 一 系数 换 成 其 共 元 元素。 可 知 映射 9:X 一 "是 上 
代数 Ds 的 一 个 对 合 。 令 H(D,)={X|X'=X, XED,)， 
即 H(D,) 是 D, 中 关于 对 合 的 所 有 埃 尔 米 特 元 素 的 全 体 。 


可 以 证 明 ，H(D,) 关于 若 尔 当 乘法 “XoY 一 去 (XY + 


YX)， 作 成 一 个 若 尔 当代 数 。 注 意 到 是 了 上 8 维 交错 
代数 ,还 可 以 证 明 《H(Ds),+ ，*》 是 了 上 中 心 单 代数 ,其 维 
数 是 27, 并 且 是 例外 若 尔 当代 数 。 例 外 单 李 代数 与 凯 莱 - 
迪克 森 代数 也 有 密切 关系 。 所 谓 例外 的 若 尔 当 代数 ， 即 
指 不 是 特殊 的 若 尔 当 代数 。 若 A 是 结合 代数 , 则 A- 是 李 
代数 ,At 是 若 尔 当代 数 。A-(A*)、A-(A*) 的 子 代数 以 
及 与 之 同 构 者 ， 称 为 特殊 李 代数 (特殊 若 尔 当代 数 )。 虽 
然 不 是 每 一 个 李 环 都 是 特殊 的 ,但 是 著名 的 伯 克 霍 夫 - 维 
特定 理 指出 , 域 上 李 代数 都 是 特殊 的 。A. H. 希 尔 绍 夫 的 
定理 又 指出 ， 任 意 具有 两 个 生成 元 的 若 尔 当 代数 ( 环 ) 是 
特殊 的 。 

K, A. 日 弗 拉 科 夫 完整 地 刻画 了 阿 廷 交错 环 。 由 于 


缺乏 适当 的 “ 单 侧 理想 "概念 ， 长 期 未 能 定 出 与 阿 廷 结合 
环 相 平 行 的 阿 廷 - 若 尔 当 环 的 概念 ,D. M. 托 平 引入 二 次 
理想 概念 ，。 如 果 对 若 尔 当 环 有 A 的 子 环 B 的 任意 元 素 b 有 
AU(b)SB， 那么 B 称 为 二 次 理想 。N. 雅 各 布 森 刻画 了 
对 二 次 理想 有 极 小 条 件 的 若 尔 当 环 ， 与 结合 环 中 的 阿 廷 
理论 相 平 行 .利用 算 子 可 可 定义 二 次 若 尔 当 代数 ,K. 麦 克 
里 芒 作 了 许多 贡献 。 结 合 环 的 雅 各 布 森 根 和 莱 维 艾 基 根 
等 在 若 尔 当 环 和 交错 环 中 ， 都 有 相应 的 讨论 。 对 交错 代 
数 和 着 尔 当代 数 都 有 表示 论 的 研究 。 交 错 环 与 若 尔 当 环 
和 投射 平面 有 联系 。 若 尔 当代 数 不 仅 与 李 代数 、 代 数 群 
有 着 联系 ,而 且 对 实 分 析 和 复 分 析 都 有 应 用 。 
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《 刘 绍 学 ) 
fel-Oujilide jihexue 
非 欧 几 里 得 几何 学 (non-Euclidean geometry) 
不 同 于 哆 几 里 得 几何 学 的 几何 体系 ， 简 称 非 软 几何 。 一 
般 是 指 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ( 双 曲 几 何 ) 和 黎 曼 的 椭 贺 几 
何 。 它 们 与 欧 氏 几何 最 主要 的 区 别 在 于 公理 体系 中 采用 
了 不 同 的 平行 公理 。 
历史 济源 及 发 展 非 欧 几何 的 起 源 可 追 滴 到 人 们 对 
欧 几 里 得 平行 公理 的 怀疑 ,从 古 希腊 时 代 到 公元 1800 年 
间 ， 许 多 数学 家 都 尝试 根据 欧 几 里 得 的 其 他 公理 去 证 明 
欧 几 里 得 平行 公理 ,结果 都 归 失 败 。19 世纪 ,德国 数学 家 
C.F. 高 斯 ,俄国 数学 家 H. 苹 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 匈牙利 数 
学 家 了 该 尔 约 等 人 各 自 独立 地 认识 到 这 种 证 明 是 不 可 
能 的 ,也 就 是 说 平行 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 ,并 且 可 以 
用 不 同 的 "平行 公理 " 莹 代 欧 几 里 得 平行 公理 而 建立 非 欧 
几何 学 。 高 斯 关于 非 欧 几何 的 信件 和 笔记 在 他 生前 一 直 
没有 公开 发 表 , 只 是 在 1855 年 他 去 世 后 出 版 时 才 引 起 人 
们 的 注意 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 分 别 在 1830 年 前 后 发 
表 了 他 们 的 关于 非 欧 几何 的 理论 。 在 这 种 新 的 非 欧 几何 
中 ,替代 欧 几 里 得 平行 公理 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平行 公理 : 
在 一 平面 上 ， 过 已 知 直线 外 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 该 直 
线 共 面 而 不 相交 。 由 此 可 以 演绎 出 一 系列 全 新 的 无 矛盾 
的 结论 。 在 这 种 几何 里 ， 三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 。 当 
时 罗 巴 切 夫 斯 基 称 这 种 几何 学 为 虚 几 何 学 ， 后 人 又 称 为 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ,简称 罗氏 几何 ,也 称 双 曲 几何 。 
德国 数学 家 D. 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 著名 的 
《几何 基础 》 一 书 ， 严 密 地 建立 了 欧 几 里 得 几何 的 公理 体 
系 , 它 由 五 组 公理 组 成 ， 即 结合 公理 、 顺序 公理 ,合同 公 
理 、 平 行 公理 及 连续 公理 ( 见 欧 几 里 得 几何 学 )。 由 结合 
公理 、 顺序 公理 、 合同 公理 ,连续 公理 四 组 公理 所 建立 的 
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体系 称 为 绝对 几何 公理 体系 。 绝 对 几何 公理 体系 加 上 罗 
氏 平 行 公理 ， 就 构成 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 公理 系统 。 
绝对 几何 是 欧 氏 几何 与 罗氏 几何 的 公共 部 分 ,也 就 是 说 ， 
绝对 几何 的 全 部 公理 和 定理 在 两 种 几何 里 都 成 立 * 例 如 : 
命题 “任意 一 个 三 角形 内 角 和 不 能 大 于 两 个 直角 ”;“ 在 四 
边 形 PQBA 中 (图 1)， 如 果 边 PQ 上 的 两 个 内 角 都 是 直 
角 (此 时 称 PQBA 为 双 直角 四 边 形 ) 且 边 AP>>BQ, 则 人 A 
二 <B, 反之 亦 然 。" 等 等 , 都 是 绝对 几何 里 的 定理 。 上 述 
后 一 命题 中 的 双 直 角 四 边 形 , 若 两 边 AP 与 BQ 相等 , 则 
称 之 为 萨 开 里 四 边 形 或 等 腰 双 直角 四 边 形 (图 2)， 人 A、 
ZB 称 为 萨 开 里 四 边 形 的 上 底 角 。 于 是 命题 :“ 萨 开 里 四 
边 形 上 底 角 不 能 大 于 直角 ", 也 是 绝对 几何 学 的 定理 。 这 
是 非 软 几何 与 欧 氏 几何 的 共同 点 ,它们 的 不 同 点 ,就 在 于 
平行 公理 不 同 。 

罗氏 平行 公理 它 是 欧 氏 平行 公理 (通过 直线 外 一 
点 只 有 一 直线 与 已 知 直线 共 面 不 交 ) 的 否定 命题 , 即 ," 通 
过 直线 外 的 每 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 已 知 直线 共 面 不 
交 。” 

罗氏 几何 的 主要 内 容 罗氏 几何 里 有 许多 不 同 于 欧 
氏 几何 的 定理 ,例如 ， 

@ 共 面 不 交 的 两 直线 ， 被 第 三 直线 所 截 同 位 角 ( 或 
内 错 角 ) 不 一 定 相等 (图 3)。 

@ 同一 直线 的 垂 线 和 斜 线 不 一 定 相交 (图 3)。 

@ 三 角形 内 角 和 小于 二 直角 。 

@ 两 三 角形 若 有 三 内 角 对 应 相等 , 则 两 三 角形 必 全 
等 ( 即 不 存在 相似 而 不 全 等 的 三 角形 )。 
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图 1 双 直 角 四 边 形 图 2 萨 开 里 四 边 形 


图 4 罗氏 儿 何 定理 @ 
示意 图 
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图 5 罗氏 函数 示意 图 


图 8 有 心 线 此 图 9 分 教 线束 
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国 萨 开 里 四 边 形 上 底 角 小 于 直角 。 这 说 明 在 罗氏 平 
面 上 不 存在 矩形 。 

@ 通过 不 共 线 三 点 不 一 定 能 作 一 贺 。 

@ 三 角形 三 条 高 线 不 一 定 相 交 于 一 点 。 

加 通过 直线 a 外 一 点 B 有 无 穷 多 直线 与 4 共 面 不 
交 , 过 也 有 无 穷 多 直线 与 4 相交 (图 4)。 

过 点 了 作 BC La 于 C 点 , 则 在 BC 的 一 侧 ,在 过 B 与 
a 交 与 不 交 的 两 类 直线 中 存在 一 条 界线 BA, 它 与 不 相 
交 ， 称 之 为 直线 a 沿 BA 方向 的 平行 线 , 记 作 , 在 BA 方 
向 上 ，BA/ a。 在 BC 的 另 一 侧 也 有 : 在 BA 方向 上 ， 
B41 a, 且 过 BB 点 与 4 平行 的 直线 恰 此 两 条 。 称 人 CBA 
为 线段 BC 的 平行 角 , 线 正 BC 为 ZCBA 的 平行 距 或 
指针 。 设 线段 BC 的 长 度 4- xz，ZCBA 的 角度 wa 
(图 5), 则 函数 a=x(zx) 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 函 数 ， 简称 为 
罗氏 函数 。a= x(z) 是 单 值 单调 递 磊 函 数 , 它 可 取 尽 0 到 
也 同 的 一 切 值 ， 所 以 它 是 连续 函数 。 这 个 函数 用 初等 函 
数 表示 出 来 即 是 罗氏 函数 的 解析 表达 式 ，x(z)= 
2arceoter/, 其 中 上 是 一 个 正常 数 。 

@ 在 罗氏 平面 上 两 直线 或 相交 或 沿 某 方向 平行 ,或 
既 不 相交 又 不 沿 任何 方向 平行 ,后 者 情况 下 , 称 为 分 散 线 
或 超 平行 线 。 任 何 两 对 平行 线 可 以 互相 套 合 。 平 行 线 a 
和 b 在 平行 角 的 一 侧 ( 平 行 方向 ) 无 限 地 接近 (图 6), 而 在 
另 一 侧 无 限 地 远离 。 

任何 一 对 分 散 直 线 , 有 唯一 的 公 重 线 (图 7), 且 沿 此 
公 重 线 两 侧 它们 无 限 地 远离 
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图 3 罗氏 几何 定理 示意 图 。 〔 左 :定理 中 ， 右 :定理 @) 
a~4 . 
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图 6 平行 线 在 平行 角 的 图 7 一 对 分 散 直 线 在 共 


一 个 无 展 接近 唯一 公 委 线 两 侧 无 限 远离 
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图 10 平行 线束 图 1 等 倾 制 线 


@ 罗氏 平面 上 下 列 三 种 直线 的 集合 均 称 为 线束 。 

通过 同一 点 0 的 一 切 直线 的 集合 称 为 有 心 线 东 ， 点 
0 称 为 其 中 心 (图 8)。 

垂直 于 同一 直线 w 的 一 切 直线 的 集合 称 为 分 散 线 
束 ,+ 称 其 为 底线 (图 9)。 Vg 

直线 AA' 以 及 平行 此 直线 于 方向 4A 的 一 切 直线 
的 集合 称 为 平行 线束 , AA' 称 为 方向 射线 (图 10)。 

共 面 二 直线 a.b 上 各 取 一 点 4.B, 若 AB 截 制 此 二 直 
线 所 成 的 同 侧 二 内 角 合同 ， 则 线 恨 AB 称 为 a、b 二 直线 
的 等 倾 割 线 , 而 点 A、 了 称 为 .b 的 对 应 点 (图 11)。 线 束 
中 一 直线 上 已 知 点 4 及 A4 在 线束 的 直线 上 的 一 切 对 应 点 
的 集合 是 一 条 连续 曲线 ， 称 为 加 曲线 〈 当 线束 有 中 心 0 
时 ， 点 4 关于 0 的 对 称 点 A' 也 属 此 集合 )。 三 种 线束 对 
应 三 种 加 曲线 ， 有 心 线束 中 一 直线 上 点 4 及 其 对 应 点 组 
成 的 加 曲线 是 以 线束 中 心 
0 为 圆心 , O4 为 半径 的 
圆 , 记 为 OQ(O,04)( 图 12); 
分 散 线束 上 的 点 4 及 其 对 
应 点 所 组 成 的 加 曲线 上 各 
点 到 底线 4 的 距离 相等， 
称 之 为 等 距 线 或 超 圆 ， 记 
作 OT(wA) (图 13); 平 
行 线束 (方向 射线 AA4) 上 

图 12 有 心 线 东 中 直线 的 点 4 及 其 对 应 点 组 成 的 

所 对 应 的 国 加 曲线 是 @(0, 04)。 当 

0 沿 a4' 无 限 远离 4 时 的 极限 位 置 ， 称 之 为 极限 线 或 拟 
圆 , 记 作 OoCAA7,A)( 图 14)。 

@ 空间 二 直线 的 关系 或 是 共 面 ,或 是 异 面 。 共 面 又 
有 相交 ,平行 .分 散 三 种 情况 ; 异 面 即 不 在 同一 平面 上 。 

一 直线 集合 车 包含 两 两 共 面 但 不 全 共 面 的 一 切 直线 
称 之 为 一 个 线 把 或 线 从 。 空 间 线 把 有 三 种 类 型 ， 

通过 同一 点 0 的 一 切 直线 称 有 心 线 把 , 0 为 其 中 心 。 

垂直 于 同一 平面 v 的 一 切 直线 称 分 散 线 把 ，v 为 其 
底面 (图 15)。 

平行 于 同一 直线 于 方向 AA 的 一 切 直线 称 平行 线 
把 ，AAY 为 其 方向 射线 (图 16)。 

在 一 线 把 中 ， 一 直线 上 已 知 点 4 及 A 在 线 把 中 直线 
上 一 切 对 应 点 的 集合 称 为 球 曲 面 ( 当 线 把 有 中 心 时, A 
关于 0 的 对 称 点 A' 也 属 此 集合 )。 线 把 为 有 心 线 把 时 ， 
此 球 曲 面 即 为 以 为 球 心 , 04 为 半径 的 球面 ; 线 把 为 分 
散 线 把 时 ,此 球 曲面 称 为 等 距 曲面 或 超 球面 ; 线 把 为 平行 
线 把 时 ,此 球 曲 面 称 为 极限 曲面 或 拟 球面 

此 外 ,在 罗氏 几何 中 还 可 以 研究 球 曲面 上 的 内 在 (内 
蕴 ) 几 何 。 极 限 曲面 上 的 几何 是 欧 氏 几何 ;等 距 面 上 的 几 
何 是 罗氏 几何 。 

罗氏 几何 里 有 着 与 欧 氏 几何 完全 不 同 的 刻画 三 角形 
边 角 关系 的 正弦 定理 和 余弦 定理 。 例 如 对 于 直角 三 角形 
来 说 ， 如 果 用 4.B.C 表示 三 内 角 , 其 C 是 直角 , 它们 所 
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C's 议 1 
图 13 分 数 线束 一 图 14 平行 线束 一 一 
等 更 线 极限 线 


图 15 分 散 线 把 一 一 
等 不 面 


对 的 边 长 分 别 为 .bc 那么 成 立 如 下 关系 ; 


sinh sinh £ sinA, 


图 16 平行 线 把 一 
极限 面 


sinh bsinh £ sinB, 


tanh Gsinh tanA, 
tanh 2 msinh FtanB, 
cosh 人 -esh Ecosh?, 
tanh 下 =tanh EcosB, 


b c 
tanh 下 一 tanh 天 cos4， 


cosB—cosh 2 sin A, 

cos4= cosh sinB, 

cosh 下 一 cot4.cotB。 
而 对 于 斜 三 角形 ,有 正弦 定理 ， 


sinA _ sinB __sinC 
sinh 拓 sh 下 sinh £ 
以 及 余弦 定理 : 
cosh L ~cosh bcosh © sinh bsinh 全 -cos4， 
cosh 中 -cosh 生 cosh FE —sinh Esinh cosB， 


式 中 下 是 一 个 正常 数 , 表示 了 曲率 半径 ; sinh cosh ,tanh、 
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coth ,分 别 是 双 曲 正弦 、 双 曲 余弦 、 双 曲 正切 、 双 曲 余 切 。 

利用 上 面 这 一 套 三 角 公式 ， 同 样 地 可 以 将 非 欧 平 面 
坐标 化 ,然后 用 解析 方法 来 研究 各 种 非 殉 几何 的 问题 ,这 
就 是 非 欧 解析 几何 学 。 

精 回 几何” 继 罗氏 几何 后 ， 德 国 数学 家 B. 黎 有 曼 在 
1854 年 又 提出 了 既 不 是 欧 氏 几何 又 不 是 罗氏 几何 的 新 的 
非 歇 几何 学 。 这 种 几何 采用 公理 “同一 平面 上 的 任何 两 
直线 一 定 相交 " 代 蔡 欧 几 里 得 平行 公理 ,并 对 欧 氏 几何 中 
其 余 公理 的 一 部 分 作 了 改动 ,在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 
和 大 于 二 直角 。 这 种 非 欧 几 何 学 又 称 椭 贺 几何 ， 它 和 球 
面 几何 学 没有 太 大 的 差别 ， 如 果 把 球面 的 对 顶点 看 成 同 
一 点 ,就 得 到 这 种 几何 学 。 

< 非 欧 几何 的 应 用 及 发 展 ”对 于 非 欧 几何 的 承认 是 在 
其 创造 者 死 后 才 获 得 的 。 意 大 利 数学 家 EE. 贝尔 特 拉 米 在 
1866 年 的 论著 《 非 欧 几何 解释 的 尝试 》 一 文中 , 证 明了 非 
欧 平 面 几何 (局 部 ) 实 现在 普通 欧 氏 空间 里 ,作为 伪 球 面 ， 
即 负 常 数 高 斯 曲率 的 曲面 上 的 内 在 几何 ,这 样 , 非 欧 几何 
的 相 容 性 问题 与 欧 氏 几何 相 容 性 的 事实 就 一 样 清晰 明 
了 。 德 国 数学 家 F. 克 莱 因 在 1871 年 首次 认识 到 从 射影 
几何 中 可 推导 出 度量 几何 ， 并 建立 了 非 欧 平面 几何 ( 整 
体 ) 的 模型 。 这 样 , 非 欧 几 何 相 容 性 问题 就 归结 为 哆 氏 几 
何 的 相 容 性 问题 ， 这 些 结果 最 终 使 非 欧 几 何 获得 了 普遍 
的 承认 。 

非 欧 几何 的 创建 打破 了 欧 氏 几何 的 一 统 天 下 ， 从 根 
本 上 革新 和 拓 广 了 人 们 对 几何 学 观念 的 认识 。 1872 年 ， 
克 莱 因 从 变换 群 的 观点 对 各 种 几何 学 进行 了 分 类 ， 提 出 
著名 的 埃 尔 朗 根 岗 领 ， 这 个 纲领 对 于 几何 学 的 进一步 发 
展 曾经 发 生 重 大 影响 。 

非 欧 几何 的 创建 导致 人 们 对 几何 学 基础 的 深入 研 
究 。 希 尔 伯 特 于 1899 年 建立 了 欧 氏 几何 的 公理 体系 , 继 
几何 学 之 后 ， 数 学 家 们 又 建立 并 研究 了 如 算术 、 数 理 逻 
辑 、 概 率 论 等 一 些 数学 学 科 的 公理 系统 。 这 样 形成 的 公 
理化 方法 已 成 为 现代 数学 的 重要 方法 之 一 。 

非 欧 几何 学 的 创建 不 仅 推广 了 几何 学 观念 ， 而 且 对 
于 物理 学 在 20 世 纪 初 期 所 发 生 的 关于 空间 和 时 间 的 物理 
观念 的 改革 也 起 了 重大 作用 。 非 欧 几 何 学 首先 提出 了 弯 
曲 的 空间 , 它 为 更 广泛 的 黎 曼 几何 的 产生 创造 了 前 提 , 而 
黎 曼 几何 后 来 成 了 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 数学 工具 。 人 A 
爱 因 斯 坦 和 他 后 继 者 在 广义 相对 论 的 基础 上 研究 了 宇宙 
的 结构 。 按 照相 对 论 的 观点 ,宇宙 结构 的 几何 学 不 是 欧 几 
里 得 几何 学 而 是 接近 于 非 欧 几 何 学 。 许 多 人 采用 了 非 欧 
几何 学 作为 宇宙 的 几何 模型 。 

非 欧 几何 学 在 数学 的 一 些 分 支 中 有 着 重要 的 应 用 ， 
它们 互相 渗透 促进 着 各 自 的 发 展 .H. 庞 加 莱 利 用 复 平面 
上 作出 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 模型 证 明了 自 导 函 数 的 基本 
区 域 是 一 些 互相 合同 的 多 边 形 。 这 个 结果 对 于 建立 自 导 
函数 理论 有 重要 的 作用 。 从 一 个 已 知 的 负 常 数 高 斯 曲率 
曲面 出 发 ， 可 以 通过 经 典 的 巴克 伦 德 变换 构造 出 新 的 负 
常数 高 斯 曲率 曲面 ， 这 个 方法 对 于 求解 正弦 戈 登 方程 提 
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供 了 从 一 个 特 解构 造 新 的 特 解 的 有 效 方法 。20 世 纪 70 年 
代 以 来 ， 人 们 又 注意 到 巴克 伦 德 变换 以 及 它 的 各 种 推广 
是 研究 一 大 类 在 物理 上 有 重要 作用 的 非 线性 偏 微 分 方程 


的 重要 工具 。 《 傅 若 男 ) 
feixlonxing fongchengzu shuzhi jiefo 

非 线性 方程 组 数值 解法 (numerical method 
of system of nonlinear equation) nn 个 变 


量 n* 个 方程 (n>1) 的 方程 组 表示 为 
fxsx2s Ta) =0 (i=1,2,,n), (1) 
式 中 下 (XsX，,…sXn) 是 定义 在 n 维 欧 氏 空间 "的 开 域 D 
上 的 实 函 数 。 若 f 中 至 少 有 一 个 非 线性 函数 ， 则 称 (1) 为 
非 线性 方程 组 。 在 Rm 中 记 了 = (zz …， Xn) 一 
《fi 思 ，……， 加 )”, 则 (1) 简 写 为 所 z)= 0。 者 存在 z*ED， 
使 f(z*)=0, 则 称 z* 为 非 线性 方程 组 的 解 。 方 程 组 (1) 
可 能 有 一 个 解 或 多 个 解 ,也 可 能 有 无 穷 多 解 或 无 解 。 对 非 
线性 方程 组 解 的 存在 性 的 研究 远 不 如 线性 方程 组 那样 成 
熟 ， 现 有 的 解法 也 不 象 线性 方程 组 那样 有 效 。 除 极 特殊 
的 方程 外 ,一 般 不 能 用 直接 方法 求 得 精确 解 ,目前 主要 采 
用 选 代 法 求 近 似 解 。 根 据 不 同 思想 构造 收敛 于 解 x* 的 迁 
代 序列 {xz*}(k=0,1,…), 即 可 得 到 求解 非 线性 方程 组 的 
各 种 选 代 法 ,其 中 最 著名 的 是 牛顿 法 。 
竿 顿 法 及 其 变形 牛顿 法 基本 思想 是 将 非 线性 问题 


逐步 线性 化 而 形成 如 下 迭代 程序 ; 
[Ka ko) (2) 
式 中 
f(t) afizb fcr) 
ri 
a 8 8 
[ax fa) aa 
部 ]- 1 x a 
fe) fn) ,fal zt) 
Ez Bx Ox, 


是 也 zt 的 雅 可 比 矩阵 ，z 则 是 方程 (1) 的 解 z+ 的 初始 
近似 。 

这 个 程序 至 少 具有 2 阶 收 人 速度 。 由 工 算 到 zz 
的 步 台 为 ，@ 由 江 算 出 了 x:) 及 [ 2 改天 ]，@ 用 直接 
法 求 线性 方程 组 [全 ?7] Am 一 也 zx) 的 解 Az'; @ 
求 mirt=mr-Azt。 

由 此 看 到 迁 代 一 次 需 计算 上 个 分 量 函 数值 和 吴 个 
分 量 偏 导数 值 ,并 求解 一 次 二 阶 线性 方程 组 。 

为 了 评价 非 线性 方程 组 不 同 选 代 法 的 优 劣 ， 通 常用 
效率 6 一 对 作为 衡量 标准 ， 其中 了 为 雪人 et 
为 每 和 代步 计算 本 数值 刀 及 偏 导数 值 -3 的 总 个 数 (每 
选 代步 中 求 一 交道 的 工作 量 相 同 , 均 不 算 丰 WW 内 )。 效 素 


e 越 大 表示 此 迭代 法 花费 代价 越 小 ,根据 效率 定义 ,牛顿 


法 (2) 的 效率 为 e(ND) 一 二 。 


牛顿 法 有 很 多 变形 , 如 当 江 宇 奇异 或 严重 病态 


时 ,可 引进 阻尼 因子 ) 得 到 胃 尼 牛 李 法 , 妈 


it [2 4%] fo 


(k=0,1,.…), 
式 中 工 是 单位 矩阵 。 牛 顿 法 是 局 部 收敛 方法 ， 因 而 对 初 
始 近 似 x? 限制 较 严 ， 为 放宽 对 z 的 要 求 ， 扩 大 收敛 范 
通常 可 引进 松弛 因子 ww, 得 到 牛顿 下 降 法 ， 


[2 
EC es 
(k=0,1,°), 


式 中 wh 的 选择 应 使 | 了 zx**') 上 < 上 fz)| 成 立 。 
为 减少 解 线性 方程 组 次 数 ,提高 效率 ,可 使 用 修正 牛 


顿 程序 
Tt, 全 
ER [ f(D] ees), ) 0) 
ti hm i=1,2,. ,my ko 


这 种 算法 也 称 为 萨 马 斯 基 技巧 , 它 的 收敛 阶 为 p=m+1， 
由 ze 计算 ze* 的 工作 量 为 W=m*+mn， 于 是 该 法 的 效 


bh 1 
率 eCNm) = 2) 。 当 n=10,m=7 时 ,eCNm)/e(Ni) 


一 1.94, 当 n=100,m=37 时 , e(Nm)/e(N1)=3.87, 由 此 
看 到 修正 牛顿 法 (4) 比 牛 顿 法 效率 高 ， 且 m 越 大 效果 越 
明显 。 

在 计算 机 上 往往 采用 不 计算 偏 导数 的 离散 牛顿 法 ， 


即 
Mettert LACT, ht f(r), (k=0,1,.), (5) 


一 
式 中 [A(zej0]un fee tf) Gi, jl, 


2 ,n), 其 中 为 基 向 量 ,hr*= (所 及) 若 取 邮 一 
ty 上 fz*) 上 ， 则 (5) 仍 具有 2 阶 收敛 速度 。 其 效率 与 牛顿 
法 相同 。 

车 在 牛顿 法 (2) 中 解 线性 方程 组 不 用 直接 法 ,而 采用 
和 迭代 法 则 得 到 一 类 解 非 线性 方程 组 的 双重 近代 法 。 按 解 
线性 方程 组 采用 的 方法 不 同 就 得 到 不 同名 称 的 迭代 法 ， 
如 牛顿 - 赛 德尔 迭代 法 ,牛顿 -SOR 选 代 法 , 牛顿 -ADI 选 
代 法 ,等 等 * 这 些 方法 都 具有 超 线性 收敛 速度 ， 工 作 量 也 
比 牛 顿 法 大 ,除了 对 某 些 特殊 稀疏 方程 组 外 ,通常 用 得 较 
少 。 若 将 解 线性 方程 组 迭代 法 的 思想 直接 用 于 非 线性 方 
程 组 (1), 然 后 把 (1) 化 为 一 维 方程 求解 ,可 得 到 另 一 类 双 
重 迭 代 法 ， 由 于 采用 的 和 迭代 法 与 解 一 维 非 线性 方程 的 方 
法 不 同 , 则 得 到 不 同 的 双重 选 代 法 。 如 果 利 用 SOR 选 代 法 
后 再 用 牛顿 法 解 一 维 方程 则 得 SOR- 牛 顿 迁 代 法 ,在 牛顿 
法 中 只 计算 一 步 而 不 进行 选 代 ， 则 得 一 步 的 SOR- 牛 顿 
迭代 ,其 计算 公式 可 表示 为 


C2 We 二 
Def se 
(i=1,2," ee 1，… 


式 中 记号 3 表示 了 ;4 为 和 代 参 数 , 当 一 1 时 就 是 
赛 德尔 - 牛 额 和 代 法 ,这 关 方 法 对 解 维 数 高 的 稍 玉 的 非 线 
性 方程 组 是 有 效 的 。 


到 线 法 若 对 方程 组 (1) 线性 化 时 使 用 插值 方法 确 
定 线性 方程 组 


和 


2 


L(x)=Ar+b,=0 (6) 
中 的 4 和 bx， 则 可 得 到 一 类 称 为 割 线 法 的 迭代 序列 。 假 
定 已 知 第 K 步 近似 zs， 为 确定 hs 和 bx， 可 在 z* 附 近 取 
nn 个 辅助 点 起 (j=1, 2,…，*m)， 使 个 向 量 艳 一 zo 
焉 一 瑟 ，， 防 一 线性 无 关 ， 由 插值 条 件 可 知 
AiW+b=f (8) (j=1,2,,n), 
As z+b,=f (7), 


21), 


由 此 可 求 得 
AyS -x)=f68) -f(r) (j=1,2,.. 
本) 一 Auto 
由 (6) 解 得 z= 一 A7'b。=zx* 一 A5'f(z*), 以 此 作为 方程 
(1) 的 新 近似 , 记 作 z+*', 于 是 得 到 
IT 
A'= [Wz Cy) fC), | (7) 
一 了 0] 
《7) 称 为 解 非 线性 方程 组 的 割 线 法 。 辅 助 点 秦 取得 不 同 
就 得 到 不 同 的 割 线 法 程序 ， 例 如 取 芒 一 z*+ 全 6@， 太一 
f(z) 用 ,hs>0 为 常数 (j=1,2,…,n) ,就 得 到 与 (5) 相 同 
的 程序 ， 由 于 它 只 依赖 于 x* 点 的 信息 , 故 也 称 一 点 割 线 
法 , 若 取 奉 = 对 一 区 -… 它 依赖 于 点 zx* 及 x"!, 称 为 两 点 
割 线 法 。 其 他 多 点 割 线 法 由 于 稳定 性 差 ,使 用 较 少 。 
市 其 方法 布朗 采用 对 每 个 分 量 方程 f(z)=0 逐 
个 进行 线性 化 并 逐个 消 元 的 步 恒 ， 即 在 每 逻 代步 中 用 三 
角 分 解 求 线性 方程 组 的 解 ， 得 到 了 一 个 效率 比 牛 顿 法 提 
高 近 一 倍 的 迭代 法 , 即 
太一 A) [gi() 一 ,A 一 蕉 )] 
=L(xu eo) » (8) 
式 中 
A =[gi(x*+hes) ~ ge x*)]/hs, 
gx) =x x) 
gz)=f(L, Los Xess Xn) 
(i=1,2,.… ,nj=iit+1,.…,n), 
(8) 中 当 i=n 时 求 得 xm 记 作 区 ?+， 再 逐次 回 代 ， 求 出 


in 一 1,n 一 2,…,1) 就 完成 了 


一 个 迭代 步 。 布 朗 先 代 程序 的 敛 速 仍 保持 P=2, 而 每 一 


迁 代步 的 工作 量 W== 于》， 故 效率 <(B) 一 下。 
对 这 方法 还 可 与 牛顿 法 一 样 进行 改进 ， 得 到 一 些 效率 更 
高 的 算法 。 这 类 方法 是 70 年 代 以 来 数值 软件 包 中 常用 的 


求解 非 线 性 方程 组 的 算法 。 
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拟 和 牛顿 法 ”为 减少 牛顿 法 的 计算 量 ， 避 免 计 算 雅 可 
比 短 阵 及 其 着 ,60 年 代 中 期 出 现 了 一 类 称 为 拟 牛 顿 法 的 
新 算法 ， 它 有 不 同 的 形式 ， 常 用 的 一 类 是 秩 1 的 拟 牛 额 
法 ,其 中 不 求 逆 的 程序 为 

zt!=r*—B, F(X*), 

Bi Bu+ Pr- Beg)pE Be G0,1,..), 《9) 


PE Bq 
式 中 P= 一 ,= 有 z+) 一 了 (2*),pE Bq 六 0, 称 
为 北 拟 牛顿 公式 。 计 算 时 先 给 出 2* 及 B。， 由 (9) 逐步 
迭代 到 满足 精度 要 求 为 止 。 每 步 只 算 n 个 分 量 函 数值 及 
OCm?) 的 计算 量 , 比 牛顿 法 一 步 计算 量 少 得 多 。 理 论 上 已 
证 明 , 当 zx? 及 Be 选 得 合适 时 ， 它 具有 超 线性 收敛 速 度 ， 
但 实践 表明 效率 并 不 高 于 牛顿 法 , 理论 上 尚 无 严格 证 明 。 
最 优化 方法 ” 求 方程 组 (1) 的 问题 等 价 于 求 目 标 函 
数 为 p(x) = 了 x) 了 (z) 的 极 小 问题 ,因此 可 用 无 约束 最 
优化 方法 求 问题 (1) 的 解 ( 见 无 约束 优化 方法 )。 
连续 法 ”又 称 嵌 入 法 ， 它 可 以 从 任意 初 值 出 发 求 得 
方程 组 (1) 的 一 个 足够 好 的 近似 解 ,是 一 种 求 出 好 的 迭代 
初 值 的 方法 。 连 续 法 的 基本 思想 是 引入 参数 t€ [0,b]， 
构造 算 子 H(zx,t), 使 它 满足 条 件 : H(z,0)=f,(z)， 
H(z,b)~f(x), 其 中 fo(x)=0 的 解 zo 是 已 知 , 方程: 
H(z,t)=0, (10) 
在 tE[0,b] 上 有 解 x=x(t)， 则 z(b) 一 z* 就 是 方程 (1) 
的 解 。 当 b 有 限时 ,通常 取 b=1, 例 如 可 构造 . 
H(zt)=f(z)+(t— Dz) 《〈tE[0,1])，(11) 
这 里 z* 是 任意 初 值 ,显然 H(z?,0)=0,H(zx,1)=f(z)。 
为 了 求 得 (10) 在 t=1 的 解 矿 =z(1)， 可 取 分 点 0 一 to<< 
<ty=1 在 每 个 分 点 (i=1,2,…,N) 上 , 求 方程 组 
H(z,t)=0 (i=1,2,,N) (12) 
的 解 zt， 如 果 取 zx“! 为 初 值 ， 只 要 Ah-:= 雪 一 #-: 足 够 
小 ,牛顿 迭代 就 收敛 ， 但 这 样 做 工作 量 较 大。 已 经 证 明 ， 
如 果 方程 组 (12) 只 用 一 步 牛 顿 法 ， 当 t=ty=1 时 , 再 用 
牛顿 迭代 ,结果 仍 具 有 2 阶 收敛 速度 。 以 (11) 为 例 ,得 到 
连续 法 的 程序 为 ， 
[| 


ftzo+( 人 -1)fz)] 


(k= 0,1，N 一 1)， 
se [Ee 
(k=NN+1, 
车 H(z,t) 的 偏 导 数 H,(z,) 及 
(es t) 


和风 在 Dx [0,1] 


CR 上 连续 。 且 一 57 非 奇 异 , 则 由 (10) 对 t 求 导 

mm 
， 3H(z,t) 1, 
z=- [| Hcz,s), | i 
z(0) 一 Zn。 


于 是 求 方程 (10) 的 解 就 等 价 于 求 常 微 初 值 问题 (13) 的 
解 ， 求 (13) 的 解 可 用 数值 方法 由 t=0 计算 到 t=ts=b 
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得 到 数值 解 x”=x(b)==x*。 已 经 证 明 只 要 和 足够 大 ,以 
zz 为 初 值 再 进行 牛顿 选 代 可 收敛 到 方程 (1) 的 解 z#, 这 
种 算法 称 为 参数 微分 法 。 

20 世 纪 60 年 代 中 期 以 后 ,发 展 了 两 种 求解 非 线 性 方 
程 组 (1) 的 新 方法 。 一 种 称 为 区 间 选 代 法 或 称 区 间 牛 顿 法 ， 
它 用 区 间 变 量 代替 点 变量 进行 区 间 选 代 ， 每 选 代 一 步 都 
可 判断 在 所 给 区 间 解 的 存在 唯一 性 或 者 是 无 解 。 这 是 区 
间 选 代 法 的 主要 优点 ,其 缺点 是 计算 量 大 。 另 一 种 方法 称 
为 不 动 点 算法 或 称 单纯 形 法 ， 它 对 求解 域 进行 单纯 形 剂 
分 ,对 剖 分 的 顶点 给 一 种 恰当 标号 ,并 用 一 种 有 规则 的 搜 
索 方法 找到 全 标号 单纯 形 ， 从 而 得 到 方程 (1) 的 近似 解 。 
这 种 方法 优点 是 ,不 要 求 了 f(z) 的 导数 存在 , 也 不 用 求 逆 ， 
且 具 有 大 范围 收敛 性 ,缺点 是 计算 量 大 。 
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felxlanxIng gulhua 
非 线 性 规划 (nonlinear programming) 目 
标 函 数 是 非 线性 函数 或 约束 条 件 不 全 是 线性 等 式 〈 或 不 
等 式 ) 的 一 类 数学 规划 , 即 在 问题 

min f(x), 

st, xzEQ, OSR" 
中 ,车 人 x) 为 非 线性 的 ,或 9 不 能 用 线性 (不 ) 等 式 表 出 ， 
则 此 规划 问题 就 称 为 非 线性 规划 问题 。 由 于 问题 的 这 种 
描述 过 于 广泛 ,使 得 难于 得 到 任何 有 深刻 意义 的 结果 。 同 
时 ,对 于 某 些 特殊 类 型 的 0( 例 如 0 中 点 的 坐标 仅 限于 取 
某 些 整数 值 ) ,需要 特殊 的 方法 去 处 理 因而 形成 了 一 些 独 
立 的 分 支 。 非 线性 规划 问题 一 般 取 如 下 的 形式 ， 
(P) min f(x), 

st, g(x)<0, 

ZEG，GERn， 
这 里 g(z)= (gi(z),9s(z),…,gm(X)) 为 一 给 定 的 m 维 向 
量 实 函 数 , g(x)<0 表示 它 的 所 有 分 量 皆 不 大 于 0, G 为 
一 给 定 的 凸 域 ,在 多 数 情况 下 ，G= {x ER"|z>0)}。0= 
{zER"19(z) 生 0,zEG} 称 为 问题 (P) 的 约束 集 ，9 中 的 
点 称 为 问题 的 可 行 解 。 若 0= 妈 ， 则 此 规划 称 为 无 约束 
规划 ， 否 则 称 为 带 约束 规划 。 非 线性 规划 主要 包括 以 下 
四 个 方面 的 内 容 。 
算法 在 他 z) 和 0 给 定时 ,如何 求 出 一 个 (或 多 个 ) 

点 Tz*E0, 使 得 f(x*)<f(z) 对 所 有 zE9 成 立 ， 是 研 
究 非 线性 规划 的 主要 目的 。 因 此 ,寻求 能 找 出 此 x* 的 算 
法 便 成 为 非 线性 规划 研究 的 核心 。 目 前 尚未 出 现 可 以 用 
来 解决 所 有 非 线性 规划 问题 的 任何 算法 ， 算 法 的 研究 将 
是 一 个 长 期 的 课题 。 一 般 的 算法 都 是 迭代 算法 。 除 了 某 
些 特殊 情况 之 外 ,求解 的 过 程 是 一 种 无 限 过 程 , 即 逐渐 带 
近 于 所 求 的 解 。 为 了 要 判断 一 个 算法 所 产生 的 点 或 所 产 
生 的 极限 点 是 否 为 所 给 问题 的 解 ， 从 而 导致 寻求 解 的 充 


分 必要 条 件 。 
充分 必要 条 件 “对 一 般 的 约束 非 线性 规划 问题 * 
min f(z), 
st, g(xz)<0 (i=1,2,,m), 
hz)=0 (j=1,2,",D), 
设 函 数 了 gsshy 都 是 一 阶 可 微 函数 ,对 是 一 可 行 解 。 如 果 
梯度 Vg(2) (iEI={ilgs(z)=0, 1<i<m)) 和 Vhs(¥) 
(j=1,2，…，, 了 ) 线 性 无 关 , 那 么 全 是 一 个 局 部 极 小 点 的 必 
要 条 件 为 : 存在 Wsta,…stn 和 v4s02，…s04s 满 足 条 件 
Vf) + vo) + vta) =0 
(ugi(E)=0, WF0, i=1,2,.,m), 
这 一 组 条 件 称 为 库 思 - 塔 克 尔 条 件 ， 又 称 为 一 阶 必 要 条 
件 。 它 是 由 H. W. 库 恩 和 A. W. 塔 克 尔 于 1951 年 提出 
的 ,但 是 在 凸 性 假设 下 , 它 又 是 充分 条 件 。 
库 思 - 塔 克 尔 条 件 对 于 任意 一 个 局 部 极 小 点 并 不 一 
定 成 立 。 约 束 规格 ， 是 指 约束 条 件 在 局 部 极 小 点 处 具有 
使 库 思 - 塔 克 尔 条 件 成 立 的 性 质 。 例 如 上 述 的 “梯度 
Vg 性) 和 Vhs 如 ) 是 线性 无 关 (iE1, j=1,2,…,D", 就 
是 一 种 约束 规格 。 此 外 ， 还 有 其 他 类 型 的 约束 规格 。 若 
gwhs 都 是 线性 函数 , 则 无 需 任 何 约束 规格 , 此 时 库 思 - 诺 
克 尔 条 件 对 于 任意 的 局 部 极 小 点 都 成 立 。 较 之 库 思 - 塔 克 
尔 条 件 为 弱 的 必要 条 件 是 弗 里 区 "约翰 条 件 , 即 对 于 局 部 
极 小 点 对 存在 不 全 为 零 的 数 ,us 和 vy, 满足 条 件 
ue WEE) + VoD) + Vhs) =0 
ug(E)=0, wu>0, i=1,2,.,m), 
式 中 f、gs, hy 均 为 一 阶 可 微 函 数 。F. 约翰 在 1948 年 提 
出 这 个 条 件 ,由 于 他 没有 考虑 约束 规格 ,因此 他 的 条 件 中 ， 
主要 参数 we 可 能 为 零 而 使 此 条 件 失效 。 
对 于 不 可 微 的 凸 规划 ， 有 推广 的 库 思 - 塔 克 尔 条 件 。 
在 推广 库 思 - 塔 克 尔 条 件 时 需要 引入 次 梯度 的 梳 念 。 设 了 
是 Rn" 中 的 凸 函 数 , 若 向 量 专 满 足 fz) 二 了 zx) 十 ( 工 一 了 7 二， 
zER, 则 向 量 上 称 为 凸 函数 了 在 点 x。 处 的 一 个 次 梯度 。 
函数 了 在 zx, 处 的 次 梯度 不 一 定 是 唯一 的 。 若 凸 函 数 了 
在 ze 处 可 微 ， 它 在 ze 的 次 梯度 即 等 于 它 在 z 的 梯度 
Vf(zo)。 对 于 不 可 微 的 凸 规划 
min f(x), 
Sst. g(x)<0, 
(i=1,2,., m), 
式 中 了 和 9 都 是 凸 函数 。 设 g, 满足 斯 雷 特约 束 规格 ， 存 
在 一 点 To， 使 得 g(xo)<0,i=1,2,…,m。 则 可 行 点 到 是 
凸 规划 的 极 小 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 数 ,Ws，…， tm 
和 了 在 天 处 的 次 梯度 上 .gt 在 至 处 的 次 梯度 54,i=1,2,…， 
rm 满足 条 件 + 蚊 4 机 =0， 49x 一 0， > 0 i=1， 
2 me 
对 偶 问 题 “是 指 根据 (P) 中 的 数据 建立 起 来 的 一 个 
与 所 给 的 问题 (P) 伴 随 的 问题 (P*)。(P) 与 (P*) 之 间 有 
如 下 的 关系 : 


非 


@ 若 (P) 是 求 目标 函数 f(z) 的 极 小 (大 ) 值 , 则 (B*) 
是 求 某 一 目标 函数 1(y) 的 极 大 (小 ) 值 ，@ 对 于 (P) 与 
(P*) 的 可 行 解 z+ 与 y, 常 有 f(x)>(y)(f(z)<1(y));@ 
(P) 与 (P*) 在 zx* 与 妨 取 最 优 值 的 充分 必要 条 件 是 
1(y*)=f(x*)。 

对 于 所 给 定 的 (P)， 能 满足 上 述 三 种 性 质 的 (P*) 一 
般 并 不 是 唯一 的 。 因 此 就 存在 构造 (P*) 的 不 同 途径 。 目 
前 研究 对 偶 性 主要 有 两 条 途径 。 

其 一 是 利用 拉 格 朗 日 乘 子 。 例 如 线性 规划 (P); 
min{crz|4z>b，z>0}， 已 知 其 对 偶 问 题 (P*) 是 
max{b™y|AT™y<e, y>0}。 记 L(x, y)=c'r+y(b— 
Azr) 是 (P) 的 拉 格 朗 日 函数 ， 则 (P,P*) 显 然 分 别 等 价 于 
以 下 两 个 极 值 问题 


I minsupL(z,#)=minM(z), 
0 p20 2 

BW; max infL(z,y)=maxm(y), 
> a20 220 


这 里 ,IE) 中 之 min(max) 只 限于 就 SapL(z,g) 一 M(z) 
<+eo (或 inf LCz, 切 一 m( 反 > 一 ) 之 z( 或 轨 来 取 。 


一 般 , 令 (P):min{f(z)|g(z)<0,zEG}。 作 (P) 的 
拉 格 妆 日 函数 L(z,g) 一 也 z) 十 入 9(z)， 则 (P) 即 等 价 于 


了 min supL(x,y)=min M(x)。 
60 270 a€0 
其 对 偶 问题 为 
四 i - 
I*, max inf L(x,y) max m(y), 


更 一 般 言 之 ， 设 "(z, y) 为 定义 在 XxY 上 的 实 函 
数 , 于 此 ,XSR",YSR"。 作 M(z)=sup p(x,y),m(y)= 


info(z, y)。 记 X={zEXIM()< + oo}, P= {yeY| 
ma( 切 之 一 co) 则 (P): min M(z) 与 (P*) max m(y) 分 
EX »eF 


别称 为 原 规划 和 对 偶 规划 。 不 难 证 明 ， 若 XX 与 Y 箔 为 紧 
致 凸 集 , p(x,y) 在 XxXY 上 为 连续 , 且 对 于 固定 的 yEY 
(zEX)，9(z,g) 为 X(Y) 上 的 凸 ( 凹 ) 函 数 ， 则 上 述 性 质 
@.@,、.@ 洁 成 立 。 

其 二 是 利用 共 轿 函数 。 若 f( 或 1) 为 定义 在 凸 集 
CSR(DSR) 上 之 凸 (四 ) 函 数 , 则 称 共 (一 sup( 扩 一 


f(z) =int (yr le) 为 f (或 D) 的 凸 ( 媚 ) 共 斩 


函数 。 记 C*={y|f*(y)<+%},Dx= {yl Ily(y)>—)}, 
则 (P): min (f(x)—1(z)) 与 (P*), max 《一 六 (8) 十 
eoND EO# ND 
Ix(y)) 即 互 为 对 偶 。 实 际 上 , 性 质 @ 与 @ 是 显然 成 立 的 。 
至 于 @， 则 有 下 面 定理 : 设 C 与 D 有 公共 内 点 ,， 且 = 
再 in_ {f(z) 一 Lz)} 为 有 限 ， 则 存在 9EC* NDx。 使 得 
a=—f*(D)+Ix(D). 
上 述 两 条 途径 和 皆 得 到 了 深入 的 发 展 ,特别 是 R.T. 洛 
卡 费 勒 基于 增 广 拉 格 朗 日 函数 发 展 了 一 般 的 对 偶 理论 。 
研究 对 偶 理论 的 目的 主要 有 三 :一 是 某 些 实际 问题 ， 
特别 是 某 些 经 济 问题 ， 其 中 所 出 现 的 某 些 现象 用 对 偶 理 
论 容易 得 到 解释 二 是 可 以 利用 它 来 帮助 求解 原 问题 ;三 
201 


是 判定 原 问题 是 否 有 解 。 例如 ,有 了 时 (P*) 比 (P) 容 易 得 到 
解决 , 利用 性 质 @ 即 可 得 出 人 x) 的 极 值 ， 性 质 @@ 有 助 于 
求 fz) 的 下 界 。 这 一 点 在 分 枝 定 界 法 中 常用 到 。 对偶 问 
题 的 出 现 是 相当 普遍 的 。 数 学 规划 中 的 许多 分 支 ,例如 整 
数 规划 、 参 数 规划 ,模糊 规划 等 凡 有 类 似 的 问题 和 不 同 深 
度 的 处 理 。 

稳定 性 一 个 数学 规划 问题 P: min 代 zx) 已 经 给 定 ， 


意 即 f(x) 和 2 已 经 用 某 种 关系 和 数据 具体 表 出 。 所 谓 稳 
定性 ， 是 指 当 这 些 数据 作 微小 变动 时 问题 的 解 所 受到 的 
影响 的 程度 。 关 于 这 类 问题 的 研究 也 称 为 灵敏 度 研究 。 
参数 规划 就 是 这 类 问题 的 一 个 扩充 。 

形 如 Op(z)=min{f(z,z)|xE 0(z)}(zE2) 的 规划 
称 为 参数 规划 , 式 中 的 z= (zyza，…, 国 ) 是 参数 。 对 于 一 
个 给 定 的 zEZ, 就 得 出 一 个 具体 的 数学 规划 。 参 数 规划 
的 研究 目的 之 一 ， 就 是 要 在 Z 中 求 出 一 个 子 集 2', 使 得 
Op(z) 对 所 有 的 ?EZ' 具 有 某 种 给 定 的 性 质 。 例 如 要 在 马 
中 求 出 使 得 0(z) 非 空 的 z 所 成 之 集 , 使 得 Op(z) 为 可 解 
的 z 所 成 之 集 ( 即 存在 x*E Q(z), 使 得 f(x*,z)=Op(z))， 
以 及 使 得 Op(z) 的 解 集 是 具有 某 种 共同 给 定 的 结构 的 z 
所 成 之 集 , 等 等 ,求解 参数 规划 Op(z)(zEZ) 是 指 寻 求 2 
中 的 一 个 子 集 , 对 于 其 中 的 z, Op(z) 成 为 一 个 关于 某 种 
性 质 是 不 变 的 数学 规划 问题 。 参 数 规划 的 研究 内 容 主要 
包括 以 下 几 个 方面 : 解 的 稳定 性 问题 ; 解 对 于 初始 数据 的 
依存 关系 ;初始 数据 依 某 种 方式 具有 不 确定 性 的 问题 ( 例 
如 , 某 些 量 只 知 其 属于 某 一 区 间 、 某 些 量 是 随机 变量 , 等 
等 ); 在 一 类 数学 规划 问题 中 ， 寻 求 其 中 容易 解决 者 ， 寻 
求 可 以 用 来 处 理 和 衡量 其 他 最 优化 问题 的 辅助 手段 ， 研 
究 某 些 问题 类 的 一 般 性 质 , 并 发 展 一 般 性 的 方法 ,等 等 。 

非 线性 规划 是 极 值 理论 的 一 部 分 。 早 在 17 世纪 P. 
de 费 马 提出 如 下 的 问题 ， 对 于 平面 上 给 定 的 三 点 , 要 作 
一 点 使 其 与 这 三 点 的 距离 之 和 为 最 小 。 它 的 对 偶 问 题 ,过 
所 给 三 点 作 一 最 大 的 等 边 三 角形 ,也 早 在 18 世纪 初 即 已 
提出 ,并 证 明了 这 两 问题 之 间 存 在 对 偶 关系 。 

对 具有 等 式 约束 的 非 线性 规划 的 解 应 满足 的 必要 条 
件 的 研究 ,可 上 涛 到 工 . 欧 拉 和 J.-L. 拉 格 朗 日 时 代 。W- 
卡 鲁 什 在 1939 年 开始 了 对 具有 不 等 式 约束 的 非 线性 规 
划 的 类 似 问题 的 研究 ,但 由 于 他 的 工作 没有 正式 发 表 , 同 
时 由 于 当时 计算 机 尚未 出 现 ， 数 学 规划 不 能 在 生产 实际 
中 产生 影响 ， 这 项 工作 便 潭 没 无 闻 。 非 线性 规划 的 发 展 
是 由 于 线性 规划 的 出 现 而 引起 的 。1951 年 H. W. 库 思 
和 人 A. W. 塔 克 尔 的 研究 工作 ， 虽 是 重复 了 W. 卡 鲁 什 的 
结果 ， 但 可 以 看 作 是 非 线性 规划 理论 工作 的 先驱 。 这 组 
条 件 更 合适 的 名 称 应 该 是 卡 鲁 什 - 库 恩 - 塔 克 尔 条 件 。 

参考 书目 

M. 阿 弗 里 耳 著 , 李 元 豆 等 译 :< 非 线性 规划 一 一 分 析 与 方法 >， 
上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ，1979。(M. Avriel,，Nonlinear 
Programming 一 Analysis and Methods, Prentice-Hall, 
Englewood Ciffs, New Jersey, 1976.) 
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felxianxing suonzl 
非 线性 算 子 (nonlinear operator) 又 称 非 
线性 映射 ， 不 满足 线性 条 件 的 算 子 。 泛 函 分 析 的 研究 对 
人 象 主要 是 线性 算 子 及 其 特殊 情况 线性 泛 函 。 但 是 ， 自 然 
界 和 工程 技术 中 出 现 的 大 量 问题 都 是 非 线性 的 。 数 学 物 
理 中 的 一 些 线性 方程 其 实 都 是 在 一 定 条 件 下 的 近似 。 为 
研究 这 些 非 线性 问题 ， 涉 及 到 的 算 子 (映射 ) 将 不 能 只 局 
限于 线性 算 子 。 人 们 从 两 种 不 同 的 途径 研究 非 线性 问题 
四 针对 具体 问题 ,考察 具体 非 线性 算 子 的 特征 ,解释 非 线 
性 现象 。@ 从 一 般 的 算 子 概念 出 发 ,添加 适当 的 分 析 \ 拓 
扑 或 代数 性 质 导出 一 些 一 般 性 的 结论 。 

代数 、 几 何 , 拓 扑 中 各 种 非 线性 映射 是 形形色色 的 ,分 
析 学 中 经 常 遇 到 的 非 线性 算 子 则 大 抵 由 乘法 、 函 数 的 复 
合 以 及 各 种 线性 算 子 组 合 而 成 。 常 见 的 非 线性 积分 算 子 


有 ; 乌 雷 检 算 子 Tu(z) 一 | K(z,gu())dg， 其 中 K(x， 
Ys) 是 0<x,y<1,tE R! 上 的 连续 函数 ; 沃 尔 泰 拉 算 子 
Tulx) 下 K(z,gy ug))dy; 哈 默 斯 坦 算 子 Tu(x)= 
Keogpfgnkgyya, 其 中 是 C0,1]X [0,1] 上 某 p 次 
可 积 函 数 ,f(y,t) 在 [0,1]x R' 上 可 测 ,对 固定 的 关于 t 
连续 常见 的 微分 算 子 有 ; KdV 算 子 Tu= ts 十 wus 二 toss， 


a Bu 
极 小 曲面 算 子 Tv= 六 -55i( TIE 6)' 肖 日- 


许多 非 线 性 算 子 出 现 于 非 线性 方程 之 中 ， 从 而 有 关 

非 线性 算 子 的 理论 就 围绕 着 非 线性 方程 的 求解 的 研究 而 

展开 。 设 了 是 从 了 空间 ( 巴 拿 赫 空间 )X 到 了 空间 Y 的 算 
子 , 设 WEY, 求 解 ZEX， 满 足 

Tx=Yy。 (1) 

有 时 特别 地 考察 3 一 8(9 是 了 中 的 零 元 ) 的 情形 , 称 解 z 为 

了 的 零点 。 显 然 , 若 了 是 一 个 满 射 , 则 (1) 总 有 解 ,于 是 人 

们 讨论 在 什么 条 件 下 T 具 有 满 射 性 。 又 若 X=Y, 方程 

《1) 的 求解 问题 有 时 化 归 寻 求 算 于 T,X=Tx+x 一 y 的 不 

Tix=x (2) 


的 问题 。 这 样 提 问题 有 助 于 利用 几何 直观 。 

和 线性 方程 的 解 集 总 是 仿 射 集 (线性 子 空间 的 平移 ) 
不 同 ， 方 程 (1) 的 解 集 构造 很 复杂 , 它 可 能 对 某 些 ! 是 空 
集 , 而 对 另 一 些 ! 则 非 空 。 其 个 数 可 能 只 有 一 个 , 可 能 有 
有 穷 多 个 ,也 可 能 有 无 穷 多 个 ; 可 能 是 孤立 的 ， 可 能 有 聚 
点 ,也 可 能 是 连续 统 。 

以 XX 为 定义 域 ， 取 值 为 Y( 映 入 Y 中 ) 的 子 集 的 映 
射 , 称 为 集 值 映射 。 相 应 于 (1) 的 求解 问题 写成 下 列 从 属 
关系 : 

YyET(X), (3) 


算 子 的 微分 学 ”从 分 析 上 研究 一 般 算 子 的 途径 是 把 
数学 分 析 中 研究 函数 的 微 积分 学 推广 到 算 子 。 设 和 .了 都 


是 B 空 间 ,U 是 X 中 的 一 个 开 集 , f:U>Y, 称 f 在 x,EU 
连续 ， 是 指 xn>xo 坟 f(xs) 了 (xo)。 相 应 于 方向 导数 枝 
念 的 是 加 托 导数 , 简 作 G 导数 。 称 了 在 x。 处 6G 可 微 ,是 
指 对 任意 的 hEX, 存 在 9f(xo,h)EY, 使 得 
|fCxotth)—f(xo) —tdf(xo,h)|=0(t), 
当 t>0,xo+ 坝 EU。 称 f(xosh) 为 了 在 zx。 处 沿 方向 h 的 
G 导 数 。 相 应 于 全 微分 概念 的 是 弗 雷 软 导 数 ， 简 作 下 导 
数 。 称 了 在 xo 处 下 可 微 ,是 指 存在 AE 2(X,Y), (2(X,Y) 
表示 XX 到 Y 的 线性 有 界 算 子 空间 )X->Y 是 线性 有 界 算 子 
空间 ,使 得 对 任意 的 hEX, 当 x,+hEU 时 ,有 
|f(xot+h) —f(xo)— Ahl=0d lhl), 
当 h->0。 称 A 为 f 在 x 处 的 导数 ,并 且 记 作 了 (x。)。 

G 可 微 与 可 微 之 间 的 关系 如 下 ，@ 若 f:U>Y 在 
xoEU 处 了 可 微 ， 则 了 在 x。 必 G 可 微 , 并 且 了 (xzoj) 一 
dj(zwj)，, 任 意 的 AhEX。 回 设 太 U->Y 在 U 内 G 可 微 , 且 
dj(z, h) 关于 hh 线 性 ， 即 df(x, )E 儿 (X, Y)， 任 意 的 
xEU。 如 果 dj(z,' ) 还 是 关于 工 连续 的 ,那么 了 在 xEU 
是 了 可 微 的 。 

算 子 的 微分 学 与 函数 的 微分 学 很 相似 。 

@ 锁链 法 则 设 X\YZ 是 也 空间,UCX,VCY 是 
开 集 。 若 1:U->Y 可 微 ;g:V>ZF 可 微 ; 且 人 U)CV， 
则 gof 在 U 内 FF 可 微 ,并 且 

(gf)'(x)=g' (f(x))of'(x), 

@ 中 值 不 等 式 设 f: U>YF 可 微 ,又 设 线段 
{tx+ (1—t)y|ltE C0,1]}cU, 

则 Ne) -fl sup， 全 + 一 Pb 人 ly 一 < 


图 反 函 数 定理 设 f: U->Y 在 U 上 有 连续 的 了 导 
数 人 (x), 又 若 f'(xo)-'E2(Y,X), 式 中 x。EU, 则 了 是 
% 的 一 个 邻 域 到 也 zxo) 的 一 个 邻 域 的 微分 同 胚 , 并 且 

(三 9) 一 了 (xzo) Yo=f(xo), 

@ 隐 函 数 定理 设 X、Y、Z 是 B 空 间 , O 是 XxY 
中 的 一 个 开 集 ，(zo,ao)EO， 又 设 世 OZ 连续， 满足 : 
fxzovy) 一 4， 了 在 DO 上 关于 3 的 导数 f(x,y) 是 连续 
的 ， 并 且 加 (xzwao)E2(ZY)， 则 必 存 在 z 的 一 个 邻 
域 U 和 yo 的 一 个 邻 域 V ,以 及 唯一 的 连续 映射 P:U-V， 


满足 
UxVCO, 9(x0)=y, 


f(x,p(X))=0， 对 一 切 *EU。 

隐 函 数 定理 与 反 函数 定理 对 于 求解 算 子 方程 (1) 有 
十 分 重要 的 意义 。 它 们 表明 :对 于 具有 连续 导数 的 一 般 非 
线性 算 子 , 只 要 在 一 点 上 ， 它 的 线性 化 方程 是 可 解 的 (在 
一 定 意义 下 ) ,那么 它 在 这 点 附近 便 是 可 解 的 。 许 多 非 线 
性 方程 的 局 部 可 解 性 理论 都 基于 这 一 基本 事实 。 

为 了 近似 求解 方程 ,f(x)=9, 数学 分 析 里 的 牛 额 求 
根 法 ,也 被 推广 。 在 准确 解 x* EU 的 邻近 任 取 x,EU, 构 
作 选 代 序 列 : xn44=xn 一 [了 (xn)] f(xn), n==0,1,2,…， 
可 以 证 明 ;x。>x*。 

然而 , 反 函 数 定理 有 时 不 够 用 ,其 中 的 条 件 了 (xo) 
E2Z(X。 Y) 不 满足 。 这 种 情形 在 一 些微 分 方程 理论 中 出 


现 ,例如 ,线性 算 子 了 (zxo)-: 不 能 保持 值 域 中 的 函数 足够 
光滑 。 为 此 ，J. KK. 莫 泽 修改 了 牛顿 求 根 法 的 迭代 格式 ， 
并 用 它 来 推广 反 函 数 定理 。 由 此 发 展 起 来 的 一 套 技巧 在 
好 几 个 重要 的 问题 中 非常 有 效 。 例 如 小 除数 问题 、 黎 曼 
流 形 的 嵌入 问题 等 ,被 称 之 为 纳什 - 莫 泽 技巧 。 

反 函 数 定理 给 出 了 了 成 为 局 部 同 胚 的 条 件 。 为 了 得 
到 整体 性 的 同 胚 , 仅 用 微分 学 是 不 够 的 ,借助 于 紧 性 概念 
以 及 拓扑 学 中 的 同 伦 概 念 可 以 得 到 整体 的 反 函 数 定理 ， 
为 了 使 连续 映射 了 是 一 个 同 胚 ， 必须 且 仅 须 它 是 局 部 同 
胚 ,并 且 了 是 固有 的 。 所 谓 算 子 了 是 固有 的 , 指 紧 集 的 原 
像 是 紧 集 。 

Y=R' 或 C! 的 映射 称 为 泛 函 , 设 9:U 一 RsxoEDU 称 
为 它 的 一 个 局 部 极 小 (或 极 大 ) 点 ,如 果 p(X) 宇 p(x。o)( 或 
9(Xx)<p(x,)) 对 一 切 xEV，, 其 中 V 是 x 的 某 个 邻 域 , 费 
马 原理 被 自然 地 推广 设 9 在 x。EU 达到 局 部 极 值 , 且 
9 在 Xo 处 G 可 微 , 则 dp(xo,h)=9, 对 任意 的 hEX。 在 变 
分 学 中 , 它 对 应 着 泛 函 极 值 的 必要 条 件 即 欧 拉 方 程 。 

一 般 地 ， 称 9'(x。)=9 的 点 xzo 为 泛 函 9 的 临界 点 。 
一 个 算 子 T: X>X*(X* 表示 X 的 共 枉 空间)， 称 为 位 算 
子 , 如 果 存 在 9:X-~>R'， 使 得 Tx=p'(x)。 因 此 ， 对 于 位 
算 子 ,求解 问题 (1) 便 化 归 求 泛 函 的 临界 点 ( 见 变 分 法 、 
大 范围 变 分 法 )。 

算 子 高 阶 导数 的 概念 要 求 引入 多 线性 算 子 ,实际 上 ， 
高 阶 下 导 数 还 是 对 称 的 多 线性 算 子 。 带 余 项 的 泰勒 公式 
在 形式 上 与 函数 的 泰勒 公式 是 一 样 的 。 

积分 学 也 被 推广 到 一 般 算 子 。 黎 曼 积 分 的 定义 与 普 
通 函 数 的 积分 定义 一 样 , 而 勤 贝 格 积分 的 推广 则 分 强 ,能 
两 种 , 前 者 称 为 博 赫 纳 积分 ， 后 者 称 为 佩 蒂 斯 积分 ( 见 向 
量 值 积分 )。 

不 动 点 及 可 解 性 下 面 是 几 类 重要 的 不 动 点 定理 。 

压 编 型 算 子 一 个 最 简单 .熟知 应 用 最 广泛 的 不 动 
点 定理 是 压缩 映射 定理 。 在 一 个 度量 空间 (X,d) 上 ,了 映 
XX 至 自身 , 称 其 为 压缩 的 ,如 果 d(Tx,Ty)<ad(x,y) 对 任 
意 的 xyEX, 式 中 0<a<1。 每 个 压缩 算 子 在 XX 中 必 有 
唯一 的 不 动 点 。 这 个 不 动 点 可 以 从 任意 点 z 出 发 ,通过 
简单 迁 代 法 求 出 。 令 26=T"x。，n=1,2,…, 则 Xs 收敛 
到 不 动 点 。 条 件 a<1 一 般 不 能 去 掉 。 在 定义 中 若 «=1， 
则 称 T 为 非 扩张 算 子 。 实 直线 上 的 一 个 平移 显然 是 非 扩 
张 的， 但 没有 不 动 点 。 然 而 对 于 一 致 凸 的 B 空 间 的 一 个 
闭 、 凸 、 有 界 子 集 C, 若 T:C->C 是 非 扩 张 的 , 则 了 在 C 
上 必 有 不 动 点 .对 于 压缩 算 子 的 研究 导致 下 列 逆 问 题 : 若 
T: X->X， 则 在 什么 条 件 下 能 在 X 中 引入 可 度量 化 的 拓 
扑 ， 使 得 了 是 一 个 压缩 算 子 。 答 案 是 : 每 个 T", n=1， 
2,…, 在 和 中 都 只 有 唯一 的 不 动 点 。 

单调 算 子 ”单调 算 子 的 概念 起 源 于 可 微 凸 泛 函 的 导 
数 。 设 p 是 在 B 空 间 X 上 定义 的 这 种 函数 ， 则 <9"(x) 一 
9'(y), XY 一 妨 之 0, 对 任意 的 x*,yEX, 其 中 《 ,> 表示 X* 
与 X 之 间 的 对 偶 。 直 线 上 的 可 微 凸 函数 的 导 函 数 是 单调 
不 减 的 ， 于 是 就 把 满足 下 面 这 些 条 件 的 算 子 T:X>X*， 
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fei 


Tx—Ty,*—y)>alz—yl, 
a>0， 对 一 切 xyEX， 

称 为 单调 算 子 ,如 果 sa> 0 则 称 为 强 单调 算 子 。 自 反 B 空 
间 上 弱 线段 连续 的 强 单调 算 子 是 X>X* 的 满 射 (所 谓 
弱 线 段 连 续 ， 指 对 任意 的 x, yEX, T(x+ 纪 )>T(x) 当 
t->0)。 这 个 满 射 性 定理 是 G. J. 明 菇 ,F. E. 布 劳 德 给 出 
的 , 它 在 非 线性 算 子 半 群 理论 、 非 线性 发 展 方程 以 及 一 类 
非 线性 椭圆 型 方程 的 存在 性 理论 中 经 常用 到 。 

紧 算 子 ”在 从 有 穷 维 到 无 穷 维 空间 的 过 沪 中 ， 算 子 
的 紧 性 概念 起 重要 的 作用 。 所 谓 了 是 紧 算 子 ， 是 指 它 连 
续 ， 并 映 有 界 闭 集 入 紧 集 。 利 用 紧 性 , J.P. 绍 德尔 把 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 推广 到 赋 范 线性 空间 ， 任意 一 个 映 
非 空 、 有 界 , 闭 、 凸 集 C 于 自身 的 紧 算 子 至 少 在 C 上 有 一 
个 不 动 点 。 这 个 定理 是 一 个 非常 基本 的 不 动 点 定理 。 尤 
其 在 微分 方程 理论 中 , 它 是 证 明 存 在 性 的 一 个 重要 依据 。 

绍 德尔 不 动 点 定理 的 另 一 种 形式 是 把 算 子 的 紧 性 减 
弱 为 连续 性 ,而 集合 C 则 加 强 要 求 是 紧 的 。 从 几何 上 看 ， 
这 种 形式 的 不 动 点 的 存在 问题 可 以 化 归 更 一 般 的 一 族 集 
合 具有 非 空 交 的 问题 ， 对 任意 xEC,， 令 G(z)={yECI 
ly 一 Il 二 lz 一 To1}。 显 然 , 若 有 x。€ n{G(z)|zEC)， 
则 x。 是 了 的 不 动 点 。 樊 蕉 在 一 般 拓扑 线性 空间 的 于 集 
A 上 考察 到 这 空间 的 集 值 映射 。 他 证 明 : 设 F 满 足 对 任 
意 的 有 穷 子 集 {X1,X2,…， Xn) A, Con V(X Xr Xn}》 


中 (zx)， 又 设 PCz) 是 闭 于 集 ， 并 且 其 中 至 少 有 一 个 


是 紧 的 , 则 站 {F(z)1zE 4} 关 好。 从 这 定理 导出 的 一 系 
列 不 动 点 定理 和 相交 性 定理 在 对 策 论 与 数理 经 济 学 中 占 
据 重要 的 位 置 。 

有 穷 维 空间 之 间 的 连续 映射 的 拓扑 度 常 被 用 来 估计 
不 动 点 的 个 数 , 它 也 是 证 明 各 种 不 动 点 定理 的 有 力 工具 。 
J 勒 雪 、 绍 德尔 将 这 一 概念 推广 到 了 空间 上 的 恒 同 算 子 
的 紧 扰动 T= 芭 一 K, 其 中 K 是 紧 算 子 。 对 于 有 界 开 集 9， 
当 pET(99) 时 ， 记 degis(T, 9, p) 为 对 应 的 勒 雷 - 绍 德 
尔 度 ， 它 共有 下 列 基本 性 质 。@ 同 伦 不 变性 设 K, 在 
5xr0,1] 上 紧 , T,=1d 一 K,, 当 p&T,(30) 对 任意 的 tE 
[0, 1] 时 ， 则 degrs(T,，9, p)= 常 数 。Q@ 平移 不 变性 ， 
degra(T,9,p) 一 degra(T 一 D,9,9)。 回 区 域 可 加 性 : 设 开 
集 0 0,c0 满 足 ; .Nn0,=B 且 PET(D\(0,U 90,))， 
则 degrs(T, 9, p)=degrs(T, Qi, p)+ degrs (T, Q2, P)。 
@ 规 范 性 ， 

ou 


涉及 到 紧 性 的 勒 雷 - 绍 德尔 度 以 及 由 其 导出 的 不 动 
点 定理 可 以 推广 到 一 些 非 紧 算 子 类 。 由 KK. 库 拉 托 夫 斯 
基 的 非 紧 性 度量 概念 规定 的 一 些 算 子 类 ,例如 ,a 集 压缩 
算 子 , 它 包含 紧 算 子 为 特殊 情形 ,就 属 这 种 非 紧 算 子 类 .此 
外 ,对 非 线性 弗 雷 德 答 姆 算 子 也 能 定义 拓扑 度 , 使 之 保持 
许多 重要 性 质 。 后 者 在 无 穷 维 流 形 的 研究 中 经 常 要 用 到 。 

在 另 一 个 方向 上 , 勒 圭 - 绍 德尔 度 和 有 关 的 不 动 点 定 
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理 还 被 推广 到 集 值 映 射 F, 其 中 F(x) 是 凸 集 。 

半 序 结构 ”在 半 序 空间 (P, 专 ) 上 ,一 个 算 子 T:P>P 
称 为 是 保 序 的 ， 如 果 zx<3 蕴含 了 Tx<Ty 对 任意 的 x， 
3EP。 对 保 序 算 子 也 有 许多 不 动 点 定理 ， 类 似 于 压缩 映 
射 定理 ， 在 半 序 结构 中 有 如 下 结论 ， 若 存在 bEP 使 得 
b<Tb, 且 PP 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 确 界 ， 则 了 的 不 动 点 
集 非 空 , 且 有 极 大 元 。 这 种 类 型 的 不 动 点 定理 在 代数 学 、 
自动 机 理论 以 及 计算 方法 中 很 有 用 。 

即使 在 完备 度量 空间 (X, d) 上 ,本 来 没有 半 序 结构 ， 
但 可 借助 于 一 个 实 值 函 数 9 来 规定 半 序 。 下 列 不 动 点 定 
理 甚 至 对 算 子 T 没 有 连续 要 求 。 设 了 :X->X 是 任 一 映射 ， 
满足 ， d(x,Tx)<q(x) 一 p(Tx)， 对 任意 xEX，, 式 中 9 
是 下 半 连 续 的 、 有 下 界 的 实 值 函数 ， 则 了 至 少 有 一 个 不 
动 点 。 

非 线性 特征 值 问题 求解 带 参数 和 的 非 线性 算 子 方 
程 

T(z,)=8 (4) 
的 非 零 解 问题 称 为 非 线性 特征 值 问题 。 这 里 当然 是 假定 
了 T(6,^) 三 9。 对 应 的 称 为 非 线性 特征 值 ， 而 解 zx 六 0 
则 称 为 特征 元 。 

线性 算 子 方程 的 特征 集合 是 线性 子 空间 ， 但 一 般 的 
非 线性 算 子 方程 的 非 零 解 集 2={(x, X)|T(x, 和 )=0， 
* 夫 0} 的 构造 却 非常 复杂 。 

先 在 局 部 范围 考察 集合 了 。 因 为 (0,^) 都 是 (4) 的 解 ， 
所 以 我 们 把 (9, X。) 称 为 方程 (4) 的 分 歧 点 ， 如 果 在 它 的 
任意 一 个 邻 域内 都 有 (4) 的 非 零 解 。 按 隐 函 数 定理 ,可 知 
只 要 在 和 = 一) 处 的 线性 化 算 子 Te(6,Xo) 是 非 奇 异 的 ， 并 
有 有 界 逆 , 就 能 断定 在 (9,X,) 的 一 个 邻 域内 (4) 没 有 非 零 
解 , 即 (9,)Xo) 不 是 分 歧 点 。 但 即使 Te(6,Xo) 奇 异 ，(9,Xo) 
可 以 是 分 歧 点 ,也 可 以 不 是 分 歧 点 。 即 使 是 分 歧 点 ,在 这 
点 附近 的 解 集 构造 也 可 能 是 各 种 各 样 的 ， 可 以 是 一 列 以 
《8,e) 为 聚 点 的 点 集 , 可 以 是 一 条 连续 曲线 , 也 可 以 是 若 
和 干 条 不 同 的 曲线 或 曲面 ， 如 图 ( 纵 坐 标 表示 | xl) 所 示 。 

当 T(…， )。) 是 弗 雷 德 竹 妈 算 子 时 ， 了 在 (9,X) 点 附 
近 的 行为 可 以 通过 一 种 约 化 手续 化 归 有 穷 维 方程 的 研 
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分 坡 点 附近 的 解 集 构造 


究 , 至 于 3 的 整体 行为 知道 得 不 多 ,常用 拓扑 方法 去 讨论 。 
希 尔 伯 特 空间 上 紧 、 位 算 子 的 特征 值 问题 可 以 仿照 
线性 紧 , 自 伴 算 子 的 谱 理论 ,通过 泛 函 的 极 值 来 研究 。 当 


4 是 线性 紧 自 伴 算 子 时 , 二 次 函数 g(x) 一 二 (Ax, x) 在 


单位 球面 上 的 临界 点 就 是 人 的 特征 元 ， 而 特征 值 是 作为 
拉 格 朗 日 季子 出 现 的 。 类 比 于 此 ， 当 是 某 个 弱 连 续 泛 
函 p 的 导 算 子 时 ,又 若 Ax 关 9 对 任意 的 x 关 6, 则 存在 c 关 
9(9)， 使 得 流 形 Mo= wec) 寺 好, 模 平方 函数 jz 有 :在 M。 
上 过 到 极 小 值 点 。 这 个 极 小 值 点 就 是 及 的 特征 元 ， 而 对 
应 的 拉 格 朗 日 乘 子 则 是 非 线性 特征 值 的 倒数 。 当 ”还 是 
偶 泛 函 时 ,利用 极 小 极 大 原理 可 以 获得 更 多 的 临界 值 点 。 
参考 书目 

关 牧 直 编 :< 涝 函 分 析 讲义 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1958。 

M. S. Berger, Nonlineority and Functionol Analysis, 
Academic Press, New York, 1977. 

J. Dugundji and A, Granas, Fixed Point Theory, Polish 
Sei, Pub,, Warszawa, 1982. 

N. G, Lloyd, Degree Theory, Cambridge Univ. Press, 
Cambridge, 1978. 

L. Nirenberg, Topics in Nonlinear Functionol Analysis 
(lecture Notes), Courant Institute of Mathematical Science, 
New York, 1974. 


( 张 基 庆 ) 
Felbonaql 
辈 波 那 契 ,上 (Leonardo Fibonacci 约 1170 一 
约 1250) 。 意大利 数学 家 ，12、13 世纪 欧洲 数学 界 


的 代表 人 物 。 生 于 比萨 ， 早 年 
跟随 经 商 的 父亲 到 北非 的 布 日 
伊 〈 今 阿尔 及 利 亚 东 部 的 小 港 
口 贝 页 亚 ), 在 那里 受 教育 。 以 
后 到 埃及 、 叙 利 亚 、 希 腊 、 西 
西里 ,法 国 等 地 游历 , 熟 习 了 不 
同 国度 在 商业 上 的 算术 体系 ， 
他 认为 使 用 印度 - 阿拉伯 数 码 
最 方便 。1200 年 左右 回 到 比 
萨 ,潜心 写作 。 

他 的 书 保存 下 来 的 共有 5 种 。 最 重要 的 是 《算盘 书 》 
《1202 年 完成 ，1228 年 修订 ), 算 盘 并 不 单 指 罗马 算盘 或 
沙盘 ， 实 际 是 指 一 般 的 计算 。 全 书 共 15 章 ,1~7 章 系统 


介绍 了 印度 数码 与 记 数 制度 ,以 及 整数 ,分 数 的 各 种 计算 
方法 ,结果 用 弃 九 法 来 验算 。 还 列 有 乘法 表 、 素 数 表 和 因 
子 表 等 若干 数 表 。 8~11 章 是 商业 上 的 计算 题 ， 如 物价 、 
利润 .利息 、 货 币 换 算 等 ， 反 映 了 中 世纪 地 中 海地 区 的 广 
泛 商业 交往 ,有 一 题 和 中 国 的 百 鸡 术 类 似 , 100 个 钱币 买 
100 只 鸟 ， 各 种 鸟 的 价格 不 同 。《 算 盘 书 》 的 其 余部 分 是 
各 种 类 型 的 问题 。 

耐人寻味 的 是 ， 这 本 书 出 现 了 中 国 k 孙 子 算 经 》 中 的 
不 定 方程 解法 ( 见 孙 子 币 余 定理 )。 题 目 是 一 个 不 超过 105 
的 数 分 别 被 3、.5、7 除 ,余数 是 2.3、4， 求 这 个 数 。 解 法 和 
《孙子 算 经 ?一 样 。 另 一 个 “兔子 问题 "也 引起 了 后 人 的 极 
大 兴趣 。 题 目 假定 一 对 大 兔子 每 一 个 月 可 以 生 一 对 小 锡 
于 ,而 小 兔子 出 生 后 两 个 月 就 有 生殖 能 力 , 问 从 一 对 大 免 
子 开始 ,一 年 后 能 繁殖 成 多 少 对 兔子 ? 这 导致 " 斐 波 那 契 
数列 "，1, 2, 3，5, 8, 13, 21,…, 其 规律 是 每 一 项 (从 第 
3 项 起 ) 都 是 前 两 项 的 和 。 这 数列 同 后 来 的 “优选 法 "有 
密切 关系 。 

斐 波 那 契 的 另外 几 本 著作 是 《几何 实用 兴 1220)《 平 
方 数 书 》《 精 华 》(1225) 和 《通信 录 》。 这 些 书记 载 了 他 
在 宫廷 中 进行 竞赛 时 所 解 出 的 几 个 难题 ， 包 括 对 三 次 方 
程 双 二 2x*+10x=20 准确 到 10 位 数字 的 近似 解 。 

( 梁 宗 巨 ) 

Fel'erzljiong 

费 尔 慈 奖 (Fields prize) 国际 数学 界 的 最 高 
奖赏 之 一 。 由 加 拿 大 数学 家 J.C. 费 尔 兹 捐献 的 部 分 资金 
和 1924 年 国际 数学 家 大 会 的 经 费 节余 建立 的 这 项 基金 ， 
在 1932 年 国际 数学 家 大 会 上 通过 并 决定 从 1936 年 起 在 
每 届 大 会 上 颁发 。1952 年 国际 数学 联合 会 成 立 之 后 , 每 
届 执 行 委 员 会 都 指定 一 个 评奖 委员 会 ， 在 大 会 之 前 通过 
广泛 征求 意见 ,从 候选 人 当中 评定 获奖 者 名 单 ,并 在 大 会 
开幕 式 上 颁发 ( 见 表 )。 

费 尔 兹 奖 主要 是 颁 赠 给 年 轻 的 、 已 作出 一 定 成 就 的 
数学 家 ,以 资 鼓励 ,至 今 尚未 有 超过 40 岁 以 上 的 人 获奖 。 
获奖 者 一 般 是 在 当 届 数 学 家 大 会 之 前 几 年 间作 出 突出 成 
就 并 且 以 确定 的 形式 发 表 出 来 的 数学 家 ， 一 般 能 够 反映 
当时 数学 的 重大 成 就 另外 , 费 尔 兹 奖 只 颁 赠 给 纯粹 数学 
方面 的 工作 。 因 此 , 费 尔 兹 奖 对 于 获得 者 是 很 高 的 荣誉 ， 
但 也 并 不 完全 是 数学 家 最 高 水 平 的 恰当 评价 。 


典 尔 北 奖 获得 者 及 其 主要 工作 


1936 


esse Douglas 1897~1965) 

工 . 施 瓦尔 英 ( 法 国 )(Laurent Schwartz 1915~ ) 

A. 赛 尔 伯 格 (挪威 -美国 )(Atle Selberg 1917~  ) 
小 乎 抒 谋 ( 日 本 )( 小 平 邦彦 Kodaire Kunihiko 1915~~ 
本 P. 塞 尔 (法 国 )(Jean-Pierre Serre 1926~ ) 

K. F. 罗 特 (德国 -英国 ) (Klaus Friedrich Roth 1925~ 
R. 托 姆 (法 国 )(Rene Thom 1923~。 ) 

1962 | 工 . 赫 尔 曼 德尔 (瑞典 )(Lars Hrmander 1931~) 


1950 


1954 


1958 


主要 工作 领域 


复 分 析 
极 小 曲面 
广义 函数 论 , 泛 函 分 析 , 偏 微分 方程 ,概率 论 
解析 数论 ， 抽 象 调和 分 析 , 李 群 的 离散 子 群 
分 析 学 ,代数 几何 , 复 解析 几何 

代数 拓扑 ， 代 数 几 何 ,数论 , 多 复 变 函 数 
解析 数论 

代数 拓扑 与 微分 拓扑 , 奇 点 理论 

偏 微 分 方程 一 般 理论 


) 


) 
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续 表 


奖 者 主要 工作 领域 
1962 | J WW. 米尔 诺 (美国 )(John Willard Milnor 1931~  ) 代数 拓扑 与 微分 拓扑 
1966 | M. F. 阿 鞍 亚 (英国 )(Michael Franeis Atiyah 1929~ ) 代数 拓扑 ， 代 数 几 何 
了 . J 科恩 (美国 )(Paul J]. Cohen 1934~。 ) 公理 集合 论 ， 抽 象 调和 分 析 
人 A. 格 罗 腾 迪克 (法 国 )(Alexandre Grothendieck 1928~ ) 代数 几何 , 泛 函 分 析 , 同 调 代 数 
5S. 斯 梅 尔 (美国 )(Stephen Smale 1930~ ) 微分 拓扑, 微分 动力 系统 
1970 | A. 贝克 (英国 )(Alan Baker 1939~  ) 解析 数论 
广 中 平实 ( 日 本 )( 诡 中 平 社 ，Hironaka Heisuke 1931~  ) 代数 几何 , 奇 点 理论 
C. LI 诺 维 科 夫 ( 苏联 )(Cepre# IIerpoags Hoswxos 1938~ ”) | 代数 拓扑 与 微分 拓扑 ,代数 天理 论 , 动 力 系统 
J 了 .G. 汤普森 (美国 )(John Griggs Thompson 1932~ 。 ) 有 限 群 论 
1974 | E. 邦 别 里 (意大利 )(Enrico Bombieri 1940~  。 ) 解析 数论 , 偏 微分 方程 ,代数 几何 ， 复 分 析 , 有限 群 论 
DD. B. 芒 福 德 (美国 )(David Bryant Mumford 1937~ ) 代数 几何 
1978 | P, 德 利 涅 (比利时 )(Pierre Deligne 1944~。 ) 代数 几何 ,代数 数论 , 调和 分 析 , 多 复 变 函数 
C. 费 弗 曼 ( 美 国 )(Charles Fefferman 1949~。  ) 调和 分 析 ， 多 复 变 函 数 
工 .A, 马尔 库 利 斯 (苏联 )(Tparopui A. Mapryauc 1946~ ) 李 群 的 离散 子 群 
D. G. 奢 伦 (美国 )(Daniel Gray Quillen 1940~， ) 代数 拓扑 ,代数 天 理论 ,同调 代数 
1982 | A, 孔 涅 (法国 )(Alain Connes 1947~。 ) 算 子 代数 
W.P, 瑟 斯 顿 (美国 )(William P. Thurston 1946~ ) 几何 拓扑 ， 叶 状 结构 
正成 桐 (中 国 )(Yau Shing-Tung1949~ ) 微分 几何 , 偏 微分 方程 ,相对论 
1986 | M. 弗 里 德 曼 ( 美 国 )(Michael Freedman) 拓扑 学 
S. 唐 纳 森 (英国 )(Simon Donaldson) 拓扑 学 
G. 法 尔 廷 斯 (联邦 德国 )(Gerd Faltings) 莫 德 尔 猜想 
《 胡 作 安 ) 
Fellall 终 其 一 生 。 他 博览 群 书 ， 精 通 数 国文 字 ， 掌 握 多 门 自然 
费 拉 里 ,L. (Ludovico Ferrari 1522~1565) 科学 。 虽 然 年 近 三 十 才 认真 注意 数学 ， 但 成 果 累 累 。 他 


意大利 代数 学 家 。1522 年 2 月 2 日 生 于 波 伦 亚 ,1565 年 
10 月 5 日 卒 于 同 地 。 出 身 寒 微 ，15 岁 时 充当 G. 卡尔 达 
诺 的 家 仆 。 主 人 渐渐 认识 他 出 众 的 才能 ， 接 受 他 为 学 生 
和 助手 。18 岁 时 ,接替 卡尔 达 诺 在 米兰 讲学 。 费 拉 里 最 大 
的 贡献 是 发 现 四 次 方程 的 一 般 解 法 ,他 没有 著 书 ,解法 只 
记载 在 卡尔 达 诺 的 名 著 《 大 术 》( 又 译 大 衍 术 ，1945) 之 
中 。 这 书 的 出 版 ,掀起 轩然大波 。 原 来 书 中 的 三 次 方程 解 
法 ,是 卡尔 达 诺 得 自 N. 塔 尔 塔 利 亚 的 秘 传 。 卡 尔 达 诺 当 
时 曾 立 下 哲 言 ， 决 不 泄密 。 但 他 的 失信 激怒 了 塔 尔 塔 利 
亚 , 于 是 向 前 者 提出 挑战 ,相约 于 1548 年 8 月 10 日 在 米 
兰 公开 辩论 。 卡 尔 达 诺 派 遗 费 拉 里 前 往 , 自 己 避 不 出 席 。 
塔 尔 塔 利 亚 先 以 三 次 方程 的 迅速 解法 取得 优势 ， 而 费 拉 
里 则 指摘 对 方 不 能 解 四 次 方程 ， 宣 称 自己 胜利 。 以 后 费 
拉 里 从 事 过 多 种 职业 ， 使 他 一 度 富有 。 但 放荡 不 入 的 生 
活 影响 了 他 的 健康 ， 最 后 在 取得 波 伦 亚 大 学 数学 教授 的 
职位 后 不 久 即 逝 去 。 ( 梁 宗 巨 ) 


Feima 
费 马 ,P.de (Pierre de Fermat 1601~1665) 
法 国 数学 家 。1601 年 8 月 17 日 生 于 法 国 南 部 博 蒙 - 德 洛 
马 涅 ，1665 年 1 月 12 日 卒 于 卡 斯 特 尔 。 他 利用 公务 之 
余 钻 研 数学 ,在 数论 、 解析 几何 、 概率 论 等 方面 都 有 重大 
贡献 ,被 誉 为 “业余 数学 家 之 王 ”。 

费 马 最 初学 习 法 律 ， 但 后 来 却 以 图 卢 益 议会 的 议员 
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性 情 淡泊 ,为 人 谦 过, 对 著作 无 
意 发 表 。 去 世 后 ,很 多 论述 遗留 
在 旧 纸 堆 里 ,或 书页 的 空白 处 ， 
或 在 给 朋友 的 书信 中 。 他 的 儿 
子 S. 费 马 将 这 些 汇集 成 书 , 共 
两 卷 ， 在 图 卢 兹 出 版 (1679)。 
; 费 马 特别 爱好 数论 ， 他 证 
5; 明 或 提出 许多 命题 ， 最 有 名 的 
fp 是 “ 费 马 大 定理 ", 即 ,不 可 能 有 
“ 满足 x?+ 如 2*, n>>2 的 正 整 
数 zz, 存在。 这 命题 他 写 在 去 香 图 《算术 (拉丁 文 
译本 ,1621) 第 2 卷 的 空白 处 ,*…… 将 一 个 高 于 二 次 的 宕 
分 为 两 个 同 次 的 告 , 这 是 不 可 能 的 。 关 于 此 ,我 确信 已 发 
现 一 种 美妙 的 证 法 ,可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 , 写 不 下 
由 于 后 来 找 不 到 费 马 的 证 明 ,激发 起 断代 数学 家 的 兴趣 ， 
然而 至 今 仍 未 得 到 普遍 的 证 明 。 
和 BR. 苦 卡 儿 同时 或 较 早 ， 费 马 已 得 到 解析 几何 的 要 
旧 。 他 在 《平面 与 立体 轨迹 引 论 》( 开 始 于 1629 年 ,1636 年 
前 完成 :“ 立 体 轨迹 " 指 不 能 用 尺 规 作出 的 曲线 ， 与 现在 
的 含义 不 同 ) 一 文中 明确 指出 方程 可 以 描述 曲线 ,并 通过 
方程 的 研究 推断 曲线 的 性 质 。 因 此 ， 他 和 笛 卡 儿 分 享 他 
立 解析 几何 的 荣誉 。 
费 马 是 微 积分 学 的 先驱 。 他 在 给 G. P. 罗 贝 瓦尔 和 
第 卡 儿 的 信 (1636,1638) 中 提出 求 极 大 、 极 小 的 步骤 , 实 


际 已 相当 于 令 导 数 为 零 ， 求 出 极点 的 方法 。 他 曾 讨论 曲 
线 x"y"=k(m,n 是 正 整 数 ) 下 的 面积 ,这 是 积分 学 的 前 期 
工作 。 费 马 还 是 17 世纪 兴起 的 概率 论 的 探索 者 之 一 。 他 
提出 光学 的 “ 费 马 原理 "， 给 后 来 变 分 法 的 研究 以 极 大 的 


启示 。 ( 梁 宗 巨 ) 
Felma dadingll 

费 马 大 定理 (Fermat's last theorem) 。 见 不 
定 方程 。 

Felmashu 

费 马 数 (Fermat numbers) 。 形 如 Po=22+1 


的 数 ,n>0。 前 五 个 费 马 数 是 Fo=3,F,=5,F,=17, F,= 
257,F,= 65537， 均 为 素数 。 据 此 ，1640 年 , 法 国 数学 家 
P. de 费 马 猜想 Fn 均 为 素数 ， 1732 年 ,L. 欧 拉 发 现 Fs= 
641 x 6700417, 故 费 马 猜想 不 真 。 到 目前 为 止 ,只 知道 以 
上 五 个 费 马 数 是 素数 。 此 外 ,还 证 明了 48 个 费 马 数 是 复 
合 数 。 这 些 复合 数 可 以 分 成 三 类 ，@ 当 n=5,6,7 时 ,得 
到 了 Fw 的 标准 分 解 式 ; @ 当 n=8, 9,10,11,12,13,15， 
16,18,19,21,23,25,26,27,30,32,36,38,39,42,52,55, 
58,63,73,77,81,117,125,144,150,207, 226, 228, 250, 
267,268,284,316,452,556,744, 1945 时 ,只 知道 Fn 的 
部 分 素 因数 ， 轿 当 mn= 14 时 ,只 知道 Fi, 是 复合 数 , 但 是 
它们 的 任何 真 因数 都 不 知道 。 因 此 ， 在 费 马 数 列 中 是 否 
有 无 穷 多 个 素数 ， 或 者 是 否 有 无 穷 多 个 复合 数 ， 都 是 未 
解决 的 问题 。 自 从 费 马 猜想 被 否定 后 ， 有 人 猜想 费 马 数 
列 中 只 有 有 限 个 素数 ,这 一 猜想 也 未 解决 ,还 有 一 个 未 能 
证 明 的 猜想 ， 费 马 数 无 平方 因子 。kL.J. 沃 伦 于 1967 年 证 
明了 ， 如 果 素数 9 满足 |F。, 则 2"! 二 1(modq*)。 

费 马 数 有 一 些 简单 的 性 质 , 如 @ 当 整数 K>0 时 ， 
有 (Fn,Fat)=1; 回 设 m>0,Fn 是 素数 的 充分 必要 条 件 
是 30wD1 一 一 1(mod F,); 轿 设 2>1,Fn 的 每 一 个 素 因 
数 形 如 妃 2n42+1,t>0。 

1801 年 ，C.F. 高 斯 证 明了 , 当 h= FwiFo…Fn。(0<< 
<<my ss 之 1),Fm(t=1,2,…,s) 都 是 素数 时 , 正 
hh 边 形 可 用 圆规 和 直 尺 来 作 图 ， 可 见 费 马 数 与 平面 几何 
的 一 些 问题 有 联系 。 近 年 来 ， 费 马 数 在 数字 信号 处 理 中 
得 到 应 用 。 例 如 , 费 马 数 变 换 (FNT), 即 以 费 马 数 给 出 的 


数论 变换 ,在 数论 变换 中 最 为 有 用 。 ( 孙 琦 ) 
Felxl"er 
费 希 尔 ,R. A. (Ronald Aylmer Fisher 1890 一 


1962) ”英国 统计 学 家 、 遗传 学 家 ， 现 代数 理 统计 学 
的 主要 黄 基 人 之 一 .1890 年 2 月 17 日 生 于 伦敦 ,1962 年 
7 月 29 日 逝世 。 1909 年 人 剑桥 大 学 学 习 数 学 和 物理 ， 
1913 年 毕业 ,后 任教 师 。1919 年 在 罗 萨 妈 斯 泰 德 试验 站 
作 统计 工作 ，1933 年 任 伦敦 大 学 优生 学 高 尔 顿 讲座 孝 
授 ，1943 一 1957 年 任 剑桥 大 学 遗传 学 巴尔 福 尔 讲座 教 
投 ，1956 年 后 任 剑桥 网 维尔 - 科 尼 斯 学 院 院 长 。1959 年 


退休 ， 后 去 澳大利亚 。 他 是 使 统计 学 成 为 一 门 有 坚实 理 
论 基础 并 获得 广泛 应 用 的 主要 统计 学 家 之 一 。 他 对 数理 
统计 学 有 众多 贡献 ， 内 容 涉及 
估计 理论 、 假 设 检验 、 实 验 设 
计 和 方差 分 析 等 重要 领域 。 费 
希 尔 除了 是 一 位 著名 的 统计 学 
家 之 外 ， 还 是 一 位 举世 知名 的 
遗传 学 家 ,优生 学 家 ,他 用 统计 
方法 对 这 些 领域 进行 研究 ， 作 
出 了 许多 重要 贡献 。 由 于 他 的 
成 就 ， 他 曾 多 次 获得 英国 和 许 
多 国家 的 荣誉 。1952 年 被 授予 
历 士 称 号 。 他 发 表 的 294 篇 学 术 论 文 ,收集 在 《 费 希 尔 论 
文集 ?中 。 他 还 发 表 了 一 些 专著 ， 如 《研究 人 员 用 的 统计 
学 方法 %1925, 初 版 ), 《实验 设计 》(1935， 初版 ),《 统 计 
表 》(1938， 初版 , 与 F, 耶 茨 合 著 ),《 统 计 方 法 与 科学 推 
断 》(1956) 等 等 ， 大 都 已 成 为 有 关 学 科 的 经 典 著作 。 
(和 孙 山 泽 》 


fenbufo 
分 步 法 (method of fractional steps) ”把 复 
杂 的 问题 的 每 个 时 间 步 分 解 成 若干 个 中 间 步 ,例如 把 多 
维 问题 按 坐标 分 解 成 几 个 一 维 问题 ， 然 后 用 差分 法 解 这 
些 比较 简单 的 各 中 间 步 ,最 后 得 到 原始 问题 的 近似 解 , 这 
类 方法 叫 作 分 步 法 。 交 夫 方 向 隐 式 法 、 预 测 校正 法 、 局 部 
一 维 方法 .时 间 分裂 法 等 都 属 此 类 。 
1955 年 D. W. 毕 斯 曼 与 H. H. 珊 契 福 特 在 (zx,y) 平 
面 上 用 交 营 方 向 隐 式 法 (简称 ADI 方法 2, 解 二 维 热传导 
问题 
区 一 Mee 十 tv (1) 
时 ,对 与 全 进行 不 同 处 理 , 一 个 取 成 显 式 ,一 个 取 
成 隐 式 ,并 依次 交 短 以 保持 对 称 性 。 取 Ax= Ay=h 时 ,可 
得 出 如 下 格式 
二 + 
da] 
(2) 
A + 
2 


式 中 


B29 = Un 2 ,+ 


DD 
格式 (2) 用 了 两 步 合成 一 个 循环 ， 一 般 称 之 为 P-R 格式 。 
由 于 P-R 格式 交 营 地 沿 各 个 空间 方向 作 一 维 隐 式 计算 ， 
也 称 为 交替 方向 隐 式 法 ,(2) 的 每 个 方程 组 都 是 系数 短 阵 
为 三 对 直线 矩阵 的 线性 方程 组 , 容易 求解 , 从 (2) 中 消去 
地 全 ,经 整理 可 得 
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2 站 坟 CC 和 地 
1 
4 
把 方程 (1) 的 光滑 解 代入 上 式 ,其 截断 误差 为 O(h? 二 A)， 
这 表明 P-R 格式 具有 二 阶 精度 。 格式 (2) 的 增长 因子 是 


Ai 
人 


“Gio)erie) 


式 中 qu- 从 sin: 刻 -1,2)。 由 于 对 任何 名 都 有 


|IAI 和 1 因此 了 P- A P-R 格式 
不 宜 向 三 维 问题 推广 , J. 道格拉斯 和 瑞 契 福特 又 提出 了 
问题 的 交 蔡 方向 隐 式 法 ,也 称 D-R 方法 。 考 虑 
三 维 热传导 方程 


Bu au ak Ow 
本 (3) 


取 空间 步 长 Axi= Ax=Ax, =h,D-R 方法 就 是 
hg 
wu 


Gata | 


es 让 中 ur- 只 
nr 
et), 


在 (4) 中 消去 unrtiunt 可 得 等 价格 式 
Rh 


和 


- 让 + B82,+82,83,) (ur — un) 


和 (un) 。 (5) 


这 可 说 明 (4) 与 微分 方程 (3) 相 容 ,(5) 的 增长 因子 是 

X={(1+a)(1+a)(1+0)) {1 +a + a 
se 

武 中 =4 氏 si 各 (j- 12,3)。 对 于 一 切 驴 lx1<1， 

因此 D-R 格 式 (4) 是 无 条 件 稳定 的 。 交 葵 方向 隐 式 格式 除 

上 述 两 种 外 ,还 有 其 他 各 种 变形 格式 ,ADI 方 法 从 wr 计算 

tre! 要 分 几 步 完成， 中间 要 计算 全 或 wr 和,w" 社 等 。 
对 于 热传导 方程 (3)，H. H. 亚 年 科 1959 年 还 提出 

了 更 简单 的 格式 


| 
1 机 
i 好 
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消去 w"'t,u" 扫 之 后 ,得 等 价格 式 


Cs) 人 -全 (各 


展开 成 At 的 寡 次 式 ,得 


2) 


bi 9 
= 站 (6 十 疆 , 寺 时 ,unr 一 的 32, 
+ 了 362, +62,82 )u+ 转 这 


这 说 明 (6) 与 微分 方程 (3) 相 容 ,(6) 的 增长 因子 是 

和 ={(1+aD)(1+aa)(1I+o)) 
所 以 对 于 一 切 怠 , 它 是 稿 定 的 。 通 常 称 (6) 是 局 部 一 维 广 
法 ， 它 也 是 一 种 分 步 方法 。 上 术 方 法 的 另 -特点 是 把 关 
分 算 子 分 解 成 为 较 简单 的 差分 算 子 的 积 ， 因 而 又 称 算 子 


分 解法 。 〈 胡 祖 炽 ) 
fenceng lilun 
分 层 理 论 (theory of hierarchies) 数理 带 


辑 中 递归 论 的 一 部 分 。 它 的 中 心 论题 是 用 递归 论 为 工具 
给 出 数 集 (问题 集 ) 或 函数 集 的 复杂 性 的 某 种 排序 。 

因为 所 谓 算术 集 恰 是 自然 数 集 NN 中 由 一 阶 公式 定义 
的 自然 数 集 , 而 解析 集 则 是 由 二 阶 公式 定义 的 自然 数 集 。 
算术 集 构成 解析 集 类 的 一 个 更 易于 定义 的 子 类 。 同 时 ， 
由 于 所 有 的 递归 集 都 是 算术 集 ， 如 把 它们 看 成 有 同样 复 
杂 的 可 定义 性 并 用 作 讨论 的 起 点 ,这 将 是 自然 的 。 

同样 的 , 一 个 递归 可 枚 举 集 有 4 从 为 {x| 3yRxy}， 其 
中 防 为 一 般 递 归 谓 词 ， 所 以 一 切 递归 可 枚 举 集 也 是 算术 
的 ,而 由 于 一 阶 公式 对 于 逻辑 运算 一 和 量词 (自然数 变 
元 ) 具 有 封闭 性 ,所 以 任 一 算术 集 的 补 和 射影 依然 是 算术 
的 ,如 此 等 等 。 在 使 用 适当 约定 和 稍 作 引伸 之 后 , 即 可 得 
到 度量 集合 ( 数 的 或 问题 的 ) 复 杂 性 的 一 种 排序 称 之 为 算 
术 分 层 。 类 似 地 可 以 建立 解析 分 层 , 从 而 S.C. 克 林 就 利 
用 递归 论 成 功 地 建立 了 分 层 理论 及 其 相应 的 推广 。 

因为 集合 或 函数 均 可 用 谓词 来 表述 ， 故 以 下 的 讨论 
将 就 谓词 而 言 且 将 沿用 递归 函数 中 的 符号 和 概念 。 

设 a,b,cyeee xy, be rods i= 1,2,) 
为 自然 数 集 N 上 的 变 元 (0 型 变 元 ) ,a,8… ,ms as，… 和 
1,"… 为 一 元 数论 函数 集 N” 上 的 变 元 (1 型 变 元 )。 车 
具有 0 型 和 1 型 两 种 变 元 的 谓词 Rayaa，…，cm，wy 
aan)(nom0m 二 10) 由 一 般 递 归 模式 出 发 ,经 过 
有 限 次 使 用 逻辑 运算 下 ,VY ， 八 , 一 和 量词 运算 习 x， 
Yz 习 5Y 旨 而 得 到 , 则 称谓 词 P 是 解析 谓词 。 特 别 地 ， 
当 了 未 用 函数 量词 习 t, Y# 时 , 则 称 之 为 算术 谓词 。 

由 于 每 一 个 一 阶 公式 都 有 等 价 的 前 束 范式 ， 故 可 只 
限于 讨论 前 束 范式 的 情形 并 简称 公式 为 谓词 ,把 序列 
《aiyaay…yamyGiyaa…san) 记 成 4, 并 将 一 前 束 范式 的 前 
束 词 中 ,相同 的 一 串 量词 收缩 为 一 个 如 

3x 3x IXACX Xs Xn) 
3xA((X)s x) (xz)n-Dy 


VXIV Xa VY XA TL Tas Ey) 
YXA((Z)o x) (XK)n-1) 
这 样 ,一 谓词 P 是 算术 的 即 是 可 表 成 下 列 形式 之 一 


wo| 1 | s |8|= 
(3 型)| R 3xR 3xVyR | … |» (OD 
(7 型 )| R vxR vx3yR 


其 中 民 为 一 般 递 归 谓词 ， 同 时 , 根据 量词 的 个 数 大 及 公 
式 最 外 边 的 量词 是 3 还 是 Y 而 分 别 记 成 或 型 或 豚 型 
( 避 型 的 对 偶 形式 )。 例 如 ， 形 如 3xR 的 谓词 全 体 记 作 
到 ,而 形 如 Yx3yR 的 谓词 全 体 则 记 作 玛 。 

把 可 以 用 两 种 形式 或 及 礁 来 表示 的 谓词 全 体 记 
作 人。 

例如 , 易 见 44= 到 nl = 习 = 形 =R)( 此 即 把 递归 
集 定义 作 最 简单 的 算术 集 )。 

又 如 ， 江 = 怠 几 4 (此 即 一 谓词 属于 发 的 充 要 条 件 
为 它 是 一 般 递归 的 )。 

在 k>1 的 情形 ， 恒 存在 一 个 枚 举 类 或 (或 到) 的 全 
体 谓词 的 枚 举 谓词 。 例 如 ,对 于 了 3 和 m=n=1 而 言 , 存 
在 一 个 原始 递归 谓词 S(a,z,a,x,y), 使 得 当 任 给 一 个 一 
般 递归 谓词 RCa,a,x,y) 时 , 恒 有 自然 数 1 使 得 

Vx3yR(a,a, X,Yy) HVAIYyS(a,f,0, XY) 
此 即 枚 举 定理 。 在 这 个 定理 中 ， 可 将 S(a,f,a,x,y) 取 为 
T3(z,4,x,y) 则 有 分 层 定理 。 

分 层 定理 对 每 一 k>0， 都 存在 一 个 吕 + 型 (DR 
型 ) 谓 词 ， 它 不 能 在 其 对 偶 形式 豚 ,1( 台 ,1) 中 得 到 表示 。 
换言之 ， 对 每 一 正 整数 k+ 1 而 言 ， 有 不 是 到, 的 到 
型 谓词 ,也 有 不 是 如 +; 的 了 8 型 调 词 。 当 然 , 有 既 不 是 
殴 也 不 是 碘 的 束 'iC78s5D) 型 谓词 。 亦 有 既 不 是 丈 也 
不 是 肥 的 态 ,, 型 调 词 , 且 有 不 是 发 ,的 恕 ,4 型 和 下， 
型 谓词 。 

所 以 ,这 就 得 到 了 一 个 方便 的 分 层 (1) 来 给 算术 谓词 
(算术 集 ) 分 类 。 这 个 分 层 称 为 算术 分 层 。 

完备 形式 定理 ”对 于 每 一 k>1， 都 存在 一 个 关于 
焉 ( 肛 ) 的 完备 谓词 ， 即 存在 一 个 一 元 的 或 ( 友 ), 使 得 任 
一 或 型 ( 琢 型 ) 谓词 都 可 由 将 该 谓词 的 变 元 代 以 一 适当 
的 原始 递归 函数 来 表示 ,等 等 。 

当 P 已 经 用 到 1 型 变 元 的 量词 (函数 量词) 则 将 增加 
定义 的 复杂 性 ,从 而 引进 解析 分 层 。 

关于 1 型 变 元 亦 有 ， 前 束 词 中 一 串 同类 量词 可 收缩 
成 一 个 ;对 任 一 算术 谓词 R, 存在 一 个 原始 递归 谓词 S 使 
有 3yS(y,a) 可 表 为 3a3xS(a(x), a) 即 为 3aR(a,a) 
等 事实 可 以 利用 。 故 可 将 全 体 解析 谓词 依 以 下 形式 分 类 : 

3avxR(a,a,x), 
3avBe3xR(a,a,B,x), 
CD， (2) 
Va3xR(a,a,x), 
Va3BYVzxR(a,a,B,x),., 


其 中 @ 为 算术 谓词 , R 为 一 般 递 归 谓词 。 这 里 ,同样 地 可 
用 器 及 肝 来 表示 (2) 中 所 出 现 的 谓词 ， 汶 = 吕 Zi 
只 不 过 这 时 的 是 1 型 变 元 的 量词 个 数 。 这 时 ， 习 = 
了 1;== 沪 ,其 为 一 切 算术 谓词 的 类 、 台 + 仍 为 1 的 射影 ， 
而 1%: 则 为 器 * 的 对 偶 。 对 于 器 , Ti(k>1) 亦 有 枚 举 
定理 ,分 层 定理 以 及 完备 定理 等 。 而 (2) 也 就 给 出 了 所 有 
解析 谓词 (解析 集 ) 的 一 个 分 类 , 称 之 为 解析 分 层 。 

设 C 为 一 元 函数 集 (CN*), 这 时 我 们 可 以 把 所 考虑 
的 谓词 P(a ,aa，…amyai, 4,,…, 0,) 推 广 为 算 术 于 和 解 
析 于 C 中 任意 有 限 多 个 函数 的 谓词 。 这 时 所 得 到 的 相应 
的 分 层 , 分 别称 为 C- 算 术 分 层 和 C- 解 析 分 层 ， 并 且 分 别 
记 作 { 怠 [C],CC]} 和 {BCC], CC]}。 

关于 集合 NY 算术 分 层 和 N* 解 析 分 层 分 别 相应 于 无 
理 数 空间 中 的 有 限 波 莱 尔 集合 射影 集 。 本 W. 艾 迪 生 称 
之 为 古典 描述 集合 论 。 与 之 相应 的 ,关于 集合 的 ( 即 C= 
多 时 ) 算术 分 层 和 解析 分 层 的 理论 便 称 之 为 能 行 描述 集 
合 论 。 

如 果 只 考虑 自然 数 谓词 ( 即 在 P 中 ，m= 0 的 情形 )， 
则 可 定义 Ls: Lo(a)ma=asLin(a)m 3xTI(a, a, x) 
Tuva(a) 为 28,; 型 谓词 (k>0)， 它 在 可 ,型 的 谓词 中 具 
有 最 高 级 的 递归 不 可 解 度 ， 且 其 不 可 解 度 确实 比 Li(a) 
高 ， 因 而 La(k= 0, 1, 2,…) 决 定 了 递归 不 可 解 度 的 算术 
分 层 。 克 林 用 可 构造 序数 的 记 法 系统 把 L, 序列 推广 到 以 
可 构造 序数 作 下 标的 不 可 解 度 分 层 即 递归 不 可 解 度 的 超 
算术 分 层 记 作 {Hv|yEO}， 如 果 一 函数 或 谓词 对 于 某 
8EO, 递归 于 Hy， 则 称 此 函数 或 谓词 是 超 算术 的 。 使 得 
一 谓词 为 超 算术 的 其 充 要 条 件 为 它 可 以 在 4 中 表示 。 

克 林 应 用 具有 任意 型 变 元 (k=0,1,2,…) 的 一 般 
递归 函数 的 理论 ， 对 具有 任意 型 变 元 的 谓词 建立 了 分 层 
理论 ,使 得 原来 的 分 层 理论 得 到 了 进一步 的 推广 。 

如 果 把 上 述 的 cvbyc,…， 看 成 是 集合 变 元 ( 即 a,b， 
c,… 是 表示 集合 的 变 元 ) 即 可 得 到 莱 维 的 分 层 。 

( 徐 云 从 ) 

fenql lllun 
分 岐 理论 。 (bifurcation theory) ”研究 在 一 
带 参 数 的 动力 体系 中 平衡 态 随 参 数 变化 时 个 数 发 生变 化 
的 现象 ,特别 是 平衡 态 由 一 个 分 裂 为 二 个 或 多 个 的 现象 。 
近年 来 由 于 实际 问题 中 不 断 涌现 出 大 量 的 分 歧 问题 ， 也 
由 于 在 理论 上 建立 了 较 系统 地 处 理 这 类 问题 的 方法 而 发 
展 成 为 一 个 独立 的 数学 研究 方向 。 

自然 界 广 泛 出 现 分 歧 现 象 。 例 如 ， 沿 轴 向 加 压 的 弹 
性 圆柱 杆 (图 1)。 若 以 轴 向 外 力 和 为 参数 , 当 入 由 0 逐渐 
增 大 时 , 杆 开始 变 为 粗 短 , 但 其 中 心 线 则 保持 挺 直 ; 而 当 
入 越过 某 一 定 值 %。 时 , 杆 的 中 心 线 由 直 变 弯 。 因 为 对 一 
切 外 力 X, 直 杆 都 是 一 种 平衡 态 , 所 以 当 和 <X。 时 ,只 有 
一 个 平衡 态 ,而 当 X> Xe 时 则 至 少 有 两 个 平衡 态 : 直 的 与 
弯 的 。 

旋转 流体 随 角速度 增 大 ， 由 水 平 层 流 分 裂 为 泰 勤 旋 
涡 以 及 更 复杂 的 周期 . 双 周 期 结构 ;水 平 传导 板 之 间 随 温 
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差 之 增 大 ， 由 热传导 分 
裂 出 热 对 流 ; 化 学 反应 
中 , 随 浓度 之 增 大 ,温度 
分 布 出 现 多 重 平衡 态 ， 
以 及 氢气 的 自燃 、 双 星 
的 裂变 等 等 都 是 分 歧 
现象 。 

在 数学 上 ， 用 算 子 
方程 

PFCxz,X)=0 (1) 
的 解 来 描写 系统 的 平衡 
态 ,其 中 》 是 参数 ,而 x 
则 属于 某 向 量 空间 。 用 
5 表示 固定 和 时 满足 
(1) 的 x 的 集合 即 解 集 ， 
所 谓 X。 是 一 个 分 歧 点 ， 
是 指 对 于 X。 的 一 个 邻 
域 wW， 存 在 xESx 的 一 
个 邻 域 0, 以 及 和 XE 
V, 使 得 Su mnU 与 San 
UU 不 是 同 胚 的 然而, 通 
常 流行 的 说 法 则 是 下 列 
比较 直接 的 描述 设 
x=9 总 满足 (1), 即 F(0， 
入) 三 0, 一 点 (9, 和 %。) 称 为 分 歧 点 ， 是 指 在 它 的 任意 邻 域内 
都 含有 (1) 的 非 9 解 。 

分 歧 的 数学 理论 主要 研究 以 下 几 个 问题 : @O 一 点 成 
为 分 歧 点 的 充分 必要 条 件 ; 加 在 分 歧 点 附近 ， 解 集 的 构 
造 ， 加 对 分 歧 点 局 部 的 了 解 能 否 导出 有 关 解 集 的 整体 性 
结论 。 

由 隐 范 数 定理 可 知 , 若 (9,X。) 是 分 歧 点 ， 则 必须 偏 导 
数 Fe(9,Xo) 是 奇异 的 。 但 它 不 是 一 个 充分 系 件 。 在 一 些 
特殊 情况 下 ， 可 以 利用 线性 化 算 子 Fe(b,xX。) 的 谱 来 作 判 
断 ， 然 而 常用 的 办 法 是 通过 有 穷 维 约 化 手续 ( 李 亚 普 诺 
夫 - 施 密 特 手续 或 中 心 流 形 理论 ) 将 (1) 约 化 为 有 穷 维 方 
程 组 ， 再 利用 各 种 特定 条 件 把 这 有 穷 维 方程 组 在 (9, Xo) 
邻近 的 解 集 行为 归结 到 相应 的 截断 泰勒 展开 式 去 研究 。 
例如 ， 若 这 约 化 后 的 方程 在 (x,X,)=(0, 0) 附近 呈 下 列 
形式 ， 

MGxz 和 ) 一 如 一 NiX 一 Na 十 DC 4 十 Aizal 

+ Xix| + 1%,x|+23)=0, (2) 

式 中 xER', 而 和 =(X，X,)ER?， 则 可 以 通过 适当 的 坐 
标 变换 将 其 化 为 方程 

Ax—As=0, (3) 

通过 在 参数 空间 (X,, Xa) 上 观察 (3) 的 解 集 个 数 的 变化 ， 

可 以 回复 到 (2) 的 分 歧 行为 ,不 难看 出 ， 尖 点 方程 4 一 

27 和 = 0 决定 的 曲线 正 是 解 集 个 数 变化 的 分 界线 ， 称 为 

分 歧 曲 线 (或 面 )。 观察 图 2， 其 中 a 为 解 集 曲面 b 显 

示 了 分 歧 曲 线 , 解 的 个 数 在 此 曲线 两 侧 各 为 1 个 与 3 个 ; 
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图 1 


图 2 


5 是 在 X=0 平 面 上 解 集 曲面 之 截 口 , d 为 ^,>0 固 定 
时 解 集 曲 面 的 截 口 。 

有 许多 情况 约 化 方程 组 不 能 归结 到 相应 的 泰勒 展开 
式 ， 这 在 退化 阶 数 高 而 参数 空间 维 数 不 够 的 时 候 经 常 发 
生 。 此 时 往往 要 利用 约 化 方程 的 特性 去 获得 有 关 分 歧 曲 
面 的 知识 。 

从 分 歧 点 的 局 部 性 态 不 容易 获得 解 集 的 整体 性 质 。 
这 方面 人 们 知道 得 很 少 。 P.H. 拉 宾 诺 维 芯 利 用 拓扑 度 方 
法 讨论 了 从 奇数 重 特征 值 分 歧 出 的 连通 分 支 在 整体 上 的 
几 种 可 能 性 , 它 被 应 用 于 讨论 非 线性 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 
解 的 个 数 。 例 如 ， 

WA Ct€C0, 1)), 
u(0)=u"(1)=0, 

式 中 入 是 参数 。 当 入 E(%。,Xn41] 时 ,此 方程 正好 有 nn 个 非 
平凡 解 ， 这 里 Xe 是 对 应 的 线性 化 方程 的 特征 值 ，n=1， 
2 

因为 分 歧 问 题 来 自动 力 体系 中 平衡 态 个 数 的 变化 ， 
在 物理 上 ,人 们 关心 哪个 平衡 态 是 稳定 的 ,所 以 经 常 要 讨 
论 分 歧 前 后 解 的 稳定 性 。 在 微分 方程 中 平衡 态 通常 表现 
为 平衡 点 \ 周 期 轨道 . 拟 周 期 轨道 或 异常 轨道 。 从 平衡 点 


分 歧 出 周期 轨道 的 分 支 称 为 霍 普 夫 分 支 。 
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fenxlxue 
分 析 学 (analysis) 17 世纪 以 来 在 微 积分 学 发 
展 的 基础 上 形成 的 数学 一 大 分 支 。 它 曾 和 几何 学 、 代 数 
学 并 列 为 数学 中 的 三 个 主要 分 支 ,并 从 18 世纪 以 来 相对 
独立 地 得 到 很 大 的 发 展 ， 曾 经 被 认为 是 数学 的 一 个 最 大 
分 支 。 

分 析 学 研究 的 内 容 ”分 析 学 包括 哪些 内 容 是 随 着 数 
学 的 发 展 过 程 而 不 断 变动 的 。17 一 18 世纪 的 分 析 学 , 可 
以 说 是 以 无 穷 小 分 析 为 主 ， 即 以 微 积分 学 、 无 穷 级 数 为 
主 , 还 包括 经 典 的 变 分 法 、 微 分 方程 、 积 分 方程 和 复 变 函 
数 的 一 些 基本 内 容 。19 世纪 以 来 , 数学 各 分 支 日 趋 专业 
化 ,促使 分 析 学 的 各 分 支 相对 独立 地 深入 发 展 。 微 积分 学 
和 无 穷 级 数 的 理论 由 于 极限 理论 的 发 展 ,在 19 世纪 得 到 
了 严密 化 ， 函 数论 特别 是 单 复 变 函数 论 的 内 容 得 到 了 极 
大 的 丰富 而 趋 于 完整 ,这 时 的 分 析 学 ,函数 论 占据 了 独特 
的 地 位 ,虽然 变 分 法 、 微 分 方程 、 积分 方程 也 都 有 相当 大 
的 发 展 。 到 了 20 世纪 ,数学 发 展 的 一 个 特点 就 是 在 各 分 
支 深入 发 展 的 基础 上 ， 探 求 普遍 性 和 统一 性 。 泛 函 分 析 
的 发 展 是 由 于 变 分 法 和 积分 方程 的 一 般 理论 的 需求 。 近 
代数 学 发 展 的 又 一 特点 ,是 各 分 支 的 相互 渗透 与 综合 ,不 
仅 体 现在 泛 函 分 析 的 发 展 上 还 特别 体现 在 近代 微分 方程 
的 发 展 上 。 随 着 数学 的 其 他 分 支 如 几何 学 、 丘 扑 学 \ 代 数 
学 ,概率 论 的 发 展 以 及 分 析 学 中 的 泛 函 分 析 、 函 数论 等 的 
发 展 ,微分 方程 的 理论 工具 日 益 丰 富 ; 又 由 于 近代 电子 计 
算 机 的 飞速 发 展 , 为 它 提供 了 强大 的 计算 工具 。 这 样 20 
世纪 的 微分 方程 不 仅 成 为 分 析 学 的 一 个 最 大 分 支 ， 而 事 
实 上 已 发 展 到 可 以 并 列 于 概率 论 与 数理 统计 学 这 样 重要 
分 支 的 地 位 。 即 从 数学 分 类 而 论 ， 微 分 方程 应 属于 分 析 
学 ;就 其 内 容 的 丰富 程度 而 论 , 它 已 能 并 列 于 概率 论 与 数 
理 统计 而 成 为 数学 的 一 个 独立 分 支 。 实 际 上 早期 的 概率 
论 也 属于 分 析 学 ,由 于 它 和 数理 统计 学 的 紧密 结合 ,已 发 
展 成 为 数学 的 一 大 分 支 。 至 于 一 开始 就 和 无 穷 小 分 析 结 
合 在 一 起 的 数值 分 析 , 由 于 近代 计算 数学 的 兴起 ,有 了 极 
大 的 发 展 ,在 分 析 学 中 虽 仍 保留 着 函数 襄 近 论 的 内 容 , 但 
数值 分 析 已 经 属于 计算 数学 的 另外 ,近代 发 展 的 大 
范围 变 分 法 ,遍历 理论 ,位 势 论 和 流 形 上 的 分 析 等 , 虽 属 于 
分 析 学 的 范围 ， 但 都 是 数学 其 他 分 支 的 相互 综合 。 事 实 


上 , 分析 学 的 许多 分 支 如 多 复 变 函 数论 、 群 上 调和 分 析 、 
非 线性 泛 函 分 析 等 的 近代 发 展 ， 也 都 体现 了 数学 各 分 支 
的 相互 渗透 与 综合 。 目 前 有 关 分 析 学 的 新 的 学 科 分 支 名 
称 如 非 线性 分 析 \ 应 用 分 析 等 , 已 相当 普遍 地 被 采用 ， 尽 
管 它们 确切 包含 亏 些 内 容 并 没有 定论 。 由 此 可 见 一 个 学 
科 分 支 的 内 容 并 不 是 一 成 不 变 的 ， 今 后 分 析 学 的 内 容 仍 
将 随 着 数学 的 发 展 而 不 断 有 所 改变 。 

分 析 学 发 展 的 特点 ”分析 学 的 发 展 从 一 开始 就 与 力 
学 、 物 理学 和 几何 学 的 发 展 紧密 联系 着 。 根 据 微 积分 学 
发 展 的 历史 ， 可 以 知道 它 的 许多 基本 概念 是 和 力学 、 物 
理学 以 及 几何 学 的 具体 问题 相 联系 的 ， 都 有 着 实际 的 背 
景 ,并 受到 实际 需要 的 推动 。 例 如 ,已 知 物体 运动 的 路 程 
s 是 时 间 上 的 函数 s(t)， 要 求 它 在 某 一 时 刻 t 的 瞬 时 速 
度 V(t), 这 是 求 导数 的 问题 , 正 是 导数 概念 的 由 来 之 一 ; 
反之 ,已 知 用 时 速度 2(t) 和 路 程 s 的 某 一 初 值 要 求 运动 路 
程 s(t), 这 是 求 积分 的 问题 。 物 理 上 这 个 简单 问题 ,就 形 
成 了 微 积分 的 互 道 关系 ( 见 能 积分 学 、 委 分 学 、 积 分 学 )。 
17 世纪 工 牛顿、G.W- 茉 布 尼 英 完 成 了 微 积分 学 的 创建 
工作 ， 与 此 同时 相应 的 力学 和 物理 学 也 得 到 了 发 展 。 几 
何 学 的 发 展 也 同样 说 明 问题 ， 微 分 几何 在 很 大 程度 上 可 
以 认为 是 微 积分 本 身 问题 的 自然 产物 ， 而 它 的 近代 发 展 
正方 兴 未 艾 。 在 17 世纪 , 求 曲线 的 切线 及 其 斜率 是 一 个 
对 于 实际 应 用 有 重大 意义 的 几何 问题 。 在 透镜 的 设计 中 
和 考虑 运动 物体 在 它 的 运动 轨迹 曲线 上 一 点 的 运动 方向 
时 ， 都 需要 知道 曲线 上 任 一 点 的 切线 。 为 求 光线 通过 透 
镜 的 道路 ,就 需 知道 光线 的 入 射 角 , 即 应 知道 透镜 镜面 截 
线 在 入 射 点 处 的 法 线 , 它 是 镜面 曲线 切线 的 重 线 一 般 来 
讲 ， 物 体 在 其 运动 轨迹 曲线 上 一 点 的 运动 方向 本 身 就 是 
该 点 的 切线 方向 。 值 得 注意 的 是 这 个 求 曲线 切线 斜率 的 
纯 几 何 问题 的 研究 ， 正 好 是 微 积分 学 中 导数 概念 的 由 来 
之 一 。 可 以 引述 牛顿 的 老师 工 巴 罗 求 曲线 的 切线 斜率 的 
典型 方法 , 即 他 利用 了 所 谓 特征 三 角形 (其 后 就 被 称 为 微 
分 三 角形 ) 的 方法 。 如 图 1 所 示 ， 如 果 已 知 曲线 上 一 点 
P(x。osyo) 处 的 切线 交 x 轴 于 点 N， 则 该 切线 的 斜率 等 于 
MP/NM， 这 里 PM 垂直 于 zx 轴 。 在 曲线 上 另外 取 一 点 
Px*(xo+o， yo+b*)， 如 图 所 示 ， 过 P* 作 x 轴 的 私 线 
P*M*， 交 切线 于 Q*， 过 P 点 作 平行 于 x 轴 的 直线 ， 交 
PxM* 于 R*, 则 三 角形 PR*Q* 与 三 角形 NMP 相似 , 从 
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图 1 特征 三 角形 
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而 MP/NM=R*Q*/PR*。 从 图 形 上 可 以 看 出 , 当 P* 沿 曲 
线 接近 于 了 点 时 ,Q* 很 快 与 P* 重合 。 例 如 ,在 图 中 取 P 
点 的 邻近 点 P'(xo+a'，y。+b') 时 ， 委 线 P'M' 与 切线 的 
交点 @ 可 以 看 作 与 P' 重合 ,曲线 弧 PP” 可 以 看 作 与 切线 
段 PQ 重合 , 于 是 三 角形 PRQ 就 称 为 特征 三 角形 。 巴 罗 
认为 所 求 的 斜率 即 为 RB/PR=b'/a'。 实 际 上 这 里 的 a 与 
b' 并 非常 量 , 只 有 当 P' 点 无 限 接近 于 了 点 时 ,比值 以 /a' 
的 极限 存在 时 ,极限 值 才 是 所 求 切线 的 斜率 。 事 实 上 , 当 
巴 罗 运用 他 的 特征 三 角形 求 切线 的 斜率 时 ， 已 经 隐 合 了 
这 样 一 个 无 限 接近 的 极限 过 程 ， 只 是 当时 他 还 不 能 正确 
运用 这 一 极限 过 程 。 例 如 ， 他 在 求 抛物 线 六 =Px 在 一 
点 P(xosyo) 的 切线 斜率 时 是 这 样 推导 的 : 奶 =pxo,Cyo+ 
b')*==p(xo+a')， 后 一 式 两 端 展开 得 胡 +2b'yo+b'?= 
pxo+pa'， 利 用 前 一 式 两 端 碱 去 一 个 等 量 ， 即 得 25o+ 
bn 一 pa'。 到 了 这 一 步 后 ， 巴 罗 当 时 的 论点 认为 , b” 比 
起 是 可 以 略 去 不 计 的 ， 从 而 就 得 到 2b'y,=pa', 即 得 所 
求 切线 的 斜率 是 b'/a' 一 p/2yo 不 严密 的 推导 却 得 到 了 正 
确 的 结果 。 巴 罗 用 特征 三 角形 求 切线 斜率 的 思想 ， 实 际 
上 就 是 17、18 世纪 导数 概念 的 由 来 ,也 是 17、18 世纪 微 
分 几何 学 把 微分 看 作 极 小 的 几何 常量 来 运用 的 由 来 。 他 
的 主要 著作 《几何 学 讲义 》 是 对 微 积分 学 的 一 个 重要 贡 
献 。 牛 顿 首先 把 微 积分 学 称 为 分 析 学 ,独立 于 几何 学 。 他 
在 1669 年 把 他 自己 在 微 积分 学 方面 的 主要 工作 写成 一 
篇 题 为 (运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》 的 小 册子 ， 把 无 穷 
级 数 也 纳入 了 分 析 学 的 范围 

微 积分 的 萌 芋 思想 ， 还 可 以 追 谢 得 更 远 。 中 国 古代 
的 数学 家 刘 抽 《公元 3 p 
世纪 ) 的 割 加 术 和 其 后 
祖冲之 关于 园 周 率 的 工 R 0 
作 是 值得 提出 的 。 刘 笋 
首先 肯定 圆 内 接 正 多 边 
形 的 面积 小 于 加 的 面 
积 ， 当 正 多 边 形 的 边 数 
如 图 2 所 示 增 加 一 倍 的 
时 ， 新 的 内 接 正 多 边 形 到 有 扣 卫 淮 二 各 和 
的 面积 就 增 大 。 这 从 图 形 上 看 是 显然 的 。 他 把 原来 的 正 
多 边 形 的 每 一 条 边 , 例 如 边 RQ 所 对 的 圆 弧 多 的 中 点 P 
定 下 来 ,然后 把 忆 点 和 该 边 的 两 个 端点 和 昌 连 接 起 来， 
得 到 新 的 内 接 正 多 边 形 的 两 条 边 RP 和 PQ。 根据 平 而 
几何 全 大 于 其 份 的 公设 ,扇形 0- 多 的 面积 大 于 四 边 形 
ORPQ 的 面积 ， 而 后 者 又 大 于 三 角形 ORQ 的 面积 , 可 见 
他 的 论断 是 有 充分 根据 的 .显然 正 多 边 形 的 边 数 越 加 信 ， 
它 的 面积 越 接近 于 图 的 面积 。 刘 微 在 他 的 割 圆 术 中 说 
道 ,“ 制 之 式 细 ， 所 失 弥 少 ,着 之 又 割 以 至 于 不 可 割 , 则 与 
圆 合体 而 无 所 失 奖 。" 在 这 一 特殊 问题 上 ， 刘 王 反 映 的 极 
限 思想 比 上 述 巴 罗 运用 特征 三 角形 求 曲线 切线 的 斜率 时 
所 隐 含 的 极限 思想 要 更 为 明确 。 刘 徽 所 说 的 “ 割 之 式 细 ， 
所 失 苏 少 ”表达 了 贺 面 积 与 内 接 正 多 边 形 面积 之 差 是 一 
个 单调 减少 的 正 的 序列 。 他 的 后 两 句 话 表示 当 边 数 无 限 
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增加 时 ， 这 个 序列 的 极限 为 零 , 即 他 所 说 的 “无 所 失 矣 ”。 
祖冲之 在 刘 徽 制 加 术 的 基础 上 首先 计算 出 了 精确 到 千 万 
分 之 一 的 圆周 率 的 近似 值 ， 他 还 相当 精确 地 计算 了 球 的 
体积 。 由 此 可 见 ， 在 一 些 具体 的 问题 上 ,如 求 切线 、 求 弧 
长 , 求 曲 边 形 的 面积 或 曲面 体 的 体积 等 ， 在 17 世纪 初 已 
经 积累 了 不 少 成 果 , 而 且 可 以 追 斋 得 很 远 ,有 些 成 果 即使 
在 微 积分 创立 之 后 ,也 是 用 同样 的 思想 和 方法 解决 的 。 但 
微 积分 作为 一 门 学 科 来 发 展 ， 还 是 由 于 牛顿 和 全 布 尼 欧 
的 贡献 。 在 他 们 之 前 ， 微 积分 的 工作 差不多 局 限于 一 些 
具体 问题 的 细节 之 中 ， 还 缺乏 普遍 性 的 规律 。 牛 顿 和 莱 
布 尼 茨 的 工作 首先 使 得 导数 与 积分 的 互 送 关系 成 为 相当 
广泛 的 一 类 函数 的 普遍 规律 。 他 们 有 效 地 创立 了 微 积分 
的 基本 定理 和 运算 法 则 ， 从 而 使 微 积分 能 普遍 应 用 于 科 
学 实践 ， 终 于 不 再 是 古 希 腊 几 何 学 的 延展 而 成 为 一 门 独 
立 的 学 科 ， 并 成 为 数学 中 最 大 分 支 "分 析 学 "的 起 源 。 这 
都 是 他 们 作出 贡献 以 前 不 可 能 达到 的 。 

18 世纪 以 来 的 分 析 学 ”18 世纪， 分 析 学 的 应 用 大 
刀 阅 产地 向 前 迈进 。 这 时 微 积分 学 充分 发 挥 了 它 的 威力 ， 
促使 经 典 的 变 分 法 、 微 分 方程 、 积 分 方程 都 有 很 大 发 展 。 
分 析 学 的 范围 扩大 了 。 无 穷 小 分 析 成 为 当时 数学 发 展 的 
一 个 主流 。 整 个 18 世纪 的 数学 进展 , 远 较 其 他 世纪 更 直 
接受 到 物理 问题 的 推动 。 一 方面 数学 为 解决 物理 问题 而 
创造 出 新 的 数学 方法 与 理论 ， 另 一 方面 物理 学 的 进展 依 
来 念 需要 新 的 数学 方法 与 理论 作为 它 的 工具 。 这 时 数学 
本 身 的 严密 性 问题 很 少 引起 注意 ， 诸 如 级 数 与 积分 的 收 
敛 同 题 , 累 次 积分 交换 次 序 问题 ,微分 方程 解 的 存在 与 叭 
一 问题 等 ,几乎 无 人 问津 ,一 个 物理 问题 用 数学 形式 表达 
出 来 之 后 ,数学 家 们 就 开始 工作 ,新 的 数学 方法 和 定理 就 
不 断 涌现 。 既 然 结论 在 物理 问题 上 被 证 实 是 正确 的 ， 就 
顾 不 到 追究 在 数学 推理 上 的 严密 性 。 当 时 正 是 物理 与 几 
何 的 直观 促进 了 无 穷 小 分 析 的 过 勃 进展 ， 至 于 奠定 数学 
的 逻辑 基础 , 一 时 还 看 不 到 什么 迫切 的 需要 。18 世纪 数 
学 家 的 代表 人 物 工 . 欧 拉 同时 是 当时 居 领 导 地 位 的 理论 
物理 学 家 .他 还 研究 船舶 设计 , 帆 的 作用 ,弹道 学 ,地 图 学 
以 及 其 他 的 实际 问题 。 他 的 数学 著作 多 得 惊人 ， 几 乎 每 
个 领域 都 有 他 的 重要 贡献 。 在 18 世纪 虽 没有 产生 象 17 
世纪 时 的 微 积分 那样 划时代 的 新 学 科 ， 但 当时 的 数学 家 
施展 了 高 超 的 技巧 ,发 气 并 推进 了 微 积分 学 的 影响 ,扩大 
了 分 析 学 的 领域 。 变 分 法 的 早期 工作 几乎 和 微 积分 本 身 
难以 区 分 .牛顿 就 研究 过 物体 在 水 中 作 轴 向 常 速 运动 时 ， 
要 使 运动 阻力 最 小 ， 其 旋转 曲面 应 具 什么 形状 的 问题 。 
1696 年 约翰 第 一 . 伯 努 利 提出 了 最 速 降 曲线 的 问题 ,要 求 
从 一 给 定点 P 到 处 于 Pi 下 方 但 并 不 在 过 P; 点 的 铅 直 
线 上 一 点 P; 的 曲线 弧 BP,, 使 得 一 个 质点 沿 这 曲线 弧 从 
Pi 下 请 到 P 所 用 的 时 间 为 最 短 ， 而 质点 在 P 处 的 初速 
是 已 知 的 .这 一 类 问题 都 归结 为 要 求 一 个 未 知 函数 y(X)， 
使 得 如 下 形式 的 积分 
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取 到 极 值 ,这 里 函数 关系 卫 是 已 知 的 。 欧 拉 成 功 地 获得 了 
使 了 取 极 值 的 必要 条 件 是 其 z) 应 满足 方程 Pv 一 兰 可 


==0, 但 他 当时 并 不 明确 这 只 是 必要 条 件 。 他 在 1736 年 
发 表 这 个 有 名 的 方程 ,并 由 此 来 求 得 使 了 取 极 值 的 解 ,至 
于 该 微分 方程 的 解 是 否 是 使 了 取 极 值 的 解 ， 他 只 是 从 所 
处 理 的 实际 问题 来 回答 。 欧 拉 还 解决 了 带 有 特殊 边界 条 
件 的 更 难 的 极 值 问 题 。 他 的 方法 还 是 先 从 解 这 个 微分 方 
程 入 手 。 欧 拉 的 工作 引起 了 J.-L. 拉 格 衣 日 的 注意 ,他 于 
1755 年 对 于 范围 较 广 的 一 类 极 值 问题 得 到 了 一 个 比较 
系统 而 一 般 的 方法 ， 他 称 之 为 变 分 法 。 用 这 个 方法 他 求 
出 了 使 了 取 到 极 值 的 必要 条 件 是 欧 拉 已 经 获得 的 那个 微 
分 方程 。 这 个 结果 后 来 被 称 为 变 分 法 基本 引 理 ， 它 的 严 
格 证 明 直到 1848 年 由 P.F. 萨 重 斯 给 出 。 至 于 寻求 使 了 
取 到 极 值 的 充分 条 件 ， 在 18 世纪 也 没有 得 到 结果 , 1879 
年 K, 外 尔 斯 特 拉 斯 才 给 出 了 充分 条 件 。 他 把 拉 格 朗 日 
变 分 称 为 弱 变 分 ,并 且 引 进 了 强 变 分 概念 ,给 出 了 在 强 变 
分 意义 下 使 取 极 值 的 充分 条 件 。 到 20 世纪 ,D. 希 尔 伯 
特 提出 了 他 的 不 变 积分 理论 ， 从 而 比较 简单 地 导出 了 外 
尔 斯 特 拉 斯 关于 强 变 分 的 充分 条 件 。 从 变 分 法 的 进展 也 
可 以 看 出 18 世纪 数学 工作 的 特点 。 数 学 家 们 巧妙 地 运用 
无 穷 小 分 析 的 技巧 ,解决 了 许多 类 型 的 极 值 问题 ,如 最 束 
降 曲线 问题 ,等 周 问题 、 测 地 线 问 题 、 极 小 旋转 曲面 问题 
等 等 ， 但 变 分 法 基本 引 理 的 严格 证 明 以 及 使 了 取 极 值 的 
充分 条 件 却 并 没有 认真 研究 ( 见 变 分 法 )。 

到 了 19 世纪 ,分 析 学 中 直观 的 不 严密 的 论证 导致 的 
局 限 性 和 了 矛盾 愈益 显著 ， 分 析 的 严密 化 日 益 引 起 数学 家 
的 关注 。N. H. 阿 贝尔 于 1826 年 给 C. 豪 斯 顿 的 一 封 信 
中 写 道 ,人们 在 分 析 中 确实 发 现 了 惊人 的 含糊 不 清 的 地 
方 。 这 样 一 个 完全 没有 计划 和 体系 的 分 析 ， 竟 有 那么 多 
人 能 研究 过 它 ， 真 是 奇怪 。 最 坏 的 是 从 来 没有 严格 地 对 
待 过 分 析 。 在 高 等 分 析 中 只 有 很 少 几 个 定理 是 用 逻辑 上 
站 得 住 脚 的 方式 证 明 的 。 人 们 到 处 发 现 这 种 从 特殊 到 一 
般 的 不 可 靠 的 推理 方法 ， 而 非常 奇怪 的 是 这 种 方法 只 导 
致 了 极 少 几 个 所 谓 的 性 论 。" 这 些 话 确实 反映 了 当时 分 析 
学 发 展 的 情况 。 事 实 上 ， 尽 管 微 积分 学 已 发 展 成 为 一 门 
独立 的 学 科 , 具 备 了 极为 丰富 的 内 容 和 十 分 广泛 的 应 用 ， 
但 是 它 自己 还 未 形成 逻辑 严密 的 理论 体系 ， 甚 至 它 的 最 
主要 的 基本 概念 如 函数 ,导数 ,微分 、 定 积分 等 ,都 还 没有 
严密 地 给 出 定义 ,严密 的 分 析 是 从 B. 波 尔 查 诺 、A.-L. 林 
西 \ 阿 贝尔 和 了 . G.L. 多 利克 雷 的 工作 开始 ,并 由 外 尔 斯 
特 拉 斯 进一步 发 展 了 的 。 在 这 方面 以 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 
斯 的 工作 为 最 主要 。 柯 西 在 他 的 《分 析 教程 》(1821) 中 
从 定义 变量 开始 ， 对 于 函数 概念 引进 了 变量 间 的 对 应 关 
系 ,而 单 值 函 数 的 确切 定义 ,是 犹 利克 雷 在 一 篇 关于 伟 里 
叶 级 数 的 论文 《用 正弦 和 余弦 级 数 来 表示 完全 任意 的 函 
数 》 中 给 出 的 ， 该 文 发 表 于 1837 年 。 三 角 级 数 的 研究 不 
仅 导 致 函数 概念 的 严密 化 、 外 尔 斯 特 拉 斯 还 利用 三 角 级 
数 构造 出 处 处 连续 处 处 不 可 导 的 函数 的 例子 。 上 述 柯 西 


和 狄 利克 雷 二 人 的 工作 都 按 弃 了 欧 拉 认为 函数 必须 有 分 
析 表 达 式 的 观点 和 拉 格 朗 日 认为 函数 都 可 以 用 窜 级 数 展 
开 的 观点 .事实 上 ,有 名 的 犹 利克 雷 函数 即 在 一 切 有 理 数 
取 值 1, 在 一 切 无 理 数 取 值 0, 就 是 狄 利克 雷 在 1829 年 给 
出 的 ， 显 然 并 不 需要 用 复杂 的 分 析 表达 式 来 表示 后 才 肯 
定 其 为 函数 。 关 于 函数 连续 性 的 确切 定义 ， 即 e 必 说 法 ， 
是 由 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1841~1856 年 间 做 中 学 教师 时 给 
出 的 ,直到 1859 年 他 在 柏林 大 学 任教 之 前 ， 他 的 大 部 分 
工作 没有 为 人 们 所 知道 . 波 尔 查 诺 于 1817 年 首先 给 出 了 
导数 的 定义 ,并 且 给 出 了 级 数 收敛 的 明确 概念 ,但 他 的 工 
作 有 半 个 世纪 未 被 注意 。 关 于 收敛 概念 ， 一 般 归 之 于 柯 
西 1821 年 的 工作 。 柯 西 于 1823 年 在 他 的 《无 穷 小 分 析 
教程 概论 ?的 著作 中 ， 对 定 积分 作 了 系统 的 开创 性 工作 ， 
对 于 连续 函数 给 出 了 定 积分 作为 和 的 极限 的 确切 定义 。 
定 积分 概念 对 于 一 般 的 有 界 函数 的 定义 是 黎 曼 完成 的 。 
分 析 的 严密 化 促进 了 实数 系 的 逻辑 基础 的 建立 。 外 尔 斯 
特 拉 斯 于 1840 年 就 开始 考虑 了 无 理 数理 论 ， 到 1872 年 
有. 戴 德 金 的 分 划 使 实数 系 建立 在 有 理 数 的 基础 上 , 从 此 
微 积分 学 才 形 成 了 严密 的 理论 体系 。 苏 联 数学 课程 的 设 
置 中 ， 称 这 样 理 论 体系 的 微 积分 为 数学 分 析 ， 并 结合 一 
般 拓 扑 的 基础 , 实 变 函数 论 和 泛 函 分 析 的 基本 内 容 , 作 为 
数学 分 析 的 延伸 。 
单 复 变 函数 论 在 19 世纪 是 一 项 很 独特 的 创造 ,当时 
在 分 析 学 中 的 地 位 ,可 以 说 几乎 相当 于 17~18 世纪 微 积 
分 学 所 处 的 地 位 。 在 18 世纪 ， 网 拉 、 达 朗 贝尔 和 拉 普 拉 
斯 等 人 联系 着 力学 的 发 展 ， 对 于 单 复 变 函数 已 经 做 了 不 
少 工作 ， 但 函数 论 作为 一 门 学 科 来 发 展 , 还 是 从 19 世纪 
开始 。C.F. 高 斯 在 1811 年 ，S.-D. 泊 松 在 1815 年 都 曾 
经 考虑 积分 的 上 、 下 限 是 复数 的 情形 ,但 复 变 函 数论 的 基 
础 理论 是 由 柯 西 开始 建立 起 来 的 。 他 在 这 方面 的 第 一 篇 
重要 论文 是 6 关于 定 积分 理论 的 报告 》。 该 文 1814 年 曾 宣 
读 于 巴黎 科学 院 , 出 版 的 时 间 是 1827 年 。 他 在 该 文 的 序 
言 中 说 到 ,他 被 吸引 到 复 的 积分 问题 的 研究 ,是 由 于 在 处 
理 流体 力学 的 问题 中 出 现 的 二 重 积分 需要 考虑 交换 积分 
次 序 的 问题 ， 从 而 进一步 考虑 了 由 实 到 复 的 过 渡 。1825 
年 柯 西 完成 了 另 一 篇 重要 论文 《关于 积分 限 为 虚数 的 定 
积分 的 报告 》， 到 1874 年 才 发 表 。 该 文中 已 经 有 留 数 定 
理 的 内 容 。 单 复 变 函数 论 中 相当 重要 的 一 类 解析 函数 叫 
做 整 函 教 , 它 在 整个 复 平面 的 有 穷 部 分 都 解析 ,外 尔 斯 特 
拉 斯 在 1876 年 把 实 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 推广 到 整 函 
数 。 在 整个 复 平面 的 任何 有 穷 部 分 只 能 有 极点 作为 奇 点 
的 解析 函数 叫做 亚 纯 函 数 。 外 和 尔 斯 特 拉 斯 证 明 亚 纯 函数 
可 以 表 成 两 个 整 函数 的 商 .M.G. 米 塔 - 列 夫 勒 在 1884 年 
将 有 理 函 数 的 部 分 分 式 定理 推广 到 一 般 亚 纯 函 数 。 各 种 
类 型 的 复 变 函 数 的 取 值 范围 的 问题 是 一 个 引起 许多 数学 
家 注意 的 研究 课题 , 即 所 谓 值 分 布 同 题 。 丰 . 皮卡 在 1897 
年 证 明 一 个 不 退化 成 一 常数 的 整 函数 最 多 只 能 有 一 个 有 
穷 值 它 取 不 到 ,并 且 如 果 有 两 个 值 它 只 取 到 有 穷 次 的 话 ， 
那么 它 只 能 是 一 个 多 项 式 , 否 则 除去 一 个 例外 值 以 外 , 它 
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应 无 穷 次 取 到 每 一 个 值 ,对 于 亚 纯 函数 而 言 ,由 于 它 可 以 
取 值 o， 如 果 它 不 退化 为 一 常数 ， 最 多 只 能 有 两 个 值 取 
不 到 。 他 还 证 明 一 个 函数 在 它 的 孤立 本 性 奇 点 的 任 一 邻 
域内 除 可 能 有 一 个 例外 值 外 ， 应 取 到 所 有 的 值 。 关 于 亚 
纯 函数 的 值 分 布 理论 , 到 20 世纪 还 有 很 大 发 展 。 在 单 复 
变 函 数 的 研究 中 ， 多 值 函数 是 很 重要 的 研究 对 象 。 系 统 
地 处 理 多 值 函数 是 由 黎 曼 开 始 的 。 他 建立 了 黎 曼 曲面 的 
概念 ， 有 效 地 使 一 个 多 值 函数 在 它 联系 的 黎 曼 曲面 上 成 
为 单 值 函数 ， 从 而 得 以 用 处 理 单 值 函数 的 方法 来 研究 多 
值 函数 。 黎 曼 还 从 给 定 的 黎 曼 曲 面 出 发 来 求 它 所 联系 的 
基本 方程 KKw，z) 一 0， 进 而 考虑 黎 曼 曲面 上 有 理 函 数 
R(w， 2) 的 积分 ， 即 关于 阿 贝尔 积分 的 研究 。 黎 曼 还 把 共 
形 映射 的 概念 推广 到 黎 曼 曲面 。 关 于 黎 曼 曲面 的 系统 研 
究 有 C. H. H. 外 尔 的 专著 。 他 给 出 的 黎 曼 曲 面 的 概念 
导致 了 流 形 概念 的 确立 与 发 展 。20 世 纪 黎 曼 曲面 的 研究 
还 有 很 大 的 发 展 。 例 如 ,最 早 由 黎 曼 开 始 研究 ,并 由 G. 罗 
赫 在 1864 年 完成 的 著名 的 黎 曼 - 罗 赫 定 理 到 20 世纪 有 
很 大 的 推广 与 应 用 。 本质 上 这 个 定理 确定 了 在 至 多 有 有 
穷 个 极点 曲面 上 的 线性 无 关 的 亚 纯 函数 的 个 数 。 其 他 如 
函数 的 几何 理论 、 拟 共 形 映射 、 广 义 解析 函数 等 在 20 世 
纪 都 有 很 大 发 展 ， 但 函数 论 作为 分 析 学 的 主流 , 却 是 19 
世纪 独特 的 情形 。 另 外 应 当 提 到 的 是 关于 犹 利克 雷 级 数 
和 它 的 特殊 情形 所 构成 的 歼 曼 了 函数 的 研究 ， 对 解析 数 
论 所 起 的 作用 。1837 年 狄 利克 雷 运用 了 现在 称 为 狄 利克 
雷 级 数 的 工具 ，, 证 明了 数论 中 欧 拉 - 勒 让 德 的 猜想 , 即 每 
一 形 如 {a+ 翅 } 的 序列 ， 其 中 4 与 b 互 案 , 都 含有 无 穷 多 
个 素数 。1896 年 J 阿达 马 证 明 函 数 ?(z) 在 x~1 直线 
上 没有 零点 ， 从 而 证 明了 数论 中 的 素数 定理 。 函 数论 的 
方法 与 成 果 引入 到 数论 中 去 ,促成 了 19 世纪 解析 数论 的 
大 发 展 。 可 见 19 世纪 的 单 复 变 函数 论 确实 是 一 项 独特 
的 创造 ( 见 复 变 十 教 论 )。 

19 世纪 以 来 偏 机 分 方程 和 常 微分 方程 的 理论 也 有 
很 大 发 展 ( 见 机 分 方程 )。 特 别 应 当 提出 ， 同 偏 微 分 方程 
的 发 展 紧密 联系 的 伟 里 叶 分 析 的 发 展 情况 。 由 于 工业 上 
和 科学 上 的 需要 ， 法 国 巴黎 科学 院 曾 把 热传导 问题 定 为 
1812 年 授予 高 额 奖金 的 项 目 。 傅 里 叶 在 1811 年 完成 的 
得 奖 论文 中 ， 运 用 了 函数 用 三 角 函 数 展开 的 方法 来 解 热 
传导 方程 。 在 有 限 区 间 的 情形 ， 他 考虑 了 函数 的 三 角 级 
数 展 开 。 他 指出 系数 由 函数 fx) 的 如 下 形式 的 积分 


0,= | fo)eosvxde (v=0,1,2,..), 
28 1) 
b= fnsinvrar Coo1,2,), 
确定 的 三 角 级 数 
多 + 名 (Qcosvetb,sinvx) 
在 区 间 (0,2x) 能 表示 该 函数 。 后 人 称 这 样 确定 的 三 角 级 
数 为 fx) 的 傅 里 时 级 数 , 并 称 (1) 所 确定 的 系数 cup 为 
全 里 叶 系数 。 在 无 穷 区 间 的 情形 , 传 里 时 考虑 了 函数 的 三 
214 


角 积 分 展开 。 若 令 
jw 二 
他 指出 函数 fx) 可 以 用 它 三 角 积分 
| fer 

表示 。 后 人 称 上 述 积分 为 fx) 的 仁 里 叶 积 分 ,并 称 (2) 为 
了 zx) 的 傅 里 叶 变换 。 傅 里 叶 有 效 地 使 用 上 述 展 开 求 热 传 
导 方 程 的 解 , 即 现在 通用 的 分 离 变 量 法 ,但 他 并 没有 研究 
展开 的 级 数 或 积分 的 收敛 问题 。 目 前 通用 的 收敛 准则 是 
狐 利 克 雷 给 出 的 。19 世纪 建立 的 傅 里 叶 分 析 的 理论 ， 对 
于 应 用 数学 而 言 ,当时 已 是 令 人 满意 的 数学 工具 ,但 由 于 
积分 概念 的 局 限 性 ,对 于 函数 与 展开 式 之 间 的 深刻 联系 ， 
直到 20 世纪 勒 贝 格 积分 概念 确立 之 后 才 有 重大 的 进展 。 
三 角 级 数 的 唯一 性 问题 和 传 里 叶 展开 的 收敛 问题 ， 是 伟 
里 叶 分 析 的 两 个 很 主要 的 问题 ,前 者 经 过 G. 康 托 尔 等 人 
的 研究 ,集中 到 唯一 性 集合 的 结构 问题 ,至 今 虽 还 没有 满 
意 的 结果 ， 但 开创 了 点 集结 构 性 质 研究 。 后 者 在 概 收 
敛 意 义 下 H. H. 户 津 曾 提出 依 旦 .L. 勒 贝 格 意义 平方 可 
积 函 数 的 伟 里 叶 级 数 必 概 收敛 于 该 函数 的 猜想 ， 这 个 
猜想 到 20 世纪 60 年 代为 工 . 卡尔 森 所 证 明 。 多 元 传 里 
叶 分 析 经 过 了 S. 博 赫 纳 、A. 先 格 蒙 、A.P. 考 尔 德 伦 、 
E. M. 施 坦 、C. 费 弗 曼 等 人 的 研究 有 了 很 大 的 进展 。 傅 
里 叶 变换 在 广义 函数 空间 有 较 多 的 运用 , 但 在 n 维 欧 氏 
空间 的 传 里 叶 变 换 的 研究 中 ， 有 迹象 表明 勒 贝 格 积分 对 
于 传 里 叶 展 开 的 研究 虽然 促进 了 一 大 步 ， 但 依旧 显示 出 
了 局 限 性 ,至 于 群 上 调和 分 析 的 研究 , 则 紧密 联系 着 群 表 
示 论 的 进展 ， 以 及 在 一 般 的 拓扑 群 上 测度 论 的 建立 。 后 
者 经 过 A. 哈 尔 、A. 韦 伊 和 HH. M. 盖 尔 范 德 等 人 的 工作 
而 趋 于 完善 ( 见 伟 里 叶 分 析 )。 

20 世纪 初 ， 一 方面 由 于 19 世纪 以 来 对 于 函数 性 质 
的 一 系列 发 现 ， 打 破 了 自从 微 积分 学 发 展 以 来 形成 的 一 
些 传统 理解 。 例 如 函数 可 以 连续 而 处 处 都 不 可 导 ， 收 伍 
的 以 连续 函数 为 项 的 级 数 的 和 可 以 不 连续 ， 黎 曼 可 积 函 
数 的 序列 可 以 有 不 可 积 的 极限 函数 等 等 ， 都 和 当时 的 传 
统 认识 不 符 。 另 一 方面 ， 由 于 函数 的 传 里 叶 展 开 和 积分 
的 概念 紧密 有 关 ， 黎 曼 积分 的 局 限 性 就 愈益 显著 。 这 两 
方面 的 原因 都 促使 对 积分 理论 作 进一步 探讨 。1902 年 勒 
贝 格 发 表 了 他 的 论文 《积分 、 长 度 与 面积 》。 他 的 积分 概 
念 是 建立 在 他 关于 点 集 的 测度 概念 之 上 的 。 勒 贝 格 的 测 
度 在 一 维 欧 氏 空间 是 长 度 的 扩充 ,在 高 维 空间 是 面积 , 体 
积 的 扩充 。 就 一 维 的 情形 来 考虑 ， 一 个 勒 贝 格 测度 为 零 
的 集合 叫做 零 测 集 或 简称 零 集 , 不 一 定 是 空 集 ,也 不 一 定 
是 只 有 个 别 点 的 集合 。 这 和 长 度 为 零 的 直观 想象 不 同 ， 
一 个 零 集 可 以 有 无 限 多 的 点 ,例如 [0,1] 区 间 的 有 理 点 所 
成 的 集合 是 一 个 零 集 。 称 一 个 集合 的 测度 为 零 ， 如 果 对 
于 任意 给 定 的 正 数 6, 总 可 以 找到 一 串 开 区 间 {1,} 把 它 覆 


盖 住 ,使 得 区 辣 的 长 度 | 所 构成 的 级 数 思 15,| 收敛 ， 
且 基 和 小 于 预先 任意 给 定 的 6。 由 此 可 见 ， 测度 等 于 等 不 


flz)erwedr， (2) 


能 简单 地 理解 为 长 度 等 于 零 ， 但 是 同 长 度 有 着 密切 的 联 
系 。 测 度 概念 的 进一步 扩充 , 即 所 谓 抽象 测度 论 ,奠定 了 
概率 论 的 理论 基础 ,同时 在 群 上 调和 分 析 , 谱 理论 等 方面 
都 起 着 基础 作用 。 勤 贝 格 建立 了 测度 概念 之 后 ， 称 有 测 
度 的 点 集 为 可 测 集 , 并 定义 了 一 类 极为 广泛 的 函数 ,叫做 
可 测 函 数 。 称 实 函数 f(z) 为 可 测 , 如 果 对 于 任何 实数 c， 
点 x 满足 用 x)>c 的 全 体 构成 的 集合 总 是 可 测 集合 。 按 
勒 贝 格 的 积分 概念 ,有 限 区 间 上 一 切 有 界 的 可 测 函 数 , 都 
是 可 积 的 ,这 就 大 大 扩大 了 可 积 函 数 的 范围 , 例如 [0, 1] 
区 间 上 的 狄 利克 雷 函 数 是 可 积 的 ， 但 它 的 黎 曼 积 分 就 不 
存在 。 勤 贝 格 积分 是 黎 曼 积分 的 扩充 ， 按 黎 曼 意义 可 积 
的 函数 ， 按 勒 贝 格 意义 也 一 定 可 积 ， 而 且 两 种 意义 的 积 
分 相等 ， 反 之 则 不 然 。 惑 贝 格 还 为 建立 原 函数 概念 与 积 
分 概念 的 关系 作出 了 贡献 。 他 证 明 ， 在 [a,b] 上 技 他 的 


意义 可 积 的 函数 f(x) 的 变 上 限 的 积分 F(x)= ftyt 


(asxeb), 对 于 [a,b] 上 几乎 所 有 的 点 x, 导数 F'(z) 存 
在 且 等 于 fx)。 这 里 称 [a, 执 上 除了 一 个 测度 为 零 的 集 
合 以 外 的 一 切 点 为 [a,b] 上 几乎 所 有 的 点 。 勒 贝 格 积分 
的 创立 还 大 大 简化 了 极限 运算 与 积分 运算 次 序 的 交换 以 
及 累 次 积分 的 积分 次 序 的 交换 ( 见 勒 贝 格 积分 )。 

20 世纪 泛 函 分 析 的 发 展 反 映 了 本 世纪 数学 发 展 的 
一 个 特点 , 即 探求 普遍 性 与 统一 性 。 在 泛 函 分 析 中 函数 已 
不 作为 个 别 对 象 来 研究 ,而 是 作为 空间 中 的 一 个 点 ,与 几 
何 学 结合 起 来 ,对 整个 一 类 函数 的 性 质 加 以 研究 .于 是 分 
析 学 从 原来 普通 欧 氏 空间 变量 间 对 应 关系 的 研究 上 升 到 
函数 空间 不 同类 函数 间 的 对 应 关系 的 研究 ， 这 是 一 个 重 
要 的 发 展 , 追 湖 到 19 世纪 , 泛 函 的 抽象 理论 是 1887 年 由 
VV. 沃 尔 泰 拉 在 他 关于 变 分 法 的 工作 中 开始 的 。 可 以 说 泛 
函 分 析 的 开端 是 和 变 分 法 的 研究 有 着 密切 联系 。 但 在 建 
立 函 数 空间 和 泛 函 的 抽象 理论 的 卓越 成 就 中 ， 应 当 首 推 
M.-R. 弗 雷 于 1906 年 的 博士 论文 工作 。 他 在 距离 空间 
中 成 功 地 给 出 了 泛 函 的 连续 性 ,可 微 性 和 微分 的 概念 .为 
了 适应 变 分 法 理论 普遍 化 的 需要 汇 . 托 内 利 从 1911 年 开 
始 ,在 泛 函 理论 方面 开展 了 一 系列 工作 。 在 他 的 《 变 分 法 
基础 的 第 2 卷 中 , 泛 函 的 下 半 连 续 概念 成 为 一 个 基本 概 
念 ， 在 这 基础 上 他 研究 了 相当 广泛 的 一 类 极 值 问 题 的 解 
的 存在 性 。 尽 管 泛 函 的 抽象 理论 最 早 是 从 变 分 法 的 工作 
中 提出 来 的 ， 但 线性 泛 函 分 析 的 理论 却 是 随 着 积分 方程 
解 的 理论 的 普遍 化 而 发 展 起 来 的 。 作 为 泛 函 分 析 核心 的 
抽象 算 子 理 论 ， 统 一 了 微分 方程 和 积分 方程 的 特征 值 理 
论 。 和 希 尔 伯 特 在 他 的 积分 方程 的 工作 中 ， 曾 把 一 类 函数 
看 成 由 它 的 传 里 叶 系数 序列 所 确定 ， 这 系数 序列 {cn} 满 


足 思 oj< oo。 基 后 E, 施 密 特 把 复数 的 无 穷 序列 {z} 满 
足 忆 |l*<% 的 ,作为 希 尔 伯 特 空间 的 元 素 z={z)}， 
对 于 这 空间 的 任意 两 个 元 素 z,ww, 他 用 (z,w) 一 沪 zD, 表 
示 它 们 的 内 积 ,用 |zl = (z,z) 圭 表示 z 的 范 数 。 这 是 希 尔 
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伯 符 空间 的 由 来 。 施 密 特 和 弗 雷 歇 都 曾 注意 到 依 勒 贝 格 
意义 平方 可 积 的 函数 空间 到 完全 类 似 于 序列 的 希 尔 伯 
特 空间 ,其 后 F. 里 斯 给 出 了 空间 的 具体 构造 , 即 对 于 


JE 用 (9) 一 [fxO8Cdz 来 表示 它们 的 内 积 ， 用 


= (ff, 及 捷 示 了 的 范 数 ,并 指出 平方 可 积 函数 空间 Lx 
和 平方 可 和 序列 空间 是 等 价 的 ,其 根据 即 著名 的 里 
斯 - 费 希 尔 定理 。 为 使 积分 方程 理论 的 普遍 化 ，S. 巴 拿 
建立 了 完备 的 赋 范 空间 ， 后 通称 巴 拿 森 空间 。 对 于 空 
间 的 任意 一 个 元 素 x， 其 范 数 |z| 应 满足 下 列 3 个 性 质 ， 
@Ixl>0,|zxl=0 当 且 仅 当 x=0; @laxzl= lcl.|z| 对 
于 一 切 复数 4 成 立 ，@||x+y|<|x|+ yl 对 于 空间 的 一 
切 x, y 都 成 立 。 这 里 预先 假定 了 空间 是 一 个 加 法 群 ( 交 
换 ), 对 于 数 乘 是 封闭 的 ,并 且 规 定 了 完备 性 , 即 任 一 柯 西 
序列 必 有 极限 。 这 包括 了 许多 具体 的 函数 空间 , 例如 Pp 
《1<p) 次 可 积 函 数 以 其 模 的 Pp 次 方 的 积分 作为 范 数 的 P 
次 方 的 空间 Le 都 是 巴 拿 檬 空间 。 1929 年 巴 全 硅 引 进 了 
对 偶 空间 的 概念 。 对 于 给 定 的 空间 B， 考 虑 其 上 (连续 ) 
有 界线 性 泛 函 所 组 成 的 空间 B*, 称 B* 为 卫 的 对 偶 空间 ， 
其 中 元 素 的 范 数 即 规定 为 泛 函 的 界 。 巴 拿 赫 的 工作 对 于 
积分 方程 的 抽象 理论 有 许多 贡献 。 另 一 方面 算 子 理论 在 
量子 力学 中 的 应 用 ， 促 进 了 和希 尔 伯 特 空间 与 算 子 理论 的 
发 展 , 最 主要 的 工作 是 1927 年 以 来 J 冯 ' 诺 伊 更 的 公理 
化 方法 和 他 对 埃 尔 米 特 型 算 子 建 立 的 普遍 的 特征 值 理 
论 。 随 后 他 又 把 有 界 算 子 的 理论 推广 到 无 界 算 子 。 广 义 
函数 论 的 发 生 与 发 展 既 和 调和 分 析 紧 密 联系 ， 又 和 物理 
与 工程 的 许多 分 支 学 科 相 联系 ， 最 基本 的 广义 函数 首先 
由 物理 学 家 P. A. M. 狄 喇 克 提出 来 的 。 而 工 . 施 瓦 尔 获 
的 广义 函数 论 则 建立 在 严格 的 理论 基础 上 的 ,其 后 H. ML 
盖 尔 范 德 又 作出 了 重要 贡献 ( 见 广义 函数 )。 近 代 泛 函 分 
析 ， 特 别 是 非 线性 泛 函 分 析 的 发 展 , 渗 透 到 了 数学 ,物理 
的 许多 领域 。 非 线性 分 析 、 应 用 分 析 旭 没有 确切 的 范 
但 它们 的 发 展 方兴未艾 。 其 他 如 数值 分 析 、 函 数 逼 近 论 、 
广义 矩 量 问题 .量子 场 论 和 统计 力学 等 ,也 都 以 泛 函 分 析 
作为 它们 的 重要 工具 。 非 线性 偏 微分 方程 的 近代 发 展 更 
是 以 非 线性 泛 函 分 析 为 主要 工具 之 一 ( 见 泛 函 分 析 )。 
函数 逼近 论 的 中 心思 想 是 用 简单 的 函数 来 远近 复杂 
的 函数 。 例 如 ,汽缸 活塞 的 往返 直线 运动 ,通过 曲柄 连 杆 
转换 成 圆周 运动 ,这 时 运动 方程 比较 复杂 ,在 应 用 中 往往 
采取 较 简单 的 浙 近 公式 。 这 是 函数 轴 近 论 的 一 个 由 来 。 
在 许多 实际 问题 中 ， 经 常 采取 这 样 的 以 简 驭 繁 的 方法 。 
1859 年 II.JI. 切 比 雪夫 考虑 了 最 佳 逼 近 问题 , 1885 年 外 
尔 斯 特 拉 斯 证 明了 连续 函数 可 用 多 项 式 在 固定 区 间 上 一 
致 丙 近 。 他 们 的 工作 至 今 仍 显示 着 重要 性 。 用 通 近 的 阶 
来 刻画 被 下 近 函 数 性 质 的 正定 理 和 道 定理 ,是 1912 年 D. 
杰克 森 和 S. 伯 恩 斯坦 分 别 得 到 的 , 现 已 成 为 函数 构造 论 
的 基础 。1957 年 A.H. 林 尔 英 哥 洛 夫 关于 用 单 变量 函数 
表示 多 变量 函数 的 工作 ， 进 一 步 发 挥 了 函数 逼近 论 的 中 
心思 想 。 这 种 以 简 驭 繁 的 思想 ， 渗 透 在 分 析 学 的 许多 领 
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域 。 在 函数 逼近 中 当 被 逼近 的 函数 整体 来 说 可 微 的 次 数 
不 大 时 ,用 统一 的 多 项 式 去 允 近 ,未 必 能 得 到 高 阶 的 近似 ， 
但 用 王 段 高 阶 可 微 的 函数 去 逼近 时 ， 就 能 得 到 较 高 的 近 
似 ， 这 就 是 样 条 函数 台 近 的 由 来 。 当 被 逼近 的 对 象 的 性 
质 不 同时 ， 逼 近 的 工具 应 有 所 选择 。 有 的 函数 用 有 理 函 
数 来 逼近 往往 能 够 得 到 比 用 多 项 式 逼近 更 高 的 近似 。 有 
的 函数 用 沃 尔 什 函 数 系 的 多 项 式 来 带 近 往往 能 比 用 三 角 
函 数 系 的 多 项 式 逼近 得 到 更 高 的 近似 。 由 此 就 产生 了 对 
于 某 一 类 函数 ， 寻 找 最 优 的 逼近 工具 问题 ， 这 方面 的 工 
作 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 1936 年 进行 了 系统 的 研究 ,他 定义 
的 函数 空间 的 集合 的 一 个 度量 叫做 宽度 ， 其 由 来 即 在 于 
此 。 在 复数 域 上 有 理 函 数 的 逼近 有 本 工 . 沃 尔 什 等 人 的 
工作 。 用 算 子 逼近 以 及 饱和 类 的 研究 , 有 M. 扎 门 斯 基 ， 
P.L. 巴 策 尔 ,G. G. 洛 伦 茨 等 人 的 工作 ( 见 函数 表 近 论 )。 

20 世纪 多 复 变 函数 论 有 较 大 的 发 展 , 但 仍然 远 不 能 
象 单 复 变 函数 论 那 样 发 展 得 完整 ， 这 是 近代 分 析 学 中 很 
有 发 展 前 途 的 分 支 之 一 。 早 在 19 世纪 ,外 尔 斯 特 拉 斯 曾 
研究 过 两 个 复 变 数 的 解析 函数 在 零点 近 旁 的 情形 ， 即 所 
亩 外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 ， 它 揭示 了 多 元 解析 函数 的 零 
点 所 成 的 集合 完全 失去 了 象 单元 解析 函数 的 零点 构成 孤 
立 点 集 的 性 质 。1895 年 P. 库 辛 考虑 了 米 塔 - 列 夫 勒 定理 
在 多 复 变 情形 的 推广 ， 他 得 到 的 结果 是 限于 开 区 域 的 情 
形 。 即 所 谓 库 辛 第 一 定理 对 于 一 般 的 区 域 , 米 塔 - 列 夫 勒 
定理 的 推广 是 否 成 立 ,就 是 所 谓 库 辛 第 一 问题 。 库 辛 的 第 
二 问题 是 关于 按 给 定 零点 构造 全 纯 函 数 的 问题 ， 库 辛 的 
第 二 定理 同样 是 限于 区 域 是 开 域 的 情形 证 明了 他 的 第 二 
问题 可 解 。 和 库 辛 问题 紧密 联系 的 是 庞 加 莱 问 题 。 早 在 
1883 年 HH, 席 加 策 提出 如 下 的 问题 : 设 @(ziyza…yzn) 在 
区 域 D 亚 纯 ,是 否 可 以 找到 两 个 在 D 解 析 的 函数 G 和 HH， 
它们 不 含 公共 的 解析 函数 因子 ,使 在 DD 有 @(z,,2,,… ,zn) 
一 G(ziza…yzn)/H(ayza an) 成 立 。 如 果 对 区 域 了 
库 辛 第 二 问题 可 解 ， 则 庞 加 莱 问 题 亦 必 可 解 ， 其 逆 并 不 
成 立 。 庞 加 全 于 1887 年 还 考虑 了 二 元 解析 函数 的 留 数 
问题 。20 世纪 ， 1906 年 F.M. 哈 托 格 斯 证 明了 他 的 基本 
定理 , 即 在 双 元 柱 |z| <R,，|w| <R, 中 定义 的 单 值 二 元 
函数 Kw,z) 如 果 其 中 任 一 个 变量 任意 固定 , 关于 另 一 变 
量 都 是 解析 的 话 , 则 f(w,z) 在 双 元 柱 中 是 一 个 二 元 解析 
函数 。 同 年 他 又 发 表 了 多 元 解析 函数 的 解析 开 拓 定 理 。 
1910 年 E. E. 列 维 提出 了 拟 凸 域 和 正则 域 ( 即 全 纯 域 ) 是 
否 等 价 的 问题 ， 这 个 问题 象 库 辛 问题 一 样 推动 着 多 复 变 
函数 论 的 进展 ,1929 年 W.F. 奥 斯 古 德 的 《函数 论 > 第 2 卷 
可 以 说 是 多 复 变 函 数论 最 早 的 一 本 专著 。 1936 年 S. 伯 
格 曼 发 表 的 柯 西 积分 公式 比 A. 书 伊 1935 年 发 表 的 积分 
公式 更 具有 普遍 性 ， 但 后 者 的 公式 比较 简单 。 在 积分 表 
达 式 方面 还 有 华罗庚 和 S. 博 打 纳 等 人 的 工作 。1935 年 
耳 . 嘉 当 对 于 两 个 变量 的 情形 证 明了 凡是 能 使 库 六 第 一 问 
题 可 解 的 区 域 必 定 是 正则 域 , 轩 潜在 1937 年 证 明了 它 的 
逆 定 理 ， 而 且 对 于 多 变量 的 情形 着 定理 也 成 立 。1939 年 
加 次 对 库 辛 第 二 问题 也 作 了 解答 。1942 年 他 首先 给 出 了 
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莱 维 问题 的 肯定 性 解答 。 网 桨 的 工作 对 于 多 复 变 函 数 其 
后 的 发 展 起 着 重要 的 影响 。 多 复 变 函数 的 近代 发 展 更 趋 
向 于 综合 , 它 除了 联系 着 分 析 学 的 许多 分 支 外 ,还 紧密 联 
系 几 何 学 ,代数 学 以 及 代数 几何 的 发 展 ,体现 了 近代 数学 
发 展 的 特点 。 华 罗 庚 的 专著 《多 复 变 函数 论 中 典型 域 的 
调和 分 析 »》 一 书 ,反映 了 这 方面 申 具 特色 的 贡献 ， 其 中 揭 
示 了 对 于 典型 域 而 言 ， 拉 普 拉 斯 算 子 和 与 之 相 联系 的 一 
组 二 阶 微分 算 子 具有 共同 的 泊 松 核 ， 并 引起 了 其 后 的 许 
多 研究 。 目 前 国际 上 在 多 复 变 方面 的 重大 成 果 主 要 在 复 
几何 方面 丘成桐 在 这 方面 做 出 了 重要 贡献 ( 见 多 复 变 函 
数论 ) 。 
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( 程 民 健 ) 
fenyuonyu 
分 圆 域 (cyclotomic field) 
理 数 域 上 而 生成 的 扩 域 。 

1847 年 , E, E. 库 默 尔 宣称 他 证 明了 费 马 猜想 ,在 证 
明 中 ， 将 费 马 方程 x*?+y?=2? (P 为 奇 素数 ) 在 环 Z[fo] 
(f=em/?) 中 分 解 成 (x-2) (xz 一 8 pz2)… (x 一? 12) 一 
一 如， 并 认为 环 Z[fo] 与 通常 有 理 数 环 2 一 样 ， 每 个 数 都 
可 唯一 地 表 成 一 些 "素数 "的 乘积 。 但 不 久 发 现 他 的 这 个 
看 法 是 错误 的 ， 例 如 在 2 [fa] 中 就 存在 表示 成 一 些 " 素 
数 "的 乘积 的 方式 不 是 唯一 的 这 种 数 。 于 是 库 默 尔 创 造 
了 “理想 数 "这 一 概念 来 弥补 他 的 证 明 中 的 缺陷 ， 并 对 分 
贺 域 的 特性 作 了 深刻 的 研究 。 库 默 尔 关于 分 贺 域 的 工作 
和 C.F. 高 斯 关于 二 次 域 的 工作 ， 是 代数 数论 的 两 个 源 
头 。R. 最 侍 人 金 将 “理想 数 "系统 化 而 产生 了 抽象 代数 中 的 
“理想 "这 一 重要 概念 。 

所 谓 分 圆 域 ， 是 指 在 有 理 数 域 @ 上 添加 ”次 本 原单 
位 根 fs 一 es" ( 即 复 平 面 上 单位 圆 的 等 分 点 ) 而 得 
到 的 数 域 K=@(fo)。 由 于 当 n=2(mod4) 时 Qin) 一 
Q(tw/s), 从 而 可 仿 定 n 才 2(mod4)。 和 二 次 域 一 样 ,分 贺 
域 中 的 许多 数论 特性 也 比较 简单 ,例如 

对 于 分 圆 域 K=Q(f,),K/Q 是 p(n) 次 伽 罗 瓦 扩张 
其 中 wm) 是 欧 拉 函 数 ， 而 伽 罗 瓦 群 Gal(K/@)= {call< 
a<n,(a,n)=1}, 其 中 自 同 构 ce 是 由 cei) 一 癌 所 决定 
的 ,于 是 Gal(K/Q@) 同 构 于 乘法 群 

(Z/nZ)*(ora>a(mod n))。 

K==Q(f。) 的 整数 环 为 Z[fn]， 而 判别 式 为 

一 
dK)=(— Den/.nemIlp ?7 。 
pin 

素数 p 在 分 圆 域 K= Q(tn) 中 分 解 规律 为 : 若 p+n， 
则 了 为 Orz=Z[fo] 中 9 个 不 同 素 理想 之 积 ， 并 且 每 个 素 
理想 的 剩余 次 数 均 是 太 其 中 了 为 了 对 于 模 ? 的 阶 数 ( 即 
了 为 满足 p' 三 1(modn) 的 最 小 正 整数 ), 而 g=?(n)/f。 若 


添加 单位 根 到 有 


pln, 令 n=pmn'(t>1,p1+w), 则 p=( 儿 ,FP…9,)', 其 中 
e=9(p')>1( 从 而 P 在 天 中 分 歧 )，9， 92， …2 是 Or 
中 9 个 不 同 的 素 理想 , 其 剩余 次 数 均 为 f, 了 为 了 对 于 模 
7 的 阶 数 ,而 9=wCn )/f。 

分 圆 域 K= Q(fs) 的 单位 根 群 Wx, 是 由 如 生成 的 1 
阶 循环 群 ， 其 中 1=n( 当 n=0(mod 4) 时 ) 或 者 1=2n( 当 
n=1(mod 2) 时 )。 

分 贺 域 K=Q(t。) 的 单位 群 Ux 是 单位 根 群 Wx 和 Vz 
的 直 积 ,其 中 Vg 是 由 r= 人 一 1 个 单位 ,62,…5sr 生 
成 的 (乘法 ) 自 由 阿 贝尔 群 ， 即 K 中 每 个 单位 均 可 唯一 地 
表示 成 we8re32…s9r ,其 中 weEWxs0,E2， {61562,… Er} 
称 为 分 贺 域 K 的 一 个 基本 单位 组 ， 寻 求 分 园 域 的 基本 单 
位 组 是 一 个 困难 的 问题 。 

和 二 次 域 一 样 ， 分 贺 域 的 类 数 也 具有 解析 的 计算 公 
式 , 但 是 在 公式 中 包含 基本 单位 组 的 知识 ,这 使 得 关于 分 
圆 域 类 数 的 研究 和 计算 成 为 困难 问题 。 

库 默 尔 关于 分 圆 域 的 最 重要 工作 ,有 以 下 几 方面 ， 

对 于 每 个 奇 素数 了 ,如 果 P 除 不 尽 分 贺 域 Q(f。) 的 类 
数 h。， 那 么 费 马 方程 x?+y?=z? 没 有 整数 解 (x,y, z)， 
22z 夫 0 (例如 在 100 以 内 ， 满足 Ph 的 只 有 p=37、59、 
67， 从 而 对 于 不 超过 100 的 其 他 21 个 奇 素数 p， 费 马 
方程 z? 十 如 = 如 均 没 有 正 整数 解 ) 。 

以 怖 表示 域 Q(fo+ 弛 50) (这 是 Q(fs) 的 极 大 实 子 
域 ) 的 类 数 , 则 周 1hs， 即 且 一 ho/hz 为 整数 ， 并且 ph 所 
plhsesp 除 尽 伯 努 利 数 B,, B,,…, B,-s 之 中 某 个 的 分 子 
( 伯 努 利 数 由 展 式 三 = 总 凑合 所 定义 )。 

通过 大 量 的 手 算 ， 库 默 尔 发 现 了 当 p> + co 时 ， 了 及 
变化 不 大 , 而 三 则 飞速 地 增长 。 他 猜想 ，O 所 一 

ei 

2p( 刀 -) ”( 当 p>+co 时 ) @is= leps19。 后 一 靖 


想 由 KK. 鸟 希 达 于 1971 年 和 了 马 斯 利 .H.L. 蒙哥马利 各 
自 独立 地 证 明了 ,了 HH. 蒙哥马利 还 证 明了 对 于 正 整 数 n 帮 2 
(mod 4) 则 类 数 为 1 的 分 圆 域 8($,) 共 有 29 个 , 即 n 二 3， 
4,5,7,8,9,11,12,13,15,16,17,19,20, 21, 24, 25, 27, 
28,32,33,35,36,40,44,45,48,60,84。 前 一 猜想 则 至 今 
未 能 解决 。 

继 库 默 尔 之 后 ， 德 国 数学 家 H. 哈 塞 对 于 分 贺 域 以 
及 一 般 阿 贝 尔 数 域 的 类 数 问 题 作 了 相当 精细 的 研究 。 他 
于 1952 年 所 著 《 关 于 阿 贝尔 域 的 类 数 》 就 是 他 的 这 些 研 
究 工作 的 总 结 。 

现代 分 贺 域 理论 的 创始 人 是 岩 泽 健 吉 。 基 于 深刻 的 
代数 思想 和 与 代数 曲线 算术 理论 的 类 比 ,他 于 1959 年 得 
到 一 类 数 公 式 ， 设 PP 中 豚 pnr1( 其 中 亚 |m 表示 prlm, 而 
P'*! 二 m), 则 存在 与 7 无 关 的 常数 xo、^。 和 v。, 使 得 当 n 
充分 大 时 ,Cc(n)=pp*p"+ 入 p"n+vp。 他 对 于 更 一 般 的 情 
形 也 证 明了 类 似 的 公式 ,例如 ,对 每 个 代数 数 域 K, 令 h。 
是 Ks。=K(Y5n) 的 类 数 ，Peeoo|j， 则 存在 与 无 关 的 常 


数 4o(K),X,(K) 和 wo(K), 使 得 当 n 充 分 大 时 , c(n)= 
Ho(K)-p"+As(K)-n+vs(K)。 岩 泽 健 吉 猜 想 ,对 于 每 个 
数 域 K 均 有 x,(K)==0。 他 的 两 个 学 生 B. 费 雷 罗 和 工 . C. 
华盛顿 于 1978 年 对 于 阿 贝尔 数 域 K 证 明了 这 个 猜想 ,但 
对 于 其 他 数 域 还 未 完全 解决 。 岩 泽 健 吉 还 猜想 ， 对 于 任 
意 全 实 域 K 均 有 >,(K)=0。 这 个 猜想 甚至 对 于 实 二 次 域 
也 未 能 完全 解决 。 

如 果 L/K 是 数 域 的 伽 罗 瓦 扩张 , 并 且 它 的 伽 罗 瓦 群 
是 阿 贝尔 群 ， 那 么 工 称 为 K 的 阿 贝尔 扩张 。 如 果 K 是 有 
理 数 域 @ 的 阿 贝尔 扩张 ， 那 么 天 称 为 阿 贝尔 数 域 。 从 伽 
罗 瓦 理论 可 知 ， 分 圆 域 的 每 个 子 域 都 是 阿 贝尔 数 域 。 反 
之 ,每 个 阿 贝尔 数 域 也 必 是 某 个 分 贺 域 8(f) 的 子 域 , 其 


等 价 说 法 是 : a= [JQ(fn) 是 @ 的 极 大 阿 贝尔 扩 域 ,这 就 


是 著名 的 韦伯 - 克 罗 内 克 定 理 。 对 于 希 尔 伯 特 第 12 问题 
能 否 对 任意 的 代数 数 域 K 明 显 地 构 作 出 K 的 全 部 阿 贝 
尔 扩张 ? 或 者 说 ， 能 否 明显 地 刻画 出 K 的 极 大 阿 贝 尔 扩 
域 ?韦伯 - 克 罗 内 克 定理 给 出 了 关于 天 =@ 情形 的 答案 。 
Qu 是 对 @ 添加 指数 函数 (这 是 单 周 期 函数 ) em 在 全 部 
有 理 点 xEQ@ 处 的 值 而 得 到 的 域 。 

1853 年 ,20 岁 的 工 . 克 罗 内 克 猜 想 : 每 个 虚 二 次 城 K 
的 极 大 阿 贝尔 扩 域 是 将 添加 某 种 椭 加 函数 〈 这 是 双 周 
期 函数 ) 在 全 部 有 理 点 处 的 取 值 而 得 到 的 域 , 这 就 是 所 谓 
的 克 罗 内 克 青 春之 梦 。 在 1920 年 高 木 贞 治 创立 了 类 城 论 
之 后 ， 克 罗 内 克 猜 想得到 了 证 明 ， 但 是 对 于 其 他 类 型 的 
代数 数 域 ， 希 尔 伯 特 第 12 问题 离 完全 解决 还 相距 甚 远 。 

分 圆 域 的 理论 是 代数 数论 中 一 个 在 不 断 发 展 的 课 
题 。 它 与 模 形式 理论 ,代数 几何 (特别 是 椭 贺 曲线 的 算术 
理论 )、 代 数 K 理论 、P 进 分 析 等 交织 在 一 起 ,形成 当前 很 
活跃 的 数学 领域 。 
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fenzhi guocheng 
分 支 过 程 (branching process) 一 种 特殊 的 
随机 过 程 , 它 是 一 组 粒子 的 分 裂 或 灭亡 过 程 的 数学 模型 。 
例如 , 某 种 生物 群 中 ， 每 一 母体 (粒子 ) 生 育 第 二 代 ( 或 不 
生育 )， 第 二 代 中 每 一 母体 又 生育 第 三 代 以 zm 表 
示 此 群体 中 第 ? 代 的 个 体 数 ，{Zn,m= 0,1,2，…)} 便 是 一 
分 支 过 程 。 又 如 ,原子 反 
应 中 的 中 子 数 也 构成 分 
支 过 程 。 以 下 设 Z。=1， 
见 示 意图 。 

离散 时 间 的 分 支 过 
程 ” 设 时 间 参 数 为 "一 
0,1,2,…，。 在 分 支 过 程 


分 支 过 程 示意 图 
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理论 中 起 重要 作用 的 是 分 裂 概率 Pr， 它 是 任何 一 代 的 一 
个 粒子 分 型 为 F 个 的 概率 kt= 0,1,2，…)。 其 母 函 数 
( 见 要 分 市 ) 记 为 0(s) = 总 pxs+。 假 设 各 个 粒子 的 分 列 
是 独立 进行 的 ,这 种 分 支 过 程 (Zo) 通常 称 为 高 尔 顿 - 活 森 
过 程 (简称 G-W 过 程 ) , 它 是 一 个 马尔 可 夫 链 ( 见 马尔 可 
夫 过 程 )。 

利用 g(s) 可 求 出 有 关 {Z} 的 下 列 诸 量 。 若 已 知 第 m 
代 的 粒子 数 zu=i 则 下 一 代 粒 子 数 Zo,1 一 j 的 转移 概率 
为 P(Zuri=jlZs= 刘 = [g(s)]! 中 内 的 系数 。 以 gsCs) 表 
2 的 母 函 数 ,gu(a)= 六 PCZs= st 由 于 -lgi(3) 一 


81 91(s)=g(s); 3 gn+1(s)—g(gn(s)) (n=0,1,2,.), 
从 而 可 求 出 P(2Z。=i)=gn(s) 中 的 系数 。 2 的 均值 
EZ。=m", 其 中 m=FZ,=g'(1)。 

关于 Zr 的 极限 性 质 有 : 

0 (m<1); 
limEZ,=limm=|1 (m=1); 
we pa co。 cm>1)。 
通常 还 关心 群体 是 否 会 绝种 的 问题 。 设 0<po<po+ P< 
1。 以 表 灭 绝 概率 ， 即 4=P(lim Zu= 0)。 可 以 证 明 9 是 
方程 gs)=s (0<s<1) 的 最 小 根 又 9=1, 若 m<1y 
q<1, 若 m>1 这 时 还 有 P(lim Z= =)=1-g>0， 亦 即 
粒子 有 无 限 增多 的 危险 。 

G-W 过 程 的 一 般 化 设 有 m( 之 2) 种 不 同 的 粒子 
A1,A1,…,Ams 以 如 表 第 n 代 (或 时 刻 n) 的 第 k 种 粒子 
的 个 数 ,k=1,2,…,m， 则 Zn= (23 ,2%,…,23) 构 成 取 值 于 
m 维 格子 点 空间 的 马尔 可 夫 链 。 称 (Za, n=0, 1, 2,…} 
为 多 种 类 G-W 过 程 。 以 mi(j 二, …， 加) 表 A; 中 一 个 
粒子 分 裂 为 As 中 入 个 粒子 (k=1, 2,…, m) 的 概率 。 与 
上 述 g 相仿 ,引进 


gsiysay ysm) 一 Spi 有 ,jas jm) ssa SAmy 


可 以 类 似 地 研究 {Zn} 的 转移 概率 、Zn 的 分 布 以 及 第 ! 种 
粒子 灭绝 的 概率 9 等 等 。 

连续 时 间 分 支 过 程 ” 设 时 间 参 数 t>0 连续 , b(t)At 
表示 在 短 时 间 (bt+ At) 中 发 生 一 次 分 裂 的 概率 ,p(t) 表 
示 一 个 粒子 分 裂 为 * 个 的 概率 (k=0, 1, 2,…)。 若 b(t)、 


Pr() 连 续 ,b()>0, 加 P(t)=1, 则 在 时 刻 上 的 粒子 数 


Z(t) 构成 一 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 ， 于 是 可 利用 后 者 的 理 
论 来 研究 {Z(t)}。 若 b(t)、pa(t) 不 依赖 于 所 则 {Z(t)} 
是 齐 次 的 马尔 可 夫 链 ,这 时 可 以 得 到 许多 类 似 于 对 G-W 
过 程 所 得 到 的 结果 。 
参考 书目 

T.E. Harris. The Theory of Bronching Processes, 
Springer-Verlag, Berlin, 1965. 

K.B. Ashreya and P. E. Ney, Branching Processes, 
Springer-Verlag, Berlin, 1972. 

《 王 梓 坤 ) 
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Feng Nuoyiman 

冯 - 诺 伊 曼 ,J. (John von Neumann 1903~ 
1957) 著名 数学 家 。1903 年 12 月 3 日 生 于 匈牙利 
布达佩斯 。 1957 年 2 月 8 日 在 华盛顿 因 患 癌症 去 世 。 
他 从 小 就 显示 出 数学 天 才 。 
1921 一 1925 年 在 布达佩斯 大 学 
注册 当 学 生 ,但 并 不 听课 ,只 是 
每 年 按时 参加 考试 ; 并 于 1921 
年 入 柏林 大 学 , 1923 年 入 瑞士 
苏黎世 联邦 工业 大 学 学 习 化 
学 , 1925 年 取得 化 学 工程 师 的 
资格 。 在 此 期 间 , 也 听 数 学 课 ， 
受到 了 DD. 硕 尔 伯 特 和 他 的 学 
生 E. 施 密 特 和 昌 . 外 尔 的 思想 
影响 ， 开 始 研究 数理 逻辑 。1926 年 春 在 布达佩斯 大 学 获 
博士 学 位 。 随 后 去 格 丁 根 大 学 任 希 尔 伯 特 的 助手 。1927 
年 任 柏林 大 学 讲师 。1929 年 任 汉堡 大 学 讲师 。1930 年 应 
聘 到 普林斯顿 大 学 任教 ,1933 年 成 为 新 建 的 普林斯顿 高 
等 研究 所 教授 .第 二 次 世界 大 战 期 间 , 曾 任 研制 原子 弹 的 
顾问 , 并 参加 研制 计算 机 。1954 年 成 为 美国 原子 能 委员 
会 委员 并 移居 华盛顿 。 

冯 : 诺 伊 曼 是 20 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 ， 在 纯粹 
数学 和 应 用 数学 方面 都 有 杰出 的 贡献 。 他 的 工作 大 致 可 
以 分 为 两 个 时 期 , 1940 年 以 前 ,主要 是 纯 熔 数学 的 研究 。 
他 在 数理 逻辑 方面 提出 简单 而 明确 的 序数 理论 ， 并 对 集 
合 论 进行 新 的 公理 化 ,其 中 明确 区 别 集合 与 类 。 其 后 ,他 
研究 希 尔 伯 特 空间 上 线性 自 伴 算 子 谱 理 论 ， 从 而 为 量子 
力学 打下 数学 基础 。 这 些 工 作 总 结 在 《量子 力学 的 数学 
基础 》(1932) 一 书 中 。1930 年 起 , 他 证 明 平 均 遍历 定理 ， 
开拓 了 遍历 理论 的 新 领域 。1933 年 ,他 对 于 紧 致 群 解决 
了 希 尔 伯 特 第 5 问题 。 此 外 ， 他 在 测度 论 、 格 论 和 连续 
几何 学 方面 也 有 开创 性 的 贡献 。 从 1936 一 1943 年 他 和 
F.J. 默 里 合作 , 创造 了 算 子 环 理论 , 即 现在 所 谓 的 冯 ' 诺 
伊 曼 代数 。 

1940 年 以 后 , 冯 * 诺 伊 曼 转向 应 用 数学 。 如果 说 他 的 
纯粹 数学 成 就 属于 数学 界 ,那么 他 在 力学 、 经 济 学 、 数值 
分 析 和 电子 计算 机 方面 的 工作 则 属于 全 人 类 。 第 二 次 世 
界 大 战 开始 , 汉 : 诺 伊 曼 因 战 事 的 需要 研究 可 压缩 气体 运 
动 ， 建 立 冲击 该 理论 和 应 流 理论 ， 发 展 了 流体 力学 。 从 
1942 年 起 , 他 同 0. 莫 根 施 特 思 合 作 ， 写 出 《博弈 论 和 经 
游行 为 ?一 书 ， 这 是 博弈 论 ( 又 称 对 策 论 ) 中 的 经 典 著作 ， 
使 他 成 为 数理 经 济 学 的 葛 基 人 之 一 。 

冯 : 诺 伊 曼 对 世界 上 第 一 台电 子 计算 机 ENIAC ( 电 
子 数字 积分 计算 机 ) 的 设计 提出 过 建议 ，1945 年 3 月 他 
在 共同 讨论 的 基础 上 起 草 EDVAC (电子 离散 变量 自动 
计算 机 ) 设 计 报告 初稿 ,这 对 后 来 计算 机 的 设计 有 决定 性 
的 影响 ,特别 是 确定 计算 机 的 结构 ,采用 存储 程序 以 及 二 
进 制 编码 等 ， 至 今 仍 为 电子 计算 机 设计 者 所 遵循 。1946 
年 开始 研究 程序 编制 问题 。 冯 “ 诺 伊 曼 是 现代 数值 分 


析 一 一 计算 数学 的 缔造 者 之 一 ， 他 首先 研究 线性 代数 和 
算术 的 数值 计算 ， 后 来 着 重 研究 非 线性 微分 方程 的 离散 
化 以 及 稳定 问题 ， 并 给 出 误差 的 估计 。 他 协助 发 展 了 一 
些 算法 ,特别 是 蒙特 卡 罗 方 法 。 

40 年 代 末 , 他 开始 研究 自动 机 理论 ， 研 究 一 般 逻 辑 
理论 以 及 自 复制 系统 。 在 生命 的 最 后 时 刻 他 深入 比较 天 
然 自 动机 与 人 工 自动 机 。 他 逝世 后 其 未 完成 的 手稿 在 
1958 年 以 (计算 机 与 人 脑 2 为 名 出 版 。 

冯 ' 诺 伊 曼 的 主要 著作 收集 在 《 冯 ' 诺 伊 曼 全 集 》 
(6 卷 , 1961) 中 。 《 胡 作 玄 ) 


Fuleidehuomu 
弗 雷 德 堆 姆 ,(E.)|. (Erik Ivar Fredholm 1866 一 
1927) 瑞典 数学 家 。 积 分 方程 理论 的 创始 人 之 一 。 
1866 年 4 月 7 日 生 于 斯 德 哥 尔 摩 ，1927 年 8 月 17 日 座 
于 该 地 。1886 年 进 乌 普 萨 拉 大 学 , 1888 一 1893 年 在 斯 德 
哥 尔 摩 大 学 学 习 。1898 年 获 乌 普 萨 拉 大 学 物理 博士 , 从 
此 他 转 而 研究 积分 方程 。 他 任 斯 德 哥 尔 摩 大 学 教授 时 ， 
还 兼作 一 家 保险 公司 的 计算 员 , 直 到 1906 年 。 

1899 年 ， 他 在 给 他 的 老师 M. G. 米 塔 - 列 夫 勒 的 信 
中 ， 提 出 一 种 积分 方程 ( 即 弗 雷 德 乱 姆 型 积分 方程 )， 并 
认为 它 的 解 可 表 为 两 个 整 函数 的 商 。1900 年 , 他 的 论文 
《关于 解决 狄 利克 雷 问题 的 新 方法 » 对 今 称 的 第 二 种 弗 雷 
德 管 姆 积分 方程 的 核 ， 建 立 了 弗 雷 德 稚 姆 行列 式 和 弗 雷 
德 徐 姆 一 阶 子 式 ， 并 证 明了 它们 都 是 整 函数 ， 还 给 出 了 
一 个 定理 ( 即 弗 雷 德 稚 姆 第 二 定理 )。 第 一 定理 是 他 1903 
年 发 表 的 论文 《关于 一 类 泛 函 方程 中 的 重要 结果 。 他 一 
生 仅 发 表 过 几 篇 论文 , 但 内 容 丰 富 ， 引 人 注目 他 的 工作 
有 许多 引起 了 后 来 的 D. 布尔 伯 特 等 人 的 研究 。 


《 王 谅 癸 ) 
Fuleidehuomu jifen fangcheng 
弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 。” (Fredholm integral 
equation) 形 如 
keepyelody-fem (GD 
和 oo0- K(x,y)p(y)dy=1(x) (2) 


的 积分 方程 ， 依 次 称 为 第 一 种 弗 雷 德 筹 姆 积分 方程 和 第 
二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ,其 中 入 是 参数 ,p(x) 是 未 知 函 
数 ， 核 K(x,y) 和 自由 项 人 x) 是 预先 给 定 的 函数 。 通 常 


假设 K(x, 切 属于 平方 绝对 可 积 函 数 类 , 记 上 IK (z， 
D1* dz g= 了, 也是 非 负数 。 当 包 x) 重 为 夫 时 , 称 为 齐 次 
积分 方程 ,否则 称 为 非 齐 次 积分 方程。 
未 次 通 近 法 及 解 校 “第 二 种 弗 雷 德 竹 姆 积分 方程 的 
最 简便 的 一 种 解法 是 逐次 逼近 法 , 即 按 递 推 公式 
Pari(X)=f(x) + kesprot yay, oy) 


=f(y) 
给 出 方程 (2) 的 n+1 次 近似 解 


pon) =f(z)+ En Kn DHY) dy， 
这 里 Ka(x, 奶 表示 K(x, 妇 ) 的 mm 次 要 核 ， 即 
Kal, y= KG, Kn bt) at 


= Ks tk) Ko-opanatat-u 
易 知 ， 
Ka(z 轨 一 | Ko(rDKo-iCta dt 
这 里 ! 可 取 为 小 于 几 的 任何 自然 数 。 当 |X| <B-: 时 , 近 


似 解 序 列 {ps(x)} 在 [a,b] 上 是 一 致 收敛 的 , 其 极限 p(x) 
就 是 方程 (2) 的 解 。 


着 级 数 总 x"-'Kn(z,2) 一 致 收敛 , 记 之 为 FTCz,gi)y， 
则 了 (x,ysX) 同 时 满足 下 面 两 个 方程 ， 
Tx) = K(x) + KG) Tt YN) dt (3) 


四 
TG) = Ky) + | TOsts NKCt sy) dt， (4) 


对 于 某 值 , 若 有 平方 绝对 可 积 函 数 T(x,y; 和 ) 同时 适合 
方程 (3).(4), 则 称 T(x,y;X) 为 解 核 。 这 时 方程 (2) 对 任 
意 的 自由 项 人 x) 有 唯一 解 , 它 可 表 为 


om- + Try NY) oy (5) 
反之 亦 然 。 
对 于 解 核 不 存在 的 值 , 称 为 特征 值 。 否 则 , 称 为 正 
则 值 。 当 且 仅 当 和 是 特征 值 时 ,对 应 的 齐 次 方程 
oz) 一 | K(xsy)py)dy 0 (6) 
才 有 非 等 解 。 非 零 解 p(x) 称 为 对 应 于 入 的 特征 函数 。 
弗 雷 德 窒 姓 方法 ”下 . 工 弗 雷 德 乔 姆 给 出 了 一 般 情形 


的 解 核 构造 法 。 设 K(x,y) 是 有 界 核 ， 即 |K(x, y)|<M 
(M 是 实 常数 ), 记 
D1 Ca, (7) 
Dx,yin) =K(z) + dr， (8) 
式 中 
at tendo, 
d= td, 
K(x1sy1) … K(x) 
KI np ise te) K(xay) … Kran) | 。 
13 Yas"**s Yn 2 了 
KK(znwygi) … KK(znygn) 


应 用 阿达 马 引 理 可 估计 |du(z,g)|<Cn+1) Mn+1(b 一 
a)"， 从 而 推 知 级 数 (7)、(8) 对 于 一 切 复 值 是 绝对 一 致 
收 但 的 ,因此 ，D(X).D(x,y;^) 都 是 关于 入 的 整 函 数 ,并 
分 别称 为 弗 雷 德 韦 妈 行 列 式 和 弗 雷 德 圭 姆 一 阶 子 式 。 可 
以 证 明 ， 解 核 可 表 为 T(x 和 )=DCx,y; A)/D(X)。 这 
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弗 


表明 解 核 是 入 的 半 纯 函数 。 同 时 , 解 核 的 极点 都 是 D(X》 
的 零点 ,也 都 是 齐 次 方程 (6) 的 特征 值 。 反 之 亦 然 。 

弗 雷 德 丛 翅 定 理 ” 弗 雷 德 霍 姆 对 于 第 二 种 积分 方程 
的 研究 ,可 归结 为 如 下 的 四 个 定理 ,总 称 为 弗 雷 德 者 姆 定 
理 。 它 是 弗 雷 德 答 姆 积分 方程 理论 的 基础 。 

第 一 定理 在 和 复 平面 的 任意 有 限 区 域内 ,方程 (2) 
至 多 只 有 有 限 个 特征 值 。 

第 二 定理 ”每 个 特征 值 入 至少 对 应 于 一 个 特征 函 
数 , 且 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 函数 的 个 数 是 有 限 的 .这 
个 有 限 数 称 为 和 的 秩 。 

第 三 定理 ” 设 入 是 核 K(x,y) 的 特征 值 , 则 和 是 共 辆 
核 KC(y, x) 的 特征 值 。 齐 次 方程 (6) 与 其 共 因 齐 次 方程 


vw (x) 一 | KD jyty) 电 =0 具 有 相同 的 秩 。 


第 四 定理 车 和 是 核 K(x,y) 的 特征 值 , 则 非 齐 次 方 
程 (2) 可 解 的 充分 必要 条 件 为 : 方程 (2) 的 自由 项 f(x) 
与 其 共 二 齐 次 方程 的 所 有 线性 无 关 解 y(x) 正 交 ， 即 


yd= Fm G=12 en， 


式 中 是》 的 秩 。 

因此 , 非 齐 次 方程 (2), 或 者 对 任意 自由 项 可 解 ,或 者 
相应 的 齐 次 方程 有 非 零 解 。 这 一 结论 通常 称 为 弗 雷 德 和 
好 备 择 定理 。 

对 于 第 一 种 弗 雷 德 答 姆 积分 方程 ， 若 P(z) 是 它 的 
解 ,又 有 非 和 的 任意 函数 yx) 合 得 K(xwy)yCy)dy = 0， 
则 w(z)+y(z) 也 是 它 的 解 。 E. 施 密 特 对 方程 (1) 的 特 
征 值 和 特征 函数 给 出 了 如 二 的 定义 ， 若 对 于 某 实数 和 存 
在 非 零 的 函数 p(x) 和 yx), 满 足 方程 组 

y 


K(x,y)y(y) dy, 


和 
(BE)9(3)dg， 


p(X)=X 
yx)=X 


则 称 X 是 方程 (1) 的 特征 值 ,而 [p(x), y(x)] 称 为 对 应 于 
和 的 相伴 特征 函数 对 。 易 知 ,p(x) 和 yx) 又 分 别 为 下 面 
的 第 二 种 弗 雷 德 答 姆 积分 方程 的 特征 函数 ， 


(xD) 一 和 KY (sp dy, 
式 中 Ce, =] Ke RC, 

YX) =X Ky) ey, 
式 中 Ky 1)= [KCt RCE RD, 


而 K?(x,y)(i=1, 2) 都 是 对 称 正 核 ， 故 入 是 实数 , 不 妨 
认为 ^>0. 方 程 (1) 一 定 存在 一 组 正 特征 什 {,} 和 对 应 的 
正 交 标准 的 相伴 特征 函数 对 {P(x) ,ys(x)}。 有 时 也 称 之 
为 奇 值 和 奇 什 函 数 序列 应 用 它 可 类 似 地 建立 展开 定理 。 
施 密 特 指出 ,方程 (1) 可 解 的 必要 条 件 是 级 数 访 1Xil*< 
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oo, 式 中 也 = (fps)。 以 后 ,起 . 皮卡 进而 证 明 ,在 正 交 标 准 
特征 函数 系 {pi(z)} 是 完备 的 情形 ， 这 条 件 也 是 充分 的 。 
此 即 所 谓 施 密 特 -皮卡 定理 。 

对 于 第 一 种 弗 雷 德 恒 姆 积分 方程 的 研究 ， 近 代 有 了 
新 的 进展 ,并 提供 了 一 些 有 效 的 解法 ,但 至 今 还 未 建立 起 
系统 的 理论 。 《 李 明 志 ) 


Fuleige 

弗 雷 格 ,(F.L.)G. (Friedrich Ludwig Gottlob 
Frege 1848~1925) 德国 数学 家 、 逻 辑 学 家 。 
1848 年 11 月 8 日 生 于 德国 维 斯 马 ,1925 年 7 月 26 日 座 
于 巴 德 克 莱 菌 。1873 年 毕业 于 
格 丁 根 大 学 , 获 博 士 学 位 。1874 
年 起 即 在 耶 拿 大 学 任 讲师 ， 
1879 年 任教 授 ，1918 年 退休 。 
在 耶 拿 大 学 执教 的 四 十 余年 
间 , 致 力 于 数学 基础 ,数学 哲学 
和 逻辑 理论 的 研究 。 

弗 雷 格 于 1879 年 出 版 了 
《概念 语言 ?一 书 , 所 谓 "概念 语 
言 "是 一 种 表意 语言 ,用 它 进 行 
推理 最 易于 察觉 隐 含 的 前 提 和 有 漏洞 的 步骤 。 由 于 弗 雷 
格 认为 算 木 定理 可 由 纯 逻 辑 规律 出 发 证 得 ， 为 了 保证 推 
理 过 程 的 绝对 严格 性 ， 他 特地 建立 了 这 一 符号 语言 。 他 
成 功 地 引入 了 数学 中 的 函数 概念 ， 建 立 了 量词 理论 。 这 
样 就 构 作 了 一 种 基本 自足 的 逻辑 演算 即 一 阶 谓词 演算 。 
从 而 给 出 了 历史 上 第 一 个 严格 的 关于 逻辑 规律 的 公理 系 
统 。 怖 后 ， 他 又 出 版 了 《算术 基础 》(1884) 和 《算术 的 基 
本 规律 兴 卷 ,1893 卷 I，1903)。 在 这 些 著作 中 他 首创 从 
逻辑 出 发 来 定义 数 和 自然 数 ， 并 从 逻辑 规律 出 发 推导 出 
一 系列 算术 定理 。 尽 管 弗 雷 格 明确 地 提出 了 数学 可 以 化 
归 为 逻辑 的 思想 ， 但 没有 全 面 地 进行 从 逻辑 推导 数学 的 
研究 , 因而 他 未 能 象 B. A. W. 罗素 和 A. N, 怀特 海 在 数 
学 原理 中 那样 精 详 论 证 、 充 分 展开 逻辑 主义 的 纲领 ( 见 
数学 基础 )， 但 弗 雷 格 仍 不 失 为 逻辑 主义 的 创始 人 之 一 。 
逻辑 主义 的 主要 代表 人 物 罗素 ,其 为 称颂 弗 雷 格 的 工作 。 
弗 雷 格 晚年 从 事 数学 哲学 和 逻辑 理论 的 研究 。 

《 徐 云 从 ) 


Fulelxie 
弗 雷 吹 ,M.-R. (Maurice-René Frechet 1878~ 
1973) 法 国 数学 家 。1878 年 9 月 2 日 生 于 马 利 尼 ， 
1973 年 6 月 4 日 卒 于 巴黎 。 他 首次 提出 抽象 空间 的 定 
义 ， 葛 定 了 抽象 空间 理论 的 基础 ， 是 泛 函 分 析 研究 的 先 
驱 。1910 一 1919 年 任 普 瓦 捷 大 学 力学 教授 , 1920 年 任 斯 
特 拉 斯 堡 大 学 高 等 微 积 分 学 教授 。 1928 年 起 执教 于 巴黎 
大 学 ,先后 任 概率 论 讲师 ,一 般 数学 教授 、 微 积分 学 教授 
和 概率 论 教授 。 

1906 年 ， 弗 雷 歌 把 欧 几 里 得 空间 中 的 距离 概念 抽象 
化 ,定义 了 度量 空间 ,并 运用 柯 西 收敛 准则 提出 完备 化 思 


想 ， 后 来 人 们 常 把 具有 完备 不 变 度 量 的 局 部 凸 空间 称 为 
弗 雷 软 空 间 。 以 收敛 概念 为 基 
础 定义 拓扑 ,也 是 由 他 首创 的 。 
1907 年 ， 他 与 下 . 里 斯 同时 认 
识 到 平方 可 积 函数 组 成 的 空间 
具有 与 平方 可 和 数列 组 成 的 空 
间 类 似 的 “几何 "。 他 在 解决 实 
数列 组 成 的 空间 的 可 度量 化 问 
题 时 ， 设 计 了 一 种 后 来 被 广泛 
应 用 的 距离 。 他 对 于 紧 性 也 有 
研究 。 

弗 雷 歌 对 数学 分 析 和 概率 论 也 作出 了 贡献 ， 例 如 关 
于 连续 曲线 长 度 的 研究 ,关于 和 矩 收敛 问题 的 解 (与 本 A. 肖 
哈 特 合作 ), 关 于 非 独 立 非 互 斥 复合 事件 的 概率 公式 等 。 

( 沈 永 欢 ) 
Fuluobelniwusi 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 , F. G. (Ferdinand Georg Fro- 
benius 1849 一 1917) 。 德国 数学 家 。1849 年 10 月 
26 日 生 于 柏林 。1917 年 8 月 3 日 在 夏 洛 腾 堡 去 世 。1867 
年 入 格 丁 根 大 学 学 习 , 1870 年 
在 柏林 大 学 获 博士 学 位 。 教 了 
4 年 中 学 之 后 , 1874 年 被 聘 为 
柏林 大 学 副教授 ，1875 年 任 瑞 
士 苏黎世 高 等 工业 学 校 教授 ， 
1892 年 任 柏林 大 学 教授 , 次 年 
被 选 为 普鲁士 科学 院 院士 。 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 的 主要 贡献 
在 群 论 方面 。1879 年 得 出 抽象 
群 概念 ， 1895 年 开始 对 群 表示 
论 进行 系统 的 研究 , 开创 了 这 一 全 新 的 方向 。1896 年 引 
进 有 限 群 的 特征 标 理论 ,后 又 推广 到 无 限 群 上 。 1897 年 
对 有 限 群 引进 可 约 和 完全 可 约 表示 的 概念 ， 证 明正 则 表 
示 包 含 所 有 不 可 约 表示 。1897 一 1910 年 , 他 和 别人 证 明 
了 一 系列 群 表示 论 的 基本 结果 ， 如 任何 表示 由 若干 不 可 
约 表示 组 成 ， 诱 导 表示 的 概念 等 。 由 此 不 仅 导出 有 限 群 
的 一 系列 重要 结果 《〈 如 关于 表示 重 数 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定 
理 ), 而 且 还 可 以 推广 到 连续 群 的 表示 论 上 。 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 的 主要 论文 收集 在 《 弗 罗 贝 尼 乌 斯 全 
集 )(3 卷 ,1968) 中 。 《 胡 作 去 》 


fublon honshu 

复 变 函数 (complex function) 复 变 数 复 值 
函数 的 简称 。 设 A 是 一 个 复数 集 ， 如 果 对 4 中 的 任 一 复 
数 z， 通 过 一 个 确定 的 规则 有 一 个 或 若干 个 复数 ww 与 之 
对 应 ,就 说 在 复数 集 4 上 定义 了 一 个 复 变 函数 , 记 为 w= 
f(z)。 这 个 记号 表示 ，f(z) 是 z 通过 规则 了 而 确定 的 复 
数 。 如 果 记 z=x 十 亡 ,w=u+ 记 , 那么 复 变 函数 w= 了 (z) 
可 分 解 为 wu(x,9) 十 iv(x,y) 所 以 一 个 复 变 函数 妈 一 
f(z) 就 对 应 着 一 对 两 个 实 变数 的 实 值 函数 。 除 非 有 特殊 


的 说 明 , 函数 一 般 指 单 值 函数 ， 即 对 A 中 的 每 一 z, 有 且 
仅 有 一 个 zw 与 之 对 应 。 例 如 ,好 是 复 平面 上 的 复 变 函数 。 
但 Vz 在 复 平面 上 并 非 单 值 , 而 是 多 值 函 数 。 对 这 种 多 值 
函数 要 有 特殊 的 处 理 方法 (见解 析 开 拓 、 获 更 曲面 )。 

对 于 zEA4, f(z) 的 全 体 所 成 的 数 集 称 为 A 关于 了 的 
像 ， 记 为 f(A)。 函 数 f 规 定 了 A 与 f(A) 之 间 的 一 个 喘 
射 。 例 如 在 w= 妇 的 映射 下 ,z 平面 上 的 射线 arg zm~9 与 
也 平面 上 的 射线 arg w=26 对应; 如 果 f(4)CA*, 称 了 
把 A 映 入 4*。 如 果 也 4A)= 4*, 则 称 了 把 4 映 成 A*; 此 
时 称 4 为 A* 的 原 像 。 对 于 把 A 映 成 A* 的 映射 f， 如 果 
2 与 2: 相 异 必 导致 用 21) 与 22) 也 相 异 , 则 称 了 是 一 对 
一 的 。 在 一 对 一 的 映射 下 ,对 A* 上 的 任 一 w, A 上 必 有 
一 个 z 与 之 对 应 , 称 此 映射 为 了 的 反 函数 , 记 为 

z=f""(w)。 

设 f(z) 是 A 上 的 复 变 函 数 , 4 是 4 中 一 点 。 如 果 对 
任 一 正 数 5 都 有 正 数 % 当 zEA 且 |z 一 a| <8 时 ,|f(z) 一 
f(a)|<s 恒 成 立 , 则 称 f(z) 在 a 处 是 连续 的 。 如 果 在 A 
上 处 处 连续 , 则 称 为 4 上 的 连续 函数 或 连续 映射 。 设 了 
是 紧 集 4 上 的 连续 函数 , 则 对 任 一 正 数 s, 必 存 在 不 依赖 
自 变数 z 的 正 数 3 当 z， zaE4 且 |z1 一 zs1 < 时 | 二 
一 f(z)|<s 便 成 立 。 这 个 性 质 称 为 f(z) 在 A 上 的 一 致 
连续 性 或 均匀 连续 性 。 

设 有 2) 是 平面 开 集 DD 内 的 复 变 函 数 。 对 于 2ED, 如 
果 极 限 lim(f《z+h) 一 1z))/h 存在 且 有 限 ， 则 称 f(z) 在 
2 处 是 可 导 的 ， 此 极限 值 称 为 f(z) 在 z 处 的 导数 ， 记 
为 f(z)。 这 是 实 变 函 数 导数 概念 的 推广 , 但 复 变 函数 导 
数 的 存在 却 蕴含 着 丰富 的 内 容 。 这 是 因为 z+h 是 z 的 
二 维 邻 域内 的 任意 一 点 ， 极 限 lim( f(z+h)—f62))/h 的 
存在 条 件 比 起 一 维 的 实数 情形 要 强 得 多 。 一 个 复 变 函 数 
如 在 z 的 某 一 邻 域内 处 处 有 导数 ， 则 该 函数 必 在 z 处 有 
高 阶 导数 ， 而 且 可 以 展 成 一 个 收敛 的 窄 级 数 (见解 术士 
数 )。 所 以 复 变 函数 导数 的 存在 ， 对 函数 本 身 的 结构 有 重 
大 影响 ， 而 这 些 结果 的 研究 ， 构 成 了 一 门 学 科 复 变 
函数 论 。 《 任 福 羌 ” 何 成 奇 ) 


fubion hanshu bljin 

复 变 函 数 通 近 (approximation to complex 
functions) 在 复 平面 的 某 个 闭 集 F 上 用 较为 简单 
的 函数 (例如 多 项 式 或 有 理 函 数 ) 来 近似 地 表示 较为 复杂 
的 函数 (例如 f(z) EA(F), A(F) 表 示 所 有 在 F 上 连续， 
在 的 内 部 Fe 上 解析 的 函数 类 )。 复 变 函 数 遇 近 的 历史 
最 早 可 以 追 宰 到 1885 年 的 龙 格 定理 , 设 F 的 余 集 下 是 含 
有 mm 的 区 域 且 f(z) 在 上 解析 , 则 有 jEP(F),P(F) 表 示 
所 有 在 P 上 能 被 多 项 式 逼近 的 函 教 了 构成 的 类 ， 即 任 给 
5> 0, 存 在 多 项 式 P, 使 上 一 Pl> 一 max| f(z) 一 P(z)| <s。 
这 里 要 求 了 在 卫 上 解析 的 条 件 是 很 强 的 ， 因 此 以 后 有 不 
少 工作 就 从 事 于 减弱 这 个 要 求 。 此 外 还 研究 用 有 理 函 数 、 
亚 纯 函 数 、 全 纯 函 数 的 逼近 以 及 研究 这 些 逼近 的 速度 ,这 
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就 是 通常 函数 逼近 论 中 的 各 种 定性 及 定量 问题 ， 各 种 空 
闻 中 的 还 近 等 等 。 由 于 复 平 面 上 集合 了 的 复杂 性 以 及 函 
数 类 的 多 样 性 ,给 研究 带 来 了 种 种 困难 早期 工 工 . 沃 尔 
什 、.M.A. 拉夫 连 季 耶 夫 .M. B. 克 尔 德 什 -M. M. 杰 尔 巴 
强 、A. 工 . 沙 吉 尼 扬 、C.H. 梅 尔 捷 良 以 及 近期 的 A.T. 维 
图 什 金 .A.A. 贡 恰 尔 `B. K. 页 德 克 及 他 们 的 学 生 们 都 作 
出 重要 的 贡献 。 目 前 复 变 函数 逼近 论 已 发 展 成 为 函数 论 
中 的 一 个 重要 分 支 。 

紧 集 区 上 的 多 项 式 交 近 ”最 主要 的 结果 是 在 1951 
年 由 梅 尔 捷 良 得 到 的 ， 从 此 结束 了 1885 年 由 龙 格 开始 ， 
经 过 沃 尔 什 (K 是 约 当 曲 线 或 约 当 弧 )， 拉 夫 连 季子 夫 
(Ke= 空 集 多 ), 克 尔 德 什 (K 是 闭 区 域 ) 等 一 段 漫长 的 历 
史 。 梅 尔 捷 良 的 结果 如 下 :要 使 A(K)=P(K) 的 充 要 条 件 
是 Ke 是 区 域 。 事 实 上 , 梅 尔 捷 良 得 到 更 为 一 般 的 有 理 函 
数 台 近 的 结果 ,并 且 还 得 到 了 晕 近 速度 的 估计 式 。 

芭 集 上 的 有 理 函 数 通 近 当 紧 集 K 的 余 集 Ke 不 
是 区 域 时 ,自然 会 提出 有 理 函 数 的 远近 问题 。 当 Ke 是 由 
有 限 多 个 连通 分 支 组 成 时 ,正如 梅 尔 捷 良 指出 的 那样 ,有 
理 函数 通 近 总 是 成 立 的 。 但 当 Ke 是 由 无 限 多 个 连通 分 
支 组 成 时 ,情况 就 复杂 多 了 。1938 年 A. 罗 思 指出 ,存在 
函数 f, EA(K), 但 fgR(K)(R(K) 表 示 所 有 在 K 上 能 被 
有 理 函 数 逼近 的 函数 了 构成 的 类 ， 即 任 给 5>9， 存 在 有 
理 函数 R, 使 |f 一 Rlx<s)。 因 此 有 兴趣 的 是 寻找 加 在 K 
上 的 充 要 条 件 , 使 得 A(K) = R(K)。1959 年 维 图 什 金 对 
于 无 内 点 的 K， 彻 底 解决 了 这 个 问题 。 但 是 对 于 一 般 的 
K，, 只 是 在 1967 年 才 给 出 了 完美 的 解决 。 为 了 叙述 这 个 
重要 的 结果 , 先 定义 1962 年 E. 贡 . 多 尔 任 科 引 进 解析 容 
量 的 概念 , 设 E 是 有 界 集 ，C(E,1) 是 所 有 在 全 平面 上 连 
续 , 其 模 不 大 于 1, 在 处 取 值 为 0, 且 在 E 的 一 个 紧 子 集 
的 余 集 上 解析 的 函数 所 构成 的 集合 ， 则 定义 下 的 解析 容 
量 为 a (BE)= Sup, Ir(E,)| s 其 中 7?(E,f) 为 1EC(E,1) 
在 中 处 的 留 数 。 维 图 什 金 的 结果 为 ，A(K)=R(K) 的 充 
要 条 件 为 下 列 两 者 之 一 : 

@ 对 任意 有 界 开 集 G, 有 a(G\K*)=a(G\K)， 

回 对 K 的 边界 9K 上 任意 点 z, 有 

a( KS\K® 
nN <+ ~ 

式 中 Ks 是 以 z 为 中 心 半 径 为 的 加。 

此 外 还 研究 按 开 的 面积 平均 逼近 ， 以 及 区 域 边界 上 
的 积分 平均 逼近 等 问题 。 

闭 集 忆 上 的 亚 纯 函数 通 近 设 G 是 区 域 ， 用 M(G) 
记 在 G 内 亚 纯 的 函数 类 。 设 FCG, 在 了 上 用 M(G) 中 的 
函数 通 近 A(F) 中 的 函数 问题 比 用 有 理 函 数 进行 逼近 更 
为 广泛 ,但 又 与 它 密切 相关 。1976 年 罗 思 证 明 ,f EA(F) 
在 了 上 能 被 M(G) 中 函数 逼近 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 一 
个 紧 子 集 KCF, 有 f|x ER(K)(f|x 为 了 在 其 定义 域 的 于 
集 K 上 的 限制 )。 由 此 可 以 得 到 很 多 特殊 情况 下 的 结果 ， 
例如 了 在 F 上 全 纯 ( 即 解 析 ) 时 ,f 就 可 以 在 F 上 被 M(G)》 
中 函数 逼近 。 
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闭 全 王 上 的 全 纯 函数 通 近 设 G 是 区 域 ,用 Hol(G) 
记 在 G 内 全 纯 (解析 ) 的 函数 类 。 设 FCG, 用 G* 记 G 加 
一 个 理想 点 “co” 以 后 的 单 点 紧 化 区 域 :G*=GU {co}。 
1968 年 H. Y. 阿拉 克 良 得 到 ,fE A(F) 可 以 通过 Hol(G) 
中 函数 在 上 逼近 的 充 要 条 件 为 ,OG*\F 是 连通 集 ; 
@GAF 在 处 局 部 连通 , 即 对 oo 的 每 一 个 邻 域 U， 存 在 
一 个 连通 集 ZCU,， 使 得 % 为 Z 的 内 点 。 这 个 结果 在 研 
究 解 析 函 数 的 边界 性 质 和 函数 值 分 布 理 论 中 有 很 重要 的 
作用 。 

相 切 逼近 ”粗糙 地 说 ， 就 是 可 以 以 任意 快 的 速度 实 
现 逼 近 。 设 G 是 区 域 , 闭 集 FCG,JEA(F)。 若 对 下 上 任 
意 正 连续 函数 e(z), 存 在 9EHol(G), 使 得 | 亿 z) 一 gz)|<< 
62)(2EF)， 则 称 了 在 了 上 有 相 切 逼近 ， 此 时 称 了 是 G 
内 的 卡 莱 曼 集 。 关 于 亚 纯 函数 加 近 也 有 类 似 的 定义 。 最 
早 卡 菜 曼 对 G 是 整个 复 平面 ,证 得 整个 实 轴 是 卡 莱 曼 集 。 
后 来 克 尔 德 什 与 拉夫 连 季 耶 夫 对 于 G 是 整个 复 平 面 ， 给 
出 了 一 般 的 没有 内 点 的 闭 集 下 是 卡 莱 曼 集 的 充 要 条 件 ， 
存在 一 个 正 值 函数 r(t)1+ co(t> + co)， 使 得 对 于 了 的 
余 集 F*r 上 的 任何 一 点 f，* 可 以 用 一 条 位 于 PU{1z- 引 < 
rlf1} 外 的 曲线 将 ?与 无 穷 远 点 连结 起 来 。A. B. 涅 尔 
谢 相 对 于 一 般 的 G 与 F 给 出 了 F 是 卡 莱 曼 集 充 要 条 件 。 

非 卡 拉 西 奥 多 里 区 域 G 的 远近 ” 若 区 域 G 的 边界 不 
等 于 闭 区 域 世 的 余 集 可 的 边界 , 则 称 G 为 非 卡拉 西 奥 多 
里 区 域 。 这 类 区 域 最 典型 的 有 带 有 制 线 的 约 当 区 域 或 等 
价 于 相 切 于 一 点 的 两 个 四周 所 围 成 的 “月 形 区 域 "。 对 于 
这 种 区 域 蕊 吾 ) 关 P( 瑟 )， 因 此 可 以 提出 加 权 逼 近 问 题 , 对 
TEA4(Dhint maxe*n|f(z) 一 P(z)| =0 是 否 成 立 ,其 中 
MKz) 是 定义 在 召 上 的 某 个 正 函数 , 称 e-w” 为 权 函数 ， 而 
下 确 界 是 对 于 所 有 多 项 式 取 的 ， 或 按 面积 平均 晕 近 的 问 


题 :int | Ka 一 PCz)lraz 由 =。 (z=x+i) 是 否 成 立 。 
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1939 年 克 尔 德 什 指出 ,对 于 人 不 连通 的 G， 多 项 式 系 按 
面积 平均 逼近 是 否 成 立 的 问题 不 仅 依赖 于 区 域 G 的 拓扑 
性 质 , 而 且 在 本 质 上 还 依赖 于 区 域 G 的 度量 性 质 。 例 如 ， 
对 于 月 形 区 域 ,如 果 在 其 交点 处 收缩 得 很 快 , 则 通 近 就 成 
立 ， 否 则 就 不 成 立 。 沙 吉 尼 扬 就 给 出 了 逼近 成 立 的 必要 
和 充分 型 的 判别 法 ， 他 的 必要 性 判别 法 是 精确 的 。 后 来 
杰 和 尔 巴 强 给 出 了 精确 的 充分 性 判别 法 。 

目前 还 有 很 多 工作 研究 多 项 式 在 无 界 曲线 和 无 界 区 
域 上 的 逼近 问题 , 更 一 般 地 , 研究 函数 系 {z*n)} 的 线性 组 
合 和 其 他 函数 系 在 无 界 曲线 和 无 界 区 域 上 的 逼近 问题 ， 
其 中 {Xn} 可 以 是 复数 序列 。 

定性 理论 A. 五 . 柯 尔 英 哥 洛 夫 得 到 了 复数 域 上 最 
佳 逼 近 多 项 式 的 特征 性 质 ， 设 9(2)(k=0,1,2,…,n)， 


1(z) 都 是 紧 集 K 上 的 连续 函数 ,要 使 Pz) 一 mupv(z) 
是 {p.(z)} 的 线性 组 合 在 K 上 为 了 的 最 佳 珀 过 元 的 充 要 
条 件 是 对 于 任何 的 多 项 式 Pa(z2)= 六 ppi(z), 有 


min Re[Pe(z)(P。(z)—f(2))]<0, 


其 中 最 小 值 是 对 于 使 |f(z) 一 Po(z)| 在 K 上 达到 最 大 值 
的 全 体 点 取 的 。 由 此 可 以 得 到 通常 函数 逼近 论 中 的 切 比 
雪夫 定理 。 由 于 直接 应 用 这 个 结果 来 找 最 佳 逼 近 元 不 是 
很 方便 ， 因 此 下 . 兄 . 列 梅 效 、B. K. 伊 万 诺 夫 等 找 出 了 一 
些 比较 适合 于 具体 应 用 的 分 析 方法 。 

定量 理论 象 通常 函数 允 近 论 中 一 样 由 正定 理 和 道 
定理 两 部 分 组 成 ， 反 映 了 函数 的 结构 性 质 与 最 佳 ; 珊 近 值 
趋向 于 零 的 速度 之 间 的 关系 。, 设 K 是 紧 集 ,L= 3K 是 其 边 
界 。 又 设 Ke 是 单 连通 区 域 ， 函 数 z2=y(w) 将 |w|>>1 共 
形 映射 到 Ke,y(oo)=oo,y'( 吕 )>0, 而 w=p(z) 是 其 反 
函数 。 设 YUw) 在 |w|>1 上 连续 ,在 |w|= 1 上 绝对 连续 ， 
且 Te 是 在 映射 :=y(w) 下 |w| 二 R>1 的 像 ， 称 它 为 等 势 
线 。 记 pivi(z) 是 zEL 到 Ti; 之 癌 的 距离 最 早 ,C.HL. 伯 


轧 斯坦 W, EE, 休 厄 尔 在 补充 假设 了 f(z) 在 Ta(R>1) 内 
解析 的 条 件 下 , 得 到 PnkfoK)=infjf(2) 一 Pn(z)|x 趋 向 


于 零 的 速度 至 少 为 1/R", 其 中 Ps 是 nn 次 多 项 式 。 后 来 , 梅 
尔 捷 良 ，C. 兄 . 阿尔 佩 尔 在 关于 边界 工 的 光滑 性 作出 种 
种 假设 下 , 对 了 EA(K) 研 究 了 pn(fIK)>0 的 速度 。1972 
年 T, 科 瓦 里 对 逐 段 光滑 边界 研究 了 pa(f;K)。 近 年 有 不 
少 工作 研究 | 也 z) 一 wz)| 的 点 态 估计 ， 代 替 了 通常 函数 
通 近 论 中 的 阶 1/n， 这 里 用 p,,3(z) 来 刻画 。 贾 德 克 及 其 


学 生 们 在 这 个 方向 上 得 到 一 系列 结果 。 他 们 的 区 域 是 很 
广泛 的 《只 要 区 域 K 的 边界 上 任意 二 点 之 间 的 弧 长 与 弦 
长 之 比 有 界 就 行 )。 这 里 叙述 B.HH. 别 雷 的 结果 :, 设 工 是 
lw|= 1 经 过 4 拟 共 形变 换 而 得 到 的 闭 曲线 。 若 JE A(K) 
且 fo(z) 在 KK 上 连续 , 则 对 任何 自然 数 n>k， 存 在 次 
多 项 式 Pn(z), 使 


max|f‘?(z)— Ps(z)| 
ERK 
ScLprr 3 fH, ps3l2)) (0Sj<k), 


式 中 c 为 常数 ,w(f,3) 为 连续 模 。 关 于 逆 定 理 ,关键 是 要 
得 到 一 个 伯 思 斯 坦 型 的 不 等 式 。 

复 变 函数 村 值 这 里 典型 的 问题 是 : 给 了 两 个 复数 
序列 {24) {ws}，, 其 中 z 互 不 相同 ， 研究 在 什么 条 件 下 存 
在 人 2)( 有 一 定 的 分 析 性 质 ), 使 也 zj) 一 zi 一 1,2，…)。 
这 里 {zs} 经 常 位 于 复 平面 上 的 某 个 区 域 G 中 (G 也 可 以 是 
全 平面 )。 对 于 函数 2) 除了 解析 性 以 外 ,还 可 以 要 求 满 
足 一 些 其 他 的 条 件 。 例 如 , 设 G 是 |z|<1, |z| <1, 可 以 
要 求 1(z)EH?,0<p<o0 〈 见 Hz 空间 )。R. 奈 望 林 纳 在 
H” 中 考虑 这 个 问题 ， 给 出 了 加 在 {ws) 上 的 一 个 充 要 条 
件 ,但 是 这 个 条 件 很 不 实用 。1958 年 工 . 卡尔 森 解 决 了 这 
个 问题 ， 用 求 极 值 的 方法 给 出 了 一 个 容易 判别 的 充 要 条 
件 ， 


~ 


inf II 


1st 
但 是 他 只 给 出 了 存在 性 的 证 明 ， 且 方法 也 较 复 杂 。1961 
年 M.S, 夏 皮 罗 和 全. 工 . 希 尔 兹 利用 对 偶 原 理 对 H?(1< 


|>". 
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P<+%) 空 间 解 决 了 这 个 问题 ， 其 充 要 条 件 仍 是 上 述 条 
件 。 他 的 方法 比较 简单 ,但 是 只 是 对 H? 才 给 出 结构 性 的 
证 明 。 

1974 年 杰 尔 巴 强 提出 重 插值 问题 ， 他 设 {z,} 中 可 以 
有 相同 的 ， 且 用 s 表示 在 {zs z2,…s z%) 中 出 现 的 次 
数 , 则 可 以 问 ,要 使 在 H?(0<p< + co) 中 存在 函数 f(z)， 
满足 f(z,)=w 的 充 要 条 件 是 什么 ? 杰 尔 巴 强 及 其 
阿尔 美 尼 亚 的 同事 们 用 双 正 交 函 数 系 的 方法 在 假设 
六 lalDrorsm<+ eo 的 条 件 下 (这 也 是 必要 
条 件 ) 得 到 的 充 要 条 件 是 

i 如 | 于 码 
《预先 假设 sup{sa}<<+ co)。 

他 们 还 在 上 半 平 面 Hz 空间 研究 这 一 类 问题 ,这 与 不 
完备 函数 系 的 完备 化 ， 不 完备 函数 系 闭 包 中 基 函 数 等 一 
系列 问题 有 关 。 

复 变 函数 插值 中 另 一 类 问题 是 ， 在 区 域 吕 上 给 定点 
列 {z4)， 设 函 数 f(z) 在 G 内 解析 ,可 上 连续 ，m 次 多 项 式 
P。(z) 满 足 Pn(z0)=f(z) ,1<ign+1, 问 Pn(z) 在 如 上 是 
否 一 致 收敛 到 f(z)。 一 般 说 来 ， 这 是 不 成 立 的 。 对 函数 
fz) 和 {zs} 进 一 步 加 什么 条 件 才 可 能 成 立 ,这 方面 也 有 一 
些 研究 工作 。 

此 外 还 可 以 在 全 平面 上 研究 这 一 类 问题 ， 且 要 使 函 
数 f(z) 为 有 穷 级 整 函数 或 其 他 类 型 函数 ,这 方面 A.@. 列 
昂 季 耶 夫 做 了 很 多 工作 ， 并 在 研究 狄 里 克 雷 级 数 及 其 他 
一 些 问题 中 有 大 量 应 用 。 

如 果 将 f(z) 看 作 泛 函 ， 则 A.0. 盖 尔 丰 德 研究 了 一 
般 泛 函 的 存在 问题 ,其 中 也 包括 所 谓 阿 贝尔 - 贡 恰 洛 夫 问 
题 ， 即 求 函 数 人 z), 满足 fz,)=wn(n=1,2,…)。 盖 
尔 丰 德 还 应 用 牛顿 级 数 解 决 了 希 尔 伯 特 一 个 有 关 超越 数 
的 问题 。 
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3 
让 六 |>0 


fubion honshulun 
复 变 函数 论 (theory of functions of a com- 
plex variable) 。 数学 中 一 个 基本 的 分 支 学 科 ， 它 
的 研究 对 象 是 复 变数 的 函数 。 复 变 函 数论 历史 悠久 ， 内 
容 丰 富 ,理论 十 分 完美 。 它 在 数学 许多 分 支 ,力学 以 及 工 
程 技术 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

复数 起 源 于 求 代数 方程 的 根 。 在 二 次 、 三 次 代数 方 
程 求 根 的 公式 中 就 出 现 了 形 为 e+bW 一 1 的 一 类 数 ， 其 
中 wb 是 实数 。A/ 一 在 实数 范围 内 是 没有 意义 的 ， 因 
此 在 很 长 时 间 里 这 类 数 不 能 为 人 们 所 理解 。R. 备 卡 儿 曾 
称 之 为 虚数 。 但 是 随 着 数学 的 发 展 ， 这 类 数 的 重要 性 就 
日 益 显 现 出 来 。 例 如 每 一 个 代数 方程 在 此 数 域内 至 少 
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有 一 个 根 ， 这 就 是 代数 学 的 基本 定理 。 有 时 也 称 它 为 达 
朗 贝 尔 定理 ， 而 最 初 的 严格 证 明 则 是 由 C. F. 高 其 给 出 
的 。 后 来 人 们 习惯 以 i 表示 MV/ 一 1, 并 且 称 a+ti 为 复 
数 。 在 复数 a+i 与 平面 上 的 点 (a, b) 之 间 可 以 建立 一 一 
对 应 。 

工 . 欧 此 在 初等 函数 中 引进 了 复 变数 ， 并 给 出 了 著名 
的 欧 拉 公式 

es~=Cos x+isin x。 
欧 拉 公式 揭示 了 三 角 函数 与 指数 函数 间 的 联系 。 

一 些 实际 问题 也 推动 着 复 变 函数 理论 的 产生 与 发 
展 。 早 在 1752 年 工 le R. 达 期 贝尔 关于 流体 阻力 的 研究 
中 , 便 考 虐 在 什么 条 件 下 当 平 面 上 的 点 (x,y) 趋 于 一 点 时 
复 值 函 数 u(x,y)+iv(x, y) 存 在 导数 。 这 里 要 求 导数 与 
《x,y) 所 沿 的 路 径 无 关 。 这 个 问题 的 答案 是 : 若 f(z)~w+ 
记 在 域 DD 内 定义 , 且 u,v 作 为 x*,y 的 函数 在 DD 内 可 微 , 则 
f(z) 可 导 的 充 要 条 件 为 

Bu ao Ou av 

Bx By’ By axe (1) 
这 个 条 件 称 为 柯 西 - 黎 曼 方 程 。 在 域 DD 内 可 导 的 函数 称 
为 解析 西数 或 全 纯 函 数 。 由 条 件 (1) 易 知 , 若 wp 存在 连 
续 的 二 阶 偏 导 数 , 则 wz 应 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 由 (1) 联 
系 着 的 两 个 调和 函数 称 为 共 斩 调 和 函数 。 

19 世纪 前 半 叶 ,， 柯 西 为 复 变 函数 理论 的 建立 奠定 了 
基础 。 他 定义 了 复 变 函数 的 积分 ， 并 证 明了 下 述 柯 西 积 
分 定理 , 若 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,C 为 可 求 长 的 简单 闭 曲 
线 , 且 C 及 其 内 部 均 含 于 D 内 , 则 


J ra-o。 


从 柯 西 积分 定理 可 以 得 出 一 系列 重要 结论 ， 诸 如 柯 
西 积分 公式 , 柯 西 不 等 式 , 唯 一 性 定理 ,最 大 模 原 理 等 . 特 
别 地 , 车 f(z) 在 域 D 内 解析 ， 则 它 在 DD 内 任意 阶 导数 存 
在 ,并 且 在 D 内 每 点 4 的 邻 域内 f(z) 可 展 为 2-a 的 宕 级 
数 。 作 为 柯 西 积分 定理 的 推广 ， 则 有 应 用 广泛 的 留 数 定 
理 。 代 数学 基本 定理 就 是 留 数 定理 的 一 个 简单 推论 。 应 
用 它 还 可 计算 一 些 较 复杂 的 定 积分 。 

从 几何 观点 看 ， 定 义 在 域 也 内 的 一 个 解析 函数 w= 
f(z)， 把 DD 映 为 ww 平面 上 的 一 个 区 域 。 这 样 的 映射 具有 
保持 角度 的 性 质 ,所 以 称 为 保 角 映射 ,又 称 共 形 映射 。19 
世纪 中 叶 ， 黎 曼 对 此 作 了 很 多 研究 。 他 首先 提出 了 如 下 
的 原理 ( 狄 利克 雷 原 理 )， 在 简单 团 曲线 C 上 给 了 一 个 连 
续 函 数 ", 则 必 存 在 于 C 内 调和 且 连 续 到 C 上 的 函数 4,u 
在 C 上 的 值 与 相同。 在 此 基础 上 ， 黎 曼 得 出 共 形 映 射 
的 基本 定理 , 若 单 连通 域 D 的 边界 多 于 一 点 ,z。 为 也 内 一 
点 且 bg 为 一 实数 ， 则 存在 唯一 的 单 叶 解析 函数 wf(2) 
将 DD 映 为 w 平 面 上 的 单位 圆 |w|<1, 且 满足 

f(2)=0, f'(z0)>0。 
这 个 定理 称 为 黎 曼 映 射 定理 ， 它 是 复 变 函数 几何 理论 的 
基础 。 根 据 这 个 定理 ， 对 于 单 连通 区 域内 的 解析 函数 常 
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常 可 以 化 到 单位 圆 内 去 研究 。 

后 来 C. 卡拉 西 奥 多 里 进一步 指出 ,在 黎 曼 映射 定理 
中 ,车 域 D 的 边界 为 一 简单 闭 曲 线 C, 则 C 上 的 点 与 圆周 
lwl=1 上 的 点 也 一 一 对 应 。 

如 前 所 述 ,解析 函数 在 每 点 邻 域内 可 以 展 为 里 级 数 ， 
所 以 竺 级 数 是 研究 解析 函数 的 有 力 工具 。 这 也 是 KK, 外 
尔 斯 特 拉 斯 从 事 研究 的 出 发 点 。 若 嗜 级 数 


f= (2) 


的 收敛 半径 尺 为 有 穷 正 数 , 则 f(z) 在 了 :|z|<R 内 解析 ， 
而 在 圆周 |z|=R 上 了 f(z) 至少 有 一 个 奇 点 z。, 即 不 存在 以 
太 为 心 的 贺 ?和 在 7 内 解析 的 函数 9(z), 使 在 了 与 7 的 
交 内 有 g(z)=f(z)。 

当 |z| = R 上 所 有 的 点 都 是 f(z) 的 奇 点 时 ， f(z) 就 不 
能 从 全 内 解析 开拓 出 去 ,这 时 |z|=R 称 为 f(z) 的 自然 边 
界 。 关 于 收敛 圆周 上 的 奇 点 及 自然 边界 的 研究 ，J, 阿达 
马 、S. 曼 德尔 勃 罗 伊 及 G. 波 伊 亚 等 人 均 有 很 好 的 工作 。 

若 |z|=R 上 的 点 zm 不 是 f(z) 的 奇 点 ， 则 f(z) 可 以 
经 过 zo 利用 宕 级 数 开拓 到 12|= R 以 外 的 部 分 。 从 宕 级 
数 (2) 出 发 ， 向 各 个 方向 尽量 进行 解析 开拓 ,所 得 的 全 体 
宕 级 数 构成 一 个 集合 。 这 个 集合 定义 了 一 个 完全 解析 函 
数 。 关 于 完全 解析 函数 ，HH. 斋 加 菜 和 V, 溢 尔 泰 拉 等 人 
有 重要 工作 。 

完全 解析 函数 可 以 是 单 值 的 或 多 值 的 。 对 于 多 值 函 
数 ， 自 变量 z 绕 某 些 点 一 图 后 函数 从 一 个 值 变 为 另 一 个 
值 ， 这 些 点 称 为 分 支点 。 黎 曼 曲 面 是 表示 多 值 函数 的 具 
体 的 几何 方法 ， 它 是 由 一 些 互相 适当 连接 的 重 友 的 平面 
构成 的 。 一 个 多 值 函数 在 其 黎 曼 曲面 上 即 成 为 单 值 的 。 黎 
曼 曲面 的 重要 例子 是 代数 函数 , 即 由 代数 方程 P(z,tz) 一 
0 确定 的 函数 。 这 种 函数 的 黎 曼 曲 面 介 可 连续 变形 到 球 
面 或 带 有 若干 个 环 柄 的 球面 。 环 柄 的 个 数 称 为 黎 曼 曲面 
的 亏 格 , 它 决 定 了 该 曲面 的 很 多 重要 性 质 。 

总 之 , 复 变 函 数 的 主要 研究 对 象 是 解析 函数 ,包括 单 
值 函数 、 多 值 函数 以 及 几何 理论 三 大 部 分 。 在 悠久 的 历 
史 进 程 中 ,经 过 许多 学 者 的 努力 ,使 得 复 变 函数 论 获 得 了 
巨大 发 展 ,并 且 形 成 了 一 些 专门 的 研究 领域 。 

单 值 函 数 中 最 基本 的 两 类 函数 是 可 函数 和 亚 比 西 
数 ， 它 们 分 别 是 多 项 式 和 有 理 函 数 的 发 展 。 外 尔 斯 特 拉 
斯 将 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 推广 到 整 函数 ， 而 G. 米 
塔 - 列 夫 勒 则 将 有 理 函数 分 解 为 部 分 分 式 的 定理 推广 到 
亚 纯 函数 。 记 ,皮卡 \ 些 , 泪 策 尔 等 进一步 发 现 了 整 函数 的 
取 值 与 多 项 式 的 取 值 之 间 有 着 很 大 的 相似 性 。 在 此 基础 
上 ,1925 年 R. 厅 望 林 纳 建立 了 亚 纯 函数 值 分 布 的 近代 理 
论 ,对 函数 论 的 发 展 产 生 了 重要 影响 。 从 19 世 纪 末 一 直到 
现在 ,有 很 多 学 者 从 事 函 数值 分 布 论 的 研究 ,优秀 工作 很 
多 。 它 和 复 变 函数 论 的 其 他 领域 也 存在 着 密切 联系 。 例 
如 ,1973 年 A. 伯 思 斯 坦 应 用 实 变 函数 的 思想 引进 T* 函 
数 , 它 在 值 分 布 论 的 亏 量 问 题 , 整 函数 的 最 小 模 问题 以 及 
单 叶 丁 数 的 研究 中 都 发 挥 了 显著 效用 。 


关于 多 值 函数 的 研究 主要 是 围绕 着 化 更 曲面 及 单 值 
化 的 问题 来 进行 的 。1913 年 HH. 外 汞 在 其 经 典 著作 《 黎 
曼 曲 面 概念 ?中 首先 给 出 了 抽象 黎 曼 曲 面 的 定义 , 它 是 流 
形 这 个 现代 数学 基本 概念 的 雏形 。 黎 曼 曲面 的 研究 不 仅 
使 自身 形成 了 完美 的 理论 ， 而 且 它 为 代数 几何 、 自 守 函 
数 、 复 流 形 ,代数 数论 等 近代 数学 重要 分 支 的 研究 提供 了 
简单 .明了 的 模型 。 

在 复 变 函数 的 应 用 上 ， 共 形 映 射 具有 重要 的 地 位 。 
H. EE. 茹 科 夫 斯 基 通过 共 形 映射 研究 绕 机 要 的 流动 便 是 
著名 的 例子 。 实 际 应 用 中 ， 常 常 要 借助 近似 方法 具体 地 
构造 出 映射 函数 。 这 方面 有 不 少 研究 工作 。 当 然 ， 有 时 
并 不 需要 知道 具体 的 映射 函数 ,只 是 应 用 其 几何 性 质 。 这 
就 推动 了 复 变 函 数 几 何 理论 的 发 展 。 

单 叶 函 数 的 研究 是 复 变 函数 几何 理论 的 一 个 重要 组 
成 部 分 ， 特 别 是 1916 年 L. 比 伯 巴赫 提出 的 单位 圆 内 形 


如 z+ 思 nz 的 单 叶 解析 函数 应 有 on| <n 的 猜测 引起 


了 许多 学 者 的 注意 。 近 70 年 来 ,围绕 着 比 伯 巴 赫 猜 想 曾 
有 不 少 研究 工作 ,但 是 直到 1984 年 ,L. de 布朗 基 才 完全 
证 实 了 这 个 猜想 。 证 明 中 主要 应 用 了 莱 伯 德 - 米 林 的 工 
作 ,C. 勒 夫 纳 的 参数 表示 法 以 及 关于 雅 可 比 多 项 式 的 
结果 。 

柯 西 - 黎 曼 方程 表明 了 解析 函数 与 酉 圆 型 偏 微分 方 
程 组 之 间 的 联系 ,20 世纪 50 年 代 以 来 二. 伯 斯 ,H.H. 韦 
压 等 考虑 较为 一 般 的 椭 贺 型 偏 微 分 方程 组 ， 并 引入 广义 
解析 函数 的 概念 解析 函数 决定 的 映射 为 共 形 映射 , 它 把 
无 穷 小 圆 映 为 无 穷 小 圆 ， 而 广义 解析 函数 则 决定 了 拟 共 
形 映射 , 它 把 无 穷 小 贺 映 为 无 穷 小 椭圆 。L.V. 阿尔 福 斯 ， 
M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 为 拟 共 形 映射 的 理论 奠定 了 基础 。 

解析 函数 虽然 在 区 域内 部 有 很 好 的 性 质 ， 但 是 当 自 
变量 z 趋向 于 边界 时 ,函数 的 变化 情况 常常 十 分 复杂 。 关 
于 这 方面 的 研究 就 形成 了 一 个 专门 的 领域 ， 称 为 解析 函 
数 边界 性 质 。 经 典 的 结果 有 法 图 定理 ,H.H. 户 浔 和 .HH. 
普 里 瓦 洛 夫 在 这 方面 也 有 系统 的 研究 。 近 年 来 ， 出 现 了 
聚集 合 的 概念 ,进一步 将 研究 引 向 深入 。 

近代 还 有 些 函数 论 研究 工作 不 再 是 考虑 个 别 的 函 
数 ， 而 是 把 具有 某 种 性 质 的 一 族 函 数 合 在 一 起 研究 。 事 
实 上 ,P. 蒙 泰 尔 的 解析 函数 正规 族 就 应 属于 这 种 类 型 的 
研究 ， 并 且 显 示 了 其 威力 。 近 年 来 从 这 种 观点 出 发 的 研 
究 有 了 很 大 发 展 ,例如 Hz 空间 , 它 与 其 他 数学 分 支 产 生 
了 较 密切 的 联系 。 

复 变 函 数理 论 从 一 个 变数 推广 到 多 个 变数 是 十 分 自 
然 的 想法 ,总 称 为 复 分 析 。 但 是 在 多 变数 时 ,定义 域 的 复 
杂 性 大 大 增加 了 ， 函 数 的 性 质 较 之 单 变数 时 也 有 显著 的 
差异 , 它 的 研究 需要 借助 更 多 的 近代 数学 工具 ( 见 多 复 变 
声 数 论 )。 

从 柯 西 算 起 , 复 变 函数 论 已 有 了 150 年 的 历史 。 它 以 
其 完美 的 理论 与 精湛 的 技巧 成 为 数学 的 一 个 重要 组 成 部 
分 。 它 曾经 推动 过 一 些 学 科 的 发 展 ， 并 且 常 常 作为 一 个 


复 


有 力 的 工具 被 应 用 在 实际 问题 中 。 它 的 基础 内 容 已 成 为 
理工 科 很 多 专业 的 必修 课程 。 现 在 ， 复 变 函 数论 中 仍然 
有 不 少 尚 待 研究 的 课题 ,所 以 它 将 继续 向 前 发 展 , 并 将 取 
得 更 多 应 用 。 ( 庄 折 泰 杨 乐 ) 


fudle kongjian 
复生 空间 (covering space) ”代数 拓扑 中 的 一 
个 重要 概念 ， 又 称 覆 盖 空 间 。 设 p: 久 ->X 是 连续 映射 ， 
如 果 在 X 中 ,每 一 点 x 都 有 开 邻 域 U， 使 得 p-'(U) 是 视 
中 一 组 互 不 相交 开 集 {U。} 的 并 集 , 且 P 限制 在 每 个 Je 上 
都 是 从 U。 到 UU 的 同 胚 , 则 称 p 是 复 丰 映射 , 久 是 X 的 一 
个 复 笃 空 间 。 

例如 ， 由 p(t)=er" 规定 的 直线 到 贺 周 的 映射 


P:E' 引 是 复生 映射 。 设 zo 一 eeES 取 正 数 e< 半 , 作 


2 的 开 邻 域 U= {en" < ， 则 p71(U) 是 一 组 不 
相交 开 区 间 {(n+t 一 ,十 5)) 的 并 集 , 且 p:(Cn 十 加 一 
enm+ 折 十 6)->U 是 同 胚 。 又 如 , 当 将 nn 维 球面 5" 的 每 对 
对 径 点 粘 合 时 ， 商 空间 是 实 射影 空间 P"， 粘 合 映 射 p: 
SPn 也 是 复 和 映射 。 

复生 映射 的 提升 性 质 复 肥 映射 是 一 个 纤维 映射， 
即 它 对 任何 空间 都 有 同 伦 提 升 性 质 〈 见 同 伦 论 )。 此 外 ， 
它 还 有 更 多 的 提升 性 质 ， 

映射 提升 定理 ” 设 并 连通 、 局 部 道路 连通 ,ynEY, 又 
设 f:Y>X 是 连续 映射 ，xo=f(y。)， 取 定 EP"!(X0)， 
则 了 有 提升 了 :Y-> 欠 使 Kgo)= 和 的 充分 必要 条 件 是 
四 (zi(Y ,Yo)) SPr( rN )), 

映射 提 让 唯一 性 定理 。 设 Y 连 通 ,f:Y->X 是 连续 映 
射 ,f 的 两 个 提升 和, 了:Y> 久 如 果 对 某 点 VEY 有 了 Cy) 一 
了 Gy) ,那么 了。 

用 这 两 个 定理 不 难 推出 ， 当 n>1 时 , 复 又 映射 p 所 
诱导 的 同 态 px:xn( 义 )->xn(X) 是 同 构 ， 而 Px: ( 久 )-> 
xi(X) 是 单 同 态 。 

汽 复生 空间 当 pw (xi( 入 )) 是 xi(X) 的 正规 子 群 
时 , 称 多 是 X 的 正则 复 叠 空间, 如果 又 是 单 连 通 的 ， 则 
称 芝 是 X 的 泛 复 友 空 间 , 它 是 最 常用 的 复 愉 空间 。 

当 一 个 拓扑 空间 X 连 通 ， 局 部 道路 连通 与 半 局 部 音 
连通 时 , 它 一 定 存 在 泛 复 看 空间 。 

复 梧 变换 群 是 复 愉 空间 义 的 自 同 胚 群 的 一 个 子 
群 ， 它 由 全 体 满足 pep=p 的 自 同 胚 p( 称 为 复 愉 变换 ) 
组 成 。 

如 果 受 是 泛 复 倒 空 间 ,并 且 X 道 路 连通 ， 则 对 上 的 
复 亚 变换 群 同 构 于 xi(X)， 利 用 这 个 事实 可 计算 某 些 空 
间 的 基本 群 。 例 如 B 是 5' 的 泛 复 彼 空 间 , B! 上 的 复 秋 
变换 就 是 移动 距离 是 整数 的 平移 ， 从 而 复生 变换 群 竺 2， 
这 样 就 得 到 1(S') <Z。 又 如 n>2 时 ， 5" 是 P 的 泛 复 
登 空 间 ,复合 变换 只 有 两 个 ， 生 同 映射 与 对 径 映射 , 于 是 
i(P") Zs。 

除了 可 用 来 计算 基本 群 外 ， 复 至 空间 在 不 动 点 理论 
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的 研究 中 是 一 种 有 效 工具 ， 并 且 在 代数 拓扑 各 个 领域 和 
几何 拓扑 中 还 有 广泛 的 应 用 。 
参考 书目 
M,A. 阿 姆 斯 特 朗 著 , 孙 以 丰 译 :< 基础 拓扑 学 >, 北京 大 学 出 版 
社 ,北京 ,1983。(M.A. Armstrong, Basic Topology,McGraw- 


Hill,London, 1979.) 
( 尤 承 业 ) 


fuliluxing 

复 流 形 (complex manifold) 具有 复 结构 的 
微分 流 形 。 即 它 能 被 一 族 坐标 邻 域 〈 见 秽 分 流 形 ) 所 覆 
盖 , 其 中 每 个 坐标 邻 域 能 与 n 维 复 空间 C" 中 的 一 个 开 集 
同 胚 ,从 而 使 坐标 区 域 中 的 点 具有 复 坐 标 (25…，z)， 而 
对 两 个 坐标 邻 域 的 重 得 部 分 中 的 点 ， 其 对 应 的 两 套 复 坐 
标 之 间 的 坐标 变换 是 复 解析 的 。 称 ”为 此 复 流 形 的 复 维 
数 。 一 个 n 维 复 流 形 也 是 2n 维 的 ( 实 ) 微 分 流 形 。 

作为 一 维 的 复 流 形 的 黎 曼 面 的 研究 有 着 您 久 的 历 
史 ， 而 一 般 复 流 形 的 研究 从 20 世纪 40 年 代 才 开始 。 现 
在 , 它 已 成 为 近代 数学 中 十 分 重要 的 概念 和 课题 。 

最 简单 的 复 流 形 是 复数 平面 C 及 复 欧 氏 空间 C"。 

考虑 妈 中 的 单位 球面 。 它 可 以 被 球面 分 别 去 掉 北极 
和 南极 所 得 到 的 两 个 坐标 邻 域 所 履 盖 。 用 关于 北极 的 球 
极 投影 得 到 一 个 坐标 映射 ， 而 关于 南极 的 球 极 投影 后 再 
取 共 二 复数 又 得 到 另 一 个 坐标 映射 。 这 样 ， 单 位 球面 也 
构成 一 维 复 流 形 , 称 为 黎 曼 球 面 。 

对 复 射影 空间 CP" 描述 如 下 , 设 C%… 是 复 n+1 维 
的 欧 氏 空间 , C"*'\{0} 是 C"*! 中 非 零点 全 体 。 对 其 中 两 
点 如 一 ( 怠 ,…s 丽 ) 和 Zs=( 难 ,…, 如) 如 存在 aEC 使 
站 一 aa 《i=0,1,…,n), 则 称 Z， 和 Zi 等 价 ( 双 如) 
称 为 此 等 价 类 的 齐 次 坐标 ，CP" 就 是 上 述 这 种 等 价 类 的 
全 体 ， 它 是 n 维 复 流 形 。 事 实 上 CP: 和 黎 曼 球面 是 同 
构 的 。 

对 CP" 中 的 任 一 点 p， Z= ( 动 ,…,z) 是 它 的 齐 次 坐 
标 ,那么 


Z, 2 2 ) 


z 
| - (J ”AT 
是 Cor 中 以 原点 为 球 心 的 单位 球面 Sn+t 中 的 一 点 。 由 
了 点 所 确定 的 So 上 点 的 全 体 构成 Sm+i 中 的 大 贺 。 因 
此 CP" 中 的 点 也 可 看 成 Sn++ 中 的 大 加 的 全 体 。 

如 在 复 流 形 M 上 定义 了 一 个 下 列 复 形式 

可 = 

的 黎 曼 度 量 ,其 中 95 是 埃 尔 米 特 阵 ， 则 称 此 度量 为 埃 尔 
米 特 度量 ， 称 具有 冯 尔 米 特 度量 的 复 流 形 为 埃 尔 米 特 流 
形 。 复 流 形 上 总 存在 埃 尔 米 特 度量 。 

在 埃 尔 米 特 流 形 中 可 引进 一 个 二 次 外 微分 形式 w, 称 
为 凯 勒 形式 , 它 在 复 坐标 下 的 局 部 表达 式 为 

= 一 2igudzt 人 Ndzt。 

车 师 = 0, 即 咯 是 闭 形式 , 称 埃 尔 米 特 流 形 为 遍 勤 流 形 。 
复 欧 氏 窑 间 C" 关于 通常 度量 de 一 为 dz dz'~ 
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1az'l? 是 凯 勒 流 形 。 在 复 射影 空间 CP" 中 有 著名 的 


富 比 尼 - 施 图 迪 度 量 ， 描 述 如 下 ; 设 p 是 CP" 中 任 一 点 ， 
它 确定 了 Sm*! 中 的 大 圆 。CP。 在 点 的 任 一 切 向 量 X 
可 对 应 于 球面 S*"*! 中 与 上 述 大 贺 正 交 的 切 向 量 和 ,把 入 
的 长 度 定义 为 天 的 长 度 。 就 给 出 了 CP" 中 的 富 比 尼 - 施 
图 迪 度 量 ; CP" 关于 这 个 度量 构成 凯 勒 流 形 。 任 何 黎 曼 面 
关于 其 上 任何 与 复 结构 相 容 的 黎 曼 度量 也 是 凯 勤 流 形 。 

如 果 在 复 流 形 M 上 有 一 个 黎 曼 度量 ， 那 么 由 这 个 度 
量 ,对 M 上 任 一 点 的 每 个 二 维 平面 可 定义 截面 曲率 ( 见 黎 
更 几何 学 )。 如 特 取 某 点 P 处 的 二 维 切 平面 "为 全 纯 截 面 ， 
即 n 维 复 切 空间 TpM 的 一 维 复 子 空间 , 则 相应 于 0 的 截 
面 曲 率 , 称 为 全 纯 戴 面 曲率 。 前 面 例子 中 , 复 欧 氏 空间 关 
于 通常 度量 的 全 纯 截面 曲率 为 零 ， 复 射影 空间 关于 富 比 
尼 - 施 图 迪 度 量 的 全 纯 截面 曲率 为 正常 数 。 

参考 书目 


S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differen- 
tiol Geometry, Vol. 2, John Wiley & Sons,New York, 1969. 


(新 元 龙 ) 


fushu 
复数 (complex number) 形 如 x+ 记 的 数 , 其 
中 x 和 Vy 是 实数 ,i 是 虚数 单位 ( 即 满足 关系 记 = 一 1 的 
数 ), 也 可 记 作 和 一 I。 

复数 是 16 世纪 人 们 在 解 二 次 ,三 次 代数 方程 时 引入 
的 。 在 历史 上 ,它们 长 期 不 为 人 们 所 接受 ,直到 19 世 纪 , 才 
阐明 了 复数 的 概念 ， 阐 明了 它们 是 从 已 知 量 确定 出 的 数 
学 实体 。 复 数 的 一 般 形 式 是 z=x+ 坟 其 中 x* 和 分 别 
称 为 z 的 实 部 和 虚 部 ， 记 作 z= Rez 和 y=Imz。 如 果 
Im z=0， 那 么 z= Rez 是 实数 ! 如果 Im zz0， 那么 z 
称 为 虚数 ,如 果 Imz#0 而 Rez= 0, 那么 z 称 为 纯 虚 数 。 
两 复数 z, 和 z, 相等 就 是 其 实 部 及 虚 部 分 别 相等 ， 记 作 
二 一 2 

在 平面 上 取 直 角 坐 标 轴 Ox 和 Oy, 以 坐标 为 (x*,y) 的 
点 表示 复数 z=x+ 记 ,于 
是 Ox 轴 上 的 点 表示 实数 ， 
Oy 轴 上 的 点 (z 关 0) 表示 
纯 虚数 。Ox 轴 和 Oy 轴 分 
别称 为 实 轴 和 虚 轴 ; Oxy 
平面 称 为 复 平面 ， 或 者 按 
表示 复数 的 字母 称 它 为 z 
平面 。 

复数 也 可 用 在 实 轴 及 妃 轴 上 的 投影 分 别 是 zx 及 3 的 
向 量 表示 , 其 起 点 可 安放 在 平面 上 任 一 点 , 例如 在 原点 。 
向 量 z=x+ 记 的 长 称 为 复数 z 的 模 , 记 作 |z| ,显然 |z| 一 
V+ 她 。 实 轴 的 正 向 与 向 量 zx(z 关 0) 之 间 的 夹 角 称 为 
复数 的 辐 角 , 记 作 Arg z; Arg z 有 无 穷 多 个 值 ,其 中 每 两 
个 相差 2x 的 整数 倍 ， 在 一 x 与 + 之 间 的 值 称 为 Argz 
的 主 值 , 记 作 arg z。 于 是 z 可 用 三 角 表 示 式 表示 为 z= 
|zl(cos Arg z+i sin Arg z), 或 记 作 z= |z|ettrer。 


图 1 复数 的 坐标 表示 法 


设 全 体 复数 所 构成 的 集 为 C。 复 数 的 加 法 和 乘法 定 
义 为 

x1tiy) + (Xtiys) = (x tx) +i(y + ys)» 

(tiy xtiy) = xx — YY) ix + Xa), 

式 中 x1,X2, 册 ,Ys 是 实数 。 在 C 上 引进 这 两 种 运算 ， 不 
难 证 明 它 构成 一 个 域 ， 称 为 复数 域 。 复 数 域 C 包含 实数 
域 R, 但 前 者 不 是 有 序 域 , 即 任意 两 复数 不 能 比较 大 小 。 

在 复 平面 上 ,约定 有 一 个 无 穷 远 点 ,以 表示。 加 上 
无 穷 远 点 的 复 平面 , 称 为 扩充 复 平面 ,为 了 作出 oo 的 几何 
表示 , 可 把 复数 表示 在 球面 上 。 


pz 


图 2 复 球面 


在 点 坐标 是 (x,y, u) 的 三 维 空间 中 ， 把 Oxy 平面 看 

作 就 是 z= x+ 吉平 面 。 考 虑 球面 
2 十 芒 二 22 一 1。 
取 定 球面 上 一 点 N(0,0,1)， 称 为 球 极 , 作 连 接 N 与 Oxy 
平面 上 任 一 点 A(x,y,0) 的 直线 ,并 且 设 这 直线 与 球面 的 
另 一 交点 是 A', 那 么 4' 称 为 A 在 球面 上 的 球 极 射影 。 用 
它 表示 复数 
2 一 xX 十 训 。 
如 果 点 z 的 模 愈 大 ， 那 么 它 的 球 极 射影 间接 近 N。 约 定 
和 是 无 穷 远 点 的 球 极 射影 ,这 样 ,在 球面 与 扩充 复 平面 之 
间 建 立 了 同 构 。 这 种 球面 称 为 复 球面 或 歼 曼 球面 。 
( 余 家 荣 ) 

fufon daishu 
赋 范 代数 (normed algebra) 泛 函 分 析 的 一 
个 重要 分 支 ， 研 究 带 有 乘法 的 赋 范 线性 空间 的 性 质 及 其 
应 用 。 

设 4 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 在 4 上 定义 了 乘法 , 即 对 
于 4 中 任何 两 个 元 素 *,y, 对 应 有 人 中 的 一 个 元 , 称 为 x 
与 # 的 乘积 ， 并 记 为 zy。 而 且 乘法 具有 下 列 性 质 ， @ 
(xy)2=x(Yy2), Oa(xy)=(ax)y=x(y), O(x+y)z= 
Xz+yz,2(x+y)=2x+2y, Olxyll<lxl yl|, 则 称 A 是 
赋 范 代数 。 又 当 A 是 巴 拿 厅 空间 时 。A 就 称 为 巴 拿 赫 代 
数 。 如 果 对 4 中 任何 两 个 元 x,y 都 成 立 xy=yx， 就 称 A 
是 交换 的 。A 中 元 e 如 果 使 ex= ze=z 工 对 任何 xEA 成 
立 ,e 就 称 为 A 的 单位 元 。 当 4A 有 单位 元 时 ,单位 元 必 是 
唯一 的 。 在 有 单位 元 e 的 赋 范 代数 4 中 ,对 元 x, 如 果 有 
y 使 y=yx=e, 就 称 y 是 x 的 逆 元 。 

在 分 析 学 中 遇 到 的 许多 重要 的 巴 拿 赫 空间 在 适当 地 
规定 乘法 后 就 成 为 巴 拿 赤 代数。 典型 的 例子 是 ， 实 数 民 
上 复 值 勒 贝 格 可 积 函数 全 体 LXR) 在 L! 范 数 下 成 为 巴 拿 


赫 空间 ,如 果 以 卷 积 
dg-=| rpoe-od doerdm) 


作为 LKR) 上 乘法 ,那么 它 成 为 交换 的 巴 拿 赫 代数 。 

马 拿 二 代数 的 概念 虽然 相当 简单 ,但 在 调和 分 析 、 算 
子 理论 、 函 数 代数 等 许多 数学 领域 中 有 广泛 的 应 用 。 由 
于 在 巴 拿 赫 代数 中 除 线性 运算 外 还 有 乘法 运算 ， 就 能 更 
多 地 利用 代数 的 方法 。 实 质 上 ,在 巴 拿 桩 代数 中 ,代数 运 
算 (加 法 , 数 乘 、 乘 法 ) 与 范 数 之 间 有 着 深刻 的 内 在 联系 ， 
显示 代数 方法 对 分 析 问 题 (与 极限 有 关 的 问题 ) 的 研究 起 
着 更 大 的 作用 。 

1939 年 , H. M. 盖 尔 范 他 商定 了 巴 拿 赫 代数 的 理论 
基础 。 交 换 巴 拿 赫 代数 理论 一 出 现 ， 就 在 它 的 初次 应 用 
(对 三 角 级 数理 论 中 维 纳 定理 的 简洁 证 明 ) 中 显示 出 巨大 
威力 ,迅速 吸引 了 大 批 数学 家 的 注意 。 从 此 , 巴 拿 赫 代数 
理论 的 研究 就 奸 勃 开展 起 来 。 今 天 ， 
析 学 中 的 重要 工具 ， 而 且 它 本 身 也 ， 
个 重要 领域 。 近 年 来 ， 它 在 场 论 中 的 应 用 也 是 令 人 注目 
的 , 它 的 理论 本 身 综合 着 函数 理论 ， 抽 象 代数 等 的 技巧 ， 
有 着 丰富 的 成 果 。 

元 素 的 语 ” 设 人 是 复 的 有 单位 元 e 的 巴 拿 糙 代数 ， 
EA, 如 果 复数 入 使 Xx 有 北 元 ， 就 称 ^ 为 x 的 正则 
点 , 否则 就 称 为 x 的 谱 点 。zx 的 谱 点 全 体 称 为 x 的 谱 ， 
记 为 "(x)。 关 于 元 素 的 谱 , 盖 尔 范 德 得 到 的 主要 结论 是 ， 
任何 元 x 的 谱 o(x) 是 复数 域 C 的 非 空 有 界 闭 集 ， 而 且 
max{|XlIXEo(x)} =limYle， 数 +=max{IXIIXE 
ol(x)} 称 为 x 的 谱 半径 。 

交接 巴 钙 林 代数 ”在 有 单位 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 A 
中 对 任何 元 素 xE4， 必 有 和 Ec(z)， 这 时 Xe 一 x 是 设 有 
逆 元 的 .因此 ,如 果 人 中 任何 非 零 元 都 有 逆 元 ,那么 4 中 任 
何 元 x 都 是 的 倍数 ， 即 A 是 个 一 维 空间 ( 盖 尔 范 德 - 梅 
休 尔 定理 )。 在 巴 合 转 代数 A 上 的 线性 泛 函 f, 如 果 对 任何 
两 个 元 x、y，, f(xy)=f(x)f(y) 成 立 , 称 f 了 是 乘 性 线性 泛 
函 , 这 种 泛 函 必定 是 连续 的 。 非 零 的 乘 性 线性 泛 函 f 的 零 
空间 MMs={x|fx)=0} 必 是 和 A 的 闭 双 侧 理想 ( 即 My 是 
4 的 线性 子 空间 , 且 对 xEMs,yEA, xy 和 yx 都 在 My 
中 ), 且 A/My 是 一 维 空间 ， 盖 尔 范 德 把 代数 中 的 理想 理 
论 与 盖 尔 范 德 - 梅 休 尔 定理 结合 起 来 ， 证 明了 下 面 的 结 
论 : 设 4 是 交换 的 有 单位 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 , 则 f+My 
是 A 上 非 零 乘 性 线性 泛 函 全 体 0 到 4 的 极 大 理想 全 体 上 
的 双 射 ， 而 和 4 中 任何 无 逆 元 的 x*， 必 定 有 含有 x 的 极 大 
理想 ,从 而 必 有 fE9 使 f(x)=0, 因 此 对 任何 *EA， 

“(x)= {f(x) lf E09}, 
9 是 A* 的 子 集 , 当 4* 用 弱 * 拓 扑 时 ,9 是 紧 集 ,于 是 是 
个 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 拓 扑 空间 0 称 为 A 的 谱 空 间 ， 对 于 
XEAs 记 x(f)=f(x) (fE0),x() 是 0 上 连续 函数 ， 也 
记 为 名 , 它 称 为 元 x 的 函数 表示 (或 盖 尔 范 德 变换 )。zx 一 
x(-) 是 A>C(0) (9 上 复 值 连续 函数 全 体 ) 中 的 代数 同 
态 。 于 是 ,A 就 表示 为 C(9) 的 一 个 子 代数 。|x()| 的 最 
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大 值 就 是 x 的 谱 半径 。 特 别 ,4 是 半 单 纯 的 ( 即 委 的 所 有 
极 大 理想 的 交 为 {0}), 或 4 中 谱 半 径 为 0 的 元 只 有 0, 都 
是 使 这 个 表示 是 一 对 一 的 充分 而 且 必要 的 条 件 。 

作为 应 用 ,考虑 绝对 收敛 的 三 角 级 数 全 体 


W=jzp= 翌 se"| 习 sl<o， 
W 中 的 线性 运算 及 冬 法 就 用 函数 的 通常 运算 。 然 而 对 于 
, 翌 semew, 以 习 |51 作 为 这 个 元 的 范 数 。 这 样 ,W 就 


成 为 一 个 交换 的 有 单位 元 的 复 巴 拿 幸 代数 。 恒 等 于 1 的 
函数 是 W 的 单位 元 。 任 取 EL[ 一 x, x]， 从 W 到 复数 域 
C 的 映射 xr*x(to) 是 W 上 的 非 零 乘 性 线性 泛 函 , 不 难 证 
明 这 是 W 上 非 零 乘 性 线性 泛 函 的 一 般 形 式 ， 于 是 对 xE 
W, o(x)={f(x)|fE0}={x(to) lio E[—x, #])。 这 样 
就 很 快 得 到 著名 的 维 纳 定理 〈 它 的 原始 证 明 是 纯 函 数论 
的 方法 )， 如 果 x(t) 是 绝对 收敛 的 三 角 级 数 且 x* (t) 大 0 


(EC 一 ,J)， 则 -也 是 绝对 收 化 的 三 角 级 数 。 


蚂 数 代数 ”一 类 重要 的 ,特殊 的 交换 巴 拿 赫 代数 。 它 
与 解析 函数 论 、 多 复 变 函数 论 、 函 数 逼 近 论 等 有 密切 关 
系 , 是 50 年 代 迅 速 发 展 起 来 的 一 个 分 支 。 设 0 是 紧 豪 斯 
多 夫 空 间 ,C(90)、Ca(9) 分 别 是 0 上 的 复 值 、 实 值 连续 函 
数 全 体 以 最 大 模 作为 范 数 ,C(0)、Ca(0) 都 是 交换 的 巴 合 
赫 代 数 。 设 4 是 C(9) 的 闭 子 代数 ， 如 果 4 含 有 常数 函 
数 , 且 分 离 9 中 点 ( 即 对 口中 不 同 的 点 wu、o:， 必 有 了 EA 
使 得 fw) 地 fo:)), 称 A 是 乡 上 函数 代数 。 例 如 口 是 m 
维 复 空间 C" 的 紧 集 , P(9)、R(O)、4(9) 分 别 是 多 项 式 、 
有 理 函 数 、0 上 连续 且 在 9 内 部 解析 函数 全 体 所 生成 的 
C(9) 的 闭 子 代数 , 这 些 都 是 很 重要 的 函数 代数 。 函 数 代 
数 4 如果 使 (ReflfE 4} 生 成 的 团子 代数 是 Ca(9)， 称 4 
是 狄 利克 雷 代数 ， 它 是 又 一 种 重要 的 函数 代数 。 人 们 在 
一 般 巴 拿 赫 代数 观念 下 ,通过 对 这 些 具 体 代数 的 研究 ,不 
仅 能 把 函数 论 中 许多 重要 结果 简化 证 明 或 加 以 推广 ， 而 
且 还 能 获得 新 的 结果 ,提出 新 的 课题 ,从 而 促进 了 函数 论 
的 发 展 。 

对 称 巴 拿 林 代 数 ”如果 在 巴 拿 赫 代 数 4 中 还 有 对 合 
运算 * :xzr*xy，, 它 具 有 下 列 性 质 :(D(x*)* 一 z，@(ax+ 
Ay)n=Rx*+ By*，O(xy)*=y*x*， 这 时 称 A 为 有 对 合 
的 巴 拿 畔 代数 或 巴 拿 林 * 代数 。 如 果 对 合 还 使 得 |x*|| 一 
lz|，A 就 称 为 对 称 巴 拿 赫 代数 。 研 究 这 种 代数 的 重要 
工具 是 正 线 性 泛 函 ( 即 对 任何 xE A 成 立 f(x*x)>0 的 A 
上 线性 泛 函 了 )。 从 正 泛 函 可 以 得 到 对 称 巴 拿 赫 代数 的 * 
表示 。 群 代数 是 对 称 巴 拿 赫 代数 的 一 个 典型 例子 。 设 G 
是 局 部 紧 的 拓扑 群 ，4 是 G 上 的 ( 左 不 变 ) 哈 尔 测度 ， 则 
G 上 关于 “可 积 的 函数 全 体 L'(G，4) 是 对 称 巴 拿 赫 代 
数 。L'(G,u) 再 加 上 单位 元 后 的 代数 称 为 G 的 群 代数 。 利 
用 正 泛 函 可 以 证 明 群 代数 的 不 可 约 * 表示 是 完全 的 。 当 
G 是 交换 的 局 部 紧 群 时 ，G 的 群 代数 是 交换 的 对 称 巴 合 
赫 代数 。 通 过 全 里 叶 变换 可 以 证 明 ， 群 代数 的 谱 空间 0 
与 G 的 特征 群 G 同 旺 ， 并 且 I(G) 与 FA(G) 同 构 。 由 
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此 可 以 得 到 庞 特 里 亚 金 对 偶 性 定理 的 一 个 简单 的 分 析 和 
证 明 。 

C* 代数 ”如 果 巴 拿 赫 代数 丸 有 对 合 运算 * ,并 且 对 
合 使 得 |x*x| = lx 上, 则 称 4 是 C* 代 数 。 

紧 豪 斯 多 夫 空 间 0 上 复 值 连续 函数 全 体 C(0), 以 取 
复数 共 且 作 为 对 合 时 是 有 单位 元 的 交换 C* 代 数 。 复 希 
尔 伯 特 空间 上 线性 有 界 算 子 全 体 BCH)， 以 取 算 子 的 
共 示 运 算 作为 对 合 时 是 有 单位 元 的 C* 代 数 ， 当 HH 的 维 
数 > 2 时 ，B(H) 不 是 交换 的 。 这 些 都 是 C* 代 数 的 典型 
例子 。 

如 果 4 是 有 单位 元 的 复 交 换 C* 代 数 ,9 是 4 的 谱 空 
间 ， 则 盖 尔 范 德 变换 zx(') 是 4 到 C(9) 上 的 完全 同 
构 , 即 Xxx(* ) 是 保持 对 合 及 范 数 的 代数 同 构 。 

态 与 GNS 构造 ”C* 代 数理 论 中 最 重要 的 部 分 。 设 
4 是 有 单位 元 e 的 复 C* 代 数 ,在 e 上 取 值 为 1 的 A 上 正 
线性 泛 函 了 称 为 A 上 的 态 。 当 f 是 A 上 的 态 时 , y= 
{xEAIf(x*x)==0) 是 A 的 左 理想 。 在 A/9: 上 定义 内 积 
( 芝 ,9)=f(y*x) ,完备 化 后 得 到 的 希 尔 伯 特 空间 为 Hy。 对 
于 xE4, 令 

了 rz(xz)8= 关 (8E4/97)， 
s(x) 是 4/8f 上 的 有 界线 性 算 子 ， 它 可 唯一 地 开拓 为 
Hs 上 的 有 界线 性 算 子 , 仍 记 为 瑟 7(z)。 这 时 ,4 到 BCHy) 
的 映射 了 :n> 了 Ij(x) 不 仅 是 线性 的 而 且 保 持 乘 法 和 对 
合 。{ 了 ,Hy) 是 A 的 # 表示 ,或 者 说 Zr 是 A 在 希 尔 伯 特 
空间 H, 上 的 * 表示 ,而 且 Hy 中 有 单位 向 量 E 使 
f(x)= (I(x)6,6) (xEA), 

式 中 右边 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 内 积 。 以 上 就 是 著名 的 
GNS 构造 。 用 它 可 以 证 明 ; 对 任何 复 C* 代 数 4, 必 存 在 
复 希 尔 伯 特 空间 HH, 使 得 和 A 完全 同 构 于 BCH) 的 某 个 闭 * 
子 代数 。 上 面 两 个 关于 完全 同 构 的 定理 都 称 为 盖 尔 范 德 - 
泰 伊 玛 克 定 理 。GNS 构造 有 着 重要 的 物理 意义 ;如果 C* 
代数 相应 于 量子 系统 的 观察 量 代数 ,那么 C* 代 数 的 态 就 
是 量子 系统 的 状态 ,公式 用 x)= (I 了 I(x)E, 5) 是 观察 量 x 
在 状态 了 中 的 期 望 值 。 这 是 通常 量子 理论 中 所 熟知 的 。 
C* 代 数 在 抽象 调和 分 析 、 量子 物理 等 领域 中 也 有 重要 的 
应 用 。 

间 ' 诺 伊 昌 代数 一 类 由 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 界线 
性 算 子 组 成 的 代数 。 设 是 复 希 尔 伯 特 空间 , 在 BCH)(H 
上 有 界线 性 算 子 全 体 ) 中 ， 除 了 算 子 范 数 所 导出 的 拓扑 
外 ,常用 的 有 强 ( 弱 ) 算 子 拓扑 。 记 ps(T)=|Tx||,qs,y(T》 
=(Tx,y)(x, yEH, TEB(H)), 由 {pe(*)) (xEH) 
({qe,s(*)} (x,yEH)) 导 出 的 BC(H) 的 拓扑 称 为 BCH) 的 
强 ( 弱 ) 算 子 拓扑 。B(H) 中 包含 伍 等 算 子 I 的 弱 闭 ( 即 按 
弱 算 子 拓扑 为 闭 的 ) * 子 代数 称 为 冯 ' 诺 伊 曼 代数 。 这 个 
定义 中 的 “ 弱 闭 " 换 成 “ 强 闭 "是 一 样 的 。 

丁 冯 - 诺 伊 昌 为 了 把 20 世 纪 20 年 代 由 EE. 诺 特 与 E. 阿 
廷 所 发 展 的 非 交 换 环 理论 推广 到 希 尔 伯 特 空间 的 情形 。 
他 引进 了 算 子 环 的 概念 。 从 此 一 个 新 的 重要 的 数学 领域 
诞生 了 , 它 先 于 巴 拿 赫 代数 的 理论 ,后 来 为 纪念 这 一 数学 


理论 的 疯 基 者 ,将 他 的 算 子 环 称 为 冯 * 诺 伊 曼 代数 。 

交换 子 和 二 次 交换 子 定理 设 MCB(H), 与 M 中 任 
何 算 子 可 交换 的 算 子 全 体 称 为 M 的 交换 子 , 记 为 M:。 冯 - 
诺 伊 曼 的 第 一 个 结果 是 二 次 交换 子 定理 ,如 果 是 冯 : 诺 
伊 曼 代数 ,那么 Mt= %f"。 由 此 ,对 任何 MCB(H), 包 含 M 
的 最 小 冯 * 诺 伊 曼 代数 等 于 (MU M*)"( 这 里 M*={T*|T 
EM)})。 这 个 定理 给 予 汉 ， 诺 伊 曼 代数 一 个 代数 的 等 价 
定义 ，B(H) 中 满足 9 = %f" 的 * 子 代数 称 为 汉 - 诺 伊 曼 
代数 。 这 是 冯 诺 伊 曼 研究 算 子 环 的 主要 工具 之 一 。 

国 于 分 类 ”又 称 维 数理 论 。 若 外 是 冯 : 诺 伊 曼 代数 ， 
2 mn 称 为 % 的 中 心 ,中心 为 {allaE C)} 的 冯 - 诺 伊 曼 代 
数 称 为 因子 。30 年 代 到 40 年 代 , 冯 . 诺 伊 曼 和 F.J. 默 里 
合作 ,对 冯 ' 诺 伊 曼 代数 进行 了 深入 的 研究 ， 提 出 了 约 化 
理论 。 指 出 冯 “ 诺 伊 曼 代数 可 以 表达 为 因子 的 连续 直接 
和 (积分 )。 这 样 ,对 冯 诺 伊 曼 代数 的 研究 可 以 归结 为 对 
因子 的 研究 。 类 似 于 经 典 的 非 交换 代数 理论 ,研究 冯 - 诺 
伊 曼 代数 外 的 主要 工具 是 外 中 的 告 等 自 共 二 元 ， 即 希 尔 
伯 特 空间 上 的 正 交 投影 。 而 问题 的 复杂 性 在 于 ， 因 子 中 
可 以 没有 极 小 的 非 零 投影 。 冯 诺 伊 曼 和 默 里 指出 , 因子 
外 中 的 两 个 投影 P, 和 P, 还 是 可 以 比较 “大 小 "的 。 如 果 
外 中 有 部 分 等 距 算 子 V 把 PH 等 距 地 变 成 PH 的 闭 子 
空间 且 V 在 (PiH)+ 上 为 0， 就 称 P, 比 P, 小 。 这 种 在 中 
的 投影 全 体 中 所 引入 的 大 小 顺序 关系 也 可 以 用 维 数 函数 
来 描述 。 即 对 外 中 的 每 个 投影 给 以 一 个 非 负 实 数 或 co， 
它 可 以 刻画 投影 的 大 小 ， 在 可 能 相差 一 个 常数 倍 的 意义 
下 ， 维 数 函 数 是 唯一 的 。 维 数 函数 的 值 域 只 可 能 有 五 种 
情形 ，@{0,1,2,…,n);@{0,1,2,.… ,no0}; 加 [0， 
1]， @[0, 吕 ];@{0,o0) ,根据 维 数 函 数值 域 的 情况 ， 因 
子 分 别称 为 Iw 型 .Te 型 .Ti 型 、I。 型 及 五 型 的 。 前 两 种 因 
子 又 统称 为 1 型 的 。 其 后 的 两 种 统称 为 I 型 的 。I， 型 因 
子 必定 完全 同 构 于 B(H。)， 其 中 He 是 n 维 希 尔 伯 特 空 
间 。Ie 型 因子 必 完全 同 构 于 BCH。), 其 中 He 是 某 个 无 
限 维 希 尔 伯 特 空间 。I 型 因子 就 是 有 极 小 非 零 投影 的 因 
子 。 设 P 是 因子 % 中 的 投影 ， 如 果 %[ 中 没有 己 的 真子 投 
影 P, 使 已 比 P, 小 ,P 就 称 为 % 的 有 限 投影 。I 型 因子 就 
是 没有 极 小 非 零 投影 但 有 非 零 有 限 投影 的 因子 。 在 I 型 
因子 中 , 维 数 函 数 相当 于 投影 的 值 域 的 维 数 ， 而 I 型 因子 
就 好 象 其 中 投影 的 值 域 能 够 连续 地 变化 。 冯 诺 伊 曼 和 
默 雷 又 用 群 测度 空间 构造 的 办 法 (现在 已 成 为 标准 的 途 
径 ), 指 出 上 述 各 种 类 型 的 因子 都 确实 存在 。 他 们 又 研究 
了 所 谓 超 有 限 的 I, 型 因子 ， 即 可 以 用 有 限 维 因子 任意 逼 
近 的 因子 ， 证 明了 在 完全 同 构 的 意义 下 这 种 因子 是 唯一 
的 ,并 作出 了 两 个 不 完全 同 构 的 Ti 型 因子 。 后 来 ， 陆 续 
地 又 有 人 构造 出 相互 不 完全 同 构 的 1 型 及 Ie 型 的 因 
子 。1967 年 ,R. T. 鲍 尔 斯 受 量子 场 论 的 启发 ,证 明了 在 
无 限 维 可 分 希 尔 伯 特 空间 中 ， 存 在 不 可 数 个 (连续 统 ) 相 
互 不 完全 同 构 的 下 型 因子 。 随 后 ， 不 可 数 个 (连续 统 ) 相 
互 不 完全 同 构 的 工 ,型 因子 及 He 型 因子 也 被 人 构造 出 来 。 
这 说 明 用 维 数理 论 所 作 的 因子 分 类 是 很 不 完全 的 。 在 鲍 


尔 斯 发 现 互 不 同 构 的 因子 族 后 ,H. 阿拉 基 和 E.J. 伍 益 提 
出 了 两 个 不 变量 来 分 析 有 限 维 因 子 的 无 限 张 量 积 。1973 
年 ,人 A. 孔 温 发 现 这 些 不 变量 的 简单 公式 。 并 进而 对 冯 - 诺 
伊 曼 代数 A 引进 了 两 个 不 变量 。 孔 涅 用 他 引进 的 不 变量 
对 下 型 因子 作 了 更 细致 的 分 类 ， 提 出 了 下 型 因子 的 概 
念 ,其 中 XE [50,1]。 这 种 因子 都 是 下 型 因子 ,而 且 每 个 下 
型 因子 必 是 菜 个 下 ;型 因子 。 孔 涅 的 理论 使 汉 - 诺 伊 曼 和 
默 雷 在 30 年 代 作 出 而 以 后 一 直 处 于 停 灌 不 前 状态 的 因子 
分 类 理论 获得 重要 的 发 展 , 因而 得 到 数学 界 的 重视 。 
W* 代数 ”如 果 人 入 是 个 C* 代 数 ,而 且 A 又 可 作为 某 个 
巴 拿 赫 空 间 的 共 县 空间 ,就 称 4 是 W* 代数 。 冯 : 诺 伊 曼 
代数 必 是 W* 代 数 ，1956 年 证 明 ，W* 代 数 必 与 某 希 尔 
伯 特 空间 的 一 个 冯 - 诺 伊 曼 代数 同 构 。 
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fuzhl 
赋值 (valuation) 。 实数 (或 复数 ?绝对 值 在 任意 
域 上 的 推广 。 赋 值 这 个 概念 最 初 是 由 小 屈 尔 沙 克 于 1913 
年 提出 的 。 设 ?是 定义 在 任意 域 了 上 的 一 个 取 非 负 实数 
值 的 函数 ,并 满足 以 下 三 个 条 件 ，C@Dw(c)= 0， 当 且 仅 当 
4=0, 并 对 某 个 aEF 有 (a)#*1; @9(ab)=p(a)p(b)s 
@e(a+b)<p(a)+g(b),J. 届 尔 沙 克 把 这 样 的 p 称 为 了 
上 的 一 个 赋值 。 按 照 通行 的 叫 法 ， 后 改称 之 为 了 的 绝对 
值 。 不 久 以 后 , A. 奥 斯 特 罗 夫 斯 基 引 进 了 另 一 种 绝对 值 
9， 它 满足 上 述 的 和 加， 以 及 @p(a+b)<max{9(a)， 
wb)} ,并 把 这 种 mw 称 为 非 阿 基 米 德 绝对 值 ,而 把 满足 D、 
回 、@@ 而 不 满足 @ 的 那些 " 称 为 阿 基 米 德 绝对 值 。 实 数 
域 RR 或 复数 域 C 的 通常 绝对 值 就 是 它们 的 阿 基 米 德 绝对 
值 。 有 绝对 值 9 的 域 下, 记 作 (F,9)。 

完全 域 ”借助 于 了 的 绝对 值 ?， 可 以 把 分 析 学 上 的 
一 些 概念 移植 于 F。 设 {Qs} 是 下 的 一 个 序列 。 若 对 于 每 个 
实数 s>0, 总 有 一 个 自然 数 mn。, 使 得 当 m, ">m 时 ， 恒 
有 w(an 一 om)<s， 则 称 {os} 是 (F, 9) 的 一 个 ? 柯 西 序列 。 
若 对 于 序列 {0,}, 有 ae F, 使 得 当 "> me 时 全 有 (一 
a)<s， 则 称 {a,} 是 " 收敛 的 ， 而 称 为 它 的 p 极限 。 若 
《F，9) 中 每 个 p 柯 西 序列 都 是 收 伊 的 ， 则 称 卫 关于 9 
是 完全 的 ,或 者 说 (F,p) 是 完全 域 (complete field) ,实数 
域 RR 或 复数 域 C 关于 通常 的 绝对 值 是 完全 的 ， 而 K. 享 
译 尔 的 了 进 数 域 Qe 则 是 一 个 非 阿 基 米 德 绝对 值 的 完全 
域 。 对 这 两 种 域 作 统一 的 处 理 ， 正 是 发 展 赋值 理论 的 一 
个 主要 出 发 点 。 

下 上 所 有 形 如 a(X)=aXr+arrX t+ (ar 关 0， 
TE2) 的 级 数 , 称 为 上 关于 文字 X 的 形式 署 级 数 。 按 昭 
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通常 的 加 、 乘 运算 , 它们 组 成 一 个 域 , 称 为 上 的 形式 署 
级 数 域 , 记 作 F((x))。 令 9(a(x))=p"，0<p<1, 以 及 
P(0)=0, 于 是 得 到 一 个 完全 域 (F((X)),p)。 

当 g 是 阿 基 米 德 绝对 值 时 ， 有 著名 的 奥 斯 特 罗 夫 斯 
基 定理 若 下 关于 阿 基 米 德 绝对 值 9 是 完全 的 ， 则 下 连 
续 同 构 于 RR 或 C。 

赋值 和 赋值 环 ” 非 阿 基 米 德 绝对 值 这 个 概念 还 可 以 
作 如 下 的 推广 。 设 了 是 一 个 有 序 交换 群 ,其 运算 为 乘法 ， 
单位 元 素 为 1。 设 0 是 一 个 符号 , 它 与 工 的 元 素 7， 满 足 
7:0= 0.r=0.0=0, 以 及 0<r。 若 p:P->TU{0} 是 个 满 映 
射 ,满足 ，@ w(a)=0 当 上 且 仅 当 a= 0 @ 9(ab)=9(a)* 
9(b);@ pl(at+b)<max{p(a),p(b)), 则 称 9 是 的 一 个 
赋值 ,或 者 说 下 是 有 赋值 " 的 赋值 域 ， 记 作 (F,p)。T 称 
为 9 的 值 群 , 当 TT 是 正 实数 乘法 群 时 ,9 就 是 前 面 所 说 的 
非 阿 基 米 德 绝对 值 。 在 赋值 域 (F, 9) 中 , 子 集 4= 
{aEFlg(a)<1) 成 一 个 环 , 称 为 9 的 赋值 环 。F 的 子 环 
A 成 为 某 个 赋值 的 赋值 环 ， 当 且 仅 当 对 于 下 的 每 个 元 素 
4， 必 有 ac4 或 者 CE4。 

从 城下 的 一 个 子 环 4 到 某 个 域 K 的 一 个 同 态 映射 
第 ,如 果 满 足 ，@ 对 于 aeEF-A, 有 oaEA 以 及 o 串 = 
0 @P 把 4 的 单位 元 素 映射 到 K 的 单位 元 素 ， 那么 审 
称 为 下 的 一 个 位 。 域 的 每 个 位 ,显然 给 出 一 个 赋值 环 ; 反 
之 ,从 域 的 赋值 环 也 不 难 作出 域 的 一 个 位 。 因 此 ， 赋 值 、 
赋值 环 和 位 这 三 个 概念 密切 相关 。 位 还 是 代数 几何 中 的 
一 个 重要 早 在 R. 兽 德 金 和 H. 韦伯 的 经 典 著作 
中 就 有 了 它 的 锥 型 。 赋 值 自 W. 克 和 鲁 尔 于 20 世纪 30 年 
代 初 提出 以 后 ,赋值 理论 广泛 应 用 于 代数 数论 ,类 域 论 以 
及 代数 几何 等 方面 ;到 了 60 年 代 ， 它 又 与 泛 函 分 析 有 着 
日 益 增 长 的 关联 。 

赋值 的 阶 ” 设 是 赋值 的 值 群 ，4 是 了 的 一 个 子 
群 。 若 对 于 4 的 每 个 元 素 3,T 中 所 有 满足 3 '<Y<3 的 
元 素 ?也 属于 4, 则 4 称 为 了 的 一 个 孤立 子 群 。{1} 和 开 
都 可 以 作为 了 的 孤立 子 群 。 以 下 设 7 夫人 1)}。 由 于 了 是 有 
序 的 , 7 中 所 有 的 孤立 子 群 按 包含 关系 成 一 个 全 序 的 集 。 
除了 本 身 外 的 所 有 孤立 子 群 ， 按 包含 关系 所 成 全 序 集 的 
序 型 定义 为 了 的 阶 。 若 w 的 值 群 7 的 阶 是 m, 就 称 p 
是 mm 阶 赋值 ,因此 ,所 谓 一 阶 赋值 ,就 是 指 值 群 只 有 {1) 为 
其 真 孤 立 子 群 的 赋值 。 有 序 交换 群 的 阶 为 1， 当 且 仅 当 
它 保 序 同 构 于 某 个 由 实数 所 成 的 乘法 群 。 这 个 事实 
明 , 一 阶 赋值 正 是 前 面 所 定义 的 非 阿 基 米 德 绝 对 值 。 

离散 冉 值 ” 当 一 阶 赋值 9 的 值 群 为 无 限 循环 群 时 ， 
则 w 称 为 离散 赋值 。 例 如 ， 关于 有 理 数 域 Q。 设 了 是 一 


个 素数 ， 那 么 每 个 有 理 数 ay 0 都 可 唯一 地 写成 pr 也 
的 形式 ， 其 中 b “是 与 互 素 的 整数 ，wa)EZ。 规定 
oo) 一 (二 ”， 以 及 po0)=0. 不 难 验 知 ,9 注 足 卫 值 的 


条 件 , 而 且 是 一 个 离散 赋值 , 称 之 为 @ 的 了 进 匡 值 。 
赋值 的 开拓 ” 设 (F, 9) 是 一 个 赋值 域 ，K 是 卫 的 一 
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个 扩 域 ， 若 KK 有 一 个 赋值 y， 使 得 对 每 个 4EF, 都 有 
Wa)=p(a), 则 称 为 9 在 K 上 的 开拓 。 关 于 赋值 开拓 
有 存在 性 定理 。F 的 赋值 在 了 的 任何 一 个 扩 域 上 都 至 少 
有 一 个 开拓 。 

拓扑 域 如 果 城下 有 一 个 拓扑 *, 使 得 下 的 四 则 运算 
关于 * 是 连续 的 ,那么 了 称 为 关于 * 的 拓扑 域 ， 记 作 (F， 
+)。 库 尔 雪 克 意义 下 的 赋值 域 ,是 拓扑 域 的 最 早 例子 。 

赋值 理论 也 可 以 从 拓扑 代数 的 角度 来 研究 ， 是 基于 
下 述 事实 。 对 于 有 绝对 值 p 的 域 F， 所 有 形 如 {oE 
Flp(a)<s)} 的 子 集 构成 零 元 素 的 一 个 基本 邻 域 族 ， 从 而 
生成 了 的 一 个 域 拓扑 。 在 9 是 卫 的 赋值 时 ,情形 也 相同 。 
对 拓扑 域 作 系统 的 研究 始 于 20 世纪 30 年 代 初期 D.von 
丹 齐 克 的 工作 。 

局 部 累 域 任何 拓扑 域 (P，r) 只 能 是 连通 的 ， 或 者 
完全 不 连通 的 。 如 果 * 是 卫 的 一 个 局 部 紧 拓扑 ,那么 (F， 
T7) 称 为 局 部 紧 域 。 离 散 拓扑 也 是 一 种 局 部 紧 拓 扑 。 仅 就 
非 平凡 的 和 非 离散 的 情形 而 论 ， 局 部 紧 域 有 一 些 显著 的 
性 质 。 首 先 ,每 个 局 部 紧 域 (Fvr) 都 有 一 个 绝对 值 "， 使 
得 由 9 所 生成 的 拓扑 与 相同。 其 次 ,还 有 定理 , 设 (F， 
) 是 一 个 局 部 紧 域 。 如 果 它 是 连通 的 ， 那 么 它 连续 同 构 
于 RR 或 C (关于 通常 绝对 值 的 拓扑 ); 如 果 它 是 完全 不 连 
通 的 ， 那 么 它 就 连续 同 构 于 Pp 进 数 域 Q 的 一 个 有 限 扩 
域 ， 或 者 某 个 有 限 域 K 上 的 形式 署 级 数 域 K((x)) 的 有 
限 扩 域 。 

参考 书目 

0. Zariski and P. Samuel, Commutative Algebra, Vol. 2， 
Springer-Verlag, New York, 1960. 
O. Endler, Voluotion Theory, Springer-Verlag, Berlin, 


1972. 
《 荔 执 中 ) 


Fulye 
傅 里 叶 ， 上 -B. -上 (Jean-Baptiste-Joseph 
Fourier 1768 一 1830) 法 国 数学 家 。1768 年 3 月 
21 日 生 于 奥 塞 尔 , 1830 年 5 月 16 日 卒 于 巴黎 。1795 年 
曾 在 巴黎 综合 工科 学 校 任 讲 
师 。1798 年 随 拿破仑 远征 埃及 ， 
当 过 埃及 学 院 的 秘书 。1801 年 
回 法 国 ， 又 任 伊 译 尔 地 区 的 行 
政 长 官 。 伟 里 叶 很 早 就 开始 并 
一 生 坚持 不 渝 地 从 事 热 学 研 
究 , 1807 年 他 在 向 法 国 科学 院 
星 交 一 篇 关于 热传导 问题 的 论 
文中 宣布 了 任 一 函数 都 能 够 
展 成 三 角 函 数 的 无 穷 级 数 。 这 
篇 论文 经 J.-L. 拉 格 期 日 ,P.-S. 拉 普 拉 斯 ,A.-M. 勒 让 
优等 著名 数学 家 审查 ， 由 于 文中 初始 温度 展开 为 三 角 组 
数 的 提 法 与 拉 格 朗 日 关于 三 角 级 数 的 观点 相 矛 盾 ， 而 章 
拒绝 。 不 过 他 们 还 是 鼓励 他 继续 钴 研 并 发 展 自己 的 思想 。 
1811 年 他 又 呈 交 了 修改 过 的 论文 ， 获得 1812 年 科学 院 


颁发 的 关于 热传导 问题 的 奖金 ， 但 是 这 篇 论文 因为 在 论 
证 方面 仍然 缺乏 严密 性 而 未 能 在 科学 院 的 院 刊 《 科 学 院 
报告 》 上 正式 发 表 。1817 年 傅 里 叶 被 选 为 科学 院 院士 ,并 
于 1822 年 成 为 科学 院 的 终身 秘书 。 1827 年 又 当选 为 法 
兰 西学 院 院士 。 他 的 著作 《 热 的 解析 理论 》(1822) 已 成 
为 数学 史上 一 部 经 典 性 的 文献 ， 其 中 基本 上 包括 了 他 的 
数学 思想 和 数学 成 就 。 书 中 处 理 了 各 种 边界 条 件 下 的 热 
传导 问题 ,以 系统 地 运用 三 角 级 数 和 三 角 积分 而 著称 ,他 
的 学 生 以 后 把 它们 称 为 传 里 叶 级 数 和 伟 里 叶 积分 ， 这 个 
名 称 一 直 沿用 至 今 。 傅 里 叶 在 书 中 断言 ;任意 "函数 ( 实 
际 上 要 满足 一 定 的 条 件 , 例 如 分 段 单调 ) 都 可 以 展开 成 三 
角 级 数 ， 他 列举 大 量 函数 并 运用 图 形 来 说 明 函 数 的 这 种 
级 数 表示 的 普遍 性 ， 但 是 没有 给 出 明确 的 条 件 和 完整 的 
证 明 。 

全 里 叶 的 创造 性 工作 为 偏 微分 方程 的 边 值 问题 提供 
了 基本 的 求解 方法 一 一 传 里 叶 级 数 法 ， 从 而 极 大 地 推动 
了 微分 方程 理论 的 发 展 ， 特 别 是 数学 物理 等 应 用 数学 的 
发 展 ， 其 次 ， 傅 里 叶 级 数 拓 广 了 函数 概念 ,从 而 极 大 地 推 
动 了 函数 论 的 研究 ,其 影响 还 扩 及 纯粹 数学 的 其 他 领域 。 

傅 里 叶 深信 数学 是 解决 实际 问题 的 最 卓越 的 工具 ， 
并 且 认为 “对 自然 界 的 深刻 研究 是 数学 最 富饶 的 源泉 。” 
这 一 见解 已 成 为 数学 史上 强调 通过 实际 应 用 发 展 数学 的 


一 种 代表 性 的 观点 。 《和 孙 小 礼 ) 
Fullye blonhuon 
傅 里 叶 变换 〈Fourier transform) ”一 种 积分 


变换 , 它 来 源 于 函数 的 傅 里 叶 积分 表示 。 积 分 
$a ] feeos wc-t) et (GD 


称 为 了 的 傅 里 叶 积分 。 周 期 函数 在 一 定 条 件 下 可 以 展 成 
传 里 叶 级 数 ,而 在 ( 一品 ,co) 上 定义 的 非 周 期 函数 1 显然 
不 能 用 三 角 级 数 来 表示 。 但 是 J.-B.-J. 传 里 叶 建议 把 了 
表示 成 所 谓 傅 里 叶 积分 的 方法 。 

设 攻 zx) 是 (一 0 1 上 定义 的 可 积 函 数 ,那么 在 一 定 条 
件 下 , f(x) 可 以 用 如 下 的 全 里 叶 级 数 来 表示 ; 


f(x) = 二 0,+ (0, cos FE +b, sinz) 


(xE(—1,D)), (2) 
式 中 


! ; 
a= + feos Eat, bu 了 | ftsin dt 


(3) 
把 (3) 代 入 (2), 即 有 


的 slr nn 
fc 下 | fpdt+ BH fos -ta 
y 1 ' 
= fdtt+ 到 记 Mn feteosual x—t)et, 


式 中 4=nz/1(n=1,28…); At 一 tn+i 一 tm 一 xj。 当 1 > 
co 时 ,上 式 第 一 项 趋 于 0， 级 数 换 成 积分 ， 因 此 形式 上 就 
成 为 


fc)~3 eu] fetycos u(x—t)dt, (4) 


这 就 是 伟 里 叶 积 分 的 直观 推导 。 记 号 ~ 表示 右 方 的 积分 
是 从 了 得 来 的 , 它 并 不 意味 着 右 方 积分 收敛 ， 即使 收 仇 ， 
也 未 必 等 于 f(x)。 

传 里 叶 积 分 的 改 笋 判刑 法 ”类 似 于 傅 里 叶 级 数 ， 相 
应 的 收敛 判别 法 也 有 多 种 。 为 了 简单 起 见 ， 假 定 了 是 连 
续 的 。 

@ 迪 尼 判别 法 假如 对 于 某 个 h>0, 积 分 


; 
站 rz+rp+fz-D-a1kzmldt<oo， 


那么 了 的 传 里 叶 积 分 (1) 在 点 x 收敛 于 fx)。 

@ 狄 利克 雷 - 若 尔 当 判别 法 ”如果 函数 了 在 含有 点 
z 的 某 区 间 ，, 例 如 (xz 一 hn,x+h) 上 分 段 单调 ， 则 了 的 傅 里 
叶 积 分 在 点 x 收敛 于 f(x)。 

傅 里 叶 积分 的 复数 形式 ” 傅 里 叶 积分 〈1) 中 的 内 层 


积分 厂 Jtyeos wx 一 bd 是 4 的 偶 函数 ， 所 以 (4) 式 可 
以 形式 地 写成 


Too 一 二 ”au roos u(x—t)dt。 (5) 


另 一 方面 ,积分 厂 fCtysin wz- 6 人 是 的 奇数 ,所 以 
上 

去 ”ar flt)sin u(x—t)dt=0 (6) 
合并 (5) 与 (6), 利 用 公式 。*=cos 6+isin 0, 即 得 


Ta 一 二 dj。 了 Dewe-9 dt 


= 去 [ef Wem 0 


最 后 的 积分 称 为 了 的 傅 里 叶 积分 的 复数 形式 。 
传 里 叶 变 摘 与 传 里 叶 弟 变换 《7) 中 内 层 积分 


fo 起 | fowl 8) 
称 为 了 的 传 里 叶 变换 , 记 为 Kw)。 在 一 些 书 中 ,积分 前 面 
的 因子 如 -用 J 广 二 代 蔡 ,相应 地 ,下 面 的 逆 变 换 积分 前 


面 应 添加 因子 :7 二。 以 上 都 假定 了 函数 fEL'( 一 oo， 


co), 所 以 (8) 中 的 积分 是 存在 的 。 进 一 步 可 以 证 明 , 了 的 

傅 里 叶 变 换 了 w) 是 zx 的 连续 函数 ; 当 4> 土 o 时 ,和 4) 下 

0; 此 外 ,车 天 Ww) EL' 一 oo,co)， 则 几乎 处 处 成 立 下 面 的 
逆转 关系 ; 

fa jaoemdv。 (9) 

上 式 称 为 Koen rie 例如 fx)e-!e! 的 优 

1 1 

里 时 变换 六 u) 等 于 已 去 | raion T+ 

而 jw) 的 信里 叶 过 变换 是 | 二- 

Li(-%, oo) pe 对 于 f(x)€ 
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Tr edu=e-!el, 


Fu 


傅 


(一 co,c0),，(8) 中 积分 未 必 收 敛 , 由 (8) 定 义 的 传 里 叶 
变换 可 能 不 存在 。 因 此 ,对 由 (8) 定 义 的 傅 里 叶 变 换 需 要 
从 另 一 种 意义 上 去 理解 。 可 以 证 明 , 函 数 


1 
FeD= 直 | rose 
当 > + 时 在 空间 Le( 一 oo，oo) 内 接 范 数 收敛 于 某 函 
数 F(z)ELX 一 coyco)， 即 
了 |FGx,1D) 一 FF(z)12dxz->0 (> 十 ce)。 (10) 
这 样 所 得 的 P(x), 称 为 了 的 信里 叶 变换 ,也 记 作 F(x) = 
和 ae 此外, 还 可 以 证 明 , 以 下 的 关系 成 立 ， 
三 iopar=- rpar。 
上 述 结果 , 即 为 普 衣 歌 尔 定理 ,(11) 式 相应 于 介 里 叶 级 数 
论 中 的 相合 伐 尔 等 式 。 
佩 利 - 维 纳 定 理 假如 fELX 一 covco)， 并 且 f(xz) 一 
0 《lz| >a), 屠 么 了 的 信里 叶 变 换 为 


EE roew dt 


把 上 式 积分 中 的 x 换 成 复 变 数 z(z=x+ 亡 ), 即 得 复 平面 
上 定义 的 函数 F(z)， 


Fon)= TDerwat。 


可 以 证 明 F(z) 是 复 平面 上 的 解析 函数 。 此 外 ， 由 于 fE 
(一 0,0), 可 得 估计 


lreal er lrc let 


(11) 


(12) 


< 机 (| fa) ee 
< 和 he ， 


这 就 是 说 ，(12) 定 义 的 F(z) 是 一 个 指数 型 的 整 函数 。 
下 面 的 佩 利 - 维 纳 定理 则 说 明 逆 命题 也 成 立 ， 

设 0>0,F(x)ELY 一 oo,co), 那 么 F(x) 为 L*( 一 oo， 
中) 中 以 (一 0,0) 为 支 集 的 某 函 数 万 蕊 的 传 里 叶 变 换 的 充 
分 且 必 要 的 条 件 是 ,F(x) 为 指数 o 型 整 函 数 F(x+ 动 ) 在 
* 轴 上 的 限制 。 

多 元 传 里 叶 变 换 设 作 x)=f(x4,X2,…,Xm) 为 加 维 
欧 几 里 得 空间 R" 上 的 上 可 积 函数 ， 即 JEL(E"), 那么 
称 函 数 


a 


x dt ts dtn= En | feede 
为 了 的 传 里 叶 变换 , 记 作 也 *)。 假如 fx)EL*(R"), 那 
么 同样 可 以 证 明 ,“ 截 疡 "积分 (2x)-" | nal De dt， 


当 趋 于 无 穷 时 ,在 空间 L*XR") 中 接 范 数 收敛 于 某 函数 
了 (xz)= 了 (zubxa…yxzm)ELXRn)。F(z) 就 称 为 了 的 传 里 
叶 变 换 。 类 似 于 一 元 的 情形 ,成 立 着 普 朗 歌 尔 定理 。 

以 傅 里 叶 变换 为 工具 , 研究 函数 的 许多 性 质 ,是 优 里 
叶 分 析 的 主要 内 容 。 伟 里 叶 变换 在 数学 、 物 理 以 及 工程 
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技术 中 都 有 重要 的 应 用 。 
参考 书目 
E. M. Stein and G.Weiss, Introduction to Fourier Analy- 
sis on Euclidean Spaces, Princeton Univ. Press, Princeton, 
1971. 
( 王 斯 雷 ) 


Fuliye fenxi 
傅 里 叶 分 析 (Fourier analysis) 又 称 调和 分 
析 ， 分 析 学 中 18 世纪 以 后 逐渐 形成 的 一 个 重要 分 支 , 主 
要 研究 函数 的 传 里 叶 变 搁 及 其 性 质 。 在 经 历 了 近 两 个 世 
纪 的 发 展 之 后 ,研究 领域 已 从 直线 群 .四 周 群 扩展 到 一 般 
的 抽象 群 。 关 于 后 者 的 研究 又 称 为 群 上 的 传 里 叶 分 析 ， 
以 区 别 于 前 者 的 经 典 信里 叶 分 析 。 伟 里 叶 分 析 ， 作 为 数 
学 的 一 个 分 支 ， 无 论 在 概念 或 方法 上 都 广泛 地 影响 着 数 
学 其 他 分 支 的 发 展 。 数 学 中 很 多 重要 思想 的 形成 ， 都 与 
傅 里 叶 分 析 的 发 展 过 程 密切 相关 。 

历史 渊源 ”法国 科学 家 J.-B.-J. 传 里 叶 由 于 当时 工 
业 上 处 理 金属 的 需要 ,从 事 热 流动 的 研究 。 他 在 题 为 《 热 
的 解析 理论 ?一 文中 ,发 展 了 热流 动 方程 ， 并 且 指出 如 何 
求解 ;在 求解 过 程 中 ,他 提出 了 任意 周期 函数 都 可 以 用 三 
角 级 数 来 表示 的 想法 。 他 的 这 种 思想 ， 虽 然 缺 乏 严格 的 
论证 ,但 对 近代 数学 以 及 物理 ,工程 技术 却 都 产生 了 深远 
的 影响 ,成 为 传 里 叶 分 析 的 起 源 。 

由 三 角 函 数 系 {cos nxvsin nx) (n=0,1,2,…) 组 成 
的 无 穷 级 数 


有 + Sascos net brsin nz) (1) 


称 为 三 角 级 数 , 其 中 osbs 为 系数 ,与 x 无 关 。 若 级 数 (1) 
对 于 一 切 zx 收敛 , 它 的 和 记 为 f(x): 


P+ Ba, cosnzt bsin ne)=f(x), (2) 
2 


则 信 x) 是 一 个 具有 周期 2 的 周期 函数 。 上 式 两 边 分 别 
乘 以 cosnzx 或 sinnx, 并 且 在 (0,2x) 上 同时 积分 ,就 得 到 
公式 
ao- 二 | fcos ne oz, b= foe)sin nxdx。 
(3) 


上 面 的 运算 是 形式 的 , 因为 符号 2 与 积分 的 交换 缺乏 根 
据 。 为 了 保证 上 述 运算 的 正确 性 ,应 当 对 级 数 (1) 的 收敛 
性 加 以 必要 的 限制 ,例如 一 致 收敛 性 等 。 但 是 ,上 面 提供 
的 纯 形式 运算 , 却 提 出 了 一 个 很 有 意义 的 问题 ,如果 f(x) 
是 一 个 给 定 的 以 2 为 周期 的 周期 函数 ,通过 (3) 可 以 得 
到 一 列 系数 6,，b。， 从 而 可 构造 出 相应 的 三 角 级 数 (1)。 
这 样 得 到 的 三 角 级 数 (1) 是 否 表示 f(x)? 正 是 傅 里 叶 , 他 
首先 认为 这 样 得 到 的 级 数 (1) 可 以 表示 f(x)。 

给 定 f(x), 利用 (3) 得 到 的 三 角 级 数 (1)， 称 为 了 的 
愈 里 叶 级 数 ,而 称 (3 ) 为 了 的 傅 里 叶 系数 。 这 种 思想 可 以 
推广 到 任意 区 间 上 的 正 交 函 数 系 。 特 别 ，{e”*/MV 2 } 
《n=0, 土 1, 士 2,…) 是 [0, 2x] 上 的 就 范 正 交 函数 系 , 函 


数 了 关于 它 的 传 里 叶 级 数 为 
f(x)~ 号 Ge, c= 云 广 f(t)e-mdt (4) 


称 为 了 的 傅 里 叶 级 数 的 复 形式 。 

发 展 概况 ” 传 里 叶 分 析 从 诞生 之 日 起 ， 就 围绕 着 "了 
的 傅 里 叶 级 数 究竟 是 否 收敛 于 了 自身 ”这 样 一 个 中 心间 
题 进行 研究 。 当 传 里 叶 提出 函数 可 用 级 数 表示 时 ,他 的 想 
法 还 没有 得 到 严格 的 数学 论证 ， 实 际 的 情形 人 们 并 不 清 
楚 。P,. G. 工 . 狄 利克 雷 是 历史 上 第 一 个 给 出 函数 f(x) 的 
侍 里 叶 级 数 收敛 于 它 自身 的 充分 条 件 的 数学 家 。 他 的 收 
和 敛 判别 法 ， 后 称 为 狄 利克 和 雷 - 若 尔 当 判 别 法 。 他 证 明 


了 在 一 个 周期 上 分 正 单 调 的 周期 函数 了 的 传 里 叶 级 数 ，\ 


在 它 的 连续 点 上 必 收 敛 于 人 x)， 如 果 f 在 x 点 不 连续 ， 
则 级 数 的 和 是 (f(x+0)+f(x 一 0))/2。 顺 便 指出 ， 狄 利 
克 雷 正 是 在 研究 伟 里 叶 级 数 收敛 问题 的 过 程 中 ， 才 提出 
了 函数 的 正确 概念 。 因 为 在 他 的 判别 法 中 ， 函 数 在 一 个 
周期 内 的 分 段 单调 性 ， 可 能 导致 该 函数 在 不 同 区 间 上 的 
不 同 解析 表示 ， 这 自然 应 当 把 它们 看 做 同一 个 函数 的 不 
同 组 成 部 分 ,而 不 是 象 当 时 人 们 所 理解 的 那样 ,认为 一 个 
解析 表达 式 就 是 一 个 函数 。 

BB. 歼 受 对 傅 里 叶 级 数 的 研究 也 作出 了 贡献 。 上 面 说 
过 , 确定 了 的 伟 里 叶 系数 ,要 用 到 积分 式 (3)。 但 是 人 们 当 
时 对 积分 的 理解 还 不 深入 。 黎 受 在 是 为 《用 三 角 级 数 来 
表示 函数 (1854 ) 的 论文 中 ,为 了 使 得 更 广 一 类 函数 可 以 
用 伟 里 叶 级 数 来 表示 ， 第 一 次 明确 地 引进 并 研究 了 现在 
称 之 为 黎 曼 积 分 的 概念 及 其 性 质 ， 使 得 积分 这 个 分 析 学 
中 的 重要 概念 ， 有 了 坚实 的 理论 基础 。 他 证 明了 如 果 周 
期 函数 了 xz) 在 [0,2x] 上 有 界 且 可 积 , 则 当 ” 趋 于 无 穷 时 
了 的 傅 里 叶 系 数 趋 于 0。 此 外 , 黎 曼 还 指出 ,有 界 可 积 函 
数 了 的 传 里 叶 级 数 在 一 点 处 的 收敛 性 ， 仅 仅 依赖 于 fxz) 
在 该 点 近 旁 的 性 质 。 这 个 非常 基本 而 重要 的 结果 称 之 为 
局 部 性 原理 。 

G.G. 斯 托 克 斯 和 P.L. von 赛 德尔 引进 了 函数 项 级 
数 一 致 收敛 性 的 概念 以 后 ， 传 里 叶 级 数 的 收敛 问题 进 一 
步 受 到 了 人 们 的 注意 。H.E. 海 涅 在 1870 年 的 一 篇 论文 
中 指出 ,有 界 函 数 f(x) 可 以 唯一 地 表示 为 三 角 级 数 这 一 
结论 ,通常 采用 的 论证 方法 是 不 完备 的 ,因为 传 里 叶 级 数 
未 必 一 致 收敛 ,从 而 无 法 确保 逐 项 积分 的 合理 性 。 这 样 ， 
就 可 能 存在 不 一 致 收敛 的 三 角 级 数 ， 而 它 确实 表示 一 个 
函数 。 这 就 促使 G. 康 托 尔 研究 函数 用 三 角 级 数 表示 是 
否 唯 一 的 问题 。 这 种 唯一 性 问题 的 研究 ， 又 促进 了 对 各 
种 点 集结 构 的 探讨 。G. 康 托 尔 第 一 次 引进 了 点 集 的 极限 
点 以 及 导 集 等 概念 ,为 近代 点 集 论 的 诞生 英 定 了 基础 。 

K, 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1861 年 首次 利用 三 角 级 数 构造 
了 处 处 不 可 求 导 的 连续 函数 。 他 的 这 一 发 现 震动 了 当时 
的 数学 界 ,因为 长 期 的 直观 感 党 使 人 们 误 认为 ,连续 函数 
只 有 在 少数 一 些 点 上 才 不 可 求 导 。 

20 世纪 以 来 的 发 展 

勒 贝 格 积 分 理论 20 世纪 初 ,H.L. 勒 贝 格 引 入 了 新 


傅 


的 积分 与 点 集 测 度 的 概念 ， 对 传 里 叶 分 析 的 研究 产生 了 
深远 的 影响 .这 种 积分 与 测度 ,现在 称 为 勒 贝 格 积分 与 勒 
贝 格 测度 ， 已 成 为 数学 各 分 支 中 不 可 缺少 的 重要 概念 和 
工具 。 勒 贝 格 用 他 的 积分 理论 ,把 上 面 提 到 的 黎 曼 的 工作 
又 推进 了 一 步 。 例 如 ,根据 勒 贝 格 积分 的 性 质 ,任何 勒 贝 
格 可 积 函数 的 传 里 叶 级 数 ,不 论 收敛 与 否 ,都 可 以 逐 项 积 
分 。 又 例如 , 对 于 [0，2x] 上 勤 贝 格 平方 可 积 的 函数 ， 帕 
会 伐 尔 等 式 成 立 : 


1 Fer)ar= lo+ oar+ 
wn), f(x)dr= ++b), 


傅 里 叶 级 数 , 特 别 是 连续 函数 的 传 里 叶 级 数 ,是 否 必 
处 处 收敛 711876 年 P.D.G. 杜 - 布 瓦 - 雷 或 首 先 发 现 ,存在 
连续 函数 ， 它 的 伟 里 叶 级 数 在 某 些 点 上 发 散 ;后 又 证 明 ， 
连续 函数 的 传 里 叶 级 数 可 以 在 一 个 无 穷 点 集 上 处 处 发 
散 。 这 反面 结果 的 发 现 提醒 人 们 对 传 里 叶 级 数 的 收敛 性 
应 持 审慎 态度 。 

喝 陡 尔 未 和 法 ” 正 是 基于 上 述 原 因 ，1904 年 , 匈 牙 
利 数学 家 工 . 费 子 尔 首次 考虑 用 部 分 和 的 算术 平均 代替 
级 数 的 部 分 和 ， 证 明了 传 里 叶 级 数 部 分 和 序列 的 算术 平 
均 ,在 函数 的 连续 点 上 , 必 收敛 于 函数 自身 。 这 样 ， 通 过 
新 的 求 和 法 ,又 能 成 功 地 用 傅 里 叶 级 数 表达 连续 函数 。 这 
无 疑 是 传 里 叶 级 数理 论 的 一 个 重要 进展 。 哄 耶 尔 之 后 ， 
各 种 求 和 法 相继 产生 .一 门 新 的 学 科 分 支 ,发 散 级 数 的 求 
和 理论 ,就 此 应 运 而 生 。 

卢 津 猎 想 “与 此 同时 ， 传 里 叶 级 数 几 乎 处 处 收 伊 的 
问题 ,特别 是 所 谓 的 卢 津 猜想 ， 受 到 人 们 的 重视 ( 见 卢 津 
问题 )。 瑞 典 数学 家 工 . 卡尔 森 用 十 分 精巧 的 方法 , 才 证 
实 了 这 一 狂想 的 正确 性 。 

复 变 函 数论 方法 ” 傅 里 叶 级 数 与 单位 四 内 解析 函数 
的 理论 有 着 非常 密切 的 联系 。 假 设 (1) 是 可 积 函 数 了 的 
傅 里 时 级 数 , 简 单 的 计算 表明 , 它 是 复 变量 z 的 宕 级 数 


六 oot 加 (oib,)zt z=e” 〈 一 co<Xz<oco) (5) 
人 


的 实 部 。 另 一 方面 ,级 数 (5) 是 单位 圆 内 的 解析 函数 ， 记 
为 F(z)。 这 样 , 传 里 叶 级 数 (1) 可 以 通过 单位 加 内 解析 函 
数 的 理论 来 研究 。 这 就 是 传 里 叶 分 析 中 的 复 变 函数 论 方 
法 , 它 是 20 世 纪 前 半 叶 研究 传 里 叶 级 数 的 一 个 重要 工具 。 

经 典 的 H? 空间 概念 ”进一步 的 研究 导致 G, H. 哈 
代 以 及 FF. 里 斯 兄弟 建立 单位 加 上 Hz 空间 的 理论 。 他 们 


研究 了 单位 加 内 使 |。 PCrew)1? dx 有 界 的 解析 函数 


F(z), 这 里 0<r<1, 而 p>0。 这 类 函数 的 全 体 , 称 为 H? 
空间 , 它 是 近代 H? 空间 理论 的 先驱 。 

通过 传 里 叶 级 数 刻画 函数 类 是 傅 里 叶 分 析 中 的 重要 
课题 ,著名 的 帕 合 伐 尔 公式 以 及 里 斯 - 费 希 尔 定理 反映 了 
函数 类 Lx(0, 2x) 的 特征 。 如 果 p 头 2， 则 有 以 下 的 豪 斯 
多 夫 - 杨 定理 。 

素 斯 多 夫 - 杨 定理 设 1<p<2,p'=p/(p~-1), 如 
果 了 TEL?(0,2r),cn 是 了 的 复 传 里 叶 系 数 ,那么 
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Fu 


Fu 


1 fm 


(Ba) < 去 fw 

反之 ， 如 果 (co}( 一 只 <n<co) 是 满 中 
[ea lc “< oo 
的 复数 列 ,那么 {cw} 必 为 Z%(0,2r) 中 革 函 数 了 的 全 里 时 
系数 , 且 
Wp 

(去 [fw az <( Bl) 

才 特 尔 伍 他 - 佩 利 理论 ”上述 豪 斯 多 夫 - 杨 定理 的 实 
质 , 是 用 伟 里 叶 系数 的 大 小 来 反映 函数 所 属 的 空间 ,但 它 
并 没有 给 出 空间 Le(0,2z) 的 传 里 叶 级 数 特征 。 因 此 ,不 
可 能 象 凰 舍 伐 尔 公式 那样， 用 傅 里 叶 系数 的 大 小 来 刘 画 
Lr(0，2x) 中 函数 的 特征 。 考 虑 函数 fo(*) EL?(0,27)， 
1<p<2, 但 ,gL*(0, 2x)。 这 样 的 函数 是 存在 的 。 假 设 
所 的 伟 里 叶 级 数 的 复 形式 是 法 cet*, 那 么 可 以 证 明 ， 级 


数 吕 二 cu ewr( 士 号 随机 地 取 ) 不 是 传 里 叶 级 数 ,更 不 可 能 


是 Zr(0,2x) 中 函数 的 伟 里 叶 级 数 。 这 说 明 ,不 能 简单 地 
期 望 以 传 里 叶 系数 的 大 小 来 刻画 Lr(p 关 2》 中 函数 的 特 
征 。 由 了 也, 李 特 尔 伍 他 、R. E. A. C. 假 利 首创 ,后 由 人 
热 格 碍 以 及 本 马 钦 饥 维 奇 等 发 展 起 来 的 理论 ， 就 给 出 了 
Ln(0，2) 空间 中 函数 的 仿 里 叶 级 数 的 特征 性 质 。 方 法 
是 ， 把 级 数 六 newe 进行 "二 进 "分 割 成 如 下 的 序列 ， 
4h) ek dmc 那么 当 1<p< 


aht einl<a 


oo 时 ,存在 绝对 常数 ccs， 使 得 
os<(f Bn) a 0 
<callfl,, 
Wo (fied )®. 
机 大 函数 “20 世纪 50 年 代 以 前 的 重要 工作 中 ,还 应 
当 提 到 哈代 与 李 特 尔 伍德 的 其 他 许多 贡献 . 竺 别 是 30 年 


代 ， 他 们 用 极 大 函数 研究 傅 里 叶 级 数 ， 取 得 了 很 深刻 的 
结果 。 极 大 函数 是 一 种 算 子 , 它 的 定义 是 


式 中 


1 path 
M(x) =sup sar], If(t) dt (7) 
0 2 Je 


极 大 函数 M(f)(x) 比 函数 自身 要 大 , 用 它 来 控制 传 里 叶 
分 析 中 某 些 算 子 ,可 以 达到 估计 其 他 算 子 的 目的 。 

50 年 代 以 前 , 会 里 叶 分 析 的 研究 领域 基本 上 限于 一 
维 的 具体 空间 ,50 年 代 以 后 的 研究 ， 逐 渐 向 多 维和 抽象 
空间 推广 。 

考 尔 德 伦 - 鞠 格 药 奇 弄 积 分 理论 ”由 于 偏 微 分 方程 
等 许多 数学 分 支 发 展 的 需要 ， 50 年 代 出 现 的 考 尔 德 伦 - 
赞 格 蒙 奇异 积分 理论 ， 标 志 了 调和 分 析 进 入 了 一 个 新 的 
历史 时 期 。 例 如 当 fEL'(R"), 泊 松 方程 hu=f 的 基本 
解 wx) 的 二 阶 导 函 数 ,在 一 定 条 件 下 (例如 了 具有 Lip ax 
连续 性 ), 可 以 表 成 如 下 的 奇异 积分 
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Oy) 
ll” 


误 区 
-lm 8) 
04Y)==cn(1 一 ny3 |y|“*),cn 为 某 常数 , 仅 与 维 数 n 有 
关 。 积 分 (8) 作 为 勒 贝 格 积分 一 般 是 发 散 的 ;注意 到 Qs(y) 
在 妈 的 单位 球面 S$ 上 的 积分 为 0, 可 以 证 明 ,积分 (8) 在 
柯 西 主 值 意义 下 存在 ， 并 且 作 为 x* 的 函数 是 连续 的 ， 从 
而 w(x) 是 泊 松 方程 的 解 。 
考 尔 德 伦 、 赞 格 蒙 研究 了 一 类 相当 广泛 的 奇异 积分 
算 子 


" Q(x—y) 
TH Im) z= fy 《9 


的 性 质 ， 这 里 0(y) 是 具有 一 定 光滑 性 的 零 阶 齐 次 函数 ， 
且 满足 条 件 | ,oay = 0. 他 们 证 明了 这 种 积分 算 子 具 有 
Lr 有 界 性 (p>1); 利用 这 些 性 质 , 可 以 得 到 某 类 微分 方 
程 中 解 的" 先 验 估计 "。 

Hi? 空间 理论 的 近代 发 展 E.M. 施 坦 .G. 韦 斯 于 20 
世纪 60 年 代 ,引进 了 上 半空 间 RB3** 上 的 Hz 空间 ,它们 是 
n=1 的 推广 。 当 n=1 时 ,Hr(p>0) 空 间 中 的 函数 在 R= 
(一品 ,ce0) 上 的 边 值 函 数 几 乎 处 处 以 及 在 L? 范 数 下 都 存 
在 , 施 坦 、 韦 斯 定义 的 多 维 HP(R9*+ ) 空 间 ， 显 然 是 一 维 
HR(R?) 空间 的 推广 。 人 们 自然 要 问 ， 经 典 的 H2(R3) 空 
闻 中 最 基本 的 性 质 ， 例 如 边 值 函 数 的 存在 性 等 ， 在 多 维 
Ha(R?* ) 空间 中 是 否 还 被 保留 ? 施 坦 、 韦 斯 首先 发 现 ， 
了 >(n 一 1)/n 时 ,答案 是 肯定 的 ! 例如 他 们 证 明 , 若 FE 
He(R3: ),p>(n—1)/n, 那么 lim F(x,y) 几 乎 处 处 以 及 
在 Lr 范 数 意义 下 都 存在 。1964 年 , 考 尔 德 伦 . 委 格 蒙 利 
用 高 阶梯 度 概念 ,原则 上 把 H? 空间 的 上 述 限 制 p>(n 一 
1)/n 放宽 为 p>0, 但 他 们 的 方法 比较 复杂 , 随 着 指标 Pp 
的 不 同 ,H? 空间 定义 的 一 致 性 ,当时 并 不 清楚 。 

70 年 代 初 ,H? 空间 的 近代 理论 经 历 了 引 人 注 目的 发 
展 ,D.L. 伯 克 翟 尔 德 .R.F. 网 迪 .M.L. 西 尔 弗 斯 坦 于 1971 
年 , 首先 就 一 维 的 情形 ， 证 明 FEH?(R?) 的 充分 且 必 要 
的 条 件 是 , F(z+ 动 ) 的 实 部 《x,y) 的 角形 极 大 函数 

MO mp lati hE 
稍 后 ,C. 费 弗 曼 、 施 坦 又 把 上 述 特征 推广 到 多 维 HPCRY 
中 去 ， 并 且 进 一 步 指出 ， 当 0<p<co 时 ， 了 xz) 作为 
Hz(R9++ ) 中 某 函 数 的 边 值 函数 的 充分 且 必要 的 条 件 是 ， 
存在 充分 光滑 的 函数 w(z),|pdz=1,， 使 得 了 关于 9 的 


角形 极 大 函数 
w(x)= sup, (fupe)(y )1 ELMAR"), 
ey 


式 中 
Cp) = fpy zd tne/t), 


这 样 ,作为 Hr(R") 函 数 的 实 变 函 数论 特征 ， 它 完全 可 以 
脱离 泊 松 核 ,也 无 需 借助 于 解析 函数 或 调和 函数 的 概念 ， 


而 纯粹 是 实 变 函 数论 的 一 种 内 在 特性 的 反映 ， 这 是 出 乎 
人 们 的 想象 的 。 

群 上 的 傅 里 叶 分 析 对 于 及 =( 一 c，c) 上 定义 的 
非 周期 可 积 函数 fx)， 傅 里 叶 积分 


Tz) 一 (2x)-5 | “ jz)errdz 


= 去 入 [roe dtjeeedz (10) 
代替 了 伟 里 叶 级 数 (1), 而 
jx)=2)71 | fore-erat 


称 为 了 的 伴 里 叶 变换 。 

傅 里 叶 级 数 (1) 和 传 里 叶 积分 (10) 的 具体 形式 不 同 ， 
但 都 反映 了 一 个 重要 的 事实 ， 即 它们 都 把 函数 了 分 解 为 
许多 个 分 量 eez*(-- co<z<<co ) 或 een(n=0, 士 1, 士 2 ) 
之 和 。 例 如 对 于 传 里 叶 级 数 (1)， 了 x 分解 为 ce"(n 一 
9, 年 1, 士 2,…) 之 和 ;而 傅 里 叶 积分 (10) 则 表明 ，f(x) 可 
以 分 解 为 无 穷 个 Kz)e“"( 一 oo<z<o0) 之 “和 ”。 分 量 的 
系数 co(n= 0, 士 1, 土 2,…) 以 及 也 z)( 一 ce<z<co) 的 确 
定 , 也 有 类 似 之 处 。 事 实 上 ,它们 都 可 以 用 下 面 的 形式 来 
表达 ， 


jx)=] fpzcpadn。 GD 


当 了 为 具有 2x 周期 的 周期 函数 时 ,G= (0, 2r)，z( 划 一 
Xn(t)=e-m(n=0, 士 1, 士 2,…), 测 度 du= 直 由 是 G= 


[0,2x] 上 的 勒 贝 格 测度 ,此 时 也 zw)= cn， 即 傅 里 叶 系数 
(4); 当 了 为 定义 在 (一 ,eo) 上 的 非 周 期 函数 时 ,x(t) 一 


ee (一 <x<m), 而 业 = 直 中 是 (一 0,o0) 上 的 勒 由 


格 测度 , 公式 (11) 即 为 傅 里 叶 变换 。 

把 函数 了 分 解 为 许多 个 “特殊 "函数 {e“*'} 之 和 的 思 
想 ,启发 人 们 考虑 更 为 深刻 的 问题 。 事 实 上 ,从 群 的 观点 
看 ,无 论 是 周期 函数 还 是 非 周期 函数 ,它们 的 定义 域 都 是 
拓扑 群 G, 就 是 说 ,G 有 一 个 代数 运算 , 称 为 群 运算 ,以 及 
与 之 相 协调 的 极限 运算 ， 称 为 G 的 拓扑 。 傅 里 叶 级 数 或 
伟 里 叶 积分 的 任务 , 正 是 研究 G 上 定义 的 函数 f(x) 分 解 
为 群 上 许多 “特殊 " 函数 (例如 em 或 e**) 之 和 的 可 能 
性 ， 以 及 通过 传 里 叶 系 数 或 传 里 叶 变 换 来 研究 了 自身 的 
性 质 。 对 于 一 般 的 拓扑 群 G, 相 当 于 {e”)} 或 {e*) 的 “ 特 
殊 "函数 是 哪 种 函数 ;把 这 种 “特殊 ”函数 x*(t) 代入 公式 
(11), 又 必须 确定 G 上 的 测度 4， 以 求 出 了 的 傅 里 叶 变 
换 ， 这 是 在 群 上 建立 传 里 叶 分 析 理 论 所 必须 解决 的 两 个 
基本 问题 。 对 于 直线 群 R=( 一 o 吕 ,00), 它 的 “特殊 "函数 
X(t) est (一 co<x<o%) 的 特殊 性 ,就 在 于 它们 满足 以 
下 的 三 个 条 件 : x(t+s)=x(t)x(s), @|x(t)| =1， 
@@x(t) 是 + 的 连续 函数 。 用 群 表 示 论 的 术语 来 说 ， 条 件 
@.@、@ 合 起 来 ， 正 好 说 明 x(t) 是 群 R 的 一 个 酉 表示 ， 
而 且 进 一 步 可 以 证 明 ,满足 D、 回 、 轿 的 不 可 约 的 酉 表示 
的 全 体 就 是 {e*!} 〈- co<xz<co)。 对 圆周 群 了 而 言 ,7 的 


“特殊 "函数 全 体 Xn(t)=em(n=0, 土 1, 土 2,…) 除 满足 
@ 一 加 以 外 , 还 满足 条 件 @zxn(2r) 一 1。 从 群 表示 论 的 观 
点 看 ,条 件 @O 一 @ 合 起 来 ,说 明了 的 “特殊 "函数 正好 是 群 
了 的 酉 表示; 进一步 则 可 证 明 ,T 的 一 切 不 可 约 酉 表示 正 
好 就 是 {e' mn = 0, 士 1, 土 2,…}。 这 样 , 寻 找 一 般 抽象 群 
G 上 合适 的 “特殊 "函数 的 问题 ， 就 转化 为 研究 和 寻找 群 
G 上 一 切 不 可 约 西 表示 的 问题 。 对 于 紧 群 或 局 部 紧 的 交 
换 群 , 群 表示 论 的 结果 已 经 相当 丰富 ,相应 的 “特殊 "函数 
的 研究 也 比较 成 熟 。 至 于 既 非 交换 又 非 紧 的 拓扑 群 ， 寻 
找 相 应 的 "特殊 "函数 , 尚 是 一 个 值得 探索 的 难题 。 

研究 拓扑 群 上 的 测度 是 建立 群 上 传 里 叶 分 析 的 另 一 
个 基本 课题 ,因为 群 上 的 积分 (11) 离 不 开 相应 的 测度 。 以 
可 加 的 局 部 紧 拓 扑 群 R= (- ,ce ) 为 例 , 经 典 的 勤 贝 格 
测度 的 主要 特点 是 ，Q@DR 中 任 一 紧 集 的 勒 贝 格 测度 必 为 
有 限 ，@R 中 任何 可 测 集 的 勒 贝 格 测度 关于 右 (或 左 ) 平 
移 是 不 变 的 。 人 们 自然 要 问 , 一 般 的 拓扑 群 上 ， 具 有 〇 、 
@ 两 条 件 的 测度 (现在 称 为 哈 尔 测 度 ) 是 否 存在 ?存在 的 
话 ,是 否 唯一 ?这 个 问题 , 自 1930 年 以 来 ,经 A, 哈 尔 , A 
韦 伊 以 及 巧 .M. 盖 尔 范 德 等 人 的 努力 ,已 经 证 明 ,在 局 部 
紧 的 拓扑 群 上 ， 满 足 条 件 、@ 的 哈 尔 测度 是 一 定 存 在 
的 ,并 且 相互 间 仅 差 常数 倍 。 例 如 , 以 乘法 为 群 运算 的 全 
体 正 实数 构成 一 拓扑 群 R*, 它 的 拓扑 就 是 欧 氏 空间 的 拓 
扑 ,那么 测度 du= zx :dx 就 是 R+ 上 的 哈 尔 测度 。 这 是 因 
为 ,对 于 任意 的 

ow 。 
ce>0orela.b]= rd-| rar=utto b)], 


这 说 明 测度 dx 一 x~'dx 关于 位 移 是 不 变 的 。 如 果 进 一 步 
求 出 群 R* 的 一 切 不 可 约 丁 表示 ， 则 经 过 计算 , 可 以 证 明 
R* 的 一 切 不 可 约 西 表示 就 是 {x* | 一 oo<t<o0}。 这样， 
由 公式 (11), 对 于 群 R*+ 上 的 可 积 函 数 作 x), 了 的 传 里 叶 
变换 


LG 

上 式 表达 的 六 4) 正 好 又 是 经 典 的 所 谓 梅林 变换 Mf(x), 是 

R.H. 梅 林 19 世纪 末 为 研究 狄 利克 雷 级 数 的 有 关 性 质 时 

引进 的 。 这 个 特例 说 明 , 群 上 的 传 里 叶 分 析 , 不 仅 把 梅林 

变换 统一 到 传 里 叶 变换 中 来 ,更 重要 的 是 , 群 论 观点 的 引 

入 ,使 得 隐藏 在 某 些 现象 背后 的 内 在 联系 , 被 揭示 得 更 清 
楚 更 深刻 了 。 
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Fulyehe 
傅 里 叶 和 伟 里 叶 级 数 的 部 


分 和 的 简称 。 设 学 + 立 (oucoske+businice) 是 函数 J(z) 
的 传 里 叶 级 数 ,此 级 数 的 前 n+ 1 项 的 和 
号 (aicos lx+bsin ke) 叫做 fx) 的 n 阶 传 里 叶 和 , 它 有 
积分 表达 式 


(Fourier sums) 


Su x)= 银 + 


下 sin (n+ 
Su zx) 元 | f(x+t)——e dt 
时 局 2 sin 二 
1 
sin(n+™s /)t 
常 称 be 
2sing 
为 狄 利克 雷 核 ， 


b= De lat 
为 勒 贝 格 常 数 。 
工 费 了 尔 证 明 Lu= - 告 Inn+ 0(1)。 实 用 上 还 有 不 等 式 


Je<2+ln(n+1)。 将 S,(f,x*) 作 为 从 周期 2r 的 连续 函 
数 空间 Cs 到 阶 不 超过 m 的 三 角 多 项 式 所 组 成 的 子 空间 
T 的 算 子 来 看 ， 它 是 一 个 线性 算 子 , 其 范 数 为 Lu。 虽 然 
不 能 期 望 对 任何 人 x)E Caw,S,(f,x) 都 一 致 收 化 于 fx)， 
但 用 Sn(f,x) 来 带 近 了 fx) 却 有 不 等 式 ， 
max |S,(f,x) -f(x)| (3+ln(n+1))Es (f) 
(n=1,2,.…), 
这 里 成 (f) 是 阶 不 超过 n 的 三 角 多 项 式 对 了 的 最 佳 下 近 
值 。 而 且 有 绝对 常数 使 得 
EX(f) 


max |S,(f, x)— fl<c 吕 这 下 
费 卯 尔 和 信里 叶 和 的 算术 平均 
of 


称 作 费 耶 尔 和 , 它 是 空间 Cw 到 子 空间 Tw 的 正 线性 算 子 ， 
具有 积分 表达 式 


(n=1,2,.)。 


si 过 

ts 

一 ) dt, 
in 也 
而 且 范 数 为 1. 对 于 任何 JE Coesn>oo 时 of,x) 都 一 致 
收敛 到 KKx)， 而 且 有 绝对 常数 使 得 
maxloaf, *)—f(x)| <ew(f, 


lelen 


让 
mf mata) ,10( 


Dt) 


(n=0,1,.…)。 
这 里 w(f，3) 是 了 的 连续 模 ， 但 不 能 期 望 有 太 好 的 逼近 
度 ,因为 满足 条 件 max|on(f,x) 一 f(x)| =ol1/n) 的 函数 


必然 是 个 常数 ,但 是 有 ， 
mex on,#) -fl < oD. 
瓦 疾 - 普 条 和 党 称 
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Talsz) = Sfs) + spolf st) + eet Synz))} 


为 函数 人 x) 的 n 阶 瓦 莱 - 普 柔 和 。 瓦 莱 - 普 柔和 是 空间 
C:= 到 子 空间 Te-~: 的 一 个 线性 算 子 , 这 个 算 子 的 范 数 不 
超过 3, 而 且 对 于 任何 tfETn， 都 有 ta(t,x)=t， 和 如 果 对 
9ECar 记 lgle 一 max lg(x)|， 那 么 用 rn(f) 逼近 了 时 有 


如 下 的 不 等 式 
lss) fl <4E? CD。 
作为 瓦 莱 - 普 桑 和 的 直接 推广 是 
mafx) = mT (Sen lf) + Snoi(f sx) + 
+8,(f,x)), 
这 里 m 是 不 超过 +n 的 非 负 整 数 。rwm 也 是 从 Csx 到 Tn 的 
线性 算 子 ,有 积分 表达 式 
Tomn(f ,Xx)= 


sin2 "=—"+1, s+ 


了 
mda] tn zeit 
其 范 数 
linl= 襄 n+001)。 
对 于 tETn-m 有 Tmmn(t)=t。 实 用 上 还 有 不 等 式 


ronl < 2+m |, 


而 用 sm,m(f) 通 近 函 数 了 ECsn 时 ,有 
enn flr| 2+ln 2 es-ndp), 


m+l 
( 谢 庭 藩 ) 
Fulye Jifen 
傅 里 叶 积 分 (Fourier integral) 见 传 里 叶 灾 
撞 。 


Fuliye jifen suonzi 
傅 里 叶 积 分 算 子 〈Fourier integral operator) 
偏 微 分 算 子 理论 中 的 重要 工具 。 它 和 拟 微分 算 子 一 起 ， 
被 称 为 70 年 代 技 术 "。 拟 微分 算 子 的 前 身 是 具 强 奇 性 的 
卷 积 型 奇异 积分 算 子 。 

奇异 积分 站 子 ”在 !4 维 欧 氏 空间 R" 中 ， 设 点 x= 
(xsX2，… Xn) 的 函数 

k(x)AQCX)/| zl" 


(0zxER", lz| 人 (加 地 ) ”是 z 的 模 )， 


式 中 ，@ 9(x) 是 零 次 齐 次 的 ， @9(x)EC*(R"-0);@ 
9(x) 在 单位 球面 S"' 上 的 积分 平均 值 是 零 , 即 


| Q(x)dr=0。 
于 是 以 k(x) 为 核 的 奇异 积分 算 子 K 就 是 


本 1 ee 
f(x) >Kf(x) A jh J UF) oy, (1) 


这 里 z 士 4 和 (Xi 二 Yi,X 十 ys，… ,Xn 二 Yn)。 
经 典 的 例子 是 所 谓 里 斯 变换 
Ric) lim of ,rf ey 
(j=1,2,°,n), 
式 中 cn 是 某 一 仅 依赖 于 维 数 n 的 常数 。 特 别 当 n=1 
时 , 即 为 希 尔 伯 特 变换 。 当 1<p< 时, 后 者 乃 L?>L? 
的 有 界 算 子 ， 这 是 颇 为 深刻 的 一 个 经 典 结 果 。1952 年 
A. P., 考 尔 德 伦 和 A. 赞 格 蒙 在 将 条 件 @ 大 加 削弱 的 情况 
下 ,成 功 地 证 明了 一 般 (1) 形 算 子 K 的 L* 有 界 性 (1<p< 
吕 )。 此 后 他 们 还 发 展 了 下 . G. 特 里 科 米 (1926 一 1928)、 
G. 吉 劳 德 (1934~1936)、S, G. 米 欢 利 姆 (1936~1948) 
诸 人 的 前 驱 性 工作 ， 创 立 高 维 奇异 积分 算 子 的 所 谓 米 歌 
利 姆 - 考 尔 德 伦 - 赞 格 茜 理 论 , 且 应 用 于 偏 微分 方程 理论 。 
在 这 一 理论 及 其 应 用 中 ,作为 (1) 形 之 推广 的 算 子 类 
(x)>KI(x) Aa(x)f(x) 
+ lim| k(x,2)f(x—2)dz, (2) 
tclalcy 
其 算 子 代数 ( 作 乘 积 与 取 共 辆 ) 的 符号 演算 法 则 ， 有 突 
出 的 意义 。(2) 中 系数 a(x) 及 其 任意 阶 微 商 均 有 界 ， 核 
k(x, 2)EC*(R"x R"—0), k(x, z) 关 于 z 是 一 n 次 齐 次 
的 ， 且 在 |z|= 1 上 的 平均 值 为 零 ; 对 任意 a 及 8E2? 而 
盲 , 当 |z|=1 时 ,39839k 总 是 有 界 的 在 这 些 条 件 下 ,可 以 
证 明 , 任 意 (2) 形 算 子 K 是 L*->L? 的 有 界 算 子 , 经 适当 扩 
张 后 , 也 是 索 伯 列 夫 空间 Hr->H" 的 有 界 算 子 (这 里 1< 
p<%，,s 为 任意 实数 )、 
对 任意 由 非 负 整数 组 成 的 重 指标 4=(% ,42，…， 
mr)E2Z? ,总 是 令 


1al A Art aa alaailal aol， 


8 \e 0 \es DB \en 
aa(-5 (#5) (本 ， 
D24A(-2"33 (iAN—1), 
对 (2) 类 算 子 作 符号 演算 的 依托 是 关于 该 算 子 的 象 
征 (或 称 作 符号 ) 的 概念 ， 对 核 Kz，z) 取 关 于 z 的 部 分 
传 里 叶 变 换 


Kx,E) A lim | -tsk( ,2) dz, 
lan 


并 定义 算 子 开 的 象征 为 
vx(XE) Aa(x) + Rr) (3) 
用 它 根据 傅 里 叶 变 换 理论 , 可 将 算 子 天 表 为 
Kf(x)= way err Na, (4) 


这 至 少 在 fE S(R")( 无 穷 次 可 微 ， 且 各 阶 微 商都 剧 减 的 
施 瓦 尔 蒋 函数 类 ) 时 是 正确 的 。 由 此 ,可 以 通过 一 些 极限 
程序 或 对 偶 程序 而 扩张 此 式 于 fEZ? (1<p<c)， 以 至 
于 fEH'( 对 一 切 sER) 等 等 。 

可 以 证 明 , 一 个 函数 o。 (x,#) 是 某 算 子 K 按 (3) 式 定 
义 的 象征 , 当 且 仅 当 o(x,8) 关 于 是 零 次 齐 次 的 ，o(x*， 


刘 EC"(E#0) 并 且 对 任意 a、.8EZ9, 总 存在 常数 Ce 使 
19s9¢0(x,8)| <Co,altl™'®! (8#0)。 (5) 

当 olx,8) 满 足以 上 条 件 时 , 令 a(x) 为 ol(x,) 在 |#|=1 上 
的 平均 值 ， 并 取 k(x,#) 为 o(x,8) 一 a(x) 关 于 & 的 部 分 逆 
稍 里 叶 变 换 ,于 是 就 得 到 以 o(x, 8) 为 象征 的 算 子 K。 

由 上 述 可 知 ， 象 征 类 关于 逐 点 乘法 和 取 复 共 示 的 运 
算 (关于 加 法 和 数 乘法 更 不 用 说 ) 是 封闭 的 。 以 两 个 (2) 形 
奇异 积分 算 子 K, 和 K, 之 象征 的 乘积 ox,(x， 8)oxs(*， 
为 其 象征 的 奇异 积分 算 子 称 为 K, 和 K, 的 准 乘积 , 记 
作 KueKss 以 一 个 (2) 形 奇异 积分 算 子 K 之 象征 的 复 共 辆 
5K(z， 5 为 象征 的 奇异 积分 算 子 称 为 K 的 准 共 斩 ， 记 作 
Ks。 于 是 关于 奇异 积分 算 子 的 符号 演算 法 则 可 以 概述 
为 ， 对 每 一 个 sER 而 言 ， 差 KK: 一 KieK: 与 差 K* 一 
Ks， 都 是 Hr>H*! 的 有 界 算 子 。 这 里 ， 对 每 个 sSER 而 
言 ,由 于 算 子 K( 经 扩张 后 ) 都 是 HH 的 有 界 算 子 ,而 
瑟 又 可 自然 地 视 作 于 ”的 ( 复 共 罗 线 性 ) 对 偶 ， 故 民有 作 
为 Hr>H' 的 有 界 算 子 之 通常 意义 下 的 共 斩 算 子 , 将 它 记 
作 K*。 

应 当 指 出 , 如 将 象征 cr(x, 4) 取 成 一 仅 是 的 函数 
0 和 ) 时 ,(4) 式 可 写成 从 (8)=o(5)j8)， 即 1->Kf 是 一 伟 
里 叶 乘 子 变换 (这 里 对 所 涉及 的 任何 9，6 总 表示 9 的 传 
里 叶 变 换 ), 与 此 在 本 质 上 相似 的 变换 早已 见于 仿 里 叶 级 
数理 论 中 ,特别 ,J. 马 钦 凯 维 奇 1939 年 研究 过 多 重 传 里 叶 
级 数 的 乘 子 变 换 的 L? 有 界 性 (1<p< oo) ,后 来 ,S. G. 米 
葡 利 姆 对 多 重 传 里 叶 积 分 作 了 相应 的 工作 。 由 于 有 此 种 
种 历史 缘由 ,以 及 事情 的 本 质 , 人 们 总 把 一 般 高 维 奇 异 积 
分 算 子 看 作 是 具 变 系 数 的 传 里 叶 乘 子 。 

拟 机 分 关子 ”50 年 代 末 ,60 年 代 初 ， 奇 异 积分 算 子 
的 米 欧 利 姆 - 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 理论 在 偏 徽 分 方程 的 研 
究 中 颇 为 充分 的 显示 出 它 的 功用 。 比 如 ，A.P. 考 尔 德 
伦 用 它 导出 关于 线性 偏 微分 方程 的 柯 西 问题 唯一 性 定 
理 ,M.F. 阿 着 亚 与  M. 辛 格 又 借以 建立 了 影响 很 大 的 
椭圆 算 子 的 指标 理论 。 从 而 推动 了 一 些 数学 家 致力 于 创 
立 一 种 除 奇 异 积 分 算 子 之 外 ， 还 包括 一 般 变 系数 线性 偏 
微分 算 子 及 其 逆 ( 当 其 存在 时 ) 在 内 的 算 子 代数 ， 使 得 有 
更 精密 而 同时 也 很 灵活 的 符号 演算 法 则 。 于 是 定名 为 拟 
微分 算 子 的 理论 应 运 而 生 , 其 竟 基 性 的 代表 著作 是 1965 
年 发 表 的 J.J. 科 思 和 L. 尼 伦 伯 格 的 《 拟 微分 算 子 代数 》 
以 及 L. 赫 尔 曙 德尔 的 《 拟 微分 算 子 》。 

考虑 一 个 线性 偏 微 分 算 子 P(x,D)A 如 0a(*)Ds。 


为 简单 计 , 设 ca(x) 连 同 其 各 阶 微 商 在 Re 上 都 有 界 。 按 

人 德里 时 反 演 公式 
P(z,DJu(z)= |e Psa), (6 

式 中 Pb 一 人。 Ga(X) 太 ,这 至 少 于 4ES(R") 时 正确 。 


与 公式 (4) 对 照 , 启 示人 们 在 P(x,8) 既 不 是 的 多 项 式 ， 
也 不 是 :的 零 次 正 齐 次 函数 的 情形 ,照样 用 公式 (6) 定 义 
算 于 P(x, D), 并 称 之 为 以 P(x,8) 为 象征 的 拟 微分 算 子 。 
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当 限 制 象征 P(x,#) 于 适当 的 函数 类 中 时 , 则 所 得 出 的 拟 
微分 算 子 类 构成 极 便于 操作 (其 中 包括 取 共 二 ) 的 算 子 代 
数 。 比 如 说 ， 可 以 使 用 象征 类 ，BS”A U BS"(m 取 这 所 
有 实数 ); 这 里 称 P(x,#)E BS"， 当 上 且 仅 当 PEC*(R"x 
R")， 并 对 任意 4、.BE2? 总 存在 常数 Ce,e 使 
1980¢8P(x,8)| <Co,a(1+ | ot, (7) 

象征 在 BS" 中 的 拟 微 分 算 子 , 称 为 是 m 阶 的 。(3) 形 奇异 
积分 算 子 ,如 (3)、(4)、(5) 所 表明 ， 基 本 上 是 零 阶 的 所 微 
分 算 子 ,(5) 与 m=0 时 的 (7) 之 差别 是 技术 性 的 。 

任何 m 阶 的 拟 微 分 算 子 ,经 扩张 后 ,对 任意 实数 而 
言 ,都 是 H+>H*"" 的 有 界 算 子 。 

如 AEBS™,BE BS™:, 则 乘积 算 子 A(z,D)B(z,D) 
也 是 一 拟 微 分 算 子 C(x,D), 其 属于 BSm*"™ 的 象征 C(x， 
直 由 如 下 的 莱 布 尼 世 规则 渐 近 地 确定 ， 

Chey) ~ A) DB 8) 
(modulo BS-” A 由 BS")(m 取 遍 所 有 实数 )。 实 际 上 , (8) 
意味 着 ,如 对 任 一 正 整 数 N, 令 Cy(x,9 = 书 直 -37A(z， 
.DSB(x, 8)， 则 A(x，D)B(x, D) 一 Cn(x,DD) 是 阶 为 
mi+ma 一 人 N 的 一 拟 微分 算 子 ,从 而 是 区 -Hi ms 的 
有 界 算 子 (N 愈 大 愈 光滑 ) 又 若 AEBS"， 则 共 虑 算 子 
A(x,D)* 也 是 个 阶 为 m 的 拟 微分 算 子 ,其 象征 是 


Ar(x st) ~ DAT modulo BS-=)。 


由 (8) 特 别 可 知 ， 
A(x，, D)B(x, D)=AB(x, D)modulo 阶 更 低 的 项 ， 
[4(z, D), B(x, D)] 
= 一 i[4,B}(x, D) modulo 低 阶 项 。 
此 处 [A(x,D),B(x,D)] 表示 括号 中 两 算 子 的 交换 子 ,而 
/34 3B 3B 84 
(4A 六 (相机 -可 5) 中 
就 是 经 典 力 学 中 的 所 谓 泊 松 括号 。 
此 外 , 拟 微分 算 子 如 同 微分 算 子 一 样 ,经 变数 变换 后 
仍 是 这 种 算 子 , 即 ,如 Y:z-*y= s(x) 是 Rn 之 一 微分 自 同 
胚 ( 设 *(z) 的 各 阶 微 商 均 有 界 且 雅 可 比 行列 式 detr'(z) 
的 绝对 值 有 正 下 界 )， 则 对 任意 AEBS"， Mg) 一 A(z， 
De) MT(z))|e-*-:w) 也 是 个 m 阶 拟 微 分 算 子 ， 记 作 
T#A(y, D,), 其 象征 
TA) ~ A se’, (wDDIle") 2 
T(X,2,n)ALT(2)— r(x)— r(x)(2— x)]n, 
正 是 拟 微分 算 子 的 这 种 属性 及 复合 法 则 ， 使 得 人 们 能 在 
任 一 C” 微 分 流 形 M 上 加 以 定义 ， 此 时 象征 乃 是 余 切 从 
T*M 上 的 对 象 。 
关于 拟 微分 算 子 理论 的 各 种 应 用 ,在 工 . 尼 伦 伯 格 的 
《线性 偏 微分 方程 讲义 》.. 特 里 韦 斯 的 《 拟 微 分 算 子 和 传 
里 叶 积 分 算 子 导 引 》 以 及 J. 查 扎 雷 思 与 A. 皮 里 奥 合 写 
的 《线性 偏 微 分 方程 论 导 引 》 中 有 详细 的 叙述 。 
必须 指出 , 拟 微 分 算 子 的 运算 性 质 ,容许 人 们 将 有 关 
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偏 微 分 算 子 的 许多 问题 微 局 部 化 之 后 处 理 ,比如 ,通过 某 
种 单位 分 解 1= 忆 p23(x,)(9, 具 适当 支 集 ), 而 将 一 偏 微 
分 算 子 P(x,D) 分 解 成 忆 p(x,D)P(x,D)p,(x,D)modulo 
低 阶 项 ， 等 等 。 这 与 下 面 要 讲 的 优 里 叶 积 分 算 子 理论 配 
合 ， 就 形成 了 偏 微分 算 子 论 中 最 强 有 力 的 所 谓 “70 年 代 
技术 "。 它 的 最 新 表述 和 发 展 在 C. 工 . 费 弗 曼 的 《不 定性 
原理 ?之 中 有 精彩 解说 。 

传 里 叶 积 分 生子 ” 纯 形式 地 而 言 ， 定 义 典 型 的 局 部 
传 里 叶 积分 算 子 ,只 不 过 将 (6) 中 的 位 相 函数 x-# 换 成 比 
较 更 一 般 的 函数 S(x,8), 即 它们 的 形状 如 

u(x)>Au(x)A ty ea an)dn, (10) 
式 中 位 相 S(x,n) 假 定 是 C"(R"x R" 一 0) 中 实 值 函数 , 并 
对 是 一 次 正 齐 次 的 , 而 振幅 c(x，?) 属于 某 个 象征 类 
(在 拟 微分 算 子 理论 中 出 现 那些 )， 在 |9| 充分 小 时 恒 等 
于 零 ! 此 外 ,重要 的 设 在 振幅 & 的 支 集 的 某 锥 状 邻 域 ( 关 
于 "用 任何 正 实数 乘 后 不 变 ) 中 ,SC(x,) 是 一 个 典型 变换 
光 :(ys9) 产 (x8) 一 yx,8) 的 生成 函数 , 即 y 由 方程 
QS(x, 1) ,OS(x, 7) 

Bx Bn 


确定 (det -+0) .此 处 说 到 的 典 则 变换 ,就 是 使 泊 松 
括号 (其 定义 形式 为 (9)) 为 不 变 的 变换 。 

传 里 叶 积 分 算 子 产生 于 用 几何 光学 方法 求 经 典 波动 
过 程 的 渐 近 表达 式 及 求 量子 力学 问题 在 大 范围 内 适用 的 
准 经 典 近 似 。P. D. 拉克 斯 1957 年 关于 前 一 方面 的 工作 ， 
B. TL. 马 斯 洛 夫 1965 年 关于 后 一 方面 的 工作 , 导致 赫 尔 
曼 德尔 于 1968 一 1970 年 期 间 系 统 地 建立 了 传 里 叶 积分 
算 子 的 局 部 以 及 整体 理论 。 

典 则 变换 ， 及 与 之 相关 的 一 整套 辛 几何 是 传 里 叶 积 
分 算 子 理论 及 其 应 用 的 基石 ， 这 早已 在 B. IT. 马 斯 洛 夫 
的 工作 中 表现 得 相当 清楚 。 后 来 ，IO. B. 叶 戈 罗 夫 又 有 
一 重要 发 现 (1969)， 当 A 为 形 如 (10) 的 一 个 算 子 ,而 
卫 和 @@ 是 使 相似 关系 PA=AQ 成 立 的 拟 微分 算 子 , 则 P 
和 @ 的 象征 (modolu 低 阶 项 ) 由 位 相 SC(x, 7) 生成 的 典型 
变换 联系 。 这 意味 着 象 寻常 作 自 变量 变换 以 简化 微分 算 
子 似 地 ,有 可 能 用 典 则 变换 先 简化 其 象征 ,然后 用 相应 的 
传 里 叶 积分 算 子 作 相似 变换 以 简化 一 个 拟 微分 算 子 。 其 
实 , 这 只 是 在 微 局 部 意义 上 方 能 作 到 的 事情 , 此 种 曲折 实 
现 方法 即 所 谓 的 “70 年 代 技术 "。 
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( 王 采 怀 ) 
Fuliye jishu 
傅 里 叶 级 数 (Fourier series) 一 种 特殊 的 三 
角 级 数 。 形 如 

诗 as+ Sa, cos nx+ bo sin ne) GD) 


的 级 数 ， 其 中 a,(n=0,1,2,…) 和 bn(n=1,2,…) 是 与 
无 关 的 实数 , 称 为 三 角 级 数 。 特 别 , 当 (1) 中 的 系数 cb 
可 通过 某 个 函数 f(x) 用 下 列 公式 表示 时 ， 级 数 (1) 称 为 
了 的 伟 里 叶 级 数 ， 
= 专 [" flx)cos nxdz (n=0,1,2,…), 
ye (2) 
b= | fsin ne ax (nel, 2,), 


式 中 了 是 周期 2x 的 可 积 函数 , 即 1fEL'( 一 x ,x)。 此 时 ， 
由 公式 (2) 得 到 的 系数 a,bs 称 为 了 的 傅 里 叶 系 数 。f 的 
傅 里 叶 级 数 记 为 


fx) 一 去 o+ 思 (oucosnz+bsinnc)= 人。 (3) 


当然 ,f 的 传 里 叶 级 数 并 不 一 定 收敛 ;即使 收敛 ,也 不 一 定 
收敛 于 fx)。 假 如 已 知 三 角 级 数 一 致 收敛 于 fx),， 即 


f(x)= 诗 ot So, cos nz+bo sin nz)， 那 么 双方 条 以 


cos nx 或 sin nx 后 ,在 (一 x,x) 上 可 以 逐 项 积分 ,由 三 角 函 
数 系 的 正 交 性 , 即 得 公式 (2)。 所 以 ,如 果 三 角 级 数 (1) 一 
致 收敛 于 信 x), 级 数 (1) 必 为 了 的 伟 里 叶 级 数 。 

问题 往往 是 ,给 定 函数 !， 需 要 把 它 表示 成 三 角 级 数 
(1),J.-B.-J. 伟 里 叶 的 建议 是 ,利用 公式 (2), 求 出 了 的 秒 
里 叶 系数 an,b。, 就 得 到 传 里 叶 级 数 (3)。 可 以 证 明 , 只 要 
了 满足 一 定 的 条 件 , 那 么 了 的 傅 里 叶 级 数 G[ 门 收 伍 于 了 

传 里 叶 级 数 的 收效 判别 法 ”常用 的 判别 法 有 ， 

@ 迪 尼 判别 法 ”对 固定 的 点 x, 如 有 数 s， 使 得 函 
数 po(4)/u= (f(x+u)+f(z— 4)—2s)/u 在 [一 xz， zx] 上 
勒 贝 格 可 积 , 则 S[ 门 在 点 x 收敛 于 s。 由 此 可 知 ， 当 了 在 
点 * 连 续 , 并 满足 李 普 希 艾 条 件 ， 即 |f(x 土 4) 一 f(x)| 专 
Me (0<u<h) ,那么 6[ 们 在 x 收 全 于 人 x)， 其 中 M,h， 
4 均 为 正 数 ,上 且 a<1。 另 外 ， 当 f(x) 具 有 连续 的 导 函 数 
了 (Xx) 时 ,人 S[ 们 一 致 收 仑 于 f(x)。 

回 狄 利克 雷 - 医 尔 当 判 别 法 假设 函数 了 在 含有 点 
xz 的 某 区 间 ，, 例 如 [zx-h,z+ 门 上 分 段 单 调 ， 则 了 的 传 里 
叶 级 数 在 点 二 收敛 于 (fx 十 0) 十 fx 一 0))/2。 

上 面 提 到 的 收敛 判别 法 ,对 函数 所 提 的 要 求 ,都 是 充 
分 条 件 , 并 非 必要 的 。 关 于 收 敏 性 判别 法 ， 还 有 几 种 。 值 
得 注意 的 是 ,至 今 还 没有 收敛 的 充分 且 必要 的 条 件 。 

伟 里 叶 级 数 的 复数 形式 “三角 级 数 (1) 还 可 用 指数 


傅 
函数 来 表示 。 事 实 上 ，ete= cosx+isinxz。 令 co= (一 
动 )/2,c-*=5(5 表 示 co 的 共 斩 复 数 ), 那 么 级 数 (1) 可 写 
成 复数 形式 


3 Geme (4) 


这 里 ,(4) 的 部 分 和 S, 理解 为 ,之 cew“。 候 如 (1) 是 了 的 
傅 里 叶 级 数 ,那么 它 的 复数 形式 也 是 (4), 但 系数 

.=| fe mae ooslz2。 (5) 
上 式 表达 的 cm 称 为 了 的 复 传 里 叶 系数 ,又 称 了 的 传 里 叶 
系数 的 复 形式 。 

傅 里 叶 系数 的 重要 性 质 “列举 下 面 两 条 ， 

@ 车 fx)EL( 一 x,x), 则 了 的 传 里 叶 系 数 oo，bn 
(或 o), 当 nc 时 趋 于 0, 称 为 黎 曼 - 勒 贝 格 定理 。 

@ 着 fxz)EL( 一 xx), 则 有 

寺 .repolar-z 电 la -oi+ ol +ol). 

这 个 等 式 称 为 帕 舍 伐 尔 等 式 ! 反 之 假如 {cs} 是 一 列 双向 
的 数列 , 满 中 条 件 , 1cu < 那么 必 存在 唯一 的 函数 
f(x)ELx 一 x,x), 它 的 伟 里 叶 系 数 等 于 {cs}(k=0, 土 1， 
士 2,…)。 这 个 逆 命 题 称 为 里 斯 - 费 希 尔 定理 。 

三 角 级 数 与 单位 国内 解析 函 教 的 关系 设 2 一 ee 
(0<x<2x) 是 复 平面 单位 圆周 上 的 点 ,于 是 级 数 


言 @+ 久 《onibn)zm (6) 
的 实 部 就 是 三 角 级 数 (1), 虚 部 
Basin nz—bn Cos nx) (7) 


称 为 三 角 级 数 (1) 的 共 二 级 数 。 假 如 (6) 中 的 z 表示 单位 
圆 内 的 点 , 即 z=re“(0<r<1), 那 么 (6) 就 是 复 变 数 z= 
re 的 等 级 数 , 当 它 收敛 时 ,其 和 函数 是 单位 圆 内 的 解析 
函数 。 所 以 三 角 级 数 (1) 可 以 看 做 单位 贺 内 解析 函数 边 
界 值 的 实 部 。 

多 元 三 角 组 数 与 多 元 传 里 叶 级 数 设 工 =(Zbzio 
xm) 为 m 维 欧 氏 空间 R" 的 点 ,级 数 

Ye some ("Il* Nar2+ "tnmem) se Dcnetn'e (8) 
称 为 m 元 三 角 级 数 ,其 中 n= (m9n2… snm)， 而 Roa，*…， 
mm 为 整数 。 假 如 也 z) 一 了 zi，za，…，xm) 关于 每 个 变 
量 x((1<i<m) 都 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 且 在 立方 体 

Q:—-n<r<n (j=1,2,.…,m) (9) 

上 ,了 是 惑 贝 格 可 积 的。 类 似 于 (5), 如 果 (8) 中 系数 


1 tn 
onan = 1 | ft)e “dy 


fy Ya Ym) 


x entnayat +nmym dy dy ym (10) 
那么 称 (8) 为 了 的 傅 里 叶 级 数 , 并 记 为 
f(x)~E ones, 
多 元 傅 里 叶 系数 也 有 类 似 于 一 元 傅 里 叶 系 数 的 许多 性 
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质 ,但 多 元 三 角 级 数 与 多 元 传 里 叶 级 数 的 许多 问题 , 却 远 
较 一 元 复杂 。 在 中 国 , 程 民 德 最 早 系统 研究 多 元 三 角 级 数 
与 多 元 傅 里 叶 级 数 。 他 首先 证 明 多 元 三 角 级 数 球形 和 的 
唯一 性 定理 ,并 揭示 了 多 元 传 里 叶 级 数 的 里 斯 - 博 赫 纳 球 
形 平均 的 许多 特性 。 

传 里 叶 级 数 在 数学 物理 以 及 工程 中 都 具有 重要 的 
应 用 。 


参考 书目 
A. Zygmund, Trigonometric Series, Vol. 1~2,Cambridge 
Univ. Press, Cambridge, 1959. 
(《 王 斯 雷 ) 
Fubinl 
富 比 尼 ,G. (Guido Fubini 1879 一 1943) 


意大利 数学 家 ，20 世 纪 初 意大利 学 派 的 领头 人 。1879 年 
1 月 19 日 生 于 威尼斯 ，1943 年 6 月 6 日 卒 于 纽约 。1896 
年 在 比萨 高 等 师范 学 校 攻读 数学 ,毕业 后 ,先后 在 意大利 
卡 塔 尼 亚 大 学 ,热那亚 大 学 .都 灵 工程 学 院 以 及 美国 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 任教 授 。 

富 比 尼 的 工作 涉及 不 连续 群 、 自 守 函 数 、 极 值 原理 、 
射影 微分 几何 以 及 实 分 析 。 他 最 早 使 用 微分 形式 研究 射 
影 几何 ,是 射影 微分 几何 的 先驱 者 之 一 。 他 的 关于 把 高 维 
勒 贝 格 积分 化 为 累 次 低 维 积分 的 定理 ( 富 比 尼 定 理 )， 至 
今 仍 是 积分 论 中 最 重要 的 定理 之 一 。 

他 的 主要 著作 包括 : 《 自 守 函 数 不 连 续 群 论 导 引 》 


240 


(1908),《 数 学 分 析 讲 义 》,《 射 影 微分 几何 》(1926~1927， 
与 E. 切 赫 合 作 )。 《 邓 东 稍 ) 


Fukesi 
富 克 斯 , 1. LL. (Immanuel Lazarus Fuchs 
1833~1902) 德国 数学 家 。1833 年 5 月 5 日 生 于 
德国 波 森 ( 现 波兰 波 兹 南 )，1902 年 4 月 26 日 座 于 德国 
柏林 。 他 在 柏林 大 学 从 学 于 EE.E. 库 黑 尔 和 开 . 外 尔 斯 特 拉 
斯 。1858 年 获 柏林 大 学 博士 学 
位 。 先 后 在 柏林 大 学 〈1865 一 
1866)、 炮 兵 工 程 学 校 (1867 一 
1869) 及 格 丈夫 斯 瓦尔 德 等 处 
任教 。1882 年 当选 为 柏林 科学 
院 院士 ， 他 还 是 法 国 巴 伐 利 亚 
科学 院 的 院士 。 

富 克 斯 早期 从 事 高 等 几何 
和 数论 方面 的 研究 ， 主 要 研究 
微分 方程 。 他 利用 超 几 何 级 数 
解 线性 微分 方程 ， 证 明了 定义 在 复 域 上 的 n 阶 线性 微分 
方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 的 存在 性 ;线性 微分 方程 基 
础 解 系 "的 术语 是 由 他 引入 的 ,讨论 这 样 一 个 基础 解 系 的 
存在 性 的 定理 , 即 富 克 斯 定理 。 

他 的 全 部 论文 收 在 其 三 卷 本 的 《数学 论文 全 集 》 
(1904 一 1909) 中 。 ( 井 竹 君 》 


G 


Gol"erfande 


盖 尔 范 德 ，M. M。 (Hapauns Mouceeany 
Tenpdann 1913~ ) 苏联 数学 家 、 生 物 学 
家 。1913 年 9 月 2 日 生 于 红 奥 克 内 ,1930 年 中 学 未 毕业 
We 时 迁居 莫斯科 , 以 后 自修 数学 。 


1932 年 19 岁 时 ， 直 接 进 入 莫 
斯 科大 学 攻读 研究 生 课程 ， 于 
1935 年 获 副 博士 学 位 ,1940 年 
获 物理 学 数学 科学 博士 学 位 
1943 年 起 任 莫斯科 大 学 教授 ， 
后 兼任 该 大 学 生物 数学 研究 所 
所 长 ，1953 年 当选 为 苏联 科学 
院 通讯 院士 , 1978 年 获得 沃 尔 
夫 奖 。 

瘟 尔 范 德 建立 了 赋 范 环 论 ， 即 交换 巴 拿 赫 代数 论 。 
他 运用 代数 方法 ,引进 极 大 理想 子 环 空间 ,给 出 元 素 在 其 
上 的 表示 ( 盖 尔 范 德 表 示 ) 的 概念 ， 将 线性 算 子 谱 论 等 学 
科研 究 引 向 深入 。 这 一 理论 概括 了 许多 经 典 分 析 成 果 。 
例如 ， 关 于 一 个 便 不 等 于 零 的 函数 的 传 里 叶 级 数 的 绝对 
收敛 性 曹 涵 该 函数 的 倒数 的 传 里 叶 级 数 的 绝对 收敛 性 的 
著名 的 维 纳 定理 ， 就 是 赋 范 环 论 的 一 个 简单 推论 。 他 得 
到 了 关于 谱 半径 的 优美 公式 。 他 与 M.A. 奈 玛 克 合作 ， 
于 1943 年 开创 了 C* 代 数 的 研究 。 

在 盖 尔 范 德 及 其 合作 者 们 的 一 系列 论著 中 ， 研 究 了 
典型 群 的 无 穷 维 表示 和 非 紧 群 上 的 调和 分 析 。 他 与 奈 玛 
克 于 1947 年 对 SL(2,C ) 的 不 可 约 酉 表示 的 系统 研究 , 同 
V. 巴 格 曼 对 SL(2,R) 的 研究 一 起 ,是 酉 表示 论 的 真正 起 
点 。1959 年 ,他 在 同 M. HH. 成 拉 叶 夫 合作 的 关于 半 单 李 
群 的 西 表示 的 不 可 约 分 解 的 研究 中 ， 引 进 了 积分 几何 学 
中 的 极限 球面 方法 。 

关于 广义 函数 的 研究 ， 在 盖 尔 范 德 的 工作 中 占有 重 
要 位 置 。 他 同 别 人 合 写 了 关于 广义 函数 的 多 卷 巨 著 ， 考 
察 了 各 种 基本 空间 及 其 上 的 广义 函数 ， 并 应 用 于 偏 微分 
方程 论 。 

从 1968 年 开始 , 盖 尔 范 德 研究 光 清流 形 上 所 有 光滑 
向 量 场 构成 的 李 代数 的 上 同调 。 盖 尔 范 德 - 富 克 斯 上 同 
调 在 微分 几何 学 (尤其 是 叶 状 结构 论 ) 和 代数 拓扑 学 中 有 


重要 应 用 。 ( 沈 永 欢 》 
gailu 
概率 (probability) 随机 事件 出 现 的 可 能 性 的 


量度 。 它 是 概 半 论 最 基本 的 概念 。 在 一 个 特定 的 随机 试 
验 中 , 称 每 一 可 能 出 现 的 结果 为 一 个 基本 事件 ,全 体 基本 
事件 的 集合 称 为 基本 空间 。 随 机 事件 (简称 事件 ) 是 由 某 


些 基本 事件 组 成 的 ， 也 就 是 基本 空间 的 某 些 元 素 组 成 的 
集合 ( 即 基本 空间 的 子 集 )。 例 如 ， 在 连续 摔 两 次 艇 子 的 
随机 试验 中 ,用 m,n 分 别 表示 第 一 次 和 第 二 次 掷 出 的 点 
数 ,mon 可 以 取 值 1.2、3、4、5、6, 每 一 (m,n) 表示 一 个 基 
本 事件 , 因而 基本 空间 包含 36 个 元 素 。“ 点 数 之 和 为 2” 
是 一 事件 , 它 是 由 一 个 基本 事件 (1,1) 组 成 的 ， 可 用 集合 
{(1,1)} 表 示 ;“ 点 数 之 和 为 4” 也 是 事件 , 它 由 (1,3),(2， 
2),(3,1) 三 个 基本 事件 组 成 ， 可 用 集合 {(1,3)，(3,1)， 
(2,2)} 表 示 。 如 果 把 “点 数 之 和 为 1" 也 看 成 事件 ， 则 它 
是 一 个 不 含 任何 基本 事件 的 事件 ， 称 为 不 可 能 事件 。 常 
用 0 表示 基本 空间 ,w 表示 基本 事件 , 空 集 符号 忆 表 示 不 
可 能 事件 。 若 A 是 一 个 事件 ， 则 “事件 A 不 发 生 " 也 是 一 
个 事件 , 它 由 9 中 4 以 外 的 诸 元 素 组 成 , 记 作 40, 称 为 A 
的 对 立 事件 。 实 际 中 要 考察 的 各 种 各 样 的 事件 及 其 相互 
关系 ， 正 与 基本 空间 9 中 元 素 所 组 成 的 各 种 子 集 及 其 相 
互 关系 相对 应 ， 因 而 概率 论 与 集合 论 的 语言 有 如 表 中 的 
对 照 ,事件 的 关系 可 以 表示 如 图 1。 


事件 及 其 相互 关系 | 。 搬 全 和 村 符 号 
基本 空间 空间 a 
基本 事件 元 素 
事件 子 集 4,B, 
不 可 能 事件 空 集 g 
必然 事件 整 集 9 
4 发 生 蓝 仿 着 有 发 生 | A 是 的 集 | ASB 
4 与 8 同时 发 生 A 与 B 之 交 ANB 或 4B 
4 与 有 至 少 发 生 其 一 | A 与 B 之 并 AUB 
A 发 生 但 8 不 发 生 ”| 4 与 8 之 差 | 人 B 或 4-8 
A 不 发 生 -4 的 补 集 A 或 有 
A 与 B 不 能 同时 发 生 | 4 与 6 不 交 | 4nB= 纪 
(或 不 相 容 ) 


A\B 
图 1 事件 的 关系 
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Gai 


gai 


概 


在 概率 论 中， 并 不 总 是 把 基本 空间 9 的 一 切 子 集 都 
当 作 事件 。 为 了 研究 事件 间 的 各 种 关系 ， 记 全 体 事件 所 
构成 的 集 类 为 8， 它 应 具有 以 下 性 质 , O9<9; @ 若 
4AE9, 则 4oc9Gg; @@ 若 A,BE 3; 则 AUBE 593。 这样 的 
集 类 多 称 为 域 或 代数 。 从 这 三 条 性 质 还 可 以 推出 :多 = 
09E9; 若 A,BEZ, 则 ANB=(ArUB?)?ES。 

古典 概率 ”古典 概率 讨论 的 对 象 局 限于 随机 试验 所 
有 可 能 结果 为 有 限 个 等 可 能 的 情形 。 这 时 基本 空间 0 由 
有 限 个 元 素 或 基本 事件 组 成 ,其 个 数 记 为 ?。 域 多 由 0 的 
一 切 子 集 组 成 。 若 事件 A 包含 mn 个 基本 事件 ， 则 定义 A 
的 概率 P(A)=m/n, 这 就 是 P.-S. 柱 普 柱 斯 的 古典 概率 
定义 ， 或 称 之 为 概率 的 古典 定义 。 

历史 上 有 名 的 得 分 问题 的 解法 是 应 用 古典 概率 的 一 
个 典型 例子 ， 甲 . 乙 二 人 各 出 同样 的 赌注 ,用 掷 硬币 作为 
博弈 手段 。 每 掷 一 次 , 若 正面 朝 上 ( + )， 甲 得 1 分 ， 乙 不 
得 分 ; 若 反面 彰 上 (一 ), 乙 得 1 分 , 甲 不 得 分 。 谁 先 得 到 
事先 约定 的 分 数 ， 就 赢得 全 部 赌注 。 当 进行 到 甲 还 差 2 
分 ， 乙 还 差 3 分 ,就 分 别 达 到 约定 分 数 时 , 他 们 不 愿 继续 
赌 下 去 , 问 这 时 如 何 公平 分 配 赌 注 ? 显然 , 为 确保 能 分 出 
胜 负 , 最 多 需要 再 掷 4 次 , 共 16 种 等 可 能 的 情形 :{(+ 十 


十 十 )( 十 十 十 一 ) (十 十 一 十 )，( 十 十 一 一 ) (十 一 十 
j=-+—)(—+++)(-++-—),(--—-+) 
(————),(+t——+),(—+—+), (一 一 + 二), (+ 
一 -一 ),(--+ 一 一 ), (一 一 + 一 )}。 其 中 使 甲 获 胜 , 即 


出 现 至 少 两 个 “+” 的 情形 有 11 种 ， 使 乙 获胜 , 即 出 现 至 
少 三 个 "~" 的 情形 有 5 种 , 故 甲 胜 的 概率 为 11/16, 乙 胜 
的 概率 为 5/16， 因 而 甲 和 乙 分 别 应 得 全 部 赌注 的 11/16 
和 5/16。 实 际 上 , 前 四 种 情形 表示 只 需 所 两 次 就 可 分 出 
胜 负 , 往 下 的 六 种 情形 表示 只 需 据 三 次 即 可 分 出 胜 负 。 但 
如 果 这 样 表示 , 就 不 好 用 古典 概率 进行 计算 了 。 

计算 古典 概率 ， 可 以 如 上 例 用 穷 举 法 数 清 一 个 事件 
所 含 元 素 的 个 数 , 但 借助 于 组 合计 算 可 以 简化 计算 过 程 。 
上 例 中 ，“ 甲 胜 " 这 一 事件 所 含 元 素 个 数 为 ( 4 )+ (4 )+ 
(名 )=11。 这 种 用 组 合 数学 方法 计算 只 涉及 有 限 个 基本 
事件 的 概率 问题 ,也 称 组 合 概率 。 需 要 强调 的 是 ,这 里 应 
十 分 注意 “等 可 能 "这 个 条 件 ， 即 每 一 个 基本 事件 具有 相 
同 的 概率 。J. le R. 达 朗 贝尔 在 考虑 据 两 个 硬币 的 试验 
中 , 曾 错误 地 认为 “出 现 一 个 正面 朝 上 ,一 个 反面 朝 上 "的 
概率 是 1/3。 事 实 上 ,此 试验 有 {( 十 十 ),( 十 一 ),( 一 十 )， 
(一 一 )} 四 个 等 可 能 的 基本 事件 ,而 出 现 一 正 一 反 这 一 事 
件 含 (+ 一)、( 一 +) 两 个 基本 事件 ,其 概率 应 为 1/2。 

对 于 由 有 限 个 基本 事件 构成 的 古典 概率 模型 ， 可 以 
把 事件 4 的 概率 P(A) 看 成 是 在 事件 域 9 上 定义 的 函数 ， 
它 具有 下 列 三 个 性 质 ，@ 对 任意 的 事件 4,0<P(A)<1; 
@ 必 然 事件 0 的 概率 为 1，@ 若 A,B 不 相 容 , 则 P(AU 
B)=P(A)+P(B)。 其 中 @ 称 为 可 加 性 公式 , 它 是 计算 
概率 的 重要 法 则 。 例 如 有 一 批 产品 总 数 为 1000, 其 中 合 
10 个 废品 ， 从 中 随机 抽出 20 个 ， 求 这 20 个 中 有 废品 的 
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概率 。 用 表示 这 一 事件 ,如 直接 计算 4 的 概率 ,就 要 依 
次 计算 20 个 中 恰 有 1 个 、2 个 、 直至 10 个 废品 的 概率 
各 为 多 少 ， 再 求 和 。 但 4 的 对 立 事件 4 是 抽出 的 20 个 
中 不 含 废品 的 事件 ， 而 它 的 概率 容易 计算 ， 为 P(40) 一 


(ww 1 289 )， 根 据 @， 即 得 PL4)=1-P(4o)=1- 


(WW) 0 ) 


几何 概 趟 ”在 建立 古典 概率 的 同时 ， 人 们 就 注意 到 
只 考虑 取 有 限 个 元 素 构成 的 基本 空间 是 不 够 的 。 把 等 可 
能 思想 发 展 到 含 无 穷 多 个 元 素 的 基本 空间 ， 就 产生 了 几 
何 概率 。 其 基本 思想 可 以 表达 为 ， 设 0 是 平面 上 一 个 可 
求 积 的 区 域 , 域 8 由 口中 一 切 可 求 积 的 子 集 组 成 。 设 AE 
G,A(4) 表 示人 4 的 面积 ,随意 扔 一 个 点 到 9 中 ， 按 照 等 可 
能 性 的 思想 ， 可 认为 点 落 信 9 内 任何 一 部 分 的 概率 与 这 
一 部 分 面积 成 正比 ， 而 与 这 一 部 分 的 形状 及 其 在 O 内 的 
位 置 都 无 关 ,因此 , 落 入 4 的 概率 P(A)= MA)VA9)。 下 
述 的 布 丰 ( 曾 译 薄 丰 ) 投 针 问题 是 一 个 应 用 几何 概率 的 典 
型 例子 。 

设 平面 上 有 一 族 平行 线 ， 每 相 邻 两 条 之 间 的 距离 为 
2, 取 一 枚 长 为 1 的 针 , 随 意 地 把 它 扔 到 平面 上 , 求 针 与 直 
线 相交 的 概率 。 用 x 表示 针 的 中 点 到 离 它 最 近 的 一 条 平 
行 线 的 距离 ,用 9 表示 针 与 平行 线 的 夹 角 , 如 图 2a。(x， 
9) 完全 决定 针 所 落 的 位 置 ， 针 的 所 有 可 能 的 位 置 为 0 专 
X<1，0<b<xr， 即 图 2b 所 示 的 矩形 里 的 每 一 个 点 ， 矩 
形 的 面积 为 x。 针 与 直线 相交 的 充分 必要 条 件 是 zS 


二 sin 8， 它 对 应 于 图 2b 中 带 阴影 的 部 分 ， 其 面积 等 于 


到 | sa edp- 1. 用 人 表示 " 针 与 直线 相交 "这 一 事件 ， 则 
PCA) = 17z。 由 此 ,多 次 投 儿 , 计 算 它 与 直线 相交 的 频率 ， 
可 以 求 出 < 的 近似 值 。 昌 然 这 样 做 眠 费时 又 不 精确 ， 但 
这 一 思想 有 可 取 之 处 ,因为 在 有 了 快速 电子 计算 机 之 后 ， 
可 以 用 电子 计算 机 模拟 投 针 试 验 来 计算 的 近似 值 ， 这 


x 


图 2 布 丰 投 针 问题 


样 就 看 出 其 优越 性 了 。 许 多 象 求 x 的 近似 值 这 样 表面 上 
看 起 来 和 概率 毫 不 相干 的 问题 ， 都 可 以 用 几何 概率 加 以 
解决 。 

概率 的 频率 定义 ” 随 着 人 们 遇 到 问题 的 复杂 程度 的 
增加 ,等 可 能 性 逐渐 暴露 出 它 的 弱点 ,特别 号 对 于 同一 事 
件 ,可 以 从 不 同 的 “等 可 能 性 "角度 算出 不 同 的 概率 ,从 而 
产生 了 种 种 停 论 ， 著 名 的 贝 特 六 停 论 就 是 一 个 典型 的 例 
子 。 另 一 方面 ， 随 着 经 验 的 积累 ,人 们 逐渐 认识 到 ,在 做 
大 量 重复 试验 时 ， 随 着 试验 次 数 的 增加 ， 一 个 事件 出 现 


的 频率 ,总 在 一 个 固定 数 的 附近 摆动 ,显示 出 一 定 的 稳定 
性 。R. von 未 泽 斯 把 这 个 固定 数 定义 为 该 事件 的 概率 ， 
这 就 是 概率 的 频率 定义 ( 见 概率 论 )。 

从 应 用 角度 看 ， 频 率 定义 可 以 克服 等 可 能 性 观点 不 
易 解 决 的 某 些 困难 ,但 从 理论 上 讲 ,这 种 定义 方法 是 不 够 
严谨 的 。 概 率 论 的 进一步 发 展 ,要 求人 们 从 古典 定义 、 几 
何 定义 ,频率 定义 中 吸取 能 反映 规律 性 的 本 质 性 质 ,克服 
它们 各 自 的 局 限 性 ,抽象 出 一 种 合理 的 定义 , 它 既 把 以 前 
各 种 有 实际 意义 的 定义 作为 特例 包含 在 内 ， 又 能 满足 现 
代 科 学 对 它 所 提出 的 更 高 要 求 , 这 就 是 A, H. 柯 尔 英 哥 
洛 夫 的 概率 公理 化 定义 。 

概率 的 公理 化 定义 ” 设 基本 空间 9 是 一 个 任意 给 定 
的 非 空 集合 , 它 的 元 素 用 表示 。 依 据 不 同 的 考察 对 象 ， 
由 可 以 代表 种 种 不 同 的 基本 事件 ， 但 这 对 概率 论 的 逻辑 
发 展 而 言 是 无 关 紧 要 的 。 事 件 的 全 体 8 是 口 的 某 些 子 集 
构成 的 集 类 ,为 了 研究 无 穷 多 个 事件 的 关系 ,除了 如 同 前 
述 域 的 定义 中 要求 9E8 以 及 " 若 AE8, 则 4"E8" 之 
外 ,还 要 求 把 “9 中 任意 两 个 事件 的 并 仍 属 于 9 ”这 一 条 
件 , 强 化 为 如 果 任意 可 列 多 个 事件 4,4:，… 都 属于 8, 则 


它们 的 并 由 An= AU 4:U… 也 属于 多 。 这 样 的 城 宛 各 为 


= 域 或 " 代数 ， 也 称 事件 域 。 对 于 由 无 穷 多 个 基本 事件 
构成 的 基本 空间 ,这 种 强化 是 具有 本 质 上 的 重要 性 的 。 对 
给 定 的 基本 空间 0 和 0 域 8， 概 率 的 公理 化 定义 如 下 ， 

概率 已 是 上 的 实 值 函 数 , 即 对 每 一 AE 8， 有 一 实 
数 P(4) 与 之 对 应 , 且 满足 下 面 三 条 公理 。 

@ 非 负 性 对 一 切 AEZG，P(A)>0 

@ 规范 性 P(0)=1; 

@ 可 列 可 加 性 若 A1,A,,… EF， 且 两 两 不 相 容 ， 
则 
这 三 条 公理 是 古典 概率 性 质 的 发 展 ， 从 它们 容易 推出 
P(Z)=0,P(A)<1, P(A?)=1-P(A) 等 基本 性 质 。 公 
理 @ 是 把 可 加 性 公式 扩展 到 可 列 无 穷 的 情形 ， 它 在 概率 
论 中 起 着 根本 的 作用 。 这 样 的 公理 化 模型 是 由 三 个 基本 
要 素 组 成 的 , 记 为 (0,S,P), 称 为 概率 空间 ， 它 是 一 般 测 
度 空 间 ( 见 测度 论 ) 的 特例 P 也 称 为 可 测 空间 (0，F) 上 
的 概率 测度 。 

事件 独立 性 ”独立 性 是 一 个 使 概率 论 区 别 于 测度 论 
的 特有 概念 。 考 虑 “ 甲 扔 硬币 , 乙 掷 般 子 "的 试验 , 求 事件 
“硬币 出 现 正面 ,盘子 出 现 5 或 6" 的 概率 。 若 把 事件 “ 硬 
币 出 现 正面 " 记 作 4, 事 件 “ 般 子 出 现 5 或 6" 记 作 B, 则 所 
求 的 是 事件 ANB 的 概率 。 整 个 试验 的 基本 事件 的 总 数 
为 12, 而 且 是 等 可 能 的 。A 所 含 基 本 事件 的 个 数 为 6, B 
所 含 基本 事件 的 个 数 为 4, 而 ANB 所 含 基本 事件 的 个 数 
为 2, 这 样 P(A)=6/12=1/2, P(B)=1/3,P(ANB)= 
1/6, 于 是 有 P(ANB)=P(A).P(B)。 对 于 任意 两 事件 A 
和 B， 如 果 它 们 各 自发 生 的 概率 与 它们 同时 发 生 的 概率 
满足 PLANB)=P(A4)-P(B), 则 称 它们 为 独立 的 。 结 合 


上 例 ,独立 性 的 这 一 定义 与 直观 是 一 致 的 ,因为 甲 和 乙 作 
试验 是 单独 进行 而 互 不 影响 的 ,对 于 nCn 宇 2) 个 事件 Al， 
4:，…，4n， 如 果 对 所 有 可 能 的 组 合 都 有 P(A4.44)= 
PUA PA), P(A ho hl)= PCAN) P(A PAs), 
(A)= 直 PAW 1h < (2<I< 


m)， 则 称 这 ?个 事件 独立 。 这 里 ， 集 合 的 有 限 交 的 记号 
由 常 被 省 去 ,如 44nA4， 记 为 hh Mun… nA 则 
简 记 为 向 Aw 而 以 上 的 n 一 1 组 关系 式 必须 都 成 立 , 缺 一 
不 可 。 

下 面 的 例子 说 明 存 在 这 样 的 三 个 事件 A,B,C, 它们 
是 两 两 独立 的 ,但 整体 上 并 不 独立 。 考 虑 一 正四 面体 ,一 
面 为 红色 ,一 面 为 蓝 色 ,一 面 为 黄色 ， 剩 下 的 一 面 为 红 蓝 
黄 三 色 。 以 4,B, C 分 别 表示 扔 四 面体 时 朝 下 的 一 面 出 
现 红 、 蓝 、 黄 的 事件 , 于 是 有 P(A)=P(B)=P(C)=1/2， 
且 P(AB)=P(AC)=P(BC)=1/4, 故 .A,B,C 两 两 独立 ， 
但 是 P(ABC)=1/4, P(A)P(B)P(C)=1/8， 二 者 并 不 
相等 。 

系 件 概率 ”独立 事件 同时 发 生 的 概率 很 容易 从 它们 
各 自发 生 的 概率 算出 ， 而 为 了 计算 不 独立 事件 同时 发 生 
的 概率 就 需要 用 到 条 件 概率 。 设 某 城 市 有 N 个 男人 和 M 
个 女人 ,其 中 患 色盲 者 男性 n 人 ,女性 mm 人。 用 0 表示 全 
体 居民 的 集合 ,页 表示 全 体 女性 居民 的 集合 ,B 表示 全 体 
色盲 患者 的 集合 。 某 工厂 要 招聘 一 名 化 验 员 ， 要 求 不 是 
色盲 患者 ， 问 任意 一 位 应 聘 的 女性 被 厂 方 拒绝 的 概率 是 
多 大 ? 这 里 所 求 的 就 是 “女性 中 色盲 患者 "的 概率 ， 用 记 
号 P(B|A) 表示 。 按 等 可 能 性 原则 ，P(B|A)=m/M= 
/或 P (AB)=P(A)P(B| A), 
一 般 地 ， 若 P(A)>0, 称 P(AB)/P(A) 为 已 知 A 时 , B 
的 条 件 概率 "或"B 关 于 A 的 条 件 概率 ”, 记 作 P(B| A)。 
当 A 国 定 ,B 取 遍 多 中 的 事件 时 ,条 件 概率 P(*14) 作 为 
有 上 的 函数 ,也 具有 公理 化 定义 中 概率 的 那些 性 质 。 如 果 
对 某 个 B,P(B|A)=P(B), 那 么 P(AB)=P(A)P(B|A)= 
P(A)P(B), 这 表明 A 和 B 独立 。 关系 式 P(B|A)=P(B) 
可 解释 为 不 论 有 没有 “已 知 A” 的 条 件 ,B 的 概率 不 变 ,这 
是 符合 A4 和 B 独立 的 直观 意义 的 。 

关于 条 件 概率 有 三 个 重要 公式 : 

@ 一 般 乘法 公式 设 A1, 4,,…， A,E9, n>2， 
P(A1Ay*As-)>0, 则 P(A As…A)=P(ADP(A:| AD) x 
P(4:14,4:)…P(4A1442…4n-)。 

@ 全 概率 公式 ” 设 4，4:，…E 9, 两 两 不 相 容 ， 
P( 品 4)=1, 且 PC4w)>0 对 一 切 "成 立 则 P(A)= 
加 PC4)PCAI4。) 对 一 切 AE8 成立。 

图 贝 叶 斯 公式 “在 @ 的 条 件 下 , 对 满足 P(4)>0 的 
4, 有 PC41A)=PCA)PC414,)/ 咏 PCAw)P(AL4m)。 

历史 上 有 名 的 配对 问题 的 解决 是 应 用 条 件 概率 的 典 
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型 例子 。 设 有 "个 信封 和 nn 张 信纸 , 分 别 编号 为 1 至 n， 
把 信纸 随意 装 进 信封 里 ,一 个 信封 里 怡 好 只 装 一 张 信 纸 ， 
求 “没有 一 个 对 号 "这 一 事件 的 概率 Po, 以 及 对 每 一 正 整 
数 r(r<n), 求 “ 恰 有 7 个 对 号 "的 概率 P,。 

用 4, 表示 事件 “第 i 号 信纸 恰 装 入 第 i 号 信封 ", 则 
P(AW)=1/n。 在 4, 发 生 的 条 件 下 ,第 j 号 信纸 共有 "一 
1 个 信封 可 供 选择 ， 故 PC4j14,) =1/(n-1)， 因 此 
P(A444y)=1/n(n 一 1), 其 中 ij。 类 似 地 , 对 1<ih<ih<< 


“iin P(A AnnA = 从 而 
sudanAAn) (7 )-acr rr 
= 1/rl。 根 据 逐 步 淘 汰 原则 ， 至 少 有 一 个 对 号 的 概率 是 
P( 吕 4 )- 避 Ph40-, 避 PC440+…+C-Dm， 
P (As ArAw) 十 …… 十 (DrP( 让 4 


Saha 
= 登 -Dryrb 人 而 pn=l-P( 吕 4)- 侣 -Drl。 
再 计算 P-， 由 于 对 指定 的 某 r 张 信纸 , 它们 都 对 号 
的 概率 为 Ci TGF ITJ ， 余 下 的 4-7 张 信纸 没 
有 一 张 对 号 的 概率 为 可 (一 1)%il( 即 在 书 中 以 mr 代 
符 则 ， 而 张 信 纸 对 号 共有 ( ? ) 种 选 法 ， 故 

(可 C-DVa) _ 可 (Da 

人 rl 

以 上 只 是 就 已 知 单个 事件 发 生 为 条 件 定义 的 条 件 概 

率 ， 这 是 简单 情形 的 条 件 概率 。 由 于 人 们 对 非 独立 性 的 
认识 逐步 深入 ， 用 简单 情形 的 条 件 概率 不 能 满意 地 刻画 


深化 了 的 非 独 立 性 ， 而 需要 就 更 一 般 的 情形 来 定义 条 件 
概率 。 这 一 定义 只 是 在 有 了 测度 论 之 后 才能 严格 给 出 


( 见 条 件 期 望 )。 《 王 夺 仁 ) 
gollu fenbu 
概率 分 布 (probability distribution) 概率 


论 的 基本 概念 之 一 ,用 以 表述 随机 变量 取 值 的 概率 规律 。 
为 了 使 用 的 方便 ,根据 随机 变量 所 属 类 型 的 不 同 ,概率 分 
布 取 不 同 的 表现 形式 。 

离散 型 分 布 与 分 布 列 ”只 取 有 限 个 或 可 列 个 实数 值 
的 随机 变量 称 为 离散 型 随机 变量 。 例 如 ,1000 件 产品 中 
有 50 件 次 品 ,从 中 随意 抽取 100 件 ， 则 其 中 的 次 品 数 和 
就 是 一 个 只 取 0 到 50 之 间 的 整数 值 的 离散 型 随机 变量 。 
又 如 一 个 电话 交换 台 每 天 收 到 的 呼叫 次 数 六 就 是 一 个 可 
取 全 部 非 抽 整数 值 的 离散 型 随机 变量 。 设 离 艇 型 随机 变 
量 XX 所 取 的 全 部 值 为 {X41,X2,…,X。，…}, 记 事件 (X=zx》 
的 概率 P(X=z)==pPssk=1,2,…， n,…, 于 是 二 元 序列 
{(xx pa)， k==1,2,…sn,…} 表 述 了 XX 取 值 的 概率 规律 。 
这 个 二 元 序列 称 为 分 布 列 。 可 用 分 布 列 来 表述 的 离散 型 
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随机 变量 取 值 的 概率 规律 称 为 离散 型 分 布 。 由 概率 的 基 
本 性 质 可 知 , 任 一 分 布 列 必然 满足 条 件 : pt>0, 六 pi=1 
(着 随 机 变量 只 取 n 个 什 , 则 有 记 P=1)。 

上 述 表 达 形 式 也 适用 于 随机 向 量 的 情形 ， 这 只 须 把 
XX 理解 为 n 维 随机 向 量 X= (Xi,X,…,Xm) ,zx 理解 为 
m 维 向 量 值 ;一 (Xns tis,…， Xom)， 事件 {X 一 zx} 的 概 
率 Ps 理解 为 pp=P(X=X)=P({X,=XnsXh Xn= 
m=P( 由 (55= zu) )。 相 应 的 分 布 列 所 表述 的 概率 
规律 称 为 四维 离散 型 分 布 。 

分 布 函 数 与 边 坟 分 布丁 数 。 对 于 那些 取 值 充满 一 个 
区 间 [a,b]、 甚 至 充满 整个 实数 轴 R= (一 co， co) 的 随机 
变量 ， 就 不 可 能 用 分 布 列 的 形式 来 表述 它 取 值 的 概率 规 
律 ， 一 般 可 统一 用 分 布 函数 来 表述 。 设 X 是 一 个 随机 变 
量 ,z 是 任 一 实数 ,事件 {X<x)} 的 概率 P(X<x)=F(x)， 
YER， 称 为 X 的 分 布 函数 ;在 数理 统计 学 中 也 称 为 累积 
分 布 函 数 。 由 概率 的 性 质 知道 ,任何 分 布 函 数 P(x) 都 江 
足以 下 三 个 条 件 ， 

@ 单调 非 降 , 即 当 a<b 时 , F(a)<F(b)y 

@ 右 连 续 , 即 lim FP(b)=F(e), 其 中 b>a+ 表示 
b>a 且 趋 近 于 

@ lim F(x)=0, lim F(z)=1。 反 之 , 任 一 满足 这 
三 个 条 件 的 函数 ， 必 是 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 。 用 分 
布 函 数 可 以 表示 X 落 入 某 个 区 间 的 概率 , 例如 当 a<b 
时 , P(a<X<b)=F(b)-—F(a), P(a<X<b)=F(b)— 
HmF(x)=F(b) -F(a—), 图 1 画 出 了 一 个 分 布 函数 的 
图 像 。 


F(x)| 
1 


| 

1 

ol a 
因 1 分 布 函数 
如 果 X 是 一 个 高 散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 列 为 {(%*， 
Ps) 水 =1,2,…sn,…} ,那么 由 概率 的 可 列 可 加 性 知道 ,X 
的 分 布 函 数 可 以 表 为 F(x) = 忆 Ps, 其 中 右边 的 求 和 式 

人 
表示 对 满足 <* 的 一 切 下 标 k 求 和 。 图 2 画 了 一 个 这 
种 类 型 的 分 布 函数 。 
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ET 


图 2 离散 型 随机 痰 量 的 分 布 函数 


分 布 函数 的 定义 也 容易 推广 到 随机 向 量 的 情形 。 设 
X- (Xi，Xa，…，Xn) 是 一 个 四 维 随机 向 量 ，z= (zi 
aszm) 是 任 一 几 维 实 向 量 , 令 

F(x)=F(X ,XTm) = P(X EX, Ta Km EX) 
=P (A 0st)), 
则 函数 PCxtyza,…， xm) 称 为 X 的 四 维 分 布 函数 ,或 称 为 
m 个 随机 变量 X,,X,…, Xa 的 联合 分 布 函数 .m 维 分 布 
函数 也 有 与 一 维 情形 相应 的 充分 必要 条 件 ， 但 叙述 较为 
复杂 。 

利用 XsXs.…Xn 的 联合 分 函数 Phsxss… nm)， 
可 以 求 出 其 中 任何 一 部 分 随机 灾 量 的 分 布 函 数 ， 后 者 称 
为 前 者 的 边缘 分 布 函数 。 以 两 个 随机 变量 X,、X 为 例 ， 
设 它们 的 联合 分 布 函数 为 Fziyza), 则 Xi\X 的 两 个 边 
缘分 布 函数 分 别 为 

Fi (1) = lm Fox za) 
2 
及 
F(x2) = lim F(x,,X,), 
i 

连 纺 借 分 布 与 密度 汪 数 ”实际 中 最 常 遇 到 的 随机 变 
量 的 类 型 除 离散 型 以 外 ， 还 有 连续 型 随机 变量 。 如 果 存 
在 一 非 负 实 函 数 p(x)， 使 用 机 变量 X 的 分 布 函数 F(x) 
可 以 表 成 ， 

rox)=| po)ay (rER), 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 , P(x) 称 为 X 的 密度 函数 ， 它 
一 定 满足 条 件 


p(X)>0, p(x)dx=1, 


可 以 用 密度 函数 来 表述 的 随机 变量 取 值 的 概率 规律 称 为 
连续 型 分 布 。 连 续 型 随机 
变量 X 取 任何 一 个 实数 值 
的 概率 等 于 0; 当 实数 a<b 
时 ， 可 以 用 密度 函数 在 区 
间 [a,b] 上 的 积分 计算 
事件 (a<X<b) 的 概率 ， 


ol a b 
Ee 图 3 连续 型 随机 变量 
Pla<x<b) = | pz)ar， 密度 函数 


这 个 概率 又 可 以 用 图 3 中 阴影 部 分 的 面积 来 表示 。 

如 果 存在 一 个 n 元 实 函 数 p(Xx1,x2,…， Xm), 使 严 维 
随机 向 量 一 (X,,Xs，…，Xm) 的 分 布 函 数 F(X， za 
xm) 可 以 表示 成 


Pts xa sn) 
-所 peg) yen 
则 p(x1sX2,…， Xm) 称 为 随机 向 量 X 的 m 维 密度 函数 ,或 
称 为 mn 个 随机 变量 Xi,X:，…,Xo 的 联合 密度 函数 。 若 两 
个 随机 变量 X:，X; 有 联合 密度 函数 p(x,， xX)， 则 XX,、 
X, 自身 也 分 别 有 密 度 函 数 p (xb 和 pa(x:), 且 可 以 由 下 
式 算出 ， 


mlx)=| ps, Je 
mx) = 六 pe) ar 


P(X1)，pPa(X,) 分 别称 为 P(X,， xX) 的 边缘 密度 函数 。 类 
似 地 ,可 以 考虑 m 维 密度 函数 的 边缘 密度 函数 。 

概 乎 分 布 的 测度 形式 “有 时 ， 主 要 是 为 了 理论 研究 
的 方便 ， 还 需要 有 一 种 表述 随机 变量 与 随机 向 量 取 值 的 
概率 规律 的 更 一 般 的 形式 。 对 给 定 的 正 整 数 m, 用 R" 表 
示 全 体 m 维 实 向 量 构成 的 集 , 称 为 m 维 实 空间 , 对 于 = 
(G1,02,°"", Om) ER™, b=(b,ba,*** ,bm) ER™, oy<bs(j= 
1,2,…,m)， 用 符号 (a,b] 表 示 Rm 中 如 下 的 超 长 方 体 ， 
(asb]={xER", zx 一 (xxzn)，o< 罗 (jl 
2,…，mm)}， 又 用 写 ” 表 示 由 R" 中 的 一 切 超 长 方 体 产生 
的 o 域 , 称 为 m 维 波 莱 尔 域 ， 多 ”中 的 成 员 称 为 Rn 中 的 
波 莱 尔 集 。 由 随机 变量 的 公理 化 定义 可 知 ， 若 为 概率 
空间 (9, 多,P) 上 的 m 维 随机 向 量 ， 则 对 任 一 BE Bm" 有 
{XEB)E 3。 对 每 一 BE 多 ", 定 义 Px(B)=P(XEB), 则 
Pr 是 可 测 空间 (R"， 吨 ”) 上 的 一 个 概率 测度 ( 见 概率 )。 
这 个 概率 测度 Px 一般 也 称 为 随机 向 量 X 的 概率 分 布 。 

实际 上 ,对 于 不 同类 型 的 随机 变量 X, 它 的 概率 分 布 
Px 分 别 被 它 的 分 布 列 、 密 度 函 数 和 分 布 函 数 完全 确定。 
以 一 维 情形 (m= 1 ) 为 例 , 对 于 任 一 BE 号 5 其 Px(B) 分 
别 为 ， 


了 | Ba)dr 及 | ,dcz)， 


式 中 最 后 一 个 积分 是 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 

随机 变量 的 函数 的 分 布 一 个 或 多 个 随机 变量 的 连 
续 函 数 或 初等 函数 (甚至 更 一 般 的 波 莱 尔 可 测 函 数 ) 仍 然 
是 随机 变量 ,而 且 后 者 的 分 布 由 前 者 的 分 布 完全 确定 ,这 
一 事实 无 论 在 理论 上 或 实际 计算 上 都 是 重要 的 。 例 如 ， 
设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 R(x),，a( >>0) 及 b 是 二 实 
数 , 则 Y=aX+b 也 是 随机 变量 , 它 的 分 布 函 数 


Pr(z=F(2 


又 如 随机 变量 X,、X: 有 联合 密度 函数 P(zivza), 则 X= 


Xi+Xs 及 了 一 Xi/X: 也 是 随机 变量 (在 后 者 中 ,假定 
XX 天 0) ,它们 分 别 有 密 度 函 数 


rx»=[ p(x—2,2)dz 
及 
p(w)= | p22) lzldz, 
数学 期 望 。” 见 数学 期 望 。 
方差 见方 差 。 
中 位 数 与 分 位 数 设 X 是 随机 变量 , 同时 满足 
P{(X<z}>1/2 及 P{X> 寻 >1/2 二 式 的 实数 z, 称 为 X 


的 中 位 数 , 记 作 mz 或 xi/ae 中 位 数 对 于 任何 随机 变量 都 
是 存在 的 ,但 可 能 不 唯一 。 它 是 反映 随机 变量 取 值 中 心 的 
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一 个 数值 。 在 理论 上 ,特别 对 数学 期 望 不 存在 的 情形 , 它 
可 以 起 到 类 似 于 数学 期 望 的 作用 。 它 与 期 望 相 比 ， 主 要 
优点 是 受 极 端 值 的 影响 较 小 ， 因 此 在 某 些 应 用 统计 问题 
中 ， 用 它 代 和 蔡 平 均 数 作为 一 个 主要 指标 。 

将 中 位 数 的 概念 推广 ， 可 以 引进 数理 统计 学 中 常用 
的 分 位 数 的 概念 。 给 定 0<a<1， 随 机 变量 X 的 上 a 分 
位 数 是 指 同时 满足 下 列 两 条 件 的 数 ze: P{X<zxe}>1 一 
4,P{X 之 Xs) 之 a。 中 位 数 就 是 1/2 分 位 数 。 zi-。 又 称 为 
XX 的 下 a 分 位 数 。 

特征 西数 ” 傅 里 叶 变 摘 是 数学 分 析 中 非常 重要 而 有 
歼 的 工具 ,将 它 应 用 于 概率 论 ， 对 分 布 函数 作 傅 里 叶 -斯 
带 尔 杰 斯 变换 ， 就 得 到 特征 函数 。 由 于 它 具 有 很 好 的 性 
质 ， 因 此 在 研究 随机 变量 之 和 及 其 概率 分 布 时 起 着 十 分 
重要 的 作用 。 在 P. 莱 维 于 1919 年 至 1925 年 系统 地 建 
立 概率 论 中 的 特征 函数 性 质 以 后 的 15 年 间 , 它 被 用 来 完 
整地 解决 了 普遍 极限 定理 ( 见 中 心 极限 定理 )， 并 深入 地 
研究 了 独立 增 量 过 程 。 

设 F(x) 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 , 则 称 


f= 上 edF(x)=Ee"r (t€ER) 


为 F(x) 或 X 的 特征 函数 。 特 别 , 若 分 布 是 具有 密度 函数 
p(x) 的 连续 型 分 布 ， 则 


f= errp) ar 
车 分 布 为 
P(X=x) =p, (k=1,2,.), 
的 离散 型 分 布 , 则 
f(t) = Dep 


特征 函数 的 重要 性 质 有 ，@fC0)=1; @Ifb1<l， 
tER; @1(t) 在 R 上 一 致 连续 且 具 有 非 负 定性 , 即 对 任意 
正 整 数 n, 任 意 实数 4,,…,n, 及 任意 复数 ayza yzoy 


有 为 汶 f 一 4 到 >0; @ 苦 X 的 r 阶 绝对 矩 有 穷 , 则 
对 一 切 正 整数 k<r， 它 的 符 征 函数 的 上 阶 导数 存在 ， 且 
Joo(t) = aettdF(z), 因 而 有 EX* 一 三 好 (0(o)。 在 特 


征 函 数 已 知 的 情况 下 ， 用 这 类 公式 来 求 各 阶 和 矩 往 往 是 方 
便 的 。 如 果 随 机 变量 Xi,Xa:，…，Xs 是 独立 的 ， 则 Xi 十 
XX 十 … 十 Xs 的 特征 函数 等 于 Xi,X:，…，X。 各 自 的 特征 
函数 的 乘积 ,这 一 性 质 使 特征 函数 在 研究 极限 定理 ( 见 中 
心 极限 定理 ) 时 起 着 重大 的 作用 。 

特征 函数 与 分 布 函数 相互 唯一 决定 ， 因 而 可 以 把 求 
分 布 函数 的 问题 转化 为 求 特征 函数 的 问题 。 不 仅 如 此 ， 
在 特征 函数 序列 与 分 布 函 数 序列 的 收敛 性 之 间 也 存在 对 
应 关系 。 称 分 布 函 数 序列 {Fa(x), n 之 1} 弱 收敛 ( 见 要 不 
论 中 的 收效 ) 于 分 布 函 数 F(x), 如 果 在 F(x) 的 每 一 连续 
点 2 上， 都 有 Jim Fn(z) 一 P(z)。 于 是 ,成 立 如 下 的 定理 : 


设 分 布 函 数 序 列 {Fa(x)} 弱 收敛 于 分 布 函 数 F(x), 则 相 
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应 的 特征 函数 序列 {fa(t)} 收 敛 于 (x) 的 特征 函数 ft)， 
而 且 在 + 的 任 一 有 限 区 间 上 收敛 是 一 致 的 。 反 之 ， 设 特 
征 函 数 序 列 收敛 于 一 个 在 t=0 处 连续 的 函数 ft)， 则 
f(t) 是 特征 函数 ， 而 且 相 应 的 分 布 函 数 序 列 弱 收 敛 于 以 
ft) 为 特征 函数 的 分 布 函数 F(xz)。 这 是 解决 中 心 极 限 问 
题 时 的 一 个 关键 性 的 定理 。 应 用 它 ,还 可 以 证 明 ; R 上 的 
复 值 函 数 f(t) 为 特征 函数 的 充分 必要 条 件 是 f(t) 连续 、 
非 负 定 且 1(0)=1。 这 是 特征 函数 的 一 个 判定 条 件 , 而 且 
在 证 明 平稳 过 程 协 方差 函数 的 谱 表 示 时 需要 用 到 这 个 
定理 。 

上 述 有 关 一 维 概率 分 布 的 特征 函数 的 概念 与 结果 ， 
都 可 以 推广 到 多 维 的 情形 。 

站 不 变量 ” 设 随机 变量 X 具 有 s 阶 绝对 矩 ， 则 它 的 
特征 函数 1(t) s 次 连续 可 微 , 令 


= 去 是 rnftp] -ss 
它 称 为 X 的 7 阶 半 不 变量 。 因 此 有 
ln fb= 福 这 (iDr+ott， 
式 中 符号 o(t) 表 示 当 t-~>0 时 比 女 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 即 
im [of /的 一 0,X 的 前 几 阶 半 不 变量 是 ， 


= EX， 是 X 的 数学 期 望 , 
ka 一 VarX， 是 和 的 方 益 ? 
一 EX 一 3 EX-EX:+2 (EX)’, 


给 定 前 两 阶 半 不 变量 ci、xa， 最 简单 的 特征 函数 是 
exp( it 一 总 cab), 即 正 坊 分 市 N(xusks) 的 特征 函数 。 


母 画 教 ” 它 是 代 蔡 特征 函数 专门 用 于 研究 非 负 整 值 
随机 变量 的 一 个 有 用 的 数学 工具 ， 历 史上 ， 它 的 引进 比 
特征 函数 更 早 。 设 X 是 只 取 非 负 整 数值 的 离散 型 随机 变 
量 ,P(X=k)=pss k=0,1,…, 则 称 


Po)- 忆 Pist=Esxz (-l<s<l) 


为 X 或 其 概率 分 布 的 母 函数 。 由 备 级 数 的 求 导 性 质 知 ， 
P(s) 在 (一 1,1) 中 有 任意 阶 导数 , 且 ps=P%(0)/k1, k= 
0,1,…, 因 此 , 母 函数 与 取 非 负 整 值 的 离散 型 分 布 相互 叭 
一 决定 , 母 函 数 还 具有 如 下 的 重要 性 质 , 当 的 数学 期 望 
存在 时 ,EX=P'(1); 当 XX 的 方差 有 穷 时 ,varX=P"(1) 十 
P"(1) 一 [P"(1)]*; 任意 ?个 独立 的 非 负 整 值 随机 变量 之 
和 的 母 函 数 ， 是 这 站 个 随机 变量 的 母 函数 的 乘积 设 
及 Xi,X2，… 是 一 列 独立 的 非 负 整 值 随 机 变量 ， 而 且 Xi， 
X,，… 有 相同 的 概率 分 布 ,其 共同 的 母 函 数 为 P(s),v 的 
母 函 数 为 G(s), 则 随机 变量 Y 一 Xi 十 X,+… 十 Xs 的 母 函 
数 为 GL(P(s)) 此 外 , 若 Ev 及 EX, 存在 , 则 EY= Ev.EXi。 

常用 概率 分 布衣 下面 的 表 ( 见 下 页 ) 列 举 了 概率 论 
与 数理 统计 学 中 常用 的 概率 分 布 包括 取 整 数值 的 离散 
型 分 布 及 连续 型 分 布 ), 它们 的 名 称 与 标准 记号 ， 分 布 列 
或 密度 函数 表达 式 及 部 分 密度 函数 的 图 形 ， 相 应 的 数学 


常用 概率 分 布 表 


分 布 名 称 单 点 分 布 (退化 分 布 ) 两 点 分 布 ( 伯 努 和 分布) 对 数 分 布 
人 中 苇 | 。。。 pl 为数 a | ce 下 可 
k=1,2,. 
王强 入 | 四 本 
数学 期 和 ° 2 
方 差 0 pq | 
特征 函数 pe | ae 
附 注 
分 布 名 称 二 页 分 布 BCn, p) 几何 分 布 负 一 项 分 布 (帕斯卡 分 布 ) 
rr _ onefr 十 R 一 1 or 
分 布 列 或 | 。 bm 六 一 (是 )ergr 和 一 pb ho=0,leee erroon 人 Jam 
理 度 本 数 | 0<p<1， gl p, AOL 0<p<L，9-1-b Se 
雷 放 男 数 
遇 咯 路 | 路 
数学 期 望 np ap 了 
方差 npgq ap 好 
特征 函数 (e+peom pl1—qe)™t En) 
1. 着 Xwil…n, 独立 是 有 相同 | 1 工 着 Xuin1l'…r 独立 且 服从 相 


的 两 点 分 布 , 则 六 ,服从 二 项 分 布 


在 负 二 项 分 布 中 ,r 一 1 即 为 此 分 布 。 


同 的 几何 分 布 ， 则 以,X 服从 负 一 项 


附注 | 8 着 和, 分 别 服从 B ny 及，| 有 的 书 中 称 pr 一 qth 一 1,2,… 为 | 分 机 
Bm, p) 且 独 立 ， 则 X 十 Xs 服 | 几何 分 布 2. 有 的 书 中 称 Bn 人 ph， nn 一 r 十 ks 
从 B (m+m, p) hk 一 0,1，… ,为 帕斯卡 分 布 
分 布 名 称 | 超 几何 分 布 治 松 分 布 P() 过 高 其 分布 
En A(x—a)’| 
pA) (NM) NN Vir |- 
分 布 列 或 | 名 (人 (2 Ve ) pb 总 om p(x)=: E | 
密度 函数 | 和， Mn 为 正 整数 ,MS<N，n<N， A>0, ko 0 (ze0), 
max(0,n+ M—N)S<kSmin(n, M) > Ee i>0, o>0 
电 交 和 略 路 略 
数学 期 包 沟 2 
; 
旋 差 NN 2 a 
(MM 
Fn, 一 A _ /lL+oit yw 
特征 函数 证 Cm exp{A(es—1)} oo- 全 
N-—M—nt+l;e’*) 
wil2, 4 b 
附注 | 。 严 (cvBiyiz) 为 超 几 何 汪 数 asm eo 


则 XX 十 芒 : 服 从 (和 十 和) 
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goi 


续 表 


分 布 名 称 均匀 分 布 U[a,6] 正 态 分 布 (高 斯 分 布 ) N (a,0) 柯 西 分 布 CC p) 
| 
/boa) (ogx<b), | 1 《x 一 0)z 入 A 
分 布 列 或 了 (9 一 (其 他 )，| ?Wa | CT 
密度 函数 a<b 为 常数 一 co<x<co,o>0,a 为 实数 x 为 实数 ,42>0, /为 常数 
和 
密度 函数 Ee 1 
图 形 | 
be 
= bo 3 
ss 
数学 期望 3 。 不 存在 
方差 eB a 不 存在 
| 
特征 本 数 | (Bat exp) ito— 诗 ror} exp{ipt—Altl} 
-| 
着 XX 的 分 布丁 数 下 (x) 连续 ， 则 着 i 一 1,2, 服 从 CC h) 且 独 
附注 | Y=F(X) 服从 UC0,1], 即 在 立 , 则 天 十 和 服从 CO 二 ha pt 
50，1 中 均匀 分 布 oo) 
分 布 名 称 对 数 正 态 分 布 伽 玛 (分布 Th 贝塔 (B) 分 布 
Tp+q) os a 
a FOR (a 
rierie (xz>0)，| p(x) ~, 
分 布 列 或 P(x) 一 co 29-fTT | (0<x<1), 
密度 函数 0 (x<0), 
0 (x<0), i (其 他 )， 
o>0, o 为 实数 >0，9q>0 为 常数 
p=4=2 时 
密度 函数 yy 
图 形 
0 1 
| 
| 
oa r 
数学 期 电 exp(o+ 呈 ) | 7 
二 了 pq 
方差 exp (20+oa)(exp as 一 1) 克 proptatiy) 
YT" Tp+q) TDDGD) 
特征 函数 | (G-2) T(p) rptariT OTD 
| 和 下 附和 汉江 二 邓 宙 1. 荐 Xi=1,2， 服 从 T(1,rD) 且 
| “2 7 为 整数 时 , 设 Xi],2,…， | 独立, 则 了 一/(Xs+Xs) 服从 以 
府 。 二 | 闪光 服从 正 老 分 布 No o), 则 | 下 立 县 服从 相同 的 指数 分 布 , 风 | ruvgr 为 参数 的 有 分 布 
了 ~ez 服从 对 数 正 老 分 布 加 所 服从 工分 布 2. 当 户 一 9 一 1/2 时 ,化 为 反正 驴 分 
3. 当 rm/2 时 ,一 112 时 ,化 为 | 市 ' 基 密度 为 /x 一,(0<x< 


| (nm) 分 布 


也 D; 分 布 函数 为 2arc sinW/ x /x 
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续 表 
分 布 名 称 指数 分 布 | 威 布尔 分 布 WW(2, a) 拉 普 拉 斯 分 布 
fhe (x>0), _ fahrentexp(—Ax®) (x>0), 本 
et pe | mk (xe0), | PO BP 人 一 
4>0 为 常数 4>0，a>0 为 常数 | 和 >0， “为 常数 
| 上 
侯 度 函数 | 
图 形 |/ 
| 
数学 期 望 和 Ar(+ 二 ) 
方差 A frre)-[r G+2)]} 2 和 2 
Ed i 
特征 函数 (CPD) 1 了 
一 1 时 为 指数 分 布 ，a 一 2 时 称 为 
附注 | ”指数 分 布 是 T 分 布 的 特殊 情形 | 瑞 利 分 布 。 当 区 服从 指数 分 布 时 ,了 一 
XW= 服从 威 布 尔 分 布 
分 布 名 称 和 分 布 学 生 分 布 t(n) | 丘 分 布 F(m,m) 
| Ws mt 
分 布 列 或 “| p00= msm 
密度 函数 n mim) C20), 
0 (x®0), 
mm 为 正 整数 
De tl =10 n=50 
密度 函数 | We 
图 形 


m=10 m=4 


1=3 时 1 2 
数学 期 望 a | 0 (n>1) | a (">2) 
| 2ni(m+na—2) 
人 | i (>) > 


exp(itx/ n) 


(1—2it) /a ey 


1. 车 Xi=1,2, 服 从 Xm) 分 布 | 


1 设 汪 1，…s Xs 独立 ， 
且 独 立 ， 则 Xs+X: 服从 (msm) 入 大 人 


分 布 Wooo 骨 X 人 二 加 x3 服从 tCn) 
2. 着 X,，…, Xo 独立 且 都 服从 N | 分 布 
《CD , 则 入 服从 ze 分布 2.n 一 1 时 ,化 为 柯 西 分 布 C(1,0) 


| 


| 


车 XX,i==1,2, 独立 且 服从 X*(m) 分 
布 ， 则 - 笼 各 服从 (m,n 分布 
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续 表 
分 布 名 称 由 和 托 分 布 极 值 分 布 Ela, B) 到 加 斯 六 分 布 
1 xX—a ee 
竺 p(x)—B exp xp(— -2 
人 下 | 。 25D] 《> dee| (3 Se EM 
化 度 函数 0 Cx<o)， - 瑟 中 ， +exo(- 王 9)] 
Cds ,a 均 为 实数 ， >0 为 常数 ,a 为 实数 >0 为 常数 
ee 
数学 期 望 2 wD a+7B (7Y 是 欧 拉 常 数 ) 六 
方 关 To >9) 人 四 
特征 函数 eT (1~iBt) fe 
若 X 服 从 柏 雷 托 分 布 ， 参数 为 ma，| 。 若 服从 威 布尔 分 布 厂 (ha)， 则 
附注 了 = -pinXeh+/ 服 从 极 值 分 布 


则 一 于 In 攻 服 从 指数 分 布 


E(u,P) 


分 布 名 称 | 。” 非 中 心 如 分 布 Xs(n, 4) 非 中 心 分 布 t(n,6) 非 中 心 分 布 (mn; 入) 
rep) | pet 
pl)——— rs) 
a T 信 )e+aoeo 第 
mtn 
分 布 列 或 x 电 r(tS-1)( 人 加) ma T(E +k) 
密度 函数 pa Tm a 
x( 结 ) (x>0), 
为 自由 度 ;4>0 为 非 | "为 自由 度 , 6 为 实数 ,是非 中 心 参数 | 2(z) 一 0 (x<0)， 
中 条 最 my 为 二 自由 度 ， 为 非 中 心 参数 
画 话 丽 娄 厂 路 略 
ar( 呈 1: ) 三 
教学 期望 nt Es (2D et} (n>2) 
2 
ER 
ad+ 的 。 or( ms 记 
入 . 莉 a(nt+24) mn-2 一 2 TO mn—2) tn a) [Cm+A) 
+(n—2)(m+24)] (n>4) 
(n>2) 
竺 征 数 | 。 (120 全 exp 人 (2 


到 | 
oo 0， 则 次 并 服从 和 (六 w | 


型 ) 


2. 车 Xi=1,…n， 独 立 且 服从 
(an D, 则 轧 愉 服从 ztn 及)， 


1 一 六 让 


若 针 服从 (8,1),Y 服从 xza(n)， 
X,Y 独立 , 则 | 村 服从 tCn,6) 


闭关 服从 X*(m,4),Y 服从 XX*(n)， 


则 吕 叶 服从 F(mni 


加 


二 ( 


为 由 塔 (B) 
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-et 


函数 。 


为 实数 ， 为 正 束 数 。 (x) 


evue"1du,x>0 为 伽 玛 (T) 函数 。B(m,n) 一 


Tm TCn) 
Tm+tn) 


期 望 与 方差 (如 果 存在 ), 以 及 相应 的 特征 函数 。 另 外 ,还 
加 了 若干 有 用 的 附注 。 表 中 的 X~N(a，o?) 表 示 随 机 变 
量 X 服从 期 望 为 a、 方差 为 0? 的 正 态 分 布 。 
参考 书目 
J. K. Patel, C. H. Kapadia and D. B. Owen, Handbork of 
Statistical Distributions, Marcel Dekker, New York, 1976. 


( 严 士 健 ) 


goililun 

概率 论 (probability theory) ”研究 随机 现象 数 
量规 律 的 数学 分 支 。 随 机 现象 是 指 这 样 的 客观 现象 ， 当 
人 们 观察 它 时 ,所 得 的 结果 不 能 预先 确定 ,而 只 是 多 种 可 
能 结果 中 的 一 种 。 在 自然 界 和 人 类 社会 中 ， 存 在 着 大 量 
的 随机 现象 。 例 如 , 挪 一 硬币 ,可 能 出 现 正面 或 反面 ; 测 
量 一 物体 长 度 ,由 于 仪器 及 观察 受到 环境 的 影响 ,每 次 测 
量 结 果 可 能 有 差异 ;在 同一 工艺 条 件 下 生产 出 的 灯泡 ,其 
寿命 长 短 参差 不 齐 ;等 等 ,这 些 都 是 随机 现象 。 随 机 现象 
的 实现 和 对 它 的 观察 称 为 随机 试验 ， 随 机 试验 的 每 一 可 
能 结果 称 为 一 个 基本 事件 ， 一 个 或 一 组 基本 事件 又 通称 
随机 事件 ,或 简称 事件 事件 的 概率 则 是 衡量 该 事件 发 生 
的 可 能 性 的 量度 。 虽 然 在 一 次 随机 试验 中 发 生 某 个 事件 
是 带 有 偶然 性 的 ， 但 那些 可 以 在 相同 条 件 下 大 量 重复 的 
随机 试验 却 往往 呈现 出 明显 的 数量 规律 性 。 人 们 在 长 期 
实践 中 已 逐步 沉 察 到 某 些 这 样 的 规律 性 ， 并 在 实际 中 应 
用 它 。 例 如 ,连续 多 次 据 一 均匀 的 硬币 ,出 现 正面 的 频率 
(出 现 次 数 与 投 挪 次 数 之 比 ) 随 着 投 据 次 数 的 增加 逐渐 稳 
定 于 1/2。 又 如 , 多 次 测量 一 物体 的 长 度 , 其 测量 结果 的 
平均 值 随 着 测量 次 数 的 增加 ,逐渐 稳定 于 一 常数 ,并 且 诸 
测量 值 大 都 落 在 此 常数 的 近 旁 , 越 远 则 越 少 , 因 之 其 分 布 
状况 呈现 “中 间 大 、 两 头 小 "及 某 种 程度 的 对 称 性 ( 即 近似 
于 正 态 分布 )。 大 数 律 及 中 心 极限 定理 就 是 描述 和 论证 
这 些 规律 性 的 。 在 实际 中 ， 人 们 往往 还 需要 研究 在 时 间 
推进 中 某 一 特定 随机 现象 的 演变 情况 ， 描 述 这 种 演变 的 
就 是 概率 论 中 的 随机 过 程 。 例 如 ， 某 一 电话 交换 台 从 一 
确定 时 刻 起 到 其 后 的 每 一 时 刻 为 止 所 收 到 的 呼唤 次 数 便 
是 一 随机 过 程 。 又 如 ， 微 小 粒子 在 液体 中 因 受 周围 分 子 
的 随机 碰撞 而 形成 不 规则 的 运动 ( 即 市 溉 运动 ) 也 是 一 随 
机 过 程 。 研 究 随机 过 程 的 统计 特性 ， 计 算 与 过 程 有 关 的 
某 些 事件 的 概率 ,特别 是 研究 与 过 程 样本 轨道 ( 即 过 程 的 
一 次 实现 ) 有 关 的 问题 ， 是 现代 概率 论 的 主要 课题 。 总 
之 , 概率 论 与 实际 有 着 密切 的 联系 , 它 在 自然 科学 .技术 
科学 、 社会 科学 、 军事 和 工农 业 生产 中 都 有 广泛 的 应 用 。 
概率 论 还 是 数理 统计 学 的 理论 基础 。 

发 展 简 克 ”概率 论 有 悠久 的 历史 ， 它 的 起 源 与 博弈 
问题 有 关 。16 世纪 , 意大利 的 一 些 学 者 开始 研究 掷 般 子 
等 赌博 中 的 一 些 简单 问题 ， 例 如 比较 掷 两 个 般 子 出 现 总 
点 数 为 9 或 10 的 可 能 性 大 小 。17 世纪 中 叶 , 法 国 数学 
家 BB. 帕 斯 十 ,P.de 费 马 及 荷兰 数学 家 C. 惠 更 斯 基于 排列 
组 合 的 方法 〈 见 组 会 数学 ) 研究 了 一 些 较 复杂 的 赌博 问 
题 ,他 们 解决 了 “合理 分 配 赌注 问题 ”( 即 “得 分 问题 ", 见 


枝 半 )“ 输 光 问 题 "等 等 。 其 方法 不 是 直接 计算 赂 秆 赢 局 

的 概率 ,而 是 计算 期 望 的 启 值 ,从 而 导致 了 现今 称 之 为 孝 
学 期 望 的 概念 (由 惠 更 斯 明确 提出 )。 使 概率 论 成 为 数学 
的 一 个 分 支 的 真正 疯 基 人 则 是 瑞士 数学 家 雅 各 布 第 一 。 

从 努 利 ,他 建立 了 概率 论 中 第 一 个 极限 定理 , 即 伯 努 利 大 
数 律 ;该 定理 断言 ; 设 事件 4 的 概率 P(4)= p(O<p<1)， 
若 m 表 示 前 ”次 独立 重复 试验 中 事件 和 出 现 的 次 数 , 从 
而 n/n 为 事件 A 出 现 的 频率 , 则 当 n>oo 时 ， 

P(|s-a| > 

式 中 为 任 一 正 实数 。 这 一 结果 发 表 于 他 死 后 8 年 
〈1713) 出 版 的 遗 著 k 推 测 术 》X(Ars conjectandi) 中 。 这 里 所 
说 的 事件 的 概率 ,应 理解 为 事件 发 生 的 机 会 的 一 个 测度 ， 

即 公理 化 概率 测度 ( 详 见 后 )。1716 年 前 后 ，A. 棣 英 弗 
对 p=1/2 情形 ,用 他 导出 的 关于 ml 的 浙 近 公式 (nl 

Ba” te。， 即 所 谓 斯 特 林 公式 ) 进一步 证 明了 (加 一 

mp)/WiPCI=P) 渐 近 地 服从 正 态 分 布 (德国 数学 家 C.F 
高斯 于 1809 年 研究 测量 误差 理论 时 重新 导出 正 坊 分 布 ， 

所 以 也 称 为 高 斯 分 布 )。 棣 莫 弗 的 这 一 结果 后 来 被 法 国 
数学 家 P.-S. 拉 普 拉 其 推广 到 一 般 的 p(0<p<1) 的 情 
形 ， 后 世 称 之 为 本 英 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 ,这 是 概率 论 
中 第 二 个 基本 极限 定理 ( 见 中 心 极限 定理 ) 的 原始 形式 。 
拉 普 拉 斯 对 概率 论 的 发 展 贡献 很 大 。 他 在 系统 总 结 前 人 
工作 的 基础 上 , 写 出 了 《概率 的 分 析 理 论 (1812 年 出 版， 

后 又 再 版 6 次 )。 在 这 一 著作 中 ,他 首次 明确 规定 了 概率 
的 古典 定义 (通常 称 为 古典 概率 , 见 概 乎 ), 并 在 概率 论 中 
引入 了 更 有 力 的 分 析 工具 ， 如 差分 方程 \ 母 函数 等 ,从 而 
实现 了 概率 论 由 单纯 的 组 合计 算 到 分 析 方法 的 过 渡 ， 将 - 
概率 论 推 向 一 个 新 的 发 展 阶段 。 拉 普 拉 斯 非常 重视 概率 
论 的 实 著 应 用 ， 对 人 口 统计 学 尤其 感 兴趣 。 继 拉 普 拉 其 
以 后 ， 概 率 论 的 中 心 研究 课题 是 推广 和 改进 伯 和 努 利 大 数 
律 及 杯 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 。 在 这 方面 ,俄国 数学 家 
工 . 开 切 此 雪夫 迈 出 了 决定 性 的 一 步 ，1866 年 他 用 他 所 
创立 的 切 比 雪夫 不 等 式 建立 了 有 关 独立 随机 变量 序列 的 
大 数 律 。 次 年 ， 又 建立 了 有 关 各 阶 绝对 矩 一 致 有 界 的 独 
立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 ;但 其 证 明 不 严格 ， 后 
来 由 A. A. 马尔 可 夫 于 1898 年 补 证 。1901 年 A. M. 手 
亚 普 诺 夫 利 用 特征 函数 方法 ， 对 一 类 相当 广泛 的 独立 随 
机 变量 序列 ， 证 明了 中 心 极限 定理 。 他 还 利用 这 一 定理 
第 一 次 科学 地 解释 了 为 什么 实际 中 直到 的 许多 随机 变量 
近似 服从 正 态 分 布 。 继 李 亚 普 诺 夫 之 后 , A. 丈 .站 钦 、A。 
HH. 林 尔 英 哥 洛 夫 、 了 . 菜 维 及 W. 费 惑 等 人 在 随机 变量 序 
列 的 极限 理论 方面 作出 了 重要 贡献 ,到 20 世纪 30 年 代 ， 

有 关 独 立 随机 变量 序列 的 极限 理论 已 至 完备 .在 此 期 间 ， 

由 于 实际 问题 的 需要 ,特别 是 受 物理 学 的 刺激 , 人 们 开始 
研究 随机 过 程 。 1905 年 A. 爱 因 斯 坦 和 R. 斯 英 卢 堆 夫 斯 基 
各 自 独立 地 研究 了 布衣 运动 。 他 们 用 不 同 的 概率 模型 求 
得 了 运动 质点 的 转移 密度 ,但 直到 1923 年 , N. 维 纳 才 利 
用 三 角 级 数 首次 给 出 了 布 调运 动 的 严格 数学 定义 ， 并 证 
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明了 布朗 运动 轨道 的 连续 性 。 1907 年 马尔 可 夫 在 研究 相 
依 随机 变量 序列 时 ,提出 了 现今 称 之 为 马尔 可 夫 链 ( 见 马 
尔 可 夫 过 程 ) 的 概念 ;而 马尔 可 夫 过 程 的 理论 基础 则 由 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 在 1931 年 所 奠定 。 稍 后 一 些 时 候 , 辛 钦 研究 
了 平稳 过 程 的 相关 理论 (1934)。 所 有 这 些 关于 随机 过 程 
的 研究 ,都 是 基于 分 析 方法 ,即将 概率 问题 化 为 微分 方程 
或 汽 函 分 析 等 问题 来 解决 。 从 1938 年 开始 , 莱 维系 统 深 
入 地 研究 了 布朗 运动 ,取得 了 一 系列 重要 成 果 , 他 充分 利 
用 概率 的 直觉 性 ,将 逻辑 与 直觉 结合 起 来 ,倡导 了 研究 随 
机 过 程 的 一 种 新 方法 ， 即 概率 方法 。 这 种 方法 的 特点 是 
着 眼 于 随机 过 程 的 轨道 性 质 。 莱 维 对 概率 论 的 另 一 重要 
贡献 是 建立 了 独立 增 量 过 程 的 一 般 理论 。 他 的 著作 《随机 
过 程 与 布朗 运动 》(1948) 至 今 仍 是 随机 过 程 理论 的 一 本 
经 典 著作 。 现 代 概 率 论 的 另外 两 个 代表 人 物 是 本 工 . 杜 布 
和 伊 功 清 , 前 者 创立 了 狭 论 ,后 者 创立 了 布朗 运动 的 随机 
积分 理论 。 

在 概率 发 展 史 中 特 别 值得 一 提 的 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 
1933 年 建立 了 概率 论 的 公理 化 体系 。 

概率 论 公 理化 体系 的 建立 ” 早 在 拉 普 拉 斯 给 出 概率 
的 古典 定义 之 前 ， 人 们 就 提出 了 几何 概率 的 概念 ， 这 是 
研究 有 无 穷 多 个 可 能 结果 的 随机 现象 问题 的 ， 著 名 的 布 
丰 ( 曾 译 蒲 丰 ) 投 针 问 题 (1777) 就 是 几何 概率 的 一 个 早期 
例子 。19 世纪 ,几何 概率 逐步 发 展 起 来 。 但 到 19 世纪 末 ， 
出 现 了 一 些 自 相 矛盾 的 结果 。 以 著名 的 贝 特 朗 悖 论 为 例 : 
在 圆 内 任 作 一 弦 ， 求 其 长 超过 圆 内 接 正三 角形 边 长 的 概 
率 。 此 问题 可 以 有 三 种 不 同 的 解 
答 ，@ 由 于 对 称 性 ， 可 预先 指定 
弦 的 方向 。 作 垂直 于 此 方向 的 直 
径 ， 只 有 交 直 径 于 1/4 点 与 3/4 
点 同 的 纺 ， 其 长 才 大 于 内 接 正三 
角形 边 长 。 设 所 有 交点 是 等 可 能 
的 ， 则 所 求 概率 为 /2( 图 1a) @ 
由 于 对 称 性 ， 可 预先 固定 弦 的 一 
端 。 仅 当 弦 与 过 此 端点 的 切线 的 
交角 在 60" 一 120" 之 间 , 其 长 才 合 
平 要 求 。 设 所 有 方向 是 等 可 能 的 ， 
则 所 求 概率 为 1/3( 图 1b)。@ 弦 
被 其 中 点 位 置 唯一 确定 。 只 有 当 
弦 的 中 点 落 在 半径 缩小 了 一 半 的 
同心 圆 内 ， 其 长 才 合乎 要 求 。 设 
中 点 位 置 都 是 等 可 能 的 ， 则 所 求 
概率 为 1/4( 图 1c)。 这 个 问题 之 
所 以 有 不 同 解答 ， 是 因为 当 一 随 
机 试验 有 无 穷 多 个 可 能 结果 时 ， 
有 时 很 难 客观 地 规定 “等 可 能 "这 | 
一 概念 。 这 反映 了 几何 概率 的 逻 
辑 基础 是 不 够 严密 的 。 几 何 概率 e 
这 类 问题 说 明了 拉 普 拉 斯 关于 概 。 天 1 贝 特 遇 社论 的 
率 的 古典 定义 带 有 很 大 的 局 限 三 种 解答 


252 


性 。 当 严密 的 概率 公理 化 系统 建立 后 ， 几 何 概率 才能 健 
康 地 发 展 且 有 广泛 的 应 用 。 

虽然 到 了 19 世纪 下 半 叶 ,概率 论 在 统计 物理 学 中 的 
应 用 及 概率 论 的 自身 发 展 已 突破 了 概率 的 古典 定义 ， 但 
关于 概率 的 一 般 定义 则 始终 未 能 明确 化 和 严格 化 。 这 种 
情况 既 严 重 阻碍 了 概率 论 的 进一步 发 展 和 应 用 ， 又 落后 
于 当时 数学 的 其 他 分 支 的 公理 化 潮流 。1900 年 ,D. 希 尔 
伯 特 在 世界 数学 家 大 会 上 公开 提出 了 建立 概率 论 公理 化 
体系 的 问题 ,最 先 从 事 这 方面 研究 的 是 日 . 席 加 莱 、 衣 . 波 
莱 尔 及 C. H. 伯 思 斯 坦 。 关于 概率 论 与 测度 论 有 联系 这 
一 重要 思想 就 出 自 波 莱 尔 。 伯 恩 斯 坦 于 1917 年 构造 了 概 
率 论 的 第 一 个 公理 化 体系 。20 年 代 以 后 , 相继 出 现 了 J 
M. 凯恩斯 及 R. von 未 泽 斯 等 人 的 工作 凯恩斯 主张 把 任 
何 命题 都 看 作 是 事件 。 例 如 ,“ 明 天 将 下 雨 ",“ 土 星 上 有 生 
命 ",“ 某 出 土 文物 是 某 年 代 的 产品 "， 等 等 。 他 把 一 事件 
的 概率 看 作 是 人 们 根据 经 验 对 该 事件 的 可 信 程度 ， 而 与 
随机 试验 没有 直接 联系 ,因此 ,通常 称 为 主观 概率 。 从 凯 
思 斯 起 ,对 主观 概率 提出 了 几 种 公理 体系 ,但 没有 一 种 堪 
称 权 威 。 也 许 ， 主 观 概率 的 最 大 影响 不 在 概率 论 领域 自 
身 , 而 在 数理 统计 学 中 近年 来 出 现 的 贝 叶 斯 统计 学 派 。 和 
主观 概率 学 派 相 对 立 的 是 以 米 泽 斯 为 代表 的 概率 的 频率 
理论 学 派 。 米 泽 斯 把 一 事件 的 概率 定义 为 该 事件 在 独立 
重复 随机 试验 中 出 现 的 频率 的 极限 ， 并 把 此 极限 的 存在 
性 作为 他 的 第 一 条 公理 。 他 的 第 二 条 公理 是 ,对 随机 选取 
的 子 试验 序列 ， 事 件 出 现 的 频率 的 极限 也 存在 并 且 极限 
值 相等 。 

严格 说 来 ， 这 第 二 条 公理 没有 确切 的 数学 含义 。 因 
此 ， 这 种 所 谓 公理 化 在 数学 上 是 不 可 取 的 。 此 外 ， 象 某 
个 事件 在 一 独立 重复 试验 序列 中 出 现 无 穷 多 次 这 一 事件 
的 概率 ,在 米 泽 斯 理论 中 是 无 法 定义 的 ,这 种 频率 法 的 理 
论 依 据 是 强大 数 律 ， 它 具有 较 强 的 直观 性 ， 易 为 实际 工 
作者 和 物理 学 家 所 接受 。 但 随 着 科学 的 进步 ， 它 又 已 逐 
渐 被 绝 大 多 数 物理 学 家 所 抛弃 。 

20 世 纪 初 完成 的 勒 贝 格 测度 ( 见 测度 论 ) 和 勒 风格 可 
分 理论 以 及 随后 发 展 起 来 的 抽象 测度 和 积分 理论 ， 为 概 
率 论 公理 体系 的 确立 商定 了 理论 基础 。 人 们 通过 对 概率 
论 的 两 个 最 基本 的 概念 即 事件 与 概率 的 长 期 研究 ， 发 现 
事件 的 运算 与 集合 的 运算 完全 类 似 ， 概 率 与 测度 有 相同 
的 性 质 。 到 了 30 年 代 , 随 着 大 数 律 研究 的 深入 , 概率 论 
与 测度 论 的 联系 愈 来 愈 明 显 。 例 如 强 、 弱 大 数 律 中 的 收 
伍 性 ( 见 概率 论 中 的 收效 ) 与 测度 论 中 的 几乎 处 处 收敛 及 
依 测度 收敛 完全 类 似 。 在 这 种 背景 下 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 
1933 年 在 他 的 《概率 论 基础 y 一 书 中 第 一 次 给 出 了 概率 的 
测度 论 式 的 定义 和 一 套 严密 的 公理 体系 。 这 一 公理 体系 
着 眼 于 规定 事件 及 事件 概率 的 最 基本 的 性 质 和 关系 ， 并 
用 这 些 规定 来 表明 概率 的 运算 法 则 。 它 们 是 从 客观 实际 
中 抽象 出 来 的 , 既 概 括 了 概率 的 古典 定义 .几何 定义 及 频 
率 定义 的 基本 特性 ,又 避免 了 各 自 的 局 限 性 和 含混 之 处 。 
这 一 公理 体系 一 经 提出 ， 便 迅速 获得 举世 的 公认 。 它 的 


出 现 , 是 概率 论 发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 ,为 现代 概率 论 的 
莲 勃 发 展 打下 了 坚实 的 基础 。 

现代 概率 论 的 内 容 由 于 科学 技术 中 许多 实际 问题 
的 推动 以 及 概率 论 逻 辑 基础 的 建立 ,概率 论 从 20 世纪 30 
年 代 以 来 得 到 了 迅速 的 发 展 。 

目前 其 主要 研究 内 容 大 致 可 分 为 极限 理论 ， 独 立 增 
量 过 程 , 马尔 可 夫 过 程 , 平稳 过 程 和 时 间 序列 , 靳 和 随机 
微分 方程 ,点 过 程 等 。 此 外 , 包括 组 合 概率 (用 组 合 数学 
方法 解决 只 涉及 有 限 个 基本 事件 的 概率 问题 )、 几 何 概率 
等 在 内 的 一 些 属于 古典 范畴 的 问题 ， 至 今 仍 有 人 在 继续 
研究 ,并 有 新 的 发 展 。 

极限 理论 是 研究 与 随机 变量 序列 或 随机 过 程序 列 的 
收敛 性 有 关 的 问题 的 理论 。20 世纪 30 年 代 以 后 ， 有 关 
随机 变量 序列 的 极限 理论 (主要 是 中 心 极限 定理 ) 的 研 
究 ， 是 将 独立 序列 情形 的 结果 推广 到 靳 差 序 列 和 更 一 般 
的 弱 相依 序列 等 情形 , 以 及 研究 收敛 速度 问题 。 近 年 来 ， 
由 于 统计 力学 的 需要 ， 人 们 开始 研究 强 相依 随机 变量 序 
列 的 非 中 心 极限 定理 。 

自 1951 年 M. 唐 斯 克 提出 不 变 原 理 ( 见 随机 过 程 的 
极限 定理 ) 后 ,有 关 随机 过 程序 列 的 弱 收 敛 的 研究 成 了 极 
限 理论 的 一 个 中 心 课题 。1O. B. 普罗 签 洛 夫 及 A. B. 斯 
科 罗 霍 德 在 这 方面 作出 了 最 主要 的 贡献 。1964 年 V. 斯 
特 拉 森 的 工作 出 现 后 ， 引 起 了 有 关 随 机 过 程序 列 的 强 收 
伊 的 研究 ,这 就 是 强 不 变 原理 。 近 年 来 , 鞭 论 方法 已 闯 透 
到 这 一 领域 ， 使 许多 经 典 结果 的 证 明 得 到 简化 和 统一 处 
理 ， 并 且 还 导致 一 些 新 的 结果 。 

人 们 最 早 知道 的 独立 增 量 过 程 是 在 物理 现象 中 观察 
到 的 布朗 运动 和 泊 松 过 程 ,一 般 的 独立 增 量 过 程 的 研究 ， 
归功 于 莱 维 , 它 在 20 世纪 40 年 代 已 至 成 熟 ,在 这 些 研究 
中 ,包含 了 许多 重要 的 方法 和 概念 ,概率 论 的 许多 近代 研 
究 课题 都 直接 或 间接 地 受 其 启发 与 影响 。 

在 实际 中 遇 到 的 很 多 随机 现象 有 如 下 的 共同 特性 ， 
它 的 未 来 的 演变 ， 在 已 知 它 目前 状态 的 条 件 下 与 以 往 的 
状况 无 关 。 描 述 这 种 随时 间 推 进 的 随机 现象 的 演变 模型 
就 是 马尔 可 夫 过 程 。 

20 世纪 50 年 代 以 前 ， 研 究 马尔 可 夫 过 程 的 主要 工 
具 是 微分 方程 和 半 群 理论 〈 即 分 析 方 法 )， 1936 年 前 后 
就 开始 探讨 马尔 可 夫 过 程 的 轨道 性 质 ， 直 到 把 微分 方程 
和 半 群 理论 的 分 析 方法 同 研究 轨道 性 质 的 概率 方法 结合 
运用 ， 才 使 这 方面 的 斌 究 工作 进一步 深化 ， 并 形成 了 对 
轨道 分 析 必 不 可 少 的 强 马尔 可 夫 性 概念 。1942 年 , 伊藤 
清 用 他 创立 的 随机 积分 和 随机 微分 方程 理论 来 研究 一 类 
特殊 而 重要 的 马尔 可 夫 过 程 一 一 扩散 过 程 ， 开 辟 了 研究 
马尔 可 夫 过 程 的 又 一 重要 途径 。 近 年 来 ， 款 论 方法 也 已 
渗透 到 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ， 它 与 随机 微分 方程 结合 
在 一 起 ,已 成 为 目前 处 理 多 维 扩散 过 程 的 工具 。 此 外 , 马 
尔 可 夫 过 程 与 分 析 学 中 的 位 势 论 有 密切 的 联系 。 对 马尔 
可 夫 过 程 的 研究 ,推动 了 位 势 理 论 的 发 展 ,并 为 研究 偏 微 
分 方程 提供 了 概率 论 的 方法 。 最 近 十 多 年 发 展 起 来 的 吉 


布 斯 随机 场 和 无 穷 柱子 随机 系统 ， 是 由 于 统计 物理 的 需 
要 而 提出 的 。 

许多 自然 的 和 生产 过 程 中 的 随机 现象 表现 出 某 种 平 
稳 性 。 一 种 平稳 性 是 过 程 在 任意 一 些 时 刻 上 的 联合 概率 
分 布 随时 间 推移 不 变 ， 这 种 平稳 性 称 为 严 平稳 性 。 严 平 
稳 过 程 的 研究 与 遍历 理论 有 密切 的 联系 。 如 果 上 述 对 概 
系 分 布 的 要 求 放 宽 为 仅 对 二 阶 相关 和 矩 的 要 求 ， 即 过 程 在 
任意 两 时 刻 上 的 协 方差 随时 间 推移 不 变 ， 则 称 这 种 平稳 
性 为 宽 平稳 性 。 关 于 宽 平 稳 过 程 的 研究 , 辛 钦 . 柯 尔 英 哥 
洛 夫 和 维 纳 等 人 运用 传 里 叶 分 析 和 泛 函 分 析 的 工具 ， 在 
40 年 代 已 经 找 出 了 过 程 的 相关 函数 及 过 程 本 身 的 谱 分 
解 式 ， 并 且 较 完满 地 解决 了 有 应 用 意义 的 预测 问题 。 许 
多 应 用 问题 还 要 求 根据 观测 数据 去 建立 这 些 数 据 所 来 自 
的 随机 过 程 的 模型 ,为 此 产生 了 时 间 序列 分 析 这 一 课题 
提出 了 宽 平 稳 序列 的 自 回归 滑动 平均 (ARMA) 模 型 以 及 
一 些 非 线性 模型 。 

鞭 是 另 一 类 重要 的 随机 过 程 。 从 20 世 纪 30 年 代 起 ， 
茉 维 等 人 就 开始 研究 鞭 序 列 ， 把 它 作为 独立 随机 变量 序 
列 的 部 分 和 的 推广 。40 年 代 到 50 年 代 初 ， 杜 布 对 鞭 进 
行 了 系统 的 研究 ,得 到 有 名 的 扫 不 等 式 、 停 止 定理 和 收敛 
定理 等 重要 结果 。1962 年 ，P. A. 迈 耶 解 决 了 杜 布 提出 
的 连续 时 间 的 上 狱 分 解 为 鞭 及 增 过程 之 差 的 问题 。 在 解 
决 这 个 问题 的 过 程 中 ,出 现 了 很 多 新 鲜 而 深刻 的 概念 ,使 
蒜 和 随机 过 程 一 般 理论 的 内 容 大 大 丰富 起 来 。 鞭 的 研究 
丰富 了 概率 论 的 内 容 ， 并 引起 人 们 用 它 所 提供 的 新 方法 
新 概念 对 概率 论 中 许多 经 典 的 内 容重 新 审议 ， 把 以 往 认 
为 是 复杂 的 东西 纳入 氛 论 的 框架 而 加 以 简化 。 此 外 ， 利 
用 上 挝 的 分 解 定理 ， 可 以 把 伊 萃 清 的 对 布朗 运动 的 随机 
积分 推广 到 对 一 般 狱 乃 至 半 鞭 的 随机 积分 ! 因 而 ,更 一 般 
的 随机 微分 方程 的 研究 也 随 之 发 展 。 随 机 微分 方程 理论 
不 仅 可 以 用 来 研究 马尔 可 夫 过 程 ， 它 还 是 解决 小 小 问题 
的 必要 工具 。 最 近 出 现 的 流 形 上 的 随机 微分 方程 又 和 微 
分 几何 及 分 析 力学 的 研究 发 生 了 密切 的 联系 。 鞭 论 还 对 
本 学 科 以 外 的 位 势 理论 、 调 和 分 析 及 复 变 函 数论 等 提供 
了 有 用 的 工具 。 

点 过 程 是 从 所 谓 计 数 过 程 发 展 出 来 的 ， 它 们 的 特点 
是 ， 可 用 落 在 不 相 重重 的 集合 上 的 随机 点 数目 的 联合 概 
率 分 布 来 刻画 整个 过 程 的 概率 规律 。 最 基本 的 计数 过 程 
是 泊 松 过 程 , 1943 年 , C. 帕 尔 姆 将 它 作 为 最 简单 的 输入 
流 应 用 于 研究 电话 业务 问题 ; 1955 年 ， 辛 钦 又 以 严密 的 
数学 观点 作 了 整理 和 发 展 。 

在 60 年 代 以 前 ,点 过 程 的 研究 主要 限于 泊 松 过 程 及 
其 推广 的 过 程 。 以 后 ， 由 于 大 量 实际 问题 的 需要 以 及 随 
机 测度 论 和 现代 考 论 的 推动 ， 进 一 步 把 实 轴 上 的 点 过 程 
《 即 计数 过 程 ) 推 广 到 一 般 的 可 分 完备 度量 空间 上 ， 在 内 
容 和 方法 上 都 有 根本 性 的 进展 。 

应 用 概率 论 的 发 展 史 说 明了 理论 与 实际 之 间 的 密 
切 关 系 。 许 多 研究 方向 的 提出 ， 归 根 到 底 是 有 其 实际 背 
景 的 。 反 过 来 , 当 这 些 方向 被 深入 研究 后 ,又 可 指导 实践 ， 
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进一步 扩大 和 深化 应 用 范围 。 概 率 论 作 为 数理 统计 学 的 
理论 基础 是 尽 人 皆 知 的 。 下 面 简 路 介绍 一 下 概率 论 本 身 
在 各 方面 的 应 用 情况 。 

在 物理 学 方面 ,高 能 电子 或 核子 穿 过 吸收 体 时 ,产生 
级 联 ( 或 倍增 ) 现 象 ,在 研究 电子 -光子 级 联 过 程 的 起 伏 问 
题 时 ,要 用 到 随机 过 程 , 常 以 泊 松 过 程 、 弗 瑞 过 程 或 波 伊 
亚 过 程 作为 实际 级 联 的 近似 ,有 时 还 要 用 到 更 新 过 程 ( 见 
点 过 程 ) 的 概念 。 当 核子 穿 到 吸收 体 的 某 一 深度 时 , 则 可 
用 扩散 方程 来 计算 核子 的 概率 分 布 。 物 理学 中 的 放射 性 
衰变 ， 粒 子 计数 器 ， 原 子 核 照相 乳胶 中 的 径 迹 理论 和 原 
子 核反应 堆 中 的 问题 等 的 研究 ， 都 要 用 到 泊 松 过 程 和 更 
新 理论 。 满 流 理论 以 及 天 文学 中 的 星云 密度 起 伏 、 辐 身 
传递 等 研究 要 用 到 随机 场 的 理论 。 探 讨 太阳 黑子 的 规律 
及 其 预测 时 , 时间 序 列 方法 非常 有 用 。 

化 学 反应 动力 学 中 ， 研 究 化 学 反应 的 时 变 率 及 影响 
这 些 时 变 率 的 因素 问题 ， 自 动 催化 反应 , 单 分 子 反 应 , 双 
分 子 反应 及 一 此 连锁 反应 的 动力 学 模型 等 ， 都 要 以 生 丈 
过 程 ( 见 马 尔 可 夫 过 程 ) 来 描述 。 

随机 过 程 理论 所 提供 的 方法 对 于 生物 数学 具有 很 大 
的 重要 性 ,许多 研究 工作 者 以 此 来 构造 生物 现象 的 模型 。 
研究 群体 的 增长 问题 时 ,提出 了 生 灭 型 随机 模型 ,两 性 增 
长 模型 ,群体 问 竞争 与 生 刻 模型 ,群体 迁移 模型 ， 增 长 过 
程 的 扩散 模型 等 等 。 有 些 生物 现象 还 可 以 利用 时 间 序 列 
模型 来 进行 预报 。 传 染病 流行 问题 要 用 到 具有 有 限 个 状 
态 的 多 变量 非 线性 生 灭 过 程 。 在 遗传 问题 中 ， 着 重 研究 
群体 经 过 多 少 代 遗传 后 ， 进 入 某 一 固定 类 和 首次 进入 此 
固定 类 的 时 间 , 以 及 最 大 基因 频率 的 分 布 等 。 

"许多 服务 系统 ,如 电话 通信 , 船舶 装 印 , 机 器 损 修 , 病 
人 候诊 ,红绿灯 交换 , 存货 控制 ,水库 调度 , 购 货 排队 ， 等 
等 ， 都 可 用 一 类 概率 模型 来 描述 。 这 类 概率 模型 涉及 的 
过 程 叫 排队 过 程 ， 它 是 点 过 程 的 特例 。 排 队 过 程 一 般 不 
是 马尔 可 夫 型 的 。 当 把 顾客 到 达 和 服务 所 需 时 间 的 统计 
规律 研究 清楚 后 ,就 可 以 合理 安排 服务 点 。 

在 通信 、 雷 达 探测 ,地震 探测 等 领域 中 ， 都 有 传递 信 
号 与 接收 信号 的 问题 。 传 递 信号 时 会 受到 噪声 的 干扰， 
为 了 准确 地 传递 和 接收 信号 ， 就 要 把 干扰 的 性 质 分 析 清 
楚 , 然 后 采取 办 法 消除 干扰 。 这 是 信息 论 的 主要 目的 。 品 
声 本 身 是 随机 的 ， 所 以 概率 论 是 信息 论 研究 中 必 不 可 少 
的 工具 。 信 息 论 中 的 渡 波 问题 就 是 研究 在 接收 信号 时 如 
何 最 大 限度 地 消除 噪声 的 干扰 ， 而 编码 问题 则 是 研究 采 
取 什么 样 的 手段 发 射 信号 ， 能 最 大 限度 地 抵抗 干扰 。 在 
空间 科学 和 工业 生产 的 自动 化 技术 中 需要 用 到 信息 论 和 
控制 理论 ,而 研究 带 随机 干扰 的 控制 问题 ,也 要 用 到 概率 
论 方法 。 

概率 论 进 入 其 他 科学 领域 的 趋势 还 在 不 断 发 展 。 值 
得 指出 的 是 ， 在 纯 数学 领域 内 用 概率 论 方法 研究 数论 问 
题 已 经 有 很 好 的 结果 。 在 社会 科学 领域 ， 特 别 是 经 济 学 
中 研究 最 优 决策 和 经 济 的 稳定 增长 等 问题 ， 也 大 量 采用 
概率 论 方法 。 正 如 拉 普 拉 斯 所 说 “生活 中 最 重要 的 问 
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题 ,其 中 绝 大 多 数 在 实质 上 只 是 概率 的 问题 。 
参考 书目 
J.L. Doob, Stochastic Processes, John Wiley & Sons, 
New York, 1953. 
M. Loeve, Probability Theory, 4th ed., Springer-Verlag， 
New York, 1978. 
严 士 健 、 王 信号、 刘 秀 芳 著 : < 概率 论 基础 >, 科学 出 版 社 , 北京， 


1982。 
( 王 寿 仁 ) 


gaililun zhong de shoulion 
概率 论 中 的 收敛 (convergence in probability 
theory) ”概率 论 中 的 极限 定理 和 数理 统计 学 中 各 种 
统计 重 的 极限 性 质 ， 都 是 按 随机 变量 序列 的 各 种 不 同 的 
收敛 性 来 研究 的 。 

设 {Xsm>>1} 是 概率 空间 (9，G9, P)( 见 概率 ) 上 的 随 
机 变量 序列 ,从 随机 变量 作为 可 测 函 数 看 ,常用 的 收敛 概 
念 有 以 下 几 种 ， 

以 概 奉 1 收 煞 若 P(limXns=X)= 1， 则 称 {Xw， 
?> 1} 以 概率 1 收 你 于 X。 强 大 数 律 ( 见 大 数 伴 ) 就 是 阐明 
事件 发 生 的 频率 和 样本 观测 值 的 算术 平均 分 别 以 概 率 1 
收敛 于 该 事件 的 概率 和 总 体 的 均值 。 以 概率 1 收敛 也 常 
称 为 几乎 必然 ( 简 记 为 Q.s, ) 收 化 ， 它 相当 于 测度 论 中 的 
几乎 处 处 ( 简 记 为 a.e. 收敛 。 

依 概 第 收 禾 ”车 对 任 一 正 数 e， 都 有 lim P (|X 一 
X| 之 5)=0, 则 称 {Xn,n 之 1} 依 概率 收敛 于 X。 它 表明 随 
机 变量 X。 与 X 发 生 较 大 偏差 (>s) 的 概率 随 n 无 限 增 大 
而 趋 于 等 。 概 率 论 中 的 伯 努 利 大 数 律 就 是 最 早 阐明 随机 
试验 中 某 事件 A 发 生 的 频率 依 概率 收敛 于 其 概率 P(A) 
的 。 依 概率 收敛 相当 于 测度 论 中 的 依 测度 收敛 。 

7 阶 平 均 收效 对 + 之 1, 车 XX 的 r 阶 绝对 短 
( 见 纸 ) 的 极限 lim E|Xn 一 X|" 一 0, 则 称 {Xnom> 1)7 阶 平 
均 收敛 于 XX。 特 别 , 当 r=1 时 ， 称 为 平均 收 化 ; 当 r= 2 
时 , 称 为 均 方 收 伍 , 它 在 宽 平稳 过 程 ( 见 平稳 过 程 ) 理 论 中 
是 一 个 常用 的 概念。 

列 收 效 ” 设 X。 的 均值 都 是 有 限 的 , 若 对 任 一 有 界 随 
机 变量 了 都 有 lim EX 一 EXY， 则 称 {X。, n 之 1) 弱 收 仑 
于 X。 由 平均 收 伊 可 以 推出 弱 收 敛 。 

从 随机 变量 的 分 布 函数 ( 见 概 系 分 布 ) 看 ， 常 用 的 有 
如 下 收敛 概念 。 

分 布 弱 收 化 。” 设 F。、 下 分 别 表示 随机 变量 X。、X 的 
分 布 函 数 ， 若 对 下 的 每 一 个 连续 点 都 有 lim Fn (x) ~ 
F(x), 则 称 Xa 的 分 布 F。 弱 收敛 于 X 的 分 布 ， 也 称 X。 
依 分 布 收 敛 于 X。 分 布 弱 收敛 还 有 各 种 等 价 条 件 , 例 如 ， 
对 任 一 有 界 连续 函数 人 x)， 

lm foxyaracz)= fe)aF dr), 


分 布 弱 收敛 是 概率 论 和 数理 统计 中 经 常用 到 的 一 种 收敛 
性 。 中 心 极限 定理 就 是 讨论 随机 变量 序列 的 标准 化 部 分 
和 依 分 布 收敛 于 正 态 随机 变量 的 定理 。 大 样本 统计 中 也 


要 讨论 各 种 统计 量 依 分 布 收敛 的 问题 。 

分 布 淡 收 化 ” 设 {Fa(X),n 之 1) 为 分 布 函数 列 ， 而 
了 (zx) 为 一 非 降 右 连续 函数 (不 一 定 是 分 布 函 数 )， 若 对 
(x) 的 每 一 个 连续 点 * 都 有 lim Fn (x) = 了 (xz)， 则 称 
也 谈 收敛 于 下。 二 

上 述 各 种 收敛 之 间 有 如 下 蕴含 关系 (4 一 B 表 示 由 4 
可 推出 B), 若 r'=r>1, 则 有 : 


7 阶 平均 收敛 以 概率 1 收敛 
7 阶 平均 收敛 a 
区 以 作 写 依 概 率 收敛 
弱 收 敛 依 分 布 收敛 
分 布 淡 收敛 。 


此 外 , 依 最 率 收敛 于 常数 与 依 分 布 收敛 于 常数 是 等 价 的 。 
当 Xo = 寥 风 是 独立 随机 变量 序列 (yy,j> 1 的 部 分 和 


时 ，X。 依 分 布 收敛 、 依 概率 收敛 和 以 概率 1 收敛 三 者 是 
等 价 的 。 
随 着 概率 论 的 发 展 ， 上 述 收敛 概念 还 推广 到 取 值 于 
一 般 可 测 空 间 ( 见 测度 论 ) 的 随机 元 ( 见 随机 过 程 ) 序 列 的 
各 种 收敛 性 。 例 如 随机 过 程序 列 的 分 布 弱 收 敛 ( 见 随机 
过 程 的 极限 定理 )， 巴 拿 林 空间 随机 元 序列 的 收敛 等 。 
参考 书目 


严 士 健 、 王 舍 驴 , 刘 秀 芳 着 ;< 概率 论 基础 科学 出 版 社 ,北京 ， 
1982。 
( 汪 吉 网 ) 


gallu shulun 
概率 数论 (probabilistic number theory) 
研究 数论 函数 的 分 布 同 题 。 概 率 数论 开始 于 1917 年 
G. H. 哈代 与 S.A. 拉 马 努 金 关于 数论 函数 wn) 的 研究 。 
此 处 wm) 表示? 的 不 同 素 因子 的 个 数 ,例如 w(1)= 0， 
w(2)=1, w(20)=2,w(30)=3。 对 于 任意 的 k， 当 nn 
为 上 个 不 同 素数 之 积 时 ， 有 wu(n)=k。 特 别 ， 当 m= 为 
素数 时 ， 有 w(P)= 1。 所 以 w(n) (n=1, 2，…) 的 分 布 很 
不 规则 , 它 可 以 取 任意 大 的 整数 值 ， 而 又 无 穷 多 次 取 值 1 
及 2, 3 等 。 因 此 ， 研 究 w(m) 的 值 分 布 就 从 研究 w(m) 在 
区 间 [1,x] 中 的 期 望 值 入 手 ,其 中 x* 是 大 于 或 等 于 2 的 整 
数 。 命 A 表示 区 间 [1, x] 中 为 上 所 整除 的 整数 组 成 的 
集合 ,，P。(4) 表示 4 的 概率 。 例 如 当 x= 100 时 ， 
P.(4J)= = 二 ，P. (4 一 5。 
一 般 说 来 ， 
Pao- 站 [让 
假定 p、9 为 互 异 的 素数 , 则 An hu= 4ye， 所 以 当 x 充 
Ge 1[ 兴 I 1 1 
zx 
PC4sn4o= 这 [而 ]=ms 关 [二 ] [于 ] 
一 Po(4)P。(4e)。 
这 说 明 当 n 在 区 间 [1, z] 中 随机 选取 时 ， 事 件 A 与 he 


概 
是 渐 近 独立 的 ， 所 以 um) 在 [1, 妇 中 的 期 望 人 为 
1rx 
及 P-(4o)- 为 二 ]， 
它 浙 近 池 等 于 导语 之 Inlnx( 见 素数 分 市)。 
命 yly) 为 任何 当 y 趋 于 无 穷 时 亦 趋 于 无 穷 的 函数 ， 
则 limx ?Ns(n, lo(n)—Inlnx|>y(x)(InlInx)"/) 一 0。 


这 就 说 明 在 w(n) (1<n<x) 中 ;只 有 极 少 数 是 偏离 
In ln x 的 。 

1934 年 , P. 图 兰 进而 证 明了 

Eom -Ininx)=0(xInInz), 

1939 年 P. 爱 尔 特 希 与 M. 卡 茨 发展 了 P. 图 兰 的 方法 ， 
证 明了 中 心 极限 定理 , 命 f(n) 为 适合 |fK(p)1<1 的 强加 
性 函数 。 所 谓 强加 性 函数 , 即 当 (msn)=1 时, f(m,n)= 
Tm)+f(n), 且 fp*)=f(p)(k=1,2,…)。 又 命 A(x)= 


flp) fp 
及 于 BY)- 轩 (一) 。 假定 B(x) ->oo ( 当 
x>co 时 ), 则 


em Gd 
并 称 之 为 爱 尔 特 希 - 卡 区 定理 。 
当 取 fn)=w(n), 则 得 


<z) -| sa 


a on) 一 In lnx 
lm Nn AE ) 
”ed 


在 概率 数论 方面 作 过 重要 贡献 的 还 有 也 库 比 利 乌 
斯 M. B. 巴 班 .A. 温 特 纳 和 P. D.T. A. 埃 利 奥 特等 人 。 

参考 书目 
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goilu tongji jisuon 
概率 统计 计算 (probabilistic and statistical 
computing) 又 称 计算 概率 统计 ， 是 概率 论 、 数 理 
统计 、 计 算数 学 和 计算 机 科学 等 学 科 之 间 的 一 个 交叉 性 、 
边缘 性 、 应 用 性 的 学 科 分 支 , 研 究 如 何 根据 实际 问题 提出 
来 的 要 求 ， 利 用 概率 论 、 数 理 统计 中 提供 的 概率 统计 模 
型 ,对 试验 观测 数据 或 随机 模拟 数据 进行 统计 分 煌 处 理 ， 
给 出 实际 问题 性 质 的 统计 描述 、 统 计 控 制 或 统计 预测 的 
数值 结果 。 

概率 统计 计算 应 用 广泛 ， 发 展 很 快 。 研 究 的 主要 领 
域 包括 随机 数据 的 统计 分 析 计算 、 概 率 统计 模型 的 随机 
模拟 计算 及 它们 在 数字 计算 机 上 的 具体 计算 实现 的 程序 
包 研 制 等 三 个 相互 关联 的 方面 。 

随机 数据 的 统计 分 析 计 算 ”在 计算 机 上 ， 对 实际 问 
题 中 给 出 的 一 组 试验 观测 数据 或 概率 统计 模型 的 随机 模 
拟 数 据 zi，zay…，zo 进行 分 析 计算 。 这 里 , x, = (zay 
asom)"(i=1,2,…sm3m>1), 表 示 在 第 i 次 试验 中 
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goi 


或 第 i 次 模拟 中 得 到 的 观测 数据 ,可 以 是 一 个 标量 (m= 
1), 也 可 以 是 一 个 向 量 (m>>1)。 根据 所 合 变 量 个 数 
m 的 不 同 (m=1 或 m>1) 和 各 次 观测 模拟 之 间 是 否 统计 
相关 或 相互 独立 ， 在 分 析 计算 时 使 用 不 同 的 概率 统计 模 
型 和 不 同 的 概率 统计 算法 。 对 各 次 观测 或 模拟 间 相 互 独 
立 的 随机 数据 ,有 一 元 (m=1) 和 多 元 (m>>1) 统 计 分 析 计 
算 之 分 ;对 相关 性 的 观测 数据 ,有 处 理 平稳 随 宙 数据 的 数 
字 时 间 序 列 分 析 计 算 ， 处 理 突 发 随机 事件 的 随机 点 过 程 
计算 ， 处 理 状态 离散 的 马尔 可 夫 链 计算 和 处 理 各 种 观测 
系统 的 数字 亡 波 计算 等 。 

对 一 组 给 定 的 随机 观测 数据 {z,} 进行 统计 分 析 计 
算 ， 重 要 的 是 选择 恰当 的 概率 统计 模型 和 有 效 的 进行 统 
计 分 析 计算 的 算法 。 以 对 多 元 数据 进行 统计 分 析 计算 为 
例 , 目的 各 有 不 同 , 有 的 要 求 对 观测 变量 之 间 进 行 调整 ， 
使 它们 之 间 可 以 进行 平衡 和 便于 比较 ， 有 的 要 求 在 不 影 
响 结果 的 精度 和 可 靠 度 的 条 件 下 ,降低 观测 数据 的 维 数 ， 
化 简 问题 的 结构 ;有 的 要 求 按照 一 定 的 标准 ,对 数据 进行 
分 类 或 分 组 ;有 的 要 求 给 出 观测 数据 的 方程 或 方程 组 ,用 
这 类 模型 解释 因 变 量 的 变异 ， 预 测 系统 的 未 来 可 能 取 值 
等 等 。 因 此 ,在 多 元 分 析 计算 中 ,不 仅 要 明确 进行 分 析 计 
算 的 目的 和 观测 数据 {z4} 自身 的 一 些 性 质 和 特点 ， 而 且 
还 要 了 解 各 种 不 同 的 多 元 统计 分 析 模 型 及 其 相应 算法 的 
特点 。 在 多 元 统计 分 析 计算 中 ， 进 行 统计 分 析 的 主要 目 
的 、 相 应 可 用 的 统计 模型 及 其 常用 算法 如 下 图 所 示 ( 稍 头 
指示 出 可 选用 的 统计 模型 )。 


分 析 目的 统计 模型 常用 算法 
变量 调整 因 于 分 析 最 小 二 桶 法 ， 极 大 似 然 
和 各 类 旋转 计算 
结构 简化 方差 分 析 。 “高 阶 矩 阵 正 交 分 解 
模型 建造 和 回归 分 析 。 ”逐步 回归 
统计 预测 
判别 分 析 。 ”逐步 判别 
分 类 聚 类 分 析 。 爱 步 豪 类 和 增 系 泰 类 


常用 多 元 分 析 计 算 的 目的 、 机 型 及 其 算法 


以 多 元 回归 分 析 和 多 元 判别 分 析 为 例 ， 用 这 种 统计 
分 析 模型 进行 计算 ,就 是 根据 由 变量 组 (zyza，…zmi3) 
得 到 的 相互 独立 的 nn 组 观测 数据 (XoXos…,Xm3y6)(i= 
1,2,… myn 之 m) ,确定 因 变 量 y 和 自 变 量 (zzxay…yzm) 
之 间 的 关系 ,用 于 识别 、 预 报 、 控 制 或 分 类 。 这 里 , 因 变 量 y 
在 回归 模型 中 取 连 续 值 ,表示 分 析 系 统 所 处 的 水 平 ;在 判 
别 模型 中 取 离 散 值 ， 表 示 系统 的 类 别 。 对 这 组 数据 进行 
统计 分 析 计 算 的 目的 ， 就 是 从 给 定 的 变量 组 (x,, x:,…， 
xm) 中 ,选取 一 个 “最 优 ”的 子 集 : 在 回归 模型 中 ， 经 计算 
给 出 回归 方程 y =%t+ Dr, 能 够 解释 因 变 量 y 的 变 
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异 ; 在 判别 模型 中 ， 经 计算 给 出 判别 函数 ,能 够 将 用 y 表 
示 的 类 别 数据 技 类 分 开 。 所 以 ， 对 给 定 的 观测 数据 进行 
分 析 计算 时 ， 主 要 注意 力 集中 在 最 优 变量 子 集 选 取 的 不 
同 算法 及 其 实现 上 。 在 实际 问题 中 ， 预 选 自 变量 的 个 数 
和 观测 的 次 数 nn 通常 都 很 大 ， 各 个 自 变 量 之 间 也 不 相 
互 正 交 , 存 在 着 错综复杂 的 相互 关系 ,需要 按照 一 定 的 标 
准 对 自 变量 x 进行 舍 选 。 目 前 常用 的 算法 有 四 种 ，@ 渐 
增 法 ,把 自 变量 按照 各 自重 要 性 的 大 小 ,逐个 选 入 回归 方 
程 或 判别 函数 ，@@ 渐 降 法 ， 先 把 所 有 能 引入 的 自 交 量 全 
部 引入 回归 方程 或 判别 函数 ， 然 后 再 把 不 重要 的 自 变量 
逐个 会 去 ，@ 合 选 法 ， 在 把 重要 的 自 变量 引入 回归 方程 
或 判别 函数 的 同时 ， 检 验 已 在 模型 中 的 自 变量 是 否 继续 
显著 , 把 不 符合 要 求 的 自 变量 从 中 舍 去 ，@ 最 佳 子 集 法 ， 
利用 自 变量 各 个 不 同 子 集合 之 间 的 关系 ， 从 所 有 可 能 的 
子 集中 选取 最 佳 的 子 集 。 第 三 种 算法 最 为 常用 ， 通 常 把 
它 称 为 逐步 回归 和 逐步 判别 算法 。 

对 系统 中 依赖 于 时 间 + 的 一 个 变量 或 一 组 变量 x(t) 
进行 观测 或 模拟 , 在 时 间 t 的 等 距 间隔 At 上 , 得 到 一 组 
有 序 离散 相关 的 数 集合 zl zj，…，zn， 其 中 ,一 (to 十 
iAt)(i=1,2,…, n) 称 为 数字 时 间 序列 ,分 析 这 类 数据 的 
方法 称 为 数字 时 间 序 列 分 析 , 或 简称 为 时 间 序列 分 析 。 这 
类 方法 包括 时 城中 的 相关 分 析 ， 频 域 中 的 谱 分 析 和 时 间 
序列 模型 ， 特 别 是 p 阶 自 回归 、9 阶 滑动 平均 线性 模型 
ARMA(P,9) 的 识别 .估计 和 检验 的 计算 问题 等 。 

时 间 序 列 分 析 与 回归 分 析 、 判 别 分 析 等 多 元 分 析 方 
法 相 比 ， 发 展 较 迟 。 由 于 在 实际 问题 中 应 用 的 重要 性 和 
广泛 性 ， 特 别 是 数字 计算 机 的 迅速 发 展 和 一 些 重大 算法 
《如 快速 傅 里 叶 变 换算 法 ) 和 理论 (如 模型 识别 理论 ) 的 突 
破 , 从 一 维 时 间 序列 到 多 维 时 间 序列 从 线性 模型 到 非 线 
性 模型 ,都 有 很 快 的 发 展 和 广泛 的 应 用 。 

在 随机 数据 统计 分 析 计算 中 ， 利 用 数字 计算 机 快速 
计算 的 特点 ， 发 展 出 一 系列 与 传统 的 统计 计算 不 同 的 算 
法 ， 如 各 种 非 参 数 统计 算法 、 稳 健 性 估计 算法 、 刀 切 法 
和 自助 子 样 法 等 ， 增 强 了 概率 统计 计算 处 理 实际 问题 的 
能 力 。 

概 平 统计 模型 的 随机 模拟 计算 随机 抽样 是 概率 统 
计 中 的 一 类 经 典 方法 。 由 于 数字 计算 机 的 出 现 和 发 展 , 随 
机 抽样 作为 一 种 算法 在 第 二 次 世界 大 战 之 后 得 到 了 迅速 
发 展 ， 并 在 许多 不 同 的 领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 当 时 
从 事 这 一 方法 研究 的 物理 学 家 ， 借 用 欧洲 着 名 赌 城 蒙特 
卡 罗 的 名 字 ,给 该 法 起 名 为 繁 特 卡 罗 法 。 

和 随机 数据 的 统计 分 析 计算 不 同 ， 随 机 模拟 计算 利 
用 实际 系统 的 概率 统计 模型 ,通过 模拟 计算 ,仿造 "系统 
的 试验 观测 数据 ， 进 而 分 析 系 统 的 渐 近 统计 性 质 。 在 数 
字 计 算 机 上 ， 随 机 模拟 计算 用 系统 概 型 的 随机 数字 模拟 
代 震 实际 系统 的 物理 模拟 ， 用 伪 随 机 数 代替 随机 变量 的 
真实 抽样 ,这 种 双重 模拟 计算 ,为 概率 统计 计算 解决 实际 
问题 开辟 了 不 少 新 的 应 用 领域 。 

概率 统计 计算 程序 包 为 方便 使 用 者 在 计算 机 上 使 


用 统计 算法 ， 已 经 研制 出 为 数 众多 的 概率 统计 计算 程序 。 值 按 从 小 到 大 的 次 序 排列 为 xb 和 xz 和 …<ztw。 然 后 
包 ， 它 们 可 提供 完整 配套 的 统计 模型 ,快速 可 靠 的 算法 ， 2 i—0.5 i—3/8 
易于 使 用 、 便 于 移植 和 二 次 开发 的 各 种 计算 机 语言 的 程 。 用 让 ("+1) 估 计 了 (xp)* 也 可 使 用 m “或 AT174 
序 。 它 们 在 计算 机 上 的 广泛 应 用 , 既 带 来 了 方便 ,也 出 现 ”或 中 位 秩 数值 表 。 

了 一 些 值得 注意 的 问题 ， 主 要 集中 在 概率 统计 计算 的 误 例如 ， 从 某 种 规格 的 一 批 电阻 中 ， 随 机 抽取 m= 15 
用 和 滥用 上 。 因 此 ,具有 模型 自动 检验 ,识别 功能 和 有 效 只 ,实际 测量 的 电阻 值 按 从 小 到 大 的 次 序 排列 的 数值 xco 


算法 选取 功能 的 统计 程序 包 更 受到 使 用 者 的 欢迎 。 
参考 书目 


及 相应 的 (xcw) 值 由 公式 人 zto)=i(a+1) 计 算 , 见 第 
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中 国 科学 院 计算 中 心 概率 统计 组 编著 :< 概率 统计 计算 >, 科 学 将 上 述 15 对 数据 (Xt (x))(i=1,2,…515) 标 


出 版 社 , 北京 , 1979。 


KK. 安 斯 伦 .A. 拉 尔 斯 登 .H. 5. 维尔 夫 编 , 中 国 科 学 院 计算 中 
心 概率 统计 组 译 :< 数字 计算 机 上 用 的 数学 方法 (统计 方法 )», 第 


在 正 态 概率 纸 上 , 它 们 基本 上 成 直线 排列 (图 1)。 这 说 明 
这 批 电阻 的 电阻 值 大 体 上 遵从 正 态 分 布 。 用 目测 的 方法 


3 卷 , 上 海 科学 技术 出 版 社 , 上海,1981。(K. Enslein, A. Rals- 配置 一 条 尽 可 能 靠近 所 有 这 些 点 的 直线 ， 则 在 直线 上 相 
ton, H, 5, Wilf，Stofisfical Methods for Digital Compu- 应 于 F(x)=50% 点 的 横 坐 标 值 2.05( 欧 姆 ) 可 以 作为 均 
ters, Vol, 3, Mathematical Methods for Digital Compu- 值 4 的 估计 ;相应 于 F(x)=15.9%( 正 态 分 布下 小 于 4 一 


ters, Joha Wiley and Sons, New York, 1977.) 
《〈 张 建 中 ) 


galluzhi 0. 的 


“的 概率 ) 的 点 的 横 坐 标 值 1.74 (欧姆 ) 可 以 作为 4-o 
的 估计 。 得 到 0 的 估计 值 $=2.05 一 1.74=0.31 (欧姆 )。 


概率 纸 (probability paper) | 


一 类 依 特定 的 概率 分 市 而 制作 


的 坐标 纸 。 对 于 每 个 连续 的 分 布 函 99.9 
数 ,都 可 以 设计 一 种 坐标 纸 , 使 该 分 


0 


IT 二 全 四 
二 


布 函 数 在 其 上 的 图 形 呈 一 条 直线 。 
因此 ,概率 纸 常 依 概率 分 布 来 命名 ， 9 
例如 正 态 概率 纸 , 对 数 正 态 概率 纸 ， 


威 布尔 概率 纸 和 伽 玛 概率 纸 等 。 利 


用 概率 纸 ， 可 根据 样本 对 总 体 分 布 。 


的 类 型 进行 检验 ， 对 分 布 参数 进行 。 sw 
估计 ， 以 及 进行 其 他 简便 快速 的 统 
计 推 断 。 三 


概率 纸 的 原理 和 方法 ， 可 以 用 0 


图 1 的 正 态 概率 纸 为 例 来 说 明 。 正 。 en 上 


村 村 
村 


态 概 率 纸 的 横 轴 ( 常 表 为 x 轴 ) 采 用 。 和 


一 般 的 等 距 刻度 ， 而 在 纵 轴 等 距 刻 。 4 


度 w=(x 一 4)/o 处 标 以 数值 0 


7 


“59)， * 


式 中 (>0) 与 "是 选 定 的 常数 ;多 1o 


是 标准 正 态 分 布 函 数 。 在 这 张 坐标 


后 


纸 上 ,一 个 均值 为 ,标准 差 为 的 。 五 


正太 分 布 的 图 像 ,是 一 条 通过 点 (4， | 


0.5) 而 斜率 为 1/o 的 直线 。 着 有 了 ,| 册 山 山 


R(x) 作 一 估计 人 (x)， 然 后 把 点 


样本 za， xay…y x。， 则 对 每 个 证 首 上 i 由 
先 用 样本 对 分 布 函 数 在 x。 点 的 什 | + 


《ze 和 (x,)) 标 在 正 态 概率 纸 上 。 若 


这 些 点 很 靠近 一 直线 ， 则 说 明 总 体 - 


分 布 很 接近 正 态 分 布 .在 7 很 大 时 ， LI 


可 以 用 经 验 分 布 函 数 ( 见 样本 ) 估 计 
(zi)。 若 nn 较 小 , 则 先 将 样本 观测 


NNN 的 . 明 


2.05 
田 1 焉 态 概 率 纸 
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xko( 欧 她) | 


2| 2.60 


请 (zeo)(%) | ss 


其 他 连续 分 布 的 概率 纸 的 构造 与 使 用 方法 ， 与 正 态 
概率 纸 相同 。 不 同 的 地 方 只 在 于 坐标 轴 上 的 刻度 .例如 ， 
对 数 正 态 概率 纸 的 横 轴 采用 对 数 刻度 ， 纵 轴 刻 度 与 正 态 
概率 纸 相同 。 威 布尔 概率 纸 ( 图 2) 的 横 轴 (常常 表 为 上 轴 ) 
用 对 数 刻度 ， 纵 轴 则 是 技 In In (1 一 F(t)): 刻度 ， 其 中 
F(t) 是 位 置 参数 为 0 的 威 布尔 分 布 函数 。 在 图 上 根据 观 
测 值 配 置 直线 后 ,如 需 估计 分 布 参数 等 数字 特征 ,还 需 用 
到 印 在 概率 纸 上 方 和 右上 方 的 附加 尺 。 以 上 两 种 概率 纸 
在 寿命 数据 统计 分 析 中 应 用 相当 广泛 。 

利用 概率 纸 作 图 ， 对 定时 或 定数 截 尾 的 不 完全 数据 
也 适用 ， 因 为 此 时 对 一 部 分 + 值 ，F (t) 仍 可 估计 。 近 年 
来 ， 有 一 种 称 为 累积 危险 率 纸 的 坐标 纸 ， 可 以 处 理 各 种 
类 型 的 不 完全 数据 。 它 的 构造 也 随 分 布 而 异 ， 但 用 累积 
危险 率 A(t) 代 矢 F(t), 除了 估计 ACt) 的 方法 不 同 外 , 其 
他 使 用 方法 与 一 般 概率 纸 基本 相同 。 

统计 分 析 纸 ,也 即 二 项 概率 纸 (图 3), 它 是 另 一 种 常 
用 的 概率 纸 , 它 的 形式 和 构造 与 连续 分 布 的 概率 纸 不 同 ， 
它 是 由 在 坐标 轴 都 为 平方 根 刻度 的 坐标 纸 上 ， 加 上 一 个 
四 分 之 一 圆 及 若干 附加 尺 而 构成 的 。 它 的 基本 原理 是 
R.A. 费 希 尔 提出 的 反正 弦 变 换 , 若 上 遵从 二 项 分 布 BOny 
p), 费 希 尔 在 1922 年 证 明了 当 n>oo 时 ,9=arc sinMVE/n 
的 渐 近 分 布 是 正 态 分 布 ,而 且 渐 近 方差 1/4n 与 总 体 参数 
无 关 。 

据 此 ,他 首先 指出 平方 根 纸 可 以 用 作 统 计 推 断 。 后 来 
经 过 若干 改进 和 补充 ， 逐渐 成 为 目前 使 用 的 形式 。 统 计 
分 析 纸 可 用 于 对 百分率 的 检验 , 泊 松 分 布 均值 的 检验 , 符 
号 检验 以 及 制定 抽样 检验 方案 和 控制 图 等 。 

利用 概率 纸 作 统 计 推断 具有 直观 ,简单 .使 用 方便 等 
优点 , 故 虽 然 精度 差 些 , 仍 受到 应 用 工作 者 的 重视 。 

参考 书目 

刘 琼 温 、 烧 树 森 方 开 泰 编 :< 概率 纸 浅说 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ， 
1980。 
J. R- King, Probability Charts for Decision Making, 
Industrial Presé, New York, 1971. 
( 工 树 森 ) 


galzhouql hanshu 

概 周 期 函数 (almost periodic function) 

又 称 殉 周 期 函数 ， 周 期 函数 的 一 种 推广 ， 具 有 某 种 近似 
周期 性 的 有 界 连 续 函 数 。 概 周期 函数 是 在 研究 周期 函数 
某 种 性 质 的 基础 上 进一步 提出 来 的 。 
角 多 项 式 序列 的 极限 都 是 周期 函数 。 
以 cewvr(e 为 复数 ，x 为 实数 ) 序列 的 极限 却 未 必 是 
周期 函数 。 但 这 类 极限 函数 的 特征 可 以 用 某 种 近似 周 
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期 性 来 刻画 。 考 虑 最 简单 的 情形 ， 两 个 连续 周期 函数 
人 (x) 及 g(x) 的 和 函数 S(x)=f(x)+g(x)， 设 F 为 f(x) 
的 周期 ,G 为 9(z) 的 周期 。 如 果 卫 和 G 是 可 公 度 的 , 即 存 
在 正 整数 nw 和 ma, 使 得 nmF 一 maG, 那么 S(x) 也 为 一 周期 
函数 , 而 且 以 nmF= maG 为 周期 。 但 当 F 和 G 是 不 可 公 度 
时 ,虽然 不 存在 整数 nm 和 na 满足 

mF—nG=0, 
但 由 有 理 数 集 的 稠密 性 原理 可 知 ， 存 在 正 整数 nm 和 ma， 
使 得 


ImF—nG|<3, 
这 里 , 5 是 事先 任 给 的 正 数 。 从 而 , 存在 数 * 满足 
ImF-rl<d 及 lnaG-r| < 
还 可 以 进一步 证 明 更 强 的 结论 :对 任 给 的 83>0, 存 在 着 正 
数 1(3)， 使 得 在 每 一 个 长 为 1(3) 的 区 间 内 至 少 有 一 数 * 
满足 上 式 。 这 样 , 由 f(x) 和 g(x) 的 连续 性 、 周 期 性 以 及 
上 述 事实 便 得 到 :对 任 给 的 6>>0, 存 在 着 正 数 1(s), 使 得 
在 每 一 个 长 为 Ke) 的 区 间 内 至 少 有 一 数 *， 满 足 
IS(x+r)—S(x)| <e, 

上 式 虽然 并 不 说 明 SCx) 为 周期 函数 ,但 它 具 有 近似 的 周 
期 性 。 一般 来 说 ,可 以 给 出 如 下 的 精确 描述 , 设 人 x) 为 定 
义 于 实 轴 上 的 复 值 连续 函数 ， 如 果 * 满足 

plfz+ 7) fz) ee, 
就 称 * 为 也 zx) 的 属于 * 的 平移 数 。 若 对 任 一 *> 0, 存在 
1(s)>>0, 使 得 长 度 为 1(6) 的 区 间 内 至 少 包含 一 个 f(x) 的 
属于 的 平移 数 ， 则 称 f(x) 为 概 周 期 函数 。 任 一 周期 函 
数 必 为 概 周 期 函数 ;由 上 可 知 ,任意 有 限 个 周期 函数 的 和 
函数 也 必 为 概 周 期 函数 。 因 而 , 复 值 三 角 和 

Si 加 Cess 

必 为 概 周 期 函数 概 周 期 函数 理论 中 的 一 个 重要 结果 是 ， 
了 zx) 为 概 周 期 函数 当 且 仅 当 大 xz) 可 以 用 上 述 的 三 角 和 序 
列 来 一 致 逼近 。 ( 陆 善 镇 》 


golzhouai weifen fangcheng 
概 周 期 微分 方程 (almost periodic differen- 
tial equation) 。 其 右 端 函数 对 自 变 量 是 概 周 期 函 
数 的 微分 方程 ， 即 在 方程 


dz _ 
Ex) (1) 


中 ,f(x,t) 是 + 的 概 周 期 函数 这 里 x* 是 nn 维 向 量 ,f(x,t) 
是 nn 维 向 量 函 数 。 概 周期 微分 方程 的 发 展 历史 不 长 ， 但 
由 于 它 具 有 实际 背景 〈 如 天 体力 学 和 非 线性 振动 的 问 
题 ) 而 显示 出 生命 力 。 特 别 是 , 1954 年 , A. H. 柯 尔 莫 哥 


洛 夫 利用 无 理性 条 件 ， 指 出 哈密 顿 系统 具有 拟 周期 解 。 
1963 年 ,B. H. 阿 诺 尔 德 又 给 出 严格 证 明 , 由 此 证 明了 太 
阳 系 不 稳定 的 概率 为 零 ， 解 决 了 平面 限制 性 三 体 问题 的 
稳定 性 问题 ， 从 而 使 P.-S. 拉 普 拉 斯 提出 的 已 历时 二 
百年 的 太阳 系 稳定 性 问题 有 了 重大 的 突破 。 这 样 ， 概 周 
期 微分 方程 就 更 显 出 它 的 重要 性 。 

对 概 周 期 方程 (也 称 概 周 期 系统 )(1), 主 要 是 讨论 其 
概 周期 解 的 存在 性 和 稳定 性 。 线 性 微分 方程 是 微分 方程 
论 的 基础 ， 因 此 概 周 期 线性 微分 方程 的 结构 以 及 概 周期 
解 的 摄 动 理论 也 是 概 周期 系统 的 重要 课题 。 

线性 系统 法 所 尔 性 质 对 概 周 期 线性 系统 


dr 
时 =A(D)x+ft), (2) 


式 中 A(t) 是 nxn 概 周期 方 阵 ;f(t) 是 n 维 概 周 期 向 量 函 
数 , 定义 A(t) 的 外 这 为 
H(A(t))={B(t)|lim A(t+h,)=B(t) 一 致 地 成 立 }。 


法 瓦尔 提出 这 样 的 条 件 , 对 于 (2) 的 齐 次 外 过 方程 系 


么 -BCbDz， BODEHCACD) (3) 


的 任 一 非 显 易 的 有 界 解 xza(t)， 总 满足 关系 式 
inflxa( 1) >0, 


称 这 条 件 为 法 瓦尔 性 质 。 这 性 质 是 从 常 系数 线性 系统 或 
周期 性 线性 系统 总 结 出 来 的 。 法 瓦尔 指出 ， 在 这 个 条 件 
下 ,(2) 的 有 界 解 的 存在 性 含有 概 周 期 解 的 存在 性 。 

党 洛 硅 特 理论 ”周期 线性 系统 可 以 通过 正则 、 线 性 、 
周期 的 变换 化 为 常 系数 线性 系统 。 通 常 称 这 种 关系 为 弗 
洛 奎 特 理论 。 人 们 和 希望 这 种 性 质 可 以 推广 到 概 周 期 线性 
系统 或 拟 周期 线性 系统 。G. R. 塞 尔 指出 , 弗 洛 奎 特 理论 
不 能 推广 到 概 周 期 线性 系统 (1974)。 

指数 型 二 分 性 ”从 第 一 近似 观点 出 发 ， 在 原点 附近 
的 非 线性 系统 

dr 


A+fz,t), fx,t)=o( xl’) (4) 


(起 中 A 的 特征 根 的 实 部 不 为 零 ), 与 它 的 线性 部 分 辟 = 


Ax 有 相同 的 拓扑 结构 ， 原 因 在 于 后 者 具有 指数 型 二 分 
性 。 对 于 线性 部 分 为 变 系数 的 非 线性 系统 


肾 =4(Dxz+ftxsbD， fx,b=o(lzl:2)， (5) 
当 它 的 线性 部 分 
dx 
时 =AtDx (6) 


是 概 周 期 系统 且 其 特征 指数 不 为 零 时 , R.J. 萨 克 和 塞 尔 
研究 了 A(t) 和 其 外 过 H(A(t)) 的 性 质 ， 得 到 (6) 具 有 指 
数 二 分 性 的 条 件 (1974 .1976)。 

非 线 性 系统 ”对 概 周 期 系统 (1) 的 概 周 期 解 的 求解 ， 
尚 无 统一 的 办 法 。2Z. 奥 皮 尔 举 出 存在 这 样 的 系统 (1), 它 
的 解 均 有 界 ， 但 没有 概 周期 解 (1961)。A. M. 芬 克 和 
P.O. 弗 雷 德里 克 桑 构造 了 一 个 概 周 期 系统 ,其 每 个 解 都 


是 毕竟 有 界 ,但 没有 枝 周 期 解 。 由 此 可 见 , 除 了 一 切 解 有 
界 以 外 ,还 必需 附加 一 些 条 件 ,才能 得 到 概 周 期 解 。 在 这 
方面 G. 塞 费 特 、 塞 尔 , 米 尔 ,J. 卡 托 等 人 都 提出 了 不 同 的 
附加 条 件 。 

类 似 于 法 瓦尔 的 考虑 ，L. 阿 梅里 奥 对 概 周 期 系统 
(1) 提 出 分 离 性 的 概念 ,而 探讨 概 周 期 解 的 存在 性 。 设 KK 
是 (1) 的 定义 中 的 致密 集 ,对 任 一 g(x,t)EH(f(x,t)), 当 
x(t),y(t) 均 为 


ER) (7 


的 解 ， 且 x(t), y(t) 均 在 K 上 ， 且 常 存在 和 (g)>0, 使 
|z(D 一 gb >X(9)， 则 说 (1) 在 K 上 满足 分 离 性 条 件 。 
阿 梅里 奥 证 明了 , 这 种 情况 下 ,(1) 具 有 概 周 期 的 解 。 
讨论 概 周 期 微分 方程 要 涉及 到 哈密 顿 系统 以 及 三 体 
问题 。 
参考 书目 
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gaocl daishu fongcheng qiugen 
高 次 代数 方程 求 根 (finding roots of polyno- 
mial equation) 左边 为 多 项 式 的 方程 
P(x)=0x" + Ox 十 … 十 Go-iX 十 Qn 一 0 

称 为 n 次 代数 方程 ,又 称 多 项 式 方程 ,其 中 n=1,2,…， 
% 是 实 系数 或 复 系数 , 060。 当 n>1 时 , 它 叫做 高 次 代 
数 方程 ， 其 次 数 就 是 n。 多 项 式 的 零点 就 是 对 应 代数 方 
程 的 根 。 

代数 基本 定理 说 ， 复 系数 代数 方程 在 复数 域 至 少 有 
一 个 根 。 如 果 zx 是 一 个 根 ， 则 Pn(x) 一 定 可 被 (x 一 *,) 
所 除 尽 ， 其 商 为 (一 1) 次 多 项 式 。 如 果 m> 1， 其 商 至 少 
又 有 一 个 根 za， 它 也 是 原来 方程 的 一 个 根 。 因 此 "次 代 
数 方程 总 是 有 nn 个 根 ,x，,…, xX, 其 中 可 能 有 相同 的 
根 ,叫做 重 根 。 

二 次 方程 可 以 用 公式 求 根 ， 公 式 内 包含 某 数 的 平方 
根 ; 标准 三 次 方程 也 可 以 用 公式 求 根 ， 公 式 内 包含 三 次 
根 ， 标 准 四 次 方程 的 对 应 多 项 式 可 以 分 解 成 两 个 二 次 式 
的 乘积 ， 其 系数 在 求 出 对 应 三 次 方程 的 一 个 根 后 也 可 用 
公式 求 出 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 一 般 不 能 用 根 式 
求解 。 

将 超越 方程 f(x)=0 左 端 换 成 多 项 式 Pn(x), 超越 
方程 就 变 成 高 次 代数 方程 。 因 此 超越 方程 求 根 的 各 种 方 
法 ,例如 制 线 法 、 咎 倾 法 均 可 用 于 求 高 次 代数 方程 的 根 
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《 见 超越 方程 数值 解法 )。 下 面 是 利用 多 项 式 性 质 的 三 种 
求 根 方法 。 
忌 因 于 法 用 x 的 二 次 式 
U(X) =X + r+ 
除 Pa(x) 则 得 商 Q(z) 及 余 式 
7(X) 一 riXZ 十 Tay 

因而 有 

Pu(z) 一 UCxz)Q(z) 二 TCD)。 《1) 
设 UCx) 是 一 个 近似 二 次 因 式 ， 问 题 是 怎样 修改 4 和， 
使 对 应 的 余 式 更 接近 于 零 。 为 此 , 作 线 性 近似 , 取 U(x)= 
dy) x+ (ta 二 du)， 使 r(z) = (74+dri)x+ 
《mi++drz) 一 0, 则 修正 量 dw,、dw; 应 满足 方程 组 


gritr=0, } 
dr: 十 7 一 0， 
进一步 可 写 为 
Br， ar 


ED 
(2) 
dt 
dr A 8 3 

利用 已 知 关系 可 求 出 可 二、 可以、 可 上 种 坟 ,代入 (2 
后 ， 就 能 求 出 和 和 的 校正 量 du 和 dus。 而 二 du、 
全 十 du 就 是 更 好 的 二 次 因 式 的 两 个 系数 。 

伯 努 利 法 “ 设 忆 是 使 数列 P, 的 下 标 增加 1 的 运算 
子 ， 即 


Bu ht Bu dst r= 0» | 


EF,= Fr, 
则 齐 次 常 系数 线性 差分 方程 

Pn(E)F,=(Er+aEn t+. +a E+an)F, 

Farwt OPnratt "e+ On iPr t OnFs 

=0 (3) 
的 特征 方程 就 是 代数 方程 P(x)=0, 这 个 代数 方程 的 根 
XsX29… Xn 叫做 差分 方程 的 特征 根 。 

给 定 (F,,F，,…,F。-,) 的 定 值 例如 (0, 0, …, 1) 即 可 
依次 从 (3) 算 出 Fn, F。,，，…。 这 样 就 定 出 差分 方程 的 一 
个 特 解 。 

如 果 特 征 根 各 不 相同 , 则 差分 方程 的 一 般 解 是 

ci 十 cx 十 十 Cr 
设 |z|> 1z:|>…>|xn|, 且 ci 关 0， 则 当 上 >oo 时 , 特 解 
及 的 主要 项 是 第 一 项 , 即 


lim- 
Pe 


这 就 是 求 最 大 实 根 x 的 伯 努 利 法 。 
设 方程 的 最 大 根 是 一 对 共 示 复 根 。 


re， za 一 Teroy 


as 
| 


计算 

GFP HPF Pons 
可 以 证 明 ， 
G; H, 
es 
由 此 可 得 最 大 共 印 复 根 对 应 的 近似 二 次 因 式 ， 
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lim: 
hm Gh 


=~2r cos0, 


Ga —Hix+ Go 
劳 电 表 宪 法 设 给 定 代数 方程 P(x)=0 的 系数 都 
是 实效 ,其 中 oo=1。 劳 思 表 格 的 计算 方法 如 下 : 


1, Gs Gs 


Qs Oss Qs ey 


其 他 行 的 数 的 计算 公式 为 
pe 上 二 行 最 左 数 x 上 行 右 数 
本 数 = 上 二 行 右 数 一 一 一 上行 最 天 可 “一 。 


利用 劳 思 表 格 可 以 对 根 的 位 置 作出 判断 。 如 果 劳 思 表 
格 上 最 左 列 自 上 而 下 n+ 1 个 数 (1，a， ai- 全，…) 均 


为 正 数 ， 则 虚 轴 上 及 右 半 复 平面 上 都 没有 根 ， 否则 虚 轴 
上 或 右 半 复 平面 上 有 根 。 设 最 左 列 系数 都 不 等 于 零 ， 则 
可 以 证 明 在 虚 轴 上 没有 根 ， 在 右 半 平 面 上 根 的 个 数 等 于 
在 左 列 系数 的 变 号 次 数 。 利 用 劳 思 表格 还 可 以 求 出 最 大 
实 部 根 的 实 部 。 设 用 Pw(z) 的 系数 作出 的 劳 思 表格 不 满 
足 最 左 列 系数 都 为 正 的 条 件 ， 则 知 在 右 半 闭 复 平面 上 有 
根 。 把 复 平面 的 原点 平移 到 新 原点 (4,0), 求 出 Pn(x*) 
在 a 点 的 展开 式 系数 ， 利 用 新 系数 构造 在 a 点 的 劳 思 表 
格 。 选 a 充分 大 , 则 在 新 原点 的 右 半 平面 没有 根 ,最 大 实 
部 根 的 实 部 必 在 区 间 (0,a) 内 。 构 造 在 a/ 2 点 的 劳 思 表 
格 ， 如 果 在 右 半 平面 有 根 ， 则 最 大 实 部 根 的 实 部 在 区 间 
《〈a/2,a) 内 ， 否则 在 区 间 (0,a/2) 内 。 在 有 最 大 实 部 根 的 
区 间 用 中 点 继续 分 割 及 判断 ， 则 可 得 到 最 大 实 部 根 的 实 
部 的 充分 好 的 近似 值 ,如 果 最 大 实 部 根 是 一 个 实 根 ,所 得 
值 就 是 这 个 实 根 的 近似 值 ， 否 则 它 是 有 最 大 实 部 的 一 对 
或 几 对 共 思 e 复 根 的 实 部 的 近似 值 ， 而 共 二 复 根 的 虚 部 可 
以 从 最 后 点 的 劳 思 表格 内 求 出 。 

设 Pn(x) 的 劳 思 表格 判明 在 右 半 平面 上 没有 根 ， 则 
在 负 实 轴 上 选 新 原点 -a。 选 4 充分 大 ， 则 在 新 原点 的 右 
半 平 面 上 有 根 ,最 大 实 部 根 的 实 部 在 ( 一 a,0) 区 间 内 。 用 
中 点 分 割 法 可 以 求 出 最 大 实 部 根 。 

在 高 次 代数 方程 求 根 的 过 程 中 ， 往 往 会 遇 到 病态 多 
项 式 ， 它 的 系数 的 微小 变化 会 引起 零点 的 很 大 变化 。 因 
此 ,在 电子 计算 机 上 编制 通用 求 根 程序 时 ,计算 机 运算 必 
须 按 高 精度 进行 ， 即 至 少 用 双 倍 精度 进行 。 

车 已 求 出 多 项 式 Ps(x) 的 一 个 实 零点 或 一 对 共 胃 复 
零点 ， 就 可 以 用 综合 除法 将 原 多 项 式 化 成 一 低 次 的 多 项 
式 , 这 样 可 以 依次 求 出 Pn(x) 的 n 个 零点 。 但 是 , 降 阶 运 
算 带 来 了 误差 积累 ,如 果 求 根 次 序 按 模 从 大 到 小 进行 , 则 
降 阶 过 程 中 引入 的 误差 对 后 面 一 些小 根 精度 的 影响 可 能 
是 严重 的 ;但 如 果 按 从 小 到 大 的 次 序 进行 ,即使 对 于 病态 
多 项 式 ,一 般 也 不 会 影响 后 面 求 的 根 的 精度 。 
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gaojie luojl 

高 阶 逻辑 (higher order logic) 通常 的 逻辑 
演算 是 一 阶 谓词 演算 ， 也 叫 一 阶 逐 辑 。 在 其 中 除 命题 联 
结 词 外 ,所 讨论 的 函 词 及 谓词 都 只 以 个 体 为 变 目 , 而 量词 
及 幕 状 词 只 以 个 体 变 元 为 指导 变 元 (约束 变 元 )。 一 阶 逻 
辑 是 很 重要 的 。 但 它 也 有 不 足 ， 它 不 是 自封 闭 的 。 虽 然 
一 阶 逻辑 中 含有 量词 符号 “v”"、“3”"。 又 合 有 谓词 , 函 词 
变 元 符 4、f， 但 却 没有 以 谓词 变 元 、 函 词 变 元 为 指导 变 
元 的 量词 .例如 当 A、B 是 谓词 变 元 符 时 ,A(x)->B(x) 是 
一 阶 逻辑 的 公式 ,但 3 A3B(A(x)>B(x)) 却 不 再 是 一 
阶 逻辑 的 公式 了 。 

可 以 从 多 方面 来 推广 一 阶 逻 辑 , 首 先是 允许 量词 、 摹 
状 词 的 指导 变 元 既 可 以 为 个 体 变 元 ， 又 可 以 为 谓词 变 元 
及 函 词 变 元 ,这 样 推广 后 就 得 到 了 通常 所 说 的 二 阶 逻 辑 。 
例如 ,A3B(A(x)->B(x)) 便 是 二 阶 远 辑 的 公式 。 

在 一 阶 逻 辑 中 无 法 定义 出 “等 于 "这 个 谓词 。 在 二 阶 
逻辑 中 ， 对 于 公式 “x=y” 则 可 以 定义 为 vA(A(x)= 
A(y))。 该 式 表示 : 对 于 任何 性 质 4，4(z) 与 A(y) 或 同 
时 成 立 或 同时 不 成 立 。 由 于 当 且 仅 当 x 与 y 相 等 时 
VA(A(x) 王 A(Yy)) 成 立 , 所 以 就 可 以 用 YA(A(x)= 
A(y)) 作 为 x=y 的 定义 。 但 是 如 果 省 略 “Y4” 而 写成 
A(x) 三 A(y), 那么 意思 就 完全 改变 了 。 它 只 表示 :对 于 
所 给 的 性 质 A,A(x) 与 A(y) 或 同时 成 立 或 同时 不 成 立 。 
这 就 表明 用 A(x) 三 A(y) 绝 不 能 定义 x=y。 所 以 ,二 阶 远 
辑 的 确 强 于 一 阶 逻辑 。 

对 于 二 阶 逻辑 所 使 用 的 公理 系统 通常 与 一 阶 逻辑 使 
用 的 公理 系统 相仿 。 不 过 有 关 量 词 的 公理 推广 到 了 以 谓 
词 变 元 及 函 词 变 元 (不 再 限于 仅 是 个 体 变 元 ) 作 为 指导 变 
元 。 但 是 ， 这 种 公理 系统 是 不 能 够 推出 二 阶 逻辑 中 的 一 
切 永 真 公式 (所 谓 主要 永 真 公式 ) 的 ， 而 只 能 推出 其 中 的 
一 部 分 (所 谓 次 要 永 真 公 式 ) .已 经 证 明了 ,主要 永 真 公式 
是 不 能 公理 化 的 , 即 不 能 够 做 出 一 个 公理 系统 ,使 得 凡是 
主要 永 真 公式 均 可 在 该 系统 中 推出 并 且 该 系统 可 推出 的 
公式 仅 为 主要 永 真 公式 。 在 二 阶 逻辑 中 所 讨论 的 常常 是 
主要 永 真 公式 。 既 然 它 不 能 公理 化 , 因此 上 面 所 说 的 二 阶 
逻辑 公理 系统 也 就 没有 一 阶 罗 辑 公理 系统 那么 优越 了 。 

如 果 对 含有 自由 谓词 变 元 ， 函 词 变 元 的 公式 利用 概 
括 原则 抽象 出 一 个 新 谓词 。 那 么 这 个 新 谓词 就 是 一 个 以 
谓词 , 函 词 为 变 目的 二 阶 谓词 。 例 如 ,对 于 含 二 元 谓词 及 
的 公式 VxzYBR(x，3)R(y， x)) 根 据 概括 原则 可 抽象 
出 一 个 表示 对 称 性 的 谓词 Sym, 即 

Sym(R)e» VxXVYR(X,Y) ->R(Yy,x)). 
同样 , 根据 公式 YXxYYY2(R(X,y) 作 RG(y,2)->*R(X,z)) 
由 概括 原则 也 可 抽象 出 一 个 表示 可 传 性 的 谓词 好 ,可见 
Sym 及 tr 都 是 以 二 元 谓词 R 为 变 目 的 二 阶 谓词 。 一般 
地 ,由 含有 至 高 为 n 阶 的 自由 谓词 变 元 , 函 词 变 元 的 公式 
根据 概括 原则 抽象 出 来 的 谓词 . 函 词 便 是 n+1 阶 谓词 、 
函 词 .这样 可 以 逐步 得 到 更 高 阶 的 谓词 及 函 词 ,再 添 入 以 
各 阶 谓词 变 元 、 函 词 变 元 为 指导 变 元 的 量词 及 摹 状 词 ,更 
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高 阶 的 逻辑 便 也 逐步 得 到 了 。 但 要 注意 ， 二 阶 逻 辑 中 只 
是 含有 一 阶 谓词 . 函 词 (自由 的 及 约束 的 )， 含 二 阶 谓词 、 
函 词 的 便 是 更 高 阶 的 逻辑 了 。 依 照 A. 丘 奇 的 划分 ,如 果 
在 系统 中 最 高 阶 的 谓词 及 函 词 ( 设 为 n 阶 ) 均 是 自由 的 ， 
便 叫 做 2n 一 1 阶 逻 辑 ， 最 高 阶 ( 设 为 n 阶 ) 的 谓词 及 函 词 
有 为 约束 的 ， 便 叫做 2n 阶 逻辑 。 

在 高 阶 逐 辑 中 ,每 个 谓词 或 函 词 的 空位 ,究竟 应 该 填 
以 什么 东西 这 完全 是 由 谓词 或 函 词 本 身 决定 的 ， 由 一 个 
谓词 ( 函 词 ) 空 位 中 可 以 填 入 的 东西 的 全 体 组 成 的 集合 叫 
做 访 谓词 ( 函 词 ) 的 定义 域 。 一 阶 谓词 ( 函 词 ) 的 定义 域 必 
须 是 某 个 个 体 域 ， 而 高 阶 谓词 ( 函 词 ) 的 定义 域 就 必须 是 
由 较 低 阶 谓词 ， 函 词 及 个 体 组 成 的 集合 。 对 于 一 个 高 阶 
谓词 ( 管 如 ”+1 阶 谓词 )， 哪 个 空位 必须 填 以 内 阶 谓词 、 
函 词 ， 哪 个 空位 必须 填 以 较 低 阶 谓词 , 函 词 甚至 是 个 体 ， 
都 有 着 明确 的 规定 。 因 此 就 不 会 出 现 高 阶 谓词 . 函 词 填 入 
较 低 阶 谓词 的 空位 中 的 现象 。 所 以 ， 在 高 阶 逻 辑 中 就 可 
以 无 条 件 地 使 用 概括 原则 而 不 致 产生 停 论 。 反 之 ， 如 果 
把 各 阶 谓词 , 函 词 不 加 区 别 ， 组 成 一 个 共通 的 域 (无 类 型 
的 集合 域 ), 这 便 是 集合 论 。 在 集合 论 中 对 概括 原则 必须 
加 适当 的 限制 ,否则 就 会 产生 悖 论 , 人 们 宁肯 对 概括 原则 
加 以 一 定 的 限制 ， 而 使 用 无 类 型 的 集合 论 作为 数学 的 基 
础 。 因 此 高 阶 逻辑 就 被 人 们 忽略 了 。 

对 于 高 阶 谓词 及 高 阶 函 词 的 本 质 还 可 有 另 一 解释 ， 
例如 前 面 提 到 的 Sym、tr， 可 以 不 把 它们 看 成 是 以 谓词 
为 变 元 的 高 阶 谓词 ， 而 把 它们 看 成 是 具有 两 个 指导 变 元 
的 约束 词 。 即 对 于 Sym(R) 及 tr(R)， 写 成 Syme,yR (x， 
)，treyR(x,y)， 其 中 x*、Yy 是 Sym 及 如 的 指导 变 元 ， 
R(x,y) 是 Sym 及 好 的 作用 域 。SymeyyR(x 沁 与 treyR(Z, 
y) 的 意思 就 是 说 ， 作 为 x*,y 的 二 元 谓词 而 言 ,R(x,y) 是 
对 称 的 和 可 传 的 。 在 这 里 , Sym 及 tr 的 作用 完全 和 量词 
YY，3 的 作用 一 样 , 其 所 以 具有 两 个 指导 变 元 ,只 因 R 是 
二 元 谓词 罢了 。 在 这 种 解释 之 下 ， 所 谓 的 高 阶 谓词 无 非 
是 一 些 类 似 于 量词 的 约束 词 ， 所 谓 的 高 阶 函 词 无 非 是 一 
些 类 似 于 幕 状 词 的 约束 词 ,在 高 阶 逻 辑 中 ,只 是 研究 由 概 
括 原则 抽象 出 的 各 种 约束 词 的 公共 特性 。 鉴 于 约束 词 的 
使 用 日 益 频繁 ,所 引进 的 约束 词 日 益 增多 ,作为 研究 各 种 
约束 词 公 共 特 性 的 高 阶 逻 辑 就 将 会 日 益 显 示 其 重要 性 。 

( 美 绍 损 ) 


Gaomu Zhenzhi 

高 木 真 治 (Takagi Teiji 1875~1960) ”日 本 
数学 家 。1875 年 4 月 21 日 生 于 歧 阜 县 , 1960 年 2 月 28 
日 去 世 。 1894 年 高 中 毕业 后 入 东京 帝国 大 学 理科 大 学 数 
学 科学 习 ，1897 年 毕业 后 入 大 学 院 研究 代数 学 和 数论 。 
1898 一 1901 年 作为 文部 省 派 遗 留学 生 赴 德 , 曾 在 柏林 和 
格 丁 根 等 地 学 习 。 深 受 D. 希 尔 伯 特 的 影响 。 在 格 丁 根 
期 间 解决 了 高 斯 数 域 上 的 克 罗 内 克 青 春之 梦 猜想 ， 即 高 
斯 数 域 上 任意 阿 贝尔 扩张 均 可 由 双 纽 线 函数 的 分 点 值 来 
生成 。 这 可 以 说 是 日 本 学 者 的 第 一 篇 具有 国际 水 平 的 论 
文 。 他 于 1903 年 获 理学 博士 学 位 ， 次 年 任 东京 帝国 大 学 
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教授 s 其 后 ,他 进一步 深入 研究 ， 终 于 在 1920 全 
何 阿 贝尔 扩张 均 为 类 域 并 完全 5 
解决 应 二 次 数 域 上 的 克 罗 内 克 
猜想 .这 个 结果 在 20 年 代 介 绍 
到 德国 之 后 ， 引 起 类 域 论 的 巨 
大 突破 。1925 年 他 当选 为 帝国 
学 士 院 会 员 。1932 年 被 选 为 国 
际 数学 家 大 会 主席 及 第 一 届 费 
尔 兹 奖 评 委 会 成 员 。1936 年 退 
休 。1940 年 获 日 本 最 高 科学 荣 
誉 文化 勋章 。 

高 木 身 治 的 26 篇 西 文 论文 收集 在 《高 木 自治 文集 》 
( 岩 波 书店 , 1973) 中 ， 他 还 写 了 许多 大 学 教材 专著、 中 
小 学 教科 书 及 各 种 普及 读物 。 通 过 他 的 直接 教学 活动 , 培 
养 了 一 代 具 有 国际 声誉 的 日 本 数学 家 ， 大 大 推动 了 日 本 
数学 的 发 展 。 《 胡 作 去 ) 


Gaosl 
高 斯 ,， C.F。 (Carl Friedrich Gauss 1777~ 
1855) 德国 数学 家 、 天 文学 家 和 物理 学 家 ,被 誉 为 历 
史上 伟大 的 数学 家 之 一 , 和 阿 基 术 他 ,I. 牛顿 并 列 ， 同 享 
盛名 。1777 年 4 月 30 日 生 于 不 
伦 瑞 克 的 一 个 工匠 家 庭 ，1855 
年 2 月 23 日 卒 于 格 丁 根 。 他 童 
年 时 就 显示 出 很 高 的 才能 。 
1792 年 在 不 伦 瑞 克 公 苹 的 资 
助 下 入 不 伦 瑞 克 的 卡 罗 琳 学 院 
学 习 。1795 年 入 格 丁 根 大 学 ， 
曾 在 攻读 古代 语 还 是 数学 专业 
上 产生 犹 穆 ， 但 数学 上 的 及 时 
成 功 ,促使 他 致力 于 数学 研究 。 
大 学 的 第 一 年 发 明 二 次 互 反 律 ， 第 二 年 又 得 出 正 十 七 边 
形 的 尺 规 作 图 法 ， 并 给 出 可 用 尺 规 作 出 的 正 多 边 形 的 条 
件 , 解 决 了 两 千年 来 悬而未决 的 难题 。 1798 年 转 入 黑 尔 
姆 施 泰 特大 学 ,型 年 因 证 明代 数 基本 定理 而 获 博士 学 位 。 
从 1807 年 到 1855 年 逝世 ， 他 一 直 担任 格 丁 根 大 学 教授 
兼 格 丁 根 天 文 台 台 长 。 

高 斯 的 数学 成 就 遍及 各 个 领域 ,在 数论 、 代 数学 、 
非 欧 几 里 得 几何 、 微 分 几何 、 超 几何 级 数 、 复 变 函 数论 
以 及 椭 贺 函数 论 等 方面 均 有 一 系列 开创 性 贡献 。 他 十 分 
注重 数学 的 应 用 ,并 且 在 对 天 文学 、 大 地 测量 学 和 磁 学 的 
研究 中 ,发 明和 发 展 了 最 小 二 乘法 、 曲 面 论 . 位 势 论 等 。 

1801 年 发 表 的 《算术 研究 》 是 数学 史上 为 数 不 多 的 
经 典 著作 之 一 ， 它 开辟 了 数论 研究 的 全 新 时 代 。 在 这 本 
书 中 ,高 斯 不 仅 把 19 世纪 以 前 数论 中 的 一 系列 孤立 的 结 
果 予 以 系统 的 整理 ,给 出 了 标准 记号 的 和 完整 的 体系 ,而 
且 详 细 地 阐述 了 他 自己 的 成 果 , 其 中 主要 是 同 余 理 论 , 剩 
余 理论 以 及 型 的 理论 , 同 余 概 念 最 早 是 由 L- 欧 拉 提 出 的 ， 
高 斯 则 首次 引进 了 同 余 的 记号 并 系统 而 又 深入 地 图 述 了 
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同 余 式 的 理论 ,包括 定义 相同 模 的 同 余 式 运算 .多 项 式 同 
余 式 的 基本 定理 的 证 明 、 对 竺 以 及 多 项 式 的 同 余 式 的 处 
理 。19 世纪 20 年 代 ， 他 再 次 发 展 同 余 式 理论 ， 着 重 研 
究 了 可 应 用 于 高 次 同 余 式 的 互 反 律 , 继 二 次 剩余 之 后 ,得 
出 了 三 次 和 双 二 次 剩余 理论 。 此 后 ,为 了 使 这 一 理论 更 
趋 简 单 , 他 将 复数 引入 数论 ,从 而 开创 了 复 整数 理论 。 高 
斯 系统 化 并 扩展 了 型 的 理论 。 他 给 出 型 的 等 价 定义 和 一 
系列 关于 型 的 等 价 定理 ， 研 究 了 型 的 复合 (乘积 ) 以 及 关 
于 二 次 和 三 次 型 的 
处 理 。1830 年 ,高 
斯 对 型 和 型 类 所 给 
出 的 几何 表示 ， 标 
志 着 数 的 几何 理论 
发 展 的 开端 在 《 算 
术 研 究 》 中 他 还 进 vidin 
一 步 发 展 了 分 圆 理 
论 ， 把 分 圆 问题 归 
结 为 解 二 项 方程 的 
问题 ， 并 建立 起 二 
项 方程 的 理论 。 后 
来 N. H. 阿 贝尔 按 
高 斯 对 二 项 方程 的 
处 理 ， 着 手 探讨 了 
高 次 方程 的 可 解 性 
问题 。 高 斯 < 算术 研究 3 麻 页 

高 斯 在 代数 方面 的 代表 性 成 就 是 他 对 代数 基本 定理 
的 证 明 。 高 斯 的 方法 不 是 去 计算 一 个 根 ,而 是 证 明 它 的 存 
在 。 这 个 方式 开创 了 探讨 数学 中 整个 存在 性 问题 的 新 途 
径 。 他 曾 先后 四 次 给 出 这 个 定理 的 证 明 ， 在 这 些 证 明 中 
应 用 了 复数 ， 并 且 合理 地 给 出 了 复数 及 其 代数 运算 的 几 
何 表示 ,这 不 仅 有 效 地 巩固 了 复数 的 地 位 ,而 且 使 单 复 变 
函数 理论 的 建立 更 为 直观 ,合理 。 在 复 分 析 方面 ,高 斯 提 
出 了 不 少 单 复 变 函数 的 基本 概念 ， 著 名 的 柯 西 积 分 定理 
( 复 变 函数 沿 不 包括 奇 点 的 闭 曲线 上 的 积分 为 零 )， 也 是 
高 斯 在 1811 年 首先 提出 并 加 以 应 用 的 。 复 函数 在 数论 
中 的 深入 应 用 ,又 使 高 斯 发 现 椭 贺 函数 的 双 周 期 性 ,开创 
椭圆 函数 论 这 一 重大 的 领域 ;但 与 非 欧 几何 一 样 ,关于 椭 
圆 函数 他 生前 未 发 表 任 何 文章 。 

1812 年 ,高 斯 发 表 了 在 分 析 方面 的 重要 论文 《无 穷 级 
数 的 一 般 研究 3, 其 中 引入 了 高 斯 级 数 的 概念 。 他 除了 证 
明 这 些 级 数 的 性 质 外 ,还 通过 对 它们 敛 散 性 的 讨论 ,开创 
了 关于 级 数 但 散 性 的 研究 。 

非 欧 几 里 得 几何 是 高 斯 的 又 一 重大 发 现 。 有 关 的 思 
想 最早 可 以 追 调 到 1792 年 ， 即 高 斯 15 岁 那 年 。 那 时 他 
已 经 意识 到 除 欧 氏 几何 外 还 存在 着 一 个 无 逻辑 矛盾 的 几 
何 , 其 中 欧 氏 几何 的 平行 公设 不 成 立 。1799 年 他 开始 重 
视 开 发 新 几何 学 的 内 容 , 并 在 1813 年 左右 形成 较 完整 的 
思想 。 高 斯 深信 非 欧 几 何在 逻辑 上 相 容 并 确认 其 具有 可 
应 用 性 。 虽 然 高 斯 生前 没有 发 表 这 一 成 果 ， 但 是 他 的 遗 


Dit Fr to Nes 


ARITHMETICAE 


BD GARDoLO PAIDEMGD GAY 


Ly en 


稿 表明 ,他 是 非 欧 几何 的 创立 者 之 一 。 

高 斯 十 分 善于 把 数学 成 果 有 效 地 应 用 于 其 他 科学 领 
域 。 他 1809 年 发 明 的 最 小 二 乘法 ,对 天 文学 和 其 他 许多 
需要 处 理 观 察 数据 的 学 科 有 重要 意义 。 另 外 ， 象 球面 三 
角 中 高 斯 方程 组 和 内 插 法 计算 中 的 高 斯 内 插 公 式 在 天 文 
学 计算 中 也 有 广泛 应 用 。 高 斯 致力 于 天 文学 研究 前 后 约 
20 年 ， 在 这 领域 内 的 伟大 著作 之 一 是 《天 体 运动 理论 》 
(1809)。 

1816 年 起 , 高 斯 把 数学 应 用 从 天 体 转向 大 地 。 他 受 
汉诺威 政府 的 委托 进行 大 地 测量 。 在 这 项 工作 中 他 创造 
了 两 种 彼此 独立 的 方法 ， 推 导 旋转 椭 贺 体 上 计算 经 纬度 
及 方位 角 之 差 至 四 次 项 的 公式 。 

在 对 大 地 测量 的 研究 中 ， 高 斯 创立 了 关于 曲面 的 新 
理论 。1827 年 发 表 《关于 曲面 的 一 般 研究 》， 书 中 全 面 盖 
述 了 三 维 空间 中 的 曲面 的 微分 几何 ， 并 提出 了 内 蕴 曲 面 
理论 ， 在 微分 几何 中 获得 扩展 和 系统 化 。 高 斯 的 曲面 理 
论 后 来 被 他 的 学 生 B. 你 腕 所 发 展 ,成 为 爱 因 斯坦 广 义 相 
对 论 的 数学 基础 。 

19 世纪 30 年 代 起 ,高 斯 的 注意 力 转 向 磁 学 ,1839 一 
1840 年 先后 发 表 了 《地 磁 概论 ?和 《关于 与 距离 平方 成 反 
比 的 引力 和 斥 力 的 普遍 定理 》， 后 一 篇 论著 还 是 19 世纪 
位 势 理论 方面 的 主导 性 文献 。 

高 斯 在 学 术 上 十 分 谦 慎 ， 他 恪守 这 样 的 原则 ,问题 
在 思想 上 没有 弄 通 之 前 决 不 动笔 ", 并 且 认为 只 有 在 证 明 
的 严密 性 ,文字 词句 和 叙述 体裁 都 达到 无 懈 可 击 时 才 发 
表 自 己 的 成 果 ， 这 使 得 他 发 表 的 作品 比 起 他 一 生 中 所 做 


的 大 量 研究 来 说 相对 地 要 少 得 多 。 ( 栾 小 明 ) 
Gaosl xiaoqufa 

高 斯 消去 法 (Gaussian elimination method) 
见 消 元 法 。 
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哥 德 尔 ,K. (Kurt Gidel 1906~1978) 数理 


逻辑 学 家 。1906 年 4 月 28 日 生 于 奥 匈 帝国 的 布尔 诺 ( 今 
属 捷克 斯 洛 伐 克 )，1978 年 1 
月 14 日 逝世 于 普林斯顿 。 他 于 
1924 年 入 维也纳 大 学 主 修 物 
理 。1926 年 转 攻 数学 , 同年 参 
加 M. 施 利克 主持 的 哲学 小 组 。 
1930 年 春 获 博士 学 位 ,1931 年 
发 表 著 名 的 题 为 “《 数 学 原理 》 
及 有 关系 统 中 的 形式 不 可 判定 
命题 "的 讲师 论文 。 1933 年 任 
维也纳 大 学 讲师 。1938 年 去 美 
国 普林斯顿 高 等 研究 所 , 1953 年 任 该 所 教授 。 

哥 德 尔 一 生 治 学 大 致 可 分 为 两 个 时 期 。1929~1943 
年 主要 研究 数理 逻辑 和 数学 基础 。1944 年 以 后 更 多 地 研 
究 哲 学 问题 。 


在 数理 去 加 和 教学 基础 方面 ， 他 的 重要 贡献 有 : @ 
1929 年 的 博士 论文 证 明了 狭 谓词 演算 的 有 效 公 式 皆 可 
证 。@1931 年 的 讲师 论文 证 明了 , 一 个 包括 初等 数论 的 
形式 系统 P, 如果 是 相 容 的 则 它 是 不 完全 的 ( 即 在 本 系统 
中 必 存 在 不 可 证 明 的 真 命题 )。 同 一 论文 还 证 明 ; 这 样 系 
统 的 相 容 性 在 本 系统 中 不 能 证 明 ， 更 不 能 用 有 穷 方法 证 
明 .@ 在 1939 年 的 《连续 统 假设 的 相 容 性 》 中 证 明了 ,连续 
统 假设 相对 于 通常 的 集合 论 公理 系统 是 相 容 的 。@1958 
年 发 表 的 关于 有 穷 观 点 的 扩张 一 文 里 给 出 一 个 对 于 古典 
数论 的 构造 性 解释 他 的 这 些 工作 从 正面 或 反面 .或 是 部 
分 地 解答 了 20 世纪 以 来 在 数学 基础 方面 争论 的 最 根本 
的 问题 。 同 时 也 给 希 尔 伯 特 计划 以 很 大 的 冲击 。 他 以 独 
立 的 哲学 见解 和 精湛 的 数学 才能 把 数学 和 逻辑 结合 起 
来 ,创建 了 新 方法 , 把 数学 基础 研究 提高 到 新 的 水 平 , 使 
大 部 分 的 数理 逻辑 发 展 成 为 数学 的 分 支 。 

在 哲学 方面 ,他 在 20 年 代 虽 曾 参加 施 利克 小 组 的 讨 
论 , 但 并 不 赞成 逻辑 实证 主义 观点 ,只 是 对 用 数理 逻辑 来 
分 析 哲学 问题 感到 兴趣 。 晚 年 致力 于 哲学 以 后 ,未 发 表 过 
有 系统 的 哲学 论述 ,他 的 观点 散 见于 一 些 论文 或 讲演 中 。 
他 认为 ， 健 全 的 哲学 思想 和 成 功 的 科学 研究 密切 相关 。 
他 说 ,他 对 一 般 数学 和 元 数学 ,特别 是 关于 超 穷 思想 方法 
的 客观 主义 观点 ， 对 于 他 的 逻辑 研究 是 根本 的 ( 哥 德 尔 
1967 年 致 王 浩 的 信 )。 他 在 《什么 是 康 托 尔 的 连续 统 假 
设 》 中 指出 数学 对 象 ,例如 集合 论 里 的 超 穷 集 , 是 “客观 实 
在 "， 独 立 于 人 们 的 构造 , 不 是 象 康德 所 断定 的 那样 , 是 
“ 纯 主观 "的 。 他 自称 为 “客观 主义 ", 这 比 称 之 为 “柏拉图 
主义 "更 为 恰当 。 《 王 宪 约 ) 


Gede'er buwanbelxing dingll 
哥 德 尔 不 完备 性 定理 (Gidel's incompleteness 
theorem) ”发 表 于 1931 年 。 它 包括 两 个 定理 

第 一 不 完备 性 定理 ” 设 S 是 包含 算术 系统 在 内 的 任 
意 形式 系统 ， 则 存在 命题 了 使 得 和 它 的 否 命题 一 了 都 
在 S 中 不 可 证 ,这 里 的 下 也 称 为 系统 S 内 的 不 可 判定 句 。 

第 二 不 完备 性 定理 ”在 上 述 形式 系统 8 中 不 能 证 明 
它 本 身 的 协调 性 。 

K, 哥 德 尔 最 初 想 证 明 希 尔 伯 特 计划 中 企图 证 明 的 
形式 数论 系统 和 形式 实数 系统 的 协调 性 。 他 的 想法 是 ， 
@ 证 明 形式 数论 系统 的 协调 人 性， 名 证 明 形式 实数 系统 对 
于 形式 数论 系统 的 相对 协调 性 ,他 认为 @ 是 容易 证 明 的 ， 
因此 首先 考虑 四 的 证 明 。 在 考虑 四 的 过 程 中 发 现 了 第 一 
不 完备 性 定理 ， 证 明 的 方法 主要 是 对 角 线 方法 。 

希 尔 伯 特 想 要 在 各 个 古典 数学 形式 系统 里 ， 用 有 穷 
方法 证 明 本 系统 的 协调 性 。 第 二 不 完备 性 定理 证 明了 即 
使 在 形式 数论 系统 中 希 尔 伯 特 计划 也 无 法 实现 ， 需 要 另 
谋 其 他 出 路 。 希 尔 伯 特 猜测 只 要 适当 选择 比 系统 内 所 含 
有 工具 更 强 的 工具 就 可 以 证 明 形式 数论 系统 的 协调 性 。 
果然 在 1936 年 G. 根 鹤 实 现 了 他 的 猜测 。 

哥 德 尔 给 出 的 上 述 8 内 不 可 判定 命题 的 直观 意思 是 
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“FF 在 8 内 不 可 证 ", 即 它 的 直观 是 远 辑 性 质 的 。 后 来 十 帕 
里 斯 给 出 了 一 个 8 内 不 可 判定 的 命题 ， 它 是 有 明显 的 数 
学 性 质 的 真 命题 。 在 裴 里 斯 之 后 一 些 数学 家 们 又 做 出 了 
不 少 有 意义 的 工作 ,其 中 蕊 . 弗 里 德 曼 的 工作 很 受 人 注意 。 
第 一 不 完备 性 定理 的 证 明 方 法 对 递归 论 的 早期 发 展 
有 很 大 影响 。 ( 杨 东 屏 》 


Ge'erdan 

哥 尔 丹 , P. A. (Paul Albert Gordan 1837~ 
1912) 。 德国 数学 家 。 以 善 长 代数 不 变量 理论 著称 。 
1837 年 4 月 27 日 生 于 德国 布雷 斯 劳 ,1912 年 12 月 21 日 座 
于 埃 尔 朗 根 。 他 在 职业 中 学 毕业 后 任 银行 职员 。1855 年 
起 ， 先 后 到 柏林 大 学 、 布雷 斯 劳 大 学 和 柯 尼 斯 保 ( 今 苏联 
加 里 宁 格 勒 ) 大 学 学 习 数学 。 1874 年 任 埃 尔 朗 根 大 学 教 
授 。1910 年 退休 。 

不 变量 理论 是 19 世纪 下 半 叶 最 热门 的 研究 课题 之 
一 。 在 R.F. A. 克 菜 布什 影响 下 ， 他 把 毕生 精力 用 于 这 
一 领域 。1868 年 , 使 用 构造 方法 证 明了 著名 的 哥 尔 丹 有 
限 基 定 理 ， 每 个 给 定 次 数 的 二 元 型 所 xi，xza) 一 ax 十 
oz zs 十 … 十 on 奏 的 不 变量 具有 有 限 基 。 其 后 20 年间， 
数学 家 们 热衷 于 寻找 多 元 型 的 类 似 结果 。 哥 尔 丹 也 得 到 
很 多 结果 ,被 时 人 誉 为 "不 变量 之 王 ", 但 未 解决 一 般 代数 
型 的 有 限 基 问题 。 

哥 尔 丹 的 研究 风格 是 强调 算法 与 构造 性 证 明 。 他 曾 
贬 瑞 DD, 布尔 伯 特 用 纯粹 存在 性 方法 证 明 一 般 代数 型 的 
有 限 基 定 理 "是 神学 而 不 是 数学 "， 但 最 终 接受 了 这 种 新 
的 证 明 方法 。 他 指导 的 唯一 的 博士 E. 诺 特 后 成 为 近世 抽 
象 代数 的 英 基 人 。 《刘向东 ) 


ge 
格 (lattice) 。 一 种 特殊 的 偏 序 集 。 在 许多 数学 对 
象 中 ， 所 考虑 的 元 素 之 间 具 有 某 种 顺序 。 例 如 ， 一 组 实 
数 间 的 大 小 顺序 ， 一 个 集合 的 诸 子 集 (或 某 些 子 集 ) 间 按 
“S"(“ 被 包含 ") 所 成 的 顺序 ， 一 组 命题 间 按 “蕴涵 "所 成 
的 顺序 :等 等 。 这 种 顺序 一 般 不 是 全 序 , 即 不 是 任意 二 元 
素 间 都 能 排列 顺序 ， 而 是 在 部 分 元 素 间 的 一 种 顺序 即 偏 
序 ( 半 序 )。 偏 序 集 和 格 就 是 研究 “顺序 "的 性 质 及 作用 而 
产生 的 概念 和 理论 。 

偏 序 集 是 指 一 个 非 空 集合 P， 在 它 的 某 些 元 素 序 偶 
(a,b) 间 ,规定 了 一 种 关系 4<b, 适 合 下 列 性 质 :对 一 切 a、 
b.cEP,Da<a; @ 若 a<b, 且 b<o, 则 ae=b;@ 若 a<b， 
且 b<c, 则 o<c。 

设 P 是 一 个 偏 序 集 , a、b、c 是 P 中 元 素 。 若 a<c 且 
b<c, 则 c 称 为 4 和 b 的 一 个 上 界 。 若 对 4 和 b 的 任 一 
上 界 4EP, 有 c<d, 则 c 称 为 a 和 b 的 最 小 上 界 。 易 知 ， 
4 和 b 在 P 中 的 最 小 上 界 至 多 有 1 个 。 当 它 存在 时 ,就 记 
作 aUb。 仿 此 可 定义 a。 和 bb 的 最 大 下 界 , 当 它 存在 时 ,就 
记 作 anb。P 的 任 一 非 空子 集 的 最 小 上 界 及 最 大 下 界 可 
以 类 似 地 定义 。 但 它们 不 一 定 存在 。 
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如 果 偏 序 集 工 中 任 二 元 素 & 和 b， 都 具有 最 小 上 界 
2Ub 与 最 大 下 界 anb, 那么 工 称 为 一 个 格 。 在 格 工 中 ， 
运算 U 及 由 适合 以 下 性 质 , 对 一 切 .bcELI，@OaUb= 
bUa, aNb=bNa; @aUbUc)=(aUb)Uc, a (bn 
c=(anbnc @an(bUa=aaU(bno=a OaU 
a=a,aNa=a,。 

运算 U、 几 及 偏 序 二 可 以 互相 刻画 ， 即 对 一 切 a、 
bEL, a<b 当 目 仅 当 aUb=b, 当 且 仅 当 a b=a。 由 此 
可 得 到 格 的 又 一 个 定义 ， 如 果 非 空 集合 工 有 两 个 二 元 运 
算 U 及 站 ,它们 满足 上 述 的 性 质 D 一 @ ,那么 工 称 为 一 个 
格 。 这 个 定义 与 前 一 定义 是 等 价 的 。 

设 了 是 一 个 偏 序 集 , P, 是 P 的 任 一 非 空子 集 , P, 按 
照 由 了 中 继承 来 的 偏 序 , 也 构成 一 个 偏 序 集 , 称 为 了 的 子 
偏 序 集 。 设 工 是 一 个 格 , L! 是 工 的 一 个 非 空子 集 ， 如 果 
Z 对 于 工 中 的 运算 U 及 门 是 封闭 的 ,那么 志 称 为 工 的 子 
格 。 有 时 ， 格 工 的 子 集 忆 不 是 工 的 子 格 ， 而 作为 工 的 子 
偏 序 集 , 它 自身 却 可 以 构成 一 个 格 。 这 是 因为 Zi 中 的 元 
素 & 和 b 在 工 中 的 最 小 上 界 (最 大 下 界 ) 与 在 L, 中 的 最 
小 上 界 ( 最 大 下 界 ) 未 必 一 致 。 

例如 ,集合 L={1,2,3,4,12} 按 照 正 整数 的 整除 ( 即 
规定 对 一 切 a.bEL,a<b 当 且 仅 当 a 整除 5) 构 成 一 个 偏 
序 集 。 而 且 工 是 一 个 格 ， 如 
3n4=1，2U3=12， 等 等 。 
集合 工 也 可 如 图 1 所 示 。 格 
中 每 一 个 元 素 用 一 个 “。” 表 
示 , 并 在 诸 “。" 间 连 线 , 任 二 
元 素 4 和 b 能 用 自 下 而 上 的 
折线 连通 , 当 且 仅 当 a<b。 

群 G={e, a, b,c), 其 
运算 如 右 表 。 

G 共 有 5 个 子 群 , G， 
A={e,0}, B={e,b},，C={e,c},E={e}。 这 些 于 群 所 
成 的 集合 2 (G)= {G,4,B,C,E)} 对 于 偏 序 “ES” 构成 一 
个 格 ,如 图 2 所 示 。 


群 G 的 运算 表 


图 1 集合 上 对 于 

< 为 一 闪 
车 一 个 格 的 任意 非 空子 集 都 有 最 小 上 界 及 最 大 下 
界 ， 则 这 个 格 称 为 完备 格 。 例 如 ， 每 个 有 限 格 都 是 完备 
格 ， 实数 集 忆 (加 入 士 oo 后 ) 对 于 通常 的 大 小 顺序 入 构成 
一 个 完备 格 , 但 是 有 理 数 集 @ 却 不 然 ， 因 为 @ 中 一 切 适 
合十 <2 的 数 了 所 成 的 子 集 就 没有 最 小 上 界 。 任 一 群 G 


图 2 G 的 子 群 
所 成 的 格 


的 一 切 子 群 所 成 的 集合 对 于 "S" 构 成 一 个 完备 格 2(G)。 
关于 完备 格 有 定理 ,每 个 格 工 都 能 嵌入 一 个 群 G 的 子 群 
格 2(G) 中 , 即 工 同 构 于 2(G) 的 一 个 子 格 。 仿 照 通常 由 
有 理 数 集 构 作 实数 集 的 戴 德 金 分 割 方法 ， 可 以 证 明 又 一 
个 定理 ,每 个 偏 序 集 了 都 能 "完备 化 "为 一 个 完备 格 工 , 亦 
即 由 了 能 作出 一 个 完备 格 工 , 工 包含 P 为 其 子 偏 序 集 。 

在 广义 实数 系 R 中 ,不 但 能 进行 四 则 运算 ,而 且 由 于 
RR 对 于 和 具有 完备 性 还 能 进行 求 极限 的 运算 ，R 成 为 分 
析 数 学 的 基石 。 在 格 论 中 ， 有 些 完备 格 也 可 以 有 某 种 类 
似 的 作用 。 

在 一 个 格 工 中 , 几 对 于 U 的 分 配 律 aNn(bUc)=(an 
5)U anc), 或 U 对 于 由 的 分 配 律 aU (bne)=(aUb)n 
(aUc) 未 必 成 立 ,如 果 在 格 工 中 有 一 条 分 配 律 成 立 , 那么 
工 称 为 分 配 格 。 可 以 证 明 ， 若 在 格 上 中 有 一 条 分 配 律 成 
立 , 则 另 一 条 分 配 律 也 成 立 。 例 如 ,每 个 全 序 集 都 是 分 配 
格 , 正 整数 集 对 于 “整除 "这 一 偏 序 构成 一 个 分 配 格 。 任 一 
集合 的 一 切 子 集 所 成 的 集合 ， 对 于 偏 序 “ 三 "构成 一 个 分 
配 格 。 一 个 格 工 是 分 配 格 的 充分 必要 条 件 为 : 工 不 具有 
同 构 于 图 1 所 示 的 格 或 图 2 所 示 的 格 的 子 格 。 关 于 分 配 
格 有 如 下 的 定理 :每 个 分 配 格 上 都 同 构 于 一 个 集合 环 ( 即 
一 个 集合 的 某 些 子 集 对 于 “并 ”(U ) 及 “ 交 ”(m ) 所 构成 
的 格 )。 每 个 偏 序 集 都 能 扩展 为 一 个 全 序 集 , 扩 展 时 无 须 
增加 元 素 而 只 扩展 偏 序 的 定义 。 

设 工 是 一 个 格 。 所 谓 模 度 律 , 是 指 对 一 切 a.bcEL， 
有 aU(bNn(aUc))=(aUb)n (aUc)。 如 果 在 格 工 中 有 
模 度 律 成 立 , 那 么 工 称 为 模 度 格 ,又 称 戴 德 金 格 。 一 个 格 
工 是 模 度 格 的 充分 必要 条 件 为 ， 工 不 具有 同 构 于 图 1 所 
示 的 格 的 子 格 。 关 于 模 度 格 有 如 下 的 定理 ， 设 G 是 一 个 
群 , 2(G) 是 G 的 一 切 正规 子 群 对 于 偏 序 “ 三 "所 成 的 格 ， 
则 包 (G) 是 模 度 格 。 关 于 环 上 的 模 及 其 子 模 ， 也 有 类 似 
的 定理 成 立 。 利 用 模 度 律 ， 可 以 对 群 和 模 的 某 些 结构 性 
定理 如 若 尔 当 - 赫 尔 德 定理 、 克 鲁 尔 - 施 密 特定 理 等 用 格 
论 的 语言 , 作 比 较 简明 也 比较 一 般 的 证 明 。 

如 果 一 个 格 工 中 含有 对 于 入 的 最 大 元 I 及 最 小 元 O， 
而 且 有 一 种 求 补 运算 ”对 一 切 EL,aUa' 一 Lana'= 
,那么 工 称 为 可 补 格 。 例 如 ,布尔 代数 就 是 可 补 格 中 重 
要 的 一 类 。 可 补 模 度 格 也 是 较 重要 的 ， 它 与 射影 几何 有 
联系 。 

格 论 在 代数 学 .射影 几何 学 ,集合 论 ,数理 远 辑 , 泛 函 
分 析 以 及 概率 论 等 许多 数学 分 支 中 都 有 应 用 。 例 如 ,在 代 
数学 中 ， 对 于 一 个 群 G 与 其 子 群 格 多 (G) 之 间 关 系 的 研 
究 。 在 数理 逻辑 中 ， 近 年 来 关于 “不 可 解 度 "的 研究 。 

参考 书目 

G. Birkhoff, Lattice Theory, 3rd ed,American Mathe- 
matical Society, New York, 1967. 
《 王 世 强 ) 


gedian wentl 
格 点 问题 〈problem on lattice point) 或 称 
整 点 问题 ， 研 究 一 些 特殊 区 域 甚至 一 般 区 域 中 的 格 点 的 


个 数 。 格 点 又 称 整 点 ， 是 指 坐 标 均 为 整数 的 点 。 格 点 问 
题 是 数论 中 的 一 类 重要 问题 ， 起 源 于 以 下 两 个 著名 问题 
的 研究 ，@ 狄 利克 雷 除 数 问题 。 设 x>1，D:(x) 表 区 域 
1l<u<x,1<v<x, wv<x 上 的 格 点 个 数 。1849 年 ， 
P. G. 工 . 狄 利克 雷 证 明了 Di (x)=x ln zx 十 (2y 一 1) + 
A(x), 这 里 A(x)=OLMx), 7 是 欧 拉 常 数 。 这 一 问题 的 
目的 是 要 求 出 使 余 项 估计 A (x)=0OCx*) 成 立 的 的 下 确 
界 9。 因为 D(x)= 刀 d4n), 其 中 d(n) 是 除数 函数 ,所 以 


把 这 一 格 点 问题 称 为 狄 利克 雷 除数 问题 。@@ 圆 内 格 点 问 
题 。 设 x>1, A:(x) 表 园 刀 + 由 <x 上 的 格 点 数 。C.F. 
高 斯 证 明了 As(x)==xx+R(x), 这 里 R(X)=O(MX)。 求 
使 余 项 估计 R(x)=OCx*) 成 立 的 入 的 下 确 界 a 的 问题 
称 为 圆 内 格 点 问题 或 高 斯 加 问题 , 显 有 4x(z)= 及 ri(n)， 


这 里 rn) 是 x 十 X=n 的 全 体 整 数 解 的 个 数 。 利用 初 
等 方法 ,1903 年 ,T.@. 沃 罗 诺 伊 证 明了 0<1/3,1906 年 ， 
W. 谢 尔 平 斯 基 证 明了 a<1/3， 利 用 较 深 的 分 析 方 法 ， 
1922 一 1937 年 ，J. G. 范 , 德 .科普 特首 先 证 明了 as<37/ 
112,b 大 27/82;1934 一 1935 年 ,E.C. 蒂 奇 马 什 证 明了 w< 
15/46; 1942 年 ， 华 罗 庚 证 明 了 a<13/40;1963 年 , 陈 
景 润 .发文 坎 证 明了 a<12/37;1950 年 迟 宗 陶 和 1953 年 
了,- 了 ,里 歌 先后 证 明了 4<15/46, 他 们 所 用 的 方法 都 是 闵 
因 鹤 提出 的 ! 1963 年 ， 尹 文 霖 证 明了 6<12/37;1985 年 ， 
T.A. 科 列 斯 尼克 证 明了 6 三 139/429 ,1985 年 ，W. G. 诺 
瓦 克 证 明了 a<139/429。 另 一 方面 ,1916 年 G.H, 哈代 已 
证 明 a 宇 1/4;1940 年 , A. E. 英 厄 姆 已 证 明 6>1/4。 一 
些 数学 家 还 对 余 项 A(x) 和 R(x) 的 均值 做 了 估计 。 猜 测 
9=a=1/4, 但 是 至 今 未 能 证 明 。 这 两 个 问题 的 直接 推广 
是 卡 维 除数 同 题 、 球 内 格 点 问题 以 及 k 维 椭 球 内 的 格 点 
问题 等 。 对 一 般 格 点 问题 也 有 不 少 研究 。 关 于 这 些 问题 
中 国 数学 家 做 了 不 少 工作 。 
关于 一 般 平面 区 域 的 格 点 问题 ，M. V, 贾 尔 尼 科 推 
广 高 斯 的 方法 后 于 1924 年 证 明了 : 设 了 是 可 求 长 的 约 当 
闭 曲 线 ,其 长 为 工 , 其 所 围 面 积 为 A N 是 了 内 及 其 上 的 
格 点 数 , 则 有 |N 一 A|<L。 
参考 书目 
华 罗 广 著 : “指数 和 的 估计 及 其 在 数论 中 的 应 用 *， 科 学 出 版 
社 ,北京 ,1963。 
( 潘 承 油光 承 彪 ) 


Gelosimon 

格拉 斯 曼 , H. G. (Hermann Ginther Grass- 
mann 1809~1877) 德国 数学 家 、 语 言 学 家 和 社 
会 活动 家 。1809 年 4 月 15 日 生 于 普鲁士 波 美 拉 尼 亚 省 
的 海港 城市 斯 德 丁 ( 今 什 切 青 , 属 波 兰 ), 1877 年 9 月 26 
日 卒 于 同 地 。 早 年 曾 在 柏林 大 学 研习 神学 、 古 典 语言 文 
学 ， 1830 年 开始 研究 数学 和 物理 学 。1832 年 提出 一 种 新 
的 几何 理论 ,从 而 使 工 -L. 拉 格 颜 日 的 《分 析 力学 X1788) 
一 书 的 数学 论证 得 到 简化 ,并 对 P.-S. 拉 普 术 斯 的 k 天 体 
力学 ?中 有 关 潮 汐 的 部 分 给 以 独特 的 推导 。 他 在 数学 上 
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的 主要 著作 《线性 扩张 理论 (第 1 卷 ,1844), 给 出 向 量 外 
乘法 的 递 推定 义 ， 建 立 了 格拉 斯 曼 代数 和 格拉 斯 曼 流 形 
的 结构 ， 以 及 在 现代 分 析 和 微 
分 几何 中 占据 重要 地 位 的 外 微 
分 形式 的 计算 ， 此 外 ， 还 发 展 
了 一 种 “代数 乘法 "的 运算 ， 从 
而 产生 了 现在 称 为 多 项 式 环 的 
结构 。 这 些 成 就 对 后 来 的 数学 
发 展 有 重大 影响 ， 然 而 却 超 出 
了 当时 数学 家 们 的 接受 能 力 ， 
直到 他 逝世 前 后 才 受 到 重视 ， 
得 到 应 用 。 作 为 《线性 扩张 理 
论 》 的 应 用 ， 他 于 1845 年 发 表 了 《电动 力学 的 新 理论 》， 
1846 一 1856 年 发 表 了 一 系列 文章 , 把 他 的 理论 用 来 研究 
代数 曲线 和 代数 曲面 的 生成 ,1847 年 他 的 《几何 分 析 》 一 
书 获得 莱比锡 科学 会 的 大 奖 ，1862 年 出 版 了 《扩张 理论 
(全 面 严格 修订 本 )》，1871 年 被 选 为 格 丁 根 科 学 院 通讯 
院士 。 

由 于 在 数学 上 的 成 就 长 期 得 不 到 世人 的 承认 ， 他 在 
19 世纪 50 年 代 开始 研究 焚 语 等 多 种 语言 ， 后 来 在 比较 
语言 学 上 有 重要 成 就 。 他 提出 的 关于 送气 音 的 一 个 规律 
《1863) ,被 称 为 格拉 斯 曼 律 。 他 的 《 喘 陀 经 词典 》(1873 一 
1875) 代 表 了 他 在 语言 学 研究 中 的 高 度 成 就 ,多 年 来 成 为 
禁 语 研究 的 典籍 。 逝 世 前 一 年 成 为 “美国 东方 学 会 "会 员 ， 
获得 杜 宾 根 大 学 名 誉 博士 。 

格拉 斯 曼 也 是 一 位 积极 的 社会 活动 家 ， 参 加 过 引起 
1848 年 欧洲 革命 的 许多 政治 事件 ， 创办 《德意志 国家 、 教 
会 与 民生 周报 》， 不 久 改 为 《 北 德意志 日 报 》, 鼓吹 在 普 鲁 
士 领导 下 统一 德国 , 建立 君主 立宪 制 。1849 年 大 革命 重 
镇 压 后 ,他 对 复辟 活动 不 满 ,而 销 声 论坛 。 


( 江 吉 未) 

Gelelguoll 
格雷 果 里 , J (James Gregory 1638~1675) 
苏格兰 数学 家 、 光学 家 、 天 文学 家 。1638 年 11 月 生 于 苏 

AI 格 兰 阿 伯 丁 附近 , 1675 年 10 月 
座 于 爱丁堡 。 初 就 学 于 阿 伯 丁 。 
1661 年 发 明 以 他 的 名 字 命名 的 
反射 望远镜 ,记载 在 《光学 的 进 
展 》 一 文中 。 他 同时 提出 用 光度 
测定 法 估计 恒星 的 距离 。1665 
年 到 意大利 帕 多 瓦 大 学 ， 继 续 
研究 数学 和 天 文 。1667 年 发 表 
《 圆 与 双 曲 线 的 实际 求 积 y， 首 
次 展开 arc tang 等 函数 为 无 穷 
级 数 ,从 而 推出 以 他 的 名 字 命 名 的 展开 式 : 

开 1 1 
后 + 于 

他 最 早 注意 到 级 数 的 敛 散 性 ， 区 分 代数 函数 和 超越 
函数 。 在 通信 中 还 提出 若干 新 的 成 果 ， 如 二 项 级 数 和 和牛 
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顿 插 值 公式 等 。1668 年 回 到 苏格兰 , 任 圣 安 德 鲁 斯 大 学 
(1669~1674 ) 和 爱丁堡 大 学 (1674~1675 ) 教 授 。 后 因 过 
度 的 太阳 观测 损 及 目 力 , 终 至 失明 ,不 久 去 世 。 
( 梁 宗 巨 ) 

Gelin 
格林 ,G. (George Green 1793~1841) 英国 
数学 家 。 生 于 英格兰 诺丁汉 市 一 磨坊 主 家 庭 , 1793 年 7 
月 14 日 受洗 礼 , 1841 年 5 月 31 日 病逝 。 他 长 期 在 父亲 
的 磨坊 里 做 工 ,通过 艰苦 的 自学 掌握 了 高 等 数学 。 主 要 受 
法 国学 派 (P.-S. 拉 普 拉 斯 、J. -上 L. 拉 格 天 日 、S.-D. 泊 
松 等 ) 的 影响 。 格 林 将 分 析 应 用 于 电磁 领域 并 引出 了 他 
在 数学 物理 中 的 一 系列 重要 研究 。1833 年 他 40 岁 时 被 
推荐 入 剑桥 大 学 ，1838 (一 说 为 1837) 年 获 学 士 学 位 ， 
1839 年 被 选 为 网 维尔 - 科 尼 斯 学 院 院 委 。 

格林 的 第 一 篇 论文 《 论 数学 分 析 在 电磁 理论 中 的 应 
用 》 完 成 于 1828 年 ,但 直到 他 去 世 后 (1850) 才 由 于 W , 汤 
姆 森 的 努力 而 在 克 雷 尔 的 《数学 杂志 》 上 发 表 ， 并 成 为 近 
代位 势 论 的 经 典 文献 之 一 。 拉 普 拉 斯 与 泊 松 等 已 经 用 到 
过 位 势 函 数 ， 但 “位 势 "这 个 名 称 是 格林 首先 引入 的 。 拉 
普 拉 斯 等 人 的 方法 只 适用 于 特殊 的 几何 形体 ， 格 林 则 发 
展 了 较 一 般 的 理论 ， 特 别 是 建立 了 对 于 推动 位 势 论 进 一 
步 发 展 极为 关键 的 著名 公式 (用 格林 的 原始 记号 )， 


上 drazdyUav + anU (并) 
= farayazviv + farv (至 )， 


同时 引进 了 特殊 的 奇异 函数 一 一 格林 函数 的 概念 。 格 林 
函数 已 成 为 现代 偏 微分 方程 论 的 一 项 基本 工具 ， 并 被 日 
益 广泛 地 应 用 于 现代 物理 的 许多 领域 (量子 碰撞 ,基本 粒 
子 理论 和 固体 物理 等 )。 

格林 的 其 他 著作 致力 于 用 分 析 方法 解决 引力 ,水 波 、 
声音 和 光 的 传播 以 及 弹性 理论 等 问题 ， 其 中 也 包含 了 许 
多 宝贵 的 数学 思想 ,如 变 分 学 中 著名 的 狄 利克 雷 原 理 、 超 
球面 函数 的 概念 以 及 今天 数学 物理 中 使 用 的 WKB 方法 
等 ， 最 早 都 是 格林 提出 的 。 格 林 也 是 率先 发 展 n 维 函数 
分 析 的 人 之 一 。 

格林 的 工作 孕育 了 以 W, 汤姆 森 .G. G. 斯 托 克 斯 J 
C .麦克 斯 韦 等 为 代表 的 剑桥 数学 物理 学 派 。 

(地 文 林 ) 

gongli jihelun 
公理 集合 论 (axiomatic set theory) 数理 过 
却 的 主要 分 支 之 一 ， 是 用 公理 化 方法 重建 (朴素 ?集合 论 
的 研究 以 及 集合 论 的 元 数学 和 集合 论 的 新 的 公理 的 研 
究 。E.F-.F. 策 梅 洛 于 1908 年 首开 先河 ,提出 了 第 一 个 集合 
论 公理 系统 , 旨 在 克服 集合 论 中 出 现 的 个 论 , 20 世纪 20 
年 代 A.A. 弗 伦 克 尔 和 人 A.T. 斯 科 朗 曾 予 以 改进 和 补充 ， 
从 而 得 到 常用 的 策 梅 治 - 弗 伦 克 尔 公理 系统 , 简 记 为 ZF。 
ZE 是 一 个 形式 系统 , 建立 在 有 等 词 和 属于 关系 “E ”的 一 
阶 谓词 演算 之 上 。 它 的 非 逻 辑 公理 有 ， 外延 公理 、 空 集 


公理 ,无 序 对 公理 ,并 集 公 理 、 军 集 公理 ,无 穷 公理 、 分 离 
( 子 集 ) 公 理 模 式 . 痊 换 公理 模式 、 正 则 (基础 ) 公 理 。 如 果 
另 加 选择 公理 (AC) 则 所 得 到 的 公理 系统 简 记 为 ZFC ( 见 
业 合 论 公理 系统 )。 

已 经 证 明 ; ZF 对 于 发 展 集合 论 是 足够 的 ， 它 能 避免 
已 知 的 集 论 悖 论 ， 并 在 数学 基础 的 研究 中 提供 了 一 种 较 
为 方便 的 语言 和 工具 。 

在 2F 中 ,诸如 有 序 对 .关系 .等 价 关系 、 线 序 、 良 序 、 
函数 自然数, 有理数 .实数 及 其 运算 ,顺序 等 等 都 可 以 定 
义 。 也 就 是 说 ， 几 乎 所 有 的 数学 概念 都 能 用 集 论语 言 表 
达 。 数 学 定理 也 大 都 可 以 在 ZFC 系统 内 得 到 形式 证 明 。 
因而 作为 整个 数学 的 基础 (至 多 范畴 论 例 外 )，ZFC 是 完 
备 的 。 数 学 的 协调 性 (无 矛盾 性 ) 可 以 归结 成 ZFC 的 协 
调 性 。 

序数 与 普 摘 公理 ”如果 一 集合 x 的 元 素 的 元 素 也 都 
还 是 x 的 元 素 , 则 称 x 为 传递 集 。 一 个 集合 x 是 自然 数 ; 
如 果 z 是 传递 集 , x 的 全 体 元 素 在 E 下 良 序 ,而 且 zx 的 每 
一 非 空子 集 对 序 E 而 言 有 最 大 元 。 这 样 可 以 把 自然 数 变 
成 了 在 ZF 内 可 以 定义 的 一 种 性 质 ， 如 把 0 定义 作 空 集 
多 ， 1 定义 作 0U{0}, 2 定义 作 1U {1},…… 等 等 , 则 0， 
1,2,…，, 都 是 自然 数 ,而 且 只 有 这 些 是 自然 数 。 

序数 是 自然 数 的 推广 。 

“是 序数 "是 指 如 果 集合 工 是 传递 集 ， 而 且 z 在 E 
下 良 序 。 令 On 表示 全 体 序数 所 成 的 集合 ，a, PE Ow a<< 
Bx 人 >aE B。 这 样 ， 就 用 E 定 义 了 序数 间 的 < 关系 ,每 一 
序数 都 是 由 比 它 自身 小 的 序数 所 组 成 的 集合 。 

每 一 自然 数 都 是 序数 ， 全 体 自然 数 % 人 {0, 1,2,…} 
也 是 序数 。 对 任 一 集合 x， 令 s(x)==xU {x)}。 则 当 x 是 
序数 时 ,s(x) 亦 为 序数 。 一 序数 < 称 作 后 继 序数 ;如果 有 
一 序数 68, 使 =s(8)。 不 是 后 继 序数 的 序数 称 为 极限 序 
数 。 例 如 0, & 均 为 极限 序数 。 

0。 虽 为 一 真 类 , 但 9.,<<? 具 有 性 质 :0 的 任 一 非 空 
子 类 都 有 最 小 元 。 因 此 ， 柴 想 证 明 每 一 序数 都 具有 性 质 
9， 即 可 应 用 超 限 归纳 原理 , 对 于 任 给 的 一 序数 8， 若 每 
一 比 8 小 的 序数 “都 具有 人 性质 则 8 亦 具 有 性 质 ”， 那 
么 对 所 有 的 序数 都 具有 性 质 "。 

在 定义 序数 运算 (加 、 乘 ,里 ) 时 ， 需 要 用 超 限 递 归 定 
理 , 若 G 是 一 运算 , 则 有 一 运算 ,使 得 对 每 一 序数 a, 都 
有 F(a) =G(F 1 a)。 而 这 一 定理 的 证 明 要 用 到 替换 公 
理 。 有 了 替换 公理 还 可 以 得 到 极限 序数 w+w 的 存在 性 。 
如 果 先 将 正 整数 从 小 排 到 大 。 再 把 非 正 整数 从 大 排 到 小 
而 成 一 序列 :1,2,3,…,0, 一 1, 一 2,…。 从 而 全 体 整 数 就 
良 序 了 ,其 序 型 即 为 s+w。 

事实 上 , 任 一 良 序 集 (w，<》， 都 有 唯一 的 序数 a 使 
得 tw,<<) 序 同 构 于 《a, €》。 因 此 ,就 可 以 把 良 序 集 按 序 同 
构 来 分 类 ， 并 将 同属 于 一 类 的 称 为 具有 同一 序 型 的 良 序 
集 。 而 序数 就 可 定义 作为 同 构 的 良 序 集 的 代表 。 依 此 ,可 
以 定义 序数 的 运算 。 例 如 ,序数 的 加 法 可 以 定义 如 下 : 若 
,8 为 序数 , ?为 极限 序数 


B+0=B8, B+s(a)=s(B+a), 《人 
os 


即 用 关于 a 的 超 限 归 纳 原 理 来 定义 8+ %。 同样 地 可 以 定 
义 序数 的 积 8.a 和 筹 Br, 以 及 相应 的 运算 性 质 ， 如 结合 
律 等 。 

可 以 证 明 , 蔡 换 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 。 

基数 与 正则 公理 ”正则 公理 与 其 他 公理 不 同 ， 它 不 
是 断言 某 些 集合 的 存在 ， 而 是 限制 一 些 集合 的 存在 。 提 
出 它 是 为 了 研究 ZF 的 模型 。 在 ZF 中 可 定义 的 数学 对 
象 都 不 以 自身 为 元 素 ; 也 未 发 现 有 集合 *,y, 具 有 xEy 
并 且 yEx 的 性 质 或 者 集合 序列 ,x,,… ,满足 ,x, EX,， 
EX TEX 1917 年 D. 米 里 马 诺 夫 首 先 提出 良 
基 集 的 概念 。1922 年 弗 伦 克 尔 在 策 梅 洛 原来 的 公理 系统 
补充 了 一 条 公理 名 日 限制 公理 ,顾名思义 , 它 是 给 出 某 种 
限制 , 以 排除 那些 非 良 基 集 。1925 年 J 冯 诺 伊 更 , 称 它 
为 正则 公理 。1930 年 策 梅 洛 也 独立 地 引入 了 这 条 公 理 ， 
并 称 它 为 基础 公理 ， 

Vx(x#G >I3YYETA™mIA2EYN2EX))), 
从 而 完成 了 2F。 

冯 : 诺 伊 曼 给 出 了 一 个 分 层 := KVe， 其 中 = 


名 Varn1=2(V。) (a 为 任 一 序数 ，2L(V。) 表 V。 的 宕 集 ) 
v= Va(7 为 非 0 的 极限 序数 )。 这 样 ,正则 公理 肯定 
了 每 一 集合 必 在 某 一 Ve 中 。 若 再 引进 
p(x)~min{alx€EVan), 

称 为 x 的 秩 。 从 而 , 即 可 依 秩 来 作 超 限 归纳 。 

在 AC 成 立 的 条 件 下 ， 每 一 群 都 同 构 于 一 个 在 x 中 
的 群 :每 一 拓扑 空间 都 同 构 于 一 个 在 中 的 拓扑 空间 ,等 
等 。 而 在 数学 讨论 中 常常 是 把 同 构 的 对 象 视 作 同 一 的 ， 
故 正则 公理 并 不 给 讨论 带 来 局 限 。 

基数 ”基数 概念 至 为 重要 。 两 个 集 *.y 称 作 是 等 势 的 
< 全 > 若 在 x 与 y 之 间 能 建立 一 个 一 一 对 应 。 如 果 集合 工 
与 等 势 , 则 记 作 x~y。 由 于 AC 任 一 集合 x 都 可 以 良 
序 化 , 故 有 序数 a, 使 得 a~x, 把 这 种 a 中 最 小 的 那个 序 
数 定义 作为 集合 x 的 基数 ,并 记 作 |x|。 这 样 定义 的 基数 
|x| 仍 然 是 一 个 集合 ， 而 每 一 集合 x* 都 有 一 个 |x| 作 为 < 
的 数量 大 小 的 一 个 刻画 ;并 且 如 果 x*~y, 则 |x| = |y|。 

这 样 定义 的 基数 是 序数 的 一 部 分 ， 即 是 不 能 与 小 于 
自己 的 序数 等 势 的 那些 序数 ， 也 就 是 所 谓 初始 序数 。 例 
如 0，1, 2,…, 等 都 是 初始 序数 ， 因 而 都 是 基数 。 而 
+1,w 十 2,… sw 十 ww 等 都 不 是 初始 序数 , 故 都 不 是 基数 。 
所 以 紧 接 着 基数 0,1,2,…,w 的 基数 是 w，, 它 也 记 作 %i。 

如 果 AC 不 成 立 ， 则 可 利用 正则 公理 来 定义 任 一 集 
合 x 的 基数 , 记 作 人。 允 为 一 集合 : 

Za{yeElly~xN\VZ(Z~x>p(Yy) <p(2))}. 

上 述 定 义 系 D. S. 斯 科 特 于 1955 年 给 出 的 。 

在 60 年 代 末期 A. 莱 维 还 证 明了 在 AC 与 正则 公理 
都 不 成 立 的 情况 下 ,基数 概念 是 不 可 定义 的 。 

构造 模型 的 方法 ”由 哥 德 尔 不 完备 性 定理 可 知 ， 如 
果 2ZF 是 协调 的 , 则 在 2F 中 不 能 证 明 自身 的 协调 性 。 所 
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以 ,在 公理 集合 论 中 只 考虑 相对 协调 性 问题 。 如 ， 
Con ZF—>Con ZFC? 


Con ZFC->Con ZFC+ 一 CH? 

解决 这 类 问题 的 常用 方法 就 是 构造 模型 。 在 公理 集 
合 论 中 构造 模型 的 方法 不 外 三 点 ， 内 模型 法 ， 外 模型 法 
《 即 力 迫 方法 )， 对 称 模型 法 。 

内 模型 法 是 从 已 知 的 一 个 模型 放出 发 ， 来 定义 M 的 
一 个 子 模型 M, 使 得 M, 满足 ZF 的 一 些 公理 或 者 ZF 以 
外 的 一 些 公理 。 公 理 集合 论 的 一 个 著名 成 果 就 是 1938 年 
KK. 哥 德 尔 所 给 出 的 

ConZF—>Con(ZF +CH) 
的 证 明 ， 证 明 中 用 的 就 是 内 模型 法 ， 但 是 当时 尚未 如 此 
命名 。 

迄 至 1951 年 工 C. 谢 设 德 森 已 经 把 内 模型 法 研究 得 
很 完善 ,并 已 知道 要 用 此 法 去 证 明 

Con(ZFC)-~>Con(ZFC+ 一 CH) 
是 不 可 能 的 。 

外 模型 法 ( 即 力 迫 法 ) 是 P.J. 科恩 1963 年 所 创 , 科 思 
据 此 而 证 明了 CH 的 相对 于 ZF 的 独立 性 ( 见 力 近 方法 )。 

排列 模型 的 想法 始 于 弗 伦 克 尔 ， 当 时 他 是 用 来 证 明 
一 AC 及 一 些 弱 选择 公理 的 相对 协调 性 ， 适 用 于 有 原子 
《本 元 ) 的 集合 论 。 选 经 A. 莫 斯 托 夫 斯 基 、 斯 派克 等 人 的 
改进 而 形成 FMS 方法 ,其 与 外 模型 法 相 结 合 即 可 构成 对 
称 模型 法 。 

公理 集合 论 的 分 支 ， 在 公理 集合 论 的 研究 中 ， 大 量 
的 工作 是 关于 集合 论 模 型 的 ,此 外 ,还 继续 此 前 朴素 集合 
论 对 无 穷 组 合 问题 的 研究 即 组 合集 合 论 的 研究 。 其 中 的 
一 些 问题 是 来 源 于 柯 尼 希 树 引 理 和 F. P. 拉 姆 齐 定理 的 
推广 。 

另 一 分 支 则 为 描述 集合 论 ( 亦 称 解析 集合 论 )， 主 要 
是 研究 划分 层次 以 后 的 实数 子 集 的 结构 性 质问 题 ,因而 ， 
这 一 部 分 与 分 析 、 实 数理 论 和 递归 论 的 关系 较为 密切 。 

即使 限于 上 述 两 个 分 支 的 研究 ， 也 有 许多 问题 要 用 
到 ZEF( 或 ZFC) 以 外 的 附加 假设 才能 判定 。 这 里 ,常用 的 
附加 假设 有 : 可 构成 公理 ， 各 种 大 基数 公理 , 以 及 与 AC 
不 协调 的 决定 性 公理 等 。 

哥 德 尔 在 1938 年 提出 了 可 构成 公理 ， 并 在 60 年 代 
末 和 70 年 代 得 到 重视 和 发 展 ,至 于 大 基数 的 研究 由 来 已 
久 , 但 其 作为 附加 公理 亦 是 在 60 年 代 以 后 。 几 乎 每 一 种 
大 基数 都 是 。 的 某 种 性 质 向 不 可 数 基数 的 推广 。 可 构成 
性 、 大 基数 和 力 迫 法 已 成 为 公理 化 集合 论 的 三 大 主流 , 同 
时 它们 又 是 三 种 研究 工具 。 随 着 无 穷 博 弈 的 诞生 和 博弈 
论 在 数学 各 分 支 的 渗透 ， 以 及 博弈 论 与 逻辑 的 关系 日 益 


密切 ,决定 性 公理 也 全 受到 重视 。 《胡静 坨 ) 
gong'e hanshu 
共 郝 函数 (conjugate function) ”对 于 周期 为 


2r 的 勒 贝 格 可 积 函 数 人 x) (以 下 记 为 1fEL (一 x, x))， 
积分 
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Fn =liml -| (eats) 


f(x—t)/2tan )dt } (1 
是 几乎 处 处 存在 的 。 函 数 天 x) 称 为 f(x) 的 共 示 函数 。 
天 x) 未 必 属于 (一 x，)， 例如 局 cos nx/inn 是 某 个 
TEL' 一 x，zt) 的 传 里 叶 级 数 ， 但 了 的 共 示 函数 了 x) = 
局 各 m/logn 却 不 属于 (一 rr)。 然 而 , 当 fEL? 


(p>1) 时 ,有 | 天 <Aslfils, 就 是 说 , JEL?, 这 是 著名 的 
里 斯 定理 。 

共 轩 函 数 的 概念 和 单位 圆 内 解析 函数 的 理论 有 密切 
关系 。 假 设 


1 = 
Eo + Bcos ke + bysinkx) (2) 


是 1EL' 一 x,x) 的 传 里 叶 级 数 , 记 为 S[1]。 置 c=0, 一 
认 ,， 那 么 级 数 (2) 就 是 守 级 数 


让 
也 二 记 (04 一 训 ) 开 = 了 40 (3) 

在 单位 四周 z=ere(0<x<2x) 上 的 实 部 。 它 的 上 部 
Scassin kz-bcoskz) (4) 


就 是 了 的 共 久 级 数 ， 记 为 名 [站 。 在 一 定 条件 下 ， 它 是 共 
辆 函数 天 x) 的 傅 里 叶 级 数 。 共 驾 函数 的 性 质 与 传 里 叶 
级 数 S[ 们 的 收敛 性 有 密切 关系 。 

以 县 级 数 (3) 为 桥梁 , 傅 里 叶 级 数 SC 站 的 许多 性 质 ， 
可 以 借助 于 加 内 解析 函数 的 理论 来 推导 。 这 是 因为 级 数 
(3) 在 单位 园 内 是 一 个 解析 函数 了 Cz)， 而 解析 函数 是 强 
有 力 的 理论 工具 ， f(*) 与 和 x) 的 许多 深刻 的 性 质 便 可 以 
通过 对 F(z) 的 研究 得 出 。 这 种 方法 称 为 傅 里 叶 分 析 中 
的 复 变 函数 论 方法 。 例 如 积分 (1) 的 存在 性 ,以 及 上 述 里 
斯 定理 的 证 明 都 是 通过 这 种 方法 得 到 的 ， 它 对 传 里 叶 级 
数理 论 的 发 展 有 着 重要 意义 。 ( 王 斯 雷 ) 


gong'e tidufa 
共 斩 梯 度 法 (conjugate gradient method) 
又 称 共 罗 斜 量 法 ， 是 解 线性 代数 方程 组 和 非 线性 方程 组 
的 一 种 数值 方法 ,例如 对 线性 代数 方程 组 

Azr=f, (1) 
式 中 4 为 n 阶 矩阵 , z 和 了 为 n 维 列 向 量 , 当 入 对 称 正定 
时 ,可 以 证 明 求 (1) 的 解 z* 和 求 二 次 泛 函 


F(z) 一 于 (4zyz) 一 (2) (2) 


的 极 小 值 问 题 是 等 价 的 。 此 处 (x,y) 表 示 向 量 * 和 Vy 的 
内 积 。 由 此 ,给 定 了 初始 向 量 zt" ， 按 某 一 方向 去 求 (27 
取 极 小 值 的 点 <" ,就 得 到 下 一 个 迭代 值 zx， 再 由 ze 
出 发 , 求 zx? 等 等 ,这 样 来 逼近 x*。 若 取 求 极 小 值 的 方向 
为 了 在 ze-5(k= 1，2,…) 处 的 负 梯度 方向 就 是 所 谓 最 
速 下 降 法 ， 然 而 理论 和 实际 计算 表明 这 个 方法 的 收敛 速 


度 较 慢 , 共 辆 梯度 法 则 是 在 zw 处 的 梯度 方向 Ye-5 和 
这 一 步 的 修正 方向 pw-? 所 构成 的 二 维 平 面 内 ， 寻 找 使 
了 减 小 最 快 的 方向 作为 下 一 步 的 修正 方向 ， 即 求 极 小 值 
的 方向 pm( 其 第 一 步 仍 取 负 梯度 方向 )。 计 算 公式 为 


p=70=f—Ar®, 
再 逐次 计算 
Qe= rr0D)/(ApD, po) 
ZED + gp, 
00 一 ru-D 一 guApo， 
@= (rtoyrt9)/(ro-DyrarD)， 


PetD r+ Ep), 


(k=1,2,.)。 
可 以 证 明 当 ij 时 ， 
(pH,ApH)=0, (70,r9)=0, 


从 而 ，p4，p … 形 成 一 共 罗 向 量 组 ; 0, TD 
形成 一 正 交 向 量 组 。 后 者 说 明 若 没有 含 人 误差 的 话 ， 至 
多 n 次 迭代 就 可 得 到 (1) 的 精确 解 。 然 而 在 实际 计算 中 ， 
一 般 都 有 合 入 误差 , 所 以 7?” ，r'2，… 并 不 真正 互相 正 
交 , 而 zt” ，z()，… 等 也 只 是 逐步 逼近 (1) 的 真 解 , 故 一 
般 将 共 二 梯度 法 作为 连 代 法 来 使 用 。 
近来 在 解 方程 组 (1) 时 , 常 将 共 斩 梯 度 法 同 其 他 一 些 
选 代 法 结合 使 用 。 特 别 是 对 病态 方程 组 这 种 方法 往往 能 
收 到 比较 显著 的 效果 。 其 方法 是 选取 一 对 称 正定 矩阵 了 
并 进行 三 角 分 解 ,得 了 = LL?。 将 方程 组 (1) 化 为 
Hy=b, (3) 
此 处 y=L'x,b=L-'f,H=L"'AL-"', 而 LT=(L-')'= 
(LI?)-4。 再 对 (3) 用 共 斩 梯 度 法 ,计算 公式 为 
ro=f-Axo, p=B-'ro, 
= (Te Br)/(prs APe)， 
Tin Tt pes 
Tir Ap 
B= (rari BT rar) /res BT ri), 
Pan= Br +t Papas 
(k=0,1,2,."), 
适当 选取 B, 当 B 很 接近 A 时 ,的 条 件数 较 之 A 大 大 
减 小 ， 从 而 可 使 共 示 梯度 法 的 收敛 速度 大 为 加 快 。 由 一 
些 迭 代 法 的 矩阵 分 裂 A=M 一 N， 可 选取 M 为 这 里 的 B， 
例如 对 称 超 松 弛 迭代 (SSOR)， 强 隐 式 迭代 (SIP ) 等 , 这 
类 方法 常 称 为 广义 共 二 梯度 法 或 巴 条 件 共 示 梯度 法 ， 它 


也 可 用 于 解 代数 特征 值 问 题 。 
参考 书目 
冯 康 等 编 :< 数值 计算 方法 ,国防 工业 出 版 社 , 北京 ,1978。 
( 胡 家 朝 ) 
gongxing yingshe 
共 形 映射 〈conformal mapping) ”又 称 保 角 映 


射 , 复 变 函 数论 的 一 个 分 支 。 它 是 从 几何 的 观点 来 研究 复 
变 函 数 。 若 解析 函数 w=f(z) 在 域 D 中 单 叶 ( 见 单 叶 函 数 )， 
且 将 DD 映 为 域 4, 则 在 DD 中 的 (有 限 ) 点 z 处 ,f(z) 头 0, 在 
DD 中 任 取 一 点 z。,C, 为 过 的 在 D 内 的 任 一 简单 光滑 曲 


线 :2=z(t)=x(t)+iy(t) (a<t<b), 其 中 x(t) 及 y(t) 是 
zx 所 的 实 部 与 虚 部 。. 设 z(b)=z(a<b<b ,曲线 C, 在 z= 
2 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 是 z (ta) 的 幅 角 Arg 2'(t,)。 w= 
f(z) 将 C, 映 为 4 中 过 w。=f(z。) 的 一 条 简单 光滑 曲线 Cu: 


w=f(z(t))(a<t<b)。 由 于 各 = 了 (zkt))z'lt), Cw 在 


tu 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 是 Arg f'(z(t,)) z(t)= 
Argf(zo)+Argz'(tb)。 所 以 Cu 在 tm 处 切线 与 实 轴 的 
夹 角 同 C, 在 z 处 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 相差 Argf(zo)。 
这 个 值 与 曲线 C, 的 形状 及 方向 无 关 。 因 此 , 若 在 了 中 一 
点 za， 过 zo 点 有 中 的 二 条 光滑 曲线 C40:z= za(b) 及 
C50:z=zs(t)， 则 这 二 条 曲线 在 z 的 交角 ， 即 这 二 条 曲 
线 在 za 点 的 切线 的 夹 角 为 Arg zs(t,) 一 Arg zi(t,), w= 
f(z) 将 Cs? ，Cs? 分 别 映 为 4 中 的 二 条 光 请 曲线 C6， 
Ce?。 则 Cs" 与 Cs 之 间 的 夹 角 为 Arg 了 (z(t,))zs(t,) 一 
Arg 了 (zi(to)) zi(t) 一 Arg 2:(t) — Arg zi(tb)。 也 就 是 ， 
用 单 叶 解析 函数 w=f(z) 作 映射 时 ， 曲 线 间 的 夹 角 的 大 
小 及 方向 保持 不 变 ， 所 以 称 ww=f(z) 为 保 角 变换 或 保 角 
映射 。 由 于 |f(z0)1=lim f(z) -f(z0)1/lz~zl, 故 当 
1z 一 zol 充分 小 时 ，|f(z) 一 zo) 还 近似 地 等 于 | 了 "(zo)1 
1z 一 zol， 即 经 过 w=f(z),1z 一 zl 近似 地 伸缩 了 | 了 "(zo)| 
倍 。 这 个 数 与 向 量 z 一 z 的 方向 无 关 , 故 称 |f"(z。) | 为 在 
点 码 的 伸缩 率 , 于 是 在 DD 中 一 点 z 一 个 邻 域内 的 任 一 小 
三 角形 , 经 w=f(z) 映 射 后 ， 映 为 4 中 含 wo=f(z。) 的 一 
个 邻 域内 的 一 个 曲 边 三 角形 ,这 两 三 角形 对 应 角 相等 ,对 
应 边 近 似 地 成 比例 ,因此 这 两 个 三 角形 近似 地 是 相似 形 。 
因此 , 称 w=f(z) 的 映射 为 共 形 映射 ,或 保 形 映射 ， 即 在 
一 点 的 附近 , w=f(z) 几 乎 保持 了 几何 的 形状 。 

共 形 映射 有 广泛 的 应 用 。 应 用 它 可 以 成 功 地 解决 流 
体力 学 与 空气 动力 学 ， 弹 性 理论 以 及 场 论 等 很 多 方面 的 
许多 实际 问题 。 例 如 H. EE. 茹 科 夫 斯 大 应 用 著名 的 茹 科 
夫 斯 基本 数 w= 计 ( z + 地) 作为 出 发 点 ， 玉 研究 各 种 飞 
机 机 如 截面 ,是 很 有 成 效 的 。 

共 形 映射 理论 中 最 基本 的 定理 是 黎 曼 映 射 定理 :至 
少 有 两 个 边界 点 的 任意 单 连通 区 域 一 定 可 以 共 形 映 射 到 
单位 圆 的 内 部 。 如 果 对 域 中 指定 一 点 za 要 求 将 za 映 为 
0, 且 Arg 了 (zo) 等 于 已 给 的 go， 那 么 这 样 的 映射 是 唯一 
的 ,这 是 黎 曙 于 1851 年 证 明 的 ， 当 时 的 证 明 略 有 不 足 之 
处 ,经 后 人 补充 完整 ,对 于 多 连通 区 域 也 有 相应 的 定理 ， 
但 要 求 多 连通 区 域 的 模 相同 。 当 两 个 多 连通 域 的 模 相 同 
时 , 才 有 亚 纯 函数 存在 ,使 它们 相互 共 形 映射 。 

2—z 


将 单位 加 映 为 单位 加 的 共 形 映射 为 w 一 6 了 了 二 更 2， 


这 里 zo1<1,1e|=1。 所 有 这 些 映射 的 全 体 组 成 一 个 群 ， 
称 为 才 比 乌 斯 变换 群 。 将 上 半 平 面 Im z>0 映 为 上 半 平 


面 mww>0 的 映射 为 ww 和 于 和 ,其 中 ovbvcy d 为 实数 ， 
a 一 be>>0， 将 上 半 平 面 Im z>0 映 为 单位 加 lw| <1 的 
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映射 为 w= 避免 ,其 中 Im zs>0,1s1=1。 另 外 一 个 有 


用 的 映射 公式 是 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 公式 ,是 由 五. A 
施 瓦 效 和 E. B. 克 里 斯 托 趴 尔 于 19 世纪 60 年 代 开始 研 
究 的 ， 讨 论 将 单位 贺 内 部 到 上 半 平 面 内 部 共 形 映 射 到 多 
边 形 内 部 的 解析 函数 。 若 P 为 w 平 面 上 的 多 边 形 , 顶点 
为 bu(n=1,2,…,m),bu 的 内 角 为 .x， 则 w=f(z) 将 单 
位 四 或 上 半 平 面 映 为 了 的 内 部 的 公式 为 


fz2)=e| 下 Ko. 一 zco-udz+c'。 


这 里 以 = 了 au),c,c' 为 依赖 于 了 的 位 置 、 大 小 的 常数 。 
对 于 多 连通 区 域 也 有 相应 的 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 变 换 
公式 。 
参考 书目 

C. Caratheodory, Conformal Representation, Cambridge 
Univ. Press, Cambridge, 1932. 

S. Bergman, The Kernal Function and Conformal Map- 
ping, Amer. Math, Soc. Math. Surveys, Providence, 1950. 

Z. Nehari, Conformol Mapping, McGraw-Hill, New 
York, 1952. 

(类 界 ) 


gouzao luojl 
构造 逻辑 (constructive logic) 数理 还 加 的 
一 个 分 支 ， 最 典型 的 构造 逻辑 是 直 党 主义 逻辑 。 下 面 以 
直觉 主义 逻辑 作 狂 释 ,在 经 典 数学 中 ,对 形 如 "3xA(x)” 
命题 的 所 谓 存在 性 证 明 ,只 要 求 保证 使 命题 4(x) 成 立 的 
客体 x 存在 即 可 ， 至 于 是 否 有 方法 保证 找到 (构造 ) 这 样 
的 客体 x* 则 可 不 论 。 但 从 构造 的 角度 来 看 ， 就 要 求 有 方 
法 保证 找到 (构造 ) 使 命题 A(x) 成 立 的 客体 x 才 算 证 明 
成 功 。 下 面 就 是 初等 数学 中 非 构造 性 证 明 的 例子 。 

定理 ,存在 两 个 无 理 数 4 与 b 使 中 是 有 理 数 。 

证 明 ,(w 3) 不 是 有 理 数 就 是 无 理 数 . 若 ( 2 )* 
是 有 理 数 , 则 取 a=b= 3 即 满足 定理 , 若 (M 23) 是 无 
理 数 , 则 取 a= (wW 2 )Y3 ,b= 3 即 满足 定理 。 

类 似 这 样 的 例子 在 经 典 数学 中 屡见不鲜 。 例 如 数学 
分 析 的 “中 值 定理 ", 常 微分 方程 中 许多 解 的 存在 定理 等 。 

进一步 分 析 上 述 例子 容易 看 出 ， 无 理 数 4 与 b 存在 
性 的 这 种 非 构 造 证 明 得 以 成 功 的 依据 在 于 使 用 了 经 典 逻 
辑 中 的 排 中 律 ， 即 认定 “(2 )"3 不 是 有 理 数 就 是 无 理 
数 "为 真 。 因 此 ,对 待 排 中 律 的 态度 便 成 为 区 分 经 典 逻 辑 
与 构造 逻辑 的 主要 标志 之 一 。 

比较 能 反映 构造 逻辑 的 一 种 形式 系统 是 直 党 主义 谓 
词 轴 辑 演算 ， 它 们 又 可 被 划分 为 三 类 ，Q@ 希 尔 伯 特 型 系 
统 ，@@ 自 然 演绎 型 系统 ，@@ 序 列 演算 。 

在 文献 中 ， 希 尔 伯 特 型 系统 比较 常见 。 在 这 个 系统 
中 , 排 中 律 AV 一 4 不 是 一 个 逻辑 公理 ,也 不 是 这 个 系统 
中 的 可 证 命题 , 代 之 而 使 用 较 弱 的 逻辑 公理 ， 

4~( 一 4~>B) 或 上 ~ 了 B， 

其 中 上 是 一 个 不 可 证 命题 * 这 条 公理 的 逻辑 意义 是 :矛盾 
可 推出 一 切 。 在 这 个 系统 中 有 如 下 两 条 很 重要 的 性 质 ， 
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DP 性 质 ， 上 4VB 一 上 4 或 上 B。 

ED 性 质 ,上 习 xz4(z) 全 上 A(t) (t 为 某 个 项 )。 
这 两 条 性 质 正好 反映 了 构造 性 证 明 的 特征 。 

直觉 主义 谓词 逻辑 演算 不 是 二 值 系 统 ， 它 的 完备 性 
已 经 从 不 同 角度 被 证 明了 ,其 中 闫 为 有 名 的 是 S. 克 里 普 
克 给 出 的 语义 分 析 方 法 。 在 克 里 普 克 的 语义 分 析 中 ， 论 
域 D 与 了 上 的 一 个 偏 序 < 共同 组 成 一 个 全 域 (D， 三 ， 
D 中 的 元 素 称 为 时 点 ， 命 题 变 元 A 在 任 一 时 点 4E€ED 上 
被 指派 真 "或 " 假 " 值 并 记 为 (4)s， 对 复合 命题 的 指派 如 
下 规定 。 

(ANB)sm (A) E(B) 

(4VB)s 呈 (4)s 或 (B)a; 

(4~>B)sYVzEDLd<x((4)。 僵 (B)e)]i 
(一 A)sVzED(d 三 x 呈 (万 ))。 

一 个 命题 A 在 全 域 4D， <》 中 为 真是 指 该 命题 在 这 个 
全 域 的 任何 时 点 上 都 真 。 克 里 普 克 建立 了 下 述 完备 性 定 
理 : 一 个 命题 是 直觉 主义 逻辑 系统 的 可 证 命题 当 且 仅 当 
它 在 任何 一 个 全 域 中 都 是 真 的 。 

下 面 是 K. 哥 德 尔 在 1958 年 给 出 的 希 尔 伯 特 型 的 直 
觉 主义 谓词 演算 系统 : 

设 x* 是 个 体 变 元 ,t 是 项 ,A、B、C 是 公式 ,上 为 芒 雇 
命题 ， 池 与 印 为 元 数学 记号 (“由 …… 得 ……" 与 “ 当 且 
仅 当 ")。 该 系统 由 下 述 13 条 公理 模式 或 推理 规则 组 成 

© A4,A>B=3B, 

加 A>B,B>C3A>C; 

图 AVA=>A,A>ANA; 

© A>AVB,AN\B—>A; 

© AVB>BVA,AN\B>BN\A; 

©® A>BS3CVA>CVB, 

® AN\B>C3A>(B>C); 

©® A>(B>C)3ANB>C; 

© 上 L>4; 

图 B>A(x)3B->vxA(x) (x 不 在 B 中 自由 ); 

加 Yxz4 (x)A(t) (t 相 对 于 x 来 说 在 A 中 自 
由 )， 

加 A(t)> 3xA(x) (t 相对 于 x 在 A 中 自由 )， 

四 A(x)>B 沪 3xA(x)>B (x 不 在 B 中 自由 )。 

(地 祥 ) 

gouzooxing shuxue 

构造 性 数学 (constructive mathemetics) 
现代 数学 研究 的 一 个 重要 领域 。 在 数学 的 讨论 中 ， 常 把 
能 具体 地 给 出 某 一 对 象 或 者 能 给 出 某 一 对 象 的 计算 方法 
者 称 之 为 可 构造 的 。 类 似 地 ,把 能 证 实 “ 存 在 一 个 x 满足 
性 质 A” 的 证 明 称 为 构造 的 是 指 能 从 这 个 证 明 中 具体 地 
给 出 满足 性 质 4 的 一 个 z; 或 者 能 从 此 证 明 中 ,得 到 一 个 
机 械 的 方法 ,使 其 经 有 限 步 骤 后 , 即 能 确定 满足 性 质 4 的 
这 个 zx 来 。 反 之 ,也 常 把 数学 中 的 纯 存在 性 证 明 ( 见 构造 
运 辑 ) 称 之 为 非 构造 的 。 非 构造 性 的 证 明 , 是 应 用 反 证 法 
来 证 明 , 即 通过 证 明 如 果 否 定 一 命题 A 则 将 导 至 矛盾 ,从 


而 肯定 原 命题 A。 这 种 通过 矛盾 进行 证 明 是 以 亚 里 士 多 
德 逻辑 的 排 中 律 为 基础 的 。 这 种 方法 在 近代 数学 中 是 常 
见 的 。 人 们 把 坚持 主张 :“ 要 证 明 一 个 数学 对 象 存在 ， 必 
须 指出 这 个 对 象 是 怎么 构造 出 来 的 ”这 种 数学 研究 称 之 
为 构造 性 数学 。 

“构造 性 "一 词 迄 今 尚 无 完全 的 严格 定义 ( 见 递 归 
论 )， 各 个 学 派 之 间 对 这 一 概念 的 理解 亦 有 所 不 同 。 但 
是 ,总 的 倾向 是 明确 的 ,如 ;主张 自然 数 及 其 某 些 性 质 ( 特 
别 是 数学 归纳 法 ) 是 数学 最 根本 和 直观 上 最 可 靠 的 出 发 
点 ,其 他 一 切 数学 对 象 则 必须 是 能 从 自然 数 构造 出 来 的 ， 
等 等 。 例 如 ， 

命题 存在 无 穷 多 个 素数 。 

证 明 1，( 欧 几 里 得 的 证 明 》 

@ 设 {pi,p:，…pn) 为 任 一 有 穷 的 素数 集合 。 

@ 考虑 一 个 显然 不 能 被 诸 素数 pi,p,,…,ps 中 之 任 
何 一 个 整除 的 数 ; pi x ptx … x pn 十 1。 这 个 数 或 者 本 身 
就 是 素数 ， 或 者 可 以 被 另 一 异 于 P,P:，…， Pn 的 素数 
卫 所 整除 。 

@ 不 论 是 那 一 种 情况 , 都 必定 存在 一 个 不 属于 Pi， 
Psa，…sPn 中 之 一 的 素数 。 因 此 ， 素数 集合 不 是 有 穷 的 。 

证 明 2， 《现代 证 明 》 

@ 假设 命题 不 成 立 , 亦 即 只 存在 有 穷 多 个 素数 p,， 
Po pe 

@ 考虑 一 个 显然 不 能 被 素数 pl,pa*…,pn 中 任何 一 
个 整除 的 数 px pzx …xpn+ Il。 这 个 数 或 者 本 身 是 素数 
或 者 可 被 另 一 异 于 pi*pi，……pn 的 素数 了 整除 。 

图 无 论 那 种 情况 ,必定 存在 不 是 集合 {pi,P:，… Po}》 
的 一 部 分 的 一 个 素数 。 这 与 假设 矛盾 ,因而 假设 不 成 立 。 
所 以 ,根据 排 中 律 这 个 素数 集合 是 无 穷 的 。 

在 上 述 命题 的 两 证 明 中 ， 证 明 1 是 构造 性 证 明 ， 它 
表明 对 任 一 素数 的 有 穷 集 都 存在 着 更 大 的 一 群 素数 。 而 
证 明 2 则 是 非 构造 性 证 明 ， 它 基于 排 中 律 证 明了 存在 真 
正 的 无 穷 多 个 素数 的 集合 。 类 似 地 ,诸如 命题 “对 于 任意 
给 定 的 二 整数 必 存 在 最 大 公 因 数 ”的 欧 几 里 得 证 明 就 是 
构造 的 ， 而 对 命题 “存在 不 可 数 个 超越 数 "的 康 托 尔 证 明 
就 是 非 构造 的 。 

构造 性 数学 的 理论 研究 可 以 户 源 到 康德 时 期 。 康 德 
认为 ,数学 的 最 终 真理 性 在 于 数学 概念 , 可 以 通过 人 的 智 
慧 构造 出 来 。 而 在 历史 上 第 一 指出 实 无 穷 与 潜 无 穷 的 原 
则 区 别 的 则 是 C. F. 高 斯 。 他 不 主张 采用 实 无 穷 。 工 . 克 
罗 内 克 则 进一步 提出 :“ 上 帝 创 造 了 整数 ,其 余 都 是 人 的 
工作 。” 他 与 其 后 的 巧 . 虎 加 茉 、 工 . E. J. 市 劳 感 尔 都 是 否 
定 实 无 穷 ,主张 潜 无 穷 ,都 提倡 构造 性 的 数学 研究 ， 其 中 
尤 以 布 劳 威 尔 持 论 最 为 极端 。 迄 今 ， 在 构造 性 数学 的 研 
帘 领 域 里 ,由 于 宗旨 、 观 点 和 方法 的 不 同 ， 随 着 历史 的 发 
展 , 已 经 形成 了 一 些 不 同 的 学 派 。 

@ 最 著名 的 构造 性 数学 研究 应 推 布 劳 威 尔 `A-. 海 本 
等 的 直觉 主义 数学 。 布 劳 威 尔 的 直觉 主义 数学 观 是 与 其 
直觉 主义 的 哲学 观 密切 相关 的 ( 见 数学 基础 )。 直 觉 主义 


者 基于 它 的 可 信 性 标准 :“ 存 在 即 被 构造"， 故 必然 坚持 
构造 性 的 数学 研究 。 他 们 的 研究 起 点 是 自然 数论 而 非 集 
合 论 ,对 直觉 主义 数学 而 言 ,自然 数 是 基于 “原始 直 沉 "用 
构造 性 方法 产生 的 。 为 了 克服 由 于 停 论 而 引起 的 数学 基 
础 危机 ( 见 履 论 ) 而 提出 了 直 党 主义 数学 的 主张 ， 他 们 认 
为 停 论 的 出 现 不 是 偶然 事件 ， 数 学 基础 危机 ， 不 能 通 
过 技术 性 修补 或 限制 得 到 解决 ;他 们 极端 地 排斥 实 无 穷 ， 
否认 传统 逐 辑 (尤其 是 排 中 律 ) 的 普遍 有 效 性 ， 因 而 古典 
数学 中 一 切 据 以 为 前 提 的 非 构造 性 定义 和 论证 〈 如 许多 
纯 存 在 性 证 明 ) 都 是 不 能 接受 的 ,应 予 排除 ， 他 们 主张 彻 
底 的 洪 无 穷 ,重建 直 沉 主义 逻辑 ;他 们 要 求全 面 批 判 古典 
数学 ,否定 其 中 大 量 的 非 鬼 造 性 成 果 (如 w 以 上 的 超 穷 
集 ; 连续 函数 的 中 间 值 定理 )， 重 建 直 党 主义 的 构造 性 数 
学 。 为 此 ,他 们 曾 就 直觉 主义 集合 论 、 直 觉 主义 分 析 学 进 
行 了 不 少 的 工作 ,但 由 于 限制 过 大 ,只 承认 一 部 分 最 保险 
的 数学 ， 过 多 地 否定 了 非 构造 性 成 果 从 而 过 多 地 抛弃 了 
合理 因素 ,又 无 从 解释 它们 在 应 用 上 的 有 效 性 ,因此 ， 直 
觉 主义 的 排除 悖 论 ， 重 建 数学 的 主张 道 到 了 相当 多 的 批 
评 (包括 其 他 的 , 亦 是 从 事 构造 性 数学 研究 的 数学 家 如 希 
尔 伯 特 等 人 的 批评 )。 但 是 , 由 于 构造 性 的 研究 是 很 引 人 
注目 的 方向 ,而 布 劳 威 尔 本 人 是 一 位 拓扑 学 家 ,又 是 历史 
上 第 一 个 完全 而 又 彻底 地 从 数学 和 哲学 两 个 方面 贯彻 和 
发 展 了 “存在 即 被 构造 "的 直觉 主义 口号 的 代表 人 物 ， 故 
曾经 吸引 不 少 的 追随 者 例如 外 尔 等 。 他 所 开创 的 直觉 主 
义 远 辑 和 直觉 主义 数学 迄今 亦 不 失 为 20 世 纪 的 一 种 新 见 
解 和 新 方法 ， 他 们 的 活动 也 确实 推动 了 一 些 新 课题 的 研 
究 和 新 知识 的 出 现 ,故而 影响 较 大 , 在 构造 性 数学 诸 分 支 
中 最 为 著名 。 

@@ 希 尔 伯 特 的 元 数学 亦 是 一 种 构造 性 数学 ( 见 厦 尔 
伯 特 计划 )。D. 希 尔 伯 入 与 布 劳 威 尔 不 同 ,他 是 承认 实 无 
穷 的 ,并 且 他 的 证 明 论 计划 是 由 在 保卫 古典 数学 成 果 , 排 
除 修 论 ， 重 建 数学 基础 。 根 据 希 尔 伯 特 的 数学 可 信 性 标 
准 ,古典 数学 的 可 信 性 就 在 于 它 的 协调 性 。 因 此 ,他 首创 
元 数学 ( 即 证 明 论 )， 想 从 而 建立 古典 数学 协调 性 的 绝对 
证 明 。 虽 则 由 于 K. 下 和 尔 的 不 完备 性 定理 指明 这 个 计划 
是 不 能 实现 的 。 但 是 ， 他 在 计划 中 所 创立 的 元 数学 方法 
却 有 重要 的 方法 论 意义 。 也 就 是 说 ， 希 尔 伯 特 企图 把 有 
穷 主义 观点 下 的 构造 性 与 涉及 实 无 穷 的 “理想 元 素 "在 应 
用 上 的 有 效 性 统一 起 来 ,这 一 愿望 虽然 不 能 实现 ， 但 是 ， 
他 所 倡导 的 以 有 穷 主义 为 特征 的 构造 方法 仍然 是 一 种 重 
要 的 构造 性 数学 研究 ,并 为 他 的 弟子 P. 贝尔 奈 斯 和 其 后 
的 G. 克 赖 泽 尔 所 继续 和 发 展 。 

@ 另 一 种 几乎 同 直觉 主义 数学 齐名 的 构造 性 数学 
则 是 近年 来 E. 毕 晓 普 \J. 迈 希 尔 、 本 德 克 尔 和 A. 尼 罗 
德 所 代表 的 新 方向 ， 他 们 的 构造 性 数学 研究 是 在 数学 领 
城中， 用 普通 远 辑 于 可 编码 的 对 象 和 递归 函数 。 他 们 所 
关心 的 ,不 是 去 解决 数学 莫 基 问题 ,而 是 要 用 构造 性 方法 
来 研究 数学 。 他 们 把 构造 性 数学 看 成 古典 数学 的 一 个 分 
支 ， 在 这 个 分 支 中 所 讨论 的 对 象 (个 体 或 映射) 都 要 求 是 
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可 计算 的 。 以 毕 晓 普 的 工作 为 例 ， 他 认为 只 证 明 一 个 数 
学 对 象 在 逻辑 上 必然 存在 是 不 够 的 ， 还 必须 拟定 一 种 有 
限 而 机 械 的 办 法 把 这 个 对 象 构造 出 来 。 他 不 用 非 直观 的 
概念 来 重建 数学 , 而 是 从 标准 的 算术 规则 和 有 理 数 出 发 ， 
通过 避 开 “理想 "观念 并 不 断 地 检验 从 直观 生成 的 对 象 和 
定理 ,逐步 地 进行 构造 , 以 求 得 数学 的 可 信人 性。 他 与 布 劳 
威 尔 不 同 ， 他 不 去 全 盘 地 否定 康 托 尔 的 集合 论 ， 而 是 把 
它 加 以 改造 ， 使 之 具有 构造 的 合理 性 。 例 如 ， 确 定 一 个 

合 ， 原 来 康 托 尔 的 朴素 定义 只 要 求 给 出 一 个 判别 集合 
中 元 素 的 规则 即 可 。 而 毕 晓 普 认为 还 应 要 求 拟定 出 一 个 
办 法 来 真正 构造 集合 的 一 个 元 素 并 证 明 集合 中 两 个 元 素 
是 不 同 的 。 这 样 ， 则 可 使 康 托 尔 集合 论 中 的 一 条 最 有 争 
议 的 公理 一 一 选择 公理 成 为 完全 可 以 接受 的 了 ， 如 此 等 
等 。 他 们 把 古典 数学 的 基本 概念 算法 化 ， 并 从 而 考虑 哪 
些 定理 在 构造 意义 下 仍然 成 立 ， 哪 些 定 理 不 能 成 立 以 及 
如 何 改造 等 ,由 此 发 展 出 相当 大 的 一 部 分 有 价值 的 数学 。 
例如 构造 分 析 即 为 一 例 。 

图 苏联 的 A. A. 马尔 科 夫 与 N. A. 沙 宁 的 构造 性 
数学 的 研究 则 是 以 算法 概念 为 基础 的 。 他 们 完全 排除 实 
无 穷 ， 采 用 构造 逻辑 系统 地 重建 数学 。 他 们 对 构造 分 析 
学 作 了 相当 深入 的 研究 。 对 于 许多 数学 分 支 的 算法 化 以 
及 制定 构造 逻辑 的 语义 学 都 作 了 很 可 观 的 工作 。 尤 其 是 
马尔 科 夫 的 正规 算法 给 直观 的 算法 概念 提供 了 一 个 精确 
的 数学 描述 。 它 是 现 有 的 少数 几 种 算法 概念 精确 化 的 方 
案 之 一 。 

直觉 主义 的 数学 观 必然 要 求 坚持 构造 主义 的 数学 研 
究 。 反 之 则 不 然 。 一 般 的 构造 性 数学 研究 者 (包括 布 劳 
威 尔 的 一 些 追 随 者 ) 并 不 一 定 赞 同 布 劳 威 尔 的 哲学 思想 
和 数学 观 。 而 且 恰好 相反 ， 常 常 是 有 所 批评 的 。 尤 其 是 
对 布 劳 威 尔 的 “原始 直觉" 批评 较 多 。 但 是 ， 包 括 希 尔 伯 
特 在 内 的 构造 数学 研究 者 也 都 从 布 劳 威 尔 那里 吸收 了 不 
少 构造 论 的 思想 。 一 般 的 构造 性 数学 研究 者 〈 除 了 布 劳 
威 尔 等 少数 的 直觉 主义 数学 研究 者 以 外 ) 都 不 否定 非 构 
造 的 数学 成 果 ， 

近年 来 构造 性 数学 的 研究 甚 为 引 人 注 目 ， 构 造 性 成 
果 不 断 涌现 ， 这 就 说 明 在 某 些 情况 下 用 这 种 观点 来 研究 
问题 常常 是 大 有 神 益 的 。 在 许多 情况 下 ， 构 造 性 的 方法 
与 存在 性 的 方法 常常 是 同样 地 有 效 。 构 造 性 的 研究 不 仅 
可 以 得 出 较为 新 颖 ,较为 深刻 的 见解 ,而 且 构造 性 的 成 果 
更 便于 应 用 。 众 所 周知 ,提供 解答 毕竟 比 纯 存在 性 地 证 明 
有 解 要 有 意义 得 多 。 当 一 个 数 的 存在 能 构造 地 证 明 时 ， 
那么 这 个 数 不 仅 在 理论 上 ,而 且 实际 上 就 可 以 计算 出 来 。 
联系 到 计算 机 科学 已 经 莲 勃 发 展 ， 这 种 构造 性 数学 的 研 
究 更 有 其 深远 意义 。 

由 于 构造 性 数学 要 求 远 较 非 构造 性 数学 严格 ， 所 以 
对 于 构造 性 数学 成 立 的 每 一 定理 对 于 非 构造 性 数学 也 成 
立 ， 因 而 构造 性 数学 可 以 简单 地 看 成 非 构造 性 数学 的 一 
个 分 支 。 一 般 都 认为 直观 和 逻辑 是 数学 能 力 的 两 大 来 
源 。 而 直观 尤为 重要 。 如 能 充分 注意 构造 性 数学 的 学 习 
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和 研究 会 有 助 于 数学 教育 并 有 助 于 推动 这 两 者 之 间 的 较 
为 合理 的 平衡 ,更 有 助 于 理性 思维 的 开发 。 
( 徐 云 从 ) 

gulizl 

孤立 于 (soliton) 。 又 称 孤 立 子 波 ,是 非 线性 波动 
方程 的 一 类 脉冲 状 的 行 波 解 。 它 们 的 波形 和 速度 在 相互 
碰撞 后 仍 能 保持 不 变 或 者 只 有 微弱 的 变化 。 一 个 著名 的 
例子 是 KdV(Korteweg-de Vries) 方 程 W 十 6 tale + leno 一 
0 的 解 MKz,t)= 2axsechi[a(z 一 4att)]。 方 程 解 的 图 形 ( 见 
图 ) 象 一 个 孤立 的 脉冲 ， 波 峰 高 242， 速 度 为 4o*。 当 两 


KdV 方程 孤立 于 
解 的 图 形 


0 上 
个 这 样 的 脉冲 波 沿 同一 方向 运动 时 ， 峰 高 的 波 速度 快 会 
赶 上 前 面 峰 低 的 波 而 发 生 碰 撞 。1965 年 M，D, 克 鲁 斯 
卡尔 和 N.J. 扎 布 斯 基 在 电子 计算 机 上 作 数 值 试验 后 , 意 
外 地 发 现 两 个 这 样 的 波 在 碰撞 后 ， 居 然 都 能 保持 各 自 的 
波形 和 速度 不 变 。 这 一 性 质 使 人 联想 起 粒子 ， 因 之 将 这 
样 的 波 称 为 孤立 子 ( 波 )。 早 在 1934 年 ，J. S. 罗素 已 在 
河流 中 观察 到 这 种 非 线性 波 。 现 在 人 们 已 经 发 现 很 多 在 
应 用 中 十 分 重要 的 非 线性 波 方程 , 如 正弦 - 戈 登 方程 (SG 
方程 )ues =sin u, 非 线性 薛 定 谓 方 程 记 十 wee 十 qt| 到 一 
0,(a>0, i=W= 工 ) 等 等 都 具有 这 种 孤立 子 解 近 年 来 ， 
发 现在 等 离子 体 光纤 通信 中 都 有 孤立 子 现象 ， 科 学 家 们 
还 认为 神经 细胞 轴 突 (axon) 上 传导 的 冲动 、 木 星 上 的 红 
班 等 都 可 以 看 作 是 孤立 子 。 孤 立 子 反映 了 自然 界 中 一 类 
相当 普遍 的 非 线性 现象 。 由 于 孤立 子 同 时 具有 波 和 粒子 
两 重 性 质 ,引起 了 理论 物理 学 家 的 极 大 关注 ,他 们 尝试 用 
它 来 描写 基本 粒子 。 但 在 应 用 中 ,上 述 的 孤立 子 的 定义 ， 
在 各 种 不 同意 义 上 有 所 放宽 。 

为 了 求解 这 些 具 有 孤立 子 解 的 特殊 非 线性 方程, 自 
1967 年 起 发 展 了 一 种 散射 反 演 方法 。 该 方法 的 特色 是 
将 这 类 非 线性 问题 的 解 转化 为 线性 问题 来 求解 ， 最 初 是 
C.S. 徊 德 纳 等 人 于 1967 年 首先 对 KdV 方程 提出 的 。 他 


们 发 现 KdV 方程 和 党 微分 算 子 的 特征 值 问题 (是 


中 jy= xy 有 密切 的 关系 。 特 别 ， 若 微分 算 子 一 ( -+ 


中 所 含 4 ( 称 为 位 势 ) 取 为 KdV 方程 的 解 时 , 算 子 的 特征 
值 与 时 间 上 + 无关。 于 是 ,求解 KdV 方程 的 初 值 问题 可 
以 转化 为 求解 上 述 特征 值 问题 的 正 问题 和 反问 题 。 其 正 


问题 是 指 已 知 初 值 4x，0) 二 fCx) 求 出 与 算 于 一 -同一 4 


的 特征 值 等 相关 的 一 组 量 。 这 一 组 量 称 为 散射 量 。 其 反 
问题 是 指 已 知 t 时 刻 的 散射 量 来 复原 位 势 x(x,t)。 散射 


量 本 身 随时 间 上 的 演化 规律 十 分 简单 ， 关 键 的 步 对 是 求 
解 反问 题 ， 而 这 一 步 归 结 为 求解 一 个 线性 积分 方 笃 。 甸 
德 纳 等 人 用 这 种 方法 成 功 地 求 出 了 KdV 方程 的 单个 于 
立 子 解 以 及 由 N 个 孤立 子 秋 加 起 来 的 N 重 孤立 子 解 。 
1968 年 P.D. 拉克 斯 对 伽 德 纳 等 人 的 思想 从 泛 函 分 析 的 
角度 作 了 十 分 清楚 的 表述 ,指出 KdV 方程 可 以 写成 ,~ 
[AZ 形式 ,其 中 [A,Z]= AL 一 L4 忆 和 4 为 与 有 关 的 
线性 常 微分 算 子 。 由 于 它 在 孤立 子 理论 中 的 重要 作用 ， 
后 人 便 将 它 称 作 拉克 斯 方程 ， 并 将 其 上 和 和 4 称 为 拉克 其 
对 。 此 后 又 有 许多 人 考察 了 一 关 二 阶 短 阵 常 微分 算 子 的 
特征 值 辣 题 ， 导 出 了 与 之 相连 的 一 族 广泛 的 非 线性 演化 
方程 ， 并 建立 了 与 该 特征 人 问题 的 反问 题 相关 连 的 线性 
积分 方程。 自 此 以 后 ， 散 射 反 演 方法 逐渐 发 展 成 一 各 来 
外 非 线性 方程 初 人 问题 的 系统 方法 ， 引 起 了 数学 办 的 广 
谤 重视 。 

除 艇 射 反 演 方法 外 ， 还 有 一 种 方法 是 利用 由 克隆 变 
换 ， 这 是 一 种 将 方程 的 一 个 解 变 至 另 一 个 解 的 变换 。 利 
用 它 常 可 从 方程 的 平凡 解 (如 4=0) 出 发 , 经 简单 积分 或 
代数 运算 导出 方程 的 一 系列 特 解 。 一 个 经 典 例子 是 B: 
> 这 里 硬是 由 一 )=a sin( 3 )， 
息 (9 和 = 去 sin( 扎 和) 确定 的 .只 要 坟 是 SG 方程 
的 解 ， 则 由 上 式 可 解 出 4， 它 也 是 SG 方程 的 解 。 式 中 
为 自由 参数 。 特 别 ， 取 平凡 解 wu= 0， 可 解 得 = 
4tan [emp ( 土 了 7)] 这 是 SG 方程 的 一 种 孤立 子 
解 ， 称 之 为 担 ， 解 中 的 正 负 号 分 别 代表 两 种 相反 的 旋转 
方向 〈 正 捏 与 反 扭 )。 贝 克隆 变换 的 一 个 重要 性 质 是 它 
的 可 交换 性 BuBs= BsB。， 其 中 B, 表示 参数 为 a 的 贝克 
隆 变 换 。 由 此 性 质 可 以 导出 解 的 非 线性 矢 加 公式 


ne 
t= Boztosth=BaBastoo 取 t=0 时 的 wyaa 即 为 上 述 的 
“ 扭 " 孤 立 于 解 ， 代 入 上 面 的 双 加 公式 就 得 SG 方程 的 两 


重 孤立 于 解 。 tan( 革 ) 一 时 全/ 了。 
邻 ob， 得。 tan( 芋 )- 记 7 


Beosh(x/V 1+0) ’ 
图 像 为 正 扭 与 反 扭 周期 地 接近 又 离开 ,如 一 个 鼻孔 呼吸 ， 
故 又 称 "呼吸 子 "。 应 用 贝克 隆 变换 可 有 效 地 求 出 一 些 非 
线性 方程 的 特 解 ， 其 中 有 些 用 散射 反 演 法 难以 得 到 ， 这 
使 数学 家 们 对 寻求 非 线 性 方程 的 贝克 隆 变 换 产 生 了 很 大 
兴趣 , 自 70 年 代 以 来 已 发 展 了 好 几 种 新 的 方法 。 

散射 反 演 方法 之 所 以 获得 成 功 ， 是 因为 它 所 处 理 的 
这 类 方程 都 可 以 写成 一 对 线性 方程 p。=Uy 与 p=Vy 的 
可 积 条 件 yas=%rss 亦 即 U0, 一 Ve+ [UV] 一 0, 这 里 UWV 
是 某 些 方 阵 。 凡 是 可 以 作为 这 样 的 关于 由 的 线性 方程 组 
的 可 积 条 件 的 非 线性 方程 , 称 为 可 积 型 的 。 

物理 量 Kx，t) 的 非 线性 演化 方程 的 守恒 律 可 用 散 


度 形式 的 微分 方程 -SL + -BE ~ 0 来 描述 ,其 中 守恒 密度 
品 与 对 应 流量 了 都 是 依赖 于 未 知 函 数 Wx，1) 的 。 从 物 
理学 上 说 ,积分 |U dr 就 是 一 个 不 因 时 间 而 变化 的 物理 


量 。 无 穷 多 个 守重 律 与 孤立 子 解 的 存在 是 紧密 相关 的 。 很 
多 具有 孤立 子 解 的 非 线性 演化 方程 有 无 穷 多 个 守恒 律 ， 
因而 也 有 无 穷 个 守恒 的 物理 量 。 

孤立 子 理论 的 发 展 ， 对 数学 和 物理 学 都 具有 重要 意 
义 。 物 理学 中 的 一 些 基 本 方程 如 规范 场 论 中 的 自 对 偶 杨 - 
米尔 斯 方程 .引力 场 理论 中 的 轴 对 称 稳 态 爱 因 斯 坦 方程 ， 
以 及 一 系列 在 流体 力学 、 非 线性 光学 、 等 离子 物理 中 有 重 
要 应 用 的 方程 ， 都 已 应 用 孤立 子 理论 中 的 方法 找到 了 许 
多 有 兴趣 的 精确 解 。 在 数学 中 , 可 积 性 方程 的 判定 ,及 其 
代数 性 质 、 几 何 性 质 的 研究 ， 不 仅 将 大 大 丰富 偏 微分 方 
程 理 论 本 身 ， 而 且 将 促进 一 系列 与 之 相关 的 分 支 诸如 李 
群 , 辛 流 形 、 代 数 几 何 ,函数 论 等 的 发 展 。 

( 周 航 旧居 规 彰 郭 柏 灵 ) 

Guon Xloohe 
并 孝 和 (Seki Takakazu 约 1642~1708) 
日 本 数学 家 , 和 自强 有 力 的 天 氏 学 派 的 创始 人 ,在 日 本 被 
尊 为 算 圣 ,大约 1642 年 生 于 群 
马 县 , 1708 年 10 月 24 日 座 于 
江 户 ( 今 东 京 ), 曾 长 期 在 江 户 任 
德 川 幕府 甲 府 宰相 德 川 丰 纲 的 
家 臣 ( 管 理财 赋 )。 开 孝 和 生前 
出 版 的 著作 仅 有 《发 微 算法 》 
(1674)， 残 后 又 由 其 弟子 编 繁 
出 版 了 《 括 要 算法 1712)。 但 
Oe pr 
内 部 以 抄本 形式 秘 传 ,有 《三 
抄 解 见 题 之 法 、 ni 解 伏 题 之 法 )、《 七 部 书 》 
( 开 方 翻 变 、 病 题 明 致 , 题 术 辩 议 . 方 阵 由 攒 、 算 脱 验 符 , 秘 
阅 变 形 草 、 求 积 ) 等 。 并 孝 和 的 主要 数学 成 就 是 ， 改 进 了 
由 中 国 传 入 的 天 元 术 的 算法 ， 开 创 了 和 算 独 特 的 笔算 代 
数学 ; 使 由 入 的 高 次 数字 方程 解法 (相当 于 现代 
的 霍 纳 算 法 ) 为 和 算 家 所 掌握 ， 引 入 行列 式 概念 ,关于 方 
程 根 的 性 质 的 判定 研究 ; 幻 方 研究 ; 壤 积 (级 数 求 和 问题 ) 
研究 等 。 他 还 开始 了 后 来 在 和 算 中 颇 为 重要 的 “ 圆 理 " 的 
研究 ( 径 、 弧 、 矢 间 关 系 的 无 穷 级 数 表达 式 )。 关 孝 和 还 
有 关于 天 文 历法 的 著作 数 种 。 并 氏 学 派 的 重要 传人 有 建 
部 贤 弘 (1664 一 1739)、 松 永 良 弱 ( ? 一 1744)、 安 岛 直下 
《1739 一 1798) 和 田家 (1787 一 1840) 等 人 。 


(柱石 然 ) 
guangyi diguilun 
广义 递归 论 (generalized recursion theory) 
把 自然 数 集 上 定义 的 违 归 论 推广 到 其 他 数学 结构 上 去 而 
得 到 的 数学 理论 。 常 见 的 有 有 穷 类 型 对 象 上 的 递归 论 和 
序数 上 的 递归 论 。 
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有 穷 类 型 对 象 如 下 定义 自然数 称 为 0 型 对 象 。 由 
nn 型 对 象 到 自然 数 集 的 全 函数 称 为 n 十 1 型 对 象 。 一 型 对 
象 9 的 计算 相当 于 有 一 个 执行 机 械 过 程 的 机 器 M, 对 M 
输入 数 n 后 可 得 到 输出 m=9(n)。 二 型 对 象 F(f，n) 的 
计算 相当 于 上 述 机 器 怕 外 加 上 一 个 外 部 信息 源 即 了 的 图 
形 。 对 输入 f，n，M 对 输入 n 的 计算 时 , 常 要 问 机 外 信 
息 源 了 对 某 个 变 目 的 值 ， 根 据 值 的 不 同 而 依 不 同 的 步骤 
进行 计算 ,最 后 给 出 输出 m=F(f, n)。 上 述 两 类 计算 都 
是 有 穷 步 内 完成 的 计算 。 三 型 对 象 9F，f,n) 的 计算 相 
当 于 上 述 机 器 M 外 加 上 两 个 外 部 信息 源 即 1 的 图 形 (基数 
为 中,) 和 下 的 图 形 ( 基 数 为 2%0)。M 对 输入 nt 的 计算 时 要 
问 到 了 对 某 变 元 的 值 ， 和 问 到 下 对 某 变 元 的 值 。 在 问 到 
下 对 变 元 9 的 值 时 要 计算 9 的 图 形 ， 因 此 此 时 M 的 计算 
不 再 是 有 穷 步 内 可 停止 的 计算 了 。 相 仿 地 可 有 更 高 类 型 
对 象 的 计算 。 

还 可 以 把 递归 论 推广 到 序数 上 去 。 最 初 是 用 集合 论 
的 工具 ,如 降 S-L 定理 ， 推广 到 一 切 序数 上 去 。 后 来 发 
展 为 推广 到 序数 的 某 些 前 节 上 去 。 最 主要 的 是 推广 到 可 
允许 序数 上 去 ， 称 为 4- 递归 论 。 当 a>w 后 出 现 了 许多 
w- 递 归 论 中 不 存在 的 现象 ， 例 如 有 界 和 有 穷 不 再 是 相同 
的 概念 了 , 这 就 使 4- 递归 论 的 证 明 大 大 地 复杂 了 。 

w- 递 归 论 的 某 些 结果 可 以 推广 到 一 切 可 人 允许 序数 < 
上 去 ， 例 如 波斯 特 问题 的 解 岂 。 有 些 结果 只 在 某 些 可 允 
许 序数 上 成 立 , 而 在 另 一 些 可 允许 序数 上 不 成 立 , 如 极 大 
集 的 存在 性 定理 。 再 如 当 a>>w 后，o' 以 下 w- 度 的 结构 
和 %' 以 下 a- 度 的 结构 不 同 构 。 ( 杨 东 屏 》 


guangyl honshu 

广义 函数 (generalized functionvdistribution) 
古典 函数 概念 的 推广 。 关 于 广义 函数 的 研究 构成 了 泛 函 
分 析 中 有 着 广泛 应 用 的 一 个 重要 分 支 。 历 史上 第 一 个 广 
义 函数 是 由 物理 学 家 P. A. M. 狄 喇 克 引进 的 ， 他 因为 
陈述 量子 力学 中 某 些 量 的 关系 时 需要 引入 了 “函数 ” 


Mz)， 当 =#0 时 ,MKz) 一 0 但 | “2(x)dx 一 1。 按 20 世纪 


前 所 形成 的 数学 概念 是 无 法 理解 这 样 奇 怪 的 函数 的 。 然 
而 物理 学 上 一 切 点 量 , 如 点 质量 、 点 电荷 , 偶 极 子 、 瞬 时 打 
击 力 , 瞬 时 源 等 物理 量 用 它 来 描述 不 仅 方便 ,物理 含义 清 
楚 , 而 且 当 它 被 当 作 普通 函数 参加 运算 ,如 对 它 进行 微分 
和 傅 里 叶 变换 ， 将 它 参与 微分 方程 求解 等 所 得 到 的 数学 
结论 和 物理 结论 是 吻合 的 。 这 就 迫使 人 们 要 为 这 类 怪 函 
数 确立 严格 的 数学 基础 。 最 初 理解 的 方式 之 一 是 把 这 种 
怪 函 数 设想 成 直线 上 某 种 分 布 所 相应 的 "密度 "函数 。 所 
以 广义 函数 又 称 为 分 布 ,广义 函数 论 又 叫做 分 布 理 论 。 用 
分 布 的 观念 为 这 些 怪 函数 建立 基础 虽然 很 直观 ， 但 对 于 
复杂 情况 就 又 显得 繁琐 而 不 很 明确 。 后 来 随 着 泛 函 分 析 
的 发 展 , L. 范 瓦尔 英 (1945 ) 用 泛 函 分 析 观 点 为 广义 函数 
建立 了 一 整套 严格 的 理论 ,接着 囊 . M. 盖 尔 范 德 对 广义 
函数 论 又 作 了 重要 发 展 。 从 此 ,广义 函数 被 广泛 地 应 用 于 
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数学 ,物理 ,力学 以 及 分 析 数 学 的 其 他 各 个 分 支 ， 例 如 微 
分 方程 ,随机 过 程 、 流 形 理论 等 等 ， 它 还 被 应 用 到 群 的 表 
示 理 论 ,特别 是 它 有 力 地 促进 了 偏 微 分 方程 近 30 年 来 的 
发 展 。 

在 广义 函数 理论 的 形成 过 程 中 有 重要 影响 的 有 ,J. 
阿达 马 (1932) 在 研究 波动 方程 基本 解 时 使 用 了 发 散 积分 
的 有 限 部 分 。C. 区 . 索 伯 列 夫 (1936 ) 在 研究 双 曲 型 方程 
的 柯 西 问题 时 用 分 部 积分 引入 了 广义 导数 和 微分 方程 广 
义 解 的 概念 ， 并 把 函数 3 及 其 导数 等 视 为 某 个 函数 空 
间 上 的 线性 泛 函 ， 他 对 广义 函数 论 的 建立 迈 出 了 决定 性 
的 一 步 。S. 博 打 纳 (1932) 和 T. 卡 莱 曼 (1944) 讨论 了 
守 增 长 函数 的 传 里 叶 变换 ， 提 出 了 连续 函数 的 形式 导数 
概念 。 

当然 为 那些 怪 函 数 建立 严格 数学 基础 的 方法 并 不 是 
唯一 的 ,例如 波兰 学 者 J. 米 库 辛 斯 基 就 曾 用 较 初 等 的 方 
法 建立 它们 的 基础 。 也 有 把 广义 函数 看 作 解 析 函 数 的 边 
界 值 ,并 由 此 发 展 出 超 函 数理 论 。 换 句 话 说 ,广义 函数 的 
定义 并 不 完全 统一 ,而 是 具有 一 定 程度 的 灵活 性 , 可 以 根 
据 问题 的 需要 适当 地 定 出 相应 的 广义 函数 类 。 

基本 函数 空间 和 广义 函 教 空 间 泛 函 分 析 观 念 下 的 
广义 函数 理论 的 核心 是 把 广义 函数 看 成 某 个 函数 空间 上 
的 连续 线性 泛 函 ， 即 先 选 取 某 些 性 质 很 好 的 函数 组 成 的 
线性 空间 ， 再 在 其 中 给 出 适当 的 收敛 概念 ， 这 样 的 函数 
空间 就 称 为 基本 函数 空间 , 又 称 为 测试 函数 空间 , 而 其 中 
每 个 函数 称 为 基本 函数 或 测试 函数 。 相 应 于 基 个 基本 空 
间 上 的 连续 线性 泛 函 就 称 为 该 基本 空间 上 的 广义 函数 。 
广义 函数 全 体 就 称 为 相应 于 基本 空间 的 广义 函数 空间 。 
常用 的 基本 空间 有 K 空间 和 S 空间 。 

基本 函数 空间 KK 设 p(x*) 是 定义 在 n 维 欧 几 里 得 
空间 Re 上 的 复 值 函数 ， 用 Se 表示 集 {zlw(x) 夫 0) 的 闭 
包 , 称 为 "(z) 的 支 集 。 对 任意 半 个 非 负 整 数 pl pl， …， 
pn。 记 p= (Piyp:，…pn)，|P| 一 Pi 十 ps+… 十 pn 和 D?= 


8| 
和 5 (特别 , Dorop(z)-p(z))。 


设 天 是 R* 上 无 限 次 可 微 而 且 支 集 有 界 的 复 函数 全 
体 ，K 按 通常 函数 的 线性 运算 成 为 复线 性 空间 。 在 K 上 
引进 极限 概念 如 下 ， 设 {ps} cK,pEK，, 如 果 满足 对 于 
函数 列 {Ps} 存在 有 界 区 域 0, 使 所 有 函数 ,在 全 外 为 0， 
即 SwcCD,@ 对 每 个 p= (piypa，…pn)， 函 数列 D?(9n 一 
9) 一 致 收敛 于 0; 则 称 {gn} 在 天 中 收敛 于 p, 记 为 po 一 rp。 
赋予 上 述 线性 运算 和 极限 运算 的 K, 作 为 基本 函数 空间 ， 
简称 K 空间 ， 其 中 的 每 个 函数 称 为 基本 函数 。K 空间 上 
收敛 概念 的 严格 叙述 要 用 到 拓扑 线性 空间 的 严格 归纳 极 
限 概念 。 

下 空间 上 的 广义 函 教 设 了 是 定义 在 K 空 间 上 的 复 
值 函 数 ,如 果 f(9) 是 K 上 连续 线性 泛 函 ， 即 满足 @( 线 
性 ) 对 任意 91，P:EK，, 复数 ,0 fm91+0.93)= 
mf(91)+af(91),@ (连续 性 ) 对 于 基本 函数 列 ,一 >0， 
f(go)>0; 则 称 f 为 K 空 间 上 的 广义 函数 ， 并 把 fp) 写 


成 9) 或 形式 地 写成 fx)p(x)ax.K 空 间 上 广义 函数 
全 体 记 为 K'。 K' 按 通 常 线性 运算 也 是 一 个 线性 空间 。 

KK 上 广义 函数 的 例子 ”@ 设 1(x) 是 Rr 上 的 可 测 函 
数 ,如 果 在 每 个 有 界 团 立方 体 上 勤 贝 格 可 积 , 则 称 为 局 部 
可 积 函 数 ,其 全 体 记 为 L*。 在 L* 中 几乎 处 处 相等 的 函数 
看 作 相 同 。 对 每 个 fEL*, 令 


<0) = fx)p(x)de (opEK), 
a 


式 中 虹 是 如 上 的 勘 贝 格 测 度 。 上 式 确定 的 Ty 是 K 上 
的 一 个 广义 函数 。 也 就 是 说 ， 普 通 的 局 部 可 积 函数 可 以 
等 同 于 K 上 一 个 广义 函数 , 称 为 正则 广义 函数 。 

@ 由 下 式 定义 的 泛 函 8: (3,p>=p(0)(pEK), 是 K 
上 广义 函数 ,通常 形式 地 记 ， 为 Kx)。 

@ 设 “是 Rn 中 让 菜 尔 可 测 集 上 的 复 值 的 可 列 可 加 
集 函 数 ， 并 且 在 每 个 紧 集 上 测 度 有 限 ， 由 《Tu9)= 
上 Pearowear? 定 义 的 了 是 K 上 的 一 个 广义 函数 。@,@ 中 
的 广义 函数 都 是 它 的 特例 。 

@ 单 变量 函数 二 在 下 上 不 是 局 部 可 积 的 ， 令 

(pv $0)=Ppv | 2 ax- 人 weinlzldr 
《PY 表示 柯 西 主 值 )。PV 证 是 尽 上 的 一 个 广义 函数 。 


K' 上 的 拓扑 在 K' 上 可 和 如 下 引进 序列 收敛 概念 。 
设 {F。}CK',FEK'， 如果 对 每 个 EK 有 lim Fa,p)= 
《F,9) ,那么 称 (Fo} 在 K' 中 收 伊 到 F, 记 为 Fn 一 >F。 

广义 画 数 的 支 集 、 对 于 广义 函数 一 般 说 来 在 菜 一 点 
的 值 是 没有 意义 的 。 例 如 不 能 讲 广义 函数 在 x。 点 为 
9, 但 可 以 说 广义 函数 下 在 某 邻 域 ( 开 集 )U 中 为 0, 它 的 
意思 是 ,对 每 个 支 集 在 U 中 的 基本 函数 p,《F,p>=0, 记 
为 FIU=0。 并 集 U{U | FIU= 0) 的 余 集 Sr 称 为 广义 函数 
了 的 支 集 。 一 般 地 , 例 @ 中 作 x) 如 果 是 连续 函数 ,那么 它 
的 支 集 和 Ty 的 支 集 Sny 是 一 致 的 。 

KK 上 广义 函数 的 导 浮 数 和 原 函 数 ” 当 下 是 KK 空间 上 


的 广义 函数 时 ,显然 (F， -7) 也 是 K 上 的 广义 函数 ， 
称 它 是 广义 函数 了 对 思 的 偏 导 数 ， 记 为 硬 -P， 即 


9 9 
(高 人 -4 高 ?》 
当 人 x) 是 Re 上 普通 的 连续 可 微 函 数 时 ,了 作为 广义 函数 
意义 下 的 导数 和 的 经 典 导数 是 一 致 的 。 可 见 广义 函数 
导数 概念 是 普通 导数 概念 的 推广 。 但 从 广义 函数 导数 的 
定义 可 以 知道 ， 对 于 每 个 广义 函数 存在 任意 阶 的 广义 导 
函数 ， 并 且 可 以 交换 广义 函数 求 导 次 序 。 另 外 广义 函数 
的 求 导 运算 和 极限 运算 是 可 以 交换 的 。 上 述 性 质 表明 广 
义 函数 的 出 现 解除 了 经 典 分 析 中 对 求 导 运算 和 对 函数 列 
的 极限 进行 求 导 运算 的 种 种 限制 。 例 如 对 于 RR 上 玄 维 赛 


函数 0(x), 当 x>0 时 ,9(x)=1。 当 x<0 时 ,x)=0, 它 
的 广义 导数 于 -az)， 而 -于 9 -az)。 

广义 函数 也 可 定义 原 函 数 或 不 定 积分 。 设 是 单 实 
变量 的 天 空间 上 广义 函数 ,如 果 广 义 函 数 G 满 足 aG ~ ， 
则 称 G 为 了 的 原 函数 .对 于 每 一 个 广义 函数 PEK', 必 存 
在 原 函数 G，F 的 一 切 原 函 数 必然 形 如 G+c, 其 中 是 
常数 。 

KK 上 广义 表 数 的 构造 、 利 用 广义 函数 的 导数 概念 可 
以 给 出 一 闫 广义 函数 的 结构 。 下 述 定理 表明 上 每 个 广 
义 函数 局 部 地 是 一 个 有 界 函数 的 导 函 数 。 

K 空间 上 广义 函数 的 局 部 构造 定理 ， 设 PEK'， 
是 "中 有 界 开 集 , 则 了 在 ww 上 等 于 一 个 具有 有 界 支 集 的 
连续 函数 的 导 函 数 。 

特别 ， 每 一 个 具有 有 界 支 集 的 广义 函数 PEK' 必 能 
表示 为 F-， 六 35fw, 其 中 轧 都 是 有 有 界 支 集 的 连续 


数 , "是 某 个 自然 数 。 更 为 特别 的 是 ,如 果 广义 函数 下 的 
支 集 仅 有 一 点 a, 那 么 下 能 表示 为 x apDB(x—a), 
ee 
式 中 ap 为数 , 目 @(x 一 a),p(x)) =p(a)。 
天 上 广义 函数 的 伟 里 叶 变换 设 p(x)EK, %(o)= 


wmerrar。 称 zsp-g 为 信里 时 变换 。 记 g= 闻 (p)。 


K 中 函数 的 傅 里 叶 变换 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 Z= 
FK。 如 果 一 >9, 则 称 函数 列 {和 %} 在 Z 中 收敛 于 甸 记 为 
和 一 一 -3.2 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ， 称 为 2 空间 上 的 广 
义 函数 ,其 全 体 记 为 Z。 又 记 J;p(z)r9( 一 x)。 

设 fEK'， 作 2 上 连续 线性 泛 函 (了)，yr>(2x)"<f， 
JZ-y)》 沙 EZ, 称 9(f) 为 广义 函数 了 的 传 里 叶 变换 , 通 
常 也 记 为 也 或 形式 地 写成 J(o))。 伟 里 叶 变 换 把 K 上 的 
广义 函数 映 为 Z 上 的 广义 函数 。 它 的 逆 映 射 称 为 伟 里 叶 
逆 变 换 。 广 义 函数 的 傅 里 叶 变换 理论 比 经 典 伟 里 叶 分 析 
提供 了 更 为 灵活 和 适应 范围 更 为 广阔 的 有 力 工具 。 

对 一 元 广义 函数 ， 常 用 的 傅 里 叶 变换 列表 如 下 ; 


广义 函数 7(x)EK 伟 里 时 变换 7(o)eZ 
foeL(-o0) | To- 人 coeeed> 
6(x—0) | em 
x0 az( EE ) (0) 
BC(x) im: 十 x6(a) 

1 


2 ixSigng 


we 2x8(o—ib) 


基本 空间 S 和 S 上 的 广义 函数 空间 S'” 设 p(x) 是 R" 

上 的 无 限 次 可 微 函数 , 如 果 对 于 任 一 自然 数 7 和 p= (pi， 
Pa …， pn)， 满 足 关系 式 liml(1+ 1x1?)"D?p| ~0, 则 称 
9(z) 在 无 穷 远 处 是 急速 下 降 的 ， 其 全 体 组 成 的 复线 性 空 
间 记 为 S(R")。S 中 的 函数 序列 {pm(x)} 收 敛 于 0 是 指 对 
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任意 的 = 和 py lim max|(1+ 1xz|9"Dspn(z)| 一 0。 同 样 称 


S 上 的 连续 线性 泛 函 了 为 8 空间 上 的 广义 函数 ， 也 称 为 
缓 增 广义 函数 ,其 全 体 记 为 5'。 明 显 地 有 KcS,S'CK'。 
考虑 S 空间 上 的 广义 函数 的 好 处 是 对 于 fES', 它 的 
傅 里 叶 变换 多 (J) 仍 是 属于 S' 的 组 增 广义 函数 ， 这 就 给 
讨论 带 来 很 大 方便 。 因 此 在 不 少 应 用 场合 多 采用 S 空间 
的 广义 函数 。 
广义 函数 的 直 积 ”又 称 张 量 积 设 zx 是 Re 和 " 中 
的 点 , K(R"), K(R") 分 别 表示 其 上 K 空间 。fEK'(R")， 
9EK'(R") 那么 存在 一 个 且 仅 有 一 个 R"x Rm 上 的 广义 
函数 , 记 为 了 @g, 它 由 下 式 定义 ; 
f@gsp(x ,y= (f(x), gy) ,p(x 
= g(y), f(x) ,p(x,y))), 
式 中 p(x,y)EK(R"xR"), 并 且 对 p(x)EK(R"),y(y)E 
K(Rm)，, 满足 (f@g, p(x)y(y)) = <f, p(X) Cg, yOY)>, 
称 R" x Rm 上 的 广义 函数 f@g 为 了 和 9 的 直接 积 。 上 面 
的 定义 可 以 看 作 富 比 尼 定 理 的 一 个 拓 广 。 
广义 浮 数 的 郑 积 ” 设 f，gE K'， 其 中 至 少 有 一 个 支 
集 有 界 , 则 可 定义 K 上 广义 函数 f*g:《f*g, 9) 一 


reportz+bdzdt (EK), 称 为 和 9 的 卷 积 ( 定 


义 卷 积 的 条 件 在 一 些 情况 下 还 可 放宽 一 点 )。 对 fEK'， 
duf=f*d=f,D f= Drf,Dr(f *g)= Dr *g—f* Drg, 

广义 函数 和 C" 类 函数 的 来 积 设 1EK', a€ 
C™(R")(C(R") 是 R* 上 无 限 次 可 微 函数 )， 则 定义 广义 
函数 of， 

af,p)—f,ap> (PEK)， 

称 为 as 和 了 的 乘积 ， 并 称 a 为 K' 上 乘 子 。 当 JEI*+ 时， 
它 和 通常 函数 乘积 相 一 致 

记 Ow(R") 为 满足 下 述 条 件 的 所 有 BEC™(R") 组 成 
的 线性 空间 ， 对 于 每 个 p= (pi,ps，, …,Pa)， 必 存在 多 项 
式 Po(z)， 使 

IDr@(x)| <IPo(x)| (xER"), 

称 Ow 为 在 无 限 远 点 处 组 增 的 无 限 次 可 微 函 数 空间 。 
Ow 是 组 增 广义 函数 S' 的 乘 子 空间 。 

如 果 fES',OEOuw, 定 义 乘积 叫 为 

《gf,9>= 人 ge》 (ES)， 

那么 叫 仍 属于 S'。 

但 是 一 般 地 定义 两 个 广义 函数 的 乘积 是 困难 的 。 例 
如 两 个 局 部 可 积 函数 的 乘积 就 不 一 定 是 局 部 可 积 的 ， 于 
是 就 不 一 定 能 确定 为 广义 函数 。 

基本 解 ”作为 应 用 ， 广 义 函数 论 特别 是 它 的 传 里 叶 
变换 理论 可 有 效 的 用 来 研究 偏 微分 方程 的 求解 问题 。 

设 P(D) 是 Br 上 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 ， 如 果 能 找 
到 一 个 广义 函数 f， 使 得 PCD)f=3, 那 么 称 f 为 P(D) 的 
基本 解 或 方程 PLD)f= 0 的 基本 解 。 

如 果 了 是 P(D) 的 基本 解 ， 那 么 对 于 一 般 的 非 齐 次 
方程 

P(D)u=p, 
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它 的 解 为 u=fx* 4， 这 里 4EK'， 上 且 假 定 f*4 是 有 意义 
的 。 事实 上 如 f*4 存 在 的 话 ， 则 由 卷 积 的 性 质 知 
P(D)(f #4)=P(D)f #4=5# k=4。 这样， 基本 解 就 可 
以 起 到 构造 其 他 解 的 作用 。 也 可 以 利用 它 来 讨论 微分 方 
程 其 他 解 的 性 质 。 下 面 是 基本 解 的 存在 定理 ， 设 了 为 一 
nn 元 多 项 式 ,那么 必 存 在 常 系数 偏 微分 方程 PLD)f=3 的 
基本 解 1fEK', 而 且 这 时 可 取 了 ,使 得 8(1) 是 解析 泛 函 。 


畜 维 赛 数 0(x) 是 -起 -1 一 0 的 基本 解 。 
此 外 ,还 可 以 考虑 柯 西 问题 基本 解 的 概念 。 例 如 , 称 
适合 热传导 方程 -3 一 or 全 下 和 初始 条 件 攻 x,0)=8x) 


的 解 E(x, t) 为 热传导 方程 柯 西 问 题 的 基本 解 。 容 易 
求 得 


1 a 
Za RE oe 


因此 适合 初始 条 件 人 x,0)=fo(x)(fo(x) 也 可 以 是 广义 函 
数 ) 的 热传导 方程 的 解 为 


Ex, t)= 


a 
froE sf] de “ih 


对 变 系 数 偏 微分 方程 的 研究 ， 广 义 函数 也 同样 起 着 


很 重要 的 作用 。 《 杨 亚 立 ) 
guangyi jfen 
广义 积分 (improper integral) 见 积 分 学 。 


guangyl jlexi honshu 
广义 解析 函数 (generalized analytic func- 
tion) ”推广 了 的 解析 函数 设 复 变 函 数 也 z) 一 2(z) 十 
坟 (2) 在 区 域 D 不 含 点 oo ) 内 每 一 点 z 均 有 微 商 , 即 1(2) 
在 D 内 是 解析 的 ,将 它 的 实 部 p(z) 的 系数 1 与 虚 部 y(z) 
的 系数 宇 分 别 代 以 两 个 在 D 内 连续 可 微 函数 PKz)G(2)， 
并 要 求 这 两 个 函数 满足 条 件 ， 

Im F(z)G(z)= 击 [RC5JG(z) 一 FzJGCG]>0. 01) 


特别 当 F(z)~=1，G(z)=i 时 ,上 式 也 成 立 。L. 伯 斯 把 

F(z)、G(z) 称 为 生成 对 ,由 它们 得 到 函数 
wz)=F(2)p(2) + G(z)y(2)。 

如 果 在 DD 内 的 任 一 点 z, 极 限 

(eth)— lath) ts) — O(a+ he) 


(2) 


lim 
a*0 


=wW(2) 
(3) 
存在 ,就 称 函数 w(z) 按 生成 对 (F(z)，G(z)) 在 点 z 有 微 
商 孔 (z)， 并 称 zo(z) 在 D 内 是 准 解 析 的 。 
引入 函数 ww(z) 对 2 与 z 的 形式 偏 徽 商 , 即 


3w_1/3w so、 dw 1raw ,dw 
a arti BW ) B22\ dx! dy ), 
(4) 

am dw ao ao /ao dw a 
易 知 一 32 + dz， By =-i( 让 - 种 ). 可 以 证 


明 ， 在 点 z，(3) 式 中 的 极限 好 (z) 存在 的 充分 必要 条 件 
是 ， 在 点 z, 等 式 


散 =4(2)w+B(2)D (5) 
成 立 , 式 中 
Gr OP 
F(Z) -82 -002) -5 
Ma 
De 
cw 各 2 po) 30 
BO 一 sarIm FOC) 
在 上 述 条 件 下 ,有 


2) = ACa)w— B' Cz)D, 


式 中 A'(z).B'(z) 都 是 z 的 已 知 函数 。 并 且 还 可 证 ， 函 
数 儿 z) 一 p(z) 十 访 (z) 在 点 z 满足 

如 az)- 叶 ， n= PE. 《6 
由 式 (1), 可 导出 19(2)| <q。<1, 这 里 q。 是 实 常数 。 方 程 
(6) 在 区 域 DD 内 的 单 叶 解 f(z) 作成 一 个 拟 共 形 映射 。 HH. 
H. 韦 夸 把 在 区 域 卫 内 满足 复方 程 (5) 的 解 w(z) 称 为 广 
义 解析 函数 。 伯 斯 则 把 这 种 函数 称 为 第 一 类 准 解析 函 
数 ， 而 把 f(z)~=p(z)+ 访 (2z) 即 在 DD 内 满足 复方 程 (6) 的 
解 称 为 第 二 类 准 解 析 函 数 。 这 两 类 准 解析 函数 有 着 不 同 
的 性 质 ， 如 对 区 域 忆 内 不 是 常数 的 第 二 类 准 解析 函数 
了 z)， 保持 区 域 定理 是 成 立 的 , 即 f(z) 把 区 域 D 变 换 到 一 
个 区 域 ,而 对 于 DD 内 的 第 一 类 准 解析 函数 ,保持 区 域 定理 
不 一 定 成 立 。 特 别 , 当 F(z)=1, G(z)=i 时 , 则 式 (5) 中 
的 A(z)=B(z)=0, 又 式 (6) 中 的 4(z)=0, 此 时 w(z)= 
f(z)=p(z)+ 六 (Zz) 在 区 域 D 内 满足 

a a 

绪 ~( 放 +1 部) 

-六 -一 )+ 站 弹 + 况 )=0 

这 就 是 复 形式 的 柯 西 - 黎 曼 方程 。 

设 w(z) 是 区 域内 的 广义 解析 函数 , 则 必 存 在 一 个 
解析 函数 f(z) 与 在 上 连续 的 函数 s(z)， 使 得 

wz)=f(z)e"", (7) 

反之 , 设 f(z) 是 区 域 D 内 的 一 个 解析 函数 ， 则 必 存 在 于 
万 上 连续 的 函数 s(z), 使 得 由 (7) 式 所 确定 的 函数 w(z) 
是 了 D 内 的 广义 解析 函数 。 这 表明 了 广义 解析 函数 与 解析 
函数 间 的 互相 对 应 关系 ， 因 此 上 述 定理 叫 作 相似 原理 。 

有 了 相似 原理 ,使 得 关于 解析 函数 的 许多 性 质 , 可 以 
转移 到 广义 解析 函数 ,如 积分 与 级 数理 论 、 孤 立 奇 点 的 分 
类 ,唯一 开拓 性 、 函 数 序列 的 凝聚 原理 , 龙 格 逼近 定理 等 。 
对 于 全 平面 B, 以 及 任 一 个 宪 函 数 az 一 zo)”,z 和 < 为 一 
复 常数 , n 是 任 一 整数 ,按照 相似 原理 ， 必 存在 一 个 广义 
解析 函数 w(z)， 它 相似 于 a(z 一 6)"， 且 当 z->ze 时 ， 
Ww(zZ)(z 一 20)-">4, 又 当 zco 时 ,to(z)z 有 界 ， 并 用 
2Zw (azoz) 表 示 x(z)，, 称 为 形式 寡 。 使 用 形式 千 , 可 以 给 


Pr 


出 广义 解析 函数 的 柯 西 积分 公式 ， 设 DD 是 由 一 条 光滑 的 
若 尔 当 闭 曲 线 了 所 围 的 有 界 区 域 ,又 w(z) 是 卫 内 的 广义 
解析 函数 , 且 直 到 边界 了 连续 , 则 有 
去 | ze w(z) (zED)， 
a zcoaotpdr,ra= 和 ee 
设 wxz) 是 在 圆 环 D,0<1z 一 za|<R 上 的 一 个 广义 
解析 函数 ,那么 wo(z) 在 了 内 具有 如 下 的 展开 式 


wz)= 及 Zr(ahyzoyz)， 


它 在 0<1z-z|<P<R 内 收效 。 当 nm<0 时 ， 若 系数 
mm 中 有 无 限 个 不 等 于 零 , 则 z 是 w(z) 的 本 性 奇 点 ， 若 
系数 a 中 仅 有 有 限 多 个 不 等 于 零 , 则 z。 是 1w(z) 的 极点 ， 
若 系 数 m 均等 于 零 , 则 z 是 w(z) 的 可 去 奇 点 。 

解析 函数 的 实 部 与 虚 部 在 区 域 D 内 满足 柯 西 - 黎 曼 
方程 组 ， 而 广义 解析 函数 w《z)=u(z)+iv(z) 的 实 部 
4(z) 与 虚 部 vz) 在 区 域 D 内 满足 较 一 般 的 偏 微 分 方 
程 组 : 


uh 


=autbv, Wtvo=cutdv, (8) 
此 处 a.b、c、d 都 是 z( ED) 的 函数 。 将 以 上 方程 组 写成 
复 形式 (5), 有 ACz) 一 二 (a+d+i 一 访 )， B(z)= 卫 (ao- 
d+ ip 十 比 )。 对 于 平面 区 域 上 具有 两 个 未 知 实 函数 的 一 阶 
线性 一 致 梢 圆 型 方程 组 , 当 它们 满足 一 定 的 条 件 时 , 均 可 
转化 为 标准 型 方程 组 (8) 及 其 复方 程 (5)。 这 样 , 一 般 的 一 
阶 线性 一 致 椭 贺 型 方程 组 的 性 质 与 边 值 问题 的 讨论 往往 
也 可 转化 到 复方 程 (5) 上 来 。 类 似 于 解析 函数 ,对 于 复方 
程 (5), 也 有 相应 的 希 尔 伯 特 边 值 问题 , 黎 曼 边 值 问题 等 。 
这 些 边 值 问题 在 力学 ,物理 等 方面 都 有 所 反映 。 关 于 广义 
解析 函数 论 ， 伯 斯 、 韦 夺 、T, H. 波 洛 日 .5. B. 博 亚 尔 斯 
基 等 做 了 大 量 的 研究 工作 。 《 闻 国 梅 ) 


guangyi nijuzhen 
广义 逆 矩 阵 (generalized inverse matrix) 
北 短 阵 概念 的 推广 。 若 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 线性 方程 组 
4z=b 的 解 为 xz 一 4-b, 其 中 4 的 逆 矩 阵 4- 满足 44-…= 
4-'4= LI 为 单位 矩阵 )。 若 A 是 奇异 阵 或 长 方 阵 , Ax 一 
b 可 能 无 解 或 有 很 多 解 。 若 有 解 ， 则 解 为 z==Xb+(I 一 
XA)y, 其 中 yy 是 维 数 与 4 的 列 数 相同 的 任意 向 量 , X 是 
满足 4X4= 人 4 的 任何 一 个 矩阵 ,通常 称 X 为 4 的 广义 道 
矩阵， 用 4*、4- 或 AtY 等 符号 表示 ,有 时 简称 广义 逆 。 
当 4 非 异 时 ,4-: 也 满足 44-!4=4, 且 z=A4- 由 +(I- 
4-'4 六 = 4 四。 故 非 异 阵 的 广义 逆 矩 阵 就 是 它 的 道 矩 
阵 ,说 明 广义 逆 矩 阵 确 是 通常 逆 矩 阵 概念 的 推广 。 

1955 年 R. 彭 罗斯 证 明了 对 每 个 咖 xm# 阶 矩阵 4， 
都 存在 唯一 的 nxmm 阶 矩阵 X， 它 满足 ，O4X4= 4 
回 X4X= Xi @(AX)*=AX; (XA)*XA。 通 常 称 
X 为 4 的 穆 尔 - 彭 罗斯 广义 道 矩 阵 ， 简 称 M-P 逆 , 记 
作 4*。 当 人 非 异 时 ,4-: 也 满足 四 一 四 ,因此 M-P 逆 也 
是 通常 道 矩 阵 的 推广 。 在 矛盾 线性 方程 组 hz=b 的 最 
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小 二 乘 解 中 ，z= 4*b 是 范 数 最 小 的 一 个 解 。 

若 A 是 n 阶 方 隆 ,k 为 满足 rank A*=rank A**! 的 
最 小 正 整数 (rank 为 矩阵 秩 的 符号 )， 记 作 k=Ind (A)， 
则 存在 唯一 的 n 阶 方 阵 X, 满 足 : 

(1) AsXA= 44 (2) XAX=X; (3) AX=XA。 
通常 称 X 为 A 的 德 雷 津 广义 逆 甜 阵 , 简称 DD 逆 ， 记 作 
As，Atw 或 A? 等 。 虽然 它 和 线性 代数 方程 组 的 解 无 
关 ， 但 它 在 线性 差分 方程 、 线 性 微分 方程 、 最 优 控制 等 
方面 都 有 应 用 。 例 如 , 设 A.B 是 nt 阶 方 阵 , 齐 次 差分 方程 
Azxnw1= Bzm, 如 果 存在 一 个 数 和 ,使 (XA 一 B)-! 存在 , 则 
它 的 一 般 解 为 

Ahrg (m=0), 
sn ohyrq Cm=1,2,3,.)» 
式 中 4 为 任意 n 维 向 量 ， A= (XA4-B)-'A; = (4 一 
B)-'B, 

根据 实际 问题 需要 还 定义 了 其 他 各 种 类 型 的 广义 逆 
和 矩阵， 如 网 络 理论 中 用 到 的 博 特 - 达 芬 逆 矩 阵 等。 一 般 
说 来 ,它们 都 具有 下 列 一 些 性 质 , 当 A 非 异 时 ， 广 义 逆 矩 
阵 就 是 4-4 广义 递 矩阵 必 存 在 广义 逆 矩 阵 具 有 逆 矩 
阵 的 某 些 性 质 (或 适当 修改 后 的 性 质 )， 如 (4-0-'= 4， 
(4-1)*=(A*)-! 等 等 。 

广义 逆 的 思想 可 追溯 到 1903 年 EE. I. 刷 雷 他人 姓 的 
工作 ， 他 讨论 了 关于 积分 算 子 的 一 种 广义 逆 〈 他 称 之 为 
伪 逆 )。1904 年 ，D. 希 尔 伯 特 在 广义 格林 函数 的 讨论 
中 ， 含 著 地 提出 了 微分 算 子 的 广义 送 。 而 任意 矩阵 的 广 
义 逆 定 义 最 早 是 由 E. H. 穆 尔 在 1920 年 提出 的 ,他 以 抽 
象 的 形式 发 表 在 美国 数学 会 会 刊 上 。 当 时 人 们 对 此 似乎 
很 少 注意 。 这 一 概念 在 以 后 30 年 中 没有 多 大 发 展 。 曾 远 
荣 在 1933 年 ,F.J. 默 里 和 J. 冯 . 诺 伊 更 在 1936 年 对 希 尔 
伯 特 空间 中 线性 算 子 的 广义 逆 作 过 讨论 。20 世 纪 50 年 代 
围绕 着 某 些 广义 逆 的 最 小 二 乘 性 质 的 讨论 重新 引起 了 人 
们 对 这 个 课题 的 兴趣 。1951 年 瑞典 人 A. 布 耶 尔 哈 梅 尔 
重新 发 现 了 称 尔 所 定义 的 广义 着， 并 注意 到 广义 逆 与 线 
性 方程 组 的 关系 。T. N. EE. 格雷 维尔 、C.R. 拉 奥 和 其 他 
人 也 作出 了 重要 的 贡献 。1955 年 , 彭 罗斯 证 明了 存在 唯 
一 的 X=A* 满足 前 述 性 质 @O 一 @ ,并 以 此 作为 A* 的 定 
义 。1956 年 ,R. 拉 多 证 明了 彭 罗斯 定义 的 广义 逆 与 穆 尔 
定义 的 广义 逆 是 等 价 的 ， 因 此 通称 A* 为 穆 尔 - 彭 罗斯 广 
义 道 矩阵 。 

广义 逆 的 计算 方法 大 致 可 分 为 三 类 ， 以 满 秩 分 解 和 
奇异 值 分 解 为 基础 的 直接 法 ， 选 代 法 和 其 他 一 些 常用 于 
低 阶 矩 阵 的 特殊 方法 。 

以 4* 的 计算 为 例 。 若 4 是 一 个 秩 为 > 的 mmxm 阶 
非 零 矩阵 , 记 作 O* AE Cr”"*， 有 满 秩 分 解 A~F.G， 其 
中 PECPr,GECYm , 则 A*=[G*(GG*)-!] CFP) 
了 Ps] 三 G*.F+， 即 将 广义 逆 和 矩阵 的 计算 化 为 通常 着 矩阵 的 
计算 。 常 用 LU 分 解 和 QR 分 解 等 方法 实现 满 秩 分 解 ， 
然后 求 出 A*。 

若 4 有 奇异 值 分 解 A=UDV*, 其 中 U、V 为 m 阶 和 
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增 阶 西 矩阵 , D= (- 习 人 ) 是 mxn 阶 矩阵 ， 习 是 阶 对 


角 阵 , 对 角 元 ro:>…>or>0 是 4 的 > 个 非 零 奇异 值 
(44* 的 非 零 特征 值 的 平方 根 )， 则 4*=VD*U*， 其 中 


D*= (36) 是 nxmm 阶 知 隆 ,也 可 用 讲 斯 特 尔 德 变换 


先 将 A 化 为 上 双 对 角 阵 J。=P*A@， 然 后 再 对 Je 使 用 
QR 算法 化 为 和 矩 阵 D=G*JoH,， 于 是 A=(PG)D(QH)*， 
故 A*'=(QH)D*(PG)*。 

设 入 是 44* 的 最 大 非 零 特征 值 , 若 0<a<2/ 和 4, 则 
计算 4A* 的 一 个 迭代 法 是 zo= ah*,xnyi 一 (2I 一 Axn)， 当 
nc 时 ,Xn 收敛 于 A*。 

格雷 维尔 逐次 递 推 法 也 是 计算 A* 的 常用 方法 。 设 
4 的 第 天 列 为 a(k=1,2,…,n),A1=a1 Ah 一 (4h-obcs) 
(k=2,3,.…,n), 则 


| 


式 中 =A cr 一 Arid 
过 (oz0)， 
(1+dd) dA (c=0), 


1955 年 以 后 ,出 现 了 大 量 的 关于 广义 逆 矩 阵 的 理论 、 
应 用 和 计算 方法 的 文献 。70 年 代 还 出 版 了 一 些 专著 和 会 
议 录 , 指 出 广义 道 矩阵 在 控制 论 . 系 统 辩 识 、 规 划 论 .网络 
理论 ,测量 、 统 计 和 计量 经 济 学 等 方面 的 应 用 。 
参考 书目 
S. L.Campbell and C.D. Meyer, J., Generalized Jnuerses 
of Linear Transformations, Pitman, London, 1979. 
M. Z. Nashed, ed., Generalized Inverses and Applica- 
tions, Academic Press, New York, 1976. 
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和 (王国 荣 ) 
guangyl tezhengzhl wentl shuzhl jlefo 
广义 特征 值 问题 数值 解法 (numerical method 
of generalized eigenvalue problem) 见 代数 
特征 值 问题 数值 解法 。 


guangyi xiongduilun 
广义 相对 论 (general theory of relativity) 
A. 爱 因 斯 坦 所 提出 的 引力 理论 。 这 一 理论 把 引力 场 和 
时 空 结构 联系 起 来 ， 引 入 了 四 维 洛 伦 蒋 流 形 作为 现实 时 
空 的 模型 ， 这 种 流 形 的 几何 学 在 很 小 范围 中 接近 于 四 维 
六 科 夫 斯 基 空间 "的 几何 学 ,但 从 较 大 范围 来 看 , 它 和 
闵 科 夫 斯 基 空间 有 显著 的 差别 ,是 一 种 弯曲 的 时 空 。 

一 个 四 维 的 洛 伦 欧 流 形 M,, 是 具有 洛 伦 欧 度 量 的 四 
维 微分 流 形 。 其 意义 如 下 :在 M, 的 每 点 x 的 切 空间 T。， 
均 定义 了 向 量 的 内 积 ,但 和 黎 曼 流 形 的 情况 不 同 ,这 种 内 
积 不 是 欧 几 里 得 式 的 ,而 是 闵 科 夫 斯 基 式 的 ( 见 六 村 夫 斯 
基 空 间 )。 对 M, 的 每 一 坐标 邻 域 ， 可 在 其 中 各 点 x 的 


切 空 间 了 .中 引入 自然 标 架 , 即 由 《个 切 向 量 (8 ,可 


二 ， 认 ) 所 组 成 的 标 架 . 参 考 于 这 个 标 架 ,7。 的 任 一 
切 向 量 X 可 表示 为 
两 个 向 量 1,P 的 内 积 应 具 形式 

ip- 以 palm 
这 里 (gw) 构 成 一 个 符号 为 (十 ,+,+, 一 ) 的 对 称 阵 。M, 在 
这 个 兴 标 区 域 中 的 洛 伦 次 度量 就 用 


d= DD g(r)deides 
4 名 


来 表示 。 

和 黎 曼 几 何 一 样 ,依据 流 形 的 度量 , 可 以 作 它 的 克 里 
斯 托 费 尔 记号 〈 列 维 - 齐 维 塔 联络 )， 曲 率 张 量 和 里 奇 张 
量 。 由 于 曲率 张 量 一 般 不 是 0, 所 以 说 广义 相对 论 的 时 空 
是 弯曲 的 时 空 。 依 照 切 空间 的 内 积 ， 流 形 的 切 向 量 可 分 
为 类 时 ,类 空 ,类 光 等 三 类 ,粒子 运动 的 轨 线 就 表示 为 M。 
的 一 条 曲线 , 称 为 世界 线 , 它 的 切 向 量 不 能 是 类 空 的 。 

爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 的 基本 思想 是 : 四 维 时 空 的 
几何 结构 和 其 中 的 物质 分 布 与 运动 是 互相 联系 的 ， 这 种 
联系 可 以 用 引力 场 方程 


hu- 肥 gu=8rGTw 


来 表示 ,这 里 Ru 是 里 奇 张 量 ,R 是 数量 曲率 ,G 是 引力 常 
数 ,Tw 是 表示 物质 分 布 和 运动 的 能 量 动量 张 量 。 特 别 在 
真空 区 域 中 就 应 成 立 
Tu=0。 

广义 相对 论 的 另 一 基本 思想 是 ， 在 具 物 质 分 布 的 时 
空中 ， 一 个 质量 很 小 的 只 受 引 力 场 作用 的 试验 质点 的 运 
动 轨 线 (世界 线 ) 就 是 这 个 洛 伦 欧 流 形 的 测 地 线 ， 从 而 使 
引力 场 理论 成 为 一 种 几何 的 理论 。 到 20 世 纪 30 年 代 ,A. 
爱 因 斯 坦 和 上 工 . 英 非 耳 德 还 指出 ， 这 一 结论 事实 上 可 以 
作为 场 方程 的 推论 。 

在 广义 相对 论 中 ， 一 般 说 来 并 不 明显 地 分 出 一 个 时 
间 坐 标 和 三 个 空间 坐标 ,但 是 ,在 这 时 空中 一 个 运动 着 的 
观察 者 仍然 可 以 把 他 自己 所 经 历 的 时 空 历程 记录 下 来 ， 
如 有 两 个 曾 瞬时 会 合 在 一 处 的 观察 者 ， 通 过 不 同 的 运动 
轨 线 而 重新 会 合 时 ,就 会 发 现 ， 他 们 所 记录 的 最 终 “时 空 
位 置 "是 互 不 相同 的 ,这 便 是 时 空 弯曲 性 的 体现 。 

利用 切 空间 的 洛 伦 茨 标 架 ， 可 以 把 狭义 相对 论 中 的 
各 种 物理 量 在 广义 相对 论 中 表述 出 来 ， 这 种 物理 量 的 变 
化 规律 一 般 可 以 用 微分 方程 描述 ， 由 于 现在 可 以 选取 的 
坐标 比 狭义 相对 论 时 广泛 得 多 ， 所 以 爱 因 斯 坦 要 求 物理 
规律 在 不 同 的 坐标 系 中 的 表示 形式 应 该 是 依 一 定 的 规则 
〈 符 合群 的 要 求 ) 都 可 以 互相 转换 的 ， 这 便 是 广义 相对 性 
原理 。 

但 是 ,在 广义 相对 论 中 ,如 同一 切 几何 问题 一 样 ， 特 
殊 坐标 的 选取 仍然 有 其 重大 的 意义 。 例 如 ， 在 考虑 一 个 
球状 物体 对 周围 的 真空 所 产生 的 引力 场 时 ， 就 可 以 选取 


特定 的 坐标 ,而 得 出 施 瓦 茨 希 尔 德 解 ,通过 这 个 解 ， 可 以 
对 下 列 现 象 进行 精确 的 计算 。 

@ 水 星 近日 点 的 进 动 ; 

图 光线 通过 太阳 附近 受 引 力 场 影响 而 产生 的 弯曲 

@@ 光谱 因 引力 而 产生 的 向 波长 长 的 方向 的 偏 移 ( 称 
为 引力 红 移 )。 

这 三 个 现象 的 实验 验证 ， 使 广义 相对 论 的 地 位 得 以 
巩固 下 来 。 

广义 相对 论 有 许多 数学 问题 需要 研究 ,例如 : 

@@ 柯 西 问题 和 奇 点 已 知 某 一 时 刻 的 时 空 结构 、 物 
质 分 布 和 脸 时 运动 ， 求 未 来 (或 追 湖 过 去 ) 的 时 空 结构 和 
物质 分 布 与 运动 。 对 小 范围 和 短 时 间 , 问 题 已 得 到 解决 ， 
但 对 长 时 间 来 说 ， 可 能 要 产生 奇 性 。 如 何 解释 奇 点 还 有 
许多 不 清楚 的 地 方 , 除 了 时 空 强烈 弯曲 外 ,这 还 和 物质 的 
高 度 密集 状态 下 的 物理 性 质 有 关 。 

@ 引力 场 方程 的 精确 解 尽 可 能 多 地 作出 引力 场 
方程 的 有 物理 意义 的 精确 解 , 除 施 瓦 茨 希 尔 德 解 外 ,最 著 
名 的 还 有 克 尔 解 等 等 。 

@ 引力 波 依照 广义 相对 论 ,引力 作用 并 不 是 超 距 
的 ,而 是 在 时 空中 传播 的 ,人 们 很 希望 能 接受 到 它 ， 由 于 
引力 波 很 微弱 ,要 接收 到 引力 波 是 一 件 很 困难 的 事 。 

@ 时 空 的 大 尺度 结构 ”人们 希望 对 我 们 所 处 的 时 
空 能 有 一 个 整体 的 描述 ， 这 已 成 为 一 门 专门 的 学 问 ， 即 
“宇宙 论 ", 它 必须 用 到 整体 的 微分 几何 。 

加 引力 场 的 微观 结构 即 引力 场 的 量子 化 问题 , 问 
是 否 存在 某 些 "引力 子 " 作 为 引力 场 的 媒介 。 

@ 引力 作用 和 其 他 三 种 相互 作用 (电磁 、 弱 、 强 ) 的 
统一 理论 。 

爱 因 斯 坦 在 研究 广义 相对 论 时 ,得 到 了 数学 家 M. 格 
罗斯 曼 的 帮助 ,在 他 掌握 了 黎 曼 几何 和 张 量 分 析 之 后 , 才 
完成 了 他 的 理论 ， 而 广义 相对 论 的 近年 的 发 展 则 受到 整 
体 微 分 几何 的 强烈 影响 。 许 多 研究 都 用 到 整体 微分 几 
何 , 例 如 , 施 瓦 欧 希 尔 德 解 , 克 尔 解 的 整体 结构 的 分 析 , 使 
人 们 认为 大 质量 星体 在 发 展 的 晚期 在 引力 作用 下 可 能 会 
夫 绾 为 "黑洞 ", 它 具有 极 强 的 引力 ,使 得 在 经 典 理 论 意义 
下 ,物质 (包括 光 ) 均 只 能 进入 黑洞 而 不 能 逃逸 ,又 如 在 渐 
近 平坦 的 时 空 结构 中 ,已 可 严格 论证 ,引力 现象 必须 由 正 
的 质量 所 产生 ( 正 质量 猜测 )。 

另 一 方面 ， 黎 曼 几何 的 研究 是 由 于 受到 了 广义 相对 
论 的 影响 而 莲 勃 发 展 起 来 的 ,近年 来 , 洛 伦 茨 流 形 的 整体 
微分 几何 学 也 处 于 很 活跃 的 状态 。 (从 起 素 ) 


Guo Shoujing 

郭守敬 (1231~1316) 。 中 国 元 代数 学 家 ,天 文学 
家 .水 利 学 家 。 字 若 思 , 顺 德 邢台 ( 今 河北 邢台 ) 人 。 生 于 
元 太宗 三 年 , 卒 于 元 仁宗 延 社 三 年 。 祖 父 郭 荣 精 于 算术 、 
水 利 ;郭守敬 还 曾 就 学 于 刘 秉 忠 , 向 他 学 习 数学 天文 历 
法 和 水 利 等 等 。1276 年 元 帝 忽 必 烈 下 令 改革 历法 , 领导 
这 一 工作 的 ， 有 许 衡 、 王 愧 、 郭 守 敬 等 人 。1281 年 新 编 
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《授时 历 》 颁 行 时 ， 许 . 王 二 人 均 已 逝世 ， 新 历 最 后 清 稿 、 
定稿 等 工作 都 是 郭守敬 完成 的 。 

《授时 历 》 中 的 数学 成 就 ， 有 二 项 比较 突出 。 其 一 是 
用 招 差 术 计算 太阳 在 黄道 上 的 逐日 速度 和 它 在 黄道 上 的 
经 度 , 在 计算 中 ,他 们 应 用 了 三 次 差 的 招 差 公 式 。 这 种 高 
次 招 差 法 ,在 未 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 % 中 ,又 得 到 了 进一步 的 
发 展 。 其 二 是 在 已 知 太阳 的 黄道 经 度 ， 求 其 赤 经 和 赤 纬 
时 ， 应 用 了 与 球面 三 角 学 相当 的 计算 方法 。 在 《授时 历 》 
编制 过 程 中 ,郭守敬 还 发 明 、 制 造 了 多 种 天 文 观测 仪器 。 

1286 年 , 继 王 怕 之 后 ,郭守敬 出 任 太 史 令 ,直至 逝世 。 

《 杜 石 然 ) 
Guojl Shuxuejlo Dohul 
国际 数学 家 大 会 〈International Congress of 
Mathematicians) 国际 数学 界 四 年 一 度 的 集会 。 
首次 会 议 于 1897 年 在 瑞士 苏黎世 举行 , 当时 只 有 200 
人 左右 参加 。 以 后 ,除了 第 一 、 二 次 世界 大 战 期 间 曾 停顿 
外 ,一 般 是 四 年 召开 一 次 。 

国际 数学 家 大 会 的 议程 安排 由 国际 数学 联合 会 指定 
的 顾问 委员 会 决定 ， 北 请 一 批 数学 家 分 别 在 大 会 上 作 一 
小 时 的 学 术 报告 和 学 科 组 的 分 组 会 上 作 45 分 钟 的 学 术 
报告 ， 凡是 出 席 国际 数学 家 大 会 的 数学 家 都 可 以 申请 在 
分 组 会 上 作 10 分 钟 的 学 术 报告 。 一 般 分 为 20 个 左右 
的 学 科 组 。 

每 次 国际 数学 家 大 会 的 开幕 式 上 ， 由 国际 数学 联合 
会 领导 人 宣布 该 届 费 尔 兹 奖 获奖 者 名 单 ， 颁 发 金 质 奖章 
和 奖金 ， 并 由 他 人 分 别 在 大 会 上 报告 获奖 者 的 工作 。 从 
1983 年 召开 的 国际 数学 家 大 会 开始 , 同时 颁发 奖励 信息 
科学 方面 的 奈 望 林 纳 奖 。 

各 届 国 际 数学 家 大 会 召开 的 时 间 地 点 如 下 

1897 年 ”瑞士 苏黎世 ， 
1900 年 ”法 国 巴 黎 ， 

1904 年 ”德国 海德 堡 ， 
1908 年 ”意大利 罗马 ， 
1912 年 ”英国 剑桥 ， 

1920 年 ”法国 斯 特 拉 斯 堡 ， 
1924 年 ”加 拿 大 多 伦 多 ， 
1928 年 ”意大利 博洛尼亚 ， 
1932 年 ”瑞士 苏黎世 ， 
1936 年 ”挪威 奥斯陆 ， 
1950 年 ”美国 波士顿 
1954 年 ”荷兰 阿姆斯特丹 ， 
1958 年 ”英国 爱丁堡 ， 
1962 年 ”瑞典 斯 德 哥 尔 摩 ， 
1966 年 ”苏联 莫斯科 ， 
1970 年 ”法 国 尼斯 ， 

1974 年 ”加 拿 大 温哥华 ， 
1978 年 ”芬兰 赫尔辛基 ， 
1983 年 ”波兰 华沙 ， 


1986 年 ”美国 伯克利 。 《 任 南 窗 ) 


282 


Guoll Shuxue Jiooyu Welyuonhul 
国际 数学 教育 委员 会 (International Commis- 
sion on Mathematical Instruction) 根据 
1908 年 4 月 在 罗马 召开 的 第 四 届 国 际 数学 家 大 会 决议 
建立 的 国际 数学 教育 机 构 。 当 时 由 德国 、 英 国 和 瑞典 的 
委员 组 成 中 央 委员 会 ， 立 即 开始 了 工作 。 进 行 有 关 数 学 
教育 和 理科 教育 的 活动 ， 合 理 规划 各 级 数学 教育 的 进 一 
步 发 展 , 并 使 公众 认识 数学 教育 的 重要 性 。1912 年 中 央 
委员 会 扩大 ,增加 了 美国 意大利、 澳大利亚 和 法 国 的 委 
员 , 到 1914 年 参加 国际 数学 教育 委员 会 的 国家 已 经 达到 
28 个 。 在 这 期 间 分 别 于 布鲁塞尔 (1910 年 8 月 )、 米 兰 
《1911 年 11 月 )、 剑桥 (1912 年 8 月 ) 和 巴黎 (1914 年 4 
月 ) 举 行 了 四 次 国际 会 议 。 

国际 数学 教育 委员 会 的 工作 在 第 一 次 世界 大 战 时 被 
迫 中 断 ,一 直到 1928 年 都 没有 恢复 工作 。 后 来 虽然 重建 
了 中 央 委 员 会 ， 但 是 没有 开展 多 少 工作 又 因 第 二 次 世界 
大 战 而 中 断 。1952 年 新 建 的 国际 数学 联合 会 (IMU ) 重 建 
国际 数学 教育 委员 会 时 ， 曾 委任 了 一 个 委员 会 。 1954 
年 这 个 委员 会 成 为 正式 的 国际 数学 教育 委员 会 的 执行 委 

会 
际 数学 教育 委员 会 由 国际 数学 联合 会 选 出 的 十 位 
一 般 委员 、 四 位 当然 委员 以 及 每 个 成 员 国 委派 一 位 代表 
组 成 。 到 1984 年 为 止 ,已 有 50 个 成 员 国 。 

国际 数学 教育 委员 会 赞助 、 支 持 各 种 有 关 数 学 教育 
的 国际 会 议 ， 出 版 刊物 。 它 每 四 年 召开 一 次 国际 数学 教 
育 大 会 (ICME), 它 的 机 关 刊物 是 《数学 教育 国际 评论 》。 

第 一 届 国 际 数学 教育 大 会 (ICME I) 于 1969 年 8 月 
在 法 国 里 昂 召开 ,来 自 42 个 国家 的 650 名 正式 代表 参加 
了 这 次 大 会 。 大 会 举行 了 19 次 全 体会 议 。 

第 二 届 国 际 数学 教育 大 会 (ICME I) 1972 年 8 月 在 
英国 去 克 塞 特 召 开 。 参 加 这 次 大 会 的 有 来 自 72 个 国家 
的 1400 名 正式 代表 。 大 会 举行 了 7 次 全 体会 和 39 个 工 
作 小 组 会 。 

第 三 届 国 际 数学 教育 大 会 (ICME 了 石 ) 是 1976 年 8 月 
在 联邦 德国 卡尔 斯 鲁 厄 召开 的 。 参 加 者 有 1 800 人 ,他 们 
来 自 76 个 国家 和 地 区 。 大 会 举行 了 5 次 全 体会 ,还 作 了 
13 个 数学 教育 方面 的 情况 综合 报告 。 这 些 报告 陆续 译 成 
各 种 文字 发 表 了 。 联 合 国教 科 文 组 织 (UNESCO) 把 它们 
传播 到 全 世界 。 

第 四 届 数学 教育 大 会 (ICMET ) 1980 年 8 月 在 
美国 伯克利 举行 。 有 来 自 90 个 国家 和 地 区 的 1800 名 正 
式 代 表 和 500 名 陪同 者 参加 。 开 了 4 次 全 体会 和 132 次 
分 会 。 中 国 第 一 次 派 了 5 名 代表 去 参加 ， 华 罗 庚 教授 被 
递 在 全 体会 上 作 了 报告 。 

第 五 届 国 际 数学 教育 大 会 (ICME VY ) 1984 年 8 月 在 
澳大利亚 阿 德 莱 德 举行 。 

国际 数学 教育 委员 会 在 团结 各 国 数学 家 和 数学 教育 
工作 者 ,协调 有 关 数 学 教育 的 组 织 ， 交 流 成 果 、 促 进 数学 
教育 发 展 中 起 着 积极 作用 。 《 丁 尔 陛 ) 


Guojl Shuxue Lionhehul 
际 数 学 联合 会 (International Mathe- 
matical Union) 世界 各 国 和 地 区 的 数学 学 术 团 
体 联合 组 成 的 非 政 府 性 的 国际 学 术 组 织 ， 是 国际 科学 联 
盟 理事 会 (ICSU) 中 的 一 个 组 织 。 国 际 数学 联合 会 的 宗 
则 是 促进 国际 间 的 数学 研究 合作 ， 支 持 和 资助 四 年 一 度 
的 国际 数学 家 大 会 和 有 关 的 学 术 会 议 ， 鼓 励 和 支持 有 助 
于 数学 科学 (在 纯粹 数学 、 应 用 数学 和 数学 教育 方面 ) 发 
展 的 国际 数学 活动 。 

国际 数学 联合 会 是 1950 年 8 月 在 美国 纽约 由 22 个 
国家 的 数学 团体 联合 发 起 成 立 的 , 1952 年 在 意大利 举行 
了 成 立 大 会 。 国 际 数学 联合 会 及 其 下 属 的 委员 会 除了 主 
办 四 年 一 次 的 国际 数学 家 大 会 外 ， 每 年 还 资助 召开 专业 
性 或 地 区 性 的 学 术 会 议 。 它 的 主要 出 版 物 有 《国际 数学 
联合 会 通报 》, 代 表 大 会 记录 ,年 度 报告 和 《世界 数学 家 人 
名 录 》 等 国际 数学 联合 会 的 组 织 机 构 为 代表 大 会 和 执行 
委员 会 , 它 的 工作 委员 会 有 :数学 发 展 和 交流 委员 会 、 国 


际 数学 教育 委员 会 。 联 合 会 每 四 年 在 国际 数学 家 大 会 召 
开 之 际 举行 全 体 代表 大 会 ， 改 选 领导 机 构 。 执 行 委员 会 
设 主席 一 名 , 副 主席 两 名 ,秘书 长 一 名 ,委员 五 名 ,前 任 主 
席 为 执行 委员 会 当然 委员 。 

至 1987 年 已 有 53 个 国家 或 地 区 的 数学 团体 或 机 构 
为 国际 数学 联合 会 的 成 员 ， 它 们 按 代表 大 会 的 票数 分 为 
五 组 ， 各 组 在 代表 大 会 享受 的 票数 (即席 位 数 ) 和 所 交 的 
会 费 是 不 同 的 。 第 一 组 有 喀麦隆 ,智利 古巴、 埃及 、 希 
腊 、 香 港 \ 冰 鸟 、 伊 朗 、 朝 鲜 民 主 主义 人 民 共和 国 、 南 朝鲜 、 
马来西亚 、 且 西 哥 、 新 西 兰 .尼日利亚 ,挪威 、 菲 律 宾 、 葡 萄 
牙 , 新 加 坡 , 土 耳 其 越南、 象牙 海岸 ;第 二 组 有 阿根廷 、 奥 
地 利 人 保加利亚、 丹麦. 芬兰、 爱尔兰、 以色列、 巴基斯坦 、 
罗马 尼 亚 、 南 非 、 西 班 牙 、 南 斯 拉夫 ， 第 三 组 有 澳大利亚 、 
比利时 、 巴 西 , 捷 克 斯 洛 伐 克 、 德 意志 民主 共和 国 、 匈 牙 
利 、 印 度 、 荷 兰 、 波 兰 、 瑞 典 、 瑞 士 ; 第 四 组 有 加 拿 大 、 意 大 
利 ;第 五 组 中国、 法 国 、 德 意志 联邦 共和 国 、 日 本 、 英 国 、 
苏联 ,美国 。 . 《 任 南 衡 ) 
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He? kongjion 


Hr 空间 (H? space) 又 称 哈代 空间 ， 勤 贝 
格 空间 (L?) 以 外 重要 的 函数 空间 之 一 。 

单 变量 的 H? 空间 ,最 早 来 源 于 复 变 函数 论 。 设 F(z) 
在 复 平面 的 单位 加 D(1z| <1) 内 解析 , 量 


watPiD=(| ”IFPoeeylzae) (D 


刻画 了 了 的 模 的 了 次 宕 在 四 周 |z| =r 上 的 平均 值 的 大 
小 。 假 如 它 对 0<r<1 有 界 ,其 中 0<p<co, 则 称 了 是 属 
于 JP(D) 的 。 当 p>1 时 , 用 hp(F,r) 在 0<r<1 的 上 确 
界定 义 下 的 H? 模 , 即 
IFlas= sup waCFPvr)， 

则 Hz(D) 组 成 一 可 分 的 巴 拿 林 空间 ， 当 0<p<1 时 ， 用 
[us(F 一 Gyr)]? 的 上 确 界定 义 了 与 G 的 距离 ， 即 

P(F,G) 一 [up(F—G,r)]?, 
则 H?(D) 组 成 一 可 分 的 完备 的 度量 空间 。H?(D) 是 复 变 
函数 论 的 一 个 重要 的 研究 对 象 。 

可 以 证 明 , 当 FE Hz(D)(0<p<co) 时 ,，F(z) 在 单位 

圆周 上 的 边 值 几乎 处 处 存在 , 即 

lm Flre®)=f(0) a.e.。 
这 时 有 (9) 定义 在 0<9<2x 上 (也 可 以 看 作 一 周期 为 2x 
的 函数 ), 且 满足 相应 的 不 等 式 


六 re)lrae<。 (2) 


这 样 ， 在 这 些 以 2r 为 周期 的 复 值 函数 1(9) 与 单位 贺 内 
的 H?(D) 中 的 函数 F(z) 之 间 ， 建 立 了 一 个 对 应 关系 : 
人 9) 是 F(z) 在 |z|=1 的 某 种 意义 的 边 值 ， 而 F(z) 是 
也 9) 到 单位 圆 内 的 解析 开拓 。 全 体 这 样 的 {8) 记 作 
H?(T),。 它 是 与 Hz(D) 同 构 的 一 个 空间 。Hr(T) 同 以 2x 为 
周期 的 勒 贝 格 空间 LT) 的 区 别 在 于 :H?(T) 的 函数 1(8) 
不 仅 满足 不 等 式 (2), 而 且 它 还 必须 是 某 个 满足 

Sup, Ho( Ps) < 
的 单位 贺 内 的 解析 函数 F(z) 的 边 值 。 由 此 不 难 证 明 , 当 
p>1 时,H?(T) 同 构 于 Lr(T), 但 当 0<p<1 时 ,两 者 就 
不 同 构 了 。 例 如 在 p=1 时 ，H"(T) 本 质 上 不 同 于 L'(T)。 
事实 上 H'(T) 同 构 于 L'(T) 的 一 个 真子 空间 ， 它 由 全 体 
使 得 和 9)EL'(T) 的 fEL'(T) 组 成 , 其 中 天 9) 是 1(9) 的 
共 固 函数 ,其 定义 由 下 面 的 等 式 给 出 


1 (t) 
了 0- 一 dt 
并 且 |flla 的 大 小 与 上 w+ 上 惠 z; 的 大 小 是 差不多 的 。 历 


史上 , 1915 年 英国 数学 家 G.H. 哈代 引入 了 H? 函数 类 ， 
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1923 年 匈牙利 数学 家 了 . 里 斯 证 明 它们 是 完备 的 赋 范 空 
间或 度量 空间 ， 并 命名 它们 为 哈代 空间 或 简称 H? 空间 。 

对 于 上 半 平 面 Ri={(x,y):y>>0) 内 的 解析 函数 
F(z), 其 中 z=x+ 订 ,可 以 类 似 地 用 


sat)= (Fotiy) ld) 


在 y>0 上 有 界 来 定义 Hz(R#)。 这 时 它们 的 边 值 
lim F(x+iy)=f(*) 
就 是 定义 在 实数 轴 R 上 的 函数 ,而 不 是 周期 函数 了 。 全 
体 这 样 的 函数 记 作 Hz(R)。 
在 传 里 叶 分 析 中 ， 有 很 多 定理 对 L(p>1) 成 立 ， 对 
L! 并 不 成 立 , 但 对 H!， 相 应 的 结果 却 是 对 的 。 典 型 的 例 
子 是 哈代 - 李 特 尔 伍德 定理 , 如 果 fEL?(T)(1<p<2) 是 


周期 函数 ， 它 的 全 里 叶 级 数 是 立 se， 则 
(加 lladlnl rn) All 


这 定理 对 p=1 是 不 正确 的 。 但 可 改 为 ， 若 fEH'(T)， 
了 8) 的 全 里 叶 级 数 为 总 ce 则 定理 的 结果 对 p=1 成 


立 , 即 


lisa 


由 此 可 见 ,在 讨论 传 里 叶 分 析 的 许多 问题 中 ，H? 是 较 Z 
更 为 合适 的 空间 ( 当 0<p<1)。 
多 变量 H 空间 的 建立 却 要 晚 得 多 ， 这 是 因为 单元 
Hs 空间 的 定义 紧密 依 吉 于 单元 解析 函数 ,然而 形式 地 通 
过 多 元 解析 函数 来 定义 多 元 H 空间 ， 由 于 多 元 解析 函 
数 较 单元 解析 函数 复杂 得 多 ,未 能 得 到 预期 的 结果 ,因此 
需要 寻求 另外 的 办 法 。1960 年 了 .M, 施 坦 和 G, 韦 斯 把 上 
半 平 面 的 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 的 概念 推广 到 mn+1 维 
殉 氏 空间 的 上 半空 间 R9? = (zzay vazoid)3>0) ,得 
到 共 罗 调和 和 函数 系 的 概念 。 在 p>" 的 前 提 下 ,定义 了 
Hz(R3':)。 与 上 半 平 面 的 情形 相 类 似 ， 共 斩 调 和 函数 系 
在 y30+ 时 的 边 值 函 数 构成 Hr(R")。1964 年 A.P. 考 尔 
德 伦 与 A. 物 格 蒙 把 p> 的 条 件 改进 为 p>0， 但 形 
式 上 十 分 复杂 。 把 Hz(R) 了 解 为 Hz(R#) 的 广义 西数 意 
义 的 边 值 , 1970 年 D.L. 伯 克 筷 尔 德 .R.P. 网 迪 与 ML。 
西 尔 弗 斯 坦 证 明了 广义 函数 了 是 Hz(R)(P>0) 中 某 个 元 
素 的 实 部 的 充分 必要 条 件 是 极 大 函数 
Me 囊 生 (pf)(y)| EL?R), (3) 
式 中 p(x) 是 具有 一 定 光滑 性 且 在 无 穷 远 附近 的 大 小 受 
一 定 限 制 的 函数 , mi(.)= 十 (，* 表示 卷 积 。1972 年 
C. 费 弗 曼 和 斯 坦 拒 这 个 结果 推广 到 了 多 元 的 情形 。 值 
得 注意 的 是 ,M(J) EL? 这 条 件 完全 和 解析 函数 的 概念 无 
关 , 它 给 出 了 H? 空间 的 实 变 函数 论 特征 。 这 样 , 就 可 以 
用 类 似 于 (3) 的 条 件 来 定义 Hz(R? 本 身 而 无 须 借助 任何 


解析 函数 或 调和 函数 的 概念 了 。 

1972 年 费 弗 曼 和 施 坦 还 证 明了 , H'(R") 的 对 侦 空 间 
是 BMO 空间 。H! 和 BMO 对 偶 关系 的 发 现 ， 使 人 们 对 
这 两 个 空间 的 认识 深入 了 一 大 步 。 它 们 已 经 成 了 LeCR") 
(1<p<co) 空间 理论 的 必 不 可 少 的 补充 。 

近年 来 ， 数 学 家 还 找到 了 H? 空间 的 许多 其 他 特征 ， 
使 H? 空间 有 许多 的 推广 。 傅 里 叶 分 析 、 复 分 析 、 泛 函 
分 析 以 及 偏 微分 方程 的 许多 问题 ,都 是 在 H? 空间 与 
BMO 空间 中 进行 讨论 的 。 此 外 ,Hz 空间 和 BMO 空间 理 
论 也 进入 到 了 概率 论 的 鞭 论 中 。 
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Hodol 
哈代 , G6. H. (Godfrey Harold Hardy 1877~ 
1947) 英国 数学 家 。1877 年 2 月 7 日 生 于 英国 克 兰 
利 ，1947 年 12 月 1 日 在 剑桥 去 世 。13 岁 进入 以 培养 数 
学 家 著称 的 温 切 斯 特 学 院 。 
1896 年 去 剑桥 三 一 学 院 , 并 于 
1900 年 在 剑桥 获得 一 个 职位 。 
同年 得 史密斯 奖 。 以 后 ， 在 英 
国 牛 津 大 学 ,剑桥 大 学 任教 授 ， 
是 20 世纪 初 著名 的 分 析 学 家 
之 一 ,他 和 J.E. 李 特 尔 伍德 长 
期 进行 合作 ,在 20 世纪 上 半 叶 
建立 了 具有 世界 水 平 的 英国 分 
析 学 派 。 

哈代 的 贡献 涉及 数论 中 的 丢 番 图 有 逼近 , 堆 全 数论 , 素 
数 分 布 理 论 与 煞 曼 * 函数 ;调和 分 析 中 的 三 角 级 数理 论 ， 
发 散 级 数 求 和 与 陶 伯 型 定理 ,不 等 式 ,积分 变换 与 积分 方 
程 等 方面 ， 对 分 析 学 的 发 展 有 深刻 的 影响 。 例 如 以 他 的 
名 字 命名 的 H? 空间 (哈代 空间 ), 其 理论 至 今 仍 是 数学 中 
十 分 活跃 的 领域 。 其 他 如 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 , 哈 
代 不 等 式 等 ,都 是 经 常 被 引用 的 。 

1908 年 哈代 在 纯粹 数学 方面 的 一 篇 论文 , 后 来 被 认 
为 对 遗传 学 很 有 意义 ,德国 物理 学 家 S. 温 伯 格 也 独立 地 
发 现 了 相同 的 原理 ,后 称 之 为 哈代 - 温 伯 格 平衡 。 

哈代 著 有 11 部 以 上 的 书籍 与 300 多 篇 文章 (其 中 不 
少 是 与 李 特 尔 伍德 合作 的 )。 著 名 的 有 《纯粹 数学 教程 》， 
《不 等 式 》( 与 李 特 尔 伍德 .G. 博 伊 亚 合作 )，《 发 散 级 数 》。 


1966 年 出 版 了 他 的 7 卷 全 集 。 (对 东 系 》 
Ho'er cedu 
哈 尔 测度 (Haar measure) ” 见 群 上 调和 分 析 。 


哈 


Homidun 
哈密 顿 ,W. R. (William Rowan Hamilton 
1805 一 1865) ”英国 数学 家 、 物 理学 家 。1805 年 8 


月 3 日 (一 说 4 日 ) 生 于 爱尔兰 都 柏林 , 1865 年 9 月 2 日 
卒 于 都 柏林 附近 的 敦 辛 克 天 文 
台 。 早 年 受到 很 好 的 家 庭 教育 。 
他 在 叔父 、 语 言 学 家 J. 哈密 顿 
的 教导 下 ， 5 岁 开始 学 习 各 种 
外 语 ,14 岁 时 学 会 了 12 种 欧洲 
语言 。13 岁 对 数学 发 生 兴趣 ， 
只 用 几 年 时 间 ， 自 学 了 A.-C. 
克 菜 罗 、 工 牛顿 和 卫 .-S. 拉 普 
盐 斯 等 人 的 几 部 经 典 著作 。 除 
了 阅读 理论 书籍 外 ， 他 还 自制 
望远镜 观察 天 象 ,17 岁 时 在 光学 中 就 有 所 发 现 .1823 年 ， 
考 入 都 柏林 的 三 一 学 院 ， 他 学 习 成 绩优 异 ， 曾 多 次 获得 
学 院 的 各 种 奖励 。1827 年 , 被 聘任 为 三 一 学 院 的 天 文学 
教授 ， 同 时 获得 了 爱尔兰 皇家 天 文学 家 的 称号 。 哈 密 顿 
于 1827 年 定居 在 都 柏林 附近 的 敦 辛 克 天 文 台 , 从 此 潜心 
钻研 数理 科学 。1835 年 获得 星 位 。1837 年 被 选 为 爱 : 
皇家 科学 院 院 长 。 他 还 是 英国 皇家 学 会 会 员 、 法 国 科学 
院 院 士 和 彼得 集 科 学 院 通讯 院士 。 

哈密 顿 对 分 析 力 学 的 发 展 作出 了 重要 的 贡献 。1827 
年 他 向 爱尔兰 皇家 科学 院 递交 了 题 为 《光线 系统 理论 ?的 
论文 ， 建 立 了 光学 的 数学 理论 。 后 来 又 把 这 种 理论 移植 
到 动力 学 中 去 。 他 在 《 论 动力 学 的 一 个 普遍 方法 X1835) 
中 提出 了 著名 的 “哈密 顿 原理 "， 即 用 一 个 变 分 式 推出 各 
种 动力 学 定律 。 他 把 广义 坐标 和 广义 动量 作为 典型 变量 
来 建立 动力 学 方程 ,这 种 方程 称 为 “哈密 顿 典型 方程 ,他 
还 建立 了 与 系统 的 总 能 量 有 关 的 哈密 顿 函数 。 这 些 工作 
推动 了 变 分 法 和 微分 方程 理论 的 进一步 研究 ， 并 在 现代 
理论 物理 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

哈密 顿 在 数学 上 的 主要 贡献 是 发 现 了 “四 元 数 "。 他 
首先 把 复数 x+ 太 作为 实数 的 有 序 侦 (x,y) 来 研究 ,并 规 
定 了 它们 的 运算 法 则 。 这 样 , i 在 复数 运算 中 就 有 了 明确 
的 意义 。 在 此 基础 上 ， 他 试图 建立 三 维 的 “复数 "， 经 反 
复 努 力 未 能 成 功 ， 最 终 导 致 他 考虑 具有 四 个 分 量 的 新 数 
《1843)。 他 把 形 如 t+ 好 十 划 + 允 的 数 叫 “ 四 元 数 "。 它 
的 纯 量 部 分 即 “t” 叫 作 四 元 数 的 数量 部 分 ，Xi+ 太 十 允 


哈密 顿 还 建立 了 四 元 数 的 运算 法 则 。 数 的 发 现 为 向 
量 代数 和 向 量 分 析 的 建立 奠定 了 基础 ， 而 四 元 数 系 又 构 
成 了 以 实数 域 为 系数 域 的 有 限 维 可 除 代数 。 因 此 ， 四 元 
数 的 产生 对 代数 学 的 发 展 具有 十 分 重要 的 意义 。 哈 密 顿 
关于 四 元 数 的 研究 结果 发 表 在 他 去 世 后 出 版 的 《四 元 数 
基础 X》(1866) 中 。 ( 杜 瑞 芝 ) 
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Ho 


Haomidun xitong 

哈密 顿 系统 〈Hamilton's system) ”又 称 典型 
系统 或 正则 系统 或 哈密 顿 典 型 系统 (方程 )， 常 简 记 为 
了 H. S.。 指 如 下 形式 的 一 阶 微 分 方程 系统 


名 =-- 强 ， 商 = 训 (2) 
H=H(pi,"** ,Pn; dees gn)» 
或 简写 为 
季 -- 名 ,并 = 部， H=Hpiq,D。 (9 


是 由 英国 科学 家 W.R. 洽 密 他 于 1835 年 引进 ,广泛 应 用 
于 力学 ,物理 学 ,形成 了 一 整套 的 理论 。 上 式 中 的 P 称 为 
广义 冲 量 (或 动量 )，9 称 为 广义 坐标 ，(P, 9) 称 为 共 辆 变 
量 ,也 称 为 典型 变量 , 9 空间 称 为 构 形 空间 ,(p, 9) 空 间 称 
为 相 空间 ,H 则 称 为 哈密 顿 函 数 。 

如 昌 中 不 含 t, 则 (*) 称 保守 系统 ; 此 时 ， 


d= Bap+ 名 和 = 黑 由 -名 和 9=0， 


H=C 为 系统 的 一 个 初 积分 ， 例 如， 人 为 势能 ， 
则 H-T+V~C 表 能 量 守恒 定律 。 如 H 中 含 t, 取 t= 
»9n99n+1) = H+ Pnris 


gr 并 取 阳 (pss…， Pns Pnet; di 
即 可 得 到 不 含 + 的 的 H. S.， 

dp a 吾 

dg 
dq, ~ HH 
dt pe 
所 以 ,H 中 不 含 + 的 哈密 顿 系统 具有 一 定 的 广泛 性 。 

H. 虎 加 菜 曾 在 他 的 名 著 《 天 体力 学 新 方法 2(1892 一 
1899) 中 暗示 许多 力学 中 的 微分 方程 系统 都 可 化 成 H.S.， 
但 他 只 举 出 一 些 例子 ,没有 证 明 。 后 来 P.A.M. 狄 喇 克 证 
明 下 述 结果 (1935)， 对 庞 加 莱 的 暗示 作 了 很 好 的 补充 。 


(i=1,2,,n), 


(i=1,2,.,n), 


=f(Yis Ya Yn) (i=1, 2, ,1), 令 H= 
dx al 
+ 人 + + 即 得 日.S.: 昨 一 一 部， 六 一 


证 .四 此 ,研究 HS、 二 


微分 方程 系统 ,只 是 引进 了 余 切 空间 (yy,… sys) 而已。 
当 了 =Ho(p)， 即 只 含 P 时 ， 称 为 可 积 系统 。 因 为 
和 =- -加 =0,p- pos 而 粤 = We = Ma= ont+ 
qu, 当 q 为 角 变量 时 ,积分 曲线 在 p=P 环 面 上 。 
类 型 赤 捷 “如果 变换 (pvg)**(P,Q) 把 HS.，-9P 一 


aH dq - 
-人 ~ H(p，9q, t) 变 为 H.S.， = 


- 癸 , 要 -- 丝 ,K-KP,Q,D， 即 方程 (9) 的 形式 


不 变 ， 则 此 变换 称 典 型 变换 。 使 用 这 种 变换 目的 在 于 简 
化 原来 的 系统 ,使 K(P,@,t) 较 之 Hp,9,t) 为 简单 ,最 简 


单 的 情况 是 使 之 变 成 - = 0 9 一 0, 则 P= CuQ=C 
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为 其 解 ,再 从 (P,Q@)->(P,9) 便 得 到 原来 也. S. 的 解 。 


给 定 函数 (zw, iD 岂可 以 是 向 量 函数 ， 世 =- 3 ， 
则 | fcw, ww， Dt 所 对 应 的 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 ( 见 变 
昌 


3f 令 f=p9 一 H(p,g,t) ,w= 


分 法) 为 一 站 (如 -0 

《py9)， 则 所 对 应 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 从 为 妾 = 一 站:， 
吕 - 于 。 如 果 作 灾 换 (D,， 0)…(P，9) 使 Pig 一 Pd 一 
az， 则 这 个 变换 就 是 一 个 典型 变换 。 而 对 应 的 欧 拉 - 拉 
格 明 方程 是 -各 = 3， 各 -3 ， 仍 是 哈密 
系统 。 同 理 , 震 使 lg+QdP= pda 一 So pe 0 
则 (p, 9).(P，@) 仍 是 一 个 典型 变换 ， 因 pig 一 Pd@= 
CC 一 PQ)- 人 诺 P09 才 是 ,的 西数, 如 果 和 别 取 B 
高 Sa P， 4),Q= 部， | 各 ypdq+ QdP= 


总 aa+ 训 dp-ds- 训 dt 从 而 -POP+9P- 


全 C3 2 es _d(PQ) _ d(S-PQ) _ Ss 
= 日 - 吕 -5 ， 所 以 
pd-H=PO— 4 0=S 一 PQ。 新 的 哈密 顿 


aK dQ 


BaK 8S 
系统 是 -和 ~- 弘 ， 加 ~ 如，K~H+- 配 .着 能 


选取 S, 使 K=0, 即 H+ 一 0, 即 S(q, P, t) 要 满足 


ei (高 ,gq, 日 +- 这 -0 如果 S 不 


合 b- 训 =0， 若 本 又 不 含 忆 则 K(P，Q)= HLP(P,Q)， 


Rd 

十 姆 (KAM) 理论 关于 哈密 顿 系统 方程 组 的 解 的 
稳定 性 理论 。 是 由 A. H. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 , B. H. 阿尔 诺 
德 和 J. K. 莫 译 三 人 共同 建立 的 (1954、1963)， 因 而 得 
名 。 他 们 严格 证 明了 拟 周 期 解 的 存在 性 ， 即 几乎 可 积 系 
统 , 有 填 满 不 变 环 的 拟 周 期 解 存 在 。 这 是 哈密 顿 系统 , 特 
别 是 它 的 定性 理论 的 近代 发 展 中 的 最 重要 的 成 就 。 

1889 年 由 斋 加 莱 所 开创 的 哈密 顿 系统 的 定性 理论 
中 最 深刻 的 结果 是 限制 性 三 体 问题 中 近 圆 形 轨道 的 稳定 
性 ,这 个 结果 的 证 明 即 来 自 KAM 理论 , 从 而 使 P.-S. 拉 
普 拉 斯 提出 的 ， 已 历时 200 年 的 太阳 系 稳定 性 问题 得 到 
重要 的 突破 。 无 论 从 微分 方程 方面 ， 或 从 天 体力 学 方面 
来 看 ,这 都 是 重大 的 贡献 ,得 到 广泛 重视 。 

KAM 理论 很 复杂 , 它 的 思想 略 述 如 下 。 

设 有 几乎 可 积 系统 :中 = -3 ， 吕 = 各 
Ho(p)+HKP,9),HA(P,q)= ,总 ju(P)cosGk*g) 充 分 小 , 


， 五 一 


= ll + + ks Ck,g) =kig + + kn gns jy ks 
可 取 所 有 的 正 负 整数 值 .KAM 理 论证 明 , 在 一 定 条 件 下 ， 


可 选 定 一 系列 的 典型 变换 ;(p,9)-(pig)->…->(P,Q)， 
使 HH … 一 Ho(P), 即 最 终 得 到 的 HS. 为 -9P = 


BHCCP) de bed 2 
-2 鸣 - ， 即 可 积 系统 。 其 积 
HP one aa .这 表明 职 


分 曲线 在 一 族 环 面 上 。 

把 变换 倒 过 来 ,(P,@)->…->(P， 9), 在 一 定 条 件 下 ， 
有 些 环 面 只 是 被 扭曲 了 ， 但 并 没有 破裂 。 积 分 曲线 中 有 
的 还 在 被 扭曲 了 的 环 面 上 。 特 别 ， 当 环 面 是 三 维 空间 的 
环 面 ， 则 积分 曲线 被 围困 在 两 相 邻 环 面 之 则 ,无 法 逸 出 ， 
显示 出 运动 的 拉 格 朗 日 稳定 性 。 

参考 书目 

C.L. Siegel, J. K. Moser, Lectures on Celestiol Mecha- 
nics, Springer-Verlag, Berlin, 1971. 

G. E. 0. Giacaglia, Perturbotion Methods in Nonlinear 
Systems, Springer-Verlag, New York, 1972. 

( 叶 述 式 ) 

Homldun-Y okeb! lilun 
哈密 顿 - 雅 可 比 理论 (Hamilton-Jacobi theo- 
Ty) 具 特 定形 式 的 一 阶 常 微分 方程 组 (运动 方程 组 ) 
与 一 个 相应 的 偏 微分 方程 的 关系 的 理论 。 它 来 源 于 分 析 
力学 ,对 经 典 力学 ,理论 物理 ,微分 方程 微分 几何 都 有 重 
要 的 意义 。 

变 分 学 与 哈密 顿 方程 ?自由 度 力学 系 (qiy gj，…， 
qm) 的 拉 格 朗 日 函数 L(q,4)=T 一 U, 其 中 T、U 分 别 是 力 
学 系 的 动能 和 势能 。 哈 密 顿 最 小 作用 原理 指出 ， 力 学 系 
的 运动 9=7(t) 使 作用 

Zw= "Loa, de 


达到 驻 定 值 。 由 变 分 学 知道 , 使 2(Y) 达 到 驻 定 值 的 9= 
YX(t) 是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
骂 (这 -如 -。 Gi=l2n) (GD) 
的 解 。 这 是 ?个 二 阶 常 微分 方程 , 称 为 拉 格 朗 日 方程 组 。 
经 典 力学 研究 力学 系 有 两 种 途径 。 一 是 由 (1) 研究 
《9,d) 随 上 的 变化 。{9)} 构 成 力学 系 的 构 形 空间 M， 它 是 
一 个 微分 流 形 ，9 是 M 的 切 向 量 。 这 种 途径 称 为 拉 格 朗 
日 力学 ,可 以 说 是 力学 的 切 从 表述 。 
另 一 途径 是 引入 广义 动量 P= (Pt pa， …，pPn),Pi 一 


-就 ， 同 时 通过 鞠 让 德 变换 引入 哈密 他 画 数 HCp，g) 一 


加 pa ICq, 人 =7+U 而 得 到 (q, Pp) 所 满足 的 哈密 扩 


方程 组 (或 称 典 则 方程 组 , 见 哈 害 顿 系统 ) 
da aH dp 9H 
39， 


TF ap” df 

这 个 途径 称 为 哈密 顿 力学 。 由 于 Pp 是 M 的 余 切 向 量 ， 哈 
密 顿 力学 可 以 说 是 力学 的 余 切 从 表述 。 

在 哈密 顿 力学 中 最 小 作用 原理 也 有 相应 的 表述 形 


(Ci=1;2，… 


oo) ，(2) 


哈 


式 ， 也 可 讨论 拉 格 朗 日 函数 与 哈密 顿 函数 显 仿 时间 上 的 
情况 。 

研究 哈密 顿 力 学 的 数学 理论 框架 ， 也 称 为 哈密 顿 形 
式 化 。 它 对 许多 数学 分 支 以 及 力学 ,理论 物理 都 有 重大 的 
意义 。 

典 则 变 接 典 则 方程 组 (2) 有 许多 重要 的 性 质 。 例 
如 ,在 运动 轨道 P=p(t),q=q(t) 上 H(p,q) 守 恒 ， 


a aH ap aH oq 
eae- 名 (3 + 好) 


al 8 Al 
(外间 站 站) 


由 于 H=T+L， 上 式 实 即 沿 运动 轨道 机 械 能 守恒 。 又 
如 任 一 力学 量 F(P, 9) 在 运动 轨道 上 恒 适 合 方程 
Ey OF Bp, , aF dq, 
证 ~" 访 ( 如 各 + 训 - 饭 )-{H,)， 
{H,F)} 是 经 典 力学 中 的 泊 松 括号 ( 见 一 阶 偏 微分 方程 )。 
为 了 讨论 典 则 方程 组 ， 最 有 效 的 方法 是 作 一 个 变换 
多 (pg)m(P,Q)=(P(p,9)，Q(p,9)) (3) 
使 (2) 化 简 , 但 由 于 典 则 方程 组 有 如 上 的 重要 特性 ， 所 以 
仍 希 望 保持 其 形状 。 这 种 变换 称 为 典 则 变换 。 典 则 变换 
有 一 些 等 价 的 定义 。 例 如 ， 它 可 定义 为 保持 泊 松 括号 不 
变 的 变换 。 然 而 ， 因 为 有 
{poph}= {qs} =0, 
故 由 (3) 式 所 表示 的 P、Q 也 适合 
{PoP,}={Q,,Q,)}=0, {P,Q,}=0, 
利用 (3) 中 的 的 雅 可 比 和 矩阵 $,， 上述 可 以 表示 为 


BiG =1, IT=(_! 和 


者 和 矩阵 4( 或 线性 变换 4) 适 合 A-JA=J, 则 称 4 为 辛 矩 
阵 (或 辛 变换 )， 所 以 典 则 变换 的 雅 可 比 矩 阵 都 是 辛 矩 阵 。 
其 道 亦 然 。 所 以 典 则 变换 也 可 定义 为 雅 可 比 矩阵 为 辛 矩 
阵 的 变换 (3)。 

全 全 请 人 设 函 数 S(4, P) 适合 
dt( 避 + 令 0- 语 ,p- 总 吊 

(p,DP(P,Q) 
是 局 部 的 典 则 变换 。 又 如 ,考虑 典 则 方程 组 的 初 值 问 题 ， 
dQ _ 3H dP _ 3H 


dp’ dd™ 0° 
9l-e=g，Pli-o= py 

它 的 解 当 | 外 充分 小 时 为 微分 同 胚 {9,} 称 为 哈密 顿 相 流 ， 
〈P,Q)=9(P,9)。 对 于 每 个 固定 的 t, g, 都 是 典 则 变换 。 

典 则 变换 的 重要 性 可 从 下 例 看 出 著名 的 开 普 勒 问 
题 是 讨论 质量 为 m 的 质点 在 势能 为 U(r)= 一 k/r 的 有 心 
力 场 中 的 运动 。 采 用 极 坐标 (r，6) 则 拉 格 朗 日 函数 是 
Try8 ,的 一 下 (二 mb) 十 天， 作 吉 让 德 变换 (r,8,， 
和 (7,0,PrsPa)，Pr 一 mi，Po 一 mr 站 ,其 哈密 顿 函 数 是 
HT+U- 全 Ga+r60 -二 ( 琴 + 二 的) 一 上 


{ps} =06» 
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由 于 有 中 不 显 含 6， 故 有 吕 一 一 - 竺 一 0 而 有 ps~ 党 
数 。 这 就 是 角 动 量 守恒 。 再 联系 到 能 量 守恒 ， 就 可 容易 
地 解决 这 个 问题 。 

由 直角 坐标 变 为 极 从 标 所 起 的 关键 作用 在 于 使 互 中 
不 显 含 0, 从 而 得 到 一 个 守恒 律 。 如 果 作 一 典 则 变换 (上 
述 坐标 变换 也 可 扩充 为 典 则 变换 ) 使 某 些 坐标 9 不 出 现 
在 玉 中 ,那么 也 可 以 得 到 相应 的 守恒 律 P= 常数 。 这 种 
4, 称 为 循环 坐标 。 守 恒 律 就 是 典 则 方程 组 的 初 积分 。 利 
用 它 可 以 降低 方程 组 的 阶 。 这 是 求解 典 则 方程 组 最 常用 
的 方法 。 

生成 函数 、 哈 富 顿 - 雅 可 比方 程 ” 作 典 则 变换 多 :(P， 
rx(P，Q) 最 重要 的 方法 是 利用 生成 函数 : 在 一 定 条 件 
下 存在 函数 S(P, @) 使 得 45 一 沪 (qdps+Pid@), 于 是 
EN 
Sp,” 
这 是 一 个 典 则 变换 , S 称 为 其 生成 函数 。 

一 般 地 , S 可 以 显 含 时 间 t。 可 以 证 明 S 适 合 偏 微分 
方程 


gs= P， 


a 
.= 3g;* 


EA EN 
+ (90) (4) 


《4) 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,简称 H-J 方程 。 

典 则 方程 组 (2) 是 (4) 的 特征 方程 组 。 由 一 阶 偏 微分 
方程 理论 知 ， 可 以 通过 求解 (2) 而 得 出 H-J 方 程 的 解 。 
但 是 还 有 与 此 对 偶 的 一 方面 , 即 通 过 求解 H-J 方程 得 到 
8S， 而 S 是 (2) 之 解 作为 典 则 变换 的 生成 函数 。 从 而 可 解 
出 典 则 方程 组 (2)， 其 法 如 下 ， 

作 芯 -J 方程 的 完全 积分 ( 见 一 阶 偏 微分 方程 

S=8(t,q,0 02, ,0n) + G0, 


令 部 一 bi( 新 的 参数 ， 絮 =P (i=12,… nm) 


由 它们 解 出 9=q(t,0,b),p=P(t,a,b) 即 得 (2) 的 一 族 含 
2n 个 参数 (a,b) 的 解 。 
以 上 指出 的 典 则 方程 组 与 HH-J 方程 的 关系 之 两 个 
对 偶 的 方面 ,有 深刻 的 物理 意义 。 人 们 很 早 就 发 现 光 的 传 
播 ， 服 从 一 个 与 最 小 作用 原理 很 相似 的 变 分 原理 一 一 费 
马 原理 ， 因而 也 可 以 作出 典 则 方程 组 和 互 -了 方程 的 类 似 
物 。 力 学 中 的 运动 轨道 相应 于 光学 中 的 光线 ， 光 线 是 几 
何 光学 的 基本 概念 。 而 生成 函数 S 所 成 的 一 族 曲 面 S = 
常数 ， 则 相应 于 波 前 面 ， 它 是 物理 光学 的 基本 概念 。 上 
述 的 二 者 的 对 偶 关系 正 是 反映 了 几何 光学 与 物理 光学 的 
联系 。 力 学 与 光学 之 间 的 这 种 类 比 ， 是 量子 力学 的 基础 
ss 
参考 书目 
B. M. Apuonsn, Mamexamuveceue xemodw Kaaccuvecxou 
mexanuxu, "Hayxa”, Mocksa, 1974. 
C. Caratheodory, Caleulus of Variation and Partial Dif- 
ferentiol Equations of First Order, Vol. 1, Holden-Day, 
San Franscisco, 1965. 
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Hasal 
哈 塞 ,H， (Hermut Hasse 1898~1979) ”德国 
数学 家 。1898 年 8 月 25 日 生 于 卡 塞 尔 ,1979 年 12 月 26 
日 去 世 。 他 1918 年 去 格 丁 根 大 学 从 D. 希 尔 伯 特 、E.G 
HH. 兰 道 ,E. 诺 特 、E. 打 克 等 人 学 习 ， 因 对 K. 享 渗 尔 创造 
的 了 进 数 极 感 兴趣 ， 转 到 马尔 
堡 大 学 ,在 享 泽 尔 的 指导 下 ,次 
年 获 博士 学 位 。1922 年 任 基 尔 
大 学 讲师 , 1925 年 为 哈雷 大 学 
正教 授 , 1930 年 继 享 泽 尔 为 马 
和 尔 堡 大 学 教授 。 1933 年 希特勒 
上 人 台 后 ， 他 回 到 格 丁 根 大 学 任 
教授 。1937 年 申请 加 入 纳粹 
党 , 1940 年 起 在 德国 海军 的 研 
究 机 构 中 从 事 应 用 数学 研究 。 
战 后 被 格 丁 根 大 学 解职 ,1948 年 才 在 柏林 大 学 恢复 教授 
职位 。1950 年 移居 汉堡。 

哈 塞 主要 研究 代数 数论 。 他 吸取 享 泽 尔 p 进 数 以 及 
局 部 -全 局 的 思想 ,提出 局 部 -全 局 原理 (后 称 哈 塞 原理 )， 
他 利用 这 个 原理 解决 了 二 次 型 的 有 理 等 价 问题 ， 并 以 同 
样 的 精神 处 理 代数 数论 问题 ,证 明 范 数 定理 ,进而 于 1931 
年 同 E. 诺 特 和 R. 市 锐 尔 证 明代 数 的 主 定理 。 他 的 《类 域 
论 报告 X1926) 介 绍 了 从 希 尔 伯 特 以 后 类 域 论 的 成 就 , 特 
别 是 日 本 数学 家 高 木 真 治 的 贡献 。 

1934 一 1937 年 他 作 函 数 域 的 研究 ,并 于 1935~1936 
年 证 明 椭 贺 同 余 函 数 域 的 相应 的 黎 曼 猜想 ( 阿 廷 猜想 )。 
战 后 他 作 一 般 阿 贝尔 数 域 的 研究 ， 特 别 是 类 数 问题 。 

他 的 主要 论文 收入 《数学 文集 (3 卷 , 1975) 中 ,重要 
著作 还 有 《数论 讲义 》(1950)、& 数 论 》( 第 2 版 ,1963)。 


( 胡 作 去 ) 
Holdoo Suonjing 
《海岛 算 经 》 。 见 《 拭 经 十 书 》。 
Hoiweisol 
玄 维 赛 ,0. (Oliver Heaviside 1850~1925) 


英国 数学 物理 学 家 。1850 年 5 月 18 日 生 于 伦 敦 ，1925 
年 2 月 3 日 卒 于 德 文 那 ,他 未 受过 正式 的 高 等 教育 ,1870 
年 起 担任 报 务 员 , 1874 年 因 耳 疾 辞职 ， 潜 心 研究 无 线 电 
波 传播 的 理论 问题 ,发 表 了 一 系列 论文 , 1892 年 出 版 ( 电 
学 论文 集 》(2 卷 )。 他 通过 创造 性 地 运用 数学 工具 而 获 
得 重大 物理 发 现 ( 如 预报 了 电离 层 的 存在 等 )， 同 时 为 数 
学 本 身 提供 新 的 概念 与 方法 。 他 是 向 量 分 析 的 创始 人 之 
一 ， 并 建立 了 系统 的 向 量 符号 。 他 将 拉 普 拉 斯 变换 应 用 
于 电机 工程 而 发 展 出 一 套 算 符 演算 理论 ( 见 线性 算 子 )， 
创造 了 后 来 以 他 的 名 字 命名 的 玄 维 赛 展 开 〈 将 某 类 函数 
的 拉 普 拉 斯 反 变换 表 为 一 无 穷 级 数 ) 和 玄 维 赛 函 数 
(fxz)=1, 当 zx>0; f(x)=0, 当 x<0)。 他 于 1891 年 当 
选 为 英国 皇家 学 会 会 员 。 德 国 格 丁 根 大 学 曾 授予 他 荣誉 
博士 学 位 。 (地 文 林 )》 


hancanblonliang jifen 
含 参 变量 积分 (integral depending on a pa- 
rameter) 。 见 积分 学 。 


honshu 
函数 〈function) 。 数学 的 基础 概念 之 一 。 在 物质 
世界 里 常常 是 一 些 量 依赖 于 另 一 些 量 ， 即 一 些 量 的 值 随 
另 一 些 量 的 值 确定 而 确定 。 函 数 就 是 这 类 依赖 关系 的 一 
种 数学 概括 。 

设 D 是 一 非 空 的 实数 集 , 了 是 某 一 规则 。 如 果 对 每 
一 个 数 xED, 了 唯一 地 确定 出 一 个 相对 应 的 实数 f(x)， 
则 称 了 为 定义 于 DD 上 的 一 个 函数 ， 集 DD 称 为 函数 的 定义 
域 . 数 (x) 称 为 函数 在 x 的 函数 值 ,全 体 函 数值 的 集 M= 
{f(x)1xED}=fD) 称 为 函数 的 值 域 。 一 般 ， 由 规则 了 
在 D 上 定义 的 函数 用 记号 

f:D>M 

表示 ,也 常常 简单 地 记 作 f。 函 数 1:D>M 是 从 集 D 到 集 
M 上 的 映射 。 

函数 定义 域 DD 的 一 些 最 简单 情形 可 以 是 整个 数 轴 ， 
即 全 体 实 数 的 集 R 也 可 以 是 数 轴 上 的 某 个 团 区 间 [a， 
b={xla<x<b} 或 开 区 间 (4,b)={xla<x<b)。 规 则 
了 通常 用 某 种 计算 公式 表示 ， 或 用 图 表 文字 加 以 说 明 。 
所 谓 一 个 函数 已 知 ,就 是 说 确定 这 函数 的 要 素 ( 定 义 域 和 
对 应 规则 ) 是 给 定 的 ,从 而 值 域 也 是 给 定 的 。 

函数 记号 f:D->M 准 确 地 表现 了 函数 概念 的 内 涵 。 但 
是 人 们 需要 能 简便 表示 函数 的 其 他 方法 。 目 前 科学 著作 
中 比较 流行 的 做 法 是 允许 把 函数 fD>M 记 作 f(x)(xE 
D) 或 者 更 简单 地 记 作 f(x) (如 果 定 义 域 D 是 不 写 自 明 
的 )。 例 和 如， 对 一 切 
实数 x, 规 则 f(x*)= 
2x 一 1 将 定义 出 一 
个 函数 :R=>R, 通 
常人 们 就 把 它 记 作 
2041 (xER) 
或 者 2z 一 1。 严 
格 说 来 , 这 样 做 
是 有 缺陷 的 ， 因 为 
它 多 少 混 清 了 函数 
f 与 数 (函数 值 ) 
做 x)。 不 过 它 仍然 
被 广泛 采用 。 

设 给 定 任 一 函 
数 fD->M。 如 果 
令 x 是 一 个 以 D 为 
变 域 的 变量 (不 再 
象 前 面 那样 表示 DD 
中 的 某 一 个 数 ), 令 
y 是 一 个 以 M 为 变 
域 的 变量 ,那么 , 函 


图 3 函数 y 一 o=(o>1)、 
yy 一 loga x 的 图 依 


数 了 显示 的 是 ， 对 于 变量 x 在 D 内 所 取 的 每 一 个 值 ， 通 
过 能 给 变量 y 在 M 内 唯一 地 确定 出 一 个 对 应 值 。 由 此 
可 见 , 变 量 y 通过 了 表现 出 对 变量 x 的 一 种 依赖 关系 ,而 
函数 了 则 是 这 种 依赖 关系 的 数学 表达 。 

在 给 函数 概念 添加 上 变量 这 一 层 含义 的 时 候 ， 总 把 
以 函数 定义 域 了 为 变 域 的 变量 叫做 函数 的 自 变量 ， 把 以 
函数 值 域 M 为 变 域 的 变量 叫做 函数 的 因 变量 。 于 是 在 上 
面 的 作法 中 ,x 是 自 变量 ,y 是 因 变 量 。“ 变 量 ! 通过 函数 
了 依赖 于 z" 这 个 事实 也 常常 被 简单 地 说 成 变量 ! 是 变 
量 x* 的 了 函数 ", 并 且 用 y= 了 f(x) 这 种 等 式 形式 的 记号 来 
加 以 表示 。 

把 函数 理解 成 变量 间 的 依赖 关系 ， 丰 富 了 人 们 对 这 
个 抽象 数学 概念 的 直觉 联想 。 但 这 并 不 丝毫 改变 函数 的 
本 质 内 容 。 特 别 说 来 ,用 什么 名 称 来 称呼 一 个 函数 的 变量 
是 无 关 紧 要 的 。 记 号 y=f(x) (xED) 和 s=f(t) (tED) 
在 数学 上 表示 的 是 同一 个 函数 人 D>M。 

示 数 的 图 像 ” 对 任意 一 个 函数 y=f(x) (xED), 如 
果 把 D 中 的 任意 一 个 数 x* 与 它 的 对 应 数 Y =f(x)) 组 成 
一 个 有 序数 对 (x,y)， 
相应 地 便 在 坐标 平面 
XOy 上 得 到 一 点 P(x， 
y)。 平面 上 所 有 这 种 
点 ( 数 对 ) 的 集 

G={(x,y)|xED, 
y=f(x)} 

称 为 函数 了 的 图 像 
(图 1)。 由 函数 定义 , 集 G 具 有 下 述 性 质 , 若 (vb),(a,c) 
都 属于 G, 则 b=c， 就 是 说 , G 不 含有 第 一 个 坐标 (第 一 


a=-1 
a=-2 


图 1 函数 的 图 像 示例 


图 5 函数 y 一 tan x、 
3 一 arc tan x 的 图 像 


图 4 孟 数 y 一 sin x、 
3 一 arcsinx 的 图 像 
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个 数 ) 相 同 但 相 异 的 点 ( 数 对 )。 从 这 一 性 质 出 发 ,如 果 给 
定 了 集 G， 那么 函数 本 身 (定义 域 和 对 应 规则 ) 也 就 随 之 
完全 确定 。 所 以 ， 每 一 个 函数 都 可 以 定义 为 某 一 个 具有 
上 述 性 质 的 点 (有 序数 对 ) 之 集 。 
一 切 所 谓 的 基本 初等 函数 ， 包 括 常 值 函 数 y=c (党 
数 ), 寺 函 数 y=x”, 指 数 函 数 Yy=07, 对 数 函数 y=1og。x， 
三 角 函 数 y~sin x,…, 反 三 角 函 数 y=arc sin x,… 等 等 
的 图 像 ,都 可 以 用 通常 的 绘图 工具 比较 满意 地 画 出 ,它们 
各 形成 平面 上 的 一 条 或 者 多 条 曲线 (图 2 一 5)。 不 过 不 是 
对 所 有 的 函数 都 能 做 到 这 一 点 ,定义 于 [0,1] 上 的 狄 利克 
雷 函 数 “D(x)=1, 当 zx 为 有 理 数 时 ! D(x)=0, 当 工 为 无 
理 数 时 "就 是 一 例 。 
常见 的 函数 ” 常 值 函数 是 一 种 很 特殊 的 函数 。 除 了 
它 以 外 ,下 列 几 种 函数 f:D->M 也 各 具 特点 ,而 且 常 常 被 
用 到 。 
@ 便 等 函数 ”如 果 对 了 DD 中 一 切 x* 有 fx)=x，, 则 称 
了 为 D 上 的 恒 等 函 数 , 有 时 使 用 专门 的 记号 表示 。 
@ 有 界 函 数 ” 如 果 存在 常数 A( 常 数 B), 使 得 对 
中 一 切 x 有 A<j(z) (f(x)<B)， 则 称 了 在 D 上 有 下 界 
《有 上 界 )， 数 A( 数 B) 为 了 的 一 个 下 界 (上 界 )。 如 果 了 了 
在 D 上 既 有 下 界 又 有 上 界 ， 则 称 了 为 D 上 的 有 界 函 数 。 
@ 单调 函数 ”如 果 对 DD 中 任意 两 数 xz,,xs, 当 xX,< 
x 时， 都 有 x1) 志 人 x2)(f(x1)>f(x2)), 则 称 f 了 为 D 上 
的 增 函 数 ( 减 函数 )。 如 果 对 上 面 所 说 的 zi,za* 严 格 不 等 
或 人 x*4)<f(x2)(f(x1)>f(x1)) 总 成 立 , 则 称 了 为 呈 上 的 
严格 增 函 数 (严格 碱 函数 )， 增 函数 与 减 函数 统称 为 单调 
函数 ,严格 增 函数 与 严格 减 函 数 统称 为 严格 单调 函数 。 
@ 奇 函 数 和 偶 函数 ”如果 了 是 关于 原点 对 称 的 数 
集 ， 即 当 xED 时 必 有 一 zxED， 且 对 D 中 一 切 zx 等 式 
太一 x*)= 一 人 x) (1( 一 x)=f 作 x)) 总 成 立 , 则 称 f 为 D 上 
的 奇 函数 ( 偶 函 数 )。 
@ 周期 函数 ”如果 存 在 常数 了 关 0， 使 得 对 忆 中 一 
切 x, 等 式 人 x+T)=f(x) 总 成 立 ， 则 称 了 为 D 上 的 周期 
函数 ,T 为 了 的 一 个 周期 , 每 一 周期 函数 实际 上 都 有 无 穷 
多 个 不 同 的 周期 。 如 果 在 它们 之 中 存在 一 个 最 小 的 正 周 
期 Tb, 则 称 To 为 函数 的 基本 周期 。 
数列 如果 DD 为 全 体 自然 数 的 集 , 则 称 f 为 一 个 
数列 。 通 常 把 这 种 函数 的 函数 值 用 同一 字母 (例如 4) 附 
加 体现 自 变 量 的 值 的 下 标的 办 法 加 以 表示 
f(D)=a, 1(2)=0, %, fn)=0,, 
称 0 为 数列 的 第 一 项 , 6; 为 第 二 项 等 等 , on 为 通 项 。 数 
列 本 身 则 通常 写作 
4,04,… ,an，…, 或 简 记 作 {0,)。 
函数 的 运算 ”在 函数 与 函数 之 间 还 常常 进行 一 些 运 
算 。 设 有 函数 fx) (xEA) 及 g(x) (xEB), 倘 若 集 D= 
4nB 不 是 空 集 ,那么 通过 等 式 
(f+g)(x)=f(x)+9(x) (xED), 
(f—g)(x)=f(x)—g(x) (xED), 
(f* g)(x)=f(x) . g(x) (xED), 
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在 集 D 上 定义 出 新 的 函数 f+9，f 一 9，f"g， 分 别 叫做 函 
数 f 与 9 的 和 (函数 ), 差 , 积 。 如 果 集 E=AN{x|xEB， 
9(z) 闻 0} 不 是 空 集 , 则 由 等 式 
(x) 
(Do (xEE) 
在 集 卫 上 定义 出 一 个 新 的 函数 于， 称 为 函数 了 除 以 函数 
9 的 商 。 

除 四 则 运算 外 ， 函 数 间 的 下 一 个 运算 也 是 十 分 重要 
的 。 设 集 F={x|xEB，g(x)EA} 不 是 空 集 ， 那 么 通过 
等 式 

(fog)(x)=f(g(x)) (xEF) 
在 集 F 上 所 定义 出 的 新 的 函数 了 eg， 称 为 函数 了 与 函数 
9 的 复合 函数 。 一 般 说 来 ， 复 合 函数 fg 和 9" 了 是 不 同 
的 函数 。 

类 似 地 可 以 考虑 多 个 (两 个 以 上 ) 函 数 的 四 则 运算 和 
相继 复合 的 运算 。 基 本 初等 函数 经 有 限 次 四 则 运算 和 复 
合 运 算 所 得 到 的 一 切 函数 统称 为 初等 函数 。 

对 于 函数 大 D~>M 或 者 y= 人 (x)(xED, f(D)=M)， 
如 果 当 x,,x: 为 D 内 两 个 不 同 数 时 必 有 fx) 天 f(x3), 那 
就 出 现下 述 的 情况 :对 于 集 M 中 的 每 一 个 数 y, 集 D 中 有 
且 仅 有 一 个 数 x 使 得 f(x)= y。 如 果 就 让 这 个 数 x 与 3 
相对 应 , 便 立刻 得 到 一 个 定义 于 集 M 上 的 新 函数 , 称 为 了 
的 反 函 数 , 记 作 

条 ':M->D 或 xm 三 (0) (yEM)。 
如 果 函 数 了 有 反 函 数 ， 那 么 了 在 集 盖 和 M 的 元 素 之 间 就 
建立 起 一 一 对 应 关系 ， 所 以 了 也 是 全: 的 反 函 数 。 习 惯 
上 常常 把 函数 8 = f(z) 的 反 函 数 x= 全 (8) 改写 为 y= 
fxz) (xEM)。 后 者 的 图 像 如 果 同 函数 y= 人 x) 的 图 
像 画 在 同一 坐标 平面 上 , 它们 关于 直线 y=x 是 对 称 的 
(图 3)。 
由 反 函 数 定义 ,下 面 两 个 等 式 恒 成 立 ， 

3 一 了 六 GD) 一 0 (yEM), 

zx- 六 (f(z))=0 (xED), 
由 此 ,例如 从 前 一 等 式 出 发 ， 可 以 把 函数 *=f"'(y) 看 作 
由 方程 yf(x) =0 确定 的 隐 子 数 。 

函数 概念 的 推广 以 上 谈 到 的 都 是 只 含 一 个 自 变 量 
的 函数 ,并 且 集 D 和 M 都 限定 为 实数 集 ， 即 所 谓 的 “一 元 
( 实 ) 函 数 "。 然 而 在 数学 及 其 应 用 中 ,考虑 多 元 (元 ,> 
2) 函 数 是 必要 的 。 不 仅 如 此 ， 数 学 科学 的 近代 发 展 还 一 
再 导致 了 函数 概念 的 其 他 推广 ， 集 DD 和 M 从 实数 集 推广 
到 复数 集 ,进而 更 推广 到 任意 两 个 集 的 情形 。 例 如 ,如 果 
让 平面 上 每 一 个 加 x 对 应 到 它 的 面积 y, 那么 y 将 是 x 
的 函数 。 在 这 里 x 就 不 再 是 数 而 是 几何 图 形 。 如 果 让 空间 
的 每 一 个 球 x* 对 应 到 它 的 中 心 y, 则 y 也 将 是 x 的 函数 。 
这 时 ,x 与 y 都 已 不 再 是 数 了 。 

函数 的 一 般 定义 可 以 陈述 如 下 。 设 D={x},Y={y} 
为 两 个 任意 的 非 空 集 ,而 了 为 满足 下 述 条件 的 有 序 对 (x， 
了 的 集 :xED,yEY, 且 对 于 每 一 元 素 *ED, 恰 有 一 元 素 


yEY 使 得 (x,y) Ef， 这 时 便 称 了 为 定义 于 上 的 一 个 函 
数 ， 记 作 f:D>Y 或 f， 有 时 也 记 作 y=f(x) (zED) 或 
fx) (xED)。 集 DD 称 为 函数 了 的 定义 域 。 对 于 任 一 
元 素 x。ED， 由 函数 定义 恰 有 一 元 素 yEY 使 得 (x。， 
yo) Ef ,人们 称 这 个 元 素 如 为 函数 了 在 x。 的 函数 值 ， 记 
作 fx。), 集 M=1(D)={f(x)lxED}CY 称 为 函数 了 的 
值 域 。 函 数 全 DY 常常 就 看 作 f:D>M。 

在 这 个 一 般 定义 下 , 随 着 集 刀 和 M 的 不 同 ,将 得 到 不 
同类 型 的 函数 。 

首先 ,如 果 MSR, 则 称 f 为 实 值 函数 。 设 了 是 一 个 
实 值 函 数 , 如 果 还 有 DSR， 则 了 显然 就 是 以 前 谈 到 的 一 
元 ( 实 ) 函 数 ; 如 果 DSR"(n 维 实 欧 氏 空间 ,那么 也 的 每 
个 元 素 x 为 一 个 有 序 n 实数 组 (x1,x;,…,xn), 这 时 人 们 
常常 用 一 个 便于 联想 的 名 字 来 称呼 函数 一 一 n 元 ( 实 ) 函 
数 ， 并 把 函数 y=f(x) 记 作 y=f 了 (x1， XY,…，xn)。 如 果 
%>2， 这 样 的 元 实 函数 统称 为 多 元 实 函 数 。 可 以 类 似 
于 一 元 实 函数 考虑 多 元 实 函数 的 图 像 。 特 别 对 二 元 实 函 
数 z= fx,y) 《x,yED) 来 说 ,其 图 像 , 即 集 

{(x,y,2)|(x,Yy) ED, z=f(x,y)) 
常常 可 以 在 三 维 空间 满意 地 作出 ， 它 为 一 张 曲面 。 

如 果 DD 为 实数 集 ,M 为 复数 集 , 这 时 称 f 为 实 变 元 的 
复 值 函 数 ; 如 果品 和 必 都 是 复数 集 ,这 时 称 了 为 含 一 个 复 
变 元 的 复 值 函数 , 常 简称 为 单 复 变 函数 ( 见 复 变 函 数论 )。 

如 果 MERn(m>1)，, 则 称 函 数 了 为 向 量 值 函数 。 向 
量 值 函 数 常 以 黑体 字 记 之 ,如 y=f(z),g(z) 等 等 。 倘 若 
还 有 DER"， 那 么 给 定 一 个 这 样 的 向 量 值 函数 等 价 于 给 


定 m 个 n 元 实 函 数 ， 
了 (zza se) 
Y= fa Xs Xa Kn) 
2 一 加 (Cziyzay Xm)» 


式 中 的 函数 人 (1<k<m) 称 为 向 量 值 函数 的 第 k 个 分 
量 。 向 量 值 函数 了 又 常 表示 成 
f(x)= (f(x),f(x) ,fn x)), 
定义 域 D 为 Re 的 子 集 的 向 量 值 函 数 有 时 也 叫做 从 集 D 
到 集 M 的 变换 或 映射 。 
DER 时， 也 就 是 定义 域 为 实数 集 时 的 向 量 值 函数 
专 称 它 为 纯 量 x 的 向 量 值 函数 。 一 元 实 函数 微 积分 学 中 
的 一 些 最 基础 的 概念 ， 如 极限 、 导 数 、 积 分 等 等 都 比较 
容易 地 推广 到 这 种 向 量 值 函数 上 。 具 体 说 来 , 设 基 zx) 一 
(有 (x),f(x),…,fm(x)) 是 纯 量 x 的 向 量 值 函 数 ,那么 可 
以 通过 以 下 的 等 式 定义 对 了 的 极限 、 求 导 和 积分 运算 : 
lim f(x)= (limf(x), lim f(z)» lim fax)), 
Fe) = FC) fF) se))» 
Prae= (newer, 人 fcmar 
| fear)， 
这 里 假定 这 些 等 式 右 端 的 有 关 分 量 都 是 有 意义 的 。 同 样 


地 ,所 谓 这 函数 在 某 一 区 间 上 连续 、 可 微 , 可 积 ,也 是 指 这 
函数 的 每 个 分 量 在 所 说 的 区 间 上 具有 相应 的 性 质 。 在 讨 
论 几 何 与 物理 问题 时 ， 常 常用 到 向 量 值 函 数 。 
推广 了 的 函数 的 一 般 定义 把 诸如 算 子 和 泛 函 〈 包 括 
某 些 广义 函数 ) 等 概念 都 包含 了 进去 ， 但 是 当 D、M 的 元 
素 是 比 数 更 抽象 的 数学 对 象 时 ， 人 们 还 是 愿意 更 多 地 使 
用 那些 专 设 的 函数 名 称 。 
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(里 厚 心 ) 

honshu bijinlun 
函数 通 近 论 (approximation of functions) 
函数 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 涉 及 的 基本 问题 是 函数 的 
近似 表示 问题 。 在 数学 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 经 常 遇 
到 下 类 问题 ， 在 选 定 的 一 类 函数 中 寻找 某 个 函数 9, 使 
它 是 已 知 函数 了 在 一 定 意义 下 的 近似 表示 ， 并 求 出 用 9 
近似 表示 了 而 产生 的 误差 。 这 就 是 函数 逼近 问题 。 在 函 
数 遇 近 问题 中 ， 用 来 通 近 已 知 函 数 了 的 函数 类 可 以 有 不 
同 的 选择 即使 函数 类 选 定 了 ,在 该 类 函数 中 用 作 了 的 近 
似 表示 的 函数 9 的 确定 方式 仍然 是 各 式 各 样 的 9 对 了 
的 近似 程度 (误差 ) 也 可 以 有 各 种 不 同 的 含义 。 所 以 函数 
珊 近 问题 的 提 法 具有 多 样 的 形式 ， 其 内 容 十 分 丰富 。 

逼近 函 教 关 ”给 定 函数 人 xz), 用 来 各 近 万 zx) 的 函数 
一 般 要 在 某 个 较 简单 的 函数 类 中 找 ， 这 种 函数 类 叫做 带 
近 函 数 类 。 通 近 函 数 类 可 以 有 多 种 选择 。rn 次 代数 多 项 
式 ， 亦 即 一 切 形 如 以 oet( 其 中 ow01…,0w 是 实数 ,k 一 0， 
1,…) 的 函数 的 集合 ; n 阶 三 角 多 项 式 ， 亦 即 一 切 形 如 
ai+ Boscos he+ bsin kx) 其 中 evan ses0nsbisbr…s bn 
是 实数 ,k=1,2，…) 的 函数 的 集合 , 这些 是 最 常用 的 通 近 
函数 类 。 其 他 如 由 代数 多 项 式 的 比 构成 的 有 理 分 式 集 ， 
由 正 交 函数 系 的 线性 组 合 构成 的 ( 维 数 固定 的 ) 线性 集 ， 
按照 一 定 条 件 定义 的 样 条 函数 集 等 也 都 是 很 有 用 的 下 近 
函数 类 。 在 一 个 逼近 问题 中 选择 什么 样 的 函数 类 作 逼近 
函数 类 , 这 要 取决 于 被 鼻 近 函数 本 身 的 特点 ,也 和 通 近 问 
题 的 条 件 、 要 求 等 因素 有 关 。 

逼近 方法 ”给 定 了 并 且 选 定 了 逼近 马 数 类 之 后 ， 如 
何在 逼近 函数 类 中 确定 作为 了 的 近似 表示 函数 9 的 方法 
是 多 种 多 样 的 。 例 如 插值 就 是 用 以 确定 逼近 函数 的 一 种 
常见 方法 所 谓 插值 就 是 要 在 逼近 函数 类 中 找 一 个 g(z)， 
使 它 在 一 些 预 先 指定 的 点 上 和 f(x) 有 相同 的 值 , 或 者 更 
一 般 地 要 求 g(x) 入 x) 在 这 些 指定 点 上 某 阶 导数 都 有 
相同 的 值 。 利 用 插值 方法 来 构造 逼近 多 项 式 的 做 法 在 数 
学 中 已 有 相当 久 的 历史 。 微 积分 中 著名 的 泰勒 多 项 式 便 
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是 一 种 插值 多 项 式 。 此 外 ,在 各 种 逼近 问题 中 , 线性 算 子 
也 是 广泛 应 用 的 一 大 类 逼近 工具 。 所 谓 线性 算 子 是 指 某 
种 逼近 方法 工 , 对 于 被 逼近 函数 仆 9， 在 融 近 函数 类 中 有 
I(f)、L(g) 近 似 表示 它们 ,并 且 对 于 任意 实数 a、B 都 有 
L(af+Bg)=aL(j)+BL(9)。 线 性 算 子 台 近 方法 构 造 方 
便 。 一 个 典型 的 例子 是 2 周期 的 连续 函数 f(x) 的 n 阶 
传 里 叶 部 分 和 S。(f,z), 它 定义 了 一 个 由 2 周期 的 连续 
函数 集 到 7 阶 三 角 多 项 式 集 内 的 线性 算 子 S。 。Sn( 了 , 工 ) 
可 以 用 来 近似 表示 世 z)。 除 了 线性 算 子 ， 在 逼近 问题 中 
还 发 展 了 非 线性 的 逼近 方法 。 这 方面 最 基本 的 工作 是 上 
世纪 中 叶 由 俄国 数学 家 工 . 区 , 切 比 雪夫 提出 的 最 住 通 
近 。1859 年 切 比 雪 夫 结合 机 械 设计 问题 的 研究 提出 并 讨 
论 了 下 述 类 型 的 极 值 问题 ， 已 知 [a, b] 区 间 上 的 连续 函 
数 fz)，P(z, ay al， …，q) 是 依赖 于 参数 qoyal 
的 初等 函数 (如 多 项 式 ,有 理 分 式 ), 用 P(x,aoyau 
来 近似 表示 f(x)， 如果 产生 的 误差 用 


4(aoyaty Gn) =max|f(x) — P(X,00,0 ,0n)| 
se 


来 衡量 ， 要 求 选择 一 组 参数 使 误差 最 小 。 这 就 是 寻求 极 
小 问题 


am) 


Ra |f(*)—P(x,00,01,. son) | 


min 4(ao,01,.** san) 


的 解 。 当 参数 ( 品 ，af ，…， 哎 ) 给 出 最 小 误差 时 ， 就 把 
P(x,a$ ,a ) pp*(x) Nf(X) 在 P(X,ao, a py 
mm) 所 构成 的 函数 类 中 的 一 个 最 佳 通 近 元 ; 数值 A*= 
GS, ,5) 叫 做 了 x) 借助 于 函数 PCzvaoyaiy…yan) 
来 通 近 时 的 最 佳 通 近 值 . 切 比 雪夫 研究 了 P(x.06,a1,…， 
4) 是 nn 次 多 项 式 (n 是 固定 整数 , a。，a,,…， an 是 系数 ， 
它们 是 可 以 任意 取 值 的 参数 ) 的 情形 。 这 里 的 最 佳 通 近 
元 P(x,a$, at，…, 路 ) 依 赖 于 了, 但 不 是 线性 依赖 关系 。 
所 以 说 切 比 雪夫 的 最 佳 副 近 是 一 种 非 线性 的 通 近 。 

误差 又 称 壶 近 度 。 为 了 衡量 函数 9 对 了 的 近似 程 
度 ( 通 近 度 )， 在 通 近 论 中 广泛 应 用 抽象 度量 空间 内 的 度 
量 概念 ,对 于 在 逼近 问题 中 经 常 遇 到 的 一 些 函 数 类 ,常用 
到 的 度量 有 以 下 几 种 ，@ 定义 在 [ae， 妆 上 的 全 体 连 续 函 
数 CCa,b] 中 任何 两 个 函数 fx),g(x) 的 接近 程度 可 以 按 
公式 


lf~glo=max If(x)—g(x)| 
ca 


来 规定 。 按 这 种 度量 引出 的 珊 近 度 叫 做 一 致 逼近 度 ，@ 
定义 在 [a,b] 上 的 全 体 平方 可 积 函 数 L*[a,b] 内 任何 两 个 
函数 人 x), g(x) 的 接近 程度 可 按 公 式 


Wgls= [te grae] 


来 规定 ,这 便 是 平方 通 近 度 ，@ 定 义 在 [a,b] 上 的 全 体 p 
次 赛 可 积 函数 L?[a, b](p 宇 1) 内 可 以 取 


l=-gl,= [MM IfKz) 一 gz)lzaz] 


作为 度量 ， 由 它 产 生 的 逼近 度 叫 做 了 次 署 逼近 度 。 
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浮 教 送 近 论 的 产生 和 发 展板 统 ”从 18 世纪 到 19 世 
纪 初 期 ， 在 工 . 欧 拉 、P.-S. 拉 普 拉 斯 、J.-B.-J. 傅 里 叶 、 
械 -V. 考 春 列 等 数学 家 的 研究 工作 中 已 涉及 一 些 个 别 的 
具体 函数 的 最 佳 末 近 问 题 。 这 些 问 题 是 从 诸如 绘图 学 、 
测 地 学 、 机 械 设 计 等 方面 的 实际 需要 中 提出 的 。 在 当时 
没有 可 能 形成 深刻 的 概念 和 统一 的 方法 。 切 比 雪夫 提出 
了 最 佳 条 近 概 念 ， 研 究 了 通 近 函数 类 是 m 次 多 项 式 时 最 
佳 通 近 元 的 性 质 ， 建 立 了 能 够 据 以 判断 多 项 式 为 最 佳 带 
和 近 元 的 特征 定理 。 他 和 他 的 学 生 们 研究 了 与 零 的 偏差 最 
小 的 多 项 式 的 问题 , 得 到 了 许多 重要 结果 。 已 知 [0,b] 区 
间 上 的 连续 函数 (x), 假定 P(X)=Qaox"?++ax"! 十 … 十 
nln>0), 量 En(f)o= min。 max |f(x) 一 PCx)| 岂 做 
fx) 的 半 阶 最 佳 一 致 近 值 ,也 简称 为 最 佳 副 近 值 , 简 记 
为 E(f)。 能 使 极 小 值 实现 的 多 项 式 Pe (z)= 六 of 
叫做 f(x) 的 n 阶 最 佳吉 过 多 项 式 , 切 比 雪夫 证 明了 ,在 区 
间 [ 一 1, 1] 上 画 数 x*"! 的 n 阶 最 佳 带 近 多 项 式 岛 ger 必 
满足 关系 式 ，x*"! 一 加 om- 2 cos[(n+1)are cos x]。 
多 项 式 2-" cos[ (n+1)arc cos x](n=0, 1, 2, …) 就 是 
著名 的 切 比 雪夫 多 项 式 。 切 比 雪夫 还 证 明了 , Px (x) 一 
zn+asae-! 十 … 十 加 是 (Xx) 在 [a,b] 上 的 nn 阶 最 佳 带 近 
多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 :在 [a,b] 上 存在 着 n+2 个 点 
GQ<A<Xy<…<xsvz<b， 在 这 些 点 上 OPx(X,) 一 人 (x,) 
依照 =1, 2，…, n+2 的 次 序 交 错 变 号 ，@|Pw(xz) 一 
fx) | =max | 也 xz) 一 Ps(z)|。 点 组 {ziyza，…， xn+z)y 便 


是 著名 的 切 比 雪夫 交错 组 。 

1885 年 德国 数学 家 KK. 外 尔 斯 特 拉 斯 在 研究 用 多 项 
式 来 一 致 逼近 连续 函数 的 问题 时 证 明了 一 条 定理 ， 这 条 
定理 在 原则 上 肯定 了 任何 连续 函数 都 可 以 用 多 项 式 以 任 
何 预 先 指定 的 精确 度 在 函数 的 定义 区 间 上 一 致 地 近似 表 
示 , 但 是 没有 指出 应 该 如 何 选择 多 项 式 才 能 逼近 得 最 好 。 
如 果 考 虑 后 一 个 问题 ， 那 么 自然 就 需要 考虑 在 次 数 不 超 
过 某 个 固定 整数 ”的 一 切 多 项 式 中 如 何 来 选择 一 个 与 
fx) 的 一 致 误差 最 小 的 多 项 式 的 问题 ， 而 这 正好 是 切 比 
雪夫 逼近 的 基本 思想 。 所 以 可 以 说 切 比 雪 夫 和 外 尔 斯 特 
拉 斯 是 逼近 论 的 现代 发 展 的 葛 基 者 。 

20 世纪 初 在 一 批 杰出 的 数学 家 ， 包 括 C. 英 . 伯 思 斯 
坦 .D. 杰克 森 . C. de la 瓦 莱 ` 普 桑 、H. 工 . 勒 贝 格 等 人 的 
积极 参加 下 ， 开 创 了 最 佳 和 逼 近 理论 莲 勃 发 展 的 阶段 。 这 
一 理论 主要 在 以 下 几 个 方面 取得 了 很 大 进展 ， 

@ 最 佳 逼 近 的 定量 理论 在 逼近 论 中 系统 地 阐明 
函数 的 最 佳 逼近 值 Ex(f) (借助 于 代数 多 项 式 来 带 近 ， 或 
者 对 2x 周期 函数 借助 于 三 角 多 项 式 来 逼近 ,或 借助 于 有 
理 函 数 来 通 近 等 等 ) 的 数列 当 n"-> co 时 的 性 态 和 函数 人 xz) 
的 构造 性 质 ( 可 油性 ,光滑 性 ,解析 性 等 等 ) 之 间 内 在 联系 
的 理论 统称 为 定量 理论 。 下 面 叙 述 的 定理 比较 典型 地 反 
映 出 函数 的 构造 性 质 与 其 最 佳 逼近 值 之 间 的 深刻 联系 。 


杰克 森 、 伯 思 斯 坦 、A. 赞 格 蒙 证 明 ，2x 周期 函数 人 (x) 
具有 满足 条 件 
oz+ 有 一 了 oz 和 MIhl= (0<a<1) 
或 IfO(x+h) -2f zx) +f (x) <MIR| (a=1) 
的 7+ 阶 导数 f(r=0,1,2,…) 的 充分 必要 条 件 是 , f(x) 
借助 于 三 角 多 项 式 的 n 阶 最 佳 一 致 逼近 值 到 (fyo。 (简称 
最 佳 逗 近 , 简 记 为 臣 (f)) 满 足 条 件 
Ex(fosAn™®, 
式 中 的 M，A 是 不 依赖 于 n 的 正 的 常数 。 对 于 [a,b] 区 
间 上 的 (不 考虑 周期 性 7 连续 函 数 借助 于 代数 多 项 式 的 再 
近 值 与 函数 构造 性 质 间 的 联系 也 有 和 上 述 结果 相 类 似 的 
定理 , 不 过 情况 比 周期 函数 复杂 多 了 。 这 一 问题 是 在 50 
年 代 由 苏联 数学 家 A. @. 季 曼 、B, K. 页 德 克 解 决 的 。 
杰克 森 、 伯 思 斯 坦 等 人 的 工作 对 远近 论 的 发 展 所 产 
生 的 影响 是 深远 的 。 沿 着 他 们 开辟 的 方向 继续 深入 ,到 20 
世纪 30 年 代 中 期 出 现 了 J. A. 法 瓦尔 ,A.H. 柯 尔 英 哥 
洛 夫 关于 周期 可 微 函 数 类 借助 于 三 角 多 项 式 的 最 佳 通 近 
的 精确 估计 以 及 借助 于 传 里 叶 级 数 部 分 和 的 一 致 逼近 的 
渐 近 精确 估计 的 工作 。 这 两 个 工作 把 从 杰克 森 开 始 的 副 
近 论 的 定量 研究 提高 到 一 个 新 的 水 平 。 从 那 时 起 ， 直 到 
60 年 代 , 以 C. M. 尼 科 利 斯 基 、A. H. 阿 希 耶 泽 尔 等 人 为 
代表 的 很 多 逼近 论 学 者 在 定量 研究 方面 继续 有 许多 精深 
的 研究 工作 。 
@ 逼近 论 的 定性 理论 切 比 雪夫 发 现 了 连续 函数 
的 最 佳 带 近 多 项 式 的 特征 ， 提 出 了 以 切 比 雪夫 交错 点 组 
著称 的 特征 定理 。 最 佳 逼近 多 项 式 是 唯一 存在 的 。 最 佳 
逼近 多 项 式 的 存在 性 、 唯 一 性 及 其 特征 定理 都 是 定性 的 
结果 ， 对 这 些 问 题 的 深入 研究 构成 了 逼近 论 定性 研究 的 
基本 内 容 。 匈 牙 利 数学 家 A. 哈 尔 在 1918 年 首先 研究 了 
用 广义 多 项 式 在 [a,b] 上 对 任意 连续 函数 了 的 最 佳 怠 近 
多 项 式 的 唯一 性 问题 。 在 [a,b] 上 给 定 n+1 个 线性 无 关 
的 连续 函数 po(x),p,(x),…，, ywn(z)。 作 为 逼近 函数 类 可 
取 P(X,a0,Q1s…… an) =a0Po(X) + oP) + + anpn( XT), 
式 中 Qo,41,…,an 是 任意 参数 。 这 样 的 P(x) 称 为 广义 多 
项 式 。 记 
Es(x)o= min 
一 max |f(x)—P(x,as,at,. ,at)|, 
cc 


P(x,a$ ,af ，…， 唆 ) 是 存在 的 。 哈 尔 证 明 , 为 了 对 每 一 连 
续 函 数 f P(X,03 ,QO ,… ,8% ) 唯 一 ,必须 而 且 只 须 任 一 不 
恒 等 于 零 的 广义 多 项 式 P(x, ao, ai，…， 4%) 在 [a, 驯 内 
至 多 有 ? 个 不 同 的 根 。 在 20 世纪 20 一 30 年 代 ， 伯 思 斯 
坦 、M.T. 克 列 因 等 人 对 满足 哈 尔 条 件 的 函数 系 {fps(z)， 
P(XY),92(*),…,9n()} 做 过 很 多 深入 的 研究 。 它 在 逼近 
论 , 揪 值 论 . 样 条 分 析 、 和 矩 量 论 ,数理 统计 中 有 着 比较 广泛 
的 应 用 。 

关于 最 佳 逼近 多 项 式 的 切 比 雪夫 特征 定理 也 有 很 多 
进一步 的 研究 和 推广 。 其 中 最 重要 的 一 个 推广 是 柯 尔 莫 
哥 洛 夫 在 1948 年 做 出 的 , 它 涉及 复 平面 的 闭 集 上 的 复 值 


连续 函数 借助 于 复 值 广义 多 项 式 的 一 致 逼近 问题 〈 见 复 
变 函 数 通 近 )。 

对 于 Ls[a,b](1<p<+%) 内 的 函数 了 借助 于 广义 
多 项 式 在 P 次 嗜 尺度 下 的 逼近 问题 也 建立 了 类 似 的 一 套 
定性 理论 。 到 50~60 年 代 ,经 过 一 些 学 者 的 努力 ， 抽 象 
须 近 的 定性 理论 建立 起 来 。 

加 线性 算 子 的 逼近 理论 最 佳 逗 近 多 项 式 和 被 到 
近 函 数 间 的 关系 除了 平方 逼近 的 情形 外 一 般 都 不 是 线性 
关系 。 线 性 关系 比较 简单 ， 线 性 算 子 比较 容易 构造 。 所 
以 在 逼近 论 发 展 中 人 们 一 直 非常 重视 对 线性 逼近 方法 的 
研究 ， 形 成 了 逼近 论 中 一 个 很 重要 的 分 支 一 线性 算 子 
的 遥 近 理论 。 针 对 特定 的 函数 类 ,特定 的 逼近 问题 设计 出 
构造 简便 、 逼 近 性 能 良好 的 线性 逼近 方法 与 研究 各 种 类 
型 的 线性 逼近 方法 ( 算 子 ) 的 逼近 性 能 ， 一 直 是 线性 算 子 
通 近 理论 的 中 心 研究 课题 ,在 这 一 方面 , 几 十 年 来 取得 了 
十 分 丰富 的 成 果 。 比 较 著名 的 经 典 结果 有 EE. B. 沃 罗 诺 
夫 斯 卡 娅 、G. G. 洛 伦 蒋 等 对 经 典 的 伯 思 斯 坦 多 项 式 


Bud 总 ()1 人 位)meGl ao 


的 研究 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 尼 科 利 斯 基 等 对 周期 可 微 函 数 
的 传 里 叶 级 数 部 分 和 的 逼近 阶 的 渐 近 精确 估计 ， 40~~ 
60 年 代 许多 通 近 论 学 者 对 作为 通 近 方法 的 伟 里 叶 级 数 
的 线性 求 和 过 程 天 过 性 能 的 研究 《包括 对 传 里 叶 级 数 的 
费 耶 尔 平均 、 泊 松平 均 、 瓦 莱 - 普 又 平均 等 经 典 的 线性 平 
均 方法 的 研究 )。50 年 代 初期 开 . II. 科 罗 夫 金 深入 研究 
了 线性 正 算 子 作为 通 近 方法 的 特征 ， 开 收 了 单调 算 子 通 
近 理 论 的 新 方向 ( 见 线性 正 算 子 逼近 )。40 年 代 中 期 法 瓦 
尔 在 概括 前 人 对 线性 算 子 通 近 的 研究 成 果 的 基础 上 ， 提 
出 了 线性 算 子 的 饱和 性 概念 做 为 刻画 算 子 的 逼近 性 能 的 
一 个 基本 概念 ,开辟 了 算 子 志和 理论 研究 的 新 方向 。 

@ 函数 逼近 的 数值 方法 “从 实际 应 用 的 角度 来 看 ， 
要 解决 一 个 函数 的 最 佳 通 近 问题 ， 需 要 构造 出 最 佳 还 近 
元 和 算出 最 佳 末 近 值 。 一 般 说 要 精确 解决 这 两 个 问题 十 
分 困难 。 这 种 情况 促使 人 们 为 寻求 最 佳 通 近 元 的 近似 表 
示 和 最 佳 于 近 值 的 近似 估计 而 设计 出 各 种 数值 方法 。 一 
个 数值 方法 中 包含 着 有 限 个 确定 的 步 戏 ， 借 助 它 对 每 一 
个 函数 了 可 以 在 它 的 逼近 函数 类 P(X,0, ay…an) 中 求 
出 一 个 函数 作为 最 佳 于 近 元 的 近似 解 ， 并 且 可 以 估计 出 
误差 。 数 值 方法 自然 不 限于 函数 的 最 佳 远 近 问题 。 在 插 
值 , 求 积 (计算 积分 的 近似 值 )、 函 数 的 展开 理论 中 也 都 建 
立 了 相应 的 数值 方法 。 近 20 年 来 由 于 快速 电子 计算 机 
的 广泛 应 用 ,数值 通 近 理论 和 方法 的 研究 八 展 很 快 ,成 为 
计算 数学 和 应 用 数学 的 重要 分 支 。 

除了 以 上 列举 的 几 个 方向 外 ,还 发 展 了 插值 到 近 、 借 
动 于 非 线性 集 (如 有 盏 函数 ) 的 逼近 、 联 合 至 近 、 在 抽象 空 
间 内 的 逼近 等 等 。 

@@ 多 元 函数 的 下 近 多 元 函数 的 远近 问题 具有 很 
重要 的 理论 和 实践 意义 。 由 于 在 多 元 函数 的 逼近 问题 中 
包含 了 很 多 为 单 变 元 情形 所 没有 的 新 的 困难 ， 所 以 多 元 
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函数 的 逼近 论 比 单 变 元 情形 的 发 展 要 慢 得 多 和 了 晚 得 多 。 
在 多 元 逼近 的 情形 下 已 经 研究 得 比较 充分 的 一 个 基本 问 
题 是 函数 借助 于 三 角 多 项 式 或 指数 型 整 函数 的 最 佳 盘 近 
阶 和 函数 (在 一 定 意义 下 的 ) 光 请 性 之 间 的 关系 。 这 一 工 
作 主 要 是 由 苏联 学 者 尼 柯 利 斯 基 和 他 的 学 生 们 于 50 一 60 
年 代 完 成 的 。 它 除了 对 函数 逼近 论 本 身 有 重要 意义 之 外 ， 
还 有 很 多 重要 应 用 。 例 如 ， 对 研究 多 元 函数 在 低 维 子 流 
形 上 的 性 质 ， 多 元 函数 在 一 定 要 求 下 的 开拓 问题 等 都 有 
重要 作用 。 后 一 类 问题 的 研究 属于 泛 函 分 析 中 的 嵌入 定 
班 。 近 年 来 ,在 多 元 函数 的 线性 算 子 逼近 、 插 值 逼 近 、 样 
条 双 近 和 用 单 变 元 函数 的 复合 近似 表示 多 元 函数 等 方面 
都 有 所 进展 。 
现在 函数 逼近 论 已 成 为 函数 理论 中 最 活跃 的 分 支 之 
一 。 科 学 技术 的 蓬勃 发 展 和 快速 电子 计算 机 的 广泛 使 用 
给 它 的 发 展 以 强大 的 刺激 。 现 代数 学 的 许多 分 支 ， 包 括 
基础 数学 中 象 拓扑 、 泛 函 分 析 、 代 数 这 样 的 抽象 学 科 以 及 
计算 数学 ,数理 方程 ,概率 统计 、 应 用 数学 中 的 一 些 分 支 
都 和 逼近 论 有 着 这 样 那样 的 联系 。 函 数 逼 近 论 正在 从 过 
去 基本 上 属于 古典 分 析 的 一 个 分 支 发 展 成 为 同 许多 数学 
分 支 相互 交叉 的 ,密切 联系 实际 的 , 带 有 一 定 综合 特色 的 
分 支 学 科 。 
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(和 孙 永 生 ) 

honshu de llanxuxing 
函数 的 连续 性 〈continuity of functions) 
描述 西数 的 一 种 连绵 不 断 变化 的 状态 ， 即 自 变量 的 微小 
变动 只 会 引起 函数 值 的 微小 变动 的 情况 。 确 切 说 来 ,函数 
在 某 点 连续 是 指 , 当 自 变量 趋 于 该 点 时 ,函数 值 的 极限 与 
函数 在 该 点 所 取 的 值 一 致 。 

一 元 连续 配 数 ” 设 函数 f(x) 在 x=4 附近 (包括 x= 
4 处 ) 有 定义 。 若 


limf(x)~f(a), (#) 


亦 即 ， 对 任 给 s>0, 必 有 3>0 存在 ,使 当 |x 一 x,| <3 时 ， 
便 有 | 人 x) 一 人 (a)|1<e， 则 称 f(x) 在 x=a 处 连续 ，a 为 
fx) 的 连续 点 。 

如 在 (* ) 中 ,x>a 改 为 x->a-0 或 x>a+0, 即 限定 
zx<a 或 x>0, 则 称 作 x) 在 x=a 处 左 连续 或 右 连续 。 显 
然 1(*) 在 x*=4 处 连续 的 必要 充分 条 件 为 它 在 a 处 左 、 
右 都 连续 。 

如 Me 人 (x)= 和 A 存在 ,但 A#f(a) 或 f(a) 没 有 意义 ， 
则 称 fx) 在 a 处 为 可 去 间断 (可 去 不 连续 ), 因为 这 时 只 
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要 改变 或 补充 定义 人 (a) 使 其 等 于 入 就 可 使 它 变 得 在 a。 处 
连续 ， 因 此 ， 这 种 不 连续 常常 算 作 是 连续 的 。 如 果 z->Q 
时 忒 zx) 的 左 \ 右 极限 均 存在 ， 分别 为 4、B, 但 4=B, 则 
称 刀 xz) 在 4 处 有 第 一 类 间断 , B 一 A 称 为 其 跃 度 。 不 属于 
上 述 情况 的 不 连续 点 都 称 为 第 二 类 间断 。 

如 果 f(x) 在 一 开 区 间 (a, b) 内 每 一 点 都 连续 ， 则 称 
f(x) 在 开 区 间 (a,b) 内 连续 。f(x) 在 一 闭 区 间 [a, b] 上 连 
续 是 指 : 在 开 区 间 (9, b) 内 连续 ,而 在 4 处 右 连续 和 b 处 
左 连续 。 

由 此 可 确切 定义 几何 名 词 连续 曲线 。 设 平面 曲线 C 
可 写成 参数 方程 

X=x(t), y=W(t) (a<t<p), 
其 中 x(t),y(t) 都 是 [a, 8] 上 的 连续 函数 , 则 称 C 是 连续 
曲线 。 此 定义 显然 可 推广 到 空间 曲线 甚至 一 般 的 n 维 空 
间 中 的 曲线 上 去 。 

连续 函数 的 性 质 

@ 如 1(x),g(x) 都 在 x=a 处 连续 , 则 f(x) 土 g(*)， 
TDg(z)， 基 区 (只 要 Ba) 站 0) 也 在 *=a 处 连续 。 

加 如 f(x) 在 x=a 处 连续 , 且 fa) 直 0, 则 必 在 x== 
4 的 某 一 小 3 邻 域 ( 即 |x 一 a|<3) 中 , f(x) 不 变 号 ， 即 
x) 与 1(0) 同 号 。 

图 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 , 必 有 上 界 和 下 界 ， 且 有 
最 大 值 和 最 小 值 ， 并 能 取 最 小 值 和 最 大 值 之 间 的 一 切中 
间 值 。 

还 可 证 明 ， 所 有 初等 函数 在 其 有 定义 的 区 间 上 都 是 
连续 的 。 

设 1 为 一 团 或 开 的 区 间 ，, 如 果 任 给 6>0, 必 有 3>0 
存在 ,使 对 I 中 任何 两 点 x, x', 只 要 |x 一 x'| <3, 便 有 
|f(x) 一 人 x')|<e, 则 称 人 x) 在 1 上 一 致 连续 。 关 于 一 致 
连续 性 有 下 面 的 重要 定理 ， 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 一 定 
在 该 区 间 上 一 致 连续 。 这 一 定理 有 时 称 作 康 托 尔 定理 。 

多 元 连续 画 数 设 思 z) 一 所 zz ya) 为 一 中 元 
函数 ， 这 里 x 一 (zx,X,,… ,Xn) 为 nn 维 向 量 或 n 维 空 间 中 
一 点 ， 而 4= (G4, G4，…， 0w) 为 一 定点 。 如 果 (1) 式 成 立 ， 
亦 即 对 任 给 s> 0, 必 有 3>0 存在 ,使 当 

MR + X02) t+ (Xn an) < 
或 者 


Iza < (i=1,2,.,n) 
时 , 恒 有 
lf(x)—f(a)| <e, 

则 称 了 (x) 在 a 处 连续 。 也 可 类 似 地 定义 (x) 在 nt 维 区 
域 G 中 连续 和 一 致 连续 。 不 过 , 当 4 是 f(x) 定义 域 G 边 
界 上 的 一 点 时 ,在 上 面 定义 中 要 限制 z 在 G 及 其 边界 上 。 

一 元 连续 函数 的 上 述 性 质 都 可 推广 到 多 元 函数 上 
来 , 康 托 尔 定理 这 时 也 成 立 , 不 过 在 其 中 区 间 工 要 换 成 有 
界 闭 区 域 。 和 连续 曲线 类 似 ,也 可 定义 连续 曲面 等 等 。 

以 上 连续 函数 的 定义 也 可 推广 到 复 变 量 的 复 函 数 上 
来 ( 见 复 变 函 数 )。 


连续 函数 的 定义 还 可 推广 到 一 般 抽象 的 拓扑 空间 的 
情况 。 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 ，f:X>Y 是 把 X 映 入 Y 
的 一 个 映射 ， 又 a€EX， 如 果 对 于 f(a) EY 的 任 一 邻 域 
Vz， 存在 着 4 的 一 邻 域 U。, 使 

f(Ud) ECV, 
则 称 了 在 4 点 连续 。 如 果 f 在 中 的 每 一 点 都 连续 ， 则 
称 f 为 X 到 Y 的 一 连续 映射 。 (路 见 可 ) 


honshu gouzaolun 
函数 构造 论 (constructive theory of func- 
tions) 。 函数 构造 论 中 的 主要 研究 课题 ,是 由 逼近 论 
中 正定 理 和 逆 定 理 两 部 分 构成 。 所 谓 正定 理 就 是 从 函数 
的 结构 性 质 ( 连 续 性 , 李 普 希 区 条 件 、 可 微 性 等 ) 来 导出 用 
nn 次 多 项 式 (或 其 他 函数 系 ) 逼 近 函 数 时 ， 其 最 佳 珊 近 值 
(又 称 最 佳 逼近 度 ) 趋 向 于 零 的 速度 估计 ， 所 谓 逆 定 理 就 
是 用 nn 次 多 项 式 (或 其 他 函数 系 ) 甬 近 函 数 时 ， 从 其 最 佳 
逼近 值 趋向 于 零 的 速度 估计 式 来 导出 函数 本 身 的 结构 性 
质 。 因 此 ， 研 究 函 数 的 结构 性 质 就 可 以 化 归 为 研究 用 多 
项 式 ( 或 其 他 函数 系 ) 逼 近 时 ， 其 最 佳 和 近 值 趋向 于 零 的 
速度 。 

设 g(x) 是 以 2 为 周期 的 实 轴 上 的 连续 函数 ， 则 用 
尹 次 三 角 多 项 式 通 近 时 的 最 佳 盘 近 值 厂 (9) 定 义 为 ， 

Es(g) oink mix lg(x) -Tax)|, 
其 中 下 确 界 是 对 于 所 有 次 数 不 超 过 mn 的 三 角 多 项 式 
Tw(z) 取 的 。 设 世 x) 是 区 间 [a, 所 上 的 连续 函数 , 则 用 
次 多 项 式 逼近 时 的 最 佳 逼近 值 Es( 了 ) 定 义 为 ; 
E,(f)=inf max |f(x)~— P(x)|, 
{Pn) ocecd 

其 中 下 确 界 是 相对 于 所 有 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 Ps(x) 
取 的 。 

有 关 正 定理 的 最 早 结果 是 由 D. 杰克 森 获 得 的 。 他 
得 到 

Extg)<120(0,1), 

式 中 RE To 19(zi) 一 9(z:)| 称 为 g(x) 的 连 
续 模 。 事 实 上 ,2n 一 2 次 三 角 多 项 式 


3 
Vn(g,z) 一 zr | 


称 为 杰克 森 算 子 ， 满 足 
1g(z) 一 Yo(g,z)1<to(9 ,于 )。 
若 ge(z)E Cos (了 是 自然 数 ), 则 
we 
页 
设 孔 z) 在 [ae 站 上 有 了 阶 连 续 导数 ， 则 对 任意 n> 
D, 有 


Er(g)< 


ca(b 一 0)? 
BD< eo (fo ,97)， 


这 里 c* 为 只 依赖 于 了 的 常数 , 且 在 定义 连续 模 时 要 限制 
不 与 x 都 位 于 [a,b] 上。 
此 外 ,还 可 以 用 k 阶 连续 模 
Wa(gs» Wp gS —1)**cxg(x+vh) 


来 估计 辐 (9), 相 应 地 也 可 估计 Eu( 了 )。 
对 于 逆 定 理 ， 最 早 的 结果 是 由 C. H. 伯 思 斯 坦 获 得 
的 ,对 于 Wt ,满足 


罗 (g)< 下 5- 《c 为 常数 )， 
式 中 Pp 为 非 负 整数 ,0<a<1, 则 可 推出 g(x)ECsx, 且 
0(8°) (0<a<l), 
(08) = 
A Umi (a=D), 
或 wa(g'7 ,8)=0(8) (a=1)。 


但 是 对 于 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 函数 ,由 E,(f)<< 二 


只 能 推出 上 述 结果 在 (a, b) 中 的 任意 闭 区 间 上 成 立 。 这 
是 因为 在 证 明 中 用 到 多 项 式 的 微 商 可 以 被 多 项 式 本 身 最 
大 值 来 进行 估计 的 伯 思 斯 坦 不 等 式 ， 而 这 对 于 三 角 多 项 
式 Ta(z) 与 代数 多 项 式 Pw(z) 是 不 同 的 , 即 

ITa(x)|<n Toh)» 


IPiCn)l< max|P,(x)|。 


n 
Ma toro 
实际 上 ,用 代数 多 项 式 进行 珊 近 时 ,其 正定 理应 该 依赖 于 
点 * 的 分 布 :在 区 间 [a, b] 的 两 个 端点 处 ， 通 近 的 阶 比 内 
部 要 高。 

后 来 ,A.@. 季 曼 得 到 改进 的 定理 如 下 ， 

设 f49(x) 在 [一 1, 1] 上 连续 , 则 对 任意 m， 存在 ?次 


多 项 式 Pn(x), 使 
If(x)— Pn(x)| 
< +] 时) 
式 中 cp 是 只 依赖 于 Pp 的 常数 。 


由 此 看 出 , 在 区 间 的 两 个 端点 处 , 通 近 阶 为 
去 ， 而 在 区 间 内 部 通 近 阶 为 二 。 至 于 北 定 理 ， 若 对 于 任 
意 的 ,存在 n 次 多 项 式 Q,(x), 使 得 
|f(x)— Qn(x)| 
< 
式 中 6 是 只 依赖 于 了 的 常数 ,a(3) 是 某 个 连续 函数 的 连 
续 模 , 则 可 推出 了 m(z) 在 [一 1,1] 上 连续 , 且 其 连续 模 江 


af cs ant Sau] (o<t< 亏 )， 
， 。 
式 中 cy 是 只 依赖 于 p 的 常数 。 

此 外 ， 对 于 f(x) 被 PY*(x)《0<v<p) 通 近 时 也 
有 类 似 的 估计 式 。 

从 复数 域 的 观点 来 看 ， 正 定理 中 逼近 的 阶 是 依赖 于 
区 间 [a,b] 上 点 的 外 角 3 在 [a,b] 的 两 个 端点 , 外 角 为 2r， 
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因此 通过 阶 为 十 ， 在 (0， 5) 内 的 点 ， 外 角 为 x， 因 此 通 近 


阶 为 工 。 用 这 样 的 观点 可 以 将 实 轴 区 同上 的 允 近 推广 到 


复 平面 区 域 上 去 ， 这 时 逼近 的 阶 也 依赖 于 点 在 区 域 边界 
上 的 分 布 ， 逼 近 的 精度 依赖 于 点 在 边界 上 外 角 的 大 小 。 
参考 书目 
人 .四 .Taasag，Teopbus npuGnuxenua Pynxuui Oeucmeu- 
menbnO10 nepemenno1o, Puarray, Mocksa, 1960. 
B. K. amun, Beedenue e meopuo paenone pno10 npuGau- 
wenua BUNKYui NONUNOMOMY, “Hayea”, Mocksa, 1977. 


( 沈 党 昌 ) 


hanshu kongjion 

函数 空间 (function space) ”从 集合 0 到 数 域 
A (可 取 为 实数 域 R 或 复数 域 C) 的 一 类 映射 所 成 的 集合 
《 即 函 数 作为 点 所 成 集合 ) ， 并 在 此 集合 上 赋 有 一 定 几 何 
结构 。 经 典 分 析 学 处 理 问 题 往往 泛 言 或 零散 地 看 待 所 考 
虑 的 函数 。 虽 有 时 取 符合 于 某 种 规定 的 函数 类 X, 但 没有 
明确 地 把 和 X 当 作 几 何 的 对 象 。 现 代 分 析 学 的 一 般 方法 在 
于 视 9 为 拓扑 空间 或 测度 空间 又 以 问题 的 需要 规定 类 中 
映射 ( 即 函数 ), 9 ~>4 满足 的 条 件 ,诸如 连续 性 ,有 界 性 、 
可 测 性 、 可 徽 性、 可 积 性 等 ， 从 几何 学 、 拓 扑 学 及 代数 
学 的 角度 ， 对 X 一 方面 赋 与 关于 加 法 与 数量 乘法 的 封闭 
性 ， 这 里 加 法 为 f EX, gEX>f+g€EX, (f+9)(X)= 
f(x)+g(x),YxE Qs 数量 乘法 为 :JEX,XEA-XfEX， 
(Xf)(x)~= 和 f(x)，YxEQ( 即 X 对 通常 函数 的 线性 运算 
封闭 )， 另 一 方面 使 之 成 为 拓扑 空间 , 且 两 方面 又 满足 一 
定 的 要 求 (例如 线性 运算 关于 拓扑 是 连续 的 等 )。 这 样 , 函 
数 空间 XX 通常 也 是 拓扑 线性 空间 。 经 典 分 析 学 研究 中 出 
现 了 许多 重要 的 函数 空间 。 对 一 些 类 型 的 函数 空间 ， 现 
已 取得 相当 丰富 的 理论 成 就 。 

当 0 是 拓扑 空间 ，0 上 有 界 连续 函数 全 体 以 极 大 模 
f=sup |f(*)| 为 范 数 时 构成 巴 拿 赫 空间 C(0)。 特 别 
当 0 是 局 部 紧 的 ，C(0) 中 具 紧 支 集 (函数 了 的 支 储 即 集 
合 {xE9if(x) 坟 0} 的 闭 包 ) 的 函数 全 体 CD) 是 CD) 一 
个 不 完备 的 线性 子 空间 。 当 0 是 紧 的 ，0 上 所 有 连续 函 
数 必 有 界 , 它 们 就 构成 C(0)。 对 紧 空 间 0 的 特例 


和 和 中 


C(9) 成 为 收敛 序列 全 体 所 构成 空间 C。 
当 在 0 中 定义 了 测度 4, 在 (0,x) 上 可 测 并 使 |f(x)|? 
在 QO 上 可 积 (1<p<%) 的 函数 了 的 全 体 , 赋 有 范 数 | 上 f= 


上。 (| if)1eae(z)) “时 构成 巴 全 村 空 间 即 勒 贝 格 
空间 Le(D,A).Le(D,z) 中 序列 { 思 ) 收敛 ( 称 为 卫 次 平均 
收敛 ) 到 了 即 指 im 了 一 天 一 0。 LO,z) 是 一 着 尔 伯 符 
空间 , 轧 9EI(9,A) 的 内 积 (六 9)= | .fx)9(z)dn(z)( 在 
复 人 函数 情况 L?(0,h) 的 内 积 为 
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(fs9)=| fC)gc) dn(z)), 


Le(1<p<c) 空间 的 重要 推广 是 身 尔 里 奇 空间 。 设 [0， 
一 ) 上 扩 非 降 正 本 数 6Ks) 满足 9(0)=0, 人 22>oo(s 一 
~), 命 Lo(9,p) 表 所 有 使 2(1fCx)|) 在 0 上 可 积 的 函数 
f(x*). 若 存在 某 固定 的 C>0,2(2s)<CO(s), 则 对 某 k>0 
使 2(k |f(x)|) 可 积 的 函数 了 全 体 所 成 集合 3(0, 4) 取 


范 数 | 一 inf >0; 2671f4z)1 ae(x)< 寺 时 成 为 


一 个 巴 拿 料 空间 , 称 为 奥 尔 里 奇 空间 。 当 Gs) 一 sS(1<p<< 
co) 时 就 给 出 奥 尔 里 奇 空间 的 特殊 情形 Ze(D,w)。 如果 存 
在 正 数 «使 | 玉 x)| 过 a 几乎 处 处 成 立 ( 即 除去 一 个 零 测度 
集 外 都 成 立 ), 称 了 为 (9,m) 上 本 质 有 界 可 测 函 数 , 所 有 这 
样 函数 了 在 取 本 质 上 界 | 让 = | fl。= esssupeeolf(x) 一 
inf{a>0; |f(x)|<a (几乎 处 处 )) 为 范 数 时 构成 巴 拿 赫 
空间 M(90,4)。 对 0 是 每 点 具有 单位 质量 ( 即 测度 为 1) 的 
序列 {1，2，3，…， nn) 所 成 离散 空间 ，M(0, 4) 及 Lr(0， 
AD(1<p<co) 分 别 就 是 热 知 的 序列 空间 mm 及 1?。 当 (人 9， 
4) 的 全 空间 OQ 有 有 穷 的 测度 时 ， 还 可 定义 又 一 重要 函数 
空间 S(0，4)，S(0，4) 表 示 所 有 QO 上 几乎 处 处 有 穷 的 


可 测 函 数 f， 它 是 以 | 囊 = | .111MGI+ Cao)1)dw(z) 为 所 
范 数 的 弗 雷 加 空间， 其 中 序列 { 如 )} 收 敛 于 刀 即 im | 一 
了 = 0， 当 且 仅 当 lim A({| 加 (xz) 一 了 2 > 时 ) 一 0 s>0 


( 即 依 测度 收敛 )。 特 别 当 0=(1,2,…,n,…) 在 点 n 有 质 
量 1/2" 时 ,S(9) 成 为 序列 空间 s。 

在 复 平面 C 的 区 域 9 上 全 纯 函数 的 研究 ， 引 出 一 类 
函数 空间 , 即 哈代 空间 Hz(p>1) 和 与 哈代 空间 H! 有 关 
的 有 界 平均 振幅 空间 ( 见 BMO 空间 )。 

设 0 为 n 维 欧 几 里 得 空间 R 的 子 域 ， 在 C(9) 中 取 
人 =1,2,…， oo) 阶 连续 可 微 于 0 的 函数 f， 其 全 体 记 为 
Ci(0)。C'(9) 中 具 紧 支 集 的 函数 集合 记 为 C;(9)。 若 0 
为 Rr 的 子 域 闭 包 , 则 了 的 条 件 改 为 对 所 有 a= (os,…， 
an)( 其 中 为 非 负 整 数 ,0<1a| = 十 四 十 … 十 ms 六 如 
I<co 0<la|<%, 如 1= 吕 )，D?f 有 界 且 一 致 连续 于 
Int9, 得 连续 地 开拓 到 39, 这 样 的 了 全 体 仍 记 为 C(9)。 
空间 C!9) 的 序列 {f,} 在 C!9) 中 收敛 于 0 当 且 仅 当 对 
所 有 a,0<lal<I(0<lal<m%, 和 如!=0%), 1D?f,(x)| 
在 0 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 于 0。 序 列 { 亿 }cC5(9) 在 
Cs(9) 中 收敛 于 0, 如 果 所 的 支 集 (v=1,2,…) 含 于 0 内 
与 无关 的 紧 集中 而 { 刀 )} 在 C0) 中 收敛 于 0。 

对 域 OCR",，C”(9) 及 C8(90) 也 分 别 记 为 4(0) 及 
2(0)。 它 们 是 广义 函数 论 中 的 基本 函数 空间 ( 见 广义 函 
数 )。 对 1<p<co，2rP(9) 表 C“(9) 中 使 得 对 所 有 ay 
DeTE L(9,m)(m 为 惑 贝 格 测度 ) 的 了 全 体 , 它 是 拓扑 线 
性 空间 ,和 零 元 的 基本 邻 域 为 vie= {fE 222(0)11D*f|s< 
aq| 三 六, Vs>0,Yl。Grn(9) 也 记 为 多 (0)(0=R" 时 ， 
得 从 记 法 中 略 去 ) 。C” 中 满足 急 减 条 件 


lim |x|*|D*f(x)|=0 
ii 


(对 一 切 m， 一 切 k> 0) 的 函数 了 所 成 急 减 函数 空间 记 为 
,9 中 零 元 的 基本 邻 域 是 
Vanto={PEelG1I+1zl9*1DeKz)1<es0<1a|< 六 ， 
VI<co,Ye>0，VY 正 整数 K。 称 C* 中 了 满足 组 增 条 件 ， 
如 |Def(z)| 为 |z| 的 一 多 项 式 P( 依 赖 于 a) 所 控制 ， 即 
1Def(z)| 三 1P(z)|，Va,|z| oo， 这 样 的 了 所 成 的 绥 
增 函 数 空间 记 为 Ou，Ow 中 序列 {fs} 收 全 于 零 元 指 对 每 
个 4 与 每 个 pE 9,{p(z)D*f(z)} 在 Re 上 一 致 收敛 于 0。 

子 域 9CRe 上 索 伯 列 夫 空间 W8(D) (I= 0,1;2， 
1<p<co) 是 巴 拿 桩 空间 ， 范 数 

上 =( 习 | iPrzoleaz) 


vfs 


D?f 表 此 空间 中 函数 了 在 索 伯 列 夫 意 义 上 的 广义 导数 ; 
Def= JW3(9)=L2(9)。 索 伯 列 夫 空间 对 研究 偏 微分 方 
程 问题 解 有 重要 意义 且 与 其 他 函数 空间 概念 有 联系 。 
随 着 不 同 函数 空间 的 提出 ， 常 要 了 解 对 偶 空 间 的 组 
成 和 性 质 。 从 熟知 的 C([0, 1]) 与 有 界线 性 泛 函数 的 表 
达 推 广 得 知 :对 紧 空间 9，C (9) 的 对 偶 空 间 同 构 于 口中 
波 莱 尔 集 所 成 集合 上 定义 的 可 列 可 加 集 函数 ”所 组 成 的 
集合 BV(0), 它 在 以 gp 在 OQ 上 的 全 变 差 为 范 数 时 为 巴 拿 


赫 空间 。 对 于 1<pe<o, 于 + 二 = LP(9，m) 和 


La(9,4),l? 和 三 分 别 互 为 对 偶 空 间 。M(9, 4) 的 对 偶 空 
闻 同 构 于 一 赋 范 空间 ， 它 的 元 p 是 定义 在 8 中 所 有 可 测 
集 上 的 有 限 可 加 集 函 数 ， 绝 对 连续 ( 即 对 于 上 测度 4， 
MN)= 0 二 w(N)= 0) 且 在 9 上 具有 界 变 差 ， 9 在 QO 上 全 
变 差 为 范 数 |||。L:(9, 上 ,1,c 的 对 侦 空 间 分 别 同 构 于 
M(Q,4) ,ml 
名 .9.6 的 对 侦 空 间 分 别 为 2'、9'、0'。 因 为 BC9C 

484.99' 二 9'4'。99' 的 元 称 为 施 瓦 兹 广义 函数 。 满 足 条件 
(1+|x|*) 二 E 3'( 对 任何 整数 k>0) 的 广义 函数 了 称 为 
急 减 广义 函数 ， 其 全 体 记 为 25。 从 上 面 的 规定 及 拓扑 线 
性 空间 理论 ， 有 以 下 包含 关系 (1<pP<q<%%): 

DCI TCDS DaCB Oe 

nn n, Nn, nnn 

dCOICDio ES Da DB EI SD 
略 去 9,9'… On， 20， 则 上 面包 含 关系 对 于 以 子 域 OCR" 
取代 Rr 时 仍 成 立 。 

两 线性 空间 4,B 间 包 含 关 系 , 用 记 法 ACB, 在 集合 

及 代数 结构 意义 上 理解 。 有 时 两 线性 拓扑 空间 4，B 间 
包含 关系 AcB 同时 还 表示 映射 4B 是 连续 的 ， 这 时 
AcB 表 A 单 射 入 B, 在 函数 空间 ,广义 函数 的 空间 , 索 伯 
列 夫 空 间 方面 有 许多 这 类 关系 , 最 常见 的 如 L?(9, “)S 
La(9,n),9<p, 《 田 方 增 ) 


hanshuzhl fenbulun 
函数 值 分 布 论 (theory of value-distribution) 
复 变 函 数论 中 历史 悠久 ,理论 完美 的 一 个 分 支 。 


初等 代数 的 一 个 基本 问题 是 求 多 项 式 的 零点 。 然 而 
一 些 理论 和 实际 问题 还 要 求 研究 较为 广泛 的 函数 类 一 一 
整 劝 数 和 亚 纯 数 的 取 值 情况 ， 这 便 是 函数 值 分 布 论 的 
主要 研究 内 容 。 

1879 年 法 国 著名 数学 家 上 直 皮卡 借助 于 模 函 数 证 明 
了 : 若 也 z) 为 一 整 函数 ,是 不 晓 化 为 常数 ， 则 对 于 任意 复 
数 a( 值 包括 在 内 )， 方程 f(z)=a 都 有 根 ,至 多 除去 两 
个 例外 值 。 皮 卡 定理 是 函数 论 中 一 个 十 分 深刻 的 结果 ， 
它 商定 了 值 分 布 论 的 基础 ,以 后 M. 拉 盖 尔 、H. 席 加 某 竺 
曾经 继续 从 事 研究 。J 阿达 马 建 立 了 整 函数 与 亚 纯 函数 
的 分 解 定理 ,并 且 将 其 应 用 于 《上 函数 的 零点 的 研究 。 

1896 年 它 波 菜 尔 正式 引入 整 函数 的 级 的 概念， 把 
皮卡 定理 大 大 推进 了 一 步 。 他 证 明了 , 若 f(z) 为 一 整 函 
数 ,其 级 “是 有 穷 正 数 , 则 对 于 任意 复数 有 

im ee),, 
至 多 除去 两 个 例外 值 。 这 里 n(r,f ~a) 表示 |z|<r 上 
f(z) =a 的 根 的 个 数 ， 且 上 重 根 计算 k 次 。 波 莱 尔 定理 
的 证 明基 于 函数 的 增长 性 ,是 纯 分 析 的 ,对 以 后 值 分 布 论 
的 发 展 有 很 大 影响 ,皮卡 和 波 莱 尔 定理 可 被 推广 到 亚 纯 
函数 的 情况 。 

20 世 纪 初 ,有 很 多 学 者 从 事 值 分 布 论 的 研究 ,其 中 应 
特别 提 到 下 . L. 林 德 勒 夫 、L. 0. 布 卢 门 墙 尔 、A, 当 偶 瓦 、 
A. 威 显 .G. 瓦 利 隆 、J. EE. 李 特 尔 伍德 等 。 还 有 很 多 研究 
工作 与 值 分 布 论 密切 相关 , 诸如 延 森 公式 ， 兰 道 定理 , 逆 
特 基 定 理 , 关 于 浙 近 值 的 著名 的 当 儒 瓦 猪 测 (后 来 为 L.V. 
阿尔 福 斯 证 实 ), 应 用 广泛 的 菲 拉 格 芒 - 林 德 勒 夫 原 理 , 莹 
泰 尔 关于 正规 族 的 理论 以 及 F. 艾 弗 森 关 于 反 函 数 的 研 
究 等 。 

1919 年 G. 朱 利 亚 应 用 蒙 泰 尔 的 正规 定 则 证 明了 : 若 
f(z) 为 超越 整 函数 ， 则 至 少 存在 一 条 从 原点 发 出 的 半 直 
线 ]:argz~9o(0<9。<2x), 使 得 对 于 任意 正 数 s 与 所 有 
复数 4 在 角 域 larg z 一 0,| <s 内 f(z)=a 都 有 根 , 至 多 可 
能 除去 两 个 例外 值 。 这 样 的 方向 称 为 了 (z) 的 朱 利 亚 方 
向 。 朱 利 亚 定理 开创 了 在 一 射线 附近 函数 取 值 情况 的 研 
究 ,这 类 研究 称 为 辐 角 分 布 论 ;而 在 整个 平面 上 函数 取 什 
的 研究 ， 则 称 为 模 分 布 论 。1924 年 H. 米 阁 证 明了 所 谓 
充满 圆 的 存在 ， 把 朱 利 亚 定理 向 前 推进 了 一 步 。 

1925 年 ， 芬 兰 数学 家 R. 硕 望 林 纳 把 亚 纯 函数 作 为 
主要 研究 对 象 ， 建 立 了 两 个 基本 定理 。 他 的 研究 使 值 分 
布 论 呈 现 了 崭新 的 面 萄 ,开始 了 值 分 布 的 近代 理论 (也 党 
常 称 为 奈 望 林 纳 理论 )。 这 是 对 20 世纪 数学 发 展 的 一 个 
重大 贡献 .对 于 亚 纯 函数 (2) 和 任意 复数 9, 除去 量 n(7， 
f=0) 外 ,还 可 考虑 其 积分 平均 什 


Nero 全 二 由 


索 望 林 纳 引入 特征 函数 T(r, 力 一 m(r, 用 十 NGrif= oo)， 
式 中 mr, 力 = 下 站 mag'1fcre)lag, 耐 og'1feeo1= 
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max(log|f(re*| ,0)。 这 时 f(z) 的 级 被 定义 为 
pm D 


pe 


他 进一步 定义 
TN(r,f=0) 


aa, -1 mT 


当 5(a, 了 有 >>0 时 ， 则 称 4 为 f(z) 的 亏 值 ，3(a, 了 ) 为 其 亏 
量 。 奈 望 林 纳 理论 的 主要 结果 是 ， 对 于 超越 亚 纯 函数 
fz), 其 亏 值 至 多 是 可 数 的 ,并且 相 应 的 亏 量 总 和 不 超过 
2， 即 23(4,f)<2。 这 个 式 子 称 为 亏 量 关系 。 

应 用 泰 望 林 纳 理论 , 瓦 利 隆 于 1928 年 将 朱 利 亚 方向 
和 充满 贺 作 了 重大 发 展 ,证 明了 波 莱 尔 方向 的 存在 性 。 若 
f(z) 为 p(0<p<%) 级 亚 纯 函 数 ， 则 至 少 存在 一 条 从 原 
点 出 发 的 半 直 线 B: arg z=6,(0<9。<2x), 使 得 对 于 任 
意 正 数 。 与 所 有 复数 有 

005,f =a. 

i eres 人 


p, 


至 多 除去 关于 a 的 两 个 例外 值 。 在 这 里 n(7,0,,5,f=a) 
表示 域 (|z|<7) (largz 一 9o|<e) 上 f(z)=4 的 根 的 
个 数 。 

这 一 阶段 有 很 多 杰出 的 学 者 从 事 值 分 布 论 的 研究 。 
除去 奈 望 林 纳 兄弟 、 瓦 利 隆 、 米 洛 , 还 有 阿尔 福 斯 、 A. 布 
洛 炎 ,HH. 嘉 当 、M. 工 . 卡特 赖 特 .0. 泰 希 米 勒 等 。 值 分 布 
论 关于 例外 值 的 研究 实质 上 等 价 于 函数 的 黎 曼 曲面 的 分 
支 性 质 的 研究 。 随 着 值 分 布 论 的 发 展 ， 就 对 黎 曼 曲面 的 
研究 提出 了 一 系列 问题 。 这 方面 奈 望 林 纳 兄弟 和 阿尔 福 
斯 等 学 者 做 了 不 少 工作 。 

在 第 二 次 世界 大 战 期 间 以 及 战 后 的 几 年 里 ， 函 数值 
分 布 论 的 研究 较为 沉寂 。 但 是 从 50 年 代 中 期 以 来 ,这 方 
面 的 优秀 工作 又 屡 有 出 现 。 其 中 A. 埃 德 雷 与 W. HT 
富 克 斯 .A.A. 戈 尔 德 贝 格 关于 亚 纯 函 数 的 亏 值 与 亏 量 的 
一 系列 研究 ，W. K. 海 曼 关于 亚 纯 函 数 结合 于 其 导数 的 
一 个 基本 不 等 式 , D. 德 拉 辛 关于 奈 望 林 纳 理论 的 反问 题 
的 彻底 解决 以 及 奈 望 林 纳 猜想 的 彻底 解决 ,A. 韦 蒋 曼 证 
明了 有 穷 级 亚 纯 函数 的 每 个 亏 量 的 立方 根 仍然 构成 收敛 
级 数 等 则 是 其 中 杰出 的 代表 。1973 年 ,A. 伯 思 斯 坦 基于 
值 分 布 论 与 传 里 叶 分 析 ， 引 进 了 T* 函数 ， 并 用 以 证 明 
了 所 谓 展 布 关系 。 以 后 , T* 函数 在 单 叶 函数 、 整 函数 的 
最 小 模 等 方面 也 取得 了 应 用 。 

函数 值 分 布 论 还 被 推广 到 代数 体 函数 (G-. 雷 蒙 多 斯 、 
瓦 利 隆 、H. 塞 尔 伯 格 \E. 乌 里 希 ), 亚 纯 曲 线 ( 孔 . 外 尔 、J. 
韦 尔 ,阿尔 福 斯 伍 鸿 照 ) 以 及 多 复 变 函 数 ( 陈 省 身 、R. 博 
特 、P. 格 里 非 思 、W. 斯 托 尔 )。 围 绕 着 推广 奈 望 林 纳 的 两 
个 基本 定理 与 亏 量 关 系 ,每 个 方面 都 有 不 少 研究 工作 。 

在 熊 庆 来 的 倡导 下 ， 庄 折 泰 、 杨 乐 , 张 广 厚 等 从 事 值 
分 布 论 的 研究 ， 取 得 了 显著 的 成 果 。 具 有 代表 性 的 研究 
工作 有 关于 无 穷 级 亚 纯 函 数值 分 布 的 研究 ， 奈 望 林 纳 第 
二 基本 定理 的 推广 与 亏 函 数 ， 亚 纯 函数 亏 值 数 目 与 波 莱 
尔 方向 数目 的 关系 , 波 莱 尔 方向 的 分 布 规律 ,关于 渐 近 值 
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的 研究 , 亚 纯 函数 的 辐 角 分 布 等 。 
参考 书目 
杨 乐 著 :< 值 分 布 论 及 其 新 研究 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1982。 
R. Nevanlinna, Analytic Functions, Springer-Verlag, 
Berlin, 1970. 
W. K. Hayman. Meromorphic Functions, Oxford Math. 
Monographs, Oxford Univ. Press, London, 1964. 
( 杨 乐 ) 
haongliesh! 
行列 式 (determinant) 重要 的 数学 概念 和 工具 
之 一 。 它 来 源 于 求解 线性 方程 组 。 由 个 元 素 ( 数 ) au 
(i j=1,2,…,n) 排 成 n 行 n 列 并 写成 


Qu Ga … om 
Qa Qa Gon (GD 
On oz “Om 


的 形式 , 它 表示 所 有 符合 以 下 条 件 的 项 的 代数 和 ， 

@ 每 项 是 n 个 元 素 的 乘积 ， 这 + 个 元 素 是 从 (1) 中 
每 行 取 一 个 元 素 、 每 列 取 一 个 元 素 组 成 的 ,可 记 为 

GapiGapa anpny 

式 中 Pips…Pn 是 1,2,…sn 的 一 个 排列 。 

@ 每 项 a1o.0,…anpn 应 带 正 号 或 负 号 ,以 1,2,…， 
? 的 顺序 为 标准 来 比较 排列 (pip:…ps) 的 逆序 数 是 偶 或 
奇 而 决定 例如 三 阶 行列 式 中 的 项 aaa 的 排列 (231) 
有 2 个 逆序 , 即 2 在 1 之 前 ! 3 在 1 之前， 所 以 azaaay 
应 带 正 号 ;而 caaaaws 中 (213) 的 逆序 为 1, 因 为 这 时 只 有 
2 在 1 之 前 , 所 以 应 带 负 号 。 

(1) 称 为 n 阶 行列 式 , 有 时 简 记 为 |aw| ,其 中 ou 称 为 
第 i 行 第 j 列 上 的 元 素 或 元 ， 当 ij 时 即 aw, 称 为 主 对 
角 线 (altaaz…am) 上 的 元 。 


因为 内 个 元 的 所 有 排列 共有 n! 个 ， 所 以 |ou| 共 有 
n1 个 项 。 由 此 可 知 ， 
Qn oa … om 
时、 水 :|= 瑟 十 aipiaapz…anpny 
Oo， nt “Gm 
式 中 是 对 1,2,…sn 的 所 有 排列 取 和 ,十 符 号 按 上 述 规 
则 确定 。 例 如 ， 


Qn Qa on 
一 Gaz033 十 Qiz023031 十 QisQzi03z 


0 QQ Qs 
a ~— G023032 ~ G12021033 — G13022031 
oa 0az (a 
ol oa … inl On 

0 | 
和 
re 


行列 式 有 多 种 定义 方式 ,实质 上 不 同 的 大 致 有 三 类 ， 
除 上 述 的 完全 展开 式 定义 外 ， 常 见 的 还 有 归纳 定义 和 公 
理化 定义 等 。 

行列 式 的 基本 性 质 ” 任 一 行列 式 都 有 以 下 性 质 ，@ 


行列 式 4 中 某 行 (或 列 ) 用 同一 数 K 乘 ， 其 结果 等 于 k4。 
加 行列 式 4 等 于 其 转 置 行列 式 4? (4? 的 第 i 行为 A 的 
第 i 列 )。@ 若 n 阶 行列 式 |aw| 中 某 行 (或 列 ) os 一 b+ 
j=1,2,…,n, 则 |aw| 是 两 个 行列 式 的 和 , 这 两 个 行列 
式 的 第 i 行 (或 列 )， 一 个 是 bi,b,,…,bn 另 一 个 是 cry 
C49…sCn; 其 余 各 行 (或 列 ) 上 的 元 与 1aw| 的 完全 一 样 。@ 
行列 式 A 中 两 行 (或 列 ) 互 换 , 其 结果 等 于 一 A。@ 把 行 
列 式 4 的 某 行 (或 列 ) 中 各 元 同 乘 一 数 后 加 到 另 一 行 (或 
列 ) 中 各 对 应 元 上 ， 结 果 仍然 是 4。 

行列 式 的 计算 简单 的 行列 式 根据 定义 或 基本 性 质 
容易 计算 。 一 般 方法 是 把 它 按 行 (或 列 ) 展 开化 为 低 阶 行 
列 式 来 计算 。 如 nn 阶 行列 式 4A 按 第 i 行 (或 列 ) 展 开 ， 

las| =anAut +amAm= auAyt + ansAnss 
式 中 Aw=( 一 DIMw,My 是 从 |ay| 中 划 去 第 i 行 和 第 
j 列 后 得 到 的 行列 式 即 n 一 1 阶 子 式 ， 称 为 as 的 余子 
式 ， Aw 称 为 au 的 代数 余子 式 。 在 上 式 中 把 Au( 或 4A) 
换 成 44( 或 Aw) ,i#*j, 即 第 i 行 (或 列 ) 中 各 元 与 第 j 行 
(或 列 ) 中 各 元 的 代数 余子 式 相聚 ， 其 结果 为 零 。 以 上 结 
果 可 综合 写成 ， 


总 An=iuh, 加 ohv=ae4a， 


式 中 3 是 克 罗 内 克 符 号 .3 表示 当 ij 时 ,5 一 Liz#j 时 ， 
Wy=0。 

上 面 是 按 某 一 行 (或 列 ) 展 开 ， 还 可 以 按 某 几 行 (或 
列 ) 展 开 。 在 nt 阶 行列 式 A 中 取 定 某 k(1<k<n) 个 行 (或 
列 ), 则 在 这 k 个 行 (或 列 ) 中 的 所 有 大 阶 子 式 分 别 与 它 的 
代数 余子 式 的 乘积 的 和 为 A。 这 就 是 拉 普 拉 斯 展开 式 。 
它 由 A.-L. 柯 西 于 1812 年 首先 证 明 。 

k 阶 子 式 的 代数 余子 式 是 上 述 1 阶 子 式 aw 的 代数 余 
子 式 hu 的 推广 。 设 N 是 从 站 阶 行列 式 4 中 划 去 Cn 一 由) 
个 行 和 (n ~k) 个 列 得 到 的 k 阶 子 式 ，M 是 从 有 4 中 划 去 NN 
所 在 的 行 和 所 在 的 列 得 到 的 (n 一 k) 阶 子 式 ， 则 M 称 为 N 
的 余子 式 。 如 果 有 所 在 的 行 是 让, 和 ，…， 困 ,所 在 的 列 分 
别 是 入， 放 ，…， 力 ,那么 (一 1)5797 er NM 称 为 
NN 的 代数 余子 式 。A 自身 的 余子 式 规定 为 1， 所 以 4 的 
代数 余子 式 也 是 1。 若 子 式 N 所 在 行 的 序数 与 所 在 列 的 
序数 相同 , 则 N 称 为 主子 式 。 

某 些 行列 式 用 拉 普 拉 斯 展开 式 计算 非常 方便 。 例 如 ， 


2n 阶 行列 式 
a b 
n 行 | i 
b a 
1 行 | Le 
b a 
a b 
. en-D 行 
一 (ob 8 
2 “此 (nn- 册 行 
， 下 全 大 


一 … 一 (@z 一 太 )n。 


REN 


范 他 莹 他 行列 式 ”用 数学 归纳 法 可 以 证 明 范 德 蒙 德 
行列 式 


贡生 


显然 ， 一 个 范 德 葵 德 行列 式 为 稚 的 充分 必要 条 件 是 
和 mn 中 至 少 有 两 个 相等 。 
行列 式 的 来 各、 根据 拉 普 拉 斯 展开 式 ， 两 个 n 阶 行 
列 式 lov| 与 lbul 的 乘积 是 阶 行列 式 |eul , 即 
laul "lbul= Ieul, 


式 中 Cu= Danby, 
设 A=|as| 是 一 n 阶 行列 式 , 则 4 的 伴随 行列 式 是 


[An A A 
: |: : | -ho 
hh A 


式 中 Aw 是 aw 的 代数 余子 式 。 
行列 式 的 应 用 克 莱 姆 规则 是 用 行列 式 求解 线性 方 
程 组 的 一 种 方法 。 设 有 线性 方程 组 
oz 十 Qizxz 十 … 十 Gonxn 一 by 
ai 十 Gaaxa 十 … 十 GanXi 


= I (~—% 
wil 4) 


(2) 


opiz: 十 anzxz 十 … 十 annXn 一 boy 


如 果 它 的 系数 行列 式 
| ma mm 
本 
| 
那么 它 有 唯一 解 
X=D/D (i=1,2,…,n), (3) 


式 中 DD, 是 将 D 中 第 i 列 中 元 素 ou， aa，…， aqm 分 别 用 
bba，…wbn 答 换 得 到 的 行列 式 。 

平面 解析 几何 中 过 两 点 (xX,, 加 ) 和 (xi y3) 的 直线 方 
程 可 用 行列 式 表达 如 下 
三 团 庙 
x hl 
x Ys 1 
三 条 直线 ax+by+c,=0(i=1,2,3), 两 两 互 异 , 交 于 一 
点 的 充分 必要 条 件 是 
a bc 
而 多 
mm bc 
以 (zu )、(zs 如 ) 和 (zs 胡 ) 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 面 


积 是 
x hl 
lx, y, 1 
让 m 也 
x 1 


=0。 


=0。 
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的 绝对 值 。 特 别 地 ,以 (0,0)、(x1,4)、(x2,9:) 为 顶点 的 
三 角形 的 面积 是 

1 纪 

2|x | 


的 绝对 值 。 因 此 以 向 量 (x,, 妨 )、(xa*ga) 为 边 的 平行 四 边 
形 的 面积 是 


x Yh 
Xs Ys 
的 绝对 值 。 这 一 结论 可 以 推广 为 : + 阶 行列 式 (1) 的 绝 
对 值 可 以 看 作 是 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 以 * 个 向 量 (ou， 
G'sQn)(i=1, 2，…，n) 为 边 所 张 成 的 超 平行 六 面体 
的 体积 。 此 亦 即行 列 式 (1) 的 几何 意义 。 

设 n 维 欧 几 里 得 空间 中 有 一 个 变换 

X=fYisda yn) i=1,2,.,n), 

函数 行列 式 


of af af 

By By Dy, 

of 3f ,3 
J By | 
3f 3f fu 
By Gy: Gy, 
称 为 雅 可 比 行列 式 。 当 了 大 0 时 , 则 下 面 的 积分 变量 变换 
公式 成 立 ， 

[EE RC 


do 


fa das» Yn))| Tl dy dy yn 
式 中 G 是 % 维 欧 几 里 得 空间 内 有 确定 面积 的 有 界 域 ，B 
是 G 的 像 。 雅 可 比 行列 式 给 出 了 体积 元 de, 作 dx, 八 … 
人 dx 和 中 1 八 dys 八 … 八 dyn 之 间 的 联系 
de NdeaN\ Nden= Tdy Ndy 人/N\dyne 

它 在 隐 范 数论 的 研究 中 也 是 不 可 缺少 的 。 

上 面 行列 式 |aw| 中 的 元 cu, 假定 都 是 数 ! 如 果 au 都 
在 一 个 域 中 ,上 面 得 到 的 结果 仍 能 成 立 。1943 年 , 迪 厄 多 
内 发 表 了 《 非 可 换 体 行列 式 ? 一 文 ， 在 非 可 换 域 即 体 上 建 
立 了 所 谓 非 可 换行 列 式 理论 ， 大 致 具备 上 述 行列 式 基本 
性 质 ， 并 把 克 芋 姆 规则 推广 到 系数 是 体 中 元 素 的 线性 方 
程 组 上 。 

历史 上 ， 最 早 使 用 行列 式 是 在 17 世纪 G. W. 某 布 
尼 英 与 G.-F.-A. de 洛 必 达 时 代 。 后 来 G. 克 莱 姆 于 
1750 年 发 表 了 著名 的 克 莱 姆 规则 。A.-L. 柯 西 于 1841 年 
首先 创立 了 现代 的 行列 式 概念 及 其 符号 ， 但 他 的 某 些 思 
想 却 来 自 C.F. 高 斯 。 (能 全 湾 ) 


Hoosiduofu 
豪 斯 多 夫 , F. (Felix Hausdorff 1868 一 1942) 


德国 数学 家 。1868 年 11 月 8 日 生 于 布 列 斯 劳 ( 今 波兰 弗 
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拉 茨 瓦 夫 ),1942 年 1 月 26 日 卒 于 波 思 。 幼 时 随 父母 迁 
往 莱比锡 。1891 年 在 莱比锡 大 学 取得 博士 学 位 1896 年 任 
该 校 数学 讲师 。 早 年 的 兴趣 在 哲学 和 文学 , 1902 年 升任 
副教授 后 ， 才 用 较 多 时 间 研究 数学 。1910 年 任 波 思 大 学 
副教授 , 1913 年 在 格 赖 夫 斯 瓦尔 德 大 学 任教 授 , 1921 年 
回 波 思 大 学 任教 授 。 1935 年 因 是 犹太 人 被 强制 退休 ， 
1942 年 初 在 波恩 自杀 。 

豪 斯 多 夫 的 工作 涉及 天 文学 、 光 学 .概率 论 及 几何 学 
等 。 他 最 重要 的 贡献 在 集合 论 和 点 集 拓扑 学 方面 ， 代 表 
作为 《 集 论 (1914), 这 一 著作 奠定 了 点 集 拓扑 学 的 基础 。 
其 中 首次 借助 邻 域 概念 定义 拓扑 空间 ， 开 展 度量 空间 研 
究 。 他 提出 的 一 类 拓扑 空间 〈 任 两 点 都 分 别 存在 邻 域 且 
二 者 不 相交 ) 被 称 为 豪 斯 多 夫 空间 。 这 一 著作 对 集合 论 
也 有 诸多 贡献 ,如 将 序 型 分 类 ,研究 序 型 的 有 序 积 、 有 序 
集 表 示 等 问题 。 他 引入 的 极 大 原理 可 用 来 代替 超 限 归纳 
法 ,并 与 后 来 常用 的 佐 思 引 理 等 价 。 

1914 年 ， 他 提出 R? 中 单位 球 的 分 解 ， 后 导致 巴 拿 
赫 - 塔 尔 斯 基 分 球 悖 论 ( 见 先 样 公 理 )。 同 年 提出 测度 问 
题 : 是否 存在 使 R" 的 每 个 子 集 均 可 测 的 有 限 可 加 测度 ? 
1923 年 证 明 上 述 问题 当 n=1、2 时 存在 无 穷 多 个 解 ， 当 
?> 3 时 无 解 。 

豪 斯 多 夫 在 其 他 方面 的 工作 有 ， 群 论 符号 的 指数 公 
式 (1906)、 华 林 问 题 简化 证 明 《1909) 及 提出 非 整 维 数 
(1919) 等 。 ( 胡 作 玄 ) 


hesuon 
和 算 。 日 本 传统 数学 。 按 狭义 的 理解 ，17 世纪 至 19 
世纪 中 叶 二 百 余年 间 ， 是 和 算 的 兴盛 时 期 ， 和 算 即 是 专 
指 这 一 时 期 ( 江 户 时 期 ) 的 日 本 数学 。 明 治 维新 (1868) 以 
后 ,由 于 西方 数学 不 断 传 人 ,和 算 逐 渐 误 废 。 

在 和 算 发 展 的 初期 ， 曾 受到 中 国 古代 数学 的 很 大 影 
响 。 至 8 世纪 初 ,日 本 已 仿照 隋唐 时 期 的 数学 教育 制度 设 
置 算 学 博士 并 采用 《 巴 佣 算 经 》 九 章 算 水 》《 孙 子 算 经 》、 
《组 术 》 等 中 国 古 算 书 作为 教材 ( 见 《站 经 十 书 》)。 在 流传 
至 今 最 早 的 和 算 书 4 口 游 X970) 中 ,还 可 以 看 到 中 国 数学 
的 影响 。 但 是 ， 直 到 15 世纪 之 前 ,和 算 并 没有 较 大 发 展 。 

进入 16 世纪 以 后 ,伴随 着 城市 手工 业 和 工商 业 的 发 
展 ， 对 计算 数学 的 要 求 日 益 人 迫切。 中国 元 代数 学 家 朱 世 
本 所 著 《 算 学 启蒙 > 和 明代 数学 家 程 大 位 所 著 《 算 法 统 宗 》 
等 先后 传人 日 本 ， 对 和 算 的 前 期 发 展 产生 了 重大 影响 。 
1622 年 出 版 了 现存 最 早 的 印刷 本 和 算 书 K 割 算 书 》( 毛 利 
重 能 著 )。1627 年 出 版 的 《 廉 规 记 》( 吉 田光 由 著 )， 使 珠 
算术 在 日 本 迅速 得 到 普及 。 从 内 容 上 看 《 麻 志 记 »》 与 《 算 
法 统 宗 ? 极 为 类 似 ,但 其 中 许多 算 题 都 是 根据 日 本 的 实际 
情况 而 编写 的 。 此 书 在 以 后 的 二 百 余年 间 ， 先 后 出 版 了 
各 种 不 同 版 本 达 三 百 余 种 ， 在 日 本 广 为 流 行 。 早 期 的 和 
算 书 还 可 以 举 出 《 诸 勘 分 物 江 百 川 治 兵 卫 )《 竖 刻录 并 今 
村 知 商 ,1639) 等 。 

从 17 世纪 70 年 代 开 始 ， 由 于 并 孝 和 学 派 ( 阅 流 ) 几 


代 人 的 努力 ， 和 算 进入 了 兴盛 时 期 。 并 考 和 在 日 本 备 受 
和 尊崇， 被 称 为 算 圣 。 并 氏 学 派 的 主要 成 就 是 "点 窜 术 "和 
“ 圆 理 "。“ 点 窜 术 "把 由 中 国 传人 的 天 元 术 改 为 笔算 并 在 
算式 的 记 法 方面 作 了 改进 ， 是 和 算 特 有 的 笔算 代数 学 。 
“ 圆 理 "是 和 算 所 特有 的 数学 分 析 。 经 过 不 断 的 发 展 ， 它 
在 某 些 问题 上 取得 了 和 西方 微 积分 学 相 类 似 的 若干 成 
果 。 天 孝 和 的 弟子 建部 贤 弘 利用 二 分 弧 、 四 分 弧 等 逐 源 
加 售 分 统 的 方法 求 得 关于 弧 长 的 无 穷 级 数 表达 式 ， 亦 即 
相当 于 得 出 : 
x 2 


时 
Barcsin w= tt 


这 是 贺 理 的 初期 成 果 之 一 。 除 “点 帘 术 "和 “图 理 ” 之 外 ， 
在 方程 式 论 、 行 列 式 , 幻 方 、 连 分 数 和 不 定 方程 解法 等 方 
面 ， 姑 氏 学 派 也 作出 了 不 少 成 果 。 属 于 并 氏 学 派 的 和 算 
家 还 有 中 根 元 圭 . 久 留 岛 闵 太 、 松 永 良 弱 、 山 路 主任 等 人 。 
山路 的 学 生 安 岛 直 站 在 计算 圆 面积 时 ， 曾 先 用 一 组 平行 
线 将 图 割 为 许多 极 狭 的 矩形 ， 再 行 求 出 这 些 矩 形 面积 和 
的 极限 。 这 一 思想 扩大 了 贺 理 的 应 用 范围 。 椭 贺 以 及 其 
他 平面 曲线 围 成 的 面积 , 弧 长 等 等 , 皆 可 循 此 算出 进而 
曲面 的 表面 积 以 及 体积 的 求 积 等 问题 均 可 用 无 穷 级 数 进 
行 求解 (相当 于 重 积分 )。 晚 期 的 开 氏 学 派 和 算 家 和 田家 
进一步 改进 了 圆 理 。 他 利用 了 微小 的 切线 线 侦 进行 计算 ， 
制作 了 很 多 数 表 ,使 计算 弧 长 ,面积 ,体积 等 问题 ,更 加 简 
化 。 他 所 用 的 方法 和 现代 通用 的 积分 法 ， 在 原理 上 十 分 
接近 。 但 是 ， 用 圆 理 可 积分 的 函数 还 只 限于 是 代数 函数 
的 若干 特定 类 型 。 

除开 氏 学 派 之 外 ， 还 有 一 些 较 小 的 和 算 学 派 。 值 得 
注意 的 有 会 田 安 明 与 并 氏 学 派 间 的 抗衡 。 这 种 抗衡 产生 
了 不 少数 学 著作 。 各 学 派 之 间 这 种 相互 竞争 又 对 各 自 
的 算法 相互 保密 的 关系 ， 颇 与 中 世纪 手工 业 行 会 的 性 质 
相似 。 

从 16 世纪 开始 ,西方 数学 开始 传人 日 本 ; 19 世纪 中 
叶 日 本 采取 开国 政策 之 后 ， 西 方 数学 大 量 传人 。 明 治 维 
新 时 期 ,在 日 本 政府 明令 “和 算 废止 , 洋 算 专用 "之 后 ， 和 
算 迅 速 衰 废 。 只 有 于 算 仍 被 沿用 至 今 。 日 本 算盘 ， 上 一 
珠 ,下 五 珠 , 珠 的 截面 呈 姜 形 , 运算 时 只 用 拇 、 食 二 指 。 

据 统计 , 历史 上 留 有 姓名 的 和 算 家 约 在 300 人 左右 ， 
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著作 约 5000 部 。 (柱石 然 ) 
He'erde budengshl 

赫 尔 德 不 等 式 〈Ha5lder inequality) 见 积 分 
不 等 式 。 

Heke 

赫 克 ,E. (Erich Hecke 1887 一 1947) 。 德国 数 


学 家 。1887 年 9 月 20 日 生 于 德国 该 森 ( 今 波兰 波 冀 南 )， 
1947 年 2 月 13 日 座 于 丹麦 哥本哈根 ,他 1905~1910 年 在 
布雷 斯 劳 、 柏 林 和 格 丁 根 大 学 学 习 ，1910 年 在 D. 希 尔 
伯 兰 指导 下 获 博 士 学 位 。 后 在 格 丁 根 大 学 任 着 尔 伯 特 


及 了 . 克 菜 国 的 助教 ，1912 年 任 无 薪 讲 师 。1915 年 成 为 
巴塞 尔 大 学 教授 ，1918 年 回 格 丁 根 ,1919 年 以 后 一 直 任 
汉堡 大 学 教授 , 直到 去 世 。 

赫 克 的 主要 工作 是 用 解析 
方法 研究 代数 数论 。1917 年 将 
狄 利克 雷 工 函数 推广 到 代数 数 
域 上 ( 赫 克 工 函数 ), 从 而 可 推 
出 素 理想 分 布 的 性 质 。1918 年 
进一步 推广 特征 标的 概念 ， 引 
进 量 特征 标 ， 相 应 定义 量 特征 
标 工 函数 并 给 出 其 无 穷 乘积 表 
示 和 函数 方程 。1937 年 建立 赫 
克 算 子 ,成 为 研究 模 形式 的 重要 工具 。 后 来 应 用 模 形式 研 
究 正定 二 次 型 的 算术 理论 。 他 的 研究 对 后 来 代数 数论 的 
发 展 有 重要 影响 。 他 的 《代数 数论 讲义 》(1923) 至 今 仍 不 
失 为 好 的 入 门 书 ,他 的 论文 收集 在 《数学 文集 X1959) 中 。 

《 胡 作 它 》 

Hengze'er 

享 泽 尔 ,K. (Kurt Hensel 1861 一 1941) ”德国 
数学 家 。1861 年 12 月 29 日 生 于 柯 尼斯 堡 。1941 年 6 月 
1 日 卒 于 马尔 堡 。 他 在 波 思 及 柏林 学 习 数学 ，1884 年 在 
工 . 克 罗 内 克 指 导 下 取得 博士 学 位 ,1886 年 在 柏林 大 学 取 
得 讲师 资格 。 克 罗 内 克 去 世 后 ,他 参与 编辑 其 全 集 。1901 
年 ， 任 马尔 堡 大 学 教授 ，1930 年 退休 。 

享 译 尔 在 数学 上 的 主要 贡献 是 在 代数 数论 方面 。 约 
在 1899 年 ， 发 现 p 进 数 。 在 《代数 数论 》(1908) 和 《 数 
论 》(1913) 中 系统 地 叙述 了 p 进 数理 论 ， 并 将 它 用 于 二 
次 型 的 经 典 理论 。 这 一 工作 导致 赋值 论 以 及 局 部 域 理论 
的 发 展 。 他 也 是 哈 塞 原理 最 早 的 英 基 者 ,他 的 学 生 瑞 . 哈 
塞 发 展 了 p 进 理论 。 亨 泽 尔 和 哈 塞 的 “局 部 -整体 原理 ” 
著称 于 世 。 享 泽 尔 还 是 代数 函数 论 的 算术 方向 的 开拓 者 ， 
他 与 G. 兰 获 贝 格 合 著 的 《代数 函数 论 》(1902) 是 这 方面 
的 经 典 著作 。 ( 胡 作 玄 》 


hengjlexing 
横 截 性 (transversality) 。 扫 分 拓扑 学 中 一 个 重 
要 概念 ,是 对 空间 中 两 个 对 象 处 于 一 般 位 置 的 数学 刻画 。 
人 们 是 怎样 理解 “一 般 位 置 ” 的 呢 ? 如 令 它 的 对 立 概念 是 
“特殊 位 置 ", 通 常 感到 ,处 于 特殊 位 置 的 两 个 对 象 做 适当 
的 微小 变动 后 ,就 处 于 一 般 位 置 ,而 处 于 一 般 位 置 的 两 个 
对 象 做 随意 的 微小 变动 后 仍 处 于 一 般 位 置 ， 考 察 平面 BR? 
中 两 条 曲线 cu cs 它们 的 相对 位 置 示 


加 cae 


措 巷 性 示意 图 
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讨论 两 条 曲线 相交 情况 时 ,容易 看 出 在 图 a\c.d 中， 
当 曲 线 做 微小 变动 时 ， 原 先 相交 的 变动 后 仍 相交 ， 原 先 
不 相交 的 变动 后 仍 不 相交 ， 而 图 b 中 的 两 条 曲线 却 不 具 
有 此 性 质 。 于 是 自然 会 想到 图 a、c、d 中 的 曲线 是 一 般 
位 置 ， 图 b 中 的 曲线 是 特殊 位 置 。 还 有 一 种 更 有 意义 的 
区 分 方法 ， 把 图 a.d 中 的 曲线 看 成 是 一 般 位 置 ， 而 把 图 
b、e 中 的 曲线 看 成 是 特殊 位 置 。 这 种 方法 是 用 横 截 性 来 
区 别 的 。 图 a、d 中 的 曲线 具有 这 样 的 性 质 ， 两 条 曲线 或 
者 不 相交 ,或 者 带 有 非 零 交角 的 相交 ,这 就 是 数学 术语 中 
的 “ 横 截 "。 横 截 概念 严格 定义 如 下 : 

设 f:M>N 是 可 微 映射 ,其 中 M,N 是 微分 流 形 ， 又 
设 S 是 的 子 流 形 。 如 果 对 于 任意 x*EM, y=f(x)ES， 
并 对 于 3 点 处 任意 的 切 向 量 Y， 必 可 写成 Y=fxX+ 
Z， 其 中 Z 是 Vy 点 处 S 的 切 向 量 ,， 鲜 是 x 点 处 M 的 切 向 
量 ,fxX 是 将 X"“ 搬 到 "N 上 而 得 的 向 量 , 上 面 所 述 性 质 成 
立 就 说 了 横 截 于 S。 简 单 地 说 ,f(M) 与 S 横 截 。 

有 了 上 述 横 截 的 概念 , 便 不 难 证 明 : 横 截 性 在 了 做 微 
小 改变 时 保持 不 变 ， 不 横 截 的 了 可 经 适当 小 变动 变 为 模 
截 。 微 分 拓扑 学 中 如 浸入 ,具有 非 退 化 奇 点 的 函数 等 等 概 
念 , 皆 可 在 适当 的 陈述 下 表现 为 上 面 定义 的 横 截 性 。 

横 截 性 的 概念 看 起 来 简单 ， 可 是 能 从 数学 里 广泛 出 
现 的 现象 中 抽象 出 这 样 的 概念 ， 并 巧妙 地 运用 此 概念 解 
决 新 的 数学 问题 , 决 非 易 事 。 这 应 归功 于 20 世纪 50 年 代 
初 R. 托 姆 的 工作 。 《谎言 林 ) 


Hu'erweilcl 
胡 尔 维 茨 ,A，、 (Adolf Hurwitz 1859 一 1919) 
德国 数学 家 。1859 年 3 月 26 日 生 于 希 尔 德 斯 海 姆 ,1919 
年 11 月 18 日 卒 于 苏黎世 。 他 
幼年 受 数学 家 H.C. H. 舒 伯 特 
的 指导 和 资助 ， 从 1877 年 起 ， 
先后 到 慕尼黑 技术 大 学 和 柏林 
大 学 从 师 于 E.E. 库 炭 尔 、K. 
外 尔 斯 特 拉 斯 和 工 . 克 罗 内 克 。 
1880 年 在 慕尼黑 技术 大 学 成 为 
FF. 克 策 因 的 学 生 , 以 模 函 数 的 
论文 取得 博士 学 位 。 此 后 在 柏 
林 大 学 和 格 丁 根 大 学 任教 。 
1884 一 1892 年 应 邀 在 柯 尼 斯 堡 大 学 工作 期 间 ， 是 D. 希 
尔 伯 特 和 旦 . 闵 科 夫 斯 基 的 老师 ， 后 来 又 为 终身 的 朋友 。 
1892 年 任 瑞士 苏黎世 技术 大 学 教授 , 直到 逝世 。 

胡 和 尔 维 茨 早 期 研究 模 函 数 ,并 将 它 用 于 代数 数论 , 讨 
论 类 数 的 关系 。 由 于 接受 了 克 莱 因 几何 直 党 的 影响 ， 他 
们 一 起 得 出 亏 格 大 于 1 的 代数 黎 曼 曲面 的 自 同 构 群 是 
有 限 的 。 著 名 的 胡 和 尔 维 茨 定理 给 出 多 项 式 的 所 有 根 位 于 
左 半 平 面 的 一 个 条 件 ， 这 在 控制 理论 等 稳定 性 研究 中 很 
有 价值 。 他 还 在 不 变量 理论 .四 元 数 和 八 元 数理 论 、 二 元 
二 次 型 理论 等 多 方面 均 有 贡献 。 他 的 著作 由 他 的 同事 G- 
波 伊 亚 等 人 汇编 成 书 。 (才思 仁 ) 
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Hualaziml 
花 拉 子 米 (al-Khowirizmi 约 780 一 约 850) 
中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 。 出 生 波斯 北部 城市 花 拉 子 模 〈 现 
属 苏联 )， 曾 长 期 生活 于 巴格达 ， 在 阿 拔 斯 王朝 哈里 发 
马 蒙 的 朝廷 中 任职 。 对 天 文 历法 、 地 理 地 图 等 方面 均 有 
所 贡献 。 他 的 著作 ,通过 后 来 的 拉丁 文 译本 ,对 欧洲 近代 
科学 的 诞生 产生 过 积极 影响 。 他 有 两 部 数学 著作 传世 。 
第 一 部 只 有 拉丁 文 译本 ， 书 名 为 《 花 拉 子 米 算术 》(Liber 
Algorismi)， 书 中 介绍 了 印度 传 入 的 十 进位 值 制 记 数 法 
和 以 此 为 基础 的 算术 知识 。 现 代数 学 中 算法 (algorithm) 
一 词 即 来 源 于 这 部 著作 的 书 名 , 即 花 拉 子 米 的 人 名 。 第 二 
部 著作 的 书 名 为 《阿尔 热 巴 拉 和 阿尔 穆 卡 巴 拉 》(al-jabr 
w'almuqabala 意 为 还 原 与 对 消 , 亦 即 方程 两 端的 移 项 和 
同类 项 合并 )。 此 书 共 分 三 部 分 ,第 一 部 分 是 关于 一 、 二 次 
方程 的 解法 ， 他 首次 给 出 二 次 方程 的 一 般 解法 。 这 一 部 
分 在 12 世纪 被 单独 译 为 拉丁 文 ， 而 且 有 不 同 的 两 个 译 
本 ,在 欧洲 一 直流 行 到 16 世纪 。 此 书 的 书 名 后 来 衍 变 成 
为 algebra, 即 代数 学 一 词 , 书 的 第 二 部 分 是 实用 测量 术 ， 
第 三 部 分 是 遗产 计算 问题 。 在 天 文 历法 方面 ， 他 编 成 的 
天 文 表 曾 在 阿拉 伯 国 家 长 期 流行 ， 译 成 拉丁 文 之 后 曾 被 
用 作 编 制 《 托 莱 多 天 文 表 》 的 依据 。 在 地 理 方面 ， 他 也 有 
著作 传世 。 他 还 兽 制作 过 阿拉 伯 世 界 的 地 图 。 

(柱石 然 ) 
Huo Hengfong 
华 狂 芳 〈1833 一 1902) 中 国清 末 数 学 家 、 翻 译 
家 和 教育 家 。 字 若 洒 , 生 于 道光 十 三 年 , 卒 于 光绪 二 十 八 
年 。 江 苏 常州 金 区 ( 今 无 锡 市 ) 人 。 出 生 于 世 官 门 第 。 少 
年 时 酷爱 数学 ， 遍 览 当时 的 各 种 数学 书籍 。 青 年 时 游学 
上 海 ， 与 著名 数学 家 地 善 兰 ( 字 秋 纲 ) 交 往 ， 李 氏 向 他 推 
荐 西方 的 代数 学 和 微 积分 ,他 刻苦 自学 ,这 对 他 走 上 数学 
道路 有 重要 的 影响 。 咸 丰 十 一 年 (1861) 为 曾国藩 所 用 ， 
和 同乡 好 友 徐 寿 ( 字 雪 村 ) 一 同 到 安庆 的 军械 所 ， 绘 制 机 
械 图 并 造 出 中 国 最 早 的 轮船 * 黄 稚 " 号 。 他 曾 三 次 被 窒 保 
举 ， 受 到 洋务 派 器 重 ， 一 生 与 洋务 运动 关系 密切 ， 成 为 
这 个 时 期 有 代表 性 的 科学 家 之 一 。 同 治 四 年 (1865) 曾 国 
湾 、 李 鸿 章 合奏 创设 江南 制造 局 ， 华 狂 芳 参加 了 该 局 的 
计划 和 开创 工作 。 同 治 七 年 (1868) 江 南 制造 总 局 内 开设 
翻译 馆 ， 华 医 芳 与 徐 寿 积极 从 事 ， 为 介绍 西方 先进 的 科 
学 技术 ,分 门 别 类 地 进行 系统 译 述 ,对 近代 科学 知识 特别 
是 数学 知识 在 中 国 的 传播 ,起 到 了 重要 的 作用 。 

华 鞍 芳 先后 在 江南 制造 总 局 和 天 津 机 器 局 担任 提 
调 ， 光 绪 二 年 (1876) 在 上 海 格致 书院 担任 教习 。 他 在 晚 
年 转向 教育 界 ,从 事 著述 和 教学 。 他 对 数理 ,化 、 工 、 医 、 
地 以 及 音乐 等 学 科 有 广博 的 学 识 ， 并 注重 科学 研究 。 他 
编写 了 深入 浅 出 的 数学 讲义 和 读本 ， 以 专著 《学 算 笔 谈 》 
进行 数学 评论 ,对 于 培养 人 才 和 普及 科学 殊 多 贡献 ,成 为 
有 声望 的 一 代 学 者 。 光 绪 十 三 年 (1887) 他 曾 在 天 津 武备 
学 堂 中 任教 习 ， 光 绪 十 八 年 (1892) 在 湖北 武昌 主讲 两 湖 
书院 。 他 的 学 生 江 贰 、 杨 兆 效 等 以 及 胞 弟 华 世芳 ( 字 若 


溪 ,1854 一 1905) 受 到 他 的 影响 都 成 为 数学 家 。 

华 贰 芳 同 外 国学 者 合作 翻译 的 书籍 一 类 属于 矿物 、 
地 质 、 气 象 和 军事 工程 等 ,一 类 是 数学 。 他 同 英国 人 伟 兰 
雅 共 译 出 《代数 术 》25 卷 (1872),《 微 积 济源 》8 卷 (1874)， 
《三 角 数理 》12 卷 (1877),《 代 数 难题 解法 》16 卷 (1879)， 
《 决 疑 数学 》10 卷 (1880),《 合 数 术 》11 卷 (1887)，《 算 式 
解法 》14 卷 (1899) 等 。 

《代数 术 》 与 《 微 积 溯源 》 是 继 李 善 兰 同 伟 烈 亚 力 合 译 
《代数 学 》 与 《 代 微 积 拾级 》(1859) 之 后 的 两 部 重要 著作 ， 
特别 是 《 决 疑 数学 » 是 中 国 编译 的 第 一 部 概率 论著 作 ， 表 
明 当时 译 者 已 认识 到 概率 论 作为 数学 工具 在 研究 社会 某 
些 问题 中 的 作用 。 华 著 芳 译作 文字 明白 晓 畅 ， 内 容 丰 富 
多 采 ， 使 高 等 数学 的 基础 知识 和 基本 方法 得 以 进一步 传 
播 。 他 还 介绍 了 西方 数学 家 和 数学 史 。 他 是 李 善 兰 之 后 
引进 西 算 影响 最 大 的 人 。 

华 著 芳 的 数学 著作 有 ,《 开 方 别 术 》1 卷 (1872),《 数 根 
术 解 并 卷 ,《 开 方 古 义 》2 卷 (1880),《 积 较 术 3 卷 ,《 学 算 
笔谈 》 6 卷 (后 续 6 卷 ),《 算 草 从 存 》4 卷 (后 续 4 卷 )。 以 
上 六 种 收入 文集 k 行 素 轩 算 稿 %1882) 中 。 此 外 ,还 有 启蒙 
读物 《算法 须知 》、《 西 算 初 阶 》 等 。 他 的 研究 侧重 于 传统 
数学 ， 主 要 在 三 个 方面 ，Q@ 开 方术 为 解 整 系数 高 次 方 
程 。@ 数 根 术 为 初等 数论 中 素数 理论 及 应 用 。@ 积 较 
术 即 招 差 术 ， 为 有 限 差分 法 。 他 的 研究 总 的 说 来 受到 当 
时 中 算 发 展 水 平 的 限制 ， 其 成 就 主要 在 早期 离散 数学 方 
面 , 《 积 较 术 》 可 以 看 作 是 他 的 代表 作 。 该 书 第 二 、 三 卷 
创造 " 诸 乘 方正 元 积 较 表 " 和 " 积 较 还 原 表 "， 是 两 种 相关 
的 计数 函数 ， 可 以 与 第 一 、 二 种 斯 特 林 数 建立 函数 关系 ; 
书 中 并 给 出 两 组 互 反 公式 ， 属 于 广义 麦 比 乌 斯 反 演 ， 另 
外 他 的 研究 还 涉及 若干 组 合 恒等式 以 及 有 重复 组 合 的 母 
函数 定理 等 ,这 些 都 属于 计数 理论 的 范围 ， 在 组 合 数学 、 
差分 学 中 有 一 定 意义 ,推进 了 中 国 早期 组 合 数学 的 发 展 。 

华 铸 芳 的 治学 精神 反对 历来 算 家 喜 “ 炫 其 所 长 而 医 
其 所 短 "、 只 讲 算法 而 “ 秘 匿 " 算 理 的 风气 ， 他 注重 数学 教 
育 , 曾 说 " 吾 果 如 春 改 , 死 而 足 愿 活 "， 把 发 展 数学 的 希望 
寄托 于 后 学 ;在 数学 评论 中 阐明 了 他 的 数学 教学 思想 , 象 
“ 观 书 者 不 可 反 为 书 所 役 "等 精辟 见解 ， 表 明 他 的 方法 论 
中 已 具有 辩证 的 内 容 ， 华 贰 芳 的 哲学 观点 散 见于 著述 之 
中 , 兼 有 唯心 ,唯物 的 成 分 ,尚未 形成 思想 体系 。 

华 贰 芳 官 至 四 品 , 但 非 从政 。 他 不 幕 荣 利 , 穷 约 终 身 ， 
坚持 了 科学 ,教育 的 道路 ,与 李 善 兰 , 徐 寿 齐名 , 同 为 中 国 
近代 科学 事业 的 先行 者 。 ( 罗 见 今 ) 


Huoa Luogeng 

华罗庚 〈1910 一 1985) 中 国 现代 数学 家 。1910 
年 11 月 12 日 生 于 江苏 省 金 坛 县 ，1985 年 6 月 12 日 在 
日 本 东京 逝世 。1924 年 初中 毕业 后 , 在 上 海中 华 职业 学 
校 学 习 不 到 一 年 , 因 家 贫 轻 学 ,刻苦 自修 数学 。1930 年 在 
《科学 》 上 发 表 了 关于 代数 方程 式 解法 的 文章 ， 受 到 能 庆 
来 的 重视 ,被 邀 到 清华 大 学 工作 ,在 杨 武之 指引 下 ， 开 始 


了 数论 的 研究 。 他 先 为 管理 员 ,助教 后 再 升 为 讲师 。1934 
年 成 为 中 华 教育 文化 基金 会 研究 员 。1936 年 ,作为 访问 学 
者 去 英国 剑桥 大 学 工作 。1938 
年 回国 ,由 于 他 的 成 就 卓越 , 受 
聘 为 西南 联合 大 学 教授 。1946 
年 ， 应 苏联 科学 院 邀 请 去 苏联 
访问 三 个 月 。 同 年 应 美国 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 邀 请 任 研究 
员 ， 并 在 普林斯顿 大 学 执教 。 
1948 年 开始 , 他 为 伊利 诺 伊 大 
学 教授 。1950 年 回国 ， 先 后 任 
清华 大 学 教授 ， 中 国 科学 院 数 
学 研究 所 所 长 ， 数 理化 学 部 委员 和 学 部 副 主任 ， 中 国 科 
学 技术 大 学 数学 系 主任 、 副 校长 。 中 国 科学 院 应 用 数学 
研究 所 所 长 ， 中 国 科 学 院 副 院 长 、 主 席 团 委员 等 职 。 还 
担任 过 多 届 中 国 数学 会 理事 长 。 此 外 ,华罗庚 还 是 第 一 、 
到 、 五 届 全 国人 民 代表 大 会 常务 委员 会 委员 和 中 
国人 民政 治 协商 会 议 第 六 届 全 国 委员 会 副 主席 。 

华罗庚 是 在 国际 上 享有 盛誉 的 数学 家 ， 他 的 名 字 在 
美国 施 密斯 松 尼 博 物 馆 与 芝加哥 科技 博物 馆 等 著名 博物 
馆 中 ,与 少数 经 典 数学 家 列 在 一 起 。 他 被 选 为 美国 科学 院 
国外 院士 ,第 三 世界 科学 院 院士 ,联邦 德国 巴伐利亚 科学 
院 院士 。 又 被 授予 法 国 南 锡 大 学 、 香 港 中 文大 学 与 美国 
伊利 诺 伊 大 学 荣誉 博士 。 

华罗庚 在 解析 数论 、 和 矩阵 几何 学 、 典 型 群 、 自 守 函 数 
论 ,多 复 变 西数 论 , 偏 微分 方程 、 高 维 数值 积分 等 广泛 数 
学 领域 中 都 作出 卓越 贡献 。 

华罗庚 在 40 年代 解决 了 高 斯 完整 三 角 和 的 估计 这 
一 历史 难题 ， 得 到 了 最 佳 误差 阶 估计 。 这 一 结果 在 数论 
中 有 广泛 的 应 用 。 同 一 时 期 ， 他 还 对 G. H. 哈代 与 JE. 
地 特 尔 伍 估 关于 华 林 问 题 及 E. 赖 特 关 于 塔 里 问 题 的 结 
果 , 作 出 了 重大 改进 ,至 今 仍 是 最 佳 纪录 ,在 代数 方面 ,他 
证 明了 历史 长 久 遗 留 的 一 维 射影 几何 的 基本 定理 。 还 给 
出 了 体 的 正规 子 体 一 定 包含 在 它 的 中 心 之 中 这 个 结果 的 
一 个 简单 而 直接 的 证 明 。 这 个 结果 ,现在 称 为 嘉 当 - 布 饶 
尔 - 华 定理 。 用 初等 方法 直接 解决 历史 难题 , 需 对 问题 本 
质 有 透彻 的 理解 和 深刻 的 洞察 ， 这 是 华罗庚 的 工作 的 特 
点 之 一 。 

他 的 工作 的 另 一 特点 是 系统 深刻 。 他 的 专著 《 堆 又 
素数 论 》， 系 统 地 总 结 ,发 展 与 改进 了 哈代 与 李 特 尔 伍德 
圆 法 、 维 诺 格拉 多 夫 三 角 和 估计 方法 及 他 本 人 的 方法 。 
虽 发 表 已 近 40 年 ,主要 结果 仍 居 世 界 领先 地 位 ， 先 后 被 
译 成 俄 、 匈 ,日 . 德 .英文 出 版 ,成 为 20 世纪 经 典 数论 著作 
之 一 。 又 如 专著 《多 个 复 变数 典型 域 上 的 调和 分 析 》， 以 
精密 的 分 析 和 矩阵 技巧 ,结合 群 表示 论 ,具体 给 出 了 典型 
域 的 完整 正 交 系 ， 从 而 给 出 柯 西 与 泊 松 核 的 表达 式 ， 这 
项 工作 在 调和 分 析 、 复 分 析 、 微 分 方程 等 研究 中 ， 有 广泛 
深入 的 影响 ， 曾 被 译 成 俄 文 与 英文 出 版 。 还 获得 中 国 自 
然 科学 一 等 奖 。 
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由 于 华罗庚 的 重大 贡献 ， 有 许多 用 他 的 名 字 命名 的 
定理 , 引 理 ,不 等 式 、 算 子 与 方法 。 他 共 发 表 专著 与 学 术 
论文 近 三 百 篇 。 

华罗庚 还 根据 中 国 实情 与 国际 潮流 ， 倡 导 应 用 数学 
与 计算 机 研制 。 他 身体 力行 ， 亲 自 去 二 十 七 个 省 市 普及 
应 用 数学 方法 长 达 二 十 年 之 久 ， 为 经 济 建设 作出 了 重大 
贡献 。 

华罗庚 对 数学 教育 非常 重视 ， 早 期 在 他 影响 下 成 为 
著名 数学 家 的 有 有 段 学 复 、 闵 轴 鹤 、 樊 堆 与 徐 贤 修 等 50 年 
代 后 ， 在 他 指导 之 下 成 为 数学 家 的 更 不 胜 枚 举 ， 如 越 民 
义 .万 哲 先 、 陆 启 锋 、 获 异 与 陈 景 洞 等 。 ( 王 无 ) 


huon 
环 (ring) 一 个 具有 两 种 二 元 运算 的 代数 系统 。 
设 在 集合 R 中 已 定义 了 加 法 与 屯 法 ， 而 在 加 法 下 是 一 
个 交换 群 ， 且 乘法 对 加 法 有 分 配 律 ， 则 尺 称 为 一 个 非 结 
合 环 。 此 时 及 中 就 有 叭 一 的 零 元 素 9, 使 得 对 aE R 恒 有 
4+0= 0 及 中 每 个 4 有 唯一 的 负 元 素 一 av 使 a+( 一 0) 一 
0, 可 简 记 a+( 一 5) 为 ab。 分 配 律 可 推广 为 :a(b 土 c) 一 
号 士 ac,(b 士 c)a 一 ba 土 ca 用 数学 归纳 法 可 证 


(六 0 )() = 


在 非 结合 环 R 中 恒 有 : a9~9a 9; a( 一 b) 一 (一 0)b 一 
一 ab;( 一 0)( 一 0)=ab; (na)b=a(mb)=nab, 其 中 a、b 为 
及 中 任意 元 素 , "为 任意 整数 。 如 果 非 结合 环 尽 还 具有 性 
质 , =4(oER)， 且 雅 可 比 恒等式 成 立 , 即 在 R 中 恒 有 
《ab)c+ (bc)a+(ca)b=9, 那么 民 称 为 一 个 李 环 。 如 果 非 
结合 环 民 的 乘法 适合 交换 律 ， 且 在 RR 中 但 有 
[(aa)bJa=(aa)(ba), 

那么 及 称 为 一 个 若 尔 当 环 。 在 非 结合 环 的 研究 中 ， 李 环 
与 若 尔 当 环 是 内 容 最 丰富 的 两 个 分 支 。 如 果 非 结合 环 尽 
的 乘法 适合 结合 律 ， 那 么 尽 称 为 一 个 结合 环 或 环 。 如 果 
在 环 及 中 再 规定 如 下 的 一 个 新 乘法 “"( 称 为 换 位 运算 )， 
aeb=ab 一 ba, 那么 尽 对 原来 的 加 法 与 新 有 的 乘法 是 一 个 
李 环 ; 若 规 定 的 新 乘法 为 “…( 称 为 对 称 运算 ): ab 一 ob+ 
ba， 则 R 便 成 一 个 若 尔 当 环 。 

设 S 是 非 结合 环 R 的 一 个 非 空 子 集 ， 若 对 于 的 加 
法 与 乘法 , S 也 构成 一 个 非 结合 环 , 则 S 称 为 及 的 一 个 子 
环 ,一 个 真正 的 非 结 合 环 ( 即 其 中 有 三 个 元 素 在 相 乘 时 不 
适合 结合 律 ) 的 一 个 子 环 ,有 可 能 是 一 个 结合 环 。 非 结合 
环 R 的 若干 个 子 环 的 交 ， 仍 是 民 的 一 个 子 环 。 当 T 为 R 
的 一 个 非 空子 集 时 ，R 中 所 有 含 了 的 于 环 的 交 显然 是 民 
中 含 了 的 最 小 子 环 ， 称 之 为 尽 的 由 了 生成 的 子 环 。 如 果 
非 结合 环 R 中 任意 三 个 元 素 生成 的 子 环 恒 为 结合 环 ， 那 
么 R 已 经 是 一 个 结合 环 ， 如 果 及 中 任意 两 个 元 素 生成 的 
子 环 恒 为 结合 环 , 那 么 玉 称 为 一 个 交错 环 ; 如 果 尽 中 任意 
一 个 元 素 生 成 的 子 环 恒 为 结合 环 ， 那 么 R 称 为 一 个 里 结 
合 环 。 在 宕 结合 环 中 ， 第 一 、 第 二 指数 定律 印 om - a"= 
a"**、(g")"=a™m(m、n 为 任意 正 整数 ) 恒 成 立 。 如 果 一 
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个 交错 环 的 乘法 还 适合 交换 律 ， 那 么 它 称 为 一 个 交错 交 
换 环 。 在 交错 交换 环 中 ,不 仅 有 第 一 、 第 二 指数 定律 成 立 ， 
而 且 有 第 三 指数 定律 即 (ab)"= at (n 是 任意 正 整数 ) 成 
立 ;还 有 二 项 式 定理 。 

结合 环 与 交换 环 的 典型 例子 如 : F 上 的 n 阶 全 阵 环 ， 
即 数 域 ( 或 域 ) 了 上 的 所 有 ? 阶 矩 阵 在 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 
下 构成 的 一 个 环 。V 的 完全 线性 变换 环 , 即 了 上 的 一 个 向 
量 空间 V 的 全 部 线性 变换 在 变换 的 加 法 与 乘法 下 构成 的 
一 个 环 。 F 上 的 多 项 式 环 , 即 F 上 一 个 或 若干 个 文字 的 多 
项 式 全 体 构成 的 一 个 交换 环 。 整 数 环 ， 即 全 体 整 数 构成 
的 一 个 交换 环 ， 全 体 偶数 构成 它 的 一 个 子 环 ， 称 为 偶数 
环 。 有 上 的 拉 阶 全 阵 环 ， 即 在 任意 一 个 环 及 上 的 全 部 
阶 和 矩阵 ， 对 于 仿 通常 矩阵 的 运算 定义 的 加 法 与 乘法 构成 
的 环 , 记 为 R.。[0,1] 上 的 全 实 函数 环 , 即 定义 在 区 间 [0， 
1] 上 的 全 部 实 函数 ， 对 于 函数 的 加 法 与 乘法 构成 的 一 个 
交换 环 。 整数 模 n 的 环 殿 , 即 模 n 剩余 类 ,对 于 剩余 类 
的 加 法 和 乘法 构成 的 一 个 交换 环 。 它 是 只 含有 限 个 元 素 
的 交换 环 的 典型 例子 。 

者 一 个 环 尺 中 含有 一 个 非 零 元 素 e 夫 6， 使 对 每 个 
XER 有 ex=xe=x, 则 e 称 为 RR 的 一 个 单位 元 素 。 一 个 
环 若 有 单位 元 素 ， 则 它 必然 是 唯一 的 。 设 忆 是 一 个 含有 
单位 元 素 的 环 ,a 是 及 中 一 个 元 素 ， 若 及 中 有 元 素 b， 使 
b=ba=e, 则 b 称 为 a 的 一 个 逆 元 素 。 当 a 有 逆 元 素 时 ， 
其 逆 元 素 必然 是 唯一 的 , 记 为 o-'。a-' 也 有 逆 元 素 ,而 且 
就 是 a, 即 (a™')"' 一 a。R 的 零 元 素 6 必 无 逆 元 素 。 若 下 
的 每 个 非 零 元 素 都 有 逆 元 素 , 则 尺 称 为 一 个 体 或 可 除 环 。 
四 元 数 代数 就 是 典型 的 体 。 在 体 的 定义 中 再 规定 其 乘法 
适合 交换 律 , 就 是 城 的 定义 。 

理想 设 S 是 环 尽 的 一 个 非 空子 集 ， 所 谓 S 是 R 的 
一 个 左 理想 , 意 即 O S 是 及 作为 加 法 群 时 的 一 个 子 群 ,@ 
当 aES,zER 时 , 则 xoES。 若 有 axzES, 则 8 称 为 R 的 
右 理想 。 如 果 S 既是 R 的 左 理想 ,又 是 R 的 右 理想 , 则 称 
S 是 及 的 一 个 理想 。 例 如 ，{b} 是 环 玉 的 一 个 理想 。 设 
L、L: 都 是 环 民 的 左 理想 。R 中 所 有 的 元 素 a+bCaEL， 
bEL:) 作 成 尺 的 一 个 左 理 想 , 并 称 之 为 忆 , 与 ZL 的 和 , 记 
为 +Li。R 中 所 有 的 有 限 和 写 awb,(a,EL,, bcL)， 
作成 的 一 个 左 理想 , 称 为 RR 的 左 理想 L, 与 L; 的 积 , 记 
为 LL;。 易 知 民 的 左 理想 的 加 法 适合 交换 律 与 结合 律 ,R 
的 左 理想 的 乘法 适合 结合 律 且 对 加 法 有 分 配 律 。 对 于 
的 右 理想 的 加 法 与 乘法 也 有 类 似 结果 。 由 于 左 理想 与 右 
理想 的 对 称 性 , 因此 以 下 关于 左 理想 的 讨论 ,对 于 右 理想 
也 适合 。 环 尽 的 两 个 左 理想 的 和 的 概念 可 以 推广 成 若干 
(有 限 或 无 限 ) 个 左 理想 L, 的 和 Li, 它 是 由 所 有 的 有 限 
和 2a,(a,EL,) 所 构成 的 。 如 果 这 些 Li 均 非 零 ， 而 且 在 
EL, 中 每 个 元 素 4 一 Za 的 表 法 是 唯一 的 ,那么 及 的 这 组 左 
理想 LKiE1) 称 为 无 关 的 。 环 及 的 两 个 左 理想 的 积 的 概 
念 可 以 推广 成 任意 有 限 多 个 左 理想 Di， Lu， …，L。 的 积 
ZLx…Lo。 特别 , 当 这 些 工 ,都 是 及 的 同一 个 左 理想 工时 ， 
此 积 简 记 为 L"。 设 了 是 环 忆 的 一 个 非 空子 集 。R 中 有 元 


于 4, 它 能 从 左边 去 零 化 了 中 每 个 元 素 即 oT 一 {atltET} 
是 {6}, 例如 已 中 的 零 元 素 6 就 是 这 样 一 个 元 素 。 忆 中 所 
有 这 种 元 素 作成 RR 的 一 个 左 理想 ， 称 为 了 在 RR 中 的 左 零 
化 子 , 或 尽 中 的 一 个 左 零 化 子 。 

如 果 环 尺 的 任意 一 组 左 理想 中 恒 存 在 极 小 的 左 理 
想 , 那 么 环 尺 称 为 满足 左 极 小 条 件 ,或 降 链 条 件 。 所 谓 极 
小 左 理想 ,是 指 一 组 左 理想 中 的 一 个 左 理想 , 它 不 能 真正 
的 包含 组 中 任何 左 理想 。 同 理 可 定义 环 R 的 左 极 大 条 件 
(或 升 链条 件 ) 以 及 环 玉 的 左 零 化 子 的 极 小 与 极 大 条 件 。 
由 于 环 尽 的 左 堆 化 子 仅仅 是 尽 的 一 类 特殊 的 左 理想 ， 所 
以 环 及 的 左 零 化 子 的 极 小 与 极 大 条 件 ， 分 别 弱 于 尽 的 左 
极 小 与 左 极 大 条 件 。 若 环 尽 满足 左 极 大 条 件 ， 则 及 中 左 
理想 的 任何 无 关 组 必 为 有 限 的 。 满 足 左 极 小 条 件 的 环 又 
称 为 左 阿 廷 环 ， 满足 左 极 大 条 件 的 环 又 称 为 左 诺 特 环 ， 
一 个 环 满足 条 件 ，@@ 它 的 左 理 想 的 任何 无 关 组 便 为 有 限 
的 @@ 它 的 左 等 化 子 满足 极 大 条 件 , 称 为 左 哥 尔 迪 环 。 由 
上 述 可 知 , 左 诺 特 环 恒 为 左 哥 尔 迪 环 。 

设 N 是 环 尽 的 一 个 理想 。 首 先 ，R 作为 一 个 (交换 ) 
加 法 群 时 ， 则 有 N 就 是 群 及 的 一 个 正规 子 群 。N 在 RR 中 的 
全 部 陪 集 对 于 陪 集 的 加 法 (a+N)+(b+N)=(a+b)+N 
作成 一 个 (交换 ) 加 法 群 。 其 次 ， 规 定 (a+N) (b+N)= 
b+N, 这 与 陪 集 的 代表 元 素 a.b 的 取 法 无 关 。 易 知 陪 集 
的 这 种 乘法 ,适合 结合 律 且 对 加 法 有 分 配 律 .于 是 就 得 到 
一 个 环 ， 并 称 之 为 环 已 关于 其 理想 N 的 剩余 类 环 ， 记 为 
R/N。 它 与 环 尺 有 同 态 关 系 。 所 谓 同 态 ,是 指 对 于 两 个 环 
Ri、R,, 有 一 个 从 R 到 Rs 上 的 映射 o:R,->R,, 使 对 任意 
Qa'bER, 恒 有 ol(a+b)=o(a)+0o(b), o(ab)=a(a)o(b), 
R, 是 R, 在 下 的 同 态 像 , 记 为 Ri 二 R:。 对 任意 环 及 及 其 
任意 理想 N， 只 要 定义 c(a)=a+N 就 得 到 R 到 R/N 上 
的 一 个 同 态 映 射 , 特 称 之 为 自然 同 态 映 射 。 如 果 环 R, 到 
环 R, 上 的 一 个 同 态 映 射 "， 又 是 一 一 上 映射， 那么 称 为 
同 构 映射 ， 记 为 R, 笃 R。 可 以 证 明 ， 如 果 = 是 环 及 到 环 
R' 上 的 一 个 同 态 映射 , 那么 R 中 所 有 满足 o(a)=0'E R' 
的 元 素 构成 及 的 一 个 理想 N，, 称 为 o 的 核 ， 且 有 R/Ns 
R' 如 果 环 尺 满足 左 极 小 (或 极 大 ) 条 件 , 那 么 其 任意 同 态 
像 亦 然 。 

设 工 是 环 尽 的 一 个 左 理想 ,如 果 有 正 整 数 "使 严 一 
{9)， 那 么 工 称 为 寡 零 的 。 如 果 对 工 中 每 个 元 素 a 全 有 正 
整数 n(4) 使 "=0， 那 么 工 称 为 语 零 的 。 显 然 宕 零 左 
理想 必 为 诺 零 左 理想 ， 但 反之 则 未 必 。 对 民 的 右 理想 也 
有 相应 的 定义 。 如 果 忆 是 环 尽 的 一 个 理想 ， 而 对 忆 的 任 
意 两 个 理想 A、B, 只 要 ABCP， 就 必 有 AcCP 或 BCcP， 
则 了 称 为 及 的 一 个 质 理想 或 素 理想 。 如 果 环 尺 的 零 理 想 
{9} 是 及 的 一 个 质 理想 ,那么 尽 称 为 一 个 质 ( 素 ) 环 。 如果 
环 及 除 {6} 外 不 再 含 其 他 的 寡 零 理想 , 那么 尽 称 为 一 个 半 
质 ( 素 ) 环 。 质 环 重 为 半 质 环 ,但 反之 则 未 必 。 

结构 理论 ” 设 已 ,R:，…，Rm 均 为 环 尽 的 非 零 子 环 。 
如 果 忆 的 每 个 元 素 & 均 可 唯一 地 表 为 a=ai 十 cz 十 … 十 
an(q4ER,), 且 当 ij 时 人 恒 有 Gi0y=8(a4E Rs,0y ER), 那 
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么 及 称 为 R,,R,,… ,Rn 的 环 直接 和 (或 简称 直 和 )， 记 为 
R=R,@R,@… 甸 Rm。 此 时 诸 R, 均 必 为 环 忆 的 理想 且 尺 
满足 左 极 小 ( 极 大 ) 条 件 ， 必 要 而 且 只 要 诸 R, 均 然 。 当 
一 个 非 零 的 环 不 能 表 为 两 个 以 上 的 非 零 子 环 的 环 直接 和 
时 , 则 称 之 为 不 可 分 环 。 例 如 非 零 的 单纯 环 ( 即 除 {6) 与 
自身 外 不 再 含 其 他 理想 的 环 ) 就 是 不 可 分 环 。 

一 个 非 等 的 环 尺 为 左 阿 廷 质 环 ， 必 要 而 且 只 要 有 体 
KK 使 RxK,。 此 时 着 又 有 体 T 使 R<Tms 则 必 有 TK， 
m 二 n。 这样 的 环 必 为 单纯 环 ,又 称 为 阿 廷 单纯 环 ,一 个 非 
零 的 环 为 左 阿 廷 半 质 环 ， 必 要 而 且 只 要 它 是 有 限 个 阿 廷 
单纯 环 的 环 直 接 和 。 这 样 的 环 又 称 为 阿 廷 半 单 纯 环 。 一 
个 阿 廷 半 单 纯 环 为 不 可 分 环 ， 必 要 而 且 只 要 它 是 阿 廷 单 
纯 环 。 以 上 结果 统称 为 韦 德 伯 思 - 阿 廷 结构 定理 。 设 R 是 
任意 一 个 左 阿 廷 环 ， 于 是 尺 的 旋 零 左 、 右 理想 恒 为 等 零 
的 ; R 的 所 有 等 零 左 理想 的 和 又 等 于 及 的 所 有 宪 零 有 理 
想 的 和 ,从 而 这 个 和 N 是 及 的 唯一 最 大 宕 零 理想 , 称 为 及 
的 根 ,而 且 当 N<R 时 ,剩余 类 环 R/N 是 阿 廷 半 单 纯 环 。 

对 环 尺 中 元 素 4a， 如 果 存 在 a' ER, 使 4+a'+aa'= 
a+4'+a'g=6, 那 么 a 称 为 拟 正则 的 ,而 且 % 与 a' 互 为 拟 
逆 。 例 如 鹿 等 元 素 2 就 是 拟 正则 的 ， 当 ao"=9 时 , a'~ 
一 0+ 一 +… 十 (一 1)"!a""!。 又 如 整数 环 中 的 一 2 也 
是 拟 正 则 的 , 其 拟 逆 即 一 2 自己 。 如 果 环 的 一 个 左 (或 
右 ) 理 想 工 的 每 个 元 素 4 都 是 氢 正 则 的 (此 时 4 的 拟 道 
亦 必 在 工 中 )， 那 么 工 称 为 尽 的 一 个 拟 正则 左 (或 右 ) 理 
想 。 任 意 环 尺 中 便 存 在 唯一 的 最 大 拟 正则 理想 了 ， 称 为 
民 的 雅 各 布 森 根 , 它 包 含 R 的 所 有 拟 正则 左 与 右 理想 , 且 
剩余 类 环 R/J 不 含 非 零 的 拟 正则 左 与 右 理想 。 特 别 ， 当 
J= {8} 时 ，R 称 为 雅 各 布 森 半 单 纯 环 。 于 是 任意 环 R 关 
于 其 雅 各 布 森 根 了 的 剩余 类 环 R/J， 便 恒 为 雅 各 布 森 半 
单纯 环 。 非 零 的 满足 左 极 小 条 件 的 雅 各 布 森 半 单 纯 环 就 
是 阿 廷 半 单 纯 环 。 

此 分 式 环 ”如 果 在 环 尽 中 有 a#b, b#9, 而 ab=b 
那么 4 称 为 左 零 因子 ,b 称 为 右 零 因子 。 一 个 非 零 元 案 如 
果 既 非 左 零 因子 ,又 非 右 零 因子 ,那么 这 个 非 零 元 素 称 为 
正则 元 。 设 @ 是 一 个 有 单位 元 素 e 的 环 ， RR 是 它 的 一 个 
子 环 ， 如 果 民 的 每 个 正则 元 4 在 @ 中 有 逆 元 素 a7', 且 @ 
中 每 个 元 素 8 均 可 表 为 8=a-'b( 其 中 a、bER 且 a 为 正 
则 元 ), 那 么 @ 称 为 RR 的 一 个 左 分 式 环 。 设 RR 是 一 个 非 零 
的 环 , 则 是 哥 尔 迪 质 环 ,必要 而 且 只 要 忆 有 一 个 左 分 式 
环 为 阿 廷 单纯 环 ; R 是 哥 尔 迪 半 质 环 ,必要 而 且 只 要 下 有 
一 个 左 分 式 环 为 阿 廷 半 单 纯 环 。 

所 谓 环 及 是 一 个 左 奥 尔 环 ， 即 指 刀 含有 正则 元 而 且 
满足 左 奥 尔 条 件 :对 a、bER( 其 中 5 为 正则 元 ), 恒 有 a、 
bER( 其 中 b, 是 正则 元 ) 使 得 ne= wb。 当 环 玉 无 零 因 子 
时 , 左 奥 尔 条 件 即 RR 中 任 二 非 零 元 有 共同 的 非 零 左 们 元。 
一 个 环 尺 有 左 分 式 环 ,必要 而 且 只 要 尺 是 一 个 左 奥 尔 环 。 

序 环 所谓 环 R 的 偏 序 关系 "<"， 是 指 "<" 在 环 R 
的 元 素 之 间 具 有 以 下 性 质 :@ 自 反 性 ， 即 对 每 个 ER 恒 
有 a<a; 加 传递 性 ， 即 当 a<b， b<c 时 有 0o<c; @ 反 对 
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称 性 , 即 当 a<b, b<a 时 有 a=b; @ 如 果 a<b， 那么 
对 xER 恒 有 a+x<b+x; 国 当 9<a,98<b 时 有 9<ab。 
有 偏 序 关系 存在 的 环 ， 称 为 偏 序 环 。 在 偏 序 环 中 ， 当 
oa<bc<d 时 ,就 必 有 at+c<b+d; 当 a<6,9<b 时 ,就 有 
ab<9,ba<0; 当 a<9,b<9 时 ,就 有 9p。 在 偏 序 环 中 ， 
车 a<b 且 a 大 b, 则 记 为 "<b。 当 6<a 时 则 称 是 一 个 
正 元 素 ; 当 6<6 时 则 称 b 是 一 个 负 元 素 。 当 4 为 正 元 素 
时 , 则 一 a 必 为 负 元 素 ; 当 5 为 负 元 素 时 , 则 一 b 必 为 正 元 
素 ; 当 偏 序 环 中 无 左 、 右 等 因子 时 ,就 有 两 个 同 号 元 素 ( 即 
同 为 正 元 素 或 同 为 负 元 素 ) 相 乘 为 正 ! 两 个 异 号 元 素 相 乘 
为 负 。 如 果 偏 序 环 忆 中 任意 两 个 元 素 c、b 均 有 a<b 或 
者 b<a, 那么 就 说 RR 是 一 个 序 环 。 例 如 整数 环 在 通常 数 
的 小 于 等 于 关系 “<" 下 就 是 一 个 序 环 。 
发 展 概况 ” 环 论 的 发 展 可 追溯 到 19 世纪 关于 实数 
域 的 扩张 及 其 分 类 的 研究 。F.G. 党 罗 贝 尼 乌 斯 .R. 晓 擂 
金 、 下 . 嘉 当 、W. R. 哈密 顿 和 了 T. 莫 利 轴 等 人 是 发 展 超 复 
系 理论 的 主要 数学 家 。 后 来 ， 发 展 成 一 般 域 上 的 代数 结 
板 理论 ， 是 源 于 J. 昌 . M. 韦 德 伯 思 在 1907 年 发 表 的 著 
名 论文 。A. A. 阿尔 贝 特 、R. 布局 尔 及 EE. 诺 特等 人 发 展 
与 简化 了 单纯 代数 理论 与 算术 的 理想 理论 ， 在 1927 年 
下 , 阿 基 的 论文 双 把 代数 结构 的 主要 结果 推广 到 具 极 小 条 
件 的 环 上 ， 而 成 为 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 结构 定理 。 此 后 对 于 
不 具 链 条 件 的 环 换 成 一 些 拓扑 或 度量 的 条 件 进行 研究 ， 
如 J 冯 . 诺 伊 曼 与 .J. 默 里 在 希 尔 伯 特 空间 中 研究 变换 
环 ， 冯 ' 诺 伊 曼 的 正则 环 理论 与 蕊 .M, 闫 尔 范 舍 的 赋 范 
环 论 等 ,19 世纪 40 年 代 后 ,一 般 环 的 根 理想 理论 应 时 而 
起 ,迅速 发 展 , 其 中 尤 以 雅 各 布 森 根 与 半 单 纯 环 以 至 本 原 
环 理论 较为 系统 而 深入 。1958 年 A. W. 哥 尔 迪 对 具 极 
大 条 件 的 环 得 到 了 至 善 的 结果 。 在 体 论 以 及 非 结合 环 中 
的 若 尔 当 环 与 雅 各 布 森 环 的 研究 ,近年 来 均 甚 为 活跃 。 
参考 书目 

N. Jacobson, Structure of Rings, 2nd ed., Amer. Math. 
Soc.,Providence, R. 1., 1964. 

N. J. Divinsky, Rings ond Radicals, George Allen & Un- 
win, London, 1965. 

F. A. Szhiz, Radicols of Rings, Akadémiai Kiad6, Bu- 
dapest, New York, 1981. 

《 谢 邦 杰 ) 

huangjin fenge 
黄金 分 割 ”(golden section) 分 已 知 线段 为 两 
部 分 ,使 其 中 一 部 分 是 全 线段 与 另 一 部 分 的 比例 中 项 ,这 
就 是 黄金 分 割 的 问题 .作法 很 简单 , 设 已 知 线段 为 AB, 作 
BD AB 使 BD~AB/2， 
连接 AD, 以 D 为 心 ,BD 为 
半径 作 缴 交 4D 于 E， 再 E 
以 4 为 心 ,AE 为 半径 作 弧 


交 4B 于 C, 则 C 就 是 所 求 ， 2 


的 分 点 。 c 


5—1 LS 
AC = S14B, 记 G-5 1 ~ 0.6180339…。 
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G 称 为 黄金 比 或 黄金 分 割 数 ， 它 有 很 多 奇妙 的 性 质 。 上 
述 的 分 割 通 常 叫 做 黄金 分 割 ,或 者 说 将 线段 分 成 中 末 比 、 
中 外 比 或 外 内 比 。 对 中 末 比 作 系统 的 研究 ， 最 早 是 希腊 
数学 家 欧 多 克 索 斯 。 但 更 早 的 毕 达 哥 术 斯 可 能 已 经 知道 ， 
因为 中 末 比 和 正 五 边 形 、 正 十 边 形 的 作 图 是 密切 相关 的 ， 
而 毕 达 哥 拉 斯 对 此 深 有 所 知 。 

中 世纪 以 后 ,中 末 比 被 撤 上 神秘 的 外 衣 ， 帕 乔 利 ( 约 
1445 一 1517 ,意大利 人 ) 称 之 为 神圣 比例 。 天 文学 家 了 丁 开 
普 勒 称 之 为 神圣 分 割 ,并 说 “ 勾 股 定理 和 中 末 比 是 几何 中 
的 双 宝 ,前 者 好 比 黄金 ,后 者 有 如 珠玉 "。19 世纪 以 后 , 黄 
金 分 割 之 名 才 逐 新 通行 起 来 。 

中 末 比 的 严格 论述 ， 最 早 见于 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 )》。 卷 2 第 11 题 , 卷 6 第 30 题 , 又 卷 4 第 10 题 和 卷 13 
第 9 题 指 出 正 五 边 形 及 正 十 边 形 与 中 末 比 的 关系 。 

工 , 檐 波 那 各 的 《算盘 书 》(1228 年 修订 本 ) 中 载 有 “由 
一 对 兔子 开始 ,一 年 后 能 繁殖 成 多 少 对 免 子 "的 问题 ， 导 
致 辈 波 那 契 数列 ，1,2,3,5,8,13,21,34,55，……， 它 的 规 
律 是 每 一 项 (从 第 3 项 起 ) 是 前 两 项 之 和 。 又 每 一 项 与 后 
项 的 比值 构成 辈 波 那 契 分 数列 ， 

工 2 
二 # 
这 分 数列 的 极限 就 是 黄金 分 割 数 G。 

黄金 分 割 的 实际 应 用 ， 最 著名 的 例子 是 优 过 学 中 的 
黄金 分 割 法 或 0.618 法 。 它 是 美国 J. 基 弗 在 1953 年 首 
先 提出 来 的 。1970 年 以 后 在 中 国 推广 , 取得 很 大 的 成 
绩 。0.618 是 G 的 近似 值 , 在 实用 上 已 足够 精确 ,优选 法 
的 另 一 种 方法 一 一 分 数 法 ， 是 以 斐 波 那 契 分 数列 作为 依 
据 的 。 

关于 黄金 分 割 还 有 种 种 传说 ,例如 :以 黄金 分 割 所 得 
的 两 线段 作 边 的 矩形 ， 比 其 他 的 矩形 美观 。 这 是 没有 充 
分 根据 的 。1876 年 ， > 理学 家 G. T. 费 希 纳 作 过 大 
规模 实验 ， 结 果 认为 “黄金 矩形 ”最 美的 人 只 占 全 体 的 
1/3。 由 此 出 发 所 作出 的 许多 推测 自然 也 是 不 可 车 的 。 

《 梁 宗 巨 ) 


hulgul fenxi 

回归 分 析 (regression analysis) ”研究 一 个 或 
多 个 随机 变量 Y,,Y，,…,Y; 与 另 一 些 变量 X, ,Xs，…, X% 
《普通 变量 或 随机 变量 ) 关 系 的 统计 方法 ,在 某 些 问题 中 ， 
诸 XX 带 有 “原因 "的 性 质 ， 故 称 之 为 自 变量 ; 诸 Y 带 有 " 结 
果 " 的 性 质 , 称 之 为 因 变 量 。 有 了 时 XX 与 Y 之 间 并 无 明显 的 
因果 关系 ， 但 仍 沿用 “ 自 变 量 "、“ 因 变量 "的 名 称 , 有 了 时 也 
称 诸 X 为 “因素 ", 诸 Y 为 “指标 "或 “响应 ”。 

最 简单 的 情况 是 !=k= 1, 且 Y, 与 X, 大 体 上 有 线性 
关系 ,这 叫做 一 元 线性 回归 (一 元 是 指 只 有 一 个 自 变 量 )。 
例如 ,以 X 记 每 亩 的 肥料 施用 量 ，Y 记 小 麦 的 每 亩 产量 ， 
在 一 定 范围 内 ， 可 认为 X 与 Y 之 间 大 体 上 有 线性 关系 。 
由 于 Y 还 受到 其 他 大 量 的 可 预见 和 不 可 预见 的 因素 的 影 
响 ,更 确切 的 是 把 Y 表 为 Y=a+bX+s, 这 里 8 是 一 随机 
变量 , 常 称 为 随机 误差 。 它 反映 了 除 肥 料 外 ,其 他 不 可 控 


制 或 未 加 控制 的 因素 (如 土壤 肥力 的 不 均匀 、 种 田 者 在 操 
作 中 的 各 种 微小 的 差异 等 ) 的 影响 。 通 常 假定 随机 误差 
的 均值 为 0, 方差 +>0, 0? 与 X 的 值 无 关 。 若 进一步 候 
定 。 亲 从 正 态 分 布 NC0,0?), 就 叫做 正 态 线性 回归 模型 。 
在 上 述 模型 中 a.b 都 是 未 知 参数 ,b 称 为 (Y 对 X 的 ) 回 归 
系数 ,而 a 称 为 常数 项 ,它们 的 值 由 观测 样本 去 估计 。 

一 般 , 设 有 上 个 自 变量 X,,X,,…,X 和 因 变 量 Y。 例 
如 ,Xi,X,,…X 分 别 代表 每 调 施肥 量 、 每 亩 播种 量 等 ,Y 
代表 每 亩 产量 。 则 Y 的 值 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 一 部 分 是 
由 于 XX，，…，X 的 影响 ， 表 为 f{X,, X;，… ,Xs Bi 
ps， Bp)， 了 为 已 知 函 数 ， 称 它 为 回归 函数 。 其 中 pl， 
B，…， Bp 是 由 观测 数据 估计 的 未 知 参数 ， 如 上 例 中 的 
4 与 b。 另 一 部 分 是 由 于 其 他 未 被 考虑 的 因素 和 随机 性 
的 影响 ， 记 为 6, 即 随机 误差 。 故 一 般 的 回归 模型 有 形式 

Y=f (Xs Xs Xs BisBssees Bs) te 
方程 Y= 了 Xi,Xs,… XB1,Bs，…B,), 称 为 理论 回归 方 
程 。 通 常 ,回归 方程 可 由 所 研究 的 问题 的 有 关 理论 给 出 ， 
也 可 以 根据 经 验 数据 和 数学 处 理 上 的 方便 去 选择 。 最 党 
用 的 形式 是 
了 = 有 十 BiX + + BX 

它 是 未 知 参数 8，,…， PB 的 线性 函数 ， 故 称 为 线性 回归 ， 
B, 称 为 X, 对 Y 的 线性 回归 系数 ,i=1,2,…,k。 有些 回 归 
方程 可 通过 引进 新 自 变量 化 为 上 述 形式 。 例 如 ,在 回归 方 
程 Y=at+blogX 中 令 X'=logX, 则 方程 化 为 Y=a+bX 
形式 , 另 一 类 重要 例子 是 多 项 式 回归 。 当 不 易 从 理论 上 确 
定 回归 函数 了 的 具体 形式 时 ， 常 采用 Xi,X,,…,X 的 多 
项 式 作为 近似 , 如 六 一 @ 十 bX, 十 bbXa 十 bi 十 bsXIX: 十 
baXi， 若 引进 新 的 自 变量 Xs 一 Xi，X, 一 XiXa，Xs 一 X3， 
可 把 它 化 为 如 上 的 线性 回归 形式 。 因 此 线性 回归 是 一 类 
包罗 很 广 的 模型。 

当 自 变量 的 个 数 k>1 时 , 称 为 多 元 回归 ， 当 因 变 量 
的 个 数 1>1 时 ， 称 为 多 重 回归 ( 见 多 元 统计 分 析 )。 

回归 分 析 要 解决 的 问题 ， 一 是 根据 试验 或 观测 数据 
选 定 适当 的 回归 函数 ， 或 检验 某 种 选 定 的 回归 函数 是 否 
合用 。 二 是 对 回归 函数 中 的 未 知 参数 B,,B,，…, pr 进行 
估计 。 三 是 检验 有 关 这 些 参数 的 假设 。 四 是 对 随机 误差 
< 的 影响 程度 进行 估计 ,最 常用 的 是 估计 s 的 方差 0?。 五 
是 利用 已 建立 的 回归 方程 进行 预测 和 控制 。 

为 估计 未 知 参数 ， 常 用 最 小 二 来 法 。 设 与 诸 夺 的 
nn 组 观测 值 为 

{Yss Kuss Xa Kass i=1,2,.0sn)}, 

作 平 方 和 

Ce fC Te Re YP Re 


找 出 B82，…，B, 的 值 甩 , 有 ，…, BB,, 使 Q 达 到 家 小 ,就 
是 8 的 最 小 二 有 估计 (i=1,2,…,p)。 在 模型 为 线性 时 ， 
使 用 

Cin Oe Te ee 


作为 0? 的 估计 ， 在 f=B。+ RiXi+ 2X: 十 …+PsXs 的 情 


回 


况 下 , 最 小 二 乘 估计 的 表达 式 很 容易 求 出 。 特 别 当 k=1 
时 ,有 

有 = 加 oo 下 有 

二 名 (Ys -BXu)’, 

要 1 
玉 一 六 访 Xu， 了 = 元 襄 Y。 

假设 检验 对 线性 回归 p+B,X1+ BXs+"…+BpXp 
最 常 考虑 的 检验 问题 是 某 些 回归 系数 为 0, 例如 ,对 假设 
Ho:B1=B, 一 …=B=0 进行 检验 。 若 He 成 立 , 表示 自 变 
量 Xi,X:,…,X; 对 因 变量 Y 无 显著 影响 ， 从 而 可 以 不 选 
入 方程 中 。 这 就 联系 到 “ 自 变量 选择 "的 问题 ， 在 一 些 复 
杂 问 题 中 ,可 供 考虑 的 自 变量 为 数 很 多 ,要 有 效 地 进行 分 
析 , 必 须 排除 次 要 的 因素 ， 而 将 影响 较 大 的 自 变量 选 入 。 
常用 的 方法 是 逐步 回归 , 它 按 假设 检验 的 原则 ,逐次 在 回 
归 方 程 中 引进 或 剔除 一 个 变量 ， 直 至 变量 既 不 能 引进 又 
不 能 别 除 为 止 。 

回归 预测 是 指 设想 在 自 变量 X,,X,,…,X 的 一 组 什 
和 8,X3，…,X8 处 做 试验 ,预测 得 到 的 Y 值 是 多 少 。 在 得 到 
Bs,B,，,…sBg 的 估计 色 , 训 ，,…, 色 , 后 ,建立 回归 方程 

=f(X Xs 
称 为 经 验 回归 方程 ， 以 给 定 的 值 X 
Po XY XY KE Bi Ba, Bo) 
即 以 合作 为 的 预测 值 。 预 测 是 回归 方程 的 一 项 重要 
应 用 。 

回归 设计 “在 不 少 问 题 中 ， 自 变量 X 的 取 值 是 可 控 
的 ,例如 ,一 项 生产 过 程 中 的 温度 、 压 力 .反应 时 间 等 。 在 
这 种 情况 下 , 自 变量 的 值 可 由 试验 者 选 定 ,因此 可 适当 地 
选择 X 在 试验 中 所 取 的 值 ， 以 使 所 拟 合 的 回归 方程 有 优 
良 的 性 能 。 这 就 是 回归 设计 问题 。 关 于 这 个 问题 ， 除 了 
直线 回归 这 个 简单 情况 外 ， 在 二 次 (及 三 次 ) 多 项 式 回归 
方面 有 较 具体 的 结果 。 其 中 值得 一 提 的 是 旋转 设计 和 混 
料 设计 。 

旋转 设计 着 限于 回归 预测 值 (X) 的 方差 。 设 X 为 
自 变量 容许 变化 范围 内 的 中 心 点 ， 若 在 自 变量 空间 中 与 
Xu 等 距离 的 点 处 , 他 的 方差 也 相同 ， 则 设计 称 为 是 旋转 
的 。 对 二 次 多 项 式 回归 的 重要 情况 ， 找 到 了 具有 旋转 性 
的 设计 方案 。 

在 混 料 设计 中 ,每 个 自 变量 X, 表示 一 种 原料 在 整个 
配方 中 所 占 的 百分比 , 因此 每 个 Xs 都 在 0 与 1 之 间 , 且 
所 有 X 之 和 应 为 1, 试验 的 目的 是 寻找 最 佳 配方 ， 目 前 
已 提出 了 者 干 类 型 的 混 料 试验 设计 并 在 应 用 上 取得 了 一 
些 成 功 。 

美国 统计 学 家 丁 基 弗 在 20 世纪 50 年 代 末 期 提出 
了 一 种 回归 设计 优良 性 准则 , 即 D 最 优 准则 。 大 体 上 说 ， 
这 种 准则 的 要 虽 是 使 回归 系数 估计 量 的 广义 方差 ( 即 回 
归 系 数 的 协 方差 阵 的 行列 式 ) 尽 可 能 小 。 基 弗 对 这 个 准 
则 进行 了 一 些 基 本 研究 ,并 在 一 些 情况 下 (例如 当 自 变量 
变化 范围 为 球 或 立方 体 的 情况 ) 求 得 了 具有 刀 最 优 性 的 
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= 了 一 X07 


式 中 


回归 设计 。 
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年 他 证 明 ER 到 R: 的 微分 映射 的 分 类 开创 了 这 一 新 分 
支 。 其 后 在 分 层 理论 上 也 得 出 奠基 性 结果 。& 几 何 积 分 
论 》(1957) 一 书 用 解析 方法 表示 上 同调 理论 ,开拓 了 新 领 
域 。 他 定义 的 阿 贝尔 群 的 张 量 积 是 拓扑 和 同调 代数 的 基 
本 工具 。 
意 特 尼 早 期 工作 是 在 图 论 方面 ， 从 四 色 问 题 导 出 地 
图 着 色 的 理论 ; 并 且 开创 了 拟 阵 (atroid) 理 论 ,该 理论 不 
仅 很 快 在 电路 理论 上 得 到 应 用 并 且 大 大 扩展 了 一 般 组 合 
理论 。 ( 胡 作 去 ) 


hunhexing pionweifen fongcheng 

混合 型 偏 微 分 方程 (partial differential equa- 
tion of mixed type) 。 简称 混合 型 方程 。 一 仿 
机 分 方程 在 所 考虑 的 区 域 的 某 一 部 分 上 是 椭 贺 型 的 ， 在 
另 一 部 分 上 是 双 曲 型 的 ,这 些 部 分 由 一 些 曲线 (或 一 些 曲 
面 ) 所 分 隔 ， 在 分 界线 ( 面 ) 上 方程 或 者 退化 为 抛物 型 的 ， 
或 者 是 不 定义 的 ， 这 样 的 方程 称 作 混合 型 方程 。 混 合 型 
方程 的 研究 历史 比较 短 .1923 年 ,意大利 了 . G. 特 里 科 米 
最 先 研究 了 方程 yuee+ iv= 0( 后 称 为 特 里 科 米 方程 ), 它 
在 y>0 半 平 面 是 椭 贺 型 的 ,在 y<0 半 平 面 是 双 曲 型 的 ， 
直线 y=0 是 它 的 赔 型 线 。 对 此 方程 特 里 科 米 提出 了 一 
种 新 的 边 值 问题 (后 称 为 特 里 科 米 问题 )， 设 区 域 0 的 边 
界 由 om 和 所 组 成 ,其 中 0 为 以 x 轴 上 二 点 4 与 B 
为 端点 而 在 上 半 平 面 上 的 若 尔 当 光 谓 曲 线 ,T, 和 T 是 在 
下 半 平 面 上 经 过 A、B 这 二 点 的 方程 的 两 条 特征 线 , 并 相 
交 于 C 点 。 边 界 条 件 只 给 在 = 和 Ti 上 : zx=f(z) 纪 在 = 
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上 ，u=y(x) 在 T， 上 。 该 方程 在 2 上 的 正则 解 ， 即 解 在 
闭 域 巨 上 连续 ， 它 的 一 阶 微 商 除 4 与 B 点 外 在 互 上 连 
续 , 而 在 这 两 点 上 微 商 趋 于 无 穷 的 阶 数 小 于 1, 二 阶 微 商 
除 * 轴 上 的 点 外 在 9 内 连 
续 。 且 假定 了 曲线 o 在 A 与 
B 点 附近 满足 特殊 的 要 求 。 
特 里 科 米 通过 解 奇异 积分 方 
程 问题 证 明了 这 个 问题 解 的 
存在 性 。 自 特 里 科 米 的 工作 
之 后 ,混合 型 方程 ,特别 由 于 
它 与 跨 音速 、 超 音速 流动 理 
论 有 着 直接 联系 而 引起 了 广 
泛 的 重视 ,从 40 年 代 起 不 断 
有 人 对 它 进行 研究 ， 基 本 上 
在 三 个 方面 开展 工作 ，@ 提 出 新 的 边 值 问 题 ， 并 证 明 解 
的 存在 性 和 唯一 性 ;加 寻求 新 的 研究 工具 和 途径 ， 且 不 
断 减弱 在 证 明 可 解 性 时 所 附加 在 方程 系数 和 边界 曲线 上 
的 限制 ，@ 利 用 混合 型 方程 解决 气体 动力 学 、 几 何 学 和 
弹 塑 性 力学 中 的 各 种 问题 。 

美国 数学 家 K.O. 弗 里 德里 希 斯 在 50 年 代 末 建立 了 
正 对 称 方程 组 的 理论 ,在 一 定 意义 下 统一 地 处 理 双 曲 , 抛 
物 、 椭 贺 以 及 混合 型 方程 的 边 值 问题 。 将 此 理论 应 用 于 
混合 型 方程 的 研究 ， 不 仅 得 到 了 一 些 适 定 的 新 的 边 值 问 
题 ,而 且 也 提供 了 新 的 研究 工具 ， 能 量 不 等 式 、. 强 弱 解 一 
致 性 和 解 的 可 微 性 等 。 同 时 还 促进 了 多 个 自 变量 的 和 非 
线性 的 混合 型 方程 的 研究 。 混 合 型 方程 的 研究 还 与 弹性 
薄 壳 无 旋 理论 .几何 曲面 变形 理论 以 及 其 他 物理 力学 问 
题 等 有 着 广泛 的 联系 。 

除 上 述 那 种 方程 外 ,还 有 一 类 方程 (方程 组 ), 它 们 是 
在 域 的 某 些 点 集 (包括 边界 点 ) 上 发 生 型 的 晓 化 ， 但 在 区 
域 上 并 不 同时 出 现 有 椭 贺 型 和 双 曲 型 。 这 类 方程 (组 ) 被 
称 为 退化 方程 (组 )。 退 化 方程 (组 ) 可 分 为 退化 抛物 型 方 
程 .退化 梢 加 型 方程 (二 者 合 在 一 起 还 称 为 具有 非 负 特征 
的 方程 )、 退 化 双 曲 型 方程 (组 ) 等 。 退 化 方程 (组 ) 在 边界 
层 理论 .无 旋 薄 沉 理论 .渗流 理论 、 扩 散 过 程 理论 及 其 他 
许多 物理 和 力学 问题 中 遇 到 。 混 合 型 方程 的 研究 更 促进 
了 对 退化 酉 圆 型 方程 和 退化 双 曲 型 方程 的 深入 研究 。 这 
类 方程 (方程 组 ) 基 本 上 在 两 个 紧密 联系 的 方向 上 开展 研 
究 ，@ 证 明 边 值 问题 的 可 解 性 ， 在 此 考虑 到 由 于 型 的 蚁 
化 而 在 问题 提 法 上 的 改变 ， 回 研究 解 的 性 质 ， 特 别 是 建 
立 类 似 和 于 非 退化 方程 的 解 的 性 质 。 ( 孙 和 生 ) 


特 里 科 米 问题 区 域 们 及 
边界 ov 太太 


Huopufu 

霍 普 夫 ,H. (Heinz Hopf 1894 一 1971) 德国 
数学 家 。1894 年 11 月 19 日 生 于 布雷 斯 劳 ( 今 波兰 弗 罗 
荧 瓦 夫 )，1971 年 6 月 3 日 在 瑞士 措 利 孔 去 世 。 他 曾 先 
后 在 布雷 斯 劳 大 学 、 柏 林 大 学 学 习 ,1925 年 以 拓扑 学 方面 
的 论文 获 博士 学 位 。 同 年 到 格 丁 根 学 习 , 深 受 EE. 诺 特 抽 
象 代数 的 影响 ， 他 和 苏联 数学 家 开 . C. 亚 历 山 德 罗 夫 合 


作 。 并 于 1927 一 1928 年 同 到 普林斯顿 大 学 讲学 。 1931 年 
任 瑞士 苏黎世 高 等 工业 学 院 教授 , 1955 一 1958 年 任国 际 
数学 联合 会 主席 。 

和 恰 普 夫 的 主要 工作 是 在 代数 拓扑 方面 。1926 年 他 证 
明 映射 度 是 同 维 球 之 间 映 射 的 唯一 的 同 伦 不 变量 ，1931 
年 ,证 明 三 维 球 (S) 到 二 维 球 (S?) 的 连续 映射 存在 无 穷 
多 同 伦 类 ,并 定义 翟 普 夫 不 变量 ,这 被 认为 是 同 伦 论 的 开 
端 。1933 年 , 他 利用 同调 对 于 n 维 多 面体 到 " 维 球面 进 
行 完 全 分 类 。1935 年 他 进一步 研究 S”! 到 S* 的 映射 的 
同 伦 分 类 。 同 年 ， 他 与 亚 历 山 德 罗 夫 合 著 的 《拓扑 学 I》 
成 为 当时 拓扑 学 的 范本 ， 大 大 推动 了 这 一 学 科 的 发 展 。 

他 对 群 流 形 上 的 同调 的 研究 (1941 年 发 表 ) 开 创 了 HH 
空间 理论 。1948 年 他 发 现 了 复 结构 的 概念 。1942 一 1944 
年 关于 群 的 上 同调 理论 是 上 同调 代数 最 早 的 例子 之 一 。 
翟 普 夫 在 整体 微分 几何 方面 也 有 重要 贡献 。 

他 的 主要 论著 收 在 他 的 《选集 1964) 中 。 


( 胡 作 去 》 
Huoqi lllun 
餐 奇 理论 (Hodge theory) 关于 调和 微分 形 
式 的 理论 。 


19 世纪 德国 数学 家 B. 但 受 利用 狄 利克 雷 原 理 ， 将 
单 复 变 量 的 代数 函数 及 其 积分 ,和 一 系列 函数 类 的 存在 ， 
建立 在 黎 曼 曲面 的 拓扑 和 势 的 构造 上 。 这 门 学 问 推广 到 
高 维 流 形 时 ， 和 长 奇 理论 进一步 揭示 了 分 析 与 拓扑 之 同 的 
深刻 联系 ， 给 当代 流 形 上 分 析 的 整体 研究 以 巨大 影响 。 
这 个 理论 为 英国 数学 家 W. V. D. 征 奇 首创 于 30 年 代 ， 
而 后 为 小 平 邦彦 等 数学 家 大 大 发 展 与 应 用 。 

设 M 为 n 维 黎 曼 流 形 , 在 局 部 坐标 系 (x',x?，… ,x") 
中 , 黎 曼 度量 表示 成 ds 一 2gu dxtdxf。 记 矩阵 Ggw)， 
G-'=(g)，g= detG。M 上 的 任 一 7 阶 C” 微 分 形式 9 在 
该 坐标 系 中 可 表示 成 9=(1/71)Zpwwwdx4 八 … 人 dx， 
其 中 系数 mu-ir 均 是 C” 函数 且 关于 下 指标 反对 称 。M 
上 的 这 种 了 阶 形 式 全 体 记 为 Er。 设 YEEr， 令 rw 一 
王 g6ft grtrysirdry 定 义 

pp 一 (1/r1D) Tour 9 dxi 人 ANd 
它 不 依赖 局 部 坐标 的 选取 。 因 此 可 用 来 定义 严 中 的 内 
积 与 范 数 i(g,) 一 | ov,lp| (pp)。 

在 Er 上 定义 外 微分 算 子 4 如 下 ， 对 于 函数 fEB， 
df= 331/8xkx.dz5 对 于 pEEr,dg 一 了 dp 人 dxa 八 … 八 
dzwEErri。 令 3 Er*'>E" 为 d 关 于 上 述 内 积 的 形式 共 
斩 算 子 ， 即 对 于 wE Br*', 在 pw 二 者 之 一 有 紧 支 集 时 成 
立 (dp,w) 一 (ps 如 )。 定义 4:Er>E" 为 4= 曲 + 刀 , 称 它 是 
M 上 的 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 。 在 M 是 欧 氏 空间 ， 
+=0 的 情形 , 4 即 为 普通 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 

利用 线性 算 子 *; Er>E"-" (* 算 子 或 翟 奇 算 子 ) 可 
将 从 而 4 明确 地 局 部 表示 出 来 。 算 子 * 满 足 条 件 (p， 
内 = 人 炒 =y 人 xp。 在 局 部 坐标 系 中 , 它 可 写成 
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这 里 ak-srsrw-* 是 指标 (14…jrk…kn-e) 的 置换 符号 ， 
才 一 (一 1)ro" ,I, 这 里 1 为 但 同 算 子 , (x*p,4y)=(9,y)。 
利用 这 些 性 质 可 以 推出 3=( 一 1)"*'*d#。 上 述 这 些 算 子 
尚 有 下 列 关 系 ，4d=d4,， =84, #d=( 一 1)"* 了 #， 基 = 
(— LD"d#,n4= 4 

满足 方程 dp=0 的 gp 称 为 闭 微分 形式 。 若 存在 w， 
使 p=da, 则 9 称 为 正 合 微分 形式 。 由 于 中 = 0, 正 合 形式 
必 是 闭 的 。 若 dp=0, p=0 同时 成 立 , 称 w 为 调和 微分 形 
式 。 德 - 拉 姆 定理 指出 德 . 拉 姆 上 同调 群 { 闭 的 > 阶 C“ 微 
分 形式 }/{ 正 合 的 7 阶 C” 微分 形式 ) 与 实 系数 的 7 阶 奇 
异 上 同调 群 同 构 ， 而 霍 奇 理论 即 要 表明 在 每 个 上 同调 类 
中 是 否 存在 调和 的 微分 形式 。 

紧 柳 更 流 形 设 M 是 紧 的 黎 曼 流 形 ， 则 4p= 0 意味 
着 9p 调和, 因为 (4p,8)=(dp,dp)+ (39,3p), 从 而 dp= 
0, p=0。 记 L" 为 E" 按 上 述 范 数 完备 化 的 希 尔 伯 特 空 
间 ， 那么 d,8, 4 均 可 扩充 定义 到 整个 L" 上 。 这 时 3 为 d 
的 共 堪 算 子 ，4 为 自 共 胃 的 椭圆 型 算 子 。 对 于 4p=a 的 
任 一 弱 解 9, 在 a 是 C” 微分 形式 时 ,9 也 是 C” 的 。 因 此 
任 一 调和 微分 形式 均 是 C” 光滑 的 。 以 娘 " 记 M 的 了 阶 
调和 微分 形式 全 体 ,P:Lr 一 多" 为 射影 算 子 , 那么 管 奇 理 
论 的 中 心 结果 为 下 述 分 解 : 

@ LAID =dL DUAL" DY", 

易 知 对 任 一 a€ 4(L"), bp=a 在 4(L") 中 的 解 唯一 。 

加 存在 格林 算 子 G:L" 一 4(L")， Ga=p, 对 BE 总， 
GB=0。 

由 定义 , GP=PG=0, P+4G=1, Gd=dG,G3=3G， 
于 是 对 每 个 pEL",dp=0 者 ， 由 @ 得 p=BGp+Pp。 它 
表明 调和 形式 Pe 与 9 在 同一 个 德 - 拉 姆 上 同调 类 内 , 且 
是 这 个 类 中 唯一 的 调和 形式 。 

轿 实 系数 的 ” 阶 奇异 上 同调 群 与 了 阶 调和 形式 空 
间 史 " 同 构 。 

图 "为 有 限 维 向 量 空间 。 若 记 h" = dim 多 "， 
x(M) 为 M 的 欧 拉 示 性 数 , 则 x(M)= (一 1)"h"。 

如 果 考 虑 带 有 某 种 奇 性 的 微分 形式 所 构成 的 希 尔 伯 
特 空间 时 ， 就 得 到 黎 曼 曲面 上 第 二 、 三 类 阿 贝尔 微分 的 
推广 。 

全 纯 向 重 从 ” 设 x:E->M 是 秩 为 1 的 全 纯 向 量 从 。 
M 是 紧 的 复 几 维 埃 尔 米 特 流 形 。 令 A(?'0(E) 为 系数 在 
下 中 的 C<(p,9) 形式 全 体 。{Tw} 是 定义 在 M 的 坐标 覆 
盖 {U,} 上 能 确定 下 的 转移 函数 矩阵 。 这 时 pE Ace'e(E) 
在 Us 上 表示 成 9=(99(z)，…，93z)), 这 里 区 (2)== 
(1/p191)Zpj-asai-aadzi 八 … 人 dz 人 dz 和 八 … 人 
dzse。 在 UsNnU。 上 成 立 中 (Zz)=2 的 wp%(z), 这 里 秦 w 是 
矩阵 Tw 的 元 素 , 均 是 全 纯 函 数 。 定义 如 =(2p7(2))。 因 
为 丝 。=0， 所 以 这 个 定义 不 依赖 局 部 坐标 的 选取 。 

下 的 纤维 上 的 埃 尔 米 特 形式 是 由 每 个 U 上 给 出 一 
个 正定 形式 Zhoutetr 确定 的 。 以 hy 记 和 矩阵 (yww) ,那么 
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应 满足 条 件 及 ==TyshyTh。 设 M 上 的 埃 尔 米 特 度量 在 Us 上 
表示 为 ds:= 2grdzxdz， 在 4Gzo(E) 内 引入 内 积 如 下 ， 
对 于 g,yE AA(E), 记 (9, $) = Tho,y? = (2"-g/ 
P11 Zhysphomogh Bey 1 tr adxi dz。 这 里 
En ee > gpasayyxi-xp5ir5ee 
然后 内 积 与 范 数 分 别 为 (9,p) = | C9, ,ol 一 9,8)。 

令 束 为 扣 关于 上 述 内 积 的 共 罗 算 子 ， 作 口 =32*+ 
Br3。 EE 值 (p,q) 形式 9 称 为 5 闭 的 , 如 果 如 =0, 称 为 
5 正 合 。 如 果 存 在 a€ za-:(E) 使 p=3cx, 且 口 p= 0, 称 
?为 调和 的 E 值 (p, 9) 形式, 它 等 价 于 如 =0, rp=0 同 
时 成 立 ， 记 其 全 体 为 名 ?%。 令 Le 为 hza (了 B) 接 上 述 
范 数 的 完备 化 , 它 到 入 za 的 正 交 射 影 仍 记 为 P, 那么 
成 立 : 

[ol 工 ?De 一 OL ) BE =AL? ae! J) 《Lati) 
BO?", 

@ 存在 格林 算 子 G:L?%> 口 (Lx), 在 口 (Lr") 上 
——.Gp=0,9E ?DG+P=I, 

加 若 p 为 有 形式 , 则 Pp 与 9 在 同一 个 多 博 尔 特 上 
同调 类 即 名 ?<{3 闭 的 EE 值 (pq) 形式}/{3- 正 合 的 
卫 值 (p,9) 形 式 }。 

@ Yo" 为 有 限 维 向 量 空间 。 

饥 勒 流 形 设 M 为 紧 的 凯 勒 流 形 ， 它 的 凯 勒 度量 为 
dst=23gw5dz*dz”。 将 它 看 做 M 上 的 埃 尔 米 特 度量 ,考虑 
M 上 的 平凡 线 从 E~MxC 及 C 上 的 欧 氏 度量 。 按 上 面 
的 构造 方法 有 对 应 的 算 子 口 。 另 一 方面 Re22gx5dzrdz” 
作为 M 上 的 黎 曼 度量 有 对 应 的 算 子 4。 在 凯 勒 条 件 下 成 
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立 4=2 口 .因此 除了 前 面 的 一 些 结论 外 , 尚 有 
"r=D Yr, Yon 。 


2 
车 记 hr%=dim& 7%, 则 x(M)= 了 (一 1)?+ohpae 一 个 简 
单 的 推论 即 为 凯 勤 流 形 的 第 奇数 个 贝蒂 数 为 偶数 。 

当 M 是 非 紧 流 形 时 ， 对 于 不 同 的 微分 形式 所 构成 的 
希 尔 伯 特 空间 有 相应 的 空间 分 解 。 当 M 为 某 个 流 形 上 有 
边界 的 区 域 时 ,将 导致 各 类 纽曼 问题 。 特 别 地 , 当 M 是 复 
流 形 中 有 光滑 边界 的 区 域 时 ,产生 著名 的 于 纽曼 问题 , 它 
对 于 多 复 变 函 数论 , 超 定 微分 方程 组 , 拟 微分 算 子 等 学 科 
的 发 展 起 了 重大 作用 ( 见 多 复 变 函数 论 )。 

由 翟 奇 理论 可 知 底 流 形 的 拓扑 影响 着 调和 形式 的 存 
在 与 否 ,存在 多 少 ， 反 过 来 ,由 流 形 的 度量 往往 能 够 知道 
调和 形式 的 存在 与 否 ， 从 而 产生 了 许多 上 同调 群 的 消 隐 
定理 。 
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《 张 锦 带 ) 


jfen 


积分 〈integral) 。 定 积分 ( 黎 曼 积分 ) 与 不 定 积分 
的 统称 ， 它 们 作为 对 函数 的 运算 ， 是 求 导 ( 函 ) 数 和 微分 
运算 的 逆 运 算 。 定义 在 一 个 区 间 内 的 某 个 函数 了 (zx) 的 
不 定 积分 是 以 f(x) 为 其 导 函 数 的 所 有 函数 ， 即 所 谓 “ 原 
函数 "。 其 一 般 表达 式 是 F(x)+C, 其 中 F(x) 是 了 (x) 的 
任何 一 个 原 函 数 ,而 C 是 任意 常数 ( 称 为 积分 常数 ), 记 为 


roaz= F(z)+C。 


函数 人 x) 在 区 间 [a, b] 上 的 定 积分 ， 是 一 个 特殊 形式 的 
有 限 和 , 即 所 谓 “ 黎 曼 和 "的 极限 ， 


fa r=lim far, 
a pe 


式 中 Ax,=x ,一 -1>0 (Xo=a, xn=b); 和 为 最 大 的 
Azu 名 为 小 区 间 Ax, 上 的 任 一 点 。 

这 里 所 说 的 函数 都 是 有 穷 区 间 上 的 有 界 函数 。 对 区 
间 有 穷 与 函数 有 界 两 个 方面 加 以 推广 ， 作 为 定 积分 之 极 
限 的 广义 积分 ， 有 无 穷 积 分 和 环 积 分 。 当 积分 中 被 积 函 
数 含有 一 个 参 变量 时 ,其 值 便 成 为 这 个 参 变量 的 函数 ,而 
积分 本 身 便 成 为 这 个 函数 的 一 个 分 析 表达 式 ， 称 为 参 变 
积分 ( 见 积分 学 )。 

这 些 积分 概念 都 推广 到 了 多 元 函数 〈 见 多 元 机 积分 
学 ) 更 进一步 的 推广 是 实 变 函数 论 中 的 勒 贝 格 积分 。 

(过 传 宽 ) 

jifen blonhuon 
积分 变换 (integral transform) 。 通过 参 变量 
积分 将 一 个 已 知 函数 变 为 男 一 个 函数 。 已 给 人 x), 如 果 


， 
Fos)=| Ks, x)f(x)dx 


存在 (a、b 可 为 无 穷 )， 则 称 FCs) 为 x) 以 KCs, x) 为 核 
的 积分 变换 。 

积分 变换 无 论 在 数学 理论 或 其 应 用 中 都 是 一 种 非常 
有 用 的 工具 。 最 重要 的 积分 变换 有 传 里 叶 变 换 、 拉 普 拉 
斯 变 接 。 由 于 不 同 应 用 的 需要 ,还 有 其 他 一 些 积分 变换 ， 
其 中 应 用 较为 广泛 的 有 梅林 变换 和 汉 克 和 尔 变换 ， 它 们 都 
可 通过 传 里 叶 变换 或 拉 普 拉 斯 变换 转化 而 来 。 

梅林 变 接 “ 当 K(s,z) 一 z-5 zx>0， 而 也) 定义 于 
[5o,+o)， 函 数 

Ms)=M(s, 力 = 站 fz)zrdaz GD 


称 为 所 z) 的 梅林 变换 ， 式 中 s=o+ir 为 复数 。M(s) 的 
人 


fo- 二 
这 里 积分 是 沿 直线 Re s=0 进行 的 。 


x Ms)eds (xz>0), (2) 


积 

《1) 式 与 (2) 式 在 一 定 条 件 下 互 为 反 演 公 式 。 例 如 , 设 
(1) 绝对 收敛 ,在 任何 有 限 区 间 上 f(x) 是 有 界 变 差 的 , 且 
已 规范 化 ， fx) = 二 [f(x+0)+ 攻 x 一 0)], 则 由 (1) 可 推 
得 (2), 在 IL7(0,co) 空 间 中 也 有 类 似 结果 。 

者 以 MCs,f) 表 示 f"(x) 的 梅林 变换 , 则 在 一 定 条 件 
下 , 有 Ms 了) 一 一 卫生 MCs 一 1)。 在 一 定 条 件 下 ， 
还 有 下 列 格林 朗 扫 的 卷 和 2 A 
[ee | Mc, PMGs—0,gd, 
式 中 c>Res。 


一 些 简单 函数 的 梅林 变换 如 下 (a> 0); 
TO 适用 范围 

JS i 
Fr 0<Re s<1 
5 Ha cot ns 0<Re s<1 
er 9 Res>0 

sin ax Le) sin 写 —1<Res<1 
cosax —1<Res<1 
汉 克 尔 变换 设 Jyr(z) 为? 阶 贝 塞 尔 函 数 ( 见 特殊 


函数 ), 孔 z) 定 义 于 [0,+ co), 则 称 
HD=HGb 力 = | ar(tz)fz)dz (t>0) (3) 
为 x) 的 Y 阶 汉 克 尔 变换 ， 而 称 
fe = {Hx Hot (x>0) (4) 
为 H(t) 的 汉 克 尔 反 变换 。 有 的 作者 代 震 (3) 与 (4) 改 用 
HD= SA (1>0) 


Ss f= [RH Cx>0), 
效果 是 一 样 的 。 在 一 定 条 件 下 ，(3) 与 (4) 成 为 一 对 互 逆 
公式 ,此 外 ,还 有 
LR ee GR 用 ]。 
一 些 简单 函数 的 汉 克 尔 变 换 如 下 ， 


Hy(1) 


x7 (0<x<o) | oz 


0 (xz>a) Tyr (ot) 
J My 
er? (p>0) t 
Te Ye 
sinax [a a (0) | ,1 
be (0<t<a) 


(ta) 


x 
{ o<<o] bg 
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(路 见 可 ) 
Jifen budengshl 
积分 不 等 式 (integral inequality) 。 分 析 数 


学 中 常用 到 下 列 积分 不 等 式 。 
杨 不 等 式 ” 设 也 xz) 是 定义 在 [0， 4] 上 满足 人 0)=0 
的 严格 单调 增加 的 连续 函数 ， ， 
信 '(y) 是 信 x*) 的 反 函数 ， 则 对 
任何 
aE€EL0,A], bE CLO,f(A)], 
有 
‘a 
erat [ftw ydy>0b, 
当 且 仅 当 f(a)=b 时 ， 上 式 中 
等 号 成 立 ( 见 图 )。 
特别 , 当 了 2) 一 ze (a>0) 
时 , 令 


p=a+l，9q= 下 9 


p-1? 
由 杨 不 等 式 得 到 
Tart b>ab (o>0, b>0, 
p 9 
浊 二 
0,g>0, 二 + 二 =1)， 
p>0,9>0,5 + 1) 


当 且 仅 当 b=ar-! 时 ,上 式 中 等 
号 成 立 。 

打 尔 德 不 等 式 、 设 (X,9， 
4) 是 测度 空间 ( 见 测度 论 ),EE 
,f(x)、g(x) 分 别 在 E 上 Pp 杨 不 等 式 


次 .4 次 (p>1,9>1 训 + 襄 一 1 可 积 , 则 f(x)g(x*) 在 忆 
上 可 积 ,并 且 


tt 条 
| as|<(| trean | ee 六 
上 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 存在 实数 9 以 及 不 全 为 等 的 
实数 cy 和 cu, 使 得 等 式 
arg f(x)g(x)=0, clf(x)|l?=c,lg(x)|e 
在 也 上 几乎 处 处 成 立 。 
由 积分 的 赫 尔 德 不 等 式 立即 可 得 级 数 的 幸 尔 德 不 
等 式 : 设 


澡 lml?<m， 到 ble<， 
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式 中 p>1, 9>1, 训 + 计 =1, 则 总 mb 绝对 收 全 并 且 
| 国 ee|< 全 亲信 必 洒 

上 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 存 在 实数 6 以 及 不 全 为 夫 的 非 

负 实数 cy 和 cx， 使 对 一 切 自 然 数 n, arganbn=0, 且 

cilonl?=calbale, 

施 所 北 不 等 式 、 赫 尔 德 不 等 式 中 用 得 最 普遍 的 是 
p=q=2 的 情况 ， 此 时 的 赫 尔 德 不 等 式 称 为 施 瓦 效 不 等 
式 ,有 时 也 称 为 柯 西 不 等 式 或 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 。 它 
的 积分 形式 、 级 数 形式 分 别 为 


eel re 


Bt < (Bo) (ons). 
上 面 两 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 分 别 是 存在 两 个 不 全 为 
零 的 常数 c 和 c:， 使 得 
ez) 一 cag(x) 

在 EE 上 几乎 处 处 成 立 和 对 一 切 自然 数 n, clan 一 cxbn。 

疗 科 夫 斯 基 不 等 式 设 (X，9，A) 是 测度 空间 ， 
EEg， f(x), g(x) 都 是 E 上 Pp 次 (p>>1) 可 积 函 数 ， 则 
做 x)+9(x) 在 E 上 Pp 次 可 积 ,并 且 


站 2 
(J lroran)s (|, tras)s+ (| opa 六 
当 p>1 时 ， 上 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 
堆 的 非 负 实 数 cy 和 cs, 使 得 
Cf(x)=c9(x) 
在 上 几乎 处 处 成 立 ， 当 p=1 时 ,上 式 中 等 号 成 立 的 充 
要 条 件 是 ，arg f(x) = arg g(x) 在 上 几乎 处 处 成 立 。 
由 积分 的 六 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 可 得 级 数 的 闵 科 夫 其 


基 不 等 式 ， 如果 加 ol?<o, 电 lol?<c,p>1, 则 


(Bm) < (Bol) + (Bos). 
当 p>1 时 ,上 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 存在 不 全 为 办 的 非 
负 实数 cy 和 ca， 使 对 一 切 自然 数 n cao= cpu; 当 p=1 
时 ,上 式 中 等 叶 成 立 当 且 仅 当 对 一 切 自然 数 n，arg 0 
arg bu 

延庆 不 等 式 、 设 p(x) 是 [a 中 上 有 限 实 函数 ， 如 果 
对 任何 ziszaE [asb] 以 及 任何 正 数 Pvp, 都 有 

( PiX1t+ Pre PP(X1) + Pp(X3) 
Pit+p: Pi 十 pz 

则 称 9 为 [a, 执 上 的 下 丁 函 数 . 如 果 p(x) 是 [ay 5b] 上 的 下 
西数, 则 对 任何 xiyxsy…yznE [av 轨 以 及 任何 正 数 Dhy 
pay,poy 有 延 森 不 等 式 ， 


9( Pt perst + pete ) 


Pi 二 pz 十 … 十 pn 
三 PiP(X1) + Pp(x2) + + pnp xn) 
Pit+ Pa 十 … 十 pn 


积分 形式 的 延 森 不 等 式 ， 设 P(x) 是 [a, b] 上 的 下 凸 


函数 ,又 设 (X,9,4) 是 测度 空间 ,EE ,p(x) 是 上 非 负 
可 积 函 数 ， 并 且 | ,px)dx(x) 志 0, 而 f(x) 是 上 可 测 西 
数 ,并 且 a<f(x)<b, 则 


0 ee) J, pfx)p (x)u(x) 
s pa 


J nex)anc) pnanm 
5 
(地 绍 宽 ) 
jJfenfo 
积分 法 (integration) 求 积分 的 方法 ， 大 多 指 


求 不 定 积分 (或 原画 数 )。 按 照 不 定 积分 的 定义 ， 每 一 个 
微分 式 dF(x)=f(x)dx 都 对 应 着 一 个 积分 式 ， 
J 1 ae=f ape) Pn) + 
积分 法 在 这 里 是 运用 微分 运算 的 基本 法 则 及 基本 公 
式 把 积分 号 下 的 微分 式 改变 形式 ， 成 为 一 个 原 函 数 的 微 
分 。 例 如 
| cosx dx= | dcsinx) =sinx+C, 


[2 iyi 
ea 后 ia )- 2 +C (nz 一 1)。 


通常 将 被 积分 的 初等 函数 f(x) 按 其 结构 形式 , 分 成 若干 
类 型 (基本 初等 函数 的 简单 变形 ， 有 理 分 式 ,三 角 函 数 的 
有 理 式 ,一 些 根 式 等 ) 来 说 明 相应 的 计算 过 程 。 当 原 函数 
不 是 初等 函数 因而 不 能 表示 成 基本 初等 函数 的 有 限 的 分 
析 表 达 式 时 ， 便 说 积分 " 积 不 出 来 "。 例 如 积分 
ea， [ee | 夏 

都 “ 积 不 出 来 "。 但 可 以 认为 这 些 积分 式 本 身 定义 了 新 的 
超越 函数 。 

按照 微 积分 学 基本 定理 , 定 积分 的 计算 ,归结 到 求 不 
定 积分 , 带 上 相应 的 积分 限 ,例如 


frede= Bob) Feo) [| arc)], 


foc a fox)ae, 
中 ih 


在 相应 的 不 定 积分 “ 积 不 出 来 ”或 者 即使 积 出 来 也 不 便 
计算 其 数值 的 情形 ， 就 选用 适当 的 近似 计算 法 ( 见 积分 


学 )。 (过 传 宽 ) 
Jifen fangcheng 
积分 方程 (integral equation) 积分 号 下 含 


有 未 知 函 数 的 方程 其 中 未 知 函数 以 线性 形式 出 现 的 , 称 
为 线性 积分 方程 ,否则 称 为 非 线性 积分 方程 。 

积分 方程 起 源 于 物理 问题 。 牛 顿 第 二 运动 定律 的 出 
现 , 促 进 聘 分 方程 理论 的 迅速 发 展 , 然而 对 积分 方程 理 
论 发 展 的 影响 却 非 如 此 。1823 年 ，N. H. 阿 贝尔 在 研究 
地 球 引力 场 中 的 一 个 质点 下 落 轨迹 问题 时 提出 的 一 个 方 
程 ,后 人 称 之 为 阿 贝尔 方程 ,是 历史 上 出 现 最 早 的 积分 方 
程 ， 但 是 在 较 长 的 时 期 未 引起 人 们 的 注意 。“ 积 分 方程 


积 


一 词 是 P. du B. 雷 莹 德 于 1888 年 首先 提出 的 。19 世纪 
的 最 后 两 年 ,瑞典 教学 家 卫 . I. 费 雷 擂 堂 姆 和 意大利 数学 
家 V. 关东 泰 拉 开创 了 研究 线性 积分 方程 理论 的 先河 ,从 
此 ， 积 分 方程 理论 逐渐 发 展 成 为 数学 的 一 个 分 支 。 

1899 年 ， 弗 雷 德 重 姆 在 给 他 的 老师 M. G. 未 塔 - 列 
夫 勒 的 信 中 ,提出 如 下 的 方程 


PC) 一 | KCxsy)p ey) y= yx), (1) 


式 中 p(x) 是 未 知 函数 ;入 是 参数 ,K(x,y) 是 在 区 域 0<x， 
y<1 上 连续 的 已 知 函数 1y(z) 是 在 区 间 0<x<1 上 连续 
的 已 知 函 数 。 并 认为 方程 (1) 的 解 可 表 为 关于 入 的 两 个 
整 函数 之 商 1900 年 , 弗 雷 德 专 姆 在 其 论文 中 把 (1) 称 为 
“积分 方程 "， 并 初次 建立 了 K(x, y) 的 行列 式 D(X) 和 
D(x, y,X), 证 明了 它们 都 是 入 的 整 函 数 , 以 及 当 ^ 是 


D(X) 的 一 个 零点 时 , 则 (1) 的 齐 次 方程 p(x) 一 和 Ka 


8)9(y)dy= 0 有 不 恒 等 于 零 的 解 。1903 年 ,他 又 指出 , 若 
行列 式 D(1) 关 0， 则 有 一 个 且 只 有 一 个 函数 p(z) 满足 
方程 (1)(X=1), 此 时 w(z) 可 表 为 
p(x) =y(x) + 2 weay. 
从 此 ,积分 方程 理论 的 发 展 进入 了 一 个 新 的 时 期 。 
以 下 形式 的 积分 方程 


[Kes otay= px), (2) 

， 
p02 Kx gypG)ay=Wz)， (3) 
ACx)o(w) a] Kru)p dy Wx), (4 


分 别称 为 第 一 种 、 第 二 种 、 第 三 种 弗 雷 德 稚 姆 积分 方程 
其 中 K(x,y) 是 在 区 域 a<x,y<b 上 连续 的 已 知 函 数 , 称 
为 方程 的 核 ，A(x)、y(x) 都 是 在 区 间 a<x<b 上 连续 的 
已 知 函数 ,p(x) 是 未 知 函数 ,和 是 参数 。 

第 一 、 二 种 弗 雷 德 管 姆 积分 方程 是 第 三 种 弗 雷 德 霍 
姆 积分 方程 的 特殊 情形 。 但 是 ， 第 一 种 方程 与 第 二 种 方 
程 却 有 本 质 上 的 区 别 。 

与 弗 雷 德 性 姆 几乎 同时 ， 沃 尔 泰 拉 研 究 了 如 下 形式 
的 积分 方程 


fk)etydy wz), (5) 
po) a] Kersey C6) 


AGz)e(2) 一 | Kx)o dy = yx) 7) 


分 别称 为 第 一 种 第 二 种 、 第 三 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 ， 式 
中 Xp9(x),y(x) 和 A(x) 如 前 所 述 ,K(x,y) 是 定义 在 三 角 
形 区 域 a<y<x<b 上 的 已 知 连续 函数 。 弗 雷 德 霍 姆 积分 
方程 中 的 核 K(x,y) 当 x<y 时 为 零 ， 就 是 沃 尔 泰 拉 积分 
方程 。 因 此 沃 尔 泰 拉 积分 方程 是 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 
特殊 情形 。 但 是 这 两 类 方程 的 本 质 是 不 同 的 例如 ,第 二 
种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 对 于 一 切入 值 总 可 用 迭代 法 求解 
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而 第 二 种 弗 雷 德 霍 好 积分 方程 却 出 现 了 特征 值 问题 :又 
如 ， 第 一 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 在 一 定 条 件 下 可 以 化 为 等 
价 的 某 个 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 ， 而 第 一 种 弗 雷 德 从 
姆 积分 方程 的 讨论 却 困难 得 多 。 

弗 雷 德 夫 姆 积分 方程 和 沃 尔 秦 拉 积 分 方程 的 理论 可 
以 推广 到 多 个 未 知 函数 的 方程 组 的 情形 。 这 时 只 需 把 
g(x) 视 为 未 知 函 数 向 量 9(x) = (91 (Xx), 9g; (xX),，…， 
n(x))， K(x,y) 看 作 n 阶 方 阵 (Kw(x,5))sij=1,2,…， 
n(x)= (yi(X) ,V(X)，,… ,Yn(*)) 看 作 已 知 函数 向 量 。 

D, 着 尔 伯 特 和 也 . 施 密 特 对 第 二 种 弗 雷 德 种 姆 积 分 
方程 做 了 重要 的 工作 ， 特 别 是 关于 对 称 核 积分 方程 的 符 
征 值 存在 性 ,对 称 核 关于 特征 函数 序列 的 展开 ,以 及 希 尔 
伯 特 - 施 密 特 展开 定理 等 .至 于 第 一 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
程 ， 早 在 1828 年 就 为 G. 格林 在 研究 位 势 理论 以 解决 拉 
普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问 题 时 所 导出 格林 当时 还 指出 ， 
关于 这 类 方程 没有 一 般 的 理论 。20 世纪 初 ,E. 施 密 特 得 
到 了 方程 (2) 有 和 解 的 必要 条 件 。 其 后 , 记 . 皮卡 指出 ,该 条 
件 在 核 K(x,y) 的 特征 函数 序列 是 完备 时 也 是 充分 的 。 但 
是 ， 这 一 结果 并 没有 提供 一 个 一 般 的 方便 解法 。 第 一 种 
弗 雷 德 答 姆 积分 方程 的 系统 理论 ,尚未 建立 。 

积分 方程 的 核 常 是 非 连续 的 。 例 如 ,在 一 维 空间 , 核 
K(x, 切 是 具有 如 下 形式 ，K(z, 轨 = 下 于, 式 中 0< 
a<1l, H(z,) 是 有 界 函数 。 这 样 的 核 称 为 弱 奇 性 核 ， 相 
应 的 方程 称 为 弱 奇 性 方程 。 可 以 证 明 ， 对 弱 奇 性 核 施行 
如 下 运算 : 

KGpro (zy y) -| crepDKedbanat， 

《pq 都 是 正 整 数 ,K(o(x,) 王 K(z,))， 经 mm 次 后 ,只 要 
mm > 了 就 得 到 一 个 有 界 核 Km(x,y) ,而 弱 奇 性 消失 


了 。 由 此 可 以 证 明 ， 具 有 弱 奇 性 核 的 积分 方程 同样 具备 
第 二 种 弗 雷 德 管 姆 积分 方程 的 一 切 性 质 。 对 于 n 维 空间 
的 积分 方程 ,也 可 以 建立 相应 的 结论 。 

奇异 积分 方程 是 与 弗 雷 德 征 姆 积分 方程 有 本 质 区 别 
的 一 类 方程 。 常 见 的 奇异 积分 方程 有 两 种 ， 一 种 是 核 具 
有 主 值 意义 的 奇 性 ， 例 如 柯 西 核 ， 一 种 是 积分 区 域 为 无 
穷 的 积分 方程 ,例如 维 纳 - 丛 普 夫 方程 。 

前 一 种 奇异 积分 方程 的 理论 是 在 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
程 理 论 建立 后 的 几 年 中 产生 的 。 希 尔 伯 特 在 研究 解析 函 
数 的 边 值 问 题 中 发 现 了 这 种 奇异 积分 方程 。 几 乎 同时 ， 
H. 庞 加 某 在 研究 潮汐 现象 时 , 也 发 现 了 它 。 他 们 的 工作 
为 这 种 方程 商定 了 理论 基础 。 这 种 奇异 积分 方程 的 一 般 
形式 为 

K(t,r) 


1 
ADCD+ 直 | 和 oodr=wb ter), 


式 中 工 是 平面 上 光滑 闭 力道 ， 系 数 A(t)、K(t,5) 和 y(t) 
都 是 给 定 的 在 工 上 按 赫 尔 德 意 义 连续 的 函数 。 方 程 中 的 
积分 在 通常 意义 下 是 发 散 的 ,但 在 一 定 假设 下 ,其 柯 西 主 
值 存在 。 这 样 的 方程 称 为 具有 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 。 
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此 外 ,如 下 具有 希 尔 伯 特 核 的 方程 
CD 一 | cof pe), 


也 是 一 种 主 值 意义 下 的 奇异 积分 方程 。 对 于 这 种 奇异 积 
分 方程 的 研究 成 果 及 应 用 ， 苏 联 数学 家 H. HH. 物 斯 赫 利 
什 维 利于 1946 年 发 表 的 专著 《奇异 积分 方程 》 作 了 系统 
的 总 结 。 

后 一 种 奇异 积分 方程 的 重要 例子 是 维 纳 - 垂 普 夫 方 
程 。 它 是 20 世纪 20 年 代 初 在 大 气 辐射 传输 问题 的 研究 
中 首先 得 到 的 ,在 许多 实际 问题 中 有 重要 的 应 用 。 

相应 于 弗 雷 德 霍 姆 定理 ， 对 于 上 述 两 种 奇异 积分 方 
程 有 诺 特定 理 ( 见 奇异 积分 方程 )。 

近年 来 , 非 线性 积分 方程 的 研究 , 有 了 很 快 的 发 展 。 
例如 哈 默 斯 坦 型 积分 方程 ， 即 如 下 形式 的 非 线性 积分 方 
程 

9 GO- 人 KxgfGovety))dy， 


式 中 K(x,y)、f(y,4) 都 是 已 知 函 数 ，f(y, 4) 关 于 4 是 非 
线性 的 。 自 HH. 哈 默 斯 坦 于 1930 年 提出 以 来 研究 者 不 
环 其 人 ， 而 且 已 得 到 不 少 有 意义 的 结果 。 对 于 非 线性 奇 
异 积分 方程 也 有 不 少 结果 ,但 是 直到 现在 ,对 于 一 般 的 非 
线性 积分 方程 还 没有 系统 的 理论 ， 即 使 是 可 解 性 的 讨论 
也 很 困难 。 

自 抽象 空间 这 个 概念 创立 以 来 ,如 硕 尔 伯 特 空间 .已 
拿 林 空间 以 及 算 子 理论 的 建立 ， 使 古典 的 积分 方程 以 内 
新 的 面貌 出 现 。 例 如 ,把 积分 方程 (3) 中 出 现 的 函数 看 作 
是 巴 拿 赫 空间 XX 的 元 素 ,原来 的 积分 运算 以 算 子 了 代 答 ， 
于 是 方程 (3) 就 可 写 为 

9 一 XTP 一 少 ， (8) 

这 里 7 是 巴 拿 赫 空间 X 中 的 一 个 全 连续 算 子 ， 少 是 X 中 
一 企 已 知 元 素 , 而 "是 X 中 的 未 知 元 素 。 方 程 (8) 的 齐 次 
方程 一 XT9= 0, 若 对 于 某 些 值 有 不 等 于 零 元 素 的 解 ， 
则 称 这 些 入 值 为 算 子 T 的 点 谱 ， 相 应 的 元 素 称 为 特征 元 
素 。 对 于 方程 (8) 也 有 在 巴 拿 赫 空间 XX 中 类 似 的 弗 雷 德 种 
姆 定理 。 算 子 T 的 谱 分 解 是 重要 的 研究 课题 , J. 冯 ' 诺 伊 
受 在 这 方面 有 丰硕 的 研究 成 果 。 

积分 方程 有 广泛 的 应 用 。 向 分 方程 某 些 定 解 问题 的 
求解 可 归结 为 求解 积分 方程 。 例 如 ， 为 求解 常 微分 方 


程 初 值 问题 时 一 了 x oy) (0) 一 96yr(xo) 二 四， 只 要 


在 微分 方程 两 端 积分 两 次 ， 并 交换 积分 次 序 和 利用 初始 
条 件 , 就 得 到 与 之 等 价 的 沃 尔 泰 拉 积分 方程 


yx) -| (x—tf(t, yt) dt + yx+ yo — Yros 
«0 


类 似 地 ， 对 于 党 微分 方程 的 边 值 问题 也 可 得 到 与 之 等 价 
的 弗 雷 德 管 姆 积分 方程 又 如 , 偏 柚 分 方程 中 拉 普 拉 斯 广 
程 的 狄 利克 雷 问题 和 诺 伊 曼 问题 ， 可 分 别 利用 双 层 位 势 
和 单 层 位 势 作为 中 介 而 归结 为 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
程 的 求解 ,而 且 是 等 价 的 。 粘 性 流体 力学 问题 中 的 维 纳 - 
斯 托 克 斯 方程 的 定 解 问题 也 可 化 为 非 线性 积分 方程 组 。 


这 种 利用 位 势 求解 微分 方程 的 某 些 定 解 问题 的 方法 ,已 
有 很 多 推广 ， 有 相当 多 的 一 阶 或 二 阶 椭 加 型 方程 组 的 某 
些 边 值 问 题 ,引进 类 似 于 位 势 的 积分 算 子 ,往往 可 归结 为 
弗 雷 德 赴 姆 积分 方程 或 奇异 积分 方程 。 

在 地 质 学 中 制作 地 球 内 部 的 精细 三 维 图 问题 。 这 种 
图 对 勘探 矿产 、 预 报 地 震 等 等 都 很 需要 ,但 不 能 采用 实验 
的 方法 来 制作 ， 而 只 能 采取 间接 的 方法 解决 ， 一 般 是 借 
助 尖端 的 精密 仪器 和 人 造 卫 星 精确 地 定 出 地 球 外 部 点 处 
的 地 球 引 力 位 势 ， 再 利用 引力 位 势 的 方法 归结 出 关于 地 
球 内 部 密度 的 第 一 种 弗 雷 德 重 姆 积分 方程 。 在 空气 动力 
学 中 研究 分 子 运动 ， 考 虑 非 均匀 流体 中 甚 浮 晶 粒 的 布朗 
位 移 和 热 扩 散 ， 导 致 了 以 柯 尔 莫 哥 洛 夫 命名 的 一 类 积分 
方程 。 在 确定 飞机 机 如 的 剖面 时 ,需要 对 环流 ,升力 ,阻力 
等 等 效应 进行 计算 ， 也 往往 导致 一 个 积分 方程 。 其 他 如 
中 子 迁 移 、 电 磁 波 衍射 以 及 经 济 学 与 人 口 理 论 等 都 导致 
奇异 积分 方程 的 研究 。 

中 国有 不 少 学 者 致力 于 积分 方程 的 理论 和 应 用 方面 
的 研究 ,得 到 了 许多 有 意义 的 结果 。 
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《 陈 传 玲 ) 

Jifen Jihexue 
积分 几何 学 (integral geometry) 通过 各 种 
积分 考察 图 形 性 质 的 一 门 学 科 ， 本 质 上 属于 整体 微分 几 
何 范畴 。 它 起 源 于 几何 概率 的 研究 ， 其 发 展 也 始终 和 几 
何 概率 联系 着 。 积 分 几何 的 研究 从 欧 氏 平面 和 三 维 欧 氏 
空间 开始 ,逐步 拓 广 到 高 维 欧 氏 和 非 欧 空间 ,然后 概括 到 
满足 一 定 条 件 的 齐 性 空间 。 

常 曲率 空间 的 积分 几何 ”主要 有 以 下 几 种 : 

欧 氏 平面 的 积分 几何 ”每 个 积分 都 和 一 定 的 密度 和 
测度 相 联系 。 例 如 ,在 欧 氏 平面 Ba 上 ,车 (x,y) 为 一 点 P 


的 直角 坐标 ， 则 区 域 了 上 的 二 重 积分 | .fx,bhdrdy 里 的 
二 次 微分 式 dz 电 就 是 点 密度 ,而 当 fx,g) 一 1 时, 这 积 
分 就 等 于 DD 的 面积 ， 也 就 是 也 作为 点 的 集合 的 测度 。 若 
把 点 密度 用 外 微分 式 dP=dx 八 由 表示 ， 则 上 述 积分 就 
可 以 写成 与 坐标 系 无 关 的 形式 | 人 PydP。 点 密度 在 极 举 


Pep 
标 (r,b) 下 的 表达 式 dP=rdr 八 d9。 容 易 证 明 , 这 个 点 密 
度 经 过 刚体 运动 不 变 ， 而 且 除 一 个 常数 因子 外 ， 它 是 E， 
上 唯一 的 不 变 点 密度 。 

在 E, 上 , 一 个 典型 的 , 和 点 密度 相 联系 的 克 罗 夫 顿 
积分 公式 是 


sx 
式 中 KK 表示 一 个 凸 集 ，P 点 不 在 KK 内, ,是 从 P 到 KK 
两 条 切线 的 长 , “是 切线 间 的 夹 角 (图 1)。 
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站 0 四 


图 1 切线 图 2 有 向 角 


网 氏 平面 上 也 有 不 变 直 线 密度 。 设 Pp 是 从 坐标 原点 
O 到 直线 G 的 垂直 距离 (p 宇 0), 9 是 由 0 到 G 的 垂 线 同 
坐标 横 轴 所 作 的 有 向 角 (0<gq<2x)( 图 2)， 则 直线 密度 
dG=dp 八 dp。 与 直线 密度 相 联系 的 一 个 著名 的 克 罗 夫 
顿 公式 是 

ndG=2L, 
nove 

在 这 式 里 , C 表示 EE, 上 一 条 曲线 , 工 是 它 的 长 , n 是 G 同 
C 的 交点 数 。 特 殊 地 , 若 C 是 闭 凸 线 , 而 U 是 它 的 周 长 , 则 
n=2,L=U, 于 是 上 述 公式 化 为 


| dG =U, 
endee 


即 同 闭 凸 线 C 相交 的 直线 ,其 集合 的 测度 等 于 C 的 周 长 。 
由 最 后 这 个 公式 ,容易 获得 一 系列 简单 的 结论 ,下 面 是 两 
个 例 。@ 若 C。, Ci 是 闭 凸 线 ，Ci 完全 位 于 Co 的 内 部 ， 
U。.U, 依次 是 它们 的 周 长 , 则 和 Ce 相交 的 一 条 随机 直线 
也 和 C, 相交 的 概率 是 U,/U。，@ 若 CuC, 是 闭 凸 线 , Cs 
完全 位 于 C。 的 外 部 , 则 同 它们 都 相交 的 直线 的 集合 ， 其 
测度 等 于 图 3 中 的 粗 线 长 减 去 虚线 长 。 

把 E, 上 的 点 密度 和 直线 密度 作 种 种 不 同 的 结合 ,就 
得 到 点 偶 (Pi,P,), 线 偶 (G4,G,), 点 线 (P,G)， 以 及 三 点 
组 (P,Ps,P,) 等 等 的 几何 对 象 的 密度 ， 并 推 得 许多 积分 
公式 。 例 如 , 若 " 是 闭 凸 线 C 在 直线 上 的 弦 长 ， 则 M, W， 
克 罗 夫 顿 给 出 了 


vdG=nF, | dG = 3F:, 
nse @ndee 
式 中 了 表示 C 所 包围 的 面积 (图 4)。 
一 种 十 分 重要 的 不 变 密度 叫做 运动 密度 。 在 BE: 上 ， 
设 图 形 K 在 平面 上 作 刚体 运动 , P 是 随意 选 定 的 , 同 K 相 


园 连 ， 并 同一 起 运动 的 点 , ? 是 同 K 相 固 连 的 任意 有 


以 


图 4 闭 凸 线 C 与 臻 长 
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积 


向 直线 与 固定 的 坐标 横 轴 所 作 的 有 向 角 (0<9<2x) (图 
5), 则 三 次 微分 式 dK=dP 作 dp 就 是 K 的 运动 密度 ,由 
W.J.E. 布 拉 施 克 给 出 的 所 谓 运 动 主 要 公式 是 
CudKi=2n(FCi+ FCo+UU!), 
onpive 

式 中 Du, D, 表示 区 域 , D。 固定 而 D, 作 运动 ， 它 们 的 边 
界 都 是 有 尽 多 条 简单 团 线 所 构成 ，Fo, FU。U， CosC 
依次 是 它们 的 面积 ， 边 界 周 
长 和 边界 总 曲率 〈 即 边界 相 
对 曲率 在 边界 上 的 线 积分 )， 
Cu 是 交集 Den Di 的 边界 总 
曲率 ，dK, 是 D, 的 运动 密 
度 。 这 个 公式 包含 许多 特殊 
情形 和 极限 情形 。 例 如 ， 当 
Du，D, 缩 成 两 条 长 度 为 Fo， 
的 曲线 Cu,C, 时 , 若 n 是 它们 的 交点 数 , 则 Cu= 2rm， 
Cu= Ci= 2mvFu= Ri=0,U 一 2Lo,Ui= 2Li， 运 动 主要 公 
式 就 简化 为 斋 加 莱 公 式 


图 5 运动 密度 


ndK=4LoL, 
oo 
nn 维 欧 氏 空 间 的 积分 几何 在 n 维 欧 氏 空间 里 ， 
同样 有 点 密度 ,直线 密度 ,以 至 维 线性 子 空间 密度 (7< 
n 一 1), 也 有 运动 密度 ,它们 在 刚体 运动 下 都 不 变 。 在 E。， 
特别 是 在 普通 的 三 维 欧 氏 空间 ,已 经 有 大 量 的 成 果 , 例 如 
在 本 里 ,陈省身 \ 严 志 达 给 出 的 运动 主要 公式 是 
| x(DN DdK, =010%…0n-: [Ouix (DV + 
Doi 


Diwo 


Onix(DDVet 计 加 (1) MM] 


式 中 D。，D, 表示 区 域 ，V。，V, 和 M? ,MY 是 积分 不 变 
量 ;x(D。),x(D,),x(D。 几 D,) 是 拓扑 不 变量 ，Owm 是 通用 
常数 ;dK, 是 K, 的 运动 密度 ,具体 地 , V, 表示 Di 的” 维 
体积 , MY 表示 D, 的 边界 ( 超 曲 面 ) 的 第 7 个 中 曲率 积分 
(ti= 0,1),x(D) 表 示 区 域 卫 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 , O。 = 


2re /是 mm 维 单位 一 1 维 表面 积 
二 75 是 站 维 单位 球 的 和 m 一 1 维 表面 积 。 一 个 超 


曲面 的 所 谓 第 7 个 曲率 积分 为 
M5)= (1) | {Kas Ka Kodo, 


式 中 {Ks ,Ks，…, Kis} 表示 了 的 主 曲率 的 第 7 个 初等 对 
称 函数 ,dr 表示 了 的 n 一 1 维 面积 元 素 。 

非 欧 空间 的 积分 几何 ”把 欧 氏 空间 的 积分 几何 的 基 
本 概念 推广 到 非 欧 空间 ,就 可 以 建立 非 欧 积分 几何 ,L.A 
和 桑 塔 洛 推 得 了 维 非 欧 空间 运动 主要 公式 。 

齐 性 空间 的 积分 几何 ” 欧 氏 (和 非 欧 ) 空 间 积分 几何 
的 基本 概念 还 可 以 推广 到 满足 一 定 条 件 的 齐 性 空间 。 已 
给 微分 流 形 M， 若 有 一 个 李 变 换 群 9 可 迁 地 作用 于 M 上 
《 即 对 于 M 上 任意 两 点 P,P' ,总 有 风 里 的 一 个 变换 , 把 PP 
变 成 P'), 则 M 就 成 为 具有 变换 群 4 的 齐 性 空间 ,再 设 在 
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M 里 有 一 个 图 形 的 集合 5, 在 9 的 作用 下 不 变 ( 即 在 儿 的 
任意 一 个 变换 的 作用 下 ，S 里 的 一 切 图 形 只 是 经 历 一 个 
置换 )。 例 如 欧 氏 平面 E 对 于 运动 群 就 是 齐 性 空间 , S 
可 以 是 E, 上 一 切 点 或 一 切 直线 的 集合 ,也 可 以 是 一 个 互 
相 全 等 的 椭圆 的 集合 ,等 等 。 这 样 ,在 一 种 确定 条 件 下 ,S 
里 的 图 形 了 就 有 在 9 下 不 变 的 密度 dF， 而 且 除 一 个 常 
数 因子 外 , 它 是 唯一 的 。 这 时 , 若 S, 是 5 的 一 个 子 集 而 


TGF) 是 3 上 的 函数 ， 积 分 | TCF)dP 就 完全 确定 。 


者 了 是 李 变 换 群 乡 的 离散 子 群 , 则 商 群 ‰/7 是 齐 性 
空间 。C.L. 齐 格 尔 把 这 个 事实 应 用 于 ? 维 仿 射 空间 里 的 
齐 次 么 模 (或 特殊 ) 仿 射 变换 群 和 格 的 集合 ,证 明了 “ 数 的 
几何 "中 着 名 的 六 科 夫 斯 基 - 拉 夫 卡 定理 。 

研究 动向 ”关于 齐 性 空间 积分 几何 的 一 般 原理 已 富 
有 成 效 地 用 于 埃 尔 米 特 几何 学 和 辛 几何 学 。 但 这 些 方面 
的 工作 仍 有 待 于 继续 展开 。 

运用 叶 层 空间 的 理论 ， 可 以 对 齐 性 黎 曼 空间 中 一 些 
短程 线 集合 和 点 集合 引进 具有 某 种 不 变性 的 密度 ， 并 得 
到 一 些 积分 公式 和 结果 ， 其 中 有 些 是 常 曲率 空间 结果 的 
推广 。 

近 20 年 来 , 求 一 种 拉 东 变换 的 逆 变 换 的 课题 也 纳入 
了 积分 几何 范畴 。 设 X 为 微分 流 形 ,M(vw) 是 和 的 一 族 子 
流 形 , 它 们 依赖 于 参数 wy，…，tn， do(4) 是 M(u) 上 适 
当选 定 的 微分 齐 式 。 已 给 XX 上 的 函数 f(x) (zxEX)， 令 


jw= f. f(x)dr(u), 


0) 


则 zx) 一 了 wu) 叫 做 拉 东 变换 。 所 考虑 的 课题 就 是 ， 倒 过 
来 ， 用 函数 入 w) 来 表达 f(x)。 当 是 欧 氏 空间 而 
M(w) 是 超 平面 时 ,这 个 问题 早已 解决 ， 其 解答 后 来 推广 
到 一 切 非 紧 致 对 称 空间 。 这 些 成 果 在 微分 方程 理论 和 群 
表示 论 中 有 应 用 。 

简 史 几何 概率 的 研究 要 以 有 关 的 图 形 集合 的 测度 
为 基础 ,因而 自然 要 导致 积分 几何 的 建立 ,一 般 认为 ， 最 
早 的 几何 概率 问题 是 G.-L. L. de 布 丰 提出 并 解决 的 投 针 
间 题 ， 设 在 平面 上 有 一 组 平行 线 ， 其 行距 都 等 于 D; 把 
一 根 长 度 1<D 的 针 随机 地 投 上 去 , 则 这 根 针 和 一 条 直线 
相交 的 概率 是 21/xD。 到 19 世纪 下 半 叶 , 克 罗 夫 顿 已 获 
得 了 一 系列 的 积分 公式 ， 它 们 至 今 仍然 是 积分 几何 中 很 
基本 的 公式 ， 其 特点 是 概括 性 高 而 推导 简洁 。 但 就 在 此 
时 ,， 丁 工 . 了. 贝 特 朗 却 发 现 ,对 于 同一 个 几何 概率 问题 ,对 
有 关 测度 的 不 同 要 求 会 导致 互相 矛盾 的 解答 。 后 来 H. 
庞 加 全 指出 ， 只 须要 求 所 采用 的 测度 在 一 定 变 换 群 下 不 
变 ,那样 的 矛盾 就 不 会 出 现 .从 此 ,几何 概率 同 变换 群 相 结 
合 ,形成 了 积分 几何 的 理论 基础 成果 日 渐 丰 富 。1935 年 
起 ， 布 拉 施 克 及 其 合作 者 在 “积分 几何 "这 个 总 标题 下 发 
表 了 一 系列 论文 ， 积 分 几何 就 开始 作为 几何 的 一 个 分 支 
获得 了 系统 而 深入 的 发 展 。 其 中 ， 陈 省 身 作出 了 卓越 的 
贡献 。 齐 性 空间 积分 几何 的 理论 就 是 他 和 A. 韦 伊 建立 
起 来 的 。 在 齐 性 空间 里 ， 他 引进 了 一 种 较 一 般 的 关联 概 


念 ,并 在 此 基础 上 获得 了 克 罗 夫 上 顿 公式 的 一 种 推广 ,他 还 
推 得 了 了 里 紧 致 流 形 的 一 般 运 动 公式 ,作为 运动 主要 公 
式 的 补充 。 桑 塔 洛 是 布 拉 施 克 最 早 的 合作 者 之 一 ， 他 毕 
生 致力 于 积分 几何 的 研究 ， 时 间 最 长 ,成 果 广 泛 而 丰富 ， 
所 著 《 积 分 几何 与 几何 概率 一 书 是 迄今 为 止 这 方面 最 完 
备 的 专著 。 
中 国 较 早 从 事 积分 几何 研究 的 还 有 吴 大 任 ， 他 第 一 
次 把 欧 氏 空间 积分 几何 的 基本 成 果 〈 包 括 运动 主要 公式 
在 内 ), 推 广 到 三 维 椭 贺 空间。 他 还 证 明了 关于 E, 和 Es 
里 凸 体 纺 蜂 积分 的 一 系列 不 等 式 。 中 国学 者 还 获得 了 其 
他 若干 成 果 ， 例 如 ， 任 德 麟 推 得 了 mm 维 欧 氏 空 间 和 非 欧 
空间 里 含 在 一 个 凸 体内 的 定 长 线段 测度 公式 ， 把 关于 弦 
短 积 分 的 不 等 式 推广 到 Ew, 并 且 推广 了 布 丰 投 针 问题 。 
由 于 积分 几何 是 和 概率 以 及 统计 紧密 联系 着 的 ， 它 
在 许多 学 科 ( 如 生物 学 医学 ,矿物 学 ,金属 学 ,以 至 物理 、 
天 文 、 建筑 、 声学 等 ) 中 都 有 应 用 。 随 着 电子 计算 机 性 能 
的 迅速 提高 ,使 用 的 日 益 广泛 ,这 种 应 用 正方 兴 未 艾 。 已 
经 出 现 了 “随机 几何 学 ” 和 “数理 生态 学 ” 这 样 的 学 科 名 
称 。 这 方面 ,所 采用 的 方法 之 一 是 所 谓 的 立体 度 测 法 : 简 
单 地 说 ， 有 些 几 何 对 象 的 立体 性 质 只 能 通过 对 它们 的 直 
线 截 痕 或 平面 零 痕 的 大 量 观测 来 推 荆 ， 积 分 几何 就 在 这 
里 提供 了 理想 的 工具 。 
参考 书目 
W. Blaschke, Vorlesungen tber Integrolgeometrie, Aufl. 
3,Devtscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1955. 
M. G, Kendall and P. A. P. Moran, Geometrical Proba- 
bility, Griffin, London, 1963. 
L.A. Santal6, Integral Geometry and Geometric Proba- 
bility, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1976. 
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Jifenxue 
积分 学 ，(integral calculus) 与 微分 学 联系 密 
切 ,共同 组 成 了 分 析 学 的 一 个 基本 分 支 一 一 徽 积分 学 。 积 
分 学 主要 研究 积分 的 性 质 、 计 算 及 其 在 自然 科学 与 技术 
科学 中 的 应 用 。 积 分 学 的 最 基本 的 概念 是 关于 一 元 函数 
的 定 积分 与 不 定 积分 。 荀 含 在 定 积分 概念 中 的 基本 思想 
是 通过 有 限 通 近 无 限 。 因 此 极限 方法 就 成 为 建立 积分 学 
严格 理论 的 基本 方法 。 定 积分 定义 比较 完整 地 概括 了 积 
分 思想 ， 也 比较 深刻 地 揭示 了 概念 的 实质 。 然 而 这 样 定 
义 的 积分 ,除非 是 在 某 些 极为 特殊 的 情况 下 , 很 难 直接 地 
用 于 实际 的 计算 。 通 常 的 办 法 是 先 计算 被 积 函数 的 不 定 
积分 ,再 利用 牛顿 - 莱 布 尼 区 公式 算出 它 的 定 积分 值 。 不 
过 ,即使 是 对 于 初等 函数 ,计算 不 定 积分 的 问题 也 不 能 完 
全 地 得 到 解决 ， 因 为 初等 函数 的 不 定 积分 未 必 仍然 是 初 
等 函数 。 所 以 不 得 不 考虑 进行 积分 的 近似 计算 并 且 相 应 
地 引进 一 些 非 初等 函数 的 新 函数 。 所 有 这 一 切 使 得 积分 
的 计算 成 为 很 突出 的 问题 。 

定 积分 “促成 定 积分 概念 形成 的 一 个 问题 是 几何 方 
面 的 计算 平面 上 的 曲 边 形 面积 。 这 个 问题 相当 古老 。 尽 
管 面积 概念 自古 就 已 被 直观 地 ,经 验 地 理解 着 , 却 缺 乏 一 


积 


般 可 行 的 计算 方法 。 如 阿 基 来 相等 古 希 腊 数学 家 ， 用 所 
亩 * 穷 竟 法 "算出 了 圆 、 己 形 与 抛物 线 弓 形 的 面积 。 中 国 
二 代数 学 家 刘 生 创造 了 所 谓 “ 害 圆 术 "， 他 从 加 内 接 正六 
边 形 起 算 , 令 边 数 成 售 地 增加 ,再 逐个 算出 正六 边 形 ， 正 
十 二 边 形 ,正二 十 四 边 形 …… 的 面积 ,然后 用 这 一 串 面积 
序列 来 远近 四 面积 。 不 过 ， 古 代 关于 计算 面积 的 村 素 思 
想 远 未 达到 形成 面积 概念 的 境界 。 他 们 只 完成 了 一 些 特 
殊 的 曲 边 形 面积 的 计算 。 直 到 17 世纪 ，I, 牛顿 、G. W。 
莱 布 尼 英 才 明 确 地 提出 了 面积 计算 的 普遍 方法 。 

自 边 梯形 的 画 积 ”是 指 [a, b] 区 间 上 的 非 负 和 连续 函 
数 f(x) 与 x 轴 及 直 ) 
线 x=a 和 x=b 
成 的 一 块 面积 。 由 
于 曲线 形 总 是 用 有 
限 个 这 种 图 形 组 成 
的 ， 因 而 计算 它 的 
面积 是 一 个 基本 问 
题 。 首 先 可 以 把 曲 
边 梯形 的 面积 $ 划 
分 成 一 些小 曲 边 梯 图 1 南边 宰 形 的 面积 
形 的 面积 AS, 之 和 (图 1):S 一 总 AS,, 再 用 小 矩形 的 面积 
人 (一 X61) 一 1(&)'Ax, 来 代 营 每 一 块 小 面积 AS6。 
和 式 "= 岛 f(&).Ax, 表示 各 个 小 矩形 面积 之 和 , 它 与 8 
的 差别 将 随 着 小 面积 划分 的 细密 程度 的 增高 而 愈 米 全 
小 。 由 于 小 面积 的 划分 是 通过 对 区 间 [a,b] 的 划分 来 实 
现 的 ,如 果 令 为 最 大 的 区 间 长 度 , 即 ^=max Ax4， 那么 
曲 边 梯形 面积 就 有 极限 表示 ， 

S=limo= lim Bf(6). Ax,, 
rr 

促使 定 积分 概念 产生 的 另 一 类 问题 是 物理 学 方面 的 
求 变化 过 程 中 的 积累 量 。 例 如 ， 变 速 运动 在 一 段 时 间 
[a,b] 内 行进 的 路 程 ， 变 力 使 物体 运动 一 自 路 程 [a,b] 所 
作 的 功 等 等 .计算 的 方法 仍然 是 将 所 求 的 量 (路 程 工 或 功 
W) 划 分 为 “无穷 小 量 "之 和 (L 一 咏 Ak 或 W= 为 Aw)， 
并 用 均匀 变化 过 程 的 计算 方法 来 近似 计算 Al 或 Aws。 
如 果 AL 是 时 间 间 隔 [t -ut 中 物体 运动 的 路 程 , 则 可 用 
在 此 时 间 间 隔 内 的 匀速 运动 所 行进 的 路 程 

VE) bt) = At, 

来 近似 地 代替 AL。 其 中 v() 可 以 是 物体 在 -1 到 所 之 
间 任何 时 刻 的 速度 。 如 果 Aw, 是 变 力 Fs) 在 小 豚 路 程 
间隔 [s,s 上 所 作 的 功 ， 则 可 用 在 此 小 月 路 程 上 常 力 
作 功 F(80)*(s, 一 $s-1) 二 F(8,)*As 来 近似 代替 Aw,, 其 中 
Fe 可 以 是 物体 在 路 程 s-; 到 si 之 间 任何 一 点 处 所 受 
的 力 。 这 时 和 式 


ma 以 oo at -六 EC As 


与 所 求 的 量 L、W 的 差别 ， 将 随 “ 无 穷 小 量 " 划分 的 细密 
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程度 的 增高 而 念 来 依 小 。 由 于 所 谓 “ 无 穷 小 量 " Al 或 
Au 是 通过 对 区 间 [a,b] 的 划分 来 实现 的 , 若 令 和 为 最 大 
的 小 区 间 长 度 ,那么 所 求 的 量 是 


L=limo=lim $v(8,)At,, 
ee 
W=limo,= lim ® P(E)As,, 
3 


无 论 计算 曲 边 梯形 面积 还 是 变速 运动 的 路 程 或 变 力 
所 作 的 功 ， 都 是 对 一 个 函数 (f(x), v(t) 或 F(s)) 在 一 个 
确定 的 区 间 [a,b] 上 , 求 出 其 内 在 的 一 个 确定 的 数值 (S,L 
或 W), 而 且 方 法 是 共同 的 ,都 是 在 对 区 间 [a, b] 进 行 分 划 
的 基础 上 构造 出 一 个 特殊 形式 的 和 ,然后 求 出 其 极限 值 。 
对 一 个 抽象 的 定义 在 某 个 区 同 [a, b] 上 的 函数 (x), 也 
可 用 同样 的 方法 寻求 它 内 在 的 某 个 确定 的 数值 ， 而 被 称 
之 为 函数 了 xz) 在 区 间 [a, 6b] 上 的 定 积分 。 下 面倒 述 的 是 
诞生 于 19 世纪 的 严格 的 定 积分 概念 , 它 基于 A.-L. 柯 西 
对 连续 函数 的 积分 的 研究 以 及 B. 柳 更 关于 某 种 不 连续 
函数 的 积分 的 研究 。 

完 积 分 的 定义 ” 设 函 数 f(x) 定义 在 区 间 [a,，b] 上 ， 
在 这 区 间 上 顺序 插入 任意 若干 分 点 ， 

Q=Xo< XI<…<xzn-i<xzn 一 by 

从 而 把 区 间 [a,b] 分 划 为 n 个 子 区 间 ， 在 每 个 子 区 间 
[x,-uwxi] 上 任 取 一 点 总 并 作 和 式 


加 To -#0 = 加 fa 


令 和 表示 分 划 的 最 大 的 子 区 间 的 长 度 。 如 果 当 和 -0 时 ， 
和 式 " 趋 于 某 一 个 确定 的 极限 [， 则 称 这 极限 [为 函数 
信 x) 在 区 间 [a,b] 上 的 定 积分 或 黎 曼 积 分 , 记 为 


TI= fedr。 
这 时 又 说 函数 f(x) 在 区 间 [a, b] 上 是 黎 曼 可 积 的 。 
当 [a,b] 上 的 连续 函数 fx)>0 时 ， 积 分 f(x)ax 


有 着 明显 的 几何 意义 , 它 表 示 由 曲线 y= 了 fx) 及 直线 x= 
0 x=b y=0 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 1)。 至 于 一 


图 2 面积 的 正 负 
般 的 函数 ,如 果 规 定 x 轴 下 面 的 曲 边 形 的 面积 是 负 的 , 则 
积分 | f(x) dx 给 出 了 如 图 2 中 几 部 分 “有 向 "面积 的 代 


数 和 。 

定 积分 的 基本 性 质 
保持 着 一 些 有 限 和 所 具有 的 特点 。 它 对 于 积分 区 间 是 可 
加 的 ， 即 


定 积分 作为 有 限 和 的 极限 ， 仍 
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Pr [rara 
4 
而 对 于 被 积 函数 是 线性 的 , 即 
caf+t pgar=o | yarral sar， 
式 中 a,8 为 常数 ;并 且 当 了 <g 时 ,成 立 
rede 

此 外 ， 还 有 分 别 关于 被 积 函数 与 积分 区 间 的 中 值 定 
理 ， 

第 一 中 什 定 理 对 于 区 间 [a, b] 上 一 个 连续 函数 
(x) 与 一 个 不 变 号 的 可 积 函 数 p(x), 一 定 存在 该 区 间 上 
一 点 使 得 

respcnae= 1 pcx)ar, 


第 二 中 值 定理 ”对 于 区 间 [a, b] 上 一 个 单调 函数 
f(x) 与 一 个 可 积 函 数 g(x)， 一定 存在 该 区 间 上 一 点 
使 得 


[ree =fo) Cgc)ar+ fe0) | g(x)dx, 
a ‘ 


获 更 可 积 本 数 类 ”根据 定 积分 的 定义 可 以 判断 ， 凡 
无 界 函 数 都 不 是 黎 曼 可 积 的。 全体 黎 曼 可 积 的 有 界 函 数 
组 成 的 函数 类 称 为 黎 曼 可 积 函数 类 。 区 间 [a,b] 上 的 有 
界 邱 数 fzx) 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 是 


lim 2(M,—m)(x,— xX.) =0, 
An 


式 中 Js] icf (2)] 分 别 是 区 


间 [x,-vz] 上 也 zx) 的 上 、 下 确 界 。 这 个 充分 必要 条 件 刻 
画 了 黎 曼 可 积 函数 类 仅 由 那些 不 连续 的 范围 不 甚 广 的 有 
界 函 数 所 组 成 。 以 上 结论 又 可 以 确切 地 叙述 为 ， 黎 曼 积 
分 存在 的 一 个 充分 必要 条 件 是 被 积 函数 在 积分 区 间 上 有 
界 ， 并 且 其 不 连续 点 能 够 被 一 些 区 间 所 覆盖 ， 而 这 些 区 
间 的 总 长 度 可 以 任意 小 。 

定 积分 概念 可 以 推广 到 广义 积分 、 含 参 变量 积分 ,多 
元 函数 在 相应 的 高 维 区 域 上 的 积分 ( 见 多 元 做 可 分 学 ) 等 。 
近代 尤其 重要 的 推广 是 对 黎 曼 积分 的 定义 加 以 改造 而 构 
成 勒 贝 格 积分 的 概念 。 勒 贝 格 以 他 关于 点 集 的 测度 概念 
为 基础 ， 建 立 的 这 一 新 的 积分 理论 扩充 了 黎 曼 可 积 函数 
类 ,克服 了 黎 曼 积 分 在 极限 运算 方面 存在 的 局 限 性 ,使 有 
关 极限 与 积分 交换 次 序 的 理论 变 得 非常 简明 〈 见 勒 贝 格 
积分 六 

不 定 积分 某 些 实际 问题 的 解决 常常 归结 到 寻求 一 
个 函数 ,使 它 以 某 一 个 已 知 函数 为 导数 。 例 如 ,研究 一 个 
质点 的 非 匀 速 直 线 运动 ， 如 果 知道 的 是 它 在 各 个 时 刻 的 
瞬时 速度 v(t), 要 想 获得 该 丑 点 所 在 的 位 置 对 时 间 的 依 
束 关 系 , 便 归结 到 寻求 一 个 函数 s(t), 使 它 的 导数 恰 等 于 
v(t)。 一 般 地 说 ， 对 于 给 定 函 数 人 x)， 求 出 一 个 或 一 族 
(如 果 运 算 结果 不 唯一 ) 函数 ,使 其 导数 为 人 (x) 的 运算 称 
为 积分 人 x)。 因 此 , 如 果 积分 也 x) 的 结果 是 F(z), 则 微 
分 F(z) 的 结果 便 是 f(z)， 所 以 积分 是 微分 的 逆 运 算 。 


原 函 数 ”如 果 函 数 了 (z) 的 导数 是 函数 了 (xz)， 即 
县 Fez =x)， 则 称 F(x) 为 ffz) 的 一 个 原 函 数 ,f(x) 
的 原 函数 不 是 唯一 的 。 例 如 P(z) 加 上 任意 常数 后 ,其 导 
数 仍然 是 f(x)。 因 此 重要 的 事情 是 弄 清楚 , f(x) 的 全 体 
原 函 数 有 什么 样 的 结构 ,或 者 说 需要 弄 清楚 f(x) 的 任何 
两 个 原 西数 之 间 的 关系 。 如 果 F (x) 与 G(z) 都 是 f(x) 
的 原 函 数 ,对 函数 [F(x) 一 G(x)] 在 某 一 任意 区 间 [x，,x] 
上 应 用 微分 中 值 定理 可 得 P(x) -G(x)= 常 数 ， 这 说 明 
了 一 个 函数 的 任意 两 个 原 函 数 之 间 至 多 只 能 相差 一 个 
常数 。 

不 定 积分 与 原 函 数 ” 函 数 了 (z) 的 不 定 积分 指 的 是 
Xfz) 的 全 体 原 函数 ， 记 为 | f(z)dx。 如 果 已 知 xz) 的 一 
个 原 函数 P(z), 则 有 

foar=-Peo+c， 
式 中 C 可 以 是 任意 常数 

积分 法 ” 求 函数 的 不 定 积分 的 一 些 基本 法 则 。 基 于 
积分 与 微分 的 互 逆 关系 ,将 微分 公式 倒转 顺序 , 便 立 刻 得 
到 一 些 简单 的 积分 公式 ， 
aw'dx=au+C, 
(W)C 
(Uae ates n+ + ala) de 

ui dnt C, 
[ne +C (v0), 
0dx=C, 


出 
At 十 


eu- 1*"'+C (pw 一 1), 


Jear- 训 + (0<a#1)， 
Ina 


erdx=es+C, 
dr=In|z| +C (zz0), 
[各 zar- 一 cosz+Cy 
eraz-smz+c， 
exar=tan xz+C， 
ee xdr=—cotx+C, 


| 过 taresnz+C， 


1 
[Ee dxr=arctan x+C 


相应 于 复合 函数 微分 法 的 积分 方法 是 换 元 积分 法 。 
车 新 旧 变 量 间 的 关系 是 x 一 p(t),p'(t) 是 连续 函数 , 则 


esae= fewer c, 
例如 , 令 t=kx, 则 
asdx 一 
下 dz- |e 冯 由 -站 e 十 C 一 天 ee 二 Co 
令 t=sinx, 则 
sim x eoszar= [sim zdsinx= [edt 
=it+C= sintz+C, 


换 元 积分 法 扩大 了 积分 公式 的 使 用 范围 。 
相应 于 乘积 微分 公式 的 积分 方法 是 分 部 积分 法 ， 


mw-o-[m 


例如 J esx de | mammx-xsnz-[mmzxdz 
xsin x—cosx+C, 
求 不 定 积分 比 求 导 数 要 困难 得 多 ， 即 使 一 些 简单 的 
初等 函数 ， 它 们 的 不 定 积分 也 不 一 定 能 用 初等 函数 的 有 


限 形式 表达 出 来 。 例 如 | -dz,| sin xdx, | cos wr ax， 
| 主 [ea 人 此 万 Ts » 


Vins or, rr ems 等 部 是 "各 
不 出 来" 的。 但 这 些 不 定 积分 仍然 可 以 用 其 他 形式 表明 
自身 作为 原 函数 的 存在 性 。 

微分 和 积分 的 关系 “以 计算 面积 为 背景 的 积分 运 
算 , 从 诈 生 的 时 候 起 ,就 显示 了 与 微分 运算 的 密切 联系 , 牛 


x ra 


图 3 定 积分 与 面积 

顿 和 菜 布 尼 区 首先 在 几何 上 发 现 了 这 个 事实 。 如 果 f(x) 
是 区 同 [asb] 上 的 连续 函数 ,由 曲线 y 一 f(x) 与 < 轴 及 a 
与 + 二 点 的 纵 坐标 线 围 成 的 图 形 的 面积 (图 3) 可 以 用 积 
分 | ”fpdt 表 示 。 它 是 的 函数 ， 记 作 F(x)。 当 x 有 一 
个 改变 量 Ax， 面 积 F(x) 相 应 地 有 一 个 改变 量 AP(z)。 
几何 上 可 以 看 出 , 表示 AF(x) 的 主要 部 分 的 一 小 块 短 形 
面积 可 以 是 fx)-Ax。 对 这 一 事实 采用 微分 的 符号 来 表 
示 ,就 是 


dF(x)=f(xz)dx 或 -d 人 


“下 f(D =f(z), 


在 此 基础 上 ,得 到 了 联系 微分 与 积分 的 重要 定理 。 
微 积分 学 基本 定理 ”如 果 函 数 及 Xx) 在 区 则 [a, b] 上 
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连续 ， 则 | ”TCDdt-F (z) 在 区 间 ra, 内 可 微 ， 而 且 


旦 rco=fm， 

这 就 是 说 , 对 于 任何 一 个 连续 函数 (x) 都 有 一 个 可 
以 直接 从 定 积分 得 到 的 原 函 数 , P(z)= | ftydt。 因 此 
对 于 (x) 的 任意 一 个 原 函数 G(z)， 也 就 总 可 以 表示 为 
Go-| pa+c。 比较 G (x) 在 x 与 x 一 b 的 不 
同形 式 ,就 得 到 了 真正 实现 定 积分 计算 的 公式 ， 

咎 屿 = 菜 布 尼 英 公式 reoar=cdy-ceo。 
这 个 公式 说 明 在 了 (x) 的 一 个 原 函数 可 以 求 得 的 先决 条 
件 下 (许多 情况 确实 如 此 )， 定 积分 | 了 (z)dz 的 计算 可 
以 转化 为 求 这 个 原 函数 G (x) 在 两 点 的 函数 值 的 差 。 这 
比 直接 使 用 定义 去 求 和 、 取 极限 来 计算 定 积分 显然 要 容 
易 得 多 。 这 个 公式 是 微 积分 学 基本 定理 的 直接 推论 。 微 
积分 学 基本 定理 的 重要 性 就 在 于 它 把 微分 与 积分 从 概念 
上 和 计算 上 同时 联系 起 来 ， 而 成 为 微 积分 学 形成 的 理论 
基础。 

定 积 分 的 计算 ”基于 牛顿 - 莱 布 尼 艾 公式 ,通常 应 用 
的 方法 有 换 元 法 和 分 部 积分 法 。 

@ 换 元 法 fx)ax=| Tce(D]Ppdt， 

这 里 要 求 的 条 件 是 :f(x) 在 区 间 [a, b] 上 连续 ; p(t) 在 区 
间 [a,8] 上 连续 并 且 适 合 p9(4a)=a,9(8)=b,a<p(t)<b; 
9'(t) 在 区 间 [a,6B] 上 处 处 存在 并 且 可 积 。 

@ 分 部 积分 法 ouav=uo| av 
这 里 要 求 的 条 件 是 函数 wu 在 区 间 [a,5] 上 处 处 存在 
并 且 可 积 。 

定 积分 的 近似 计算 “由 于 不 少 函数 的 原 函数 不 是 初 
等 函数 ,有 些 即 使 是 初等 函数 ,其 函数 值 也 不 一 定 容易 计 
算 , 所 以 在 实际 计算 这 些 函数 的 定 积分 时 ,往往 要 考虑 通 
过 被 积 函数 来 近似 计算 .近似 计算 方法 的 基本 思想 是 ,对 
被 积 函数 进行 适当 的 分 划 \ 求 和 ,用 有 限 和 来 代替 积分 的 
真 值 ， 并 且 同 时 给 出 这 种 代 答 的 误差 估计 。 普 通 的 数值 
积分 方法 有 ， 

Q 乱 形 法 | .KeOdxm 2 汪 了 (二 二 下) 

其 误 莽 13| < 他 寺 2 M, 其 中 内 是 1 六 (z)1 在 区 同 [avb 
上 的 最 大 值 。 
@ 梯形 法 


fof wees BS 人 (zs) 十 2[f(xa) 十 fa) 十 … 


十 扩 xs-0)] 十 也 za)》 
其 误差 13| < 四 FM, 其 中 M 是 |f"(x)| 在 区 间 [a,6] 
上 的 最 大 值 。 
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@ 抛物 线 法 
irewer fe) 4H) tH + 
4 吕 
十 fxn-D] 士 2[f(zb) 十 了 xz 十 … 十 了 xn 


其 误差 | <8 M, 其 中 是 | 人 0Cx)| 在 区 间 [a,b] 


上 的 最 大 值 。 上 述 近似 公式 称 为 六 兽 森 公式 。 
以 上 三 个 近似 公式 中 的 (k=0,1,…，, 如 是 等 分 区 
间 [a,b] 的 分 点 ，h 一 2 二 9 称 为 步 长 抛物 线 法 中 的 应 


是 偶数 。 

广义 积分 黎 曼 积分 只 是 在 被 积 函 数 有 界 且 积分 区 
间 为 有 穷 的 限制 下 定义 的 。 但 在 应 用 中 有 时 需要 取消 这 
些 限 制 。 这 就 导致 广义 积分 概念 的 产生 。 广 义 积分 包括 
无 穷 积分 与 弄 积 分 两 种 。 

无 穷 积分 ” 即 积分 区 间 为 无 穷 的 积分 ， 被 定义 为 正 
常 的 黎 曼 积 分 的 极限 ， 


J oreerdn| to; 


[fae= ,tim [reoar， 
站 epar=im | fooar。 
A 


这 里 的 条 件 是 x) 可 积 及 所 涉及 的 极限 存在 。 这 时 也 说 
相应 的 无 穷 积 分 是 收敛 的 ， 否 则 就 说 是 发 散 的。 

又 权 分 ”相应 于 函数 了 x) 在 区 间 [4,b] 的 某 一 端点 
或 某 一 内 点 c 附近 为 无 界 的 情形 《该 点 便 称 为 函数 的 疏 
点 ), 有 


| use-Juou 
人 rodr= lm feedar=| radar， 
[row ao- 了 三 wow 


, ， 
+ lim fcz)az= | fx)dx, 
a 


e221+0) ora 
这 里 条 件 也 是 人 x) 可 积 且 所 涉及 的 极限 存在 。 这 时 也 说 
相应 的 开 积 分 是 收敛 的 ， 否 则 就 说 是 发 散 的 。 假 如 函数 
也 zx) 在 区 间 上 有 有 限 多 个 瑕 点 ， 则 可 以 把 这 些 焉 点 当做 
分 点 ， 分 别 考察 f(x) 在 各 个 子 区 间 上 的 形 积 分 的 收敛 
性 。 如 果 它 们 都 是 收敛 的 ， 就 规定 它们 的 和 为 原 区 间 上 
的 环 积 分 。 

广义 积分 的 收敛 性 定义 与 无 穷 级 数 的 收敛 性 定义 有 


许多 相似 之 处 。 例 如 在 无 穷 积 分 中 ，| ” XKz)dx 的 地 位 


恰 如 无 穷 级 数 中 的 部 分 和 加 Ji) 一 样 。 符 号 | 也 如 多 
一 样 , 即 表示 积分 本 身 , 在 积分 收敛 时 又 表示 积分 值 。 在 
无 穷 积分 与 又 积分 中 也 有 绝对 收敛 与 条 件 收敛 的 概念 以 
及 相应 的 判别 法 ， 这 些 判别 法 在 原则 上 也 与 无 穷 级 数 中 
的 那些 判别 法 一 致 ( 见 级 数 )。 


柯 西 主 值 ” 柯 西 曾 结合 物理 意义 提出 了 积分 主 值 的 
概念 , 它 的 定义 是 ， 


Vp. [foyer= lim | fod, 
Vp [fonae= [站 fear 


+ .rear]. 
在 广义 积分 收敛 时 ， 积 分 值 等 于 柯 西 主 值 。 不 过 ， 在 广 
义 积分 发 散 时 ， 柯 西 主 值 却 可 能 存在 。 例 如 : 
[sinx ae 发 ， VP. | sinx de=0, 
jm 二 dz 发散， 但 VP.| 二 atz=o。 
含 参 变量 积分 “ 黎 曼 积分 与 广义 积分 的 建立 ， 可 以 
提供 一 种 确定 并 且 研究 函数 的 新 方法 。 
假设 故 z,t) 是 一 个 定义 在 平面 矩形 区 域 R(a<z<b 
%<t<8) 上 的 二 元 连续 函数 ， 考 虑 它 对 zx 在 区 间 [a, b] 
上 的 积分 ， 在 积分 过 程 中 被 积 函数 所 依赖 的 变量 上 始终 
保持 某 一 个 固定 的 值 。 这 个 积分 称 为 含 参 变量 上 的 积分 。 
由 于 积分 值 依赖 于 上 而 唯一 确定 ， 由 此 可 以 定义 上 的 一 
个 函数 
» 
p60)= fox)de, 
虽然 在 大 多 数 情况 下 ,这 样 确定 的 函数 不 是 初等 函数 ,但 
由 于 它 具 有 定 积分 的 特定 形式 ， 仍 然 可 以 用 来 研究 这 些 
函数 的 分 析 性 质 。 例 如 ， 当 函数 f(x,t) 在 RR 上 二 元 连续 
时 ,函数 me 并 且 


和 woa= [fre a= [ffs, parlax. 


当 被 积 函 数 了 (x, 关于 参 变量 上 的 偏 导数 -ft 在 
RR 上 存在 并 且 连 续 时 ,， 则 p(t) 在 区 间 (a,8) 内 可 微 , 并且 
A 2 

结合 广义 积分 ,可 以 建立 函数 含 参 变量 广义 积分 。 例 
如 ,具有 无 穷 上 限 的 含 参 变量 广义 积分 | fz, bdx, 如 


果 对 上 在 其 取 值 区 间 [a, 8] 上 的 一 切 参 变量 值 , 相应 的 
积分 都 收敛 , 则 可 确定 函数 
pt) =| fst)ar, 

相应 于 函数 项 级 数理 论 中 “一 致 收 剑 ” 的 重要 概念 ， 含 
参 变 量 广义 积分 对 参 变量 的 一 致 收 伍 的 概念 也 具有 重要 
意义 。 

如 果 对 于 任意 的 s>0, 存 在 4。, 当 4>4。 时 ， 对 于 
区 同 [cy6] 上 的 一 切 参量 也 不 等 式 


| 六 rz,par| < 
都 成 立 ， 这 时 就 说 合 参 变量 广义 积分 |” f(x,t)dx 在 


的 区 间 [La,8] 上 一 致 收敛 。 
使 用 一 致 收敛 概念 来 研究 函数 p(t) 的 分 析 性 质 ， 可 


基 


得 到 与 合 参 变量 的 获 曼 积分 相似 的 结论 ， 当 函 数 Jxt) 
在 区 域 *>aa<t<8 上 二 元 连续 ,积分 | ”flz, bd 在 


区 辣 [a,8] 上 一 致 收 全 时 ,函数 pt) 一 “f(xst)dx 在 区 
间 [a,p] 上 连续 ,并 且 


rpa= 厂 下 rzpddlar， 
当 f(x,t) 在 区 域 *>a，a<t<B 上 二 元 连续 并 且 具 有 连 
续 偏 寻 数 中 ,同时 积分 “f(x, bd 在 区 间 [a, 站 
和 

d + Of(x,t) 
Br- 
对 于 积分 下 限 为 ~ “或 积分 上 、 下 限 都 为 无 穷 的 含 

参 变量 的 广义 积分 和 被 积 函 数 无 界 的 含 参 变量 的 联 积 
分 ,也 有 类 似 的 结论 。 


T 西 数 了 (s) = “wie-rdx 吓 利用 含 参 交 量 的 广 


义 积分 确定 一 个 非 初等 函数 的 重要 例子 。 这 积分 当 且 仅 
当 s>0 时 收敛 ;并 且 在 区 间 a<s<B 上 一 致 收敛 ,其 中 
与 8 为 任意 两 个 正 数 (0<a<8)。 因 此 函数 T(s) 在 任何 
s>0 处 都 连续 。T 函数 的 一 个 基本 性 质 是 
T(s+1)=s:T(s), 
根据 这 一 性 质 可 得 到 n1 的 表达 式 
mTontl)=| ede (n=1,2,...), 


斯 特 林 公式 “上述 表 达 式 由 于 其 中 积分 对 于 任何 实 
数 n> 一 1 都 有 意义 ,可 用 来 定义 任何 一 个 实数 n> -1) 
的 “阶乘 "n1， 并 推导 关于 一 个 很 大 的 数 阶 季 的 近似 估计 
nil=n"e-" 2an (1+0(1)), 
这 个 公式 被 称 为 斯 特 林 公 式 。 
参考 书目 
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A. 区 辛 钦 著 ， 北 京 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 与 函数 论 教 研 
室 译 :< 数学 分 析 简 明教 程 >, 上 册 、 下 册 , 高 等 教育 出 版 社 , 北京， 
1954。(A. 由. Xuasua, Kpamxui xypc mamemamuvecxowo 
anaauaa,Tocrexuanar, Mocksa, 1953.) 

R. 柯 朗 、F. 约 输 著 , 张 湾 林 、 周 民 强 译 :< 微 积分 和 数学 分 析 
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(这 传 宽 》 

Jishu 

基数 (cardinal number) 又 称 势 ， 集 合 论 基本 
概念 之 一 ， 是 日 常用 以 表示 多 少 的 数 的 概念 的 推广 和 发 
展 。 按 照 G. 康 托 尔 的 原意 ,集合 A 的 基数 是 一 切 与 4 具 
有 等 势 关系 的 集 ( 即 存在 一 个 双 射 把 集合 4 的 全 部 元 素 
映 成 另 一 集合 的 全 部 元 素 ) 的 共同 特征 ,是 对 4 的 元 素 进 
行 属性 及 次 序 双 重 抽象 之 后 的 结果 ， 所 以 用 表示 ( 较 
多 用 141)。G. 费 雪 格 与 B. A. W. 罗素 分 别 在 1884 
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年 与 1902 年 把 所 定义 为 所 有 与 集 和 4 等 势 的 集 所 成 之 集 , 
即 乞 ={B1B~A)}。 这 一 定义 虽然 形式 简单 明了 , 但 在 
2FC 系统 中 却 不 能 证 明 它 构成 一 个 集合 。 事 实 上 ，{B| 
B 一 4) 对 于 任何 非 空 集 4， 是 一 个 真 类 。 因 为 由 {B1B 一 
4)} 是 一 个 集 可 以 推出 所 有 的 集合 也 构成 一 个 集 ， 而 这 是 
著名 的 康 托 尔 悖 论 (1899 ) 与 罗素 悖 论 (1903) 产生 的 根 
源 。1928 年 二 冯 . 诺 伊 更 建议 用 一 个 特殊 的 与 和 4 等 势 的 
集 , 即 所 有 与 和 4 等 势 的 序数 中 最 小 的 一 个 作为 A 的 基数 ， 
这 样 的 序数 称 为 初始 序数 ， 根 据 计 数 定理 与 序数 的 良 序 
性 ,对 于 任何 集 4, 它 所 对 应 的 初始 序数 是 必定 存在 且 唯 
一 的 。 两 个 集 4、B 具有 相同 基数 的 充 要 条 件 是 4 一 B, 这 
完全 符合 G. 康 托 尔 的 原意 。 当 集 的 基数 为 有 限 序数 时 , 称 
该 基数 为 有 限 基数 ， 否 则 称 为 超 限 基数 。 它 们 所 对 应 的 
集 分 别称 为 有 限 集 与 无 限 集 。 可 以 证 明 集 4 为 无 限 的 充 
要 条 件 是 存在 A 的 一 个 真子 集 4,， 使 得 4 一 4。 与 自然 
数 集 N 等 势 的 集 称 为 可 数 集 , 它 的 基数 是 , 但 习惯 上 常 
用 %。 表 示 。 整 数 集 Z、 有 理 数 集 @、 整 系数 多 项 式 集 
2[x]、 代数 数 集 、n 维 欧 氏 空间 Er 中 的 格子 点 集 等 都 是 
可 数 集 的 例子 。 每 一 个 无 限 集 都 存在 可 数 子 集 ， 而 可 数 
集 的 任 一 无 限 子 集 必 为 可 数 集 。 在 基数 序 的 意义 下 ，%。 
是 最 小 的 无 限 基数 , 即 可 数 集 是 最 小 的 无 限 集 。 可 数 集 与 
有 限 集 一 起 合 称 至 多 可 数 集 。 非 可 数 的 无 限 集 称 不 可 数 
集 。 无 理 数 集 、 超 越 数 集 、 区 间 (a,b) 中 的 点 集 、 [0,1] 上 
的 连续 函数 集 C[0,1]、n 维 空间 E" 的 点 集 、 定义 在 [a,b] 
上 的 函数 集 等 等 都 是 不 可 数 集 的 例子 。 
设 a.8 为 两 个 基数 ,A、B 为 两 个 集 , 14|=x, |B|= 
8, 可 以 定义 基数 的 大 小 关系 及 和 、 积 ,村 等 运算 如 下 
<# 当 上 且 仅 当 存在 一 个 从 A 到 BB 的 单 射 ， 
<8B 当 上 且 仅 当 a<B8 且 a 夫 有 
at+B=|{0} xAU{1}xB|, 
a.p=|AxBI, 
ao=|A3|, 其 中 A?={f:B>A}。 
在 上 述 定 义 中 ,虽然 形式 上 需要 通过 集 4A、B 来 表述 , 但 
事实 上 它们 都 只 与 a、8 有 关 , 而 不 依赖 于 A、B 的 选取 。 
即 对 于 任何 集 C、D, 只 要 |C|~a,1D|=8B, 所 得 的 结果 就 
保持 不 变 。 这 就 保证 了 定义 的 合理 性 。 此 外 和 与 积 还 能 
推广 到 任意 基数 列 ao(8<7Y)。 设 B<Y 时 1As|=as 则 可 
定义 
Be = asx {pe)}, 
Jas 一 | XAsl, 
er ger 


对 于 任何 基数 <.68.y, 下 列 性 质 成 立 。 
@ 传递 性 : 若 a<B 目 8<Y 则 a<p。 
@ 自 反 性 a<a。 
回 反对 称 性 , 若 a<B8 且 p<a 则 a=B。 
@@ 强 连结 性 :a<8 与 p<a 二 者 必 居 其 一 。 
回 结合 律 : a+(B+7)=(a+B) 二 Ys 

a(B.y)=(a:B).Y。 

加 交换 律 a+B=B+a; a-8= Ba。 
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@ 存在 恒 等 元 ， 0+a=%; 1 一 ao 

图 分 配 律 ，a(B+?) 一 a8+a7。 

@@ 同 底 宕 的 积 ，ae or 一 ae 

加 笋 的 宕 (ae)7 一 ae7。 

@@ 积 的 署 ; (a+8)7=ar.p7。 

性 质 @ 一 @@ 说 明基 数 的 入 是 一 个 全 序 关 系 ， 其 中 性 
质 @ 称 为 康 托 尔 - 伯 思 斯 坦 定理 , 它 是 集合 论 中 的 一 个 重 
要 定理 ,可 用 以 确定 若干 集合 的 基数 。1895 年 G. 康 托 尔 给 
出 了 这 一 命题 的 等 价 形式 , 设 A.B 为 两 个 集合 , 若 A 与 B 
的 子 集 B, 等 势 , B 与 4 的 子 集 A 等 势 , 则 A 与 B 等 势 ， 
并 在 基数 可 比较 的 前 提 下 给 予 证 明 。1896 年 F. W.K .BE. 
施 罗 德 在 一 篇 论文 的 摘要 中 提 到 这 条 定理 。 他 于 1898 
年 发 表 的 证 明 虽 不 借助 于 基数 的 可 比较 性 ,但 仍 不 完善 。 
第 一 个 满意 的 证 明 是 伯 思 斯 坦 在 1898 年 给 出 的 ,所 以 有 
些 数学 家 称 它 为 施 罗 德 - 伯 思 斯 坦 定理 。 性 质 @ 称 为 基数 
比较 定理 是 选择 公理 的 等 价 命题 之 一 ， 最 初 由 G. 康 托 尔 
提出 : 设 A、B 为 两 个 集合 , 则 A 与 B 的 某 一 子 集 B ,等 势 
或 B 与 4 的 某 一 子 集 A, 等 势 ,两 者 必 有 一 个 成 立 ， 并 用 
以 证 明 性 质 @。1915 年 由 F. M. 哈 托 格 斯 给 予 证 明 。 关 
于 基数 的 序 与 运算 的 其 他 重要 性 质 还 有 ，@ 对 于 任何 基 
数 ,总 存在 一 个 比 “大 的 基数 X, 即 不 存在 最 大 的 基数 。 
此 性 质 是 1873 年 首先 由 G. 康 托 尔 以 下 述 形式 提出 的 : 任 
何 集 4 的 等 集 P(4) 具 有 比 4 大 的 势 , 即 |A| <|P(A)|， 
故 称 康 托 尔 定理 。 由 于 在 集 P(4) 与 集 24 间 存 在 自然 的 
双 射 ,所 以 这 性 质 也 可 表 为 2"> <， 其 中 “一 141。 于 是 ， 
G. 康 托 尔 把 无 限 分 成 无 限 多 个 严格 递增 的 等 级 ， 黄 定 实 
无 限 在 数学 研究 中 的 地 位 ， 启 迪 人 们 提出 连续 统 假设 与 
广义 连续 统 假设 。 他 在 证 明 中 所 使 用 的 对 角 线 方法 ， 也 
具有 重要 的 方法 论 意义 。 已 经 知道 最 小 的 无 限 基数 是 
器, 并 用 只 ,表示 大 于 %。 的 最 小 基数 ,用 只; 表示 大 于 
器 1 的 最 小 基数 。 一 般 地 , 设 “是 任 一 序数 ， 并 且 对 于 任 
何 小 于 a 的 序数 8, Ws 均 已 定义 ， 则 当 a 为 某 一 8 的 后 
继 序数 时 ,规定 %e 是 大 于 Ws 的 最 小 基数 , 称 为 无 限 后 
继 基数 ; 当 a 为 极限 序数 时 , 规定 Wa= DN 称 为 极限 


基数 。 这 样 就 建立 起 序数 与 无 限 基数 之 间 的 一 一 对 应 关 
系 。@ 基 数 的 加 、 乘 运算 具有 许多 通常 熟悉 的 性 质 ,如 结 
合 律 ,交换 律 ,分 配 律 等 ， 但 有 些 重要 性 质 , 例如 对 消 律 ， 
却 仅 对 有 限 基数 ， 即 自然 数 成 立 。 设 X，* 为 任意 基数 ， 
入 >>k>>1， 和 > os 则 和 x= 和 +x 二 和 。 这 一 结果 与 下 述 命 
题 等 价 :对 于 任何 无 限 基数 <， x.k=x+x=x， 即 任意 “ 
个 基数 为 * 的 集合 的 和 集 , 其 基数 为 <; 或 者 , 任意 不 超 
过 * 个 基数 不 超过 * 的 集合 的 和 集 ,其 基数 不 超过 *。 特 
别 地 , 当 *= %。 时 ， 就 有 任意 可 数 个 可 数 集 的 和 集 是 可 
数 集 ;! 或 至 多 可 数 个 至 多 可 数 集 的 和 集 是 至 多 可 数 的 ,上 
述 命题 是 选择 公理 的 一 个 等 价 形式 ， 将 它 深化 一 步 ， 可 
得 :对 于 任何 序数 ,Wa= 如 8a 与 如 ,=2* 成 立 .@ 


把 基数 的 运算 与 序 相 结合 而 得 到 的 结果 。 最 重要 的 是 下 
述 柯 尼 希 定理 : 设 ke 与 Ne(B<a) 是 两 个 基数 列 , 如 果 对 


于 任何 8<a, 总 有 “p<Xa, 则 这 xo< 了 Xo。 这 是 康 托 尔 定 
理 2*>“ 的 一 个 推广 ， 并 且 可 以 证 明 它 是 选择 公理 的 一 
个 等 价 形式 。 (应 制 夷 ) 


Jigu Suonjing 
《 缉 古 算 经 》 。 见 王者 通 。 
Jishu 
级 数 (series) 级 数理 论 是 分 析 学 的 一 个 分 支 ; 
它 与 另 一 分 支 向 积分 学 一 起 作为 基础 知识 和 工具 出 现在 
其 余 各 分 支 中 ,二 者 共同 以 极限 为 基本 工具 ,分 别 从 离散 
与 连续 两 个 方面 ,结合 起 来 研究 分 析 学 的 对 象 , 即 变量 之 
间 的 依赖 关系 一 一 函数 。 在 微 积分 学 中 基本 变量 是 一 般 
的 连续 变量 x* (代表 具体 的 变量 如 时 间 路 程 s, 质量 m 
等 等 ), 取 值 于 这 个 或 那个 区 间 ， 极 限 过 程 也 是 多 种 多 样 
的 ;在 级 数理 论 中 基本 变量 就 是 高 散 变量 n， 其 值 为 全 体 
自然 数 :n=1,2,3,…。 这 里 极限 过 程 只 有 唯一 的 一 个 , 即 
妖 无 限 增长 ,趋向 无 限 , nc。 这 里 任 一 函数 wm) 的 值 
4u(n)=un 自然 形成 一 个 序列 二 ,44sus，… ,ns…; 而 这 个 
序列 {un} 也 就 完全 表达 了 函数 wm)。 
一 个 级 数 (无 穷 级 数 ) 是 由 一 个 序列 {uw} 经 过 “逐一 

加 下 去 "的 无 限 过 程 而 产生 的 和 数 序列 ， 

SI 一 ty 

Sa 二 ty 

= 区 十 雪 十 鸭 ， 0) 


Sm tht 


简 记 为 册 二 ts 十 … 十 吉 十 …。 通 常 称 un 为 这 级 数 的 一 般 
项 ,sn 为 其 部 分 和 , 并 常用 缩写 记号 


DD 
各 


i 
在 m 无 限 增长 的 过 程 中 ,如 果 部 分 和 sa 趋向 于 一 个 极限 
5 那么 就 称 s 为 级 数 的 “和 ,并 写成 法 ss 这 实际 上 
就 是 

Be 
如 果 部 分 和 sw 的 极限 作为 一 个 有 限 数 而 存在 , 就 说 级 
数 注 击 是 收 全 的 并 以 为 其 和 数 。 否 则 ， 就 说 这 级 数 


是 发 散 的 ,没有 和 数 。 

所 以 ,按照 习惯 了 的 极限 观点 ,一 个 级 数 在 且 只 在 它 
收敛 时 才 象 一 个 有 限 和 一 样 具有 一 个 唯一 确定 的 和 数 。 
级 数 的 和 数 与 代数 中 的 和 数 的 区 别 只 在 于 被 加 项 的 个 数 
是 无 限 的 。 这 是 级 数 概念 发 展 的 基本 出 发 点 。 

最 早出 现在 古代 的 级 数 是 几何 级 数 (等 比 级 数 ) 


加 , 它 有 部 分 和 


Tr 
Wn 
m (r=1), 


因而 当 且 仅 当 |r| <1 时 收敛 。 

一 个 一 般 的 级 数 ， 其 部 分 和 不 一 定 具有 这 样 简单 的 
结构 ， 这 时 首先 需要 直接 从 级 数 的 项 判断 级 数 的 和 是 否 
存在 , 即 级 数 是 否 收敛 。 然 后 就 需要 考虑 这 级 数 的 和 , 作 
为 无 限 项 的 和 ,继承 了 或 保存 着 有 限 和 的 娜 些 性 质 ,或 者 
有 限 和 的 某 个 性 质 在 什么 条 件 下 能 够 传递 给 级 数 的 和 。 
这 两 个 问题 ,收敛 问题 与 性 质问 题 , 便 是 级 数理 论 的 基本 
问题 。 

级 数 收 伍 的 原意 是 它 的 部 分 和 序列 收敛 ;所 以 ,如 果 
不 进一步 涉及 级 数 结构 的 特殊 性 质 ， 则 级 数 收 伊 的 必要 
充分 条 件 不 外 是 关于 其 部 分 和 序列 sm 的 柯 西 收敛 原理， 


rr 


1sn 一 sm| 任 意 小 ,只 要 几 和 ”充分 大 。 (3) 
取 m=n 一 1, 即 得 级 数 冯 ww 收敛 的 一 个 必要 条 件 ， 
ur0。 (4) 


于 是 级 数 的 收敛 问题 ,只 在 一 般 项 是 无 限 小 量 的 前 提 下 ， 
才 是 值得 考虑 的 问题 。 

一 般 说 来 ,单纯 从 数量 上 看 ,级 数 与 序列 是 相互 确定 
的 :sm 按 (1) 由 un 确定 ! tm 按 恒等式 tn 一 sp 一 s-i(s 一 0) 
由 sm 确定 。 但 是 ,在 概念 上 ,级 数 不 同 于 序列 : 它 隐 含 着 


无 限 次 加 法 ， 意 味 着 施行 于 序列 的 一 种 运算 六 。 这 种 运 


算 在 有 效 ( 即 收敛 ) 的 情形 ,给 出 一 个 “可 数 无 限 "的 和 数 ， 
类 似 于 定 积分 的 运算 在 有 效 〈 即 可 积 ) 的 情形 给 出 一 个 
“连续 无 限 " 的 和 数 ( 即 积分 的 值 )。 正 是 级 数 的 这 种 运算 
特征 使 它 不 同 于 序列 而 类 似 于 积分 ， 而 有 这 样 类 似 的 基 
本 性 质 ， 


tt | 


X 怠 = 久 hu， | (5) 


这 一 切 都 是 在 “和 数 "存在 一 一 即 级 数 收敛 的 前 提 下 来 考 
虑 的 。 一 般 地 ,考虑 级 数理 论 的 基本 问题 时 ,总 是 首先 考 
虑 收敛 问题 ,然后 考虑 性 质问 题 。 

单调 收敛 ”收敛 性 的 最 简单 形式 。 

正 项 级 数 “” 代 表 着 收敛 性 最 简单 的 情形 。 在 这 种 情 


形 ， 级 数 加 ww 的 部 分 和 sa= 山 ++… 二 tn 随 着 吕 音 
调 增长 ， 等 价 于 级 数 的 一 般 项 zw> 0( 因 此 ， 有 时 也 称 为 
非 负 项 级 数 )。 于 是 级 数 ( Zu) 收 伍 等 价 于 部 分 和 (sn) 有 
界 。 项 越 小 ,部 分 和 就 越 倾向 于 有 界 , 因 而 正 项 级 数 有 比 


较 判别 法 : 
WV 


+t, +) 
客人 


Eo <+ HEuh<+ (6) 
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同样 ,每 项 比 前 项 的 比值 较 小 ,部 分 和 也 就 增加 较 少 而 较 
倾向 于 有 界 ,因此 正 项 级 数 又 有 比值 判别 法 ， 
Btu<+o,。 (7) 
tn Vn 
取 几 何 级 数 2r" 作为 比较 标准 , 则 有 
Ws!" >I 1DEu + os (8) 


< + (9) 


事实 上 ， 这 都 在 于 断定 uw 的 大 小 数量 级 : = Br")= 
B((1+8)"), 其 中 B 为 有 界 变量 ,1+3<1。 

单调 正 项 级 数 ” 当 正 项 级 数 的 项 xn 单调 递减 趋 于 0 

时 ， 自 然 地 容易 扩充 成 一 个 单调 的 连续 函数 u(x) 使 得 

Wu(n) 习 0。 这 样 便 可 直观 地 把 无 穷 级 数 同 无 穷 积 分 进 
行 比较 而 得 到 积分 判别 法 : 

m+ eof oar<+=。 


而 且 , 一 旦 这 样 转 到 连续 变量 ,就 可 以 利用 连续 变量 的 变 
换 于 积分 而 进一步 得 到 指数 变换 判别 法 ( 叶 尔 马 科 夫 判 
别 法 ): 


(10) 


esu(e=) 
u(x) 


由 此 易 见 ，P 阶 调和 级 数 如 去 


~I<13Zmw<+oo。 《11) 
三 以 及 对 数 调和 级 数 
局 -yy 者 是 在 D>1 时 收 仇 ,在 p<1l 时 发 艇 。 

正 颈 级 数 的 运算 ” 正 项 级 数 在 运算 过 程 中 很 象 有 限 
和 。 它 不 仅 具 有 一 般 的 线性 性 质 (5), 而 且 它 的 项 可 以 无 
限 次 交换 ,无 限 次 分 配 : 

Eu Zuo， 
Du) Po) DD um), 


其 中 p(m) 指 自然 数 序列 的 任 一 排列 , 己 指 对 第 一 象限 中 


坐标 为 自然 数 的 点 的 任 一 排列 (成 一 序列 ) 进行 求 和 (成 
一 级 数 )。 

绝对 收敛 ”收敛 性 的 一 种 强化 形式 。 

交错 级 数 ” 正 项 级 数 之 外 ,如 果 一 个 级 数 没有 正 项 ， 
或 者 只 有 有 限 个 正 项 ， 或 者 只 有 有 限 个 负 项 ， 则 其 收敛 
问题 都 可 以 归结 到 一 个 正 项 级 数 的 收 敏 问题 ， 所 以 只 需 
考虑 一 个 级 数 既 有 无 限 个 正 项 又 有 无 限 个 负 项 的 情形 。 
在 这 种 级 数 中 ,结构 最 简单 的 是 正 负 号 逐 项 相间 的 级 数 ， 
叫做 交错 级 数 ， 


wm= 土 了 (一 1)no。 (>0)。 (12) 


对 此 有 
* 莱 布 尼 菊 定理 车 一 交错 级 数 的 项 的 绝对 值 单调 赵 
于 零 , 则 这 级 数 收敛 。 
显然 ， 一 个 交错 级 数 在 形式 上 可 以 看 成 两 个 正 项 级 
数 之 差 : 
卫 ( 一 1)nbs 一 (0 十 加 十 0 十 办 十 …) 一 (二 十 0 十 切 十 …)。 
同样 ,每 一 个 级 数 在 形式 上 都 可 以 看 成 两 个 正 项 级 数 ( 即 
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这 级 数 的 “ 正 部 分 "与 “ 负 部 分 ") 之 差 : 
Zw= ut- (13) 
式 中 


机 
m=) tn), 


二 = 六 (lu 一 4n)。 


不 过 ， 这 样 分 解 只 有 当 分 解 成 的 级 数 (13) 都 收敛 的 前 提 
下 才 是 有 意义 的 ， 这 就 导致 人 们 来 考虑 一 个 级 数 逐 项 取 
绝对 值 后 所 得 到 的 正 项 级 数 


加 ml (14) 


是 否 收敛 的 问题 。 

绝对 收效 的 级 数 “一 个 收敛 的 级 数 ， 如 果 在 逐 项 取 
绝对 值 之 后 仍然 收敛 ,就 说 它 是 绝对 收敛 的 ;否则 就 说 它 
是 条 件 收敛 的 。 

简单 的 比较 财 志 14m| 就 表明 ,只 要 |u。| 收敛 就 足 
以 保证 Zu 收 敛 ， 因 而 分 解 式 (13) 不 仅 表明 |u,| 的 
收敛 隐 含 着 原 级 数 Zu 的 收敛 ， 而 且 把 原 级 数 表 成 了 
两 个 收敛 的 正 项 级 数 之 差 。 由 此 易 见 ， 绝 对 收敛 级 数 同 
正 项 级 数 一 样 ,很 象 有 限 和 ,可 以 任意 改变 项 的 顺序 以 求 
和 ,可 以 无 限 分 配 地 相 乘 。 

但 是 条 件 收 全 的 级 数 , 即 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 ， 
决 不 可 以 这 样 。 这 时 (13) 式 右边 成 为 两 个 发 散 ( 到 + ce) 
的 、 其 项 趋 于 零 的 \ 正 项 级 数 之 差 ， 对 此 有 黎 曼 定理 。 

黎 曼 定理 一 个 条 件 收敛 的 级 数 ， 在 其 项 经 过 适当 
的 排列 之 后 , 可 以 收敛 到 一 个 事先 任意 指定 的 数 ; 也 可 以 
发 散 到 + 或 一 0; 也 可 以 没有 任何 的 和 。 

一 致 收 伍 收敛 性 与 函数 连续 性 结合 的 最 重要 的 
形式 。 

函数 级 数 ”如 果 级 数 的 每 一 项 依赖 于 一 个 连续 变量 
，t==Un(x), 在 一 个 区 间 a<x<b 上 变化 ， 这 个 级 
数 就 成 为 一 个 函数 项 级 数 , 简称 函数 级 数 , 记 为 

wt). (15) 
这 里 x 的 值 自然 被 分 成 两 类 C 和 D， 使 得 当 x* 属 于 C 时 
级 数 收敛 ， 当 x* 属 于 D 时 级 数 发 散 。 几 何 级 数 Zr" 事实 
上 就 是 一 个 函数 级 数 , 它 的 收敛 范围 是 一 个 区 间 (一 1<r 
<<1)。 微 分 学 里 的 泰勒 级 数 代表 着 一 类 函数 级 数 , 形 如 
oc- (16) 
称 为 得 级 数 。 这 种 级 数 ,作为 几何 级 数 的 一 种 推广 ,其 收 
化 范围 C 仍然 是 一 个 区 间 ( 以 zx= xz 为 中 心 , 带 或 不 带 端 
点 ,有 限 或 无 限 ,或 退化 成 一 点 )。 这 种 级 数 , 当 z 换 成 复 
变量 z 之 后 ,成 为 研究 复 变 函数 的 一 个 基本 工具 ( 见 复 变 
函数 论 )。 积 分 学 里 的 传 里 叶 级 数 代表 着 另 一 类 函数 级 
数 , 形 如 


去 oo+ Cawcos ret brsin nz), (17) 


称 为 三 角 级 数 。 这 种 级 数 是 研究 实 变 函 数 的 一 个 重要 工 


具 ， 它 们 的 收敛 范围 一 般 很 复杂 ， 对 它们 的 研究 促使 了 
G. 康 托 尔 创建 集合 的 基础 理论 〈 见 实 变 函数 论 、 傅 里 叶 
分 析 )。 

一 般 说 来 ,一 个 函数 级 数 的 和 函数 , 作为 一 个 无 限 项 
的 和 ,不 是 在 它 的 整个 收敛 集 C 上 ,而 是 只 在 C 的 某 种 带 
有 限制 的 部 分 C, 上 , 才 象 一 个 有 限 项 的 和 。 下 面试 从 C 
的 某 一 点 x 出 发 来 看 级 数 (15) 的 收 剑 性 。 这 级 数 在 这 一 
点 并 处 收敛 ,就 是 说 ， 它 的 部 分 和 sm(z) 收 分 到 一 个 和 数 
sxX), 也 就 是 说 ,对 于 任意 一 个 正 数 = 都 有 

lsn(x)—s(x)| <e, 

只 要 mm 充分 大 。 这 个 不 等 式 还 可 能 对 于 C 的 其 他 一 些 点 
“也 成 立 。 如 果 这 个 不 等 式 在 C 的 某 一 部 分 C 上 处 处 
成 立 , 这 就 意味 着 sm(x) 这 个 函数 在 集合 C, 上 一 致 地 近 
似 于 s(x) 这 个 函数 ， 精 确 度 ( 处 处 ) 在 s 以 内 。 而 如 果 这 
在 Cl 上 对 于 每 一 个 正 数 6 都 成 立 只 要 m 充 分 大 , 那 就 音 
味 着 这 一 序列 函数 sm(x)，, 或 者 就 说 是 函数 级 数 本 un(x) 
本 身 ,在 Cl 上 一 致 地 无 限 甬 近 于 函数 s(x), 或 者 简单 地 
说 ，sh(x) 一 致 地 收 但 到 函数 s(x) 。 这 样 ,原来 的 收敛 概 
念 ,在 与 函数 概念 结合 之 后 ,就 发 展 成 为 适合 于 函数 级 数 
的 一 种 收敛 概 念 E 

一 下 收效 的 级 数 “ 一 个 函数 级 数 之 xm(z) 说 是 在 一 
个 集合 Cl 上 一 致 地 收 分 到 它 的 和 函数 s(x), 是 指 对 于 每 
一 个 正 数 。 都 存在 一 个 自然 数 N 〈 不 依赖 于 zx), 使 得 当 
m>N 时 

|s(x)—sn(x)| = |rn(*)| <e, 

对 于 一 切 属于 C, 的 x 都 成 立 。 

这 时 级 数 的 和 函数 s(z)， 作 为 一 个 无 限 项 的 和 ， 便 
可 在 整个 集合 C, 上 通过 特征 性 质 (18) 继 承 有 限 项 和 的 
一 些 分 析 性 质 。 


逐 项 积分 定理 设 函 数 级 数 总 xz) 在 有 限 闭 区 全 


4<x<b 上 一 致 地 收敛 。 于 是 , 若 级 数 的 各 项 都 连续 ,， 则 
级 数 的 和 也 连续 并 且 可 以 逐 项 积分 


ww ear。 
六 bk 


关于 逐 项 微分 ,没有 直接 类 似 的 定理 (因为 一 致 小 的 
函数 rn(*) 的 导数 可 以 任意 大 ); 但 是 通过 微分 与 积分 的 
互 池 关系 ( 微 积分 基本 定 再) 能够 把 上 述 定 理 转变 成 逐 项 
微分 的 形式 。 _ 

逐 项 微分 定理 设 函 数 级 数 六 ww(z) 在 区 间 a<x<b 
内 收敛 ,各 项 都 具有 连续 的 导数 。 于 是 , 老 逐 项 取 导 数 所 
得 的 级 数 在 该 区 间 内 一 致 收敛 ， 则 原 级 数 的 和 也 具有 连 
续 的 导数 并 且 可 以 逐 项 微分 ， 


(18) 


(19) 


和 和 
五 翌 m(2= 忆 二 (2 《a<x<b)。 (20) 


级 数 在 逐 项 取 绝对 值 之 后 就 成 为 正 项 级 数 ， 显 然 可 
以 依 一 致 收敛 性 进行 比较 ， 特 别 是 用 一 个 常数 级 数 进行 
比较 , 便 有 MM 判别 法 。 


级 


M 判 别 法 设 配 数 级 数 访 u(x) 在 一 集合 C, 上 受 

常数 级 数 局 MM, 控制， 
lu(x)| <M, 。 

于 是 ， 若 局 M。 收敛 , 则 电 wtz) 在 Ci 上 一 致 收 全 。 

函数 的 级 数 展开 “一 个 函数 级 数 在 其 收敛 范围 内 代 
表 一 个 函数 , 即 它 的 和 。 当 和 函数 未 给 定时 ,级 数 是 定义 
这 函数 的 一 种 方式 ; 当 和 函数 已 给 定时 , 豚 数 是 揭示 这 函 
数 依赖 于 基本 变量 的 规律 的 一 种 方式 一 “函数 的 级 数 展 
开 。 微 积分 在 创建 的 初期 通过 形式 处 理 得 到 了 许多 初等 
函数 的 级 数 展开 ,最 重要 的 有 


(21) 


Utz) -ltart eH 


aa ng 
Wt 
In(1+4x)= x 一 畦 + 加 + 
i 
arctanx=x 一 等 + 竺 ~ 守 十 …， (22) 


er=1+x+ 荔 + 茵 +， 
0 
sinx=x—57+ 可 一 i+ 
i 
21 41 而 + 
但 只 是 到 了 ( 约 200 年 之 后 ) 一 致 收敛 概念 明确 的 时 候 才 
证 实 ， 这 种 圭 级 数 展开 在 收敛 区 间 内 可 以 逐 项 微分 和 积 
分 并 且 收 敛 ( 区 间 的 ) 半 径 7 不 变 (在 前 三 个 中 r= 1， 后 
三 个 中 ”= 一， 而 第 一 个 当 “为 零 或 正 整 数 时 化 为 多 项 
式 因 而 也 有 r= co)。 这 时 人 们 才 严密 地 证 明了 ,等 级 数 
在 其 收敛 区 间 内 能 够 完全 代表 它 的 和 函数 参加 分 析 运 
算 。 于 是 可 以 逐 项 微分 任意 多 次 ， 所 以 这 震级 数 本 身 就 
是 它 的 和 函数 在 收敛 区 间 中 心 处 的 泰勒 级 数 ， 因 而 是 唯 
一 的 。 据 此 ,一 个 泰勒 级 数 的 系数 不 一 定 要 单纯 通过 累 次 


微分 ( 即 直接 求 c=- 了 各》 ) 而 可 以 通过 革 旦 宕 级 数 的 


分 析 运 算 来 求 得 。 过 和 使 人 们 网 相 补 充 基本 展开 表 (22) 
中 所 缺少 的 相当 于 tanx 的 展开 , 它 不 能 象 反 三 角 函 数 那 
样 通过 逐 项 积分 得 到 《因为 没有 现成 的 宪 级 数 展开 作出 
发 点 ), 也 不 能 象 其 他 基本 初等 函数 那样 通过 直接 求 累 次 
微分 得 到 (因为 微分 次 数 越 多 计算 越 复杂 )。 现 在 利用 等 
级 数 展开 的 唯一 性 便 可 严密 地 证 明 ， 


tone DB (aa) 
式 中 Baw 是 伯 努 利 数 ,确定 于 展开 式 
i- 3 (24) 


至 于 三 角 级 数 展开 式 的 唯一 性 ， 则 象 它 的 收敛 集 一 
样 复杂 ,成 了 三 角 级 数理 论 研究 的 一 个 基本 问题 。 
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函数 的 级 数 展开 具有 如 下 共同 的 形式 : 


f(x)= 乙 oopn(z)。 (25) 


这 个 形式 的 级 数 ,作为 冠 级 数 的 推广 ,其 收敛 问题 的 分 析 
仍旧 可 以 利用 N. H. 阿 贝 尔 在 研究 矫 级 数 的 收敛 问题 时 
所 引进 的 部 分 求 和 法 。 


部 分 求 和 法 设 Am= 轧 0。, 则 有 恒等式 


和 oo= 加 ,Aro Von) 
+[Anvmri— Axvi+1] (26) 

这 个 方法 (类 似 于 分 部 积分 法 ) 立 即 给 出 ， 

@ 级 数 (25) 在 一 个 集合 Cl 上 一 致 收敛 的 一 组 充分 
条 件 是 ， 级 数 Zan 收敛 而 序列 w(z) 在 C, 上 一 致 有 界 并 
且 处 处 单调 。 

@ 级 数 (25) 在 一 个 集合 Cl 上 一 致 收敛 的 一 组 充分 
条 件 是 ， 级 数 a。 有 界 而 序列 v(x) 在 C, 上 一 致 收敛 到 
0 并 且 级 数 


we)l+ 加 lot 一 meatz1 


在 C 上 一 致 收 仇 。 
这 两 个 结果 都 是 莱 布 尼 区 交错 级 数 定理 的 推广 。 
广义 收 化 。 收 合 概 念 的 近代 发 展 。 
新近 级 数 。 在 所 考虑 的 问题 只 需 注意 基本 变量 x* 充 
分 大 的 情形 ， 相 当 于 过 程 x-* + ce ， 这 里 函数 的 级 数 展 
开 就 要 依 二 的 告 来 进行 ， 而 展开 的 意义 在 于 每 增加 一 项 
就 要 有 一 项 的 效果 (a0 当 zx 一 +co); 
fz)=a+ 全 + 生 + 全 +a( 志 )，(27) 
m=1,2,3,°…。 
这 时 ,在 zg 坐标 平面 内 ， 这 一 序列 部 分 和 sn(z) 作 为 函 
数 ， 其 代表 曲线 y=sm(x) 都 是 原来 函数 y= 了 (x) 的 渐 近 
线 ( 直 的 或 曲 的 )， 每 一 个 比 前 一 个 更 切 近 于 曲线 y= 
f(x)。 因 此 ， 采 用 也 庇 加 羔 的 用 语 就 是 ， 级 数 Zouxr 
是 一 个 渐 近 级 数 ， 源 近 地 代 表 着 函数 f(x)。 通 常 把 这 简 
记 为 
Te) 一 + 全 十 中 十 (28) 


这 样 的 渐 近 级 数 虽 然 往往 是 发 散 的 ， 但 仍 可 以 代替 
它 所 渐 近 表示 的 函数 参加 四 则 运算 ， 只 要 作为 除数 的 级 
数 的 常数 项 不 为 0; 也 可 以 逐 项 微分 , 只 要 函数 的 导 函 数 
了 "(x) 确 实 具 有 渐 近 展开 ; 还 可 以 逐 项 积分 ， 只 要 把 形式 
关系 
Toz) 一 gz) 二 MKz) [oo+ 全 十 中 二 
理解 为 
f(x)—g(x) Go 


Hx) Ottxr 


因此 渐 近 级 数 可 以 通过 待定 系数 法 ) 用 于 求解 微分 方 
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程 。 当 然 ,在 原来 意义 下 可 用 于 近似 计算 ,例如 斯 特 林 公 
式 

n= (人) Sem ( 吏 计 + 各 高 +…) (29) 
中 的 级 数 虽 是 发 散 的 却 是 新 近 的 ( 式 中 的 B 就 是 式 (24) 
中 的 伯 努 利 数 )， 只 需 取 前 几 项 就 能 够 算得 (准确 到 小 数 
点 后 10 位 的 ) 近 似 值 : 

1g(10001)=2567....。 
发 琢 级 数 “ 最 早 的 函数 的 级 数 展开 


1 
Tz=1l+x+X + + (30) 


在 x= 一 1 时 给 出 
到 =1-1+1-1+…。 (31) 


这 个 停 论 式 的 等 式 在 级 数理 论 的 发 展 过 程 中 不 时 激 起 人 
们 的 思索 。 莱 布 尼 茨 认为 这 应 从 这 个 级 数 的 部 分 和 所 可 
能 取 的 值 (1,0,1,0,…) 的 算术 平均 来 理解 。L. 欧 拉 认为 
在 涉及 级 数 的 分 析 研究 中 应 坚持 函数 观点 ， 一 个 有 限 的 
分 析 表达 式 的 ( 守 ) 级 数 展开 应 在 分 析 运算 中 当 作 该 表达 
式 的 等 价 物 ， 因 而 级 数 的 和 就 是 它 所 由 之 而 来 的 分 析 表 
达 式 的 值 。 这 些 看 法 启发 了 人 们 ,对 一 个 级 数 ,甚至 它 是 
发 散 的 ， 是 否 仍 可 以 考虑 它 在 广义 意义 下 的 和 。 一 般 说 
来 ,就 函数 的 级 数 展开 的 特定 形式 (25) 而 论 ,只 要 它 对 于 
充分 大 的 z 都 成 立 而 又 当 xz- + co 时 有 
vn(X)>1 (n=0,1,2,..), } 
f(x)>f( + 0), 
且 极 限 值 f(+ 吕 ) 作为 函数 的 边界 值 是 一 有 限 数 ， 那 么 


就 可 以 说 系数 级 数 轧 o 在 依 函数 序列 (pw(z)} 的 展开 中 


可 和 到 了 大 + co)， 以 用 + ee ) 为 广义 和 ， 并 把 这 种 边 值 收 
伍 关 系 简单 地 记 为 


Do=f(+) (V)。 (33) 


不 过 ， 如 果 要 取 定 {vn(*)} 作为 一 种 广义 和 的 参考 
系 ， 就 应 当 事 前 适当 地 选取 函数 vn(x) 使 得 所 产生 的 这 
种 求 和 法 是 正规 的 ， 即 每 一 个 收敛 级 数 Zan 都 可 和 到 它 
原 有 的 和 A。 这 通过 阿 贝尔 部 分 求 和 法 (26) 可 以 用 级 数 
的 部 分 和 A 表示 成 


(32) 


Sa,=A=lim D Avwn(x), (34) 
名 ete fh 
其 中 
Wn(X)=Vn(X)— Van) (35) 


这 样 ,这 个 求 和 法 为 正规 的 一 个 必要 充分 条 件 是 ,对 x 一 
致 地 有 
局 lmceo1<K (常数 )， (36) 

而 前 提 条 件 (32) 在 这 里 变 成 

Dw) >1, 

这 } 

Ws(X)>0 (n=0,1,2,.…)。 
可 见 广义 收 羡 乃 是 级 数 的 部 分 和 技 一 种 平均 意义 理解 的 


收 合 ; 所 以 只 要 极限 (34) 存 在 (不 管 总 on 收敛 或 发 散 )， 


都 说 级 数 济 a. 在 以 w(x) 为 权 的 带 权 平均 的 收敛 过 程 
中 (平均 ) 可 和 到 4, 并 简 记 为 
=4 ow (38) 
等 式 (33) 和 (38) 代表 着 同一 种 求 和 法 的 两 种 形式 ，(V) 
与 (W), 其 转换 关系 见于 (35), 亦 即 
Pant nr + nr (39) 
最 常用 的 求 和 法 都 是 正规 的 。 其 中 有 阿 贝 尔 求 和 法 
(A), 相 当 于 


wa)= (1 二 ， tn(z) 一 二 4- 二 
波 莱 尔 求 和 法 (B), 相 当 于 


i 
wx) ee 


算术 平均 求 和 法 (M), 相 当 于 


和 
w(x) = LIFm (0<n<m)， 


0 (n>m), 
m=[x] 为 x* 的 整数 部 分 ; 切 萨 罗 求 和 法 (C,k), 相 当 于 
(mm 一 m 二 1)…(m 一 1)m 
(ktm—n)(k+m—n+1)...(k+m) 
(0<n<m)， 
0 (n>m), 
m=~=[x] 为 x* 的 整数 部 分 。 
波 莱 尔 还 把 他 的 求 和 法 (B) 转换 成 边 值 形 式 并 取 其 
简化 形式 如 


tn(z) 一 


简 记 为 

Em=A (B')。 
在 转换 中 的 误差 项 6-“2a, 若 -0 这 一 前 提 下 ，(B') 与 
(B) 等 价 ， 一 般 情形 ， 只 能 由 (B) 推 到 (B'). 这 种 求 和 法 
能 够 使 很 广泛 的 一 类 复 项 加 级 数 3buz 在 其 收 全 加 外 可 
和 ,并 且 可 以 逐 项 积分 。 为 了 可 以 逐 项 微分 ,法 革 尔 提出 


了 绝对 可 和 的 附加 条 件 ， 即 这 样 一 序列 无 穷 积分 都 绝对 
收敛 


[ez 店 ( 纺 am 到)a n=0,1,2,), 


这 种 求 和 法 不 是 正规 的 ;只 是 限于 绝对 收敛 的 级 数 而 言 
才 是 正规 的 。 但 它 使 寡 级 数 的 分 析 运 算 ( 加 \ 减 , 乘 . 逐 项 
微分 、 辽 项 积分 等 ) 可 以 在 收敛 圆 外 如 同 在 收敛 圆 内 一 样 
进行 ,因而 很 有 效 地 扩大 了 署 级 数 的 应 用 范围 ,特别 是 很 
适合 于 (通过 待定 系数 法 ) 求 解 微分 方程 ， 如 同 渐 近 级 数 
那样 。 

对 于 两 种 求 和 法 W 与 Wi， 我 们 说 W, 比 W 强 , 意思 
是 每 一 个 W 可 和 的 级 数 都 一 定 W, 可 和 到 相同 的 和， 但 


级 


反 过 来 不 成 立 。 例 如 (B') 比 (B) 强 ，(A) 比 (C,k) 强 。 这 
种 断定 可 和 性 强 弱 的 定理 称 为 阿 贝尔 型 定理 。 一 个 阿 贝 
和 尔 型 定理 的 逆 定 理 不 成 立 ， 无 非 是 说 不 能 无 条 件 地 反 过 
来 ,因而 也 就 是 说 在 适当 的 补充 条 件 之 下 能 够 反 过 来 。 说 
明 这 种 补充 条 件 的 充分 性 定理 称 为 陶 伯 型 定理 。 如 一 个 


网 贝尔 可 和 的 级 数 沪 0。， 只 要 on< 直 (n=1, 2, 3,…)， 


就 必定 是 收敛 的 。 

纯 数量 上 ， 一 个 (无 穷 ) 级 数 永远 等 同 于 一 个 (无 穷 ) 
积分 be 册 

So,= aas, (40) 

[zx] 为 x 的 整数 部 分 。 所 以 级 数 的 理论 中 只 有 基本 变量 
的 离散 性 在 其 中 根本 上 起 着 简明 性 的 作用 的 那些 部 分 
才能 保持 其 特有 的 级 数 形式 ， 否 则 迟早 都 会 在 普遍 化 的 
进程 中 过 渡 为 积分 的 形式 。 例 如 A. 普 林 斯 海 姆 关于 正 
项 级 数 的 系统 研究 取 级 数 形式 ， 而 N. 维 纳 关 于 陶 伯 型 
定理 的 研究 取 积分 形式 。 

发 散 级 数 求 和 的 理论 是 收敛 级 数 研究 的 扩展 ， 它 扩 
大 了 分 析 学 严密 理论 的 适用 范围 ， 有 效 地 揭示 了 函数 的 
分 析 性 质 与 数量 关系 ， 在 传 里 叶 分 析 与 函数 构造 论 中 有 
许多 应 用 。 

简 史 ”历史 上 级 数 出 现 得 很 早 。 亚 里 士 多 德 〈 公 元 
前 4 世纪 ) 就 知道 公 比 小 于 1 (大 于 零 ) 的 几何 级 数 具有 
和 数 ，N. 奥 尔 斯 姆 (14 世纪 ) 就 通过 见于 现代 教科 书 中 


的 方法 证 明了 调和 级 数 六 发 散 到 + ce。 但 是 ,首先 结 


合 着 几何 量 明确 到 一 般 级 数 的 和 这 个 概念 ， 进 一 步 脱 离 
几何 表示 而 达到 级 数 和 的 纯 算术 概念 ， 以 及 更 进一步 把 
级 数 运算 视 为 一 种 独立 的 算术 运算 并 正式 使 用 收 敏 与 发 
散 两 词 , 却 是 已 接近 于 微 积分 发 明 的 年 代 了 (圣文森特 的 
格雷 果 里 1647、J. 活 利 斯 1655、J. 格雷 果 里 1667)。 事 实 
上 ,从 古 希 腊 ( 阿 基 米 德 时 代 ) 以 来 ,积分 的 朴素 思想 用 于 
求 积 (面积 ,体积 ) 问 题 时 ,就 一 直 在 数量 计算 上 以 级 数 的 
形式 出 现 。 收 敛 级 数 的 结构 ， 以 其 诸 项 的 依次 加 下 去 的 
运算 的 无 限 进展 展示 着 极限 过 程 ， 而 以 其 余 项 的 无 限 变 
小 揭示 出 无 限 小 量 的 作用 。 级 数 收敛 概念 的 逐渐 明确 有 
力 地 帮助 了 微 积分 基本 概念 的 形成 。 

微 积分 在 创立 的 初期 就 为 级 数理 论 的 开展 提供 了 基 
本 的 素材 。 它 通过 自己 的 基本 运算 与 级 数 运算 的 纯 形式 
的 结合 ， 达 到 了 一 批 初等 函数 的 ( 团 ) 级 数 展开 。 从 此 以 
后 级 数 便 作为 函数 的 分 析 等 价 物 , 用 以 计算 函数 的 值 ,用 
以 代表 函数 参加 运算 ,并 以 所 得 结果 阐释 函数 的 性 质 ,在 
运算 过 程 中 ,级 数 被 视 为 多 项 式 的 直接 的 代数 推广 ,并 且 
也 就 当 作 通常 的 多 项 式 来 对 待 。 这 些 基本 观点 的 运用 一 
直 持 续 到 19 世纪 初 年 ， 导 致 了 丰硕 的 成 果 ( 主 要 归功 于 
欧 拉 、 雅 各 布 第 一 - 伯 努 利 .J.-L. 拉 格 期 日 、 傅 里 叶 )。 

同时 , 悖 论 性 等 式 的 不 时 出 现 (如 1/2 一 1 一 1 十 1 一 1 
十 …* 一 1=1+2+4+8 二 … 之 类 ) 促使 人 们 逐渐 地 自沉 
到 级 数 的 无 限 多 项 之 和 有 别 于 有 限 多 项 之 和 这 一 基本 事 
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实 ， 注 意 到 函数 的 级 数 展开 的 有 效 性 表现 为 级 数 的 部 分 
和 无 限 趋 近 于 函数 值 这 一 收敛 现象 ， 提 出 了 收敛 定义 的 
确切 陈述 ,从 而 开始 了 分 析 学 的 严密 化 运动 (B. 波 尔 查 诺 
1817, 柯 西 1821、 阿 贝尔 1826)。 
微 积分 基本 运算 与 级 数 运算 结合 的 需要 ， 引 导 人 们 
加 强 或 缩小 收敛 性 而 提出 一 致 收敛 的 概念 CK. 外 尔 斯 特 
拉 斯 (1841)、G. G. 斯 托 克 斯 (1847) 、P. 工 . von 赛 德尔 
(1848)]。 然 而 (在 天 文学 ,物理 学 中 ,甚至 在 柯 西 本 人 的 
研究 工作 中 ) 函 数 的 级 数 展 开 , 作 为 一 整个 函数 的 分 析 等 
价 物 ， 在 收敛 范围 以 外 的 不 断 的 成 功 的 使 用 ， 则 又 迫使 
人 们 推广 或 扩大 收敛 概念 而 提出 渐 近 性 与 可 和 性 〈 庞 加 
莱 ,1886; 切 萨 罗 , 1890; 波 莱 尔 , 1895)。 
级 数理 论 中 的 基本 概念 总 是 在 其 朴素 意义 获得 有 效 
的 使 用 的 过 程 中 形成 和 发 展 的 。 
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Reihen, Aufl. 4. Springer-Verlag, Berlin, 1947. 
G. H. Hardy. Divergent Series, Oxford Univ. Press, 
London, 1949. 
( 冷 生 明 ) 


Jida honshu 
极 大 函数 (maximum function) 又 称 哈代 - 
李 特 尔 伍德 极 大 函数 ， 由 已 知 函数 经 一 定 运算 ( 取 平 均 ) 
后 取 极 大 值 所 定义 的 函数 ,是 由 英国 数学 家 G. H. 哈代 、 
下 下 李 特 尔 伍德 于 20 世纪 30 年 代 研究 传 里 叶 级 数 时 
引进 的 。 极 大 函数 算 子 M 是 指 将 函数 了 映 为 它 的 极 大 函 
数 Mf 的 算 子 。 设 及 x) 是 Rr" 中 的 局 部 可 积 函 数 , 那 么 称 
下 面 的 (Mf)(x) 为 了 的 极 大 函数 ， 
1 

MD mB THOT oc 
式 中 B(x,r) 是 以 x 为 心 、r 为 半径 的 球 ，|B(x,r)| 是 球 
的 体积 ， be 表示 对 7 取 上 确 界 。 可 以 证 明 ， 极 大 函数 


《MJ)(z) 是 几乎 处 处 取 有 限 值 的 ， 只 要 了 E ICRn)，1 < 
?< 而 且 | 1CMD)(z)lndaz<4| .lf(z)lnaz(l<p< 


中 ), 式 中 4 是 常数 , 仅 与 P,n 有 关 。 

从 极 大 函数 的 定义 可 知 ，(MIf)(x) 宇 |f(x)| 几乎 处 
处 成 立 。 另 一 方面 ， 只 要 fELr(R") (p>1), 那么 仍 有 
《Mf)(x)ELRR")。 这 说 明 , 极 大 函数 (MIf)(x) 虽 比 |f| 本 
身 要 大 ,但 又 “不 太 大 ”"。 正 是 这 个 重要 性 质 ， 使 得 极 大 
函数 (Mf)(x) 能 有 效 地 控制 那些 在 Lr 上 有 界 的 算 子 ,最 
后 可 以 通过 函数 本 身 的 大 小 达到 估计 算 子 的 目的 。 

极 大 函数 的 研究 对 分 析 数 学 的 发 展 起 了 很 大 作用 ， 
近年 来 又 有 许多 推广 ， 并 应 用 到 数学 的 其 他 分 支 中 去 。 

( 王 斯 雷 ) 


,f(y) lay, 
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极限 (limit) 。 分 析 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 ,用 
以 描述 变量 在 一 定 的 变化 过 程 中 的 终极 状态 。 早 在 中 国 
古代 ， 极 限 的 朴素 思想 和 应 用 就 已 在 文献 中 有 记载 。 例 
如 ,3 世纪 中 国 数学 家 刘 徽 的 割 圆 木 ,就 是 用 圆 内 接 正 多 
边 形 周 长 的 极限 是 加 周 长 这 一 思想 来 近似 地 计算 国 周 率 
x 的 。 随 着 微 积分 学 的 诞生 ， 极 限 作为 数学 中 的 一 个 概 
念 也 就 明确 提出 .但 最 初 提出 的 这 一 概念 是 含糊 不 清 的 ， 
因此 在 数学 界 引起 不 少 争论 甚至 怀疑 。 直 到 19 世纪 ,由 
A.-L. 柯 西区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 的 工作 , 才 将 其 置 于 严 
密 的 理论 基础 之 上 ， 从 而 得 到 举世 一 致 的 公认 。 

凡 本 质 上 与 极限 概念 有 关 的 数学 分 支 统称 为 分 析 数 
学 ， 以 区 别 于 完全 不 用 这 一 概念 的 代数 学 。 几 何 学 的 各 
分 支 绝 大 部 分 也 直接 或 间接 地 与 极限 概念 密切 相关 。 

数列 的 极限 已 给 一 数列 41,4,,…，, cn,…' 或 简 记 为 
{an) ,以 A 为 极限 是 指 ， 任 给 >0, 必 存 在 自然 数 N, 使 
当 n>N 时 , 恒 有 |a。 一 A| <s。 这 一 事实 记 为 

liman=A 或 >A ( 当 n=>o0)。 

一 数列 {o} 有 极限 存在 的 充分 必要 条 件 为 , 任 给 
>0, 必 有 自然 数 N 存 在 ,使 当 m,n>N 时 , 恒 有 |am 一 anl 
<s。 这 叫做 极限 存在 的 柯 西 准则 。 

数列 极限 有 以 下 的 四 则 运算 法 则 ， 设 lima=A, 
lim b=B, 则 有 
ps lim(ant ba) =ALB, 

lim asb, = AB, 


A 
lim 急 = 生 ， 只 要 Bz#0。 


任 给 一 数列 (on}, 它 不 一 定 有 极限 ,例如 
了 0 
1,3,5,7，……2m 一 1 

都 没有 极限 但 对 后 一 数列 ， 也 称 它 为 趋 于 + oo( 正 无 穷 

大 )。 一 般 地 说 数列 fov} 趋 于 正 无 穷 大 ， 是 指 , 任 给 正 数 

M, 必 有 自然 数 N 存 在 ,使 当 n>N 时 , 恒 有 ,>M, 记 作 
lima=+o% 或 am-~>+oo ( 当 n~co)。 


同样 ,在 上 述 定义 中 , 如 把 不 等 式 mm>M 改 为 ,< 一 M， 
则 称 


lima=-oo 或 oo 


又 若 将 此 不 等 式 改 为 |o|>M, 则 称 
lima= co 或 wm->oo ( 当 n>o0)。 


数列 极限 的 理论 也 是 级 数理 论 的 基础 。 

画 数 的 极限 设 f(x) 是 在 za 附近 有 定义 的 一 个 
函数 (但 f(a) 可 以 没有 意义 ), 则 f(x) 当 x>a 时 以 4 为 
祝 限 是 指 ; 任 给 s> 0, 必 有 3> 0 存在 ,使 当 0<|x-a| <3 
时 , 恒 有 |f(x) 一 A|<e。 这 一 事实 记 作 

limf(x)=4 (A 为 一 常数 )。 GD 


函数 fx) 当 zx->a 时 有 极限 的 充分 必要 条 件 是 ， 任 


( 当 m 一 oo); 


给 s>0, 必 有 83>0 存在 ,使 当 0<1x 一 a|<2, 0<|x’ 一 al 
<3 时 , 恒 有 |f(x) 一 (x')| <s。 这 是 函数 极限 存在 的 柯 
西 准则 。 

对 于 函数 极限 ,也 有 四 则 运算 法 则 如 下 ， 
设 lmf(*)=A, lmKx)=B, 


则 lim{f(x)+g(x)}=ArB, 
limf(x)g(x)~AB, 


fx)_A 


Ji gx) ~ 
一 般 ， limf(x) 不 一 定 存在 , 称 


(只 要 B0)。 


limf(x)=+% 
ee 


是 指 , 任 给 M>0, 必 有 3>0 存在 ,使 当 0<1x 一 al|<5 时 
恒 有 f(x)>M。 类 似 地 ,还 有 
limf()= — ~, limf(*)=A, 
等 等 情况 ;例如 ,上 面 最 后 一 式 是 指 : 任 给 M>0, 必 有 
N>0 存在 ,使 当 x< 一 N 时 , 恒 有 f(x)>M。 
如 果 在 (1) 式 中 限制 x*>a( 或 x*<a), 则 记 为 
mfx)=A (或 lim f(x)=A4)， 


limf(x)=+% 


这 时 称 A 为 Kx) 当 x->a 时 的 右 (或 左 ) 极限 。 显 然 极限 
(1) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 这 两 个 左右 极限 都 等 于 A。 

函数 极限 与 数列 极限 有 如 下 的 关系 。 仍 设 f(x) 在 
X=4 的 附近 有 定义 ， 则 (1) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 
任 取 数列 {Xn}(xn 关 a) 使 得 x->4, 则 必 有 了 fxn) 一 A。 由 
这 个 命题 就 可 把 函数 极限 的 问题 转化 为 数列 极限 的 问题 
来 考虑 。 

利用 极限 的 四 则 运算 可 求 出 一 些 初等 函数 的 极限 ， 
但 也 有 许多 极限 不 能 用 这 种 方法 求 得 。 下 列 两 个 重要 极 
限 就 是 这 样 的 例子 。 


， Sinx 
0 


《xz 要 以 弧度 来 度量 )， 


lim(1+ 莹 3) =e (e=2.718 28… 为 一 无 理 数 )。 


这 两 个 极限 之 所 以 重要 , 是 由 于 在 微分 学 中 , 三 角 函 数 、 
反 三 角 函 数 ,指数 函数 ,对 数 函 数 的 求 导 公式 就 是 建立 在 
它们 的 基础 之 上 的 。 

多 元 函数 的 极限 ”上述 函数 极限 指 的 是 一 元 函数 的 
情况 。 这 一 概念 及 其 运算 法 则 也 可 推广 到 多 元 函数 的 情 
况 。 设 及 X15X2，… sxn) 为 一 个 nn 元 函数 ,在 (G1,03，… sn) 
附近 有 定义 ， 记 工 = (ztzay…yzo)， 也 可 说 工 是 一 个 于 
维 向 量 或 nn 维 空间 中 的 一 点 ,又 记 4=(@is aaan)。 
这 时 (1) 式 的 定义 仍 可 用 ,只 是 0<|x-a|<8 中 的 |x 一 al 
要 理解 为 

lx—al=M(t a) + (x 0 t+ (Xo— Gn), 
于 是 这 个 不 等 式 实际 上 是 
ONT t+ (ra +t (m0 ) <<, (2) 


这 个 不 等 式 也 可 换 作 
Ix,—a) < (i=1,2,..…,n), (3) 
但 za 即 x,=Q, 不 能 对 i=1,2,…sn 均 成 立 。 


无 方 小 重 与 无 穷 大 量 ”在 某 变化 过 程 中 ， 极 限 为 0 
的 变量 (包括 数列 和 函数 ) 称 为 无 穷 小 量 。 以 函数 为 例 , 设 
limf(x)=A (4) 
(x 了 4 或 x 站 士 oo 等 均 可 ,但 这 一 过 程 保持 不 变 , 略 去 不 
写 ), 则 a(x)=f(x) 一 A 为 无 穷 小 量 , 即 
f(x)=A+a(x)s (5) 
反之 , 如 (5) 式 成 立 ， 式 中 a(x) 为 一 无 穷 小 量 ， 则 (4) 
式 成 立 。 由 于 这 一 原因 ， 讨 论 以 常数 为 极限 的 变量 可 以 
转化 为 讨论 无 穷 小 量 的 情形 ， 因 而 后 者 有 其 特殊 的 重要 
地 位 。 
荐 f(x), g(x) 为 (在 自 变量 x 的 同一 变化 过 程 中 的 ) 
两 个 无 穷 小 量 ,在 很 多 情况 下 可 进行 阶 的 比较 : 


@ 着 lim 代 吕 0, 则 称 f(x) 为 g(x) 的 高 阶 无 穷 小 


( 量 ), 或 称 g(x) 为 fx) 的 低 阶 无 穷 小 。 


加 者 im 全 =4 (0<141<+o%), 则 称 人 x) 与 


9(x) 为 同 阶 无 穷 小 特别, 如 A=1, 则 称 f(x) 与 g(x) 为 
等 价 无 穷 小 。 注 意 , 同 阶 无 穷 小 fx) 与 g(x) 有 时 也 理解 
为 


f(x) 


om | 


|<x<+w， 


而 不 必 lim 攻 区 存在 。 


jm f(*) 
© 着 imigco 


为 9(z) 的 大 阶 无 穷 小 , 这 里 为 某 确定 的 正 数 。 
如 在 某 变化 过 程 中 , f(x)->oo，, 则 称 它 是 无 穷 大 量 ， 


这 时 显然 0 为 无 穷 小 量 。 反 之 ,如 f(x) 为 一 无 穷 


=A (0<|AI<+o), 则 称 f(x) 


小 量 (但 *0)， 则 六 ;为 无 穷 大 量 。 因 此 无 穷 小 量 与 无 


穷 大 量 之 间 可 互相 转化 。 对 于 无 穷 大 量 ,也 有 类 似 的 阶 的 
比较 。 
f(x). 


如 区 为 无 穷 小 量 , 则 常 记 


fx)=o(1g(x)1) 《在 一 定 的 变化 过 程 中 ); 
各 其 2 为 有 界 量 , 即 | 二)| <K 《K 汶 常数)， 则 可 记 为 

fx)=0O(lg(x)|) 《在 一 定 的 变化 过 程 中 )。 

复数 列 与 复 函 数 的 情况 ”有 关 数 列 极限 、 函 数 极限 
的 概念 及 其 判别 准则 和 四 则 运算 法 则 ， 都 可 推广 到 复 变 
量 和 复 函 数 的 情况 ， 这 时 实数 的 绝对 信 就 要 用 复数 的 模 
来 代替 。 特 别 注意 ,对 于 多 元 复 函数 的 极限 情况 ,不 能 再 
用 (2) 式 而 必须 用 (3) 式 。 复 函数 的 极限 概念 是 复 变 函 数 
论 的 基础 。 极 限 概念 还 可 推广 到 向 量 值 函数 〈 见 向 量 分 
析 ) 基 至 更 为 一 舰 的 情况 。 (小 昂 可 ) 
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极 小 曲面 (minimal surface) “面积 在 法 向 变 
分 下 达到 临界 值 的 曲面 ， 也 即 平均 曲率 ( 见 拘 面 为 零 的 
曲面 。 

著名 的 普 拉 托 实验 是 把 围 成 封闭 曲线 的 金属 丝 放 入 
肥皂 溶液 中 ,然后 取出 来 ,由 于 表面 张力 的 作用 ， 在 它 上 
面 就 蒙 有 表面 积 最 小 的 薄膜 。 这 种 表面 积 最 小 的 曲面 就 
是 所 谓 极 小 曲面 ， 从 数学 上 求 这 膜 曲 面 的 问题 称 为 普 拉 
托 问 题 。 这 个 问题 可 以 用 变 分 法 来 解 。 

从 变 分 学 观点 看 ， 可 以 考虑 以 已 知 闭 曲线 7 为 固定 
边界 的 曲面 的 法 向 变 分 。 由 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ( 见 变 分 
法 ), 对 于 任何 这 样 的 变 分 ， 曲 面 面 积 达到 临界 值 的 充 要 
条 件 是 曲面 的 平均 曲率 ==0。 因 此 ,通常 就 用 这 个 几何 
条 件 来 定义 极 小 曲面 。 

在 三 维 欧 氏 空间 中, 若 一 张 曲 面 可 用 方程 z= 
z(x,y) 来 表示 , 则 称 它 为 图 ,或 非 参 数 化 曲面 。 由 极 小 条 
件 H=0, EF? 中 极 小 图 的 z(x,y) 满 足下 述 二 阶 非 线性 椭 
贺 型 微分 方程 

(1+23)200— 2222oy + (1+23)2yy™= 0» 
通常 称 它 为 极 小 曲面 方程 。 

中 极 小 曲面 的 重要 例子 有 ，@@ 极 小 的 可 展 曲面 
是 平面 ;@@ 非 平面 的 极 小 直 纹 面 是 正 螺 面 ;加 县 链 面 是 
仅 有 的 极 小 旋转 曲面 ，@@ 曲 率 线 为 平面 曲线 的 极 小 曲面 
是 恩 纳 佩 尔 极 小 曲面 ，@ 舍 克 尔 极 小 曲面 是 极 小 的 螺旋 
面 , 它 可 以 看 作 具 有 实 母 曲线 的 平移 极 小 曲面 。 一 般 地 ， 
到 中 极 小 曲面 的 坐标 可 表示 为 等 温 参数 (使 曲面 第 一 基 
本 形式 中 的 BE= G，F= 0 的 参数 ) 的 调和 函数 。E? 中 不 
存在 紧 致 无 边界 的 极 小 曲面 。 

历史 上 极 小 曲面 的 发 展 是 环绕 普 拉 托 问题 而 展开 
的 ， 这 实质 上 是 一 个 非 线性 的 椭 团 型 边 值 问 题 。 早 在 
1930 一 1931 年 ，T. 拉 多 和 J 道格拉斯 就 各 自 独立 地 在 
广义 解 的 范围 内 解决 了 这 个 问题 ， 他 们 得 到 如 下 的 存在 
性 定理 ， 给 定 任 一 可 求 长 的 空间 着 尔 当 闭 曲 线 T， 总 存 
在 一 张 以 7 为 边界 的 广义 极 小 曲面 。 这 里 可 能 有 孤立 的 
分 支点 ,在 分 支点 处 曲面 不 是 浸入 。 直 到 1970 年 ,R. 奥 
斯 曼 才 证 明了 拉 多 和 道格拉斯 的 解 是 处 处 内 部 正则 的 ， 
即 不 会 有 分 支点 。 盾 来 丘成桐 等 又 解决 了 何 时 漫 入 化 为 
嵌入 的 问题 。 

除了 这 类 存在 性 问题 外 ， 还 有 不 少 属于 唯一 性 方面 
的 问题 ,其 中 最 著名 的 是 伯 思 斯 坦 定理 ;E? 中 完备 的 极 小 
图 必 是 平面 。 

正如 用 导数 来 确定 函数 的 极 值 一 样 ， 面 积 泛 函 的 第 
一 变 分 为 零 只 是 面积 最小 的 必要 条 件 。 要 进一步 确定 最 
小 面积 的 曲面 ， 还 必须 考虑 第 二 变 分 。 在 任何 法 向 变 分 
下 ,使 面积 泛 函 的 第 二 变 分 恒 非 负 的 极 小 曲面 称 为 稳定 
极 小 曲面 。E? 中 极 小 图 是 稳定 的 。 因 此 ， 从 伯 思 斯 坦 定 
理 自然 产生 这 样 的 猜想 , EF? 中 完备 的 稳定 极 小 曲面 是 平 
面 。 这 个 命题 已 被 D. 菲 合 尔 - 科 尔 布 里 和 R. 合 思 所 证 
明 , 稍 后 , M. 杜 卡 莫 和 半 家 贵 一 起 也 独立 地 予以 证 明 。 
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对 于 伯 思 斯 坦 定理 在 高 维 空间 的 推广 ， 人 们 很 早 就 
提出 这 样 的 问题 , 设 z=z(x!, x?,… ,x") 是 Er*+! 的 完备 
极 小 超 曲面 ， 那 么 函数 z(x!, x?*, …, x") 是 否 必 是 线性 
的 ? 1965 年 ,E. 迪 乔 吉 证 明 n=3 是 对 的 ;1966 年 , F. J. 
阿 姆 格 伦 证 明 n=4 也 是 对 的 。1967 年 ，J. 西蒙 斯 证 明 
当 m<7 时 ,都 是 对 的 。 出 平 意料 的 是 ，E. 邦 别 里 ,E. 迪 
乔 吉 和 E. 朱 斯 蒂 在 1968 年 联合 证 得 ，n= 8 时 ,就 是 不 
对 的 。 因 此 ,这 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 。 

关于 极 小 曲面 及 其 在 高 维 流 形 的 推广 ,陈省身 ,项 武 
义 、 丘 成 桐 等 都 作出 了 重要 贡献 。 

参考 书目 
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( 沈 一 兵 ) 

Jizhi 
极 值 (extremum) 一 个 函数 的 极 大 值 或 极 小 
值 。 如 果 一 个 函数 在 一 点 的 一 个 邻 域内 处 处 都 有 确定 的 
值 ,而 以 该 点 处 的 值 为 最 大 (小 ), 这 函数 在 该 点 处 的 值 就 
是 一 个 极 大 (小 ) 值 。 如 果 它 比邻 域内 其 他 各 点 处 的 函数 
值 都 大 (小 )， 它 就 是 一 个 严格 极 大 (小 )。 该 点 就 相应 地 
称 为 一 个 极 值 点 或 严格 极 值 点 。 

极 值 的 概念 来 自 数学 应 用 中 的 最 大 最 小 值 问题 。 定 
义 在 一 个 有 界 闭 区 域 上 的 每 一 个 连续 函数 都 必定 达到 它 
的 最 大 值 和 最 小 值 ， 问 题 在 于 要 确定 它 在 哪些 点 处 达到 
最 大 值 或 最 小 值 。 如 果 不 是 边界 点 就 一 定 是 内 点 ， 因 而 
是 极 值 点 。 这 里 的 首要 任务 是 求 得 一 个 内 点 成 为 一 个 极 
值 点 的 必要 条 件 。 

对 于 可 微 函 数 人 x), 其 导 函 数 人 (x) 的 正 负 号 标志 着 
函数 值 的 升降 ,因此 极 值 点 必须 是 导 函 数 人 (x) 的 零点 ， 

f(x)=0。 (GD 
比较 这 些 零点 和 边界 点 处 的 函数 值 ， 最 大 (小 ) 的 就 是 函 
数 的 最 大 (小 ) 值 。 

多 元 函数 人 xz，…yzn) 的 极 值 点 也 是 每 一 变 元 *， 
(其 余 变 元 作为 参 变量 时 ) 的 极 值 点 ， 因 而 必须 满足 相当 
于 方程 (1) 的 联 立 方程 组 


(2) 


如 果 多 元 函数 f(x,,x,,…,xn) 的 最 大 值 或 最 小 值 发 

生 在 边界 上 ,而 后 者 由 方程 组 
DXisXa9 Nn) =0 (j=1,2,.,m) (3) 

确定 ， 这 时 最 大 、 最 小 值 便 成 为 在 附加 条 件 (3) 之 下 的 条 
件 极 值 。 这 时 极 值 点 的 求法 , 在 函数 了 和 都 连续 可 微 
的 前 提 下 ,常用 的 是 

拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 考 虑 函数 

L=L(x, x2, this Na An) 


f(z, x a) + Non, 


则 函数 了 xi，xa，…，z) 在 条 件 (3) 之 下 的 极 值 点 必须 满 
足 同 (2) 一 样 的 联 立方 程 组 


ss Tn) 


3L_aL 
Bx 3 
(i=1,2, ,nj=1,2,. ,mm), (4) 
( 冷 生 明 ) 

jihe 
集合 (set) 数学 中 的 基本 概念 ,集合 论 的 主要 研 
究 对 象 。 一 定 范围 的 、 确 定 的 、 可 区 别 的 事物 ， 当 作 一 
个 整体 来 看 待 ， 就 叫 作 集合 ,简称 集 , 其 中 各 事物 叫 作 集 
合 的 元 素 或 简称 元 。 如 四 北京 、 天 津 、 上 海 三 城市 ; @ 
全 体 英文 大 写字 母 ，@《 阿 Q 正 传 》 中 出 现 的 不 同 汉字 ， 
@ 全 体 自然 数 ， 加 平面 上 的 所 有 直线 ,都 是 集合 的 例 ,但 
池子 中 的 水 ,古今 著名 小 说 就 不 算 集合 ,因为 不 满足 确定 
与 可 区 别 的 条 件 。 事 物 m 是 集合 S 的 元 素 有 时 也 说 成 mm 
属于 S 或 8 含有 m, 记 为 mES。 如 果 集合 只 含有 有 限 个 
元 素 , 便 称 为 有 穷 集合 ,否则 称 为 无 穷 集合 。 在 上 面 的 例 
中 ,前 三 个 是 有 穷 集 合 ,后 两 个 是 无 穷 集合 。 

按照 集合 的 定义 , 当 一 个 集合 的 所 有 元 素 都 已 知 时 ， 
这 个 集合 就 确定 了 。 这 时 如 果 它 是 有 穷 集 , 便 可 将 其 元 
素 全 部 列 出, 置 于 括 弧 之 内 来 表示 (什么 顺序 都 无 关系 )。 
如 @{ 北 京 ,天 津 ,上 海 }，@{4,B,C,…,Z), 对 于 @ 虽 
有 困难 ,但 原则 上 还 是 办 得 到 的 。 但 是 ,如 果 集 合 是 无 穷 
集 , 那 么 ,上 面 的 方法 就 行 不 通 了 。 这 时 只 好 利用 能 够 刻 
画 所 有 元 素 x 的 某 一 性 质 P(x) 来 加 以 概括 。 如 例 @ 中 
的 集合 可 表示 为 {z| 是 自然 数 }。 这 种 表示 也 适用 于 有 
穷 集 ,如 {北京 、 天津、 上 海 ) = {x|x= 北 京 或 x= 天 津 或 
z= 上 海 }= (zx|z 为 中 国 现 有 直辖 市 }。 一 个 集合 可 以 没 
有 任何 元 素 , 这 种 集合 只 有 一 个 , 叫 作 空 集 ， 通 常用 北欧 
字母 儿 来 记 它 。 如 果 集 合 B 的 元 素 都 是 A 的 元 素 ， 就 称 
B 为 A 的 子 集 ,或 4 包含 B, 记 为 BCA。 例 如 ， 偶 数 全 体 
C 自然数 全 体 。 空 集 纪 被 看 作 是 任何 集合 的 子 集 。 任 一 
集合 4 都 是 它 自己 的 子 集 , 即 ACA。 A4 的 异 于 自己 的 子 
集 B 称 为 A 的 真子 集 , 记 为 B 生 A。 两 集合 的 相等 ( 即 含有 
同样 的 元 素 ) 可 用 包含 关系 来 表达 :A=B 当 上 且 仅 当 ACB 
且 BCA。 包 含 关系 还 具备 传递 性 , 即 由 ACB,BCC 可 
得 4CC。 要 注意 的 是 ,属于 关系 E 与 包含 关系 C 是 有 区 
别 的 , 《是 元 素 对 集合 的 关系 ， 而 王 是 集合 对 集合 的 关 
系 。 可 以 有 BCG 如, 但 BE 儿 不 成 立 。 

从 任意 两 个 集合 4 与 了 3 可 以 得 到 一 些 新 的 集合 。 以 
属于 4 或 属于 了 的 元 素 为 元 素 的 集合 称 为 4 与 B 的 并 
( 集 )， 记 为 AUB(4 与 也 中 的 相同 元 素 在 并 集中 出 现 一 
次 )。 以 属于 4 且 属 于 了 的 元 素 为 元 素 的 集合 称 为 4 与 
了 的 交 ( 集 ), 记 为 ANB。 以 属于 和 4 而 不 属于 B 的 元 素 为 
元 素 的 集合 称 为 4 与 了 的 差 ( 集 )， 记 为 A\B; 特别 ， 当 
BCA 时 ， 可 记 为 C4B， 称 为 了 关于 4 的 补 ( 集 )。 例 如 
A={0,1,3}),B={0,3,5,10); 则 AUB={0,1,3,5,10}, 
ANB={0,3}, A\B={1}。 并 与 交 的 运算 分 别 服从 交换 
律 ,结合 律 且 共同 服从 分 配 律 , 即 对 任意 的 4,B,C, 有 

AUB=BUA, (AUB)UC=AU(BUC), 
ANB=BNA, (ANB)NC=AN(BNC), 


AN(BUC)=(ANB)U(ANC), 
AU(BNC)=(AUB)N(AUC). 
它们 与 差 运算 一 起 服从 德 -摩根 定律 ， 
S\(AUB)=(S\A)N(S\B), 
S\(ANB)=(S\A)U (S\B)。 

这 里 5 为 任 一 集合 ,特别 当 S 包含 4 与 B 时 ,有 
Cs(AUB)=CsANCsB, 
Cs(ANB)=CsAUCSB, 

一 个 集合 也 可 以 以 其 他 集合 为 元 素 。 这 就 是 所 谓 集合 的 

集合 ,如 上 面 例 回 就 是 一 个 集合 的 集合 ,如 果 把 直线 看 做 

是 点 的 集合 的 话 。 一 个 集合 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 是 

一 个 很 重要 的 集合 的 集合 , 称 为 A 的 客 集 , 记 为 P(4)。 例 

如 , 当 A={1,2,3) 时 ,P(A)={@,{1),{2},{3},{1,2})， 

{1,3},{2,3},{1,2,3}}。 集 合 的 集合 是 所 谓 集合 族 的 特 

殊 情 形 。 一 般 而 论 ， 如 果 对 于 某 一 集合 I( 天 名 ) 的 每 一 

个 元 素 iE D, 都 指定 有 一 个 确定 的 集合 4,, 那 么 ,这 些 A。 

的 全 体 就 称 为 一 个 集合 族 , 记 为 {A,,iE 了 )。 例 如 , 当 I=N 

即 自然 数 全 体 时 ,{A,,iE N) 就 是 集合 序列 :A1,A,,A,,…。 

集合 族 的 成 员 一 般 允 许 有 重复 ,如 果 没 有 重复 时 , 它 就 是 

一 个 集合 的 集合 。 对 于 集合 族 {A,, iE1)}, 可 定义 它 的 并 

为 {x| 对 某 iEI1,xE A4), 记 为 已 4, 仿 此 ， 可 定义 它 的 交 

为 (x| 对 一 切 iELxE 44), 记 为 中 As。 特别 当 I={1,2， 


“中 时 ,通常 将 并 写成 品 4。 将 交 写成 六 As 当 n=2 时 ， 
就 是 上 面 的 4iU 4: 和 4 n 4i。 当 IN 时 ,通常 将 并 写 
成 局 4 将 交 写 成 后 44。 两 个 对 象 4b 按 一 定 次 序 ( 必 
如 a 在 前 ,5 在 后 ) 排 列 起 来 , 称 为 一 个 序 对 ， 记 为 《a,b》， 
4 称 为 它 的 第 一 坐标 , b 称 为 第 二 坐标 。 两 个 序 对 《a,b》， 
《a1,b") 当 且 仅 当 a=a',b=b 即 各 坐标 分 别 相等 时 ,规定 
它们 是 相等 的 。 因 此 ， 除 非 a=b，《a,b> 关 《b,a》。 也 可 
直接 定义 (a,b) 为 {{0}，{6,b)}, 昌 不 大 自然 ,很 精 确 。 
同样 可 定义 一 般 的 有 冶 n 组 , 设 4,B 为 两 个 集合 ,从 4, 了 
中 各 取 一 个 元 素 a，b 所 作 序 对 (4 b) 的 全 体 组 成 一 个 集 
合 , 即 {<0,b)laE A 且 bEB}， 它 称 为 4 与 B( 按 这 次 序 ) 
的 直 积 或 笛 卡 儿 积 , 记 为 4xB。 直 积 概念 也 可 从 两 个 因 
子 推广 到 n 个 因子 ,Aix Aix…x hv, 记 为 Ai 特别 当 
各 A 均等 于 A 时 , 称 为 A 的 "次 直 筹 ， 记 为 he, 它 相当 
于 所 有 从 (0,1,…)m 一 1) 到 人 的 映射 全 体 组 成 的 集 。 扒 而 
广 之 ,所 有 从 了 到 的 映射 全 体 组 成 的 集 可 以 记 为 A?。 
( 程 其 蝴 ) 

Jihelun 

集合 论 《set theory) 。 数学 的 一 个 基本 的 分 支 
学 科 ， 研 究 对 象 是 一 般 全 合 。 集 合 论 在 数学 中 占有 一 个 
独 符 的 地 位 , 它 的 基本 概念 已 涂 透 到 数学 的 所 有 领域 . 按 
现代 数学 观点 ， 数 学 各 分 支 的 研究 对 象 或 者 本 身 是 带 有 
某 种 特定 结构 的 集合 如 群 、 环 、 拓 扑 空间 ， 或 者 可 以 通 
过 集合 来 定 义 的 (如 自然 数 ,实数 ,函数 )。 从 这 个 意义 上 
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集 


说 ,集合 论 可 以 看 做 是 整个 现代 数学 的 基础 ,至 多 范畴 论 
除外 。 

集合 论 是 G. 康 托 尔 于 19 世纪 末 创 立 的 。 它 的 发 展 
经 历 两 个 阶段 : 1908 年 以 前 称 为 朴素 集合 论 ; 1908 年 以 
后 又 产生 了 所 谓 公理 集合 论 。 后 者 不 外 乎 是 前 者 的 严格 
处 理 ;由 于 广泛 使 用 数理 逻辑 的 工具 , 它 又 逐渐 成 为 数理 
逻辑 的 一 个 分 支 , 并 从 60 年 代 以 来 获得 迅速 的 发 展 。 

康 托 尔 的 相 素 集合 论 ”集合 论 产生 的 背景 是 分 析 
学 ， 特 别 是 三 角 级 数 发 展 的 需要 。 当 一 个 以 2x 为 周期 
的 周期 函数 有 x) 在 (0, 2x) 上 表示 成 三 角 级 数 (例如 它 的 
傅 里 叶 级 数 ) 


于 mw+aacosr+ bsinz 十 aicos2z 十 bisin2z 十 … 


时 ,人 们 很 自然 地 会 提出 下 面 的 问题 ,这 个 表示 是 否 是 唯 
一 的 ? 这 问题 也 可 改 述 为 ， 如 果 该 级 数 在 (0,2r) 上 都 收 
伍 于 0, 是 否 它 所 有 的 系数 a。、b。 此 为 0?G. 康 托 尔 于 1870 
年 对 这 个 问题 给 予 肯定 的 回答 。 以 后 他 进一步 研究 ， 如 
果 上 面条 件 减弱 为 ， 级 数 在 (0，2r) 上 除 若 干 (有 限 或 无 
限 ) 个 点 外 均 收 敛 于 0， 那 么 是 否 还 能 保证 所 有 的 cs, bn 
此 为 0? 正 是 由 于 研究 这 种 不 影响 唯一 性 的 例外 点 集 的 
需要 ,G. 康 托 尔 引 入 了 直线 上 的 一 些 点 集 拓扑 概念 ,探讨 
了 前 人 从 未 碰 过 的 结构 复杂 的 实数 点 集 。 这 是 集合 论 研 
究 的 开端 。 

1874 年 G. 康 托 尔 越过 “ 数 集 "的 限制 ,开始 一 般 地 提 
出 “集合 "的 概念 。 他 给 集合 下 了 这 样 一 个 定义 ， 把 若干 
确定 的 有 区 别 的 不论 是 具体 的 或 抽象 的 ) 事物 合并 起 
来 ,看 做 一 个 整体 ,就 称 为 一 个 集合 (简称 集 )， 其 中 各 事 
物 称 为 该 集合 的 元 素 (或 成 员 )， 也 说 它 属于 该 集合 。 事 
物 4 属于 集合 A 记 为 a€ 4。 这 样 ,中 国 现 有 直辖 市 《 阿 
Q 正 传 ?中 出 现 的 不 同 汉字 、 全 体 自然 数 、 平 面 上 所 有 直 
线 等 等 都 是 集合 的 例子 。 有 了 集合 概念 之 后 ， 就 可 进 一 
步 定 义 集合 S 的 子 集 TSS, 寡 集 P(S)， 集合 的 并 SUT、 
交 SNT, 笛 卡 儿 直 积 SxT, 以 及 集合 上 的 关系 ， 集 合 到 
集合 的 映射 等 一 系列 慨 念 ( 见 集合 、 映 射 )。 在 朴素 集合 
论 里 ,这 一 切 都 是 很 直观 明显 的 。 

G. 康 托 尔 的 卓越 成 就 是 关于 无 穷 集 的 研究 。 他 把 适 
用 于 有 穷 集 的 不 用 数 数 而 判定 两 集合 一 样 大 的 一 一 对 应 
准则 推广 到 无 穷 集 。 元 素 间 能 建立 一 一 对 应 的 集合 称 为 
等 势 ,一 个 无 穷 集 可 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 ,这 与 传统 的 
观念 “全 量 大 于 部 分 "矛盾 ， 但 G. 康 托 尔 认为 这 恰恰 是 无 
穷 集 区 别 于 有 穷 集 的 特征 。 他 称 与 全 体 自 然 数 N 等 势 的 
集合 为 可 数 (无 穷 ) 集 。 当 他 证 明了 全 体 有 理 数 和 全 体 代 
数 数 都 是 可 数 集合 之 后 , 1873 年 出 乎 意外 地 发 现 ,全 体 实 
数 R 这 一 无 穷 集 竟 不 是 可 数 集 ， 他 在 证 明 中 应 用 了 著名 
的 对 角 线 方法 。 这 一 事实 说 明 ， 无 穷 集 并 非 清 一 色 地 都 
是 可 数 集 , 它 们 之 间 还 是 存在 着 差别 。 在 这 基础 上 ,G. 康 
托 尔 于 1878 年 引入 了 对 有 穷 集 无 穷 集 都 适用 的 “集合 的 
势 " 后 来 又 称 为 基数 的 概念 。 势 是 通常 “个 数 "概念 的 推 
广 。 最 初 ,G. 康 托 尔 把 势 定义 为 等 势 集合 类 共性 的 抽象 ， 
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后 来 G. 弗 雪 格 与 B. A. W. 罗素 改 为 等 势 类 本 身 。 集 合 
S 的 势 记 为 1S1, 如 S= { 北 京 、 天 津 、 上 海 ), 则 |S| =3。 
利用 等 势 的 概念 可 将 有 穷 集 存 在 的 大 小 关系 推广 到 无 穷 
集 。 例 如 可 以 说 实数 集 尺 的 势 大 于 自然 数 集 N 的 势 。 因 
为 可 以 证 明 忆 的 势 等 于 N 的 宕 集 P(N) 的 势 ， 所 以 也 有 
INI<<1PCN)1。1883 年 G. 康 托 尔 得 到 更 一 般 的 结果 ( 康 
托 尔 定理 ), 即 1S| <1P(S)| 对 任何 集合 S 都 成 立 。 因 此 ， 
如 果 从 N 出 发 不 断 做 窗 集 ， 那么 在 序列 N, P(N)， 
PP(N),… 中 ， 每 一 个 的 势 将 比 前 一 个 大 , 而 且 每 次 至 少 
要 大 一 个 “数量 级 "。 也 就 是 说 ， 在 所 有 的 无 穷 集 之 间 还 
存在 着 无 穷 多 个 层次 。 

上 面 对 无 穷 集 的 讨论 中 ， 只 考虑 到 集合 中 元 素 的 多 
少 ， 没 有 考虑 这 些 元 素 间 可 能 出 现 的 顺序 。 但 当 人 们 通 
常 要 比较 两 个 元 素 很 多 的 集合 的 大 小 时 ， 总 是 先 把 它们 
分 别 排队 ,然后 齐 其 一 端 , 依次 配对 来 比较 两 队 的 长 短 。 
由 此 可 知 排 有 顺序 的 集合 的 重要 性 。G. 康 托 尔 从 1883 年 
起 开始 研究 有 序 集合 ,特别 是 其 中 的 良 序 集 , 即 每 一 子 集 
都 有 第 一 个 元 素 的 有 序 集 。 为 了 刻画 良 序 集 的 结构 ， 他 
引入 序数 的 概念 。 他 把 序数 定义 为 良 序 集 的 序 型 ， 可 看 
作用 来 编 序 的 自然 数 (第 一 ,第 二 、 第 三 、……) 的 推广 。 序 
数 可 以 比较 大 小 。 而 且 任 一 序数 之 后 ， 甚 至 任 一 序数 集 
之 后 , 恰 有 一 个 在 大 小 顺序 上 紧 紧 尾随 的 序数 。 因 此 ,如 
果 用 表示 自然 数 集 ( 按 自然 顺序 ) 的 序数 ， 并 采用 序数 
算术 的 记 法 ,那么 , 将 所 有 序数 , 从 0 开始 由 小 到 大 排 起 
来 ,就 形成 如 下 的 无 穷 序列 ， 

0 12， 十 1 十 2 十 四 

=2, 2 十 1 

a Eh 
这 样 ,G. 康 托 尔 就 给 出 了 序数 的 一 种 系统 的 表示 法 ,相当 
于 十 进 制 之 于 自然 数 。 这 充分 体现 了 G. 康 托 尔 惊 人 的 想 
象 力 。 利 用 序数 可 以 把 良 序 集 编号 ,并 将 数学 归纳 法 推广 
到 自然 数 以 外 去 ( 见 超 限 归 纳 法 )。 良 序 集 及 序数 的 研究 
加 深 了 对 于 基数 的 理解 ,1904 年 E.F.F. 策 梅 洛 证 明了 任 一 
集合 都 可 良 序 化 ( 良 序 定理 ), 将 基数 等 同 于 一 个 序数 ,这 
才 解 决 了 基数 可 比较 大 小 这 一 根本 的 问题 。 此 外 , 同 序数 
一 样 , 任 一 基数 之 后 , 甚至 任 一 基数 集 之 后 , 恰好 有 一 个 
在 大 小 顺序 上 紧 紧 尾随 的 基数 。 因 此 可 将 所 有 超 限 基数 
技 序数 来 编 序 ,这 就 是 所 谓 阿 列 夫 的 谱系 时 w 基 其， 
器 中 ww1s…( 其 中 中。 是 最 小 无 穷 集 可 数 集 的 基数 ), 它 
可 无 限 延长 下 去 。 超 限 序数 和 超 限 基数 一 起 构成 了 一 幅 
“无 限 王国 "的 完整 图 景 。 它 们 所 以 还 称 之 为 数 ， 是 因为 
无 论 是 基数 和 序数 都 各 有 自己 的 算术 。 就 基数 而 论 ， 加 
法 和 乘法 都 很 简单 ,不 仅 服从 通常 运算 规律 (序数 就 不 服 
从 交换 律 ,o 十 1 关 1+w), 而 且 当 0<a<b 且 b 超 限时 ,总 
有 a+b=b, ab=b 但 方 军 则 复杂 得 多 ， 至 今 还 有 很 多 
问题 没有 解决 。 

以 上 关于 序数 、 基 数 的 理论 是 G. 康 托 尔 于 1895、 
1897 年 在 以 《关于 超 穷 集合 论 的 基础 ) 为 题 的 两 篇 文章 中 
发 表 的 。 


集合 论 的 公理 化 “无 限 "是 一 个 重大 的 哲学 问题 。 
自 亚 里 士 多 德 以 来 直到 19 世纪 的 许多 大 数学 家 如 C. F. 
高 斯 , A.-L. 柯 西 等 都 只 承认 潜 无 限 : 例如 , 无 限 展开 的 
自然 数列 1,2,…,n,…; 可 以 无 限 延长 的 直线 ; 永 无 休止 
的 时 间 等 等 。 潜 无 限 是 由 有 限量 不 断 变化 而 形成 的 ， 它 
变化 的 每 一 步 都 是 有 限量 ， 但 都 昔 含 着 一 种 潜在 的 趋向 
无 穷 的 可 能 性 。G. 康 托 尔 则 研究 实 无 限 。 在 他 那里 ,自然 
数 集 不 是 一 个 一 个 潜在 地 向 无 限 变化 ， 而 是 “一 下 子 "全 
都 呈现 在 我 们 面前 。 前 面 提 到 的 超 限 基数 %。 % :及 超 
限 序数 w 等 刻画 的 无 穷 集 ,都 是 道道 地 地 的 实 无 限 .G. 康 
托 尔 关于 实 无 限 的 集合 论 ,一 开始 就 遭 到 当时 权威 克 
罗 内 克 ，H. 虑 加 某 等 人 的 非 难 ， 说 它 不 是 数学 而 是 神秘 
主义 ,是 病理 学 上 的 病例 。 但 由 于 它 应 用 在 分 析 ,拓扑 和 
测度 论 上 的 成 功 ,更 多 的 数学 家 倾向 于 接受 它 ,有 的 还 极 
力 拥护 它 。D. 布尔 伯 特 赞誉 G. 康 托 尔 的 超 限 算术 是 数学 
思想 最 惊人 的 产物 。 集 合 论 受到 非 难 ， 并 不 仅 是 因为 哲 
学 观点 和 数学 上 的 思想 分 上 法， 严重 的 困惑 来 自 集合 论 内 
部 。1900 年 前 后 在 集合 论 中 出 现 了 恬 论 。 按 照 朴素 集合 
论 的 观点 ,所 有 集合 的 全 体 也 应 构成 一 个 集合 V, 这 V 的 
势 应 不 小 于 其 他 任何 集合 的 势 ,但 由 康 托 尔 定理 , 它 又 明 
明 小 于 其 筹集 PCV) 的 势 ， 这 就 出 现 矛 盾 ( 康 托 尔 悖 论 ， 
1899 )。 同 样 , 所 有 不 属于 自身 ( 即 不 包含 自身 作为 元 
素 ) 的 集合 ， 也 应 构成 一 集合 R, 现在 问 及 是 否 属于 R? 
如 果 有 属于 尺 ， 则 RR 满 足 尽 的 定义 ， 因 此 尺 不 应 属于 自 
身 , 即 及 不 属于 尺 ; 另 一 方面 , 如 果 民 不 属于 RR, 则 RR 不 满 
足 及 的 定 此 有 应 属于 自身 , 即 及 属于 及, 总之, 不论 
哪 种 情况 , R 属于 R 与 RR 不 属于 尺 应 同时 成 立 ,这 也 是 矛 
盾 (罗素 导论，1903 )。 这 类 修 论 (特别 是 只 涉及 “集合 ” 
与 “属于 " 两 个 概念 的 罗素 迁 论 ) 的 出 现 表明 集合 论 的 理 
论 是 不 协调 的 ， 也 使 得 人 们 对 整个 数学 推理 的 正确 性 与 
结论 的 真理 性 产生 怀疑 ,本 成 了 数学 史上 的 第 三 次 危机 。 

为 了 克服 个 论 所 带 来 的 困难 , 策 梅 洛 于 1908 年 提出 
了 一 个 公理 化 的 方案 。 他 认为 “鉴于 罗素 悖 论 的 存在 , 今 
天 已 不 允许 把 任何 逻辑 上 可 定义 的 概念 外 延 当 作 一 个 集 
合 。G. 康 托 尔 原来 的 集合 定义 必然 需要 有 所 限制 , 但 迄 
今 又 没有 成 功 地 被 一 个 简单 而 无 问题 的 定义 所 代替 。 因 
此 别 无 选择 ,只 有 从 现 有 的 集合 论 成 果 出 发 , 反 求 足以 建 
立 这 一 数学 分 支 的 原则 。 这 些 原则 必须 足够 狭窄 ， 以 保 
证 排除 一 切 矛 盾 ! 另 一 方面 又 必须 充分 广阔 ,使 康 托 尔 集 
合 论 中 一 切 有 价值 的 内 容 得 以 保存 下 来 。 策 梅 洛 的 公理 
系统 以 "集合 "与 “属于 " 为 仅 有 的 不 加 定义 的 原始 概念 ， 
包括 外 延 公理 、 空 集合 存在 公理 、 无 序 对 集合 存在 公理 、 
并 集合 公理 、 罕 集合 公理 无穷 公 理 、 分 离 ( 子 集合 ) 公 理 、 
选择 公理 。 此 后 ， 经 过 A. A. 弗 伦 克 尔 和 A.T. 斯 科 
朗 的 改进 ， 又 补充 了 替换 公理 和 正则 公理 两 条 ， 通称 
2F 公理 系统 。 上 面 的 分 离 公 理 与 蔡 换 公理 实际 上 是 各 自 
包括 无 穷 多 条 公理 的 公理 模式 。 其 中 除 第 一 与 第 十 两 条 
是 对 于 集合 的 刻画 或 限制 之 外 ， 其 余 的 都 是 关于 集合 的 
存在 性 公理 ,特别 值得 注意 的 是 子 集 公理 ,给 定 一 个 集合 
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S 和 任 一 性 质 P, 则 $ 中 所 有 具有 性 质 马 的 元 素 构成 一 个 
集合 。 它 不 象 G. 康 托 尔 那样 承认 一 切 具有 给 定性 质 P 的 
事物 总 构成 一 个 集合 ,而 是 先 要 有 一 个 更 大 的 集合 ,这 就 
大 大 限制 了 集合 构成 的 任意 性 。 起 初 策 梅 洛 公理 系统 中 
除了 集合 以 外 ,还 容许 有 本 身 不 是 集合 ,但 可 作为 集合 的 
元 素 的 所 谓 原子 。 但 在 以 后 的 发 展 中 ， 人 们 认为 这 种 原 
子 对 于 开展 数学 是 多 余 的 ,而 将 它们 舞 弃 了 。 这 样 一 来 ， 
一 个 集合 ,如 果 不 是 空 集 , 便 是 以 其 他 集合 作为 元 素 。 于 
是 一 切 集合 ,不 论 怎样 复杂 无 不 是 从 空 集 出 发 ， 通 过 取 
等 集 、. 并 集 . 子 集 的 步 驱 银 转生 成 的 ,也 就 是 说 ,都 呈现 如 
下 的 形式 :SB),{ Z(G,(D),({@))),…, 这 
也 是 ZF 集合 论 的 一 个 特点 。 此 外 ， 在 ZF 公理 系统 中 ， 
不 象 G. 康 托 尔 那里 ,用 共同 性 质 的 抽象 来 定义 基数 和 序 
数 (因为 抽象 涉及 心理 ,是 非 数学 的 ), 也 不 象 在 弗 雷 格 和 
罗素 那里 ,用 等 价 半 来 定义 (因为 它 * 过 大 "， 不 在 集合 之 
列 ) 而 是 选用 与 某 集合 等 势 (或 与 某 良 序 集 相 似 ) 的 一 个 
标准 的 代表 集合 作为 该 集合 的 基数 (或 序数 )。 例 如 ,自然 
数 0,1,2 就 定义 为 分 别 含有 零 个 、 一 个 和 两 个 元 素 的 集 
合 !G= 0,{O}={0j=1,{G,{G)}={0,1}= 2 等 等 .这 
是 ZF 集合 论 的 另 一 特点 。 由 此 也 可 看 出 ,公理 化 的 处 理 
给 集合 论 带 来 的 高 度 的 统一 性 与 一 贯 性 。ZF 集合 论 承 效 
了 康 托 尔 集合 论 的 全 部 成 果 。 事 实 上 ,凡是 数学 所 需 的 一 
切 有 关 集 合 运算 \ 关 系 、 映射 的 结果 以 及 全 部 基数 序数 
的 理论 全 都 可 以 从 ZF 公理 系统 中 演绎 出 来 。ZF 集合 论 
又 排除 了 康 托 尔 集合 论 中 可 能 出 现 的 候 论 .因此 , ZF 公 
理 系统 是 相当 成 功 的 ， 它 确实 在 很 大 程度 上 弥补 了 朴素 
合 论 的 不 足 。 当 然 ， 由 于 哥 德 尔 第 二 不 完备 性 定理 ， 
ZF 公理 系统 作为 包括 自然 数理 论 的 一 阶 形式 体系 是 不 
可 能 在 其 内 部 解决 本 身 的 协调 性 问题 的 。 这 是 一 切 这 类 
体系 固有 的 局 限 性 。 
合 论 的 公理 系统 除 ZF 公理 系统 外 还 有 好 多 种 ,其 
中 最 重要 的 要 算 1925~1937 年 形成 的 J. 芭 . 诺 伊 理 、P. 
贝尔 泰 斯 .K, 可 寻 尔 的 公理 系统 ， 称 为 NBG 公理 系统 ， 
它 的 特点 是 在 "集合 "与 "属于 "之 外 ， 还 引入 了 “类 "作为 
不 定义 的 概念 。 类 比 集合 更 为 概括 ， 任 一 性 质 都 可 确定 
一 个 类 。 可 以 说 * 一 切 集合 所 成 之 类 "， 也 可 说 “一 切 不 
属于 自身 的 集合 所 成 之 类 "。 一 个 类 是 一 个 集合 ， 当 且 
仅 当 它 是 某 一 个 类 的 元 素 。 不 是 集合 的 类 称 为 真 类 ， 上 
面 提 到 的 两 个 类 就 是 真 类 的 例子 .NBG 公理 系统 优 于 ZF 
公理 系统 之 处 在 于 它 可 表述 为 不 含 公理 模式 而 只 由 有 限 
多 条 公理 所 组 成 的 体系 。 可 以 证 明 ， 如 果 2F 公理 系统 
协调 则 NBG 公理 系统 也 协调 (而 且 后 者 是 前 者 的 一 个 保 
守 的 扩张 )。 但 由 于 NBG 公理 系统 没有 ZF 公理 系统 简 
明 方 便 ,所 以 数学 家 中 采用 得 比较 少 (特别 在 科 思 的 工作 
以 后 )。 
选择 公理 与 连续 统 假设 虽然 由 于 哥 德 尔 不 完备 性 
定理 ,证 明 整 个 公理 系统 的 协调 性 的 努力 已 无 意义 ,但 是 
关于 公理 系统 中 某 一 个 别 公理 或 茶 一 仿 设 的 相对 协调 性 
和 相对 独立 性 仍 不 失 为 研究 的 重要 课题 。 在 这 些 课题 中 
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选择 公理 与 连续 统 假设 占 着 特殊 的 地 位 。 

选择 公理 是 集合 论 中 最 著名 的 公理 , 简 记 为 AC。 最 
早 见于 G. 康 托 尔 著作 中 ,作为 一 种 显而易见 的 事实 被 不 
自觉 地 加 以 运用 。1890 年 G. 皮 亚 诺 在 证 明 常 微分 方程 
解 的 存在 性 定理 时 已 注意 到 ， 在 集合 族 里 的 每 一 个 集合 
中 是 否 能 选 出 一 个 代表 元 素 这 一 事实 在 论证 中 至 关 重 
要 。1904 年 策 梅 洛 在 证 明 良 序 定理 时 明白 地 表述 选择 公 
理 , 设 A 是 一 个 非 空 集 族 , 它 的 元 素 是 互 不 相交 的 非 空 集 
合 , 则 存在 一 个 集合 C, 它 与 4 中 每 一 个 集 有 且 仅 有 一 个 
公共 元 。 其 中 集合 C 称 为 集 族 A 的 选取 集合 。1906 年 罗 
素 给 出 了 选择 公理 的 另 一 表述 形式 ， 互 不 相交 的 非 空 的 
非 空 集 族 的 直 积 不 空 ， 称 为 乘积 公理 。1908 年 策 梅 洛 在 
他 的 ZF 公理 系统 中 ,给 出 了 与 原 选 择 公理 等 价 的 一 般 化 
形式 ， 取 消 了 集合 互 不 相交 的 限制 ， 表 述 为 设 4 是 一 
个 非 空 集 的 一 个 非 空 族 ， 则 存在 一 个 定义 于 4 且 取 值 于 
UA 的 函数 f 对 于 人 A 中 任 一 元 素 *, 总 有 fx)Ex。 这 样 
的 函数 了 称 为 人 的 选择 函数 。 选 择 公理 对 整个 数学 的 影 
响 是 巨大 的 。 与 它 等 价 的 命题 有 良 序 定理 , 满 射 原理 、 极 
大 原理 ,关系 的 限制 映射 性 质 、 基数 的 和 积 等 性 质 、 柯 尼 
希 定理 , 吉 洪 诺 夫 紧 直 积 空间 定理 ,理想 子 代数 的 存在 定 
理 等 多 达 一 百 余 个 。 它 在 数学 的 许多 分 支 ， 如 分 析 、 拓 
扑 \ 代 数 中 几乎 已 是 不 可 缺少 的 工具 。 例 如 ,可 数 集 在 无 
限 集中 的 地 位 、 各 种 无 限定 义 的 一 致 性 、 基数 的 运算 、 柯 
西 极限 与 海 涅 极限 的 等 价 性 ,极限 点 与 聚 点 的 关系 .不 可 
测 集 的 存在 性 、 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 线性 空间 的 基底 存在 
定理 、 素 理想 定理 ,伯克利 夫 抽象 代数 的 表现 定理 、 域 的 
代数 闭 扩张 的 存在 性 与 唯一 性 等 问题 都 需要 借助 AC 或 
它 的 等 价 命题 才能 解决 。 但 是 ,AC 具有 纯 存在 、 非 构造 
的 性 质 , 即 在 集 族 A 已 知 的 条 件 下 ,没有 一 个 能 行 的 方法 
把 选择 函数 了 构造 出 来 。 此 外 巴 拿 赫 - 塔 尔 斯 基 怪 球 定 
理 也 是 应 用 AC 证 明 的， 这 些 都 使 它 成 为 数学 史上 继 平 
行 公理 之 后 最 有 争议 的 一 条 公理 的 主要 原因 。 由 于 AC 
所 处 的 这 种 特殊 地 位 ， 人 们 把 包括 AC 的 公理 系统 记 为 
ZFC, 以 区 别 不 包括 AC 的 ZF 系统 。 

连续 统 假设 是 集合 论 中 的 一 个 著名 猜想 ， 简 单 地 
说 就 是 关于 直线 上 有 多 少 点 的 问题 ,也 称 连 续 统 问题 , 简 
记 为 CH。1878 年 G. 康 托 尔 猜 测 实数 集 的 任 一 不 可 数 子 集 
与 实数 集 等 势 - 他 称 实数 集 为 连续 统 。 因 为 它 的 自然 顺序 
具有 戴 德 金 连续 性 。 任 意 两 个 连续 统 是 彼此 等 势 的 .如 果 
用 上 表示 连续 统 基数 ,用 %: 表示 最 小 的 不 可 数 基 数 , 则 
CH 可 表示 为 Wi 一 %。 由 于 实数 集 尽 的 势 等 于 自然 数 集 N 
( 它 的 势 为 %。) 的 竺 集 的 势 2%, 即 c=2%o, 所 以 CH 也 
可 写成 中, 一 2%0。1900 年 希 尔 伯 特 在 巴黎 国际 数学 家 大 
会 上 所 做 的 著名 讲演 中 把 CH 列 为 当时 未 解决 的 23 个 
数学 问题 中 的 第 一 个 。 1908 年 希 尔 伯 特 又 把 它 推广 为 
对 于 任何 序数 4, 吕 a,1 一 2 , 称 为 广义 连续 统 假设 , 简 记 
为 GCH。 在 没有 选择 公理 的 ZF 系统 中 , GCH 与 下 述 任 
一 命题 等 价 ，@ 对 于 任何 基数 入 , *, 若 go<<<X<2"， 
则 “= 和 5 加 对 于 任何 无 限 基数 ,她 2 一。 连续 统 问题 
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自从 G. 康 托 尔 1878 年 提出 以 来 已 有 百年 的 历史 ,但 这 问 
题 始终 没有 解决 , 它 也 已 成 为 数学 史上 翰 与 费 马 猜想 , 黎 
受 猜 想 并 提 的 一 大 难题 。 

尽管 如 此 , 近 40 年 来 对 AC 和 CH 的 研究 还 是 取得 
了 很 大 进展 。1938 年 哥 德 尔 在 《选择 公理 和 广义 连续 统 
假设 同 集合 论 公理 的 协调 性 》(1940) 一 书 中 证 明了 ， 
从 ZF 推 不 出 AC 的 否定 ， 从 ZFC 推 不 出 GCH 的 否定 
(因而 也 推 不 出 CH 的 否定 )， 即 AC 对 于 ZF，CH 对 于 
ZFC 是 相对 协调 的 。 但 人 们 期 待 的 关于 它们 独立 性 的 证 
明 却 过 在 25 年 之 后 。 1963 年 P. J. 科恩 利用 了 他 为 之 专 
门 设计 的 力 迫 方法 证 明了 AC 对 于 ZF，CH 对 于 ZFC 的 
相对 独立 性 , 即 从 ZF 推 不 出 AC, 从 ZFC 推 不 出 CH。 综 
合 哥 德 尔 与 科 思 的 结果 ， 就 是 AC 和 CH 分 别 在 ZF 和 
ZFC 中 都 是 不 可 判定 的 。 这 样 ， 连 续 统 问题 也 终于 在 某 
种 程度 上 获得 了 解决 ， 成 为 20 世纪 最 大 的 数学 成 果 之 
一 。AC 对 于 ZF 的 相对 协调 性 从 理论 上 祛除 了 长 期 以 
来 对 AC 的 疑虑 ， 叫 人 们 可 放心 大 胆 地 使 用 它 。 而 由 于 
它 的 相对 独立 性 ， 人 们 不 妨 可 以 寻找 它 的 普 身 《例如 决 
定性 公理 ) 或 研究 不 满足 AC 的 模型 (如 索 洛 书 模型 或 
响 莫 曼 - 莱 维 模型 )， 正 如 当年 非 哆 几何 是 值得 研究 一 
样 。 关 于 CH 也 有 类 似 情形 ,人 们 不 仅 可 以 研究 列 涵 CH 
的 可 构造 性 公理 ， 也 可 研究 代替 CH 的 马丁 公理 。 从 公 
理 系 的 角度 看 ,探究 各 种 不 同 假设 所 引出 的 各 种 结论 , 任 
何 时 候 都 是 有 益 的 。 但 是 ,上 述 CH 的 不 可 判定 性 (在 此 
且 不 谈 AC) 是 否 意味 着 : 可 以 有 同时 并 存 的 两 种 集合 论 
(CH 成 立 的 和 CH 不 成 立 的 )， 恰 如 欧 氏 几何 与 罗氏 几 
何 一 样 。 少 数 形式 主义 者 可 能 认为 事情 就 是 这 样 ， 但 大 
多 数 数学 家 则 不 然 .对 他 们 来 说 ,集合 论 不 同 于 几何 或 代 
数 等 假设 演绎 理论 ,而 反映 了 某 种 客观 实在 。 在 此 CH 或 
非 CH 二 者 必 居 其 一 。 不 可 判定 性 只 能 解释 为 ZF 公理 
系 对 于 这 种 客观 实在 的 描述 尚未 品 完 善 。 人 们 还 得 寻找 
迄今 尚未 发 现 的 ,与 其 他 公理 协调 的 \ 可 信 加 的 新 的 公理 
(CH 或 它 的 任 一 具体 的 否定 都 不 具备 这 资格 ), 以 期 在 更 
有 效 的 途径 上 来 解决 连续 统 问题 。 在 这 方面 的 各 种 尝试 
正在 进行 中 ,成 为 集合 论 当 前 研究 的 主流 。 

( 程 其 因应 制 旨 ) 

jihelun gongli xitong 
集合 论 公理 系统 (axiom systems for set 
theory) 。 公理 集合 论 的 基础 部 分 。 如 同 平面 几何 
中 的 点 , 线 、 面 一 样 ,集合 是 一 个 不 加 定义 的 原始 概念 , 集 
合 和 属于 关系 E 是 通过 公理 刻画 的 。 例 如 ,“ 任 一 集合 由 
它 的 元 素 所 唯一 决定 "是 通过 外 延 公理 刻画 的 。“ 存 在 一 
无 穷 集合 "是 无 穷 公理 所 断定 的 .集合 的 运算 (如 无 序 对 、 
并 ,等 等 ) 也 是 通过 公理 加 以 刻画 和 保证 的 。 虽 然 每 一 公 
理 都 不 是 借助 于 直观 (因为 直观 不 严谨 可 能 发 生 错 误 ) 而 
是 借助 于 严 说 的 形式 语言 加 以 刻画 的 ， 然 而 公理 的 背景 
都 是 很 深刻 和 很 直观 的 ,它们 来 源 于 G. 康 托 尔 的 朴素 集 
合 论 ,是 从 他 的 理论 中 抽象 出 来 的 基本 原则 。 因 此 ,每 一 
公理 都 是 刻画 集合 或 类 的 某 一 基本 性 质 。 把 某 些 公理 搜 


集 在 一 起 组 成 刻画 集合 或 类 的 特征 的 若干 基本 原则 ， 就 
称 为 集合 论 的 一 个 公理 系统 。 具 体 地 说 ， 在 康 托 尔 集合 
论 中 包含 着 深刻 的 \ 丰 富 的 、 新 型 的 推理 方法 。 停 论 的 发 
现 促使 人 们 借助 于 公理 化 方法 ， 以 期 排除 集合 论 中 的 已 
知 停 论 并 系统 地 整理 G. 康 托 尔 的 理论 和 方法 。1908 年 出 
现 两 个 著名 的 公理 系统 ， 这 就 是 下 F. F. 策 梅 洛 的 系统 
和 了 B. A. W. 罗素 的 类 型 论 。 之 后 ， 集 合 论 公理 系统 的 
研究 成 了 一 个 重要 的 方向 和 领域 。 除 了 对 上 述 两 个 系统 
的 扩充 、 加 工 和 修改 之 外 , 还 出 现 了 一 些 新 的 系统 , 其 中 
最 著名 的 是 J 冯 * 诺 伊 昌 1925 年 提出 的 系统 ， 后 经 P. 
贝尔 泰 斯 、 区 , 哥 他 尔 修改 形成 的 GB 系统 ， 人 们 通常 把 
这 个 系统 记 作 NBG 或 GB。 

除了 上 述 三 个 最 著名 的 系统 外 ,还 有 奎 因 系 统 , 王 洗 
系统 ， 阿 克 曼 系统 ， 莫 利和 斯 科 特 系统 也 都 是 值得 重视 
的 。 近 年 来 ,人 们 也 相当 重视 非 直 谓 类 的 公理 系统 ,其 中 
有 本 质 上 是 贝尔 奈 斯 1961 年 给 出 的 BC 系统 。 

策 梅 洛 - 弗 伦 克 尔 公 理 系统 ”在 1908 年 策 梅 洛 系统 
的 基础 上 ,经 A. T. 斯 科 朗 、A, A. 弗 伦 克 和 尔 的 改进 与 补 
充 而 建立 的 一 个 公理 系统 ， 是 康 托 尔 集合 论 方法 的 形式 
化 处 理 。 它 易于 理解 ,是 影响 最 广 的 一 个 系统 ,人 们 通常 
把 上 述 系 统 叫做 ZF 系统 ,并 简 记 为 ZF。 它 的 原始 概念 是 

合 和 属于 关系 , 它们 不 是 由 定义 给 出 的 ,而 是 借助 于 一 
阶 语言 ( 见 一 阶 逻 加) 由 公理 直接 予以 刻画 的 。 这 一 系统 
的 公理 是 下 述 10 条 。 

@ 外 延 公理 ”对 于 任意 的 两 个 集合 * 与 V, 如 果 
的 任 一 元 都 是 y 的 元 ,反之 ，y 的 任 一 元 都 是 x 的 元 , 则 
x*=y。 换 句 话说 ,对 于 任意 两 个 集合 ,它们 的 元 素 相同 时 ， 
它们 为 同一 个 集合 , 亦 即 VxYU Vz(2ExmzEY)> 
X=y), 

@ 空 集 合 存在 公理 ”存在 一 个 没有 任何 元 素 的 集 
合 。 也 就 是 说 , 空 集合 是 存在 的 , 空 集合 通常 记 作 马 。 即 
3xVYy (YEX), 

@ 无 序 对 集合 存在 公理 ”对 于 任意 的 集合 x,y, 都 
存在 一 集合 2， 它 的 元 素 恰 好 是 x 与 y, 即 VYxYy3zYu 
(WEzmu=XVu=y)。 此 公理 中 的 集合 z, 记 作 {x,y), 称 
为 x 与 y 的 无 序 对 集合 。 当 x=y 时 ， 它 就 是 {z}， 此 时 
称 (x) 为 x 的 单元 集合 。 

@ 并 集合 公理 ”对 于 任意 的 集合 *, 都 存在 一 集合 
2 3 的 元 素 恰好 是 x 的 所 有 元 素 的 元 素 ， 即 Vx3yYz 
(zEym 习 u(zEWAWEx))。 此 公理 中 定义 的 集合 y 称 为 
* 的 并 集合 , 记 作 Ux。 由 此 公理 ,对 于 任意 的 集合 SS 
它们 的 并 SiU S; 就 定义 为 集合 U {S,,S,}。 

@@ 等 集合 公理 ”对 于 任意 的 集合 x, 都 有 一 个 集合 
3， 3 的 元 素 恰好 是 zx 的 子 集合 。 即 Vx3yY2(2Eye> 
zCx), 其 中 zCx= Vt(tEz-tEz)。 此 公理 中 定义 的 集 
合 Y 称 为 x 的 告 集合 , 记 作 P(z)。 

@ 无 穷 公 理 存在 着 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰好 是 所 
有 自然 数 ,此 集合 记 作 w。 即 

3x(GExNVY (yEx>YU{Y) Ex)). 
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@ 分 离 公理 模式 ”对 任意 的 集合 论 公式 A(z) 和 任 
意 的 集合 x， 都 存在 一 集合 yy 的 元 素 恰好 是 由 满足 公 
式 4(z) 且 属于 x 的 那些 元 素 组 成 。 即 

Vzxz3yVz(zEgzExz 人 NA(z))。 

替换 公理 模式 ”对 于 任意 的 公式 A(x,y), 如 果 对 
任意 的 集合 x, 都 有 唯一 的 集合 y, 使 得 A(x, y) 成 立 , 那 
么 对 任意 的 集合 S,， 有 一 集合 S:, 使 得 S,={ultES, 且 
A(t,u)}。 也 就 是 说 , 若 A(x,y) 具 有 一 对 一 的 性 质 ,这 
时 ,对 于 任 一 集合 5,, 由 5 中 每 一 元 素 经 A(x,y) 对 应 的 
值 组 成 一 集合 , 即 

Vx3lyA(xX I) > VtI3s YuuEse 
3.(zEtAA(z,u))), 

Vx31yA(X,Yy) 

= VXIY(A(XD DAV A(X,Z) >2=Y)), 
图 正则 公理 (基础 公理 ) 对 于 任 一 非 空 集合 S， 都 
有 一 集合 y, 使 得 YES 且 y 与 5 不 交 , 即 
Vx(x#G*I3VUYyEXANXNY= 2)), 

图 选择 公理 公理 @ 与 公理 @@ 都 是 对 任意 公式 而 
言 ,一 公式 对 应 一 条 公理 ， 因 为 有 可 数 无 穷 个 公式 ,所 以 
有 可 数 无 穷 多 条 公理 。 但 是 ， 这 样 的 公式 都 有 统一 的 格 
式 , 因 此 , 称 它们 为 公理 模式 。( 见 赤 择 公理 ) 

在 策 梅 洛 1908 年 的 论文 中 ， 分 离 公理 中 的 A(z) 仅 
指 集合 的 性 质 。 然 而 ,性 质 仍然 是 一 个 很 含混 的 概念 , 弗 
伦 克 尔 把 性 质 形式 化 为 一 阶 语言 中 的 公式 ， 从 而 使 这 一 
概念 清晰 和 严谨 了 。 在 文献 中 ， 人 们 常 把 公理 ~@ 与 
加 ~@ 一 起 记 为 Z( 即 策 梅 洛 系统 )， 把 公理 @~@ 一 起 
记 为 2 下。 有 了 时 为 了 突出 选择 公理 ,人 们 也 把 公理 @~@ 
记 为 ZF, 而 把 公理 @~@ 记 为 ZFC。 

ZF 的 独立 性 问题 ZF 不 是 独立 的 ， 例 如 ， 由 公理 
Q@~@ 与 @~@ 可 以 推出 公理 @。 但 由 于 公理 @ 是 策 梅 
洛 首先 提出 的 ,具有 历史 意义 , 并 且 运 用 方便 , 由 它 来 证 
明 交 、 和 卡 儿 乘积 等 运算 的 合法 性 都 是 相当 简洁 的 。 因 
此 ,一 般 说 来 ,公理 @ 还 是 给 予 保留 的 。 

ZF 的 完备 性 问题 皮 亚 诺 算术 公理 都 是 ZF 的 定 
理 ,它们 都 可 以 直接 从 ZF 推 得 。 因 此 ， 由 哥 德 尔 不 完备 
性 定理 可 知 ,ZF 是 不 完备 的 。 

ZE 的 协调 性 问题 据 哥 德尔 第 二 不 完备 性 定理 ,ZF 
的 协调 性 只 能 在 比 它 可 强 的 系统 中 证 明 。 例 如 ,在 ZF+ 
大 基础 公理 ( 即 “ 存 在 一 大 基数 ") 的 公理 系统 中 ， 可 以 证 
明 Z 是 协调 的 。 

类 型 论 ”关于 集合 的 型 的 层次 理论 。 它 包括 两 部 分 
的 内 容 : 简 单 类 型 论 和 分 支 类 型 论 。 在 简单 类 型 论 中 ,每 
一 集合 都 有 一 确定 的 层次 。 一 集合 能 够 是 另 一 集合 y 
的 元 素 , 当 且 仅 当 y 的 层次 比 x 的 层次 恰好 多 一 ,层次 为 
0 的 对 象 是 本 元 (或 称 为 个 体 ， 也 称 为 原子 )。 在 这 一 系 
统 中 , 变 元 是 带 有 层次 的 。 对 于 每 一 正 整数 ” ,都 有 ?# 层 
的 变 元 ,Wn 等 ,它们 表达 n 雇 对 象 。 所 以 ,这 里 有 无 穷 
多 个 原始 概念 ， 即 有 无 穷 多 个 不 同 层次 类 型 的 集合 。 在 
这 一 形式 语言 中 ， 对 于 任意 的 变 元 xX,,ysx,Eyy 为 一 合 
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法 的 公式 , 当 且 仅 当 j=i+1。 没 有 不 附加 型 的 对 象 (或 变 
元 ), 每 一 对 象 (或 变 元 ) 都 有 一 正 整 数 n， 使 得 它 恰好 是 
nn 型 对 象 (或 n 型 变 元 )。 人 们 不 能 够 泛泛 地 说 ， 所 有 的 
对 象 如 何如 何 ,而 只 能 说 某 一 型 的 所 有 对 象 如 何如 何 。 当 
某 一 对 象 并 不 比 某 一 集合 的 型 恰好 小 于 1 时 ， 说 那个 对 
象 是 该 集合 的 元 素 , 不 仅 是 错误 的 ， 而 且 是 毫 无 意义 ( 即 
无 定义 的 )。 人 们 常 把 这 一 系统 记 作 了 。T 的 公理 是 外 延 
公理 .概括 公理 、 乘 法 公理 和 无 穷 公理 。 

@ 外 延 公理 ”对 于 任意 给 定 的 同一 型 的 两 个 对 象 ， 
例如 ,它们 均 为 n 型 对 象 zygm, 如 果 对 于 任意 的 m+1 型 
对 象 zu 使 得 zo 在 zorl 中 ， 当 且 仅 当 加 在 za 中, 则 
Xn 与 如 为 同一 对 象 , 即 ze 一 如。 形式 地 说 ,就 是 

VXn Vn V2nni(TnE Zn YE Zn+1) Zn 一 加 )。 
应 当 注 意 ， 这 里 的 外 延 公理 的 陈述 方式 与 ZF 的 外 延 公 
理 的 陈述 方式 是 有 差别 的 。 

@ 概括 公理 ”对 于 任意 的 公式 A(x,), 都 存在 一 个 
i+1 型 的 集合 ysis 使 得 yw= {x ACX))。 

图 乘法 公理 对 于 任意 不 空 的 i 计 1 型 的 集合 x,,1， 
车 它 的 任 一 元 zx 都 是 不 空 的 , 且 xi 的 任意 两 个 不 同 的 
元 都 是 不 交 的 ， 则 存在 i 型 的 集合 yi， 使 得 xi*: 的 任 一 
元 x, 中 人 恰好 有 一 元 属于 y。 反 之 ,对 于 ys 的 任 一 元 ,xows 
也 一 定 有 一 元 x,， 使 得 x 含有 yi 的 这 一 相应 元 。 形 式 
地 ,就 是 

VRn(Kn#¥ GIANVXAREXN TTF DG) A VX 
VXI(X EX /NL ER /NGN TG) 
IY VAAL EN? IaAB ENANIAEYIAY 
Zoi (2 EY 3XAAK ER/ E XI))), 
应 当 注 意 ,对 于 每 一 型 都 有 一 个 相应 的 空 集合 多 ,上 述 公 
式 中 实际 上 已 出 现 了 i+1 型 空 集合 与 i 型 空 集合 。 (下 
文 省 去 了 它们 的 下 标 。) 
@ 无 穷 公理 ”断定 存在 一 个 具有 无 穷 多 个 元 素 的 
合 为 了 严格 地 陈述 这 一 公理 , 先 引进 一 些 预备 概念 .对 
于 两 个 同型 的 对 象 *,,ys 单元 集合 {x*,} 与 无 序 对 {X45y4} 
都 是 i+ 1 型 对 象 ;有 序 对 《x,,y》 定 义 为 {{x4)}, {X40))， 
是 计 2 型 对 象 ,这 样 ,以 Cx,,y0 为 元 素 的 集 ( 即 i 型 对 象 
上 的 二 元 关系 ) 就 是 计 3 型 的 对 象 。 为 了 断定 存在 一 无 
穷 集 合 ， 只 须 断定 有 无 穷 多 个 本 元 就 够 了 。 关 于 本 元 的 
二 元 关系 为 3 型 集合 R,。 公 式 Vzo 一 R;(xoyzo) 表示 关 
系 R, 是非 自 反 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 本 元 zxo,《zw， 
Xo) ER,o 公式 YXoV Yo VY zo Rxo, yo)\R,Yyo, 20)—>R, 
(xos2z0)) 表 示 关 系 R, 是 传递 的 。 无 穷 公理 的 形式 化 陈述 
如 下 ， 
3B( YVxo 一 Ri:(xoyzo) 八 Vxzo 习 yoR:(xovgyo) 八 
VXoVYoV Zo( R(x,Yy) /NR (Yaz) >R, (xo,20))), 

因此 ,形式 系统 了 不 仅 有 无 穷 多 个 原始 概念 , 它 的 公 
理 也 是 无 穷 多 条 的 。 简 单 类 型 论 避 免 了 罗素 悖 论 和 康 托 
和 尔 悖 论 , 对 数学 、 逐 辑 学 都 产生 了 巨大 的 影响 ,已 为 逻辑 
学 家 所 公认 ; 它 已 体现 于 各 种 逻辑 系统 的 形成 规则 之 中 。 
20 世纪 60 年 代 A. 鲁 宾 孙 在 创立 非 标准 分 析 时 也 运用 
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了 这 种 方法 。 简 单 类 型 论 也 有 它 的 局 限 性 ， 它 不 能 避免 
另外 一 些 舍 论 ,如 丁 A. 里 夏 尔 律 论 。 因 此 , 罗素 又 引进 
了 分 支 类 型 论 。 

在 分 支 类 型 论 中 ， 研 究 的 问题 更 为 复杂 。 它 把 同一 
型 的 集合 再 分 为 不 同 的 层次 ， 高 层次 的 集合 不 能 再 作为 
低层 的 集合 看 待 。 最 低层 次 的 集合 称 为 直 谓 的 ， 决 定 它 
们 的 性 质 (谓词 ) 也 称 为 直 谓 的 性 质 (谓词 )， 其 他 的 集合 
(性 质 ) 称 为 非 直 谓 的 。 例 如 ,一 n 十 1 型 集合 Sa+1, 如 果 对 
任 一 n 型 对 象 x。， 必须 考察 n+1 型 整体 方 能 断定 zw 是 
否 属 于 S。w1 时 , 则 称 集合 5,,, 为 非 直 谓 的 。 非 直 谓 的 层 
次 是 高 的 。 由 概括 公理 ， 一 性 质 (谓词 或 公式 ) 决 定 一 集 
合 ， 这样， 非 直 谓 的 集合 可 以 借助 于 定义 它 的 性 质 来 说 
明 。 例 如 ， 罗 素 说 : 一 个 典型 的 英国 人 具有 大 多 数 英国 
人 所 具有 的 性 质 。 其 中 “具有 大 多 数 英国 人 所 具有 的 性 
质 "也 是 一 种 性 质 ,可 是 ,这 一 性 质 涉及 个 体 性 质 的 全 体 。 
由 此 , 称 它 是 一 非 直 谓 的 性 质 。 一 般 说 , 凡 涉 及 某 一 类 型 
性 质 的 全 体 而 又 是 此 类 型 的 性 质 叫做 非 直 谓 的 性 质 。 从 
公式 的 角度 看 , 例如 , 设 z 为 一 3 型 集合 , 令 公式 4(zi) 
为 3ys(X1EYs 八 yz&z) 在 其 中 含有 1 型 变 元 x 的 自由 
出 现 。 由 概括 公理 ,这 一 公式 决定 一 个 2 型 集合 S,= {x,| 
3yx(X1Ey4 作 ya€E 23)}。 而 S: 要 借助 于 2 型 集合 中 的 约 
束 变 元 来 定义 ,也 就 是 说 , 5, 要 借助 包括 8: 在 内 的 2 型 
集合 的 整体 来 定义 。 这 样 ,S: 是 一 非 直 谓 的 集合 , A(x,) 
为 非 直 谓 的 公式 (或 称 非 直 谓 的 谓词 )。 不 是 非 直 谓 的 集 
合 (性 质 ) 叫 做 直 谓 的 集合 (性 质 )。 

分 支 类 型 论 可 以 避免 诸如 里 夏 尔 悖 论 ， 但 又 过 到 了 
新 的 困难 。 对 于 一 个 集合 ， 人 们 不 能 笼统 地 说 此 集合 的 
所 有 元 素 (它们 是 较 低 型 的 集合 ) 都 有 哪些 性 质 ， 而 必须 
区 分 层次 才能 作出 断定 。 实 数 就 是 这 样 的 集合 。 对 实数 
就 不 能 作出 一 个 单一 的 断定 。 因 此 ， 分 支 类 型 论 不 能 作 
为 描述 数学 命题 的 工具 。 为 了 弥补 这 一 缺点 ， 罗 素 又 增 
加 了 一 条 可 归 约 性 公理 或 称 为 还 原 公理 ， 每 一 非 直 谓 性 
质 (谓词 ) 都 有 一 直 谓 性 质 (谓词 ) 与 之 等 价 。 由 此 ， 一 切 
型 的 集合 都 是 直 谓 的。 这 样 一 来 ， 又 等 于 取消 了 分 支 类 
型 论 。 

GB 公理 在 这 GB 系统 中 , 人 们 把 类 分 为 集合 与 真 
类 。 它 有 集合 与 类 两 个 原始 概念 。 用 小 写 英文 字母 x*,y， 
z (或 加 下 标 ) 作 为 集合 变 元 ,用 大 写 英文 字母 X,Y,Z (或 
加 下 标 ) 作 为 类 变 元 。xEy, XEY, xEX, XEx 都 是 初 
级 公式 。 此 外 ,cla(X) 与 m(X) 是 初级 公式 ,它们 分 别 表 
示 X 是 一 类 与 X 是 一 集合 。 由 此 ， 使 用 逻辑 词 获 得 所 有 
的 公式 。 公 理 区 分 为 五 组 : 

人 A 组 公理 

@ dla(x)( 任 意 的 集合 x 都 是 类 ); 

@ XEY>m(X) ( 若 类 X 是 类 Y 的 元 素 ， 则 X 是 一 
集合 。 即 类 的 任意 元 都 是 集合 ); 

四 (xEXmxEY)>X=Y (类 由 它 的 元 素 所 决定 ， 
即 类 的 外 延 公理 ); 

@ 无 序 对 公理 (与 ZF 的 相应 公理 一 样 )。 


BB 组 公理 (类 的 存在 公理 ) 

@ 存在 一 类 己 , 它 的 元 素 都 是 有 序 对 集合 , 并 且 这 
一 序 对 的 第 一 元 属于 第 二 元 。 也 就 是 说 ,存在 一 类 X, 使 
得 对 于 任意 的 集合 x 与 y,《x,y) 属 于 X 当 上 且 仅 当 xEys 

@ 对 于 任意 的 类 X,Y, 都 有 一 类 2Z, 它 为 X 与 Y 的 
交 类 

@ 对 于 任意 的 类 X, 它 的 补 也 是 一 类 ; 

@ 对 于 任意 的 类 X, 它 的 元 素 中 有 序 对 的 第 一 元 组 
成 一 类 ， 

加 对 于 任意 的 类 X， 它 的 元 作为 有 序 对 的 第 一 元 ， 
而 第 二 元 为 任意 的 集合 ,所 有 这 些 有 序 对 组 成 一 类 

图 对 于 任 一 类 X, 它 的 逆 ( 记 为 X 也 是 一 类 ， 其 
中 X-! 是 这 样 定义 的 :对 于 任意 的 集合 S,,S,, 有 :《S,,S,> 
EX 当 上 且 仅 当 《S,,S,> EX-!， 

@ 对 于 任 一 类 X, 存在 一 类 Y， 使 得 对 于 任意 的 三 
元 组 (Xx,y,z》, 有 《x,y,z》 EX 当 上 且 仅 当 <g ,zxX>EYs 

图 对 于 任 一 类 XX, 存在 一 类 Y， 使 得 对 于 任意 的 三 
元 组 (x,y,2), 有 《X,Yy,z》 EX 当 上 且 仅 当 《x,2,y》 EY。 

C 组 公理 (集合 的 存在 公理 ) 

@ 无 穷 公理 ”存在 一 集合 , 它 具 有 无 穷 多 个 元 素 ; 

@ 并 集合 公理 任 一 集合 的 所 有 的 元 的 元 组 成 一 
集合 ， 

@@ 宪 集 合 公理 任 一 集合 的 所 有 的 子 集合 组 成 一 

合 ， 

@ 替换 公理 ”对 于 描述 一 对 一 的 类 X， 也 就 是 说 ， 
对 于 任意 集合 y, 至 多 有 一 集合 z, 使 得 (y,2》 EX。 这 时 ， 
若 把 X 中 有 序 对 的 第 一 元 限制 在 一 给 定 的 集合 5, 内, 则 
XX 中 相应 于 5S, 中 元 的 有 序 对 的 第 二 元 也 是 一 集合 ; 

不 难看 出 ， 上 述 公理 @、 @、 @ 分 别 与 ZF 中 的 公理 
@. 四 、 加 是 相同 的 。 而 公理 @ 与 ZF 中 的 公理 @@ 也 是 类 
似 的， 不 同 的 是 在 那里 的 前 提 是 一 具有 一 对 一 性 质 的 公 
式 ,这 里 是 一 对 一 性 质 的 类 。 因 此 ,ZF 是 一 公理 模式 ,而 
GB 不 是 模式 。 不 难 验证 ，B 组 公理 是 对 应 于 公式 的 通 
常 运算 的 一 组 公理 。 

DD 组 公理 (类 似 于 ZF 的 正则 公理 ) 对 于 任意 的 不 
空 类 X, 都 有 一 集合 yEX, 且 y 与 XX 不 交 。 

下 组 公理 (选择 公理 ) 它 比 ZF 中 的 相应 公理 稍 强 一 
些 。 具 体 地 说 , 存在 一 类 XX, 它 的 元 素 都 是 有 序 对 集合 ， 
具有 一 对 一 的 性 质 , 亦 即 , 对 于 任 一 集合 y, 恰 有 集合 z， 
使 得 Gy z>EX， 且 对 于 任 一 不 空 集 合 y， 有 zEz, 使 得 
《bz》EX。 

这 五 组 公理 中 ,没有 公理 模式 。 因 此 , 它 是 一 有 穷 的 
公理 系统 。 这 是 它 的 重大 特点 之 一 。 它 规定 真 类 不 能 作 
为 类 的 元 素 , 从 而 摆脱 了 以 往 的 停 论 。 

合 论 公 理 系 统 并 不 是 随意 的 ， 而 是 有 它 的 科学 标 
准 , 这 就 是 ，@ 能 够 描述 康 托 尔 理论 的 丰富 内 容 , 建 立 康 
托 尔 理 论 中 已 有 的 定理 ，@@ 能 够 摆脱 以 往 出 现 的 停 论 ， 
@ 便 于 解决 集合 论 未 解决 的 问题 ， 中 心 问题 是 连续 统 假 
设 。 前 两 条 是 基本 的 。 当 然 ,能 否 确保 一 系统 的 协调 性 ， 


总 是 人 们 关心 的 首要 问题 。 但 是 由 哥 德 尔 第 二 不 完备 性 
定理 可 知 , 如 此 丰富 的 集合 论 公理 系统 , 如 果 是 协调 的 ， 
那么 在 其 内 部 也 是 无 法 证 明 的 ， 而 须 借助 于 更 强 的 公理 
才能 证 明 。 例 如 , 若 存 在 大 基数 作为 一 公理 的 话 , 则 ZF 
是 协调 的 。 关 于 @, 由 哥 德 尔 与 科 思 的 工作 可 知 ,连续 统 
假设 在 ZF( 或 GB) 中 是 不 可 判定 的 , 它 即 不 能 被 证 明 ,也 
不 能 被 否 证 。 换 言 之 ,在 著名 的 集合 论 公理 系统 中 ,都 不 
足以 解决 连续 统 假设 。 这 正 是 人 们 不 断 地 寻求 新 公理 系 
统 的 主要 原因 。 人 们 总 希望 能 找到 科学 的 为 大 家 所 能 接 
受 的 公理 系统 ,并 且 得 以 解决 著名 的 未 解决 的 问题 。 
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( 张 锦 文 》 
Jihe cedulun 
几何 测度 论 (geometric measure theory) 
高 维 空间 中 低 维 点 集 的 测度 及 低 维 点 集 上 的 积分 理论 。 

20 世 纪 初 测度 论 的 建立 ,使 得 人 们 对 Rr 中 的 子 集 关 
于 nn 维 勒 贝 格 测度 p 的 行为 有 了 很 好 的 了 解 。 大 部 分 
函数 论 由 于 勒 贝 格 积分 论 而 产生 了 巨大 变化 。 但 是 在 处 
理 与 Br 中 低 维 点 集 有 关 的 数学 问题 时 过 到 了 困难 ,例如 
著名 的 普 拉 托 问题 ， 在 二 维 曲面 时 尚 可 以 结合 共 形 变换 
和 狄 利克 雷 原理 巧妙 地 应 用 勒 贝 格 方法 而 解决 。 而 在 曲 
面 的 维 数 超出 2 时 ， 这 些 经 典 的 方法 就 失败 了 。 几 何 测 
度 论 正 是 在 这 种 背景 下 产生 。 它 始 于 1914 年 C. 卡拉 西 
奥 多 里 关于 测度 论 的 基础 性 工作 ,经 过 几 十 年 的 发 展 , 熔 
合 了 来 自分 析 、 几何 、 代 数 拓扑 中 的 许多 技巧 ,产生 了 许 
多 新 的 概念 ,成 为 数学 研究 的 一 个 有 力 工具 。 

素 斯 多 夫 测度 与 可 求 积 全 合 ” 在 卡拉 西 奥 多 里 的 工 
作出 现 以 后 的 开始 20~30 年 内 ,大 部 分 的 兴趣 在 于 了 解 
R" 中 的 子 集 关于 m 维 豪 斯 多 夫 测 度 , 积分 几何 测度 等 各 
类 测度 的 行为 。 对 于 ACR", 0<k<oo0,3>0, 定义 A 的 

大 维 豪 斯 多 夫 测度 (简称 H* 测度 ) 为 

了 PCA)= lim in 和 Ddiam sy*: AcUs,, 

pr pn 


diam si< 引 ， 


式 中 心 = 2-:7(3) (二 + 1)。 严 测度 是 Re 中 的 一 个 
博 雷 尔 正 则 测度 。 又 定义 inf{k: H*(A)=0) 为 A 的 豪 斯 
多 夫 维 数 ,简称 电 维 数 。 当 k=n 时 ,H"(A)=pn(A),n=0 
时 He(4) 为 4 的 元 素 个 数 。0 和 n 中 间 每 个 数 均 可 出 现 
为 er 中 菜 个 子 集 的 朝 维 数 。 例 如 康 托 尔 集 的 HH 维 数 为 
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上 


几 


ln 2/In 3。 

设 4 的 H* 测度 有 限 , 在 k>0 时 , 若 存在 R* 中 某 个 
有 界 子 集 到 4 的 李 普 希 茨 映射 〈( 即 二 点 距离 的 增长 比 受 
到 某 个 正常 数控 制 的 映射 ), 那 就 称 A 为 可 求 积 集 (k== 
0 时 为 有 限 集 , 也 称 可 求 积 集 ) 。 如 果 A4 除 了 一 个 H* 测度 
为 0 的 子 集 外 ,为 可 列 个 k 可 求 积 集合 覆盖 ， 就 称 A4 为 
《H*,k) 可 求 积 集 。 集 合 的 可 求 积 性 质 是 一 阶 光滑 流 形 的 
某 种 推广 。 事 实 上 ，4 为 (H*,k) 可 求 积 集合 的 充 要 条 件 
是 :除了 一 个 H* 测度 为 0 的 子 集 外 , 它 可 由 RF" 中 可 列 个 
C' 类 卡 维 子 流 形 所 覆盖 。 可 求 积 集合 的 这 种 描述 使 得 对 
于 它 的 构造 的 研究 ， 特 别 是 它 的 射影 性 质 的 研究 成 为 几 
何 测度 论 的 重要 内 容 。 在 A 不 含有 绕 测 度 大 于 0 的 k 
可 求 积 子 集 时 , 称 A 为 纯粹 (H4,K) 不 可 求 积 集合 。 

设 p: R"->R* 为 正 交 射 影 即 保持 内 积 不 变 的 线性 
映射 。 其 共 二 e 记 为 p*， 它 的 全 体 记 为 O*(n,k), 正 交 群 
O(n)=On,n) 通 过 右 乘 可 递 地 作用 在 O*(n,k) 上 。 这 个 
运算 在 O*(n,k) 上 诱导 出 唯一 的 不 变 测度 4*， 使 得 空间 
Ox(nsk) 关 于 0* 的 全 测度 等 于 1, 那么 当 A 为 (H*,k) 可 求 
积 集合 时 ,成 芯 
H*(A) 


= H(A a dO sk), 
[now fa AN pC yaty yao p)/pC nk) 


式 中 Bl(n，k)=TI(k+1)/2].TCCn 一 k 一 1)/2]/PCCn+ 
1)/2]"T[1/2]。 上 式 右边 即 为 4 的 积分 几何 测度 起, 它 先 
在 A 与 nk 维 仿 射 子 空间 p-'(y) 的 交集 上 积分 ,然后 让 
也 取 沉 所 有 正 交 射 影 。 因 此 这 个 式 子 反 应 了 (H*,k) 可 求 
积 集合 的 射影 性 质 。 这 是 求 平面 曲线 长 度 的 克 罗 夫 顿 广 
法 的 推广 ， 也 类 似 于 柯 西 寻求 凸 体 周 界面 积 的 方法 。 另 
一 方面 ,对 于 H* 测度 有 限 的 任何 博 雷 尔 集 B， 总 存在 博 
雷 尔 子 集 CCcB, 使 得 人 (C)=H*(C),R(B\C)=0, 且 B\C 
为 纯粹 (HK) 不 可 求 积 。 进 一 步 ,He(B)= Bt(B) 成 立 , 当 
且 仅 当 了 为 (He, K) 可 求 积 。 以 上 这 些 结果 首先 为 A. S。 
贝斯 尔 科 里 奇 对 平面 上 的 H' 测度 得 到 。1947 年 ，, H. 费 
德 雷 尔 证 明了 一 般 情形 。 

在 几何 测度 论 发 展 早期 就 知道 ,对 于 Re 中 每 个 勒 贝 
格 可 测 集 W 以 及 Re 到 Rs 的 李 普 希 区 映射 f， 有 面积 公式 

Teams) = | HW Nu) ddy), 
式 中 Jif(z) 为 了 的 雅 可 比 式 。 在 了 为 一 一 时 ， 右 边 的 积 
分 就 等 于 下 (成 W)), 因 此 对 于 ?可 求 积 集合 , 它 的 芭 测 
度 就 等 于 微分 几何 中 的 维 体积 。 利 用 映射 在 一 点 “ 近 
似 可 微 "这 个 概念 ， 可 以 将 这 个 公式 推广 到 RE 中 的 (H*， 
失 可 求 积 集合 。 但 在 世 W) 的 再 维 数 小 于 时 ,公式 反映 
的 信息 很 少 。1957 年 , 费 德 雷 尔 证 明 :对 每 个 李 普 希 蒋 遇 
射 二 Rn-> Rom>io 及 每 个 mm 可 测 集 W 成 立 余 面积 公式 ， 

roam=| mrnr' amc). 

La 


面积 公式 与 余 面积 公式 分 别 应 用 于 目标 空间 的 维 数 至 少 
为 n 与 至 多 为 n 的 情形 。 因 此 可 将 它们 看 成 是 对 偶 的 公 
式 , 余 面积 公式 也 已 被 推广 到 (H*,k) 可 求 积 集合 的 情形 。 
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这 些 公式 的 研究 使 得 人 们 了 解 到 ， 关 于 可 微 映射 的 积分 
变换 的 本 质 上 的 假定 在 于 对 这 个 映射 的 雅 可 比 式 秩 的 
限制 。 

密度 ”密度 与 近似 切 锥 是 描述 一 个 测度 局 部 行为 的 
两 个 重要 概念 。 对 于 拉 东 测度 "， 以 4 为 心 ,7 为 半径 的 
球 关于 "的 测度 与 osr* 的 比值 ,在 r>0 时 的 上 极限 与 
下 极限 分 别称 为 测度 v 在 a 点 的 k 维 上 密度 与 上 维 下 密 
度 。 二 者 相等 时 就 称 为 上 维 密度 G*(v, a)。 利 用 上 密度 可 
以 定义 集合 的 近似 切 锥 ， 它 何 时 成 为 向 量 空间 与 该 集合 
的 可 求 积 性 质 和 射影 性 质 有 着 深刻 的 联系 。 利 用 密度 定 
义 的 另 一 个 重要 概念 是 集合 在 一 点 的 外 法 线 。 当 集合 有 
光滑 边界 时 ,这 个 概念 非常 直观 ,在 一 般 情形 相当 复杂 。 

给 定点 集 @, 如 下 定义 新 的 测度 YL Q: 集合 G 关 于 
?7LQ@ 的 测度 ?YLQ(G)=?Y(@nG)。 集 合 4 在 一 点 b 的 
外 法 线 是 如 下 确定 的 一 个 单位 向 量 4=n(A,b), 当 @ 为 
过 b 点 且 以 4 为 法 向 的 超 平面 围 成 的 半空 间 (x 一 b).u> 
0 时 ,6"(u。L Qi1NA,b)=0,Q; 为 另 一 半空 间 (x 一 b)*w< 
0 时, 8B"(pn LQ:\A,b)~0。 这 个 概念 只 含有 点 集 4 关 于 
的 测度 论 行为 ,而 不 用 预先 知道 4 的 拓扑 结构 ,甚至 边 
界 的 概念 也 未 提 到 。 这 样 可 塑 的 概念 使 高 斯 -格林 公式 
推广 到 相当 一 般 的 程度 设 集合 ACR", 令 F={x:8" 
(snl R\A, x)=0), G={x:6"(pn L A,x)=0}, 如 果 对 
每 个 紧 集 KCR", I?"'(K\FUG)<oo, 那么 对 R" 上 有 紧 
集 的 每 个 李 普 希 茨 一 阶 向 量 场 外 成 立 


fie-nc Azra ics) -| aivtemamlo。 


另 一 方面 , 若 以 Bdry4 记 4 的 普通 边界 , 那么 在 对 Br 的 
每 个 紧 集 K, 都 有 也-'(K 由 BdryA)<oo 时 ， 上述 条 件 满 
足 ,从 而 推广 的 高 斯 -格林 公式 也 成 立 。 

整流 长 期 以 来 , 人 们 就 寻求 着 n 维 空间 中 "k 维 积 
分 区 域 ”的 分 析 与 拓扑 的 描述 。 这 个 概念 应 该 保留 微分 
流 形 的 光滑 性 与 整 系数 多 面体 链 的 组 合 性 质 所 带 来 的 好 
处 ,同时 为 满足 变 分 的 需要 ,这 类 区 域 应 具有 某 种 紧 致 性 
质 。 "整流 " 正 是 为 这 样 的 需要 而 产生 。 

设 U 为 R" 中 的 开 集 , 以 2"U) 记 紧 支 集落 在 U 内 的 
名 阶 光滑 微分 形式 全 体 。 多 "U) 上 的 线性 泛 函 称 为 m 维 、 
流 ,其 全 体 记 为 Bm(U)。 流 SE mn(U) 的 支 集 spt S 理解 
为 UU 内 的 最 小 相对 紧 子 集 C, 使 得 对 一 切 满足 sptpgCU\C 
的 PE J"U), 有 SC(p)=0。 流 这 个 概念 是 由 法 国 数学 家 
G.-W. 德 . 拉 姆 为 研究 窒 奇 理论 而 引入 的 。 由 于 一 个 曲 
面 决 定 于 对 定义 在 它 上 面 的 任意 mm 阶 光滑 微分 形式 的 积 
分 运算 .因此 m 维 几何 曲面 可 以 分 析 地 表示 成 一 个 流 , 特 
别 地 ,由 点 9,04,… ,am 生成 的 单纯 形 若 落 在 U 内 , 那么 
它 也 代表 一 个 流 。 这 种 流 的 整 系数 线性 组 合 ， 称 为 口中 
的 一 个 整 系数 多 面体 链 。 如 果 一 个 流 可 以 用 整 系数 多 面 
体 链 关 于 李 普 希 茨 映射 的 像 来 逼近 ,就 称 它 为 可 求 积 流 。 
利用 边缘 算 子 3 可 以 构成 新 的 流 98， 定义 为 338(9) 一 
S(dp)。 这 里 d 为 外 微分 运算 , 如 果 8 与 38 均 为 可 求 积 
流 ， 就 称 8 为 整流 。 例 如 每 个 一 维 整流 是 总 长 度 小 于 co 


的 有 限 多 条 单 弧 与 可 数 条 单 闭 弛 的 和 。R" 中 的 每 个 
维 整流 可 表示 成 Cer 人 es 人 … 人 en， pydmo， 其 中 en 


e，…， en 为 R" 的 切 空间 的 标准 基 ，4 为 使 得 推广 的 高 
斯 -格林 公式 成 立 的 勒 贝 格 可 测 集 . 当 1<m<n 时 ,FR" 中 
的 n 维 整流 是 相当 复杂 的 。 但 重要 的 是 ， 由 紧 支 集 在 同 
一 有 界 集 内 且 按 某 个 范 数 有 界 的 整流 组 成 的 集 是 紧 的 。 
正 是 这 一 点 形成 了 变 分 学 中 新 的 几何 方法 。 

如 果 流 S 可 以 表示 成 R+ar,R 和 了 都 是 可 求 积 流 ， 
就 称 8 为 整 平坦 链 。 利 用 边缘 算 子 可 以 建立 这 类 流 的 同 
调理 论 。 它 与 局 部 李 共 希 蒋 范 畸 内 的 、 整 系数 的 经 典 奇 
异同 调 论 同 构 。 但 对 于 积分 问题 ,相交 理论 等 ,这 种 链 群 
明显 地 优 于 奇异 链 群 因为 与 奇异 链 不 一 样 ,一 条 平坦 链 
与 其 分 虽 等 同 ,这 就 简化 了 循环 的 构造 ,并 得 到 较 好 的 实 
系数 上 循环 。 不 仅 如 此 ， 还 发 现 所 谓 的 等 周 不 等 式 不 仅 
对 经 典 的 微分 几何 中 某 些 特殊 情形 成 立 ， 而 且 对 这 种 同 
调 论 有 类 似 估计 ,这 就 将 代数 拓扑 与 测度 论 联系 起 来 了 。 

可 以 用 流 的 理论 来 研究 普 拉 托 问题 ， 存 在 性 定理 表 
明 极 小 曲面 总 是 一 个 m 维 局 部 可 求 积 流 ， 即 这 样 的 流 
SE 2m(U), 对 每 个 x*EU, 总 存在 紧 支 集 在 U 内 的 可 求 积 
流 R, 使 zEspt(S 一 R)。 曲 面 的 光滑 性 问题 就 是 sptS 的 
光滑 性 问题 。 若 acE sptS 存在 邻 域 VCR", 使 VnsptS 为 
C1 类 m 维 子 流 形 ,就 称 4 为 正则 点 ,否则 就 称奇 点 。 由 于 
几何 测度 论 的 发 展 ,使 高 维普 拉 托 问题 取得 重大 进展 。 当 
m6 时 极 小 曲面 是 光滑 的 , 在 mm 之 7 时 奇 点 集 的 HH 维 数 
不 超过 mm 一 7。 

类 似 于 局 部 可 求 积 流 , 可 以 定义 局 部 整流 ,局 部 整 平 
坦 流 。 后 者 与 流 形 上 分 析 中 的 实 解析 子 禾 与 复 解析 子 签 
有 十 分 密切 的 关系 。 

弱 可 信函 数 ” 又 称 有 界 变 差 函数 。R" 上 光滑 函数 的 
可 微 性 可 以 用 这 样 的 方法 来 刻画 ,对 于 R" 上 有 紧 支 集 的 
李 普 希 茨 向 量 场 ,成 立 


js， Dftxz))dum= | -fpavemam， 


但 是 右边 的 积分 并 不 一 定 要 求 了 光滑 ， 仅 要 求 了 局 部 几 
可 积 。 因 此 太 x) 的 这 个 线性 泛 函 可 以 看 成 f 的 测度 论 
意义 下 的 弱 微 分 ， 只 要 它 满足 里 斯 表示 定理 的 有 界 性 假 
定 。 这 种 了 称 作 弱 可 微 函数 。 开 集 品 上 的 弱 可 微 函 数 全 


体 记 为 BV(D), 则 BY(O) 按 郊 数 1fla+ | IDfldwm 形成 


巴 拿 赫 空间 。 弱 可 微 函 数 曾 在 各 种 场合 下 出 现 ， 首 先 在 
勒 贝 格 面积 论 ,而 后 在 偏 微 分 方程 论 中 ， 特别 地 , 它 是 极 
小 曲面 的 理论 中 的 有 力 工具 。 
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jihe duliang 

几何 度量 (geometric measure) 在 D. 希 尔 伯 
特 建立 的 欧 几 里 得 几何 的 公理 体系 ( 见 欧 几 里 得 几何 学 ) 
的 基础 上 ,线段 度量 的 理论 安排 在 连续 公理 之 后 ,是 以 结 
合 公理 ,顺序 公理 、 合同 公理 、 连续 公理 等 四 组 公理 为 理 
论 基础 而 进行 论述 的 。 关 于 线段 的 长 度 是 这 样 定义 的 : 

对 应 于 线 肥 AB, 且 具有 下 列 性 质 的 正 数 , 叫做 线 眉 
4B 的 长 度 , 记 作 PC4B)。 

@ 与 相等 的 线 肥 对 应 的 是 相等 的 正 数 , 即 如 果 线 段 

4B=4'B'， 那 么 p(AB)=p(A'B')。 

@ 如 果 B 是 线段 AC 上 一 点 ,对 应 于 线段 AB 和 
BC 的 正 数 的 和 必 等 于 对 应 于 AC 的 正 数 。 即 

p(AB)+ p(BC)=p(AC), 

由 此 定义 出 发 可 以 证 明 ， 作 为 线段 长 度 的 正 数 是 存 
在 的 ;当选 定 了 单位 长 度 ,也 就 是 选 定 了 对 应 于 正 数 1 的 
线段 后 ,作为 每 一 线段 长 度 的 正 数 是 唯一 的 。 

而 且 还 明确 了 ， 如 果 在 射线 Ox 上 顺 次 截取 线段 


OP,= PiP;=P:P,=…=PoiPs=…， 且 P(OPD)=1 时 ， 
pP(OP:)、P(OP,)、…、P(OPn)、… 必 须 上 且 仅 须 顺 次 为 2、 
3、 nm (图 1)。 
Pp 
OP PP PP Ly 和 


图 1 线 用 长 度 的 度量 


以 连续 公理 中 的 阿 基 米 德 公理 为 主要 论据 ， 可 以 证 
明 ， 选 定 了 P(OPJ)= 1 之 后 ， 对 应 于 射线 上 任意 线段 
OP, 必 有 且 仅 有 一 个 正 实数 k 存在 , 使 得 p(OP)=k。 

以 连续 公理 中 的 康 托 尔 公理 为 主要 论据 ,可 以 证 明 ， 
选 定 了 (OP,)= 1 之 后 ， 对 应 于 给 定 的 正 实数 k， 射 线 
Ox 上 必 有 且 仅 有 一 点 了 存在 ,使 得 C(OP) 一 k。 

关于 角 的 度量 问题 的 论述 , 均 仿 此 。 

关于 简单 多 边 形 的 面积 的 定义 是 ， 

对 应 于 一 个 简单 多 边 形 , 且 具 有 下 列 性 质 的 正 数 , 叫 
做 这 个 多 边 形 的 面积 。 

@ 与 合同 的 多 边 形 对 应 的 是 相等 的 正 数 。 

@ 两 多 边 形 之 和 的 面积 等 于 两 多 边 形 面积 的 和 。 

如 果 以 长 度 单位 为 一 边 的 正方 形 为 面积 单位 ， 那 么 
边 长 为 有 理 数 的 矩形 的 面积 就 是 它 能 分 割 成 面积 单位 的 


个 数 ， 因 而 等 于 两 边 长 度 之 积 。 对 边 长 为 无 理 数 的 矩形 , 


的 面积 ,可 在 此 基础 上 用 极限 来 解决 ,其 理论 如 下 ， 
设 和 矩形 4BCD pb, 
的 边 长 4B、 BC 都 “ 


是 无 理 数 ， 以 长 度 4 | FE 
单位 度量 BA 和 | | 

BC, 分 别 量 至 BA,、 EE | | 
BA,(BA! <BA< 
| | 


BA,); BC,、 BC, | 
(BC,< BC < BC,) GC 
(图 2)。 图 2 炬 形 面积 的 度量 


分 别 以 BA 和 BC4、B4: 和 BC: 为 边 完成 矩形 
BCID, 和 4:BC:D:, 设 矩形 ABCiD, 和 4:BC:D: 分 别 
分 割 为 m 和 m+n 个 面积 单位 ( 设 为 x)。 那么 
mu<ABCD<(m+n)u, 


如 果 以 长 度 单位 二 (不 失 一 般 性 设 为 让 ) 为 一 边 完成 


正方 形 '， 则 ww 一 了 254 而 以 该 单位 长 度 的 测度 量 BA 
和 BC, 分 别 量 至 BA; 和 BA;, 即 BA'<BA<BA;; BC; 和 
BC;, 即 BC!<BC<BCi( 图 中 没 画 出 ); 且 以 B4: 和 BC:、 
和 BC; 完了 和 形 人 BCiD; 和 人 BCIDi。 关 设 两 和 形 
分 别 分 割 为 m 和 mi+ 症 个 ww 即 蕊 5 和 到 证 sw 
导入"<ABcD< 人 tr 


仿 此 ， 依 原 长 度 单位 的 了 5、 了 了 000、… 


连同 所 得 两 不 等 式 , 便 得 到 ， 
mu<ABCD<(m+n).u, 


顺 次 进行 ， 


.<4BCD< 站 让 


100 “Ys» 
90 “Wu<ABCD < Ted u, 
显然 , m， 了 了 ， 了 0055。，… 为 一 无 穷 递增 数列 ; 而 
本 mb 到 让， 中 旺 ，…, 为 一 无 穷 递 次数 列 。 它 们 相 


当 项 之 差 为 ，n, 了 05 ， 了 的 5 ,此 数列 的 极限 为 0。 因 


而 前 两 数列 有 相同 的 极限 ,这 样 ,就 以 此 极限 定义 为 矩形 
的 面积 。 依 此 可 证 矩形 的 面积 等 于 其 两 邻 边 长 度 之 积 。 

关于 加 局 长 度 与 四 面积 ， 在 初等 几何 中 是 这 样 来 定 
义 的 ;由 于 一 个 贺 的 内 接 正 % 边 形 和 外 切 正 n 形 , 当 边 数 
无 限 倍增 时 ， 一 系列 的 内 接 正 多 边 形 的 周 的 长 度 构成 一 
无 穷 递增 数列 ， 一 系列 的 外 切 正 多 边 形 的 周 的 长 度 构成 
一 无 穷 递 缩 数列 ,这 两 数列 有 相同 的 极限 。 这 样 ,就 以 此 
极限 定义 为 圆周 长 度 。 

同样 ， 两 系列 的 多 边 形 的 面积 也 分 别 构成 一 无 穷 递 
增 数列 和 一 无 穷 递 缩 数列 。 这 两 数列 也 有 相同 极限 。 这 
样 ,就 以 此 极限 定义 为 加 的 面积 。 

根据 上 述 定义 ,可 证 明 圆周 长 度 C= 2rr; 加 面积 S= 
mr? 式 中 7 为 圆 的 半径 ;x 为 国 周 率 。 

关于 简单 多 面体 体积 的 论述 ， 均 仿 简单 多 边 形 面积 
的 论述 。 

关于 球 的 表面 积 和 体积 的 论述 ， 均 仿 圆周 长 度 和 面 
积 的 论述 。 ( 钟 善 基 ) 


Jihe gulhuo 

几何 规划 〈geometric programming) ”一 类 
特殊 的 非 线性 规划 。20 世纪 60 年 代 起 ,从 工程 设计 费用 
340 


最 小 化 问题 的 研究 中 ， 发 展 了 这 类 特殊 非 线性 规划 的 处 
理 方法 。 这 类 特殊 规划 的 研究 中 ， 几 何平 均 不 等 式 有 着 
根本 的 作用 ,因而 称 之 为 几何 规划 。 它 在 化 学 和 机 械 , 土 
木 ,电气 、 核 工程 以 及 管理 科学 等 方面 有 许多 应 用 。 

广 又 几何 平均 不 等 式 ” 设 刀 = (maz) 与 0 一 
《wisw,，…swn)"(' 表 示 转 置 ) 都 是 了 维 向 量 ,并 且 v>0 
与 z>0， 亦 即 它们 的 分 量 分 别 都 为 正 与 非 负 , 则 有 


(ao) > ) we © 
式 中 必 加， 而 当 邮 = 0 时 ww 定义 为 1 又 ; 当 且 
仅 当 


Wr 
时 ，(1) 中 的 等 号 成 立 。 特 别 当 wi=ws=…=wn=1/T 
时 ,(1) 就 是 熟知 的 几何 平均 -算术 平均 不 等 式 
主 训 o> 起 we 

以 上 两 个 不 等 式 的 意义 在 于 把 不 等 式 左 方 若干 项 的 
和 与 右 方 若干 因子 的 杷 积 相 联 系 。 在 许多 实际 问题 中 ， 
需要 最 小 化 的 目标 函数 (例如 工程 费用 ) 常 常 可 以 写成 若 
干 项 之 和 ,根据 广义 几何 平均 不 等 式 , 它 绝 不 小 于 某 些 因 
子 的 乘积 .在 某 些 情况 下 , 通过 适当 选取 zol， ws，*… ,wn， 
可 使 这 一 配 积 变 成 一 个 与 决策 变量 无 关 的 常数 ， 所 选取 
的 w,, 即 为 使 目标 函数 等 于 这 一 下 界 ( 此 时 也 是 最 小 值 ) 
的 决策 变量 数值 ， 也 就 是 问题 的 最 优 解 。 这 就 是 早期 几 


何 规划 的 常用 方法 。 
正 项 式 与 正 项 几何 规划 形 如 
gx)= Sor ey (3) 
Ed 


的 有 正 变 向 量 z= (x x,,…，xw)'>0 的 函数 称 为 正 项 
式 , 其 中 系数 c, 必须 为 正 , 而 指数 ,on=1,2,…,N) 可 
为 任意 实数 。 

人 们 最 初 研究 的 几何 规划 是 正 项 几何 规划 ， 即 有 正 
变 向 量 z>0 的 ,目标 函数 和 约束 函数 都 是 正 项 式 的 非 线 
性 规划 


min gu(z)， 
S.t, gn(z)<1 (m=1,2,,M), (4) 
x>0, 
2 
式 中 gn(z)= 们 cm II ZW (m=0,1,…,M) 都 是 正 
Ca 


项 式 。 

一 般 地 , 正 项 式 (3) 未 必 是 z 的 凸 函数 , 所 以 正 项 几 
何 规划 (4) 一 般 不 是 凸 规划 , 但 是 通过 变换 zs=1nxs(n= 
1,2,…,NN) 可 将 9(z) 化 成 2 的 凸 函 数 。 因 此 尽管 正 项 几 
何 规划 不 一 定 是 凸 规划 ， 但 它 具 有 凸 规划 所 有 的 优良 性 
质 : 它 的 任何 局 部 极 小 点 一 定 也 是 它 的 整体 极 小 点 。 

对 偶 规划 记 


可 
Vm(X)= cm IT mtny 


于 是 ,gn(z)= 加 wo(), 由 此 及 (1) 可 知 ,对 于 任何 to 


(Wors Wess 


ouru)" 关 0, 都 有 


sWoros Wits 10lasv tpl Wa ty， 


gm(z)em6>> (ee 


Vm(T) em 
Go 


om0 ， (5) 


式 中 wno= 护 wmm=0,1,…,MD。 特 别 ,如 果 取 岂 合 


之 满足 woo=1 及 包 rm 0 (n=1,2,…5N), 则 
由 (5) 及 gn(x)<<1 (m=1,2,…,M), 可 知 
co> 站 大 (各 站 w 四 


(6) 的 右 方 与 zx 无关, 记 为 4(w); 又 , 当 别 仅 当 
a 9 wet (m=0; t=1,2,,7,), 
™ lvnovm(T) (m#0; t=1,2,.,Tn), 
成 立时 ,go(z) 与 d(w) 相 等 。 称 
max d(w), 
s.t, wo=l, 


(7) 


多 加 -now (Cn 一 1,2N)， (8) 


i 
w>0 

为 正 项 几何 规划 (4) 的 对 偶 规划 。 因 为 Ind(w) 是 ww 的 凹 
函数 ,所 以 对 偶 规划 (8) 的 任何 局 部 极 大 点 也 是 它 的 整体 
极 大 点 。 由 (6) 可 知 ， 对 于 正 项 几何 规划 (4) 与 对 偶 规划 
《8) 的 任何 一 对 可 行 解 z 与 w，(4) 的 目标 函数 值 绝 不 小 
于 (8) 的 目标 函数 值 ， 并 且 当 且 仅 当 (7) 式 成 立时 ， 这 两 
个 规划 的 目标 函数 值 才 相等 ， 这 时 z 与 妈 分 别 是 《4) 与 
(8) 的 最 优 解 。 

对 偶 定理 设 正 项 几何 规划 (4) 有 满足 gn(x)<1 
《m=1,2,…,M) 的 可 行 解 并 且 有 最 优 解 , 则 对 偶 规划 (8》 
也 有 最 优 解 ,并 且 这 两 个 规划 的 最 优 值 相 等 。 

对 偶 定 理 的 假设 条 件 之 一 是 (4) 有 最 优 解 。 但 是 在 
什么 情况 下 (4) 一 定 有 最 优 解 呢 ?可 作 如 下 的 回答 ， 

若 (4) 有 可 行 解 而 (8) 有 分 量 全 为 正 的 可 行 解 ， 则 正 
项 几何 规划 (4) 必 有 最 优 解 。 

由 于 对 偶 规划 只 有 线性 约束 条 件 ， 特 别 对 于 某 些 特 
殊 情 形 ,例如 当 出 现在 各 个 gm(z) (m=0,1,…,M) 中 的 
项 数 总 和 为 7。 正好 比 变量 个 数 N 多 1 时 ， 对 偶 规 划 只 
有 唯一 的 ,可 以 通过 解 线性 方程 组 得 到 的 可 行 解 ,所 以 相 
对 而 言 ， 对 偶 规划 的 求解 似乎 应 当 容易 些 。 在 实际 应 用 
中 ,以 对 偶 定理 为 基础 ,往往 先 设法 求 出 对 偶 规划 的 最 优 
解 w*, 然后 通过 求解 与 (7) 等 价 的 、 以 jnzx 为 变量 的 线 
性 方程 组 

rn ln 
be 
In(wt,d(w*)/cos) (m=03t=1,2,°°",T,) 


(9) 
《由头 0408 夫 0 一 1 2，…Ta) 


几 


来 获得 正 项 几何 规划 (4) 的 最 优 解 。 因 为 d(tos) 一 
go(z*)， 所 以 由 (7) 或 (9) 中 的 第 一 式 可 知 ， tw 实际 意味 
着 wa(z) 在 正 项 几何 规划 目标 函数 go(x) 中 所 占 的 最 优 
比例 。 

近 十 多 年 来 ， 除 了 正 项 几何 规划 外 ， 对 于 容许 系数 
cm 为 负 的 符号 几何 规划 ,出现 反 向 约束 不 等 式 gn() 之 1 
的 反 向 几何 规划 以 及 gn(x) 是 两 个 正 项 式 的 商 的 补 几何 
规划 ,也 有 了 不 少 的 研究 , 特别 是 E. L. 彼得 森 的 工作 扩 
大 了 几何 规划 的 研究 范围 。 
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( 闫 方 ) 
Jihe Jichu 
《几何 基础 》 (Grundlangen der Geometrie) 
见 硕 尔 伯 特 ,DD.。 
Jihexue 
几何 学 (geometry) 数学 中 最 古老 的 一 门 分 


科 。 据 说 是 起 源 于 古 埃及 尼罗河 泛滥 后 为 整修 土地 而 产 
生 的 测量 法 ， 它 的 外 国语 名 称 geometry 就 是 由 geo ( 土 
地 ) 与 metry (测量 ) 组 成 的 。 泰 勒 斯 曾经 利用 两 三 角形 
的 等 同性 质 ， 做 了 间接 的 测量 工作 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 则 
以 勾 股 定理 等 著名 。 在 中 国 古代 早 有 勾 股 测量 ， 汉 朝 人 
撰写 的 k 周 垢 算 经 ?的 第 一 章 叙 述 了 西周 开国 时 期 〈 约 公 
元 前 1000) 周 公 姬 旦 同 商 高 的 问答 ,讨论 用 矩 测 量 的 
方法 ,得 出 了 著名 的 勾 股 定律 ,并 举 出 了 “ 勾 三 、 股 四 、 弦 
五 "的 例子 。 在 埃及 产生 的 几何 学 传 到 希腊 ,然后 逐步 发 
展 起 来 而 变 为 理论 的 数学 。 哲 学 家 柏拉图 (公元 前 429 一 
前 348 ) 对 几何 学 作 了 深奥 的 探讨 ,确立 起 今天 几何 学 中 
的 定义 ,公设 公理、 定理 等 概念 ， 而 且 树立 了 哲学 与 数 
学 中 的 分 析 法 与 综合 法 的 概念 。 此 外 ,梅内 克 缪 斯 ( 约 公 
元 前 340) 已 经 有 了 圆锥 曲线 的 概念 。 

希腊 文化 以 柏拉图 学 派 的 时 代为 顶峰 ， 以 后 逐渐 衰 
落 , 而 埃及 的 亚历山大 学 派 则 渐渐 繁荣 起 来 , 它 长 时 间 成 
了 文化 的 中 心 。 欧 几 里 得 把 至 希腊 时 代为 止 所 得 到 的 数 
学 知识 集 其 大 成 , 编 成 十 三 卷 的 《几何 原本 》, 这 就 是 直到 
今天 仍 广泛 地 作为 几何 学 的 教科 书 使 用 下 来 的 欧 几 里 得 
几何 学 (简称 欧 氏 几何 )。 徐 光 启 于 1606 年 翻译 了 《几何 原 
本 ?前 六 卷 , 至 1847 年 李 善 兰 才 把 其 余 七 卷 译 完 。“ 儿 何 ” 
与 其 说 是 geo 的 音译 ， 毋 宁 解 释 为 "大 小 "较为 妥当 。 诚 
然 ， 现 代 几何 学 是 有 关 图 形 的 一 门 数学 分 科 ， 但 是 在 希 
腊 时 代 则 代表 了 数学 的 全 部 。 欧 几 里 得 在 《几何 原本 ?中 
首先 令 述 了 一 些 定义 ,然后 提出 五 个 公设 和 五 个 公理 。 其 
中 第 五 公设 尤为 著名 ， 如 果 两 直线 和 第 三 直线 相交 而 且 
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在 同一 侧 所 构成 的 两 个 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 那 么 
这 两 直线 向 这 一 侧 适当 延长 后 一 定 相交 。《 几 何 原 本 》 中 
的 公理 系统 虽然 不 能 说 是 那么 完备 ， 但 它 恰恰 成 了 现代 
几何 学 基础 论 的 先驱 。 直 到 19 世纪 末 ,D. 希 尔 伯 特 才 建 
立 了 严密 的 欧 氏 几何 公理 体系 。 

第 五 公设 和 其 余 公设 相 比 较 , 内 容 显得 复杂 ,于 是 引 
起 后 来 人 们 的 注意 ,但 用 其 余 公设 来 推导 它 的 企图 ,都 失 
败 了 。 这 个 公设 等 价 于 下 述 的 公设 :在 平面 上 ， 过 一 直 
线 外 的 一 点 可 引 一 条 而 且 只 有 一 条 和 这 直线 不 相交 的 直 
线 ,H. H. 罗 巴 切 夫 斯 基 和 J. 波 尔 约 独立 地 创建 了 一 种 
新 几何 学 ， 其 中 扬弃 了 第 五 公设 而 代 之 以 另 一 公设 ,在 
平面 上 ， 过 一 直线 外 的 一 点 可 引 无 限 条 和 这 直线 不 相交 
的 直线 。 这 样 创建 起 来 的 无 矛盾 的 几何 学 称 为 双 曲 的 非 
欧 几 里 得 几何 。B. 森 受 则 把 第 五 公设 换 作 “在 平面 上， 
过 一 直线 外 的 一 点 所 引 的 任何 直线 一 定 和 这 直线 相交 ”， 
这 样 创建 的 无 蔬 盾 的 几何 学 称 椭圆 的 非 欧 几 里 得 几何 。 

在 文艺 复兴 以 后 的 欧洲 ， 代 数学 由 于 受到 阿拉 伯 的 
影响 而 迅速 发 展 。 另 一 方面 ,17 世 纪 以 后 ,数学 分 析 的 发 
展 非常 显著 。 因 此 ， 几 何 学 也 摆脱 了 和 代数 学 相隔 离 的 
状态 。 正 如 了, 莉 卡 儿 在 其 名 著 《 几 何 学 》 中 所 说 的 一 样 ， 
数 与 图 形 之 间 存 在 着 密切 的 关系 ,在 空间 设立 坐标 ,而 且 
以 数 与 数 之 间 关系 来 表示 图 形 ; 反 过 来 ,可 把 图 形 表示 成 
为 数 与 数 之 间 的 关系 。 这 样 ， 按 照 坐 标 把 图 形 改 成 数 与 
数 之 间 的 关系 问题 而 对 之 进行 处 理 ， 这 个 方法 称 为 解析 
儿 何 。 思 格 斯 在 其 《自然 辩证 法 》 中 高 度 评价 了 第 卡 儿 的 
工作 ， 他 指出 ，“ 数 学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 ,有 了 
变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 数学 ,有 
了 变数 ,微分 和 积分 也 就 成 为 必要 的 了 ,……" 事 实 上 , 币 
卡 儿 的 思想 为 17 世纪 数学 分 析 的 发 展 提供 了 有 力 的 基 
础 。 到 了 18 世纪 ， 解析 几何 由 于 工 . 网 拉 等 人 的 开拓 得 
到 迅速 的 发 展 ， 连 希腊 时 代 的 阿波 罗 尼 奥 斯 ( 约 公元 前 
262 一 约 前 190) 等 人 探讨 过 的 贺 锥 曲线 论 ， 也 重新 被 看 
成 为 二 次 曲线 论 而 加 以 代数 地 整理 。 另 外 ,18 世纪 中 发 
展 起 来 的 数学 分 析 反 过 来 又 被 应 用 到 几何 学 中 去 ， 在 该 
世纪 末期 ，G. 莹 日 首创 了 数学 分 析 对 于 几何 的 应 用 , 而 
成 为 微分 几何 的 先驱 者 。 

如 上 所 述 ， 用 解析 几何 的 方法 可 以 讨论 许多 几何 问 
题 。 但 是 不 能 说 ， 这 对 于 所 有 问题 都 是 最 适用 的 。 同 解 
析 几 何方 法 相对 立 的 ,有 综合 几何 或 纯粹 几何 方法 , 它 是 
不 用 坐标 而 直接 考察 图 形 的 方法 ， 欧 几 里 得 几何 本 来 就 
是 如 此 。 射 影 几 何 是 在 这 思想 方法 指导 下 的 产物 。 早 在 
文艺 复兴 时 期 的 意大利 盛行 而 且 发 展 了 造型 美术 ,与 它 
随 伴 而 来 的 有 所 谓 透 视图 法 的 研究 ， 当 时 有 过 许多 人 包 
括 达 ' 芬 奇 在 内 把 这 个 透视 图 法 作为 实用 几何 进行 了 研 
究 。 从 17 世纪 起 ，G. 健 扎 格 、B. 帕斯卡 把 这 个 透视 图 
法 加 以 推广 和 发 展 ， 从 而 英 定 了 射影 几何 。 分 别 以 他 们 
命名 的 两 个 定理 ， 成 了 射影 几何 的 基础 。 其 一 是 德 扎 格 
定理 ， 如 果 平 面 上 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 相 会 于 
一 点 ， 那 么 它们 的 对 应 边 的 交点 在 一 直线 上 ， 而 且 反 过 
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来 也 成 立 。 其 二 是 帕斯卡 定理 ， 如 果 一 个 六 角形 的 顶点 
在 同一 圆锥 曲线 上 ， 那 么 它 的 三 对 对 边 的 交点 在 同一 直 
线 上 ;而 且 反 过 来 也 成 立 。18 世纪 以 后 , J.-V. 彭 赛 列 、 
Z. N. M. 嘉 诺 、 丁 施 系 纳 等 完成 了 这 门 几何 学 。 

按照 解析 几何 的 方法 ,平面 和 普通 空间 可 以 分 别 表 
示 成 二 维和 三 维 欧 几 里 得 空间 (简称 欧 氏 空间 ) EF? 和 FE?。 
为 了 一 般 化 这 些 空间 , 用 ”个 实数 的 序列 (zy za yzn) 
定义 一 点 , 而 且 定 义 两 点 (ziyza，…zn) 和 (gas yn) 
间 的 距离 为 MO 一 ?二 (一 Xe) 十 … 十 (Un 一 Xm) 这 
样 定义 起 来 的 是 n 维 欧 氏 空间 E*。 研究 E?、E? 的 图 形 的 
学 科 ，, 分 别称 为 平面 几何 和 立体 几何 。 同 样 , 关 于 射影 几 
何 和 非 欧 几何 也 可 把 它们 扩大 为 n 维 射影 空间 和 维 非 
欧 空间 。 对 于 上 述 的 各 种 几何 学 如 何 进行 分 类 ,是 了 . 克 
菜 国 在 其 埃 尔 朗 根 规划 ( 见 埃 尔 期 根 纲领 ) 中 所 提出 的 问 
题 ， 他 把 几何 学 和 群 论 联系 起 来 。 这 个 思想 大 致 如 下 ， 

设 {P} 是 某 一 集合 ,P 是 它 的 代表 元 素 , 称 为 点 ,G 是 
这 集合 的 一 对 一 的 可 递 变换 群 。 群 G 给 予 {P) 中 的 图 形 
《 即 点 组 ) 以 一 个 分 类 法 ,就 是 ,对 于 两 个 图 形 , 当 且 仅 当 G 
中 有 一 个 变换 使 其 一 个 图 形变 为 另 一 图 形 时 ， 这 两 个 图 
形 属于 同一 类 ;并 称 这 两 个 图 形 为 等 价 或 重合 图 形 。 由 于 
G 是 可 逆 群 ,等 价 关 系 也 是 可 逆 的 , 即 :如 果 对 于 三 个 图 形 
多 958, 其 中 9 与 9 等 价 , 且 ,与 9 等 价 ,那么 9 
与 更 也 等 价 。 在 点 集 {(P} 具 有 这 样 分 类 的 基础 上 , 把 这 
个 分 类 看 作 点 集 {P} 的 结构 ， 那 么 {P} 是 一 个 空间 , 且 G 
是 它 的 自 同 构 群 ( 见 群 )。 凡 同一 类 里 的 一 切 图 形 所 共有 
的 任何 性 质 , 称 为 关于 G 的 不 变性 质 ,而 且 有 时 把 关于 GG 
的 不 变性 质 的 研究 取 为 这 空间 的 几何 学 的 特征 ， 也 就 是 
把 群 G 的 不 变量 理论 取 为 这 空间 的 几何 学 的 特征 。 这 种 
分 类 法 给 出 了 一 种 几何 学 的 定义 ,或 者 说 ;有 了 一 个 可 递 
变换 群 G， 就 有 一 种 隶属 于 G 的 几何 学 ， 即 克 莱 因 几何 
学 。 技 照 所 取 的 变换 群 为 运动 群 、 仿 射 变换 群 、 射 影 变 
换 群 、 共 形变 换 群 之 不 同 ， 隶 属于 各 群 的 几何 学 分 别 是 
欧 几 里 得 几何 学 、 仿 射 几 休学、 射影 几何 学 和 共 形 几何 
学 。 非 软 几何 则 被 包括 在 特殊 的 射影 几何 之 中 。 在 克 革 
因 分 类 法 下 ,一 对 一 的 连续 变换 群 所 隶属 的 几何 学 ,过 去 
被 称 为 位 置 分 析 ， 现 在 已 经 独立 发 展 为 拓 朴 学 。 另 一 方 
面 ,射影 空间 中 由 代数 多 项 式 定义 的 曲线 ,曲面 以 至 于 一 
般 的 代数 筑 也 成 为 长 期 的 ,重要 的 研究 对 象 , 于 是 形成 了 
代数 几何 。 

18 世 纪 以 后 ,微分 几何 学 逐步 形成 为 一 门 数 学 分 科 ， 
对 它 作出 最 大 贡献 的 是 C.F. 高 斯 。 他 特别 地 奠定 了 曲 
面 论 的 基础 ,其 中 曲面 上 的 几何 尤为 突出 ,意大利 数学 家 
下 贝尔 特 拉 来 应 用 高 斯 - 博 内 公式 ( 见 曲面 ) 到 负 常 数 
高 斯 曲率 的 曲面 ( 即 拟 球 ) 上 ， 从 此 作出 了 著名 的 非 欧 几 
何 的 模型 。 法 国 数学 家 HH. 庞 加 菜 把 欧 氏 上 半 平 面 看 作 
一 个 有 特定 线 素 ( 度 规 ) 的 “曲面 "， 而 且 以 曲面 上 的 几何 
实现 了 非 欧 几 何 的 庞 加 莱 模 型 。 这 样 ， 长 期 间 成 了 人 们 
疑问 的 非 爽 几何 真 假 问题 ， 至 此 得 到 完全 解决 。 微 分 几 
何在 古典 意义 下 是 研究 玉 、P 的 曲线 、 曲面 等 图 形 的 局 


部 性 质 的 一 门 分 科 ， 按 照 克 莱 因 分 类 法 该 是 隶属 于 运动 
群 的 几何 。 当 采取 另 一 个 变换 群 时 ,可 造 出 另外 的 微分 几 
何 。20 世 纪 20 年 代 ,以 G. 富 比 尼 为 首 的 意大利 学 派 创建 
了 射影 概 分 几何 学 ,以 W,J.E. 布 拉 施 克 为 首 的 汉堡 学 派 
创建 了 仿 射 机 分 几何 学 、 共 形 微分 几何 等 , 后 来 ,法 国 的 
辫 囊 当 、 中 国 的 苏 步 青 等 改善 并 丰富 了 这 方面 的 内 容 。 

高 斯 的 曲面 论 经 过 他 的 学 生 黎 曼 的 拓 广 ,发展 为 # 
维 黎 蝎 几 何 学 ， 其 中 包含 着 非 克 莱 因 几何 学 的 成 分 。 
它 经 过 一 些 数学 家 ， 如 EE. B. 交 里 斯 托 费 尔 、G. 里 奇 、 
人 T. 列 维 - 齐 维 塔 等 的 努力 ,得 到 很 大 的 发 展 。 自 从 爱 因 斯 
坦 将 它 应 用 到 广义 相对 论 以 来 ， 特 别 引 起 了 学 术 界 的 注 
目 。 开 始 时 ， 张 重 分 析 是 黎 曼 几何 学 的 主要 工具 , 名 嘉 
当 引进 了 外 微分 形式 和 活动 标 架 法 ,使 它 有 了 新 的 面目 。 
在 繁昌 空间 的 各 点 设想 一 个 切 欧 氏 空间 ， 并 对 二 邻近 空 
间 赋 予 等 度量 的 对 应 ， 便 构成 欧 氏 联络 。 同 克 莱 因 几何 
相 类 似 ， 当 考察 一 个 维 空间 而 来 用 仿 射 联络 时 ， 便 获 
得 A. S. 爱 丁 顿 的 仿 射 联络 空间 ， 当 把 仿 射 联络 换 作 射 
影 联络 时 , 便 有 外 尔 几何 ! 当 共 形 联络 被 采用 时 ， 便 得 到 
共 形 联络 空间 几何 ， 等 等 。 上 述 几 种 作为 黎 曼 几何 拓 广 
的 几何 学 ,也 是 从 相对 论 的 需要 产生 的 。20 世 纪 以 来 ,从 
黎 曼 几 何 还 产生 了 更 一 般 的 以 曲线 长 度 积分 为 基础 的 芬 
斯 拉 空 间 几 何 , 以 超 曲面 面积 积分 为 基础 的 守 当 空间 ,以 
二 阶 微分 方程 组 为 基础 的 道路 空间 和 K 展 空间 的 几何 
学 ,通称 一 般 空间 微分 几何 。 从 30 年 代 后 期 开始 ,中 国 苏 
步 青 、 严 志 达 、 谷 超 豪 等 先后 对 于 一 盘 空 间 徽 分 几何 学 的 
发 展 ,作出 了 许多 重要 贡献 。 

上 述 各 种 微分 几何 ， 主 要 是 以 图 形 和 空间 的 局 部 为 
着 眼 点 而 开展 的 局 部 微分 几何 ， 即 属于 古典 范畴 的 数学 
分 科 。 今 天 ， 几 何 学 和 数学 的 其 他 领域 的 相互 渗透 更 为 
深入 了 , 它 与 代数 学 ,数学 分 析 之 间 有 许多 公共 的 研究 领 
域 。 与 局 部 微分 几何 不 相同 ， 对 所 给 定 的 图 形 或 空间 研 
究 其 整体 的 性 质 ， 即 所 谓 大 域 的 性 质 ， 这 个 分 科 称 整体 
微分 几何 。 20 世纪 20 年 代 , 布 拉 施 克 在 卵 形 线 和 卵 形 面 
的 研究 中 ， 最 初 强调 了 现代 微分 几何 必须 以 探讨 微分 几 
何 的 (局 部 的 ) 性 质 与 大 域 的 性 质 间 的 联系 为 目标 ,例如 ， 
康 .福生 关于 卵 形 面 刚性 的 研究 属于 这 个 范畴 ,此 外 ， 还 
有 关于 测 地 线 、 极 小 曲面 的 研究 等 等 。 黎 曼 几 何 被 看 成 为 
一 个 具有 非 退 化 的 二 次 微分 形式 的 微分 流 形 ， 获 得 了 显 
著 的 进展 。H. 窒 普 夫 等 在 20 世纪 20 年 代 对 黎 曼 流 形 的 
微分 几何 结构 和 拓扑 结构 的 联系 问题 作 了 研究 。 随 着 微 
分 流 形 概念 的 逐步 明确 化 、 帮 群 的 整体 理论 的 进展 和 拓 
扑 学 的 发 展 ,1944 年 陈省身 发 展 了 纤维 从 的 理论 ,不 仅 用 
之 证 明了 高 维 黎 曼 流 形 上 的 高 斯 - 博 内 公式 ,而 且 提 出 了 
复 流 形 上 的 陈 示 性 类 ， 对 于 微分 几何 学 、 代 数 几 何 、 多 复 
变 函 数论 有 重要 影响 。W.V.D. 稚 奇 创立 了 调和 积分 论 ， 
是 德 - 拉 姆 上 同调 论 的 进一步 发 展 。 根据 1950 年 C. 埃 
雷 斯 曼 的 研究 ， 以 G 为 基本 群 的 联络 几何 可 以 被 看 成 是 
一 个 微分 流 形 M 上 的 这 样 的 一 次 微分 形式 ,这 种 一 次 
微分 形式 就 是 M 上 以 G 为 构造 群 的 纤维 从 上 的 所 谓 联络 


形式 。 这 样 ,整体 微分 几何 在 与 李 群 ,拓扑 学 乃至 古典 微 
分 几何 、 变 分 学 微分 形式 论 .代数 几何 ,多 复 变 函 数论 等 
许多 分 科 的 联系 下 ,大 幅度 地 发 展 起 来 ,在 中 国 继 老 一 右 
几何 学 家 之 后 ， 又 出 现 了 一 批 研究 者 活跃 在 现代 微分 几 
何 这 一 领域 里 。 近 年 来 ， 以 偏 微分 方程 和 非 线性 分 析 为 
工具 来 研究 整体 微分 几何 已 成 为 一 个 重要 的 研究 方向 ， 
丘成桐 就 是 一 个 代表 人 物 , 他 在 这 方面 的 研究 于 1983 年 
获 费 尔 兹 奖 。 

近 十 年 来 国际 上 已 将 微分 几何 应 用 到 工业 制造 和 
理论 物理 中 去 。 苏 步 青 自 1976 年 以 来 ,也 把 代数 
曲线 的 仿 射 不 变 理论 用 于 计算 几何 ， 为 这 个 领域 提供 理 
论 基础 并 引出 一 些 研究 ,其 中 部 分 结果 已 经 在 造船 .航空 
和 汽车 工业 中 得 到 应 用 。 吴 大 任 、 严 志 达 研究 了 齿轮 的 
原理 。 在 理论 物理 学 中 ， 微 分 几何 对 于 规范 场 理论 发 挥 
了 重要 的 作用 ,中 国 的 谷 超 豪 , 胡 和 生 等 也 作出 了 系统 的 
成 果 。 《 苏 步 青 ) 


Jihe Yuonben 
《几何 原本 》 (Elements) ”简称 《原本 》, 古 希腊 
数学 家 欧 几 里 得 所 著 。 这 是 一 部 划时代 的 著作 ,是 最 早 用 
公理 法 建立 起 演绎 数学 体系 的 典范 。 古 希腊 数学 的 基本 
精神 ,是 从 少数 的 几 个 原始 假定 (定义 ,公设 ,公理 ) 出 发 ， 
通过 逻辑 推理 ,得 到 一 系列 命题 。 这 种 精神 ,充分 体现 在 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 。 公 元 前 7 世纪 以 来 ， 希 腊 几 
何 学 已 积累 了 相当 丰富 的 知识 。 在 欧 几 里 得 以 前 ， 已 有 
希 波 克拉 底 《 公 元 前 5 世纪 下 半 叶 )、 修 迪奥 斯 (公元 前 
4 世纪) 等 学 者 做 过 综合 整理 工作 , 想 将 这 些 零散 的 材料 
组 织 在 严密 的 逻辑 系统 之 中 ， 但 都 没有 成 功 。 当 欧 几 里 
得 集 前 人 之 大 成 的 k 原 本》 出 现 的 时 候 ， 这 些 工作 都 潭 没 
无 闻 了 。 

版 本 和 流传 ”在 印刷 本 出 现 以 前 ，《 原 本 》 的 各 种 文 
字 的 手 抄本 已 流传 
了 一 千 七 百 多 年 ， 
以 后 又 以 印刷 本 的 
形式 出 了 一 千 多 
版 。 从 来 没有 一 本 
科学 书籍 象 《原本 》 
那样 长 期 成 为 广大 
学 子 传诵 的 读物 。 
古 希腊 的 海伦 ( 约 
公元 62)、 帕 普 斯 
辛 普 利 休 和 斯 (6 世 
纪 前 半 时 ) 等 人 都 
作 过 注释 。 亚 历 山 
大 的 赛 鞠 ( 约 390) 
提出 一 个 修订 本 ， 
对 正文 作 了 校勘 和 
补充 。 这 个 本 子 成 
为 后 来 所 有 流行 的 
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希腊 文本 和 译本 的 蓝本 ， 一 直到 19 世纪 初 , 才 在 栖 蒂 冈 
发 现 早 于 赛 偷 的 希腊 文 手 抄本 。 

中 世纪 时 有 三 种 阿拉 伯 文 译本 ， 译 者 分 别 是 赫 页 季 
(9 世纪 ,巴格达 ) , 伊 沙 格 ( 约 10 世纪 ) 和 纳西 尔 丁 * 图 西 。 
第 二 种 版 本 后 来 为 塔 比 " 伊 本 * 库 拉 作 了 进一步 修订 ， 一 
般 称 为 伊 沙 格 - 塔 比 本 。 现存 的 最 早 拉丁 文 译本 是 1120 
年 左右 阿 德 拉 德 从 阿拉 伯 文 本 译 过 来 的 ,后 来 杰 拉 德 . 赞 
贝蒂 ( 约 生 于 1473) 第 一 次 直接 从 赛 翁 的 希腊 文本 译 成 
拉丁 文 ，1505 年 在 威尼斯 出 版 。 现 在 流传 下 来 的 欧 几 里 
得 著作 都 总 结 在 丹麦 数学 家 本 工 . 海 贝 格 与 了 . 门 格 校 
订 注 释 的 权威 版 本 k 欧 几 里 得 全 集 》(1883 一 1916) 之 中 ， 
这 是 希腊 文 与 拉丁 文 对 照 本 。 最 早 的 印刷 本 出 现 于 1482 
年 ,最 早 的 完整 英 译本 (1570) 的 译 者 是 联 , 比 林 斯 利 。 目 
前 最 流行 的 标准 英 
译本 是 T. 工 . 希 思 
译注 的 《 欧 几 里 得 
几何 原本 13 卷 》 
初版 (1908)。 

中 国 最 早 的 译 
本 是 1607 年 利 玛 
赛 和 徐光启 根据 德 
国人 C. 克 拉 维 鸟 斯 
校订 增补 的 拉丁 文 
本 《网 几 里 得 原本 》 
(15 卷 ,1574) 合 译 
的 ， 定 名 为 《几何 
原本 》, 中 文 几何 的 


名 称 就 是 由 此 而 得 欢 几 里 得 < 几何 原本 > 最 早 的 
来 的 。 印刷 本 首页 

欧 几 里 得 的 原著 只 有 13 卷 ,14、15 卷 是 后 人 添加 上 
去 的 ,一 般 认 为 第 14 卷 出 自 许 普 西 克 勒 斯 之 手 ,而 15 卷 
是 6 世纪 时 达 马 斯 基 乌 斯 所 闭 。 利 玛 塞 、 徐 光 启 只 译 了 
前 6 卷 ,整整 两 个 半 世 纪 以 后 (1857), 英 国人 A. 伟 烈 亚 力 
和 李 普 兰 才 将 后 9 卷 译 出 ， 但 所 根据 的 已 不 是 克拉 维 乌 
斯 的 拉丁 文本 而 是 另 一 种 英文 版 本 。 

主要 内 容 第 1 卷首 先 给 出 23 个 定义 。 如 “点 是 
没有 部 分 的 "，“ 线 有 长 无 宽 ", 等 等 。 还 有 平面 直角 、 垂 
直 , 锐 角 , 锦 角 、 加 直径、 等 压 三 角形 ,等 边 三 角形 、 萎 形 、 
平行 线 等 定义 。 接 着 是 5 个 公设 ， 前 4 个 很 简单 ， 任 两 
点 可 联 一 线 ， 直 线 可 任意 延长 ;以 任何 中 心 . 任 何 半径 可 
作 一 圆 ， 凡 直角 都 相等 。 第 5 个 就 是 有 名 的 欧 几 里 得 第 
五 公设 , “如 果 一 直线 和 两 直线 相交 ,所 构成 的 同 旁 内 角 
小 于 两 直角 ,那么 , 把 这 两 直线 延长 它们 一 定 在 那 两 内 
角 的 一 侧 相交 。" 这 公设 比 其 他 四 个 复杂 得 多 ， 而 且 并 不 
那么 显而易见 ,因此 引起 长 达 两 千 多 年 的 争论 ,最 后 导致 
非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 。 

公设 之 后 是 5 个 公理 ， 如 “等 量 加 等 量 ,其 和 相等 ”， 
“全 体 大 于 部 分 "等 。 近 代数 学 不 区 分 公设 与 公理 ,凡是 
基本 假定 都 叫 公理 。 原 本 》 后 面 各 卷 不 再 列 出 其 他 公理 。 
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这 一 卷 在 公理 之 后 给 出 48 个 命题 ， 包 括 三 角形 的 角 与 
边 \ 垂 线 ,平行 线 ,平行 四 边 形 等 合 题 。 如 "两 三 角形 两 边 
与 夹 角 对 应 相等 , 则 这 两 三 角形 相等 "。 这 里 相等 指 全 等 ， 
但 在 第 35 命题 以 后 ,相等 又 有 另外 的 含义 ， 它 可 以 指 面 
积 相等 。 不 过 欧 几 里 得 从 来 没有 把 面积 看 作 一 个 数 来 加 
以 运算 ,面积 相等 是 指 “ 拼 补 相等 "。 

中 世纪 时 ,欧洲 科学 落后 ,学生 初 读 K 原 本 》， 学 到 第 
5 命题 “等 腰 三 角形 底 角 必 相等 "时 就 觉得 很 困难 。 因 此 
这 一 命题 被 读 称 为 “ 驴 桥 ”(pons asinorum ,英文 asses' 
bridge, 意 思 是 “笨蛋 的 难关 ")。 第 47 命题 就 是 有 名 的 勾 
股 定理 , “在 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 (以 斜 边 为 边 的 
正方 形 ) 等 于 直角 边 上 的 两 个 正方 形 。” 

第 2 卷 包括 14 个 命题 ， 用 几何 的 语言 叙述 代数 的 
恒等式 。 如 (a+b)*=at+2ab+b 表述 为 :“ 将 一 线段 任 
意 分 为 两 部 分 ， 在 整个 线段 上 的 正方 形 等 于 在 部 分 线 稀 
上 的 两 个 正方 形 加 上 以 这 两 个 部 分 线段 为 边 的 矩形 的 二 
倍 ." 第 11 命题 是 分 线段 为 中 末 比 ， 第 12、13 命题 相当 
于 余弦 定理 。 

第 3 卷 有 37 个 命题 ， 讨 论 四, 弦 , 切线 、 圆 周 角 ,内 
接 四 边 形 及 与 加 有 关 的 图 形 。 

第 4 卷 有 16 个 命题 ， 包 括 圆 内 接 与 外 切 三 角形 \ 正 
方形 的 研究 ,加 内 接 正 多 边 形 (5 边 、6 边 、15 边 ) 的 作 图 。 

第 5 卷 是 比例 论 。 后 世 的 评论 家 认为 这 是 《原本 》 的 
最 高 成 就 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 过 去 虽然 也 建立 了 比例 论 ， 
不 过 只 适用 于 可 公 度 量 。, 如 果 a,b 两 个 量 可 公 度 ,那么 a:b 
是 一 个 数 (有 理 数 ) ,但 若 a,b 不 可 通 约 ,希腊 人 (包括 后 来 
的 欧 几 里 得 ) 就 根本 不 承认 a:b 是 一 个 数 。 为 了 摆脱 这 
一 困境 , 欧 多 克 索 斯 用 公理 法 重新 建立 了 比例 论 ,使 它 适 
用 于 一 切 可 公 度 或 不 可 通 约 的 量 。《 原 本 第 5 卷 主 要 取 
材 于 欧 多 克 索 斯 的 工作 ,给 出 18 个 命题 , 如 “ 设 a:b= 
c:b, 则 (a+b):b=(c+d):d"," 设 4:b=c:d, 且 a 最 大 , 4d 
最 小 , 则 a+d>b+c” 等 。 第 6 卷 把 第 5 卷 已 建立 的 理论 
用 到 平面 图 形 上 去 , 共 33 个 命题 。 

第 7、8、9 三 卷 是 数论 。 第 7 卷 先 给 出 约 数 、 倍 数 、 
分 数 ,偶数 ,奇数 .素数 \ 互 素 ,平方 数 、 立 方 数 、 完 全 数 等 
22 个 定义 ,接着 给 出 39 个 命题 。 第 1 命题,“ 两 不 等 数 ， 
报 转 相 减 , 余 一 而 止 , 则 为 两 无 等 数 之 数 ( 按 李 普 兰 译本 ， 
两 无 等 数 就 是 互 素 )。” 这 是 欧 几 里 得 辊 转 相 除 算法 的 出 
处 。 还 有 求 最 大 公约 数 、 最 小 公 倍数 的 方法 。 第 8 卷 讲 
数 的 连 比例 。 第 9 卷 第 20 命题 ,"“ 任 置 关 干 数 根 (素数 )， 
数 根 必 不 尽 于 此 ”, 就 是 数论 中 的 欧 几 里 得 定理 ， 素 数 的 
个 数 无 穷 多 。 

第 10 卷 是 篇 幅 最 大 的 一 卷 , 包含 16 个 定义 和 115 
个 命题 ， 主 要 讨论 无 理 量 (与 给 定 的 量 不 可 通 约 的 量 )， 
但 只 涉及 相当 于 YMG 士 V5 之 类 的 无 理 量 。 第 1 命 
题 :“ 给 定 大 小 两 个 量 , 从 大 量 中 减 去 它 的 一 大 半 ， 再 从 
剩 下 的 量 中 碱 去 它 的 一 大 半 , 这 样 重复 下 去 ,可 使 所 余 的 
量 小 于 所 给 的 小 量 。" 这 命题 相当 重要 ， 它 是 极限 论 的 锥 
形 ,也 是 " 穷 刘 法 "的 理论 基础 ,和 后 面 各 卷 有 密切 关系 。 


第 11 卷 讨 论 空间 的 直线 与 平面 的 各 种 关系 〈 相 交 、 
垂直 、 平 行 等 ) 以 及 平行 六 面体 的 体积 等 问题 。 第 12 卷 
利用 穷竭 法 证 明 “ 圆 面积 的 比 等 于 直径 平方 的 比 ", “球体 
积 的 比 等 于 直径 立方 的 比 "以 及 “ 锥 体 体积 等 于 同 底 等 高 
的 柱 体 的 1/3" 等 。 第 13 卷 着 重 研究 5 种 正 多 面体 。 

《原本 》 是 古 希腊 数学 的 代表 作 , 出 现在 两 千 多 年 前 ， 
这 是 难能可贵 的 。 但 用 现代 的 眼光 看 ,也 还 有 不 少 缺 点 。 
主要 是 公理 系统 不 完备 ,例如 没有 运动 、 连 续 性 、 顺序 等 
公理 ,因此 许多 证 明 不 得 不 借助 于 直观 ,也 有 的 公理 可 以 
从 别 的 公理 推出 (如 直角 必 相 等 )。 又 点 、 线 、 面 等 定义 本 
身 是 含混 不 清 的 ， 而 且 后 面 从 来 没有 用 过 ， 完 全 可 以 删 
去 。 尽 管 如 此 ,《 原 本 》 开 创 了 数学 公理 化 的 正确 道路 ,对 
整个 数学 发 展 的 影响 ,超过 了 历史 上 任何 其 他 著作 。 
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Jisuon fuzoxing 
计算 复杂 性 (computational complexity) 


现代 理论 计算 机 科学 中 最 重要 的 分 支 之 一 ， 它 研究 各 种 
问题 类 在 计算 时 所 需要 耗费 的 时 间 、 空 间 等 资源 的 多 少 ， 
是 可 计算 性 理论 的 新 发 展 。 

从 可 计算 性 到 计算 复杂 性 ”什么 样 的 问题 类 是 可 计 
算 的 ? 这 是 数学 、 数 理 逻 辑 学 和 早期 计算 机 科学 所 关心 
的 一 个 重要 问题 。 为 了 回答 这 个 问题 ， 可 以 给 出 一 个 计 
算 的 模型 ， 然 后 规定 ， 凡 是 这 个 模型 能 计算 的 问题 类 就 
叫 作 可 计算 的 ， 否 则 就 叫 作 不 可 计算 的 。 于 是 产生 了 各 
种 计算 的 模型 ,图 灵机 、 递 归 函 数 、 和 演算、 马尔 可 夫 算 法 
和 递归 算法 等 。 但 是 ,会 不 会 有 一 类 问题 ,在 一 个 模型 中 
是 可 计算 的 ， 而 在 另 一 个 模型 中 却 是 不 可 计算 的 呢 ? 如 
果 这 样 ,一 个 问题 类 的 可 计算 性 就 依赖 于 模型 ,而 不 是 问 
题 类 本 身 的 性 质 了 。 著 名 的 丘 奇 -图 灵 论 题 回答 了 这 个 
问题 。 这 个 论题 说 ,“ 凡 是 合理 的 计算 模型 都 是 等 价 的 ， 
即 一 个 模型 能 算 的 问题 类 别 的 模型 也 能 算 ， 一 个 模型 不 
能 算 的 别 的 模型 也 不 能 算 。” 这 个 论题 不 是 一 个 严格 的 
命题 ,无 法 给 于 一 般 的 证 明 ,但 可 以 对 一 个 个 具体 的 模型 
去 验证 它 的 正确 性 。 但 是 ,对 于 一 个 问题 类 ,只 知道 它 能 
否 计算 还 很 不 够 ， 更 有 实际 意义 的 是 要 知道 计算 起 来 要 
耗费 多 少时 间 ， 要 用 多 大 的 空间 来 存储 计算 的 中 间 结 果 
等 等 。 为 了 回答 这 些 进一步 的 问题 ， 就 产生 了 计算 复杂 
性 理论 。 

资源 计算 时 间 、 存 储 大 小 都 称 为 资源 。 严 格 地 讲 ,每 
一 种 资源 的 定义 都 依赖 于 特定 的 计算 模型 。 对 各 种 计算 
模型 ,资源 的 定义 虽 不 一 样 ,但 主要 的 可 分 为 三 类 ， 

@ 串 行 时 间 ( 简 称 时 间 ) 它 是 计算 过 程 中 的 总 运 
算 量 , 即 把 计算 分 成 一 些 原始 的 步 台 ,完成 这 些 步骤 所 需 
要 的 总 时 间 。 


@ 空间 它 是 为 了 保存 中 间 结 果 所 需要 的 存储 器 
的 大 小 。 例 如 在 计算 时 用 一 块 黑板 来 打 草 稿 ,每 一 单位 面 
积 假定 可 以 写 一 个 符号 ,不 用 了 还 可 以 擦 掉 。 在 计算 时 
所 需 黑板 面积 就 是 空间 。 

@ 并 行 时 间 它 是 并 行 计算 所 需要 的 时 间 ， 亦 即 
如 果 多 人 或 多 处 理 机 协同 计算 ， 解 决 一 个 问题 所 需要 的 
时 间 。 

问题 的 大 小 和 复杂 性 的 度量 ”和 可 计算 性 一 样 ， 复 
夺 性 总 是 对 于 一 个 特定 的 问题 类 来 讨论 的 ， 它 包括 无 穷 
多 个 个 别 问 题 , 有 大 有 小 。 例 如 ,对 矩阵 乘法 这 样 一 个 问 
题 类 ,相对 地 说 , 100 阶 矩 阵 相 乘 是 个 大 问题 ， 而 二 阶 矩 
阵 相 乘 就 是 个 小 问题 。 可 以 把 矩阵 的 阶 ” 作为 衡量 问题 
大 小 的 尺度 。 又 如 在 图 论 问题 中 ， 可 以 把 图 的 项 点数 
作为 衡量 问题 大 小 的 尺度 。 一 个 个 别 问 题 在 计算 之 前 ， 
总 要 用 某 种 方式 加 以 编码 ， 并 可 把 这 个 编码 的 长 度 n 作 
为 衡量 问题 大 小 的 尺度 。 

当 给 定 一 个 算法 以 后 ， 计 算 大 小 为 n 的 问题 所 需要 
的 时 间 、 空 间 等 就 可 以 表示 为 的 函数 。 这 个 函数 就 可 
作为 该 算法 的 时 间或 空间 复杂 性 的 度量 。 严 格 地 讲 ， 是 
这 个 特定 的 问题 类 在 某 一 特定 计算 模型 中 某 一 特定 算法 
的 复杂 性 之 度量 。 当 要 解决 的 问题 越 来 越 大 时 ,时 间 、 空 
则 等 资源 耗费 将 以 什么 样 的 速率 增长 ， 即 当 n 趋向 于 无 
穷 大 时 ,这 个 函数 的 性 状 如 何 , 增 长 的 阶 是 什么 ， 这 就 是 
计算 复杂 性 理论 所 要 研究 的 主要 问题 。 

上 界 和 下 界 在 计算 同一 个 问题 类 时 ， 算 法 有 好 坏 
之 别 。 例 如 ,要 确定 一 个 具有 "个 顶点 的 无 向 图 中 有 没有 
回路 , 以 前 最 好 的 算法 所 需 工 作 空间 为 SCn)=O (log: n) 
(SCn)=O(fn))》 的 意思 是 当 nn 充 分 大 时 ，S(n) 不 超过 
fm) 的 一 个 正 的 常数 倍 )。 但 是 最 新 的 算法 只 需要 
O(log n) 的 工作 空间 就 够 了 。 这 说 明 ，O(log: n) 只 是 原 
来 那个 算法 的 复杂 性 ， 而 并 非 这 个 回路 问题 的 内 在 复杂 
性 。 或 者 说 O(log* n) 是 回路 问题 空间 复杂 性 的 一 个 上 
界 ， 而 O(log n) 则 是 一 个 更 好 的 上 界 。 对 于 回路 问题 来 
说 ,还 可 以 证 明 ， 任 何 算法 都 至 少 需要 正比 于 log n 的 工 
作 空 间 。 也 即 对 于 任何 算法 ,空间 复杂 性 S(n)=0(logn) 
(S(n)=Q(f(n)) 的 意思 是 当 n 充 分 大 时 SCn) 不 小 于 fn) 
的 一 个 正 的 常数 倍 )。 因 此 可 以 认为 0 (logn) 是 回路 问 
题 空间 复杂 性 的 一 个 下 界 。 一 个 问题 类 的 内 在 复杂 性 介 
于 最 小 的 上 界 和 最 大 的 下 界 之 间 。 在 这 个 例子 中 两 者 重 
合 了 ， 因 此 可 以 说 回路 问题 的 空间 复杂 性 正比 于 log n， 
记 为 S(n)= 6 (logn)。 

又 如 ， 两 个 n 位 二 进 整数 的 乘法 在 一 个 适当 的 模型 
之 下 ,总 运算 量 (时 间 ) 为 O(n*), 对 算法 略 加 改进 可 以 达 
到 O(n"5), 现 在 最 好 算法 的 时 间 只 需 O(n*logn.loglogn)。 
如 果 进一步 采用 存储 修改 机 器 做 模型 ， 则 时 间 可 以 进 一 
步 缩短 到 O(n)。 可 见 一 个 问题 的 复杂 性 是 依赖 于 所 选择 
的 模型 的 。 

相似 性 原理 ”如 上 所 述 ,一 个 问题 类 的 时 间 、 空 间 等 
资源 的 复杂 性 是 依赖 于 模型 的 :在 有 的 模型 中 较 高 ,在 另 
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一 些 模型 中 则 较 低 。 现 在 较为 重要 而 有 特色 的 计算 模型 
有 ,多 带 图 灵机 器 、 多 变 址 随机 存 取 机 器 \ 存 信 修 改 机 器 、 
齐 一 线路 ,向 量 机 器 ,硬件 修改 机 器 等 等 ,这 样 一 来 ,复杂 
性 的 问题 仍然 没有 一 个 统一 的 客观 依据 。 相 似 性 原理 解 
答 了 这 个 问题 。 按 此 原理 ,一 个 问题 类 内 在 的 并 行 时 间 、 
空间 和 素 行 时 间 的 复杂 性 在 所 有 理想 的 计算 模型 中 都 没 
有 本 质 的 差异 。 用 数学 的 说 法 ,各 种 模型 可 以 互相 模拟 ， 
而 且 模拟 者 需 用 的 并 行 时 间 、 空 间 和 串 行 时 间 都 分 别 不 
超过 被 模拟 者 所 需 的 并 行 时 间 、 空 间 和 串 行 时 间 的 一 个 
多 项 式 ， 三 者 同时 成 立 。 所 以 在 只 差 一 个 多 项 式 的 范围 
内 ， 复 杂 性 的 确 是 一 个 不 依 束 于 模型 的 客观 实在 。 这 是 
丘 奇 -图 灵 论 题 在 复杂 性 理论 中 的 新 发 展 。 对 于 上 面 提 
到 的 计算 模型 ,相似 性 原理 已 被 证 明 是 正确 的 。 

巡回 和 周 相 ”在 上 面 提 到 的 模型 中 ， 有 的 是 串 行 模 
型 ,有 的 则 是 并 行 模型 。 如 前 所 述 ,并 行 模型 的 串 行 时 间 
相当 于 计算 过 程 中 的 总 运算 量 。 至 于 串 行 模型 的 并 行 时 
间 ， 可 以 认为 它 是 一 个 叫 作 巡 回 的 量 。 简 而 言 之， 巡回 
是 计算 过 程 中 周 相 的 总 数 。 而 周 相 则 是 计算 过 程 中 的 一 
个 阶段 ， 在 此 阶段 内 写 入 工作 空间 的 信息 不 会 在 同一 阶 
段 中 读 出 。 由 此 可 见 ， 串 行 模型 的 巡回 相应 于 并 行 模型 
的 并 行 时 间 。 对 于 一 个 问题 类 而 言 ， 存 在 一 个 高 速 并 行 
算法 的 充 要 条 件 是 可 以 找到 一 个 具有 小 的 巡回 数 的 串 行 
算法 。 

对 偶 性 原理 “并行 时 间 和 空间 之 间 还 呈现 出 某 种 对 
称 的 性 质 ,这 就 是 对 偶 性 原理 。 例 如 可 以 证 明 ,对 于 一 个 
问题 类 而 言 ， 存 在 一 个 节省 并 行 时 间 的 算法 的 充 要 条 件 
是 存在 一 个 节省 工作 空间 的 算法 。 因 此 在 这 个 意义 下 并 
行 时 间 和 空间 是 可 以 互相 转换 的 

平均 复杂 性 和 最 坏 情况 复杂 性 ”对 于 大 小 都 为 的 
不 同 问题 ,一 个 算法 所 需 用 的 时 间 、 空 间 等 资源 也 可 能 不 
相同 。 那 么 如 何 定义 它 的 复杂 性 ? 一 种 方法 是 考虑 最 不 
利 的 情况 ,例如 ,把 大 小 为 的 各 问题 中 花费 的 最 长 时 间 
作为 时 间 的 复杂 性 。 另 一 种 方法 是 对 所 有 可 能 情况 按 某 
种 分 布 取 平均 值 ,这 就 是 平均 复杂 性 。 显 然 , 它 不 高 于 最 
坏 情况 复杂 性 。 由 于 平均 复杂 性 依赖 于 问题 的 分 布 ， 难 
于 作 数 学 的 处 理 , 所 以 常用 的 是 最 坏 情况 复杂 性 。 

代数 复杂 性 ”相似 性 原理 所 涉及 的 模型 主要 研究 计 
算 中 按 位 运算 的 总 量 时 间 ， 按 位 计 的 中 则 结果 存储 量 空 
间 和 计算 的 深度 (并 行 时 间 ) 等 等 ， 所 以 可 称 为 技 位 的 复 
杂 性 。 代 数 的 复杂 性 理论 则 研究 在 一 个 代数 系统 中 〈 例 
如 实数 域 中 ) 从 给 定 变量 出 发 去 计算 某 些 函数 所 需要 的 
代数 运算 (例如 加 法 、 乘 法 ) 代 数 判断 (例如 大 于 或 等 于 ) 
的 次 数 (时间 ), 所 需 中 间 变 元 的 个 数 (空间 ,计算 的 深度 
(并 行 时 间 ) 等 等 。 在 实际 运算 中 ， 既 不 能 给 出 一 个 无 限 
长 的 实数 ， 也 不 能 在 一 个 单位 时 间 内 完成 两 个 实数 的 乘 
法 。 真 正 的 算术 运算 都 是 通过 近似 小 数 的 按 位 运算 得 出 
来 的 。 所 以 按 位 的 复杂 性 具有 更 为 基本 的 意义 。 通 过 下 
面 的 例子 ， 可 以 得 到 关于 代数 复杂 性 的 一 些 感性 认识 。 
通常 两 个 ” 阶 矩 阵 相 乘 要 做 me 次 数 乘法 ,V. 斯 特 拉 森 找 
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到 了 一 个 算法 ,只 需 做 OCm*…*") 次 数 乘法 。 此 后 这 个 上 界 
又 被 许多 人 不 断 改进 到 DC) OCT )，OGE sa)， 
Onz-s2), 至 1981 年 12 月 ,又 改进 为 O(n?*%954)。D. 科 
普尔 史密斯 和 S. 维 诺 格拉 特 还 证 明 。 最 好 的 算法 不 存 
在 ,也 就 是 说 这 个 上 界 可 以 永远 改进 下 去 。 
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jisuon gongju 
计算 工具 (calculating devices) 
使 用 的 器 具 或 辅助 计算 的 实物 。 

指 算 手指 可 算是 最 方便 的 计算 工具 。 儿 童 学 算 ， 
总 是 先 扳 动 指头 ， 成 人 表示 数目 也 常常 伸 出 手指 。 中 国 
古代 有 “手指 一 算 " 之 说 ， 欧 洲 直到 15 世纪 还 盛行 着 指 
算 ， 现 在 有 些 地 方 的 人 还 用 手指 来 进行 简单 的 计算 ， 可 
见 手 指 长 期 以 来 被 用 作 计算 工具 。 

古代 的 计算 工具 ”1900 年 , 潜水 员 在 安 迪 基 提 腊 岛 
附近 发 现 一 个 青铜 器 具 ， 上 有 齿轮 和 刻度 盘 ， 是 公元 前 
65 年 左右 古 希 腊 人 用 来 计算 天 体 运行 的 工具 。 意大利 的 
庞 培 城 ,公元 79 年 被 火山 岩浆 淹没 ， 直 到 20 世 纪 才 大 白 
于 世 ， 在 遗物 中 发 现 罗马 时 代 的 比例 规 。 这 些 都 是 古代 
计算 工具 的 实物 。 

中 国 古 代 是 用 筹 来 计算 的 ( 见 薄 拭 )。 筹 的 实物 ， 近 
年 来 续 有 发 现 。 较 重要 的 是 1971 年 8 月 在 陕西 千 阳 县 出 
土 的 西汉 骨 质 算 筹 , 共 30 多 根 ,每 根 约 长 13 厘米 ,于 在 丝 
绢 可 中。 此 外 1954 年 在 长 沙 ( 竹 制 , 约 公元 前 2 世纪 )， 
1975 年 在 湖北 江陵 ( 竹 制 , 约 公元 前 2 世纪 )，1980 年 在 
河北 石家庄 ( 骨 制 , 横 截面 为 方形 ,公元 1 世纪 )，1983 年 
在 陕西 旬 阳 (象牙 制 , 约 9 世纪 ) 等 地 均 有 发 现 , 算 筹 的 出 
现 大 概 可 以 上 渭 到 公元 前 5 世纪 , 至少 在 公元 前 3 一 前 2 
世纪 已 普遍 使 用 。 后 来 传 到 朝鲜 、 日 本 , 变 成 “ 算 木 "(用 
木 制造 )。 

算盘 算盘 (abacus) 一 词 并 不 专 指 中 国 算盘 。 古 今 
中 外 的 各 种 算盘 大 致 可 以 分 为 三 类 : 沙盘 (sand board) 
类 ; 算 板 (counting board) 类 ， 穿 珠算 盘 类 。abacus 源 
出 于 希腊 文 &pBot， 原 来 是 指 平板 (桌面 、 石 板 等 )， 铺 上 
细 沙 ,用 来 写字 和 计算 ， 这 就 是 沙盘 。 后 来 不 铺 阔 子 , 而 
是 在 板 上 刻 上 若干 平行 的 线 纹 ， 上 面 放置 卵石 ( 称 为 “ 算 
子 ") 来 记 数 和 计算 , 叫做 算 板 。19 世纪 中 叶 在 希腊 萨 拉 
米 斯 发 现 的 一 块 一 米 多 长 的 大 理 石 算 板 ， 就 是 古 希 腊 算 
板 ， 现 存在 雅典 博物 馆 中 。 算 板 一 直 是 欧洲 中 世纪 的 重 
要 计算 工具 , 不 过 形式 上 有 很 大 的 变化 , 线 纹 有 直 有 横 ， 
算 子 有 回 有 扁 , 有 时 又 造成 圆锥 形 ( 类 似 现 在 的 跳棋 子 )， 
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上 面 还 标 有 数码 。 

罗马 时 代 又 出 现 另 一 种 “ 沟 算盘 "， 外 观 很 象 中 国 算 
盘 , 现 在 还 可 以 看 到 仅 存 的 几 个 实物 。 只 有 手掌 大 小 ,是 
青铜 制 的 , 算 珠 嵌 在 四 入 的 沟 模 中 ,可 以 上 下 滑动 。 可 能 
是 由 于 算法 复杂 ,而 且 制作 困难 ,不 久 就 被 淘汰 了 。 

中 国 的 穿 珠算 盘 起 源 于 何 时 ， 至 今 未 有 定论 。 明 洪 
武 四 年 (1371) 刻 本 k 魁 本 对 相 四 言 杂 字 ?中 载 有 十 档 算盘 
图 ， 这 是 确 当 无 疑 的 实际 的 出 现 应 比 这 个 年 代 早 得 多 。 
中 国 算盘 有 轻便 , 价 廉 等 特点 ， 汉 语 一 字 一 音 , 算 法 便于 
口诀 化 ,这 加 快 了 珠算 的 速度 , 因此 至 今 仍 盛行 不 衰 。 穿 
珠算 盘 还 有 日 本 算盘 和 俄罗斯 算盘 。 日 本 算盘 叫 “ 十 露 
般 ", 和 中 国 算盘 不 同 的 地 方 是 算 珠 的 纵 截面 不 是 扁 圆 形 
而 是 菱形 ， 尺 寸 较 小 而 档 数 较 多 。 俄 国 算盘 有 若干 弧 形 
木 条 , 横 镶 在 木 框 内 ,每 条 穿着 十 颗 算 珠 。 

比例 规 、 纳 皮尔 甘 ”17 世纪 初 , 在 计算 尺 发 明之 前 ， 
有 两 种 计算 工具 流行 于 欧洲 。 一 是 伽利略 发 明 的 “比例 
规 ， 外 形象 圆规 ,两 各 上 各 有 刻度 , 可 任意 张 合 ， 利 用 比 
例 原理 进行 乘 、 除 、 比 例 等 计算 。 另 一 种 是 纳 皮尔 筹 ， 所 
根据 的 原理 是 15 世纪 以 后 通行 于 中 亚细亚 及 欧洲 的 “ 格 
子 算法 "( 曾 传人 中国, 叫 “ 写 算 ”, 又 叫 " 铺 地 锦 ") ,和 格子 
算法 不 同 的 是 将 格子 和 数字 刻 在 " 筹 "( 长 条 竹 片 或 木片 
上 , 可 根据 需要 拼凑 起 来 进行 计算 。 这 两 种 工具 在 17 世 
纪 传人 中 国 , 现 北京 故宫 博物 院 还 藏 有 实物 ( 见 彩 图 插页 
第 11 页 )。 

计算 尺 对 数 发 明 (1614) 以 后 ， 乘 除 运算 可 以 化 为 
加 减 运算 ,利用 这 一 特点 ,可 制 成 对 数 计算 尺 。 这 是 计算 
工具 又 一 大 发 明 。 最 早 的 设计 者 是 英国 的 E. 冈 特 ,不 过 当 
时 只 是 一 些 刻 有 对 数 的 尺度 , 远 未 具备 近代 的 形式 ,以 后 
经 多 次 的 改进 , 才 成 为 现代 的 计算 尺 。 几 次 大 的 进步 是 : 
1632 年 W. 奥 特 雷 德 发 明 有 滑 尺 的 计算 尺 , 同时 造 出 贺 
形 计算 尺 。1652 年 R, 比萨 克 、1657 年 S. 帕 特 里 奇 制造 
有 固定 尺 身 和 滑 尺 的 计算 尺 。1850 年 法 国 的 V.-M.-A. 
曼 南 将 游标 装 在 尺 上 ,被 广泛 采用 。19 世纪 末 叶 以 来 ,种 
类 繁多 的 计算 尺 一 直 是 科学 工作 者 特别 是 工程 技术 人 员 
不 可 或 缺 的 计算 工具 。 

机 械 计算 机 “和 计算 尺 同时 , 17 世纪 另 一 项 重大 发 
明 是 机 械 计算 机 。 最 早 的 设计 者 是 W. 席 卡 德 ,他 在 给 天 
文学 家 十 开 普 勒 的 信 (1623、1624) 中 描述 了 自己 发 明 的 
四 则 计算 机 ,不 过 实际 并 未 制作 成 功 。 第 一 台 能 算 加 、 减 
法 的 计算 机 的 创制 者 是 B. 帕斯卡 (1642), 现 在 还 有 几 台 
保存 在 巴黎 .1671 年 左右 ,G. W. 菜 布 尼 基 发 明 能 做 加 、 
减 ,乘除 的 计算 机 。 现 德国 汉诺威 藏 有 一 台 ， 是 长 1 米 
的 大 盒子 。 自 此 以 后 ,许多 人 在 这 方面 做 了 大 量 的 工作 。 
特别 是 经 过 工 . H. 托马斯 、W. 奥 德 内 尔 等 人 的 改良 之 
后 ,生产 出 多 种 手 扬 台 式 计算 机 ,风行 于 全 世界 。 

电子 计算 机 的 诞生 和 发 展 19 世 纪 初 ,法 国 的 M. 
雅 卡尔 ， 发 明 用 穿孔 卡片 来 控制 纺织 机 。 受 此 启发 ， 英 
国 的 C. 巴 贝 奇 提出 带 有 程序 控制 的 完全 自动 计算 机 的 
思想 。1822 年 他 造 出 一 台 “ 差 分 机 "的 模型 ,1834 年 又 设 


计 一 台 “ 分 析 机 ”, 由 于 机 械 技 术 等 困难 没有 最 后 造成 , 然 
而 已 包含 现代 计算 机 的 基本 思想 和 主要 组 成 部 分 。 

英国 的 G. 布尔 从 1847 年 起 开创 了 逻辑 代数 这 一 学 
科 , 为 近代 计算 机 的 建造 提供 了 重要 的 理论 工具 。 

1880 年 美国 的 HH. 霍 勒 里 斯 与 十 S. 比 林 斯 发 明 电 
动 穿孔 卡片 计算 机 ,使 数据 处 理 机 械 化 ， 用 于 人 口 调查 ， 
获得 极 大 成 功 。 他 们 开办 了 造 表 公 司 ， 以 后 发 展 成 为 制 
造 电子 计算 机 的 垄断 企业 一 一 国际 商业 机 器 公司 简称 
IBM), 

德国 的 K. 楚 泽 在 1941 年 、 美国 的 HH. H. 艾 肯 在 
1944 年 分 别 采用 继电器 , 造 出 通用 程序 控制 的 计算 机 ， 
基本 上 实现 了 100 多 年 前 巴 贝 奇 的 理想 。 

20 世纪 初 电子 管 的 出 现 , 为 计算 机 的 改革 开辟 了 新 
的 道路 。 由 于 军事 上 的 迫切 需要 ， 美 国宾 夕 法 尼 亚 大 学 
和 有 关 单 位 研制 成 功 第 一 台电 子 计算 机 ， 命 名 为 “电子 
数字 积分 仪 与 计算 机 "简称 ENIAC。 主 要 的 设计 者 是 
本 W. 莫 克利 和 本 P. 埃 克 特 等 , J. 冯 " 诺 伊 受 也 曾 参与 
工作 ,改进 其 设计 。 此 机 使 用 18 000 个 电子 管 , 占 地 170 
平方 米 ， 功 率 150 千 瓦 。1946 年 初 正式 投入 运行 。 

早 在 ENIAC 诞生 之 前 ,英国 的 A. M. 图 灵 就 提出 了 
“理想 计算 机 "(后 称 为 图 灵机 ) 的 理论 ， 探 讨 了 通用 数字 
计算 机 制造 的 可 能 性 。 他 并 在 1943 年 实际 造 出 破译 密码 
的 计算 机 ,在 时 间 上 还 早 于 ENIAC, 但 由 于 军事 保密 ,外 
人 未 知 其 详 。 

40 年 来 ， 电 子 计算 机 (又 称 电脑 ) 高 速 发 展 ， 所 使 用 
的 元 件 已 经 历 了 四 代 的 变化 。 第 一 代 使 用 电子 管 ， 第 二 
代 使 用 晶体 管 ,第 三 代 使 用 集成 电路 ,第 四 代 使 用 大 规模 
集成 电路 。1983 年 底 中 国 第 一 台 亿 次 “银河 ”计算 机 诞 
生 , 标 志 中 国 已 进入 研制 巨型 机 的 行列 。 

电子 计算 机 的 功能 已 远 远 不 止 是 一 种 计算 工具 ， 它 
渗入 人 类 几乎 所 有 的 活动 领域 , 正 改变 着 整个 社会 面 魏 ， 
使 人 类 历史 迈 入 一 个 新 的 阶段 一 一 电脑 时 代 。 

(总 宗 巨 ) 

JisuanJl monl 
计算 机 模拟 (computer simulation) ”在 数字 
计算 机 上 对 一 个 复杂 系统 的 行为 进行 大 量 的 动态 仿真 或 
重演 ， 从 而 获得 刻画 该 系统 特征 的 数量 指标 ， 为 决策 过 
程 提供 依据 的 一 种 方法 。 模 拟 是 利用 模型 来 研究 某 些 现 
象 的 性 质 的 一 种 方法 ,自古 有 之 。 在 中 国 几 千年 前 就 出 现 
的 弈 (围棋 ) 及 中 国 象棋 ,就 是 模拟 古代 战争 的 一 种 游戏 。 
18 世纪 中 期 ， 著 名 的 布 丰 问题 ( 见 概率 ), 用 投 针 试验 的 
结果 来 计算 x 值 ， 就 是 利用 大 量 的 重复 试验 的 所 得 结果 
来 进行 数值 计算 的 方法 。19 世纪 70 年 代 ,德国 在 普法 战 
争 中 应 用 沙盘 作业 进行 模拟 。20 世纪 40 年 代 才 出 现 计 
算 机 模拟 。1944 年 前 后 ,J. 冯 - 诺 仇 昌 和 S. M. 乌拉 钴 
在 原子 弹 的 研究 中 利用 计算 机 模拟 中 子 在 裂变 物质 中 随 
机 扩散 的 某 些 概率 计算 问题 。 他 们 把 这 种 基于 大 量 的 统 
计 试 验 的 数值 计算 方法 ， 称 之 为 蒙特 卡 罗 法 。 以 后 ， 由 
于 高 速度 大 容量 的 电子 计算 机 的 制 成 和 使 用 ， 促 使 计算 
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机 模拟 的 更 大 发 展 而 成 为 运筹 学 的 一 个 独立 分 支 。 

计算 机 模拟 已 在 生产 管理 、 工 程 技术 ,军事 演习 、 科 
学 实验 ,财政 经 济 以 及 社会 科学 中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
为 便于 在 数字 计算 机 上 实施 模拟 ， 自 60 年 代 起 就 开发 
出 了 多 种 通用 软件 ， 如 模拟 语言 GPSS、SIMSCRIPT 和 
SLAM 等 .但 是 ,计算 机 模拟 所 获得 是 一 些 不 精确 的 统计 
量 , 若 要 使 其 精度 提高 一 个 数量 级 , 则 其 模拟 次 数 将 是 原 
来 的 100 倍 ， 要 付出 大 量 的 时 间 ， 这 是 它 的 最 大 弱点 。 
因此 ,在 可 以 用 解析 方法 求解 时 ,通常 就 不 使 用 计算 机 模 
拟 。 计 算 机 模拟 主要 应 用 于 对 大 型 复杂 系统 进行 分 析 , 例 
如 ， 预 测 经 济 发 展 和 市 场 需 求 .预测 地 震 的 后 果 、 大 量 的 
设计 方案 的 比较 和 选 优 、 估 计 设 计 参 数 和 评价 建成 后 的 
效果 ,预测 港口 (铁路 ) 的 运行 情况 .代替 费用 高 郧 或 有 危 
险 性 的 各 种 试验 ,等 等 。 

模拟 的 基本 步骤 ”主要 包括 ，@ 系 统 分 析 ， 确 定 系 
统 的 边界 和 模拟 的 目标 函数 以 及 可 控 变 量 ， 找 出 系统 的 
实体 及 其 属性 与 活动 。@@ 构 造 模型 ， 使 用 一 个 逻辑 流程 
图 对 实体 、 属 性 和 活动 之 间 的 关系 进行 描述 。 在 构造 模 
型 中 控制 模拟 动态 进程 ， 有 两 种 方法 一 是 以 等 间隔 步 
进 , 如 年 月 、 日 甚至 微 秒 ， 并 称 之 为 等 步 法 。 一 是 按 一 
个 事件 所 延续 的 时 间 步 进 ， 如 一 个 工件 的 加 工时 间 ， 并 
称 之 为 事件 步 长 法 。 一 个 模型 既 要 确切 真实 地 反映 系统 
本 身 ， 又 要 作 些 必要 的 抽象 和 简化 。 回 模拟 的 实施 ， 根 
据 所 建立 的 数学 模型 ,在 计算 机 上 进行 大 量 的 重复 试验 ， 
把 多 次 试验 的 结果 经 过 统计 处 理 以 获得 所 需 的 信息 。 这 
一 步 的 主要 工作 是 编制 和 调试 程序 。 目 前 已 有 多 种 通用 
模拟 语言 ， 编 写 程序 很 简便 。@O 结 果 分 析 ， 即 把 输出 的 
结果 与 理论 分 析 或 相似 系统 的 结果 进行 比较 ， 验 证 模型 
的 正确 性 。 为 了 提高 模拟 结果 的 精度 ， 往 往 使 用 缩小 方 
差 的 方法 ， 如 重要 抽样 法 ,对偶 变量 法 ,控制 变量 法 和 分 
层 法 等 。 

随机 数 的 产生 方法 ”由 于 大 多 数 现实 系统 中 的 量 都 
具有 随机 性 ， 在 模拟 时 就 需要 产生 这 些 随机 变量 的 独立 
的 实现 值 。 在 理论 上 ， 可 以 借助 于 直接 抽样 函数 变换 、 
会 选 补偿 、 渐 近 和 组 合 等 方法 ,用 一 种 具有 连续 分 布 的 随 
机 数 产 生 其 他 任 一 分 布 的 随机 数 。 

用 数学 方法 产生 的 均匀 随机 数 称 为 伪 随机 数 。 使 用 
[0, 1] 上 的 伪 随 机 数 产生 其 他 分 布 随机 数 ， 有 以 下 的 方 
法 ，@ 逆 变换 法 ， 设 * 为 [0,1] 上 的 伪 随机 数 ,F(z) 是 随 
机 变量 的 连续 分 布 函 数 ， 记 F-: 为 了 的 逆 函 数 。 可 以 
证 明 ,F~'(u) 是 具有 分 布 函数 F(x) 的 随机 数 。 用 此 方法 
可 以 产生 指数 分 布 随机 数 。 它 的 分 布 函 数 是 F(x)= 
1-e， 令 1-e = 作 逆 变换 

z= -六 InGl-， 
则 = 是 参数 为 入 的 指数 分 布 随机 数 。@@ 渐 近 法 ， 用 它 可 
产生 正 态 分 布 随机 数 。 根 据 中 心 极 限定 理 , 若 istuay…， 


坞 是 [0, 1] 上 的 独立 均匀 随机 数 ， 当 nn 充 分 大 时 ， 随 机 
变量 


348 


= 人 (家 -3 至 


渐 近 于 N(0,1)。x 是 一 个 标准 正 态 分 布 随机 数 。 实 用 中 
n=5 就 有 足够 的 精度 。@ 组 合法 ， 利 用 简单 的 随机 数 来 
组 合 一 个 所 需 的 随机 数 。 如 用 伪 随 机 数 连 乘 ， 可 以 得 到 
一 个 泊 松 分 布 随机 数 。 设 w, xi …， 是 [0,1] 上 的 伪 随 


机 数 ,， 若 上 使 得 

在 wu>eri> Tu,, 
则 上 为 以 和 为 参数 的 泊 松 分 布 随机 数 。@@ 经 验 分 布 或 称 
直方 图 的 随机 数 ， 设 有 分 布 P(X= xi}=Pi>0,i= 0， 
1,2,…， 其 中 x, 是 递增 的 。 记 


7_i=0，mi= Br, (=0,1,2,0); 


车 1-1<usry, 则 太 为 X 的 随机 数 。 产 生 随机 数 的 方法 
还 有 命 选 法 、 复 合 抽样 等 。 
物理 方法 、 随 机 数 表 法 、 计 算 机 移 位 法 以 及 数学 方法 
都 可 用 来 生成 均匀 随机 数 。 在 计算 机 上 产生 伪 随机 数 的 
算法 应 该 简单 。 产 生 的 伪 随 机 数 要 具有 良好 的 随机 性 、 
均匀 性 和 独立 性 ,这 可 由 统计 方法 进行 检验 。 此 外 ,随机 
数 序列 要 具有 长 的 循环 周期 。 由 于 计算 机 所 表示 的 数 受 
其 字 长 的 限制 ， 因 此 一 个 好 的 算法 就 应 使 伪 随 机 数 重复 
的 周期 尽量 的 长 。 最 常用 的 算法 是 生 同 余 法 ，zn+ 王 axn 
(mod 2m) ,以 及 混合 同 余 法 ,zw 三 ax 十 bmod 2m),m 为 
所 用 二 进 制 计算 机 的 尾部 字 长 ， 参 数 和 b 以 及 种 子 数 
x 是 根据 方法 不 同 而 不 同 。 如 采 同 余 法 , 令 a=44+1， 
一 23+1,4 和 5 为 正 整 数 , 则 其 最 大 周期 为 2"*。 
参考 书目 
J. J Moder, et al. ed., Handbook of Operations Re- 
seorch Van Nostrand Reinhold Co., New York, 1978. 
G. S. Fishman, Principles of Discrete Eveut Simula- 
tion, John Wiley & Sons, New York,1978. 


《 那 绍 信 》 


Jisuan jihe 
计算 几何 (computational geometry) 由 
函数 盘 近 论 \ 微 分 几何 学 \ 代 数 几 何 \ 计 算数 学 等 形成 的 新 
兴 边 缘 学 科 , 它 研究 几何 外 形 信息 的 计算 机 表示 、 分 析 和 
综合 。 它 是 计算 机 辅助 几何 设计 ( 即 CAGD) 这 门 技术 的 
数学 基础 .从 20 世 纪 60 年 代 起 ,计算 机 辅助 设计 和 辅助 
制造 开始 进入 造船 、 航 空 和 汽车 工业 的 产品 几何 外 形 设 
计 和 制造 领域 中 。 设 计 者 首先 需要 把 一 般 的 曲线 或 曲面 
的 外 形 表示 在 计算 机 上 ， 然 后 对 这 些 曲线 或 曲面 的 几何 
性 质 进行 分 析 , 看 曲线 上 有 无 拐点 、 奇 点 曲面 是 不 是 凸 
的 ,等 等 , 最 后 提出 一 种 有 效 的 数值 方法 , 由 程序 或 由 人 
机 对 话 控制 这 些 曲线 和 曲面 的 形状 ,使 其 符合 设计 要 求 。 

在 70 年 代 , 主 要 用 的 计算 几何 图 形 是 ， 贝 济 埃 曲线 
和 曲面 .B 样 条 曲线 和 曲面 . 孔 斯 曲面 等 。 

1962 年 起 ， 法 国 雷诺 汽车 公司 的 工程 师 P. E. 贝 济 
埃 以 逼近 为 基础 ,开始 构造 参数 曲线 表示 法 ,完成 了 一 种 


自由 型 曲线 和 曲面 的 设计 系统 “UNISURF"”， 并 于 1972 
年 在 雷诺 汽车 公司 正式 投入 使 用 。n 次 贝 济 埃 曲 线 的 数 
字 表 示 式 是 nn 次 参数 曲线 段 


p(t)= BoB) (0<t<1), (1) 
式 中 B6,n(t) 为 二 项 分 布 密度 ,其 表达 式 为 
Bankt)=(F )1t)" (i=0,1,°,n)s 


+1 个 向 量 {b,) 是 由 设计 者 事先 给 定 的 ， 它 们 的 终点 
组 成 了 所 谓 贝 济 埃 特 征 多 边 形 的 顶 点。 函数 族 (B,,n(t)} 
也 称 为 n 次 伯 恩 斯 坦 基 范 数 族 , 因此 , 式 (1) 的 p(t) 可 理 
解 为 对 于 贝 济 埃 特征 多 边 形 {b,} 的 向 量 值 的 伯 思 斯 坦 逗 
近 。 平 面 上 的 三 次 贝 济 埃 曲线 是 最 常用 的 ， 它 们 的 形状 
如 图 1 所 示 。 当 设计 者 需要 修改 曲线 时 ， 只 要 稍微 调整 
特征 多 边 形 的 某 几 个 顶点 位 置 ， 对 应 曲线 的 形状 便 会 随 
之 变动 ,但 仍 保留 对 特征 多 边 形 的 逼近 性 质 。 

1972 ~ 1974 年 期 间 , 在 贝 济 埃 用 多 边 形 控制 曲线 
形状 的 方法 的 启发 下 ， 人 们 把 多 项 式 B 样 条 函数 〈 见 样 
条 函数 ) 扩 张 为 参数 形式 的 也 样 条 曲线 ,并 使 用 孔 样 条 特 
征 多 边 形 来 控制 它 。 其 中 最 有 用 的 是 三 次 式 和 二 次 式 。 
同 B 样 条 曲线 贝 济 埃 曲 线 相 比 较 ， 除 了 直观 和 保 凸 这 些 
共有 的 优点 外 ， 还 具有 下 列 几 个 优点 ，@ 局 部 修改 只 影 
响 邻 近 几 眉 函 数 ， 不 会 牵 一 而 动 百 ，@ 对 特征 多 边 形 带 
近 得 更 好 , 且 便 于 控制 ，@B 样 条 多 项 式 的 次 数 低 , 计 算 
简单 ，@ 样 条 上 允许 出 现 直线 段 和 某 些 折 角 ， 适 应 范围 
更 广 。 由 于 这 些 优点 ，B 样 条 曲线 在 几何 外 形 设计 中 很 
有 前 途 。 图 2 是 数控 绘图 机 绘制 的 贝 济 埃 曲线 ( 实 线 ) 和 
三 次 了 B 样 条 曲线 (虚线 ,它们 对 应 于 同一 个 特征 多 边 形 ， 
可 见 后 者 逼近 得 更 好 。 

b 
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b, 
ob 站 六 四 
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图 1 三 次 贝 济 埃 是 线 


图 2 贝 济 埃 曲 线 和 三 次 卫 样 条 
函数 的 比较 


1964 一 1967 年 ,S. A. 孔 斯 构造 了 一 种 用 四 边 曲面 
片 的 阵列 来 表示 曲面 的 方式 。 其 中 ， 工 程 中 最 常用 的 是 
双 三 次 孔 斯 曲面 片 , 它 的 矩阵 表示 式 为 
P(wst) 一 [U][M]J[C]LM]T[W]? (Ogu,we1), (2) 
式 中 上 标 T 代 表 和 矩阵 的 转 置 ,矩阵 
[UJ=[CW 1], CWI= Cw ,ww,w,1], 
2-2 1 1 


-3 3 -2 -1 
| oo0%1 0| 
LI1 0 0 0 


:00 0luu 
10。11w…l0u lluuw 


[C] 称 为 角 点 信息 矩阵 , 它 的 每 个 元 素 都 是 向 量 ,矩阵 分 
成 四 块 。 左 上 角 代表 四 个 角 点 的 位 置 向 量 。 左 下 角 和 右 
上 角 分 别 表示 边界 曲线 在 四 个 角 点 处 沿 w 方 向 和 也 方向 
的 切 向 量 。 这 三 块 就 唯一 决定 了 四 条 边界 曲线 的 形状 。 
右 下 角 称 为 角 点 “ 扭 矢 "， 调 整 扭 矢 会 引起 曲面 片 内 部 的 
隆 伏 ,而 对 曲面 边界 不 发 生 影响 (图 3)。 


00. oo- 


10。 
图 3 和 孔 斯 曲面 片 的 角 点 信息 


把 上 述 小 片 的 孔 斯 曲面 片 拼 起 来 ， 使 得 连接 处 达到 
一 阶 或 二 阶 偏 导数 连续 ， 便 能 构造 各 种 复杂 形状 的 几何 
外 形 。 它 们 在 飞机 外 形 设计 中 有 很 多 应 用 。 

贝 济 埃 曲线 和 B 样 条 曲线 可 通过 直 积 的 形式 而 拓 广 
成 为 曲面 表示 。 最 常用 的 是 双 三 次 形式 。 在 式 (2) 中 , 取 
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便 得 到 双 三 次 贝 济 埃 曲 面 片 的 表示 式 。 这 时 ， 甜 阵 [C] 
称 为 特征 网 格 。 设 计 
者 可 以 通过 调整 它 来 
实现 对 曲面 片 形状 的 
控制 (图 4)。B 样 条 
曲面 也 具有 类 似 的 表 
示 式 。 
双 三 次 的 孔 斯 曲 
面 、 贝 济 埃 曲面 和 B 
样 条 曲面 ， 都 是 双 三 
次 参数 曲面 的 特殊 情 
形 。 三 者 还 能 够 通过 
非 异 线性 变换 而 相互 
转化 ， 它 们 在 数学 上 
是 等 价 的 。 然 而 ， 从 应 用 的 角度 看 ， 这 三 种 曲面 各 有 所 
长 ， 而 且 适 用 于 不 同 的 课题 。 
参考 书目 

苏 步 青 , 刘 髓 元 著 :< 计 算 几何 >, 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1981。 

工 Barnhill and R. F. Riesenfeld, ed., Computer Aided 
Geometric Design, Academic Press, New York, 1974. 

工 D. Faux and M. J. Pratt, Computational Geometry 
for Design and Manufacture, John Wiley & Sons, New 


York, 1979. 
( 苏 步 青 ) 


图 4 及 三 次 贝 济 埃 曲面 片 的 
边界 曲线 


Jisuon liutl lixue 
计算 流体 力学 (computational fluid dynam- 
ics) 计算 数学 与 流体 力学 之 间 的 一 门 边缘 学 科 , 它 
提供 了 在 电子 计算 机 上 对 流体 力学 进行 数值 模拟 的 手 
段 。 由 于 流体 力学 运动 的 复杂 性 ， 在 模拟 过 程 中 在 计算 
方法 上 遇 到 较 多 的 困难 ,有 必要 进行 专门 研究 ,所 以 在 计 
算数 学 中 ， 计 算 流体 力学 逐渐 形成 了 一 个 有 相当 独立 性 
的 分 支 。 

非 定常 理想 流体 力学 的 方程 和 方法 ”描写 非 定常 理 
想 流体 或 气体 运动 过 程 的 动力 学 方程 组 为 


B+V.pu=0, 


9 
-+puut+ Vp=0， (GD) 


opE 
+V.Eut+ Vpu=0, 


式 中 p.p、w 分 别 表示 介质 的 密度 、 压 力 、 速 度 ; 已 是 单位 
质量 的 总 能 量 , 等 于 内 能 。 与 动能 去 lz: 之 和 .方程 (1) 


连同 介质 的 状态 方程 p= P(P,e) 组 成 封闭 方程 组 ， 给 出 
适当 的 初始 条 件 和 边界 条 件 后 就 可 以 求解 .方程 (1) 是 建 
立 在 欧 拉 坐标 系 中 的 ， 它 的 解 给 出 了 在 空间 固定 位 置 上 
诸 力学 量 随时 间 的 变化 。 在 计算 流体 力学 中 通常 将 解 方 
程 (1) 的 各 种 方法 称 为 欧 拉 方 法 ,相应 的 差分 格式 称 为 欧 
拉 格 式 。 流 体 动力 学 方程 还 可 以 建立 在 拉 格 朗 日 坐标 系 
中 。 即 建立 在 随 流体 运动 的 坐标 系 中 ， 以 及 任意 活动 的 
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坐标 系 中 ， 一 般 称 解 拉 格 朗 日 坐标 系 中 的 流体 动力 学 方 
程 的 方法 为 拉 格 朗 日 方法 。 在 任意 活动 的 坐标 系 中 , 非 定 
常理 想 流体 动力 学 方程 的 积分 形式 为 


a 
i —D)-nds, 
i ed 


a 
是 =— —D)-nds— dS, 
Et nt Rd 


a 
三 去 E(u—D).ndSs 
oe 中 oo (一 D) mn 
— purnds， (2) 
ao 


式 中 9(t) 为 空间 中 任 一 活动 的 区 域 , 3Q(t) 是 其 边界 ,DD 
是 39(t) 的 速度 , n 是 39(t) 的 外 法 线 方向 单位 向 量 。 

以 解 流体 动力 学 方程 为 内 容 的 计算 流体 力学 是 从 20 
世纪 40 年 代 中 期 ,伴随 着 电子 计算 机 的 出 现 ， 由 于 生产 
和 科学 研究 的 需要 而 发 展 起 来 的 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 
为 了 研究 冲击 波 在 金属 中 传播 的 规律 ，J. 双 ' 诺 伊 和 
R.D. 里 希 特 迈 好 提出 了 第 一 个 一 维 拉 格 朗 日 方法 ,1959 
年 ,C. K. 戈 杜 诺 夫 利 用 间断 分 解 的 概念 建立 了 一 维 的 欧 
拉 格 式 ， 成 为 后 来 的 格 利 姆 格式 (又 称 随机 选取 法 ) 的 基 
础 。 由 于 一 维 流 体 运动 中 不 同 质 团 之 间 是 有 序 的 ， 即 其 
上 下 .左右 .前 后 的 相对 位 置 不 会 改变 ， 因 而 跟踪 质 团 
拉 格 朗 日 方法 是 很 有 效 的 ， 适 合 于 解 许多 一 维 非 定常 流 
体力 学 问题 。 

二 维 流 体力 学 的 运动 要 比 一 维 情况 复杂 得 多 。 在 二 
维 流体 运动 中 ， 质 团 之 间 不 再 具有 象 在 一 维 流体 运动 中 
的 有 序 的 性 质 。 汶 就 给 二 维 流体 运动 的 计算 造成 了 很 多 
困难 。 

对 二 维 流体 力学 计算 方法 的 探索 是 在 50 年 代 中 期 
从 拉 格 朗 日 方法 开始 的 ,H. G. 科 尔 斯 基 构 造 了 第 一 个 二 
维 拉 格 朗 日 格式 。 然 而 在 实践 中 发 现 拉 格 朗 日 方法 固然 
有 它 的 优点 ,例如 局 部 图 像 可 以 算得 比较 精细 ,物质 界面 
(包括 自由 面 ) 容 易 处 理 ， 但 是 由 于 二 维 流体 运动 中 可 能 
出 现 严重 的 扭曲 现象 ,因而 容易 造成 网 格 翻转 ,使 计算 不 
能 继续 下 去 。 不 过 对 于 一 些 扭曲 不 太 严重 的 力学 模型 ， 
特别 是 包含 多 种 介质 的 模型 ， 拉 格 朗 日 方法 仍 不 失 为 一 
种 基本 的 有 效 的 方法 。 

为 了 使 拉 格 朗 日 方法 使 用 范围 更 广泛 一 些 ， 避 免 网 
格 翻转 , 可 以 对 拉 格 朗 日 方法 作 一 些 处 理 , 其 中 比较 有 效 
的 是 重 分 网 格 。 方 法 是 在 计算 了 一 个 或 若干 个 时 间 步 长 
后 将 网 格 重新 划分 ， 把 因 扭曲 而 显得 畸形 的 网 格 换 成 尽 
可 能 规整 的 新 网 格 。 其 上 的 力学 量 根据 旧 网 格 上 的 力学 
量 按照 质量 .动量 .能量 守恒 的 原则 加 以 重新 针 算 。 当 然 
这 样 的 拉 格 朗 日 方法 已 经 不 再 是 原来 意义 上 的 跟踪 流体 
质 团 的 拉 格 朗 日 方法 了 。 

欧 拉 方 法 没有 网 格 翻转 的 问题 ,可 以 计算 大 的 扰动 。 
流体 网 格 法 (FLIC 方法 ) 就 是 一 种 典型 的 二 维 网 拉 方 法 。 
但 是 当 计算 模型 中 包含 有 多 种 介质 时 ， 如 果 不 加 特殊 处 
理 ,物质 界面 就 会 逐渐 模糊 ,以 致 得 不 到 正确 的 结果 。 自 


由 面 的 计算 也 会 碰 到 类 似 的 问题 。 这 里 困难 主要 在 于 计 
算 过 程 中 必定 会 出 现 含有 两 种 以 上 物质 的 混合 网 格 ， 因 
而 就 提出 了 如 何 计算 混合 网 格 中 的 力学 量 ， 以 及 如 何 计 
算 混合 网 格 向 周围 网 格 的 输 运 量 的 问题 。 

有 一 种 办 法 是 在 欧 拉 网 格 上 跟踪 物质 界面 ， 随 时 定 
出 界面 的 位 置 。 这 样 在 一 个 网 格 中 哪 一 种 物质 占据 最 一 
部 分 位 置 就 很 清楚 了 。 以 此 为 根据 就 可 计算 出 混合 网 格 
中 的 力学 量 和 通过 它 边界 上 的 输 运 量 。 但 在 计算 机 上 实 
现 这 种 计算 的 程序 是 很 复杂 的 。 

质点 网 格 法 (PIC 方法 ) 是 在 欧 拉 网 格 上 计算 包含 
多 种 介质 的 模型 的 一 种 方法 。 把 网 格 中 的 介质 用 若干 
质点 来 表示 ， 每 个 质点 带 有 某 种 介质 的 质量 。 借 助 于 质 
点 在 网 格 间 的 运动 计算 出 网 格 上 的 力学 参量 与 网 格 间 的 
输 运 量 。 而 不 同 介质 的 分 界面 通过 打印 质点 分 布 图 可 以 
清楚 地 看 出 。 但 是 在 该 方法 中 ， 网 格 间 的 输 运 是 以 质点 
为 单位 的 ， 所 以 计算 结果 往往 有 些 跳跃 , 另 一 方面 ,由 于 
引进 了 质点 , 故 需 要 较 大 的 存 贮 量 。 为 了 克服 上 述 缺 点 ， 
随后 出 现 的 计算 不 可 压缩 流体 运动 的 标志 网 格 法 (MAC 
方法 ) 就 用 无 质量 的 标志 来 代替 质点 。 在 GILA 方法 中 
则 采用 只 在 混合 网 格 两 侧 两 三 个 网 格 内 安放 标志 的 办 法 
来 降低 对 存 贮 量 的 要 求 。 

拉 格 朗 日 方法 和 欧 拉 方 法 各 有 优 缺点 ， 也 就 是 各 有 
其 适应 的 对 象 和 范围 ， 因 此 逐渐 发 展 了 一 些 欧 拉 与 拉 格 
朗 日 相 结 合 的 方法 ， 利 用 质点 或 标志 的 方法 实质 上 就 是 
欧 拉 和 拉 格 朗 日 相 结合 的 方法 。 在 二 维 流体 力学 的 计算 
中 ,有 取 一 个 空间 坐标 为 欧 拉 坐标 , 另 一 个 为 拉 格 朗 日 坐 
标的 混合 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方法 ;有 将 求解 区 域 划分 为 若干 
子 区 域 ,在 一 些 子 区 域 上 用 欧 拉 方法 ,在 另 一 些 子 区 域 上 
用 拉 格 朗 日 方法 的 耦合 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方法 。 解 方程 (2) 
的 方法 称 为 任意 拉 格 朗 日 - 欧 拉 方法 (ALE 方法 )。 在 将 
方程 组 (2) 离 散 化 时 ,对 每 一 个 方程 适当 选择 积分 区 域 9 
《例如 可 以 取 作 一 个 网 格 ,或 者 由 几 个 相 邻 网 格 派生 出 来 
的 某 个 区 域 ), 然 后 近似 求 积 分 。 实 际 上 拉 格 朗 日 方法 和 
欧 拉 方法 都 可 以 看 成 是 这 种 方法 的 特例 。 当 区 域 9 的 边 
界 速度 DD 等 于 流体 速度 时 ,就 得 到 拉 格 朗 日 格式 ! 如 
果 DD 取 为 零 , 就 是 欧 拉 方 法 ， 当 DD 用 其 他 规则 给 出 时 ， 
就 相当 于 在 重 分 网 格 。 

粘性 方程 组 (1) 是 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 , 它 的 初 值 
问题 的 解 , 不 论 初 值 函数 如 何 光滑 ,都 可 能 在 经 过 有 限时 
闻 后 出 现 间断 。 另 一 方面 ,即使 初 值 函数 是 间断 的 , 解 也 
可 能 是 连续 的 。 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 解 的 这 种 特性 反 


也 


冲击 菠 运 动 的 方向 


图 1 冲击 让 后 
< 的 振动 现象 


映 了 流体 运动 中 冲击 波形 成 与 消失 的 过 程 。 如 果 简单 地 
把 流体 力学 方程 组 进行 有 限 差分 离散 化 近似 ， 由 于 差分 
算法 不 适应 强 间 断 ， 计 算 结果 在 冲击 波 后 会 出 现 剧烈 的 
振动 现象 (图 1)。 这 样 , 在 计算 流体 力学 中 就 有 一 个 如 何 
计算 间断 解 (冲击 波 ) 的 问题 。 一 般 来 说 ， 有 两 种 计算 冲 
击 波 的 方法 。 一 种 是 击 波 装 配 法 ， 将 间断 面 看 成 是 块 块 
连续 解 的 边界 ， 在 连续 解 的 区 域内 用 差分 方法 求解 ， 而 
在 间断 面 上 给 出 兰 金 - 许 贡 纽 条 件 作为 内 边界 条 件 。 另 
一 种 是 击 波 捕捉 法 ， 在 建立 差分 格式 时 引入 某 些 起 粘性 
作用 的 项 ， 将 间断 解 光滑 化 。 这 种 方法 对 于 处 理 可 压缩 
流体 非 定常 运动 中 可 能 出 现 多 个 冲击 波 、 接 触 间断 和 一 
系列 波 的 相互 作用 的 复杂 图 像 是 比较 有 效 的 。 

冯 : 诺 伊 曼 和 里 希 特 迈 耶 在 建立 一 维 拉 格 朗 日 格式 
时 ， 就 将 被 称 为 人 为 粘性 的 量 9 引进 拉 格 朗 日 坐标 系 中 
的 一 维 流体 力学 方程 组 。 他 们 实际 上 是 在 解 方程 组 


了 
may 3 


ae 

如 ++o 中 -= 

p=p(p,e), 
式 中 R 与 7 分 别 表示 介质 的 欧 拉 与 拉 格 朗 日 坐标 , V 为 
比 容 , 等 于 密度 的 倒数 ;1 与 po 分 别 是 具有 长 度 和 密度 量 
纲 的 给 定 的 量 。 相 应 的 差分 方程 组 为 


n+ 


we 1 Rr-R; 
4 Er 
R= es 


-5 [人 ee 
-te3， 
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RT 
0 Vd 人 


[| 
e+ 
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p73= -p(T 6)， 


式 中 四 表示 在 点 ((j+ 诗 )Ar， (n+ 1DAt) 处 的 值 ， 


其 他 量 类 推 ，a 为 无 量 纲 常数 。 当 4=1.2~3 时 ,利用 这 
个 差分 格式 计算 所 得 的 冲击 波 图 像 有 3 一 4 个 网 格 的 过 
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该 区 ， 冯 , 诺 伊 晤 和 里 希 特 迈 事 引 进 的 人 为 粘性 起 到 了 
光滑 化 原始 解 的 冲击 波 间 断 的 作用 ， 但 并 不 是 在 方程 组 
中 任意 引进 高 阶 导数 项 部 能 起 到 光滑 化 同 断 解 的 作用 。 
例如 ,在 能 量 守 恒 方程 中 引进 热传导 项 , 当 冲 击 该 比较 能 
时 可 以 光 清 化 原始 解 的 冲击 法则 新， 但 当 冲击 该 相当 强 
时 , 则 起 不 了 光滑 化 作用 。 

人 为 粘性 还 有 不 少 其 他 的 形式 ,如 

sf Ou 

=- 训 癌 |( 品 -x| 训 |) ep 
式 中 4,xEL50,1]。 当 4=0 时 ,(3) 是 线性 的 ， 当 p=x= 
1 时 ,(3) 为 冯 诺 伊 曼 与 里 希 特 到 耶 所 提出 的 粘性 .人 为 
粘性 也 可 以 取 成 线性 形式 与 非 线性 形式 的 组 合 等 等 

二 维 流体 运动 的 扰动 现象 ,主要 不 是 由 于 压缩 机 制 ， 
而 是 由 于 剪 切 滑 移 机 制 所 造成 的 。 在 二 维 计算 中 ,引进 标 
量 型 的 人 为 粘性 项 ,可 以 缓和 压缩 过 程 ,但 是 对 剪 切 滑 移 
过 程 影响 不 大 .所 以 在 有 的 格式 中 ,考虑 缓和 前 切 清 移 过 
程 的 作用 ， 引 进 了 形式 相当 复杂 的 人 为 粘性 张 量 。 但 是 
也 有 一 些 计算 流体 力学 方程 的 差分 格式 并 未 引进 人 为 粘 
性 。 例 如 求解 拟 线性 双 曲 型 方 程 引 十 ao= 0 的 拉克 
斯 格式 
名) 
AF 和 ZAx = 
就 没有 引进 人 为 粘性 。 可 是 如 果 将 拉克 斯 格式 改写 成 以 
下 形式 ， 


1) 
“2 


AX)! 由 汪 一 2 十 轨 - 
2At (Ax)’ ? 
8 a Bi 
就 看 出 拉克 斯 格式 是 通 近 微分 方程 误 二 区 和 8 作 


的 简单 显 式 格式 , 式 中 6 一 半 《 代 一。 这 里 ,在 差分 格式 
中 ， 隐 含 着 某 种 相当 于 粘性 作用 的 高 阶 导 数 项 。 这 样 的 
项 称 为 格式 粘性 。 芒 村 诺 夫 格式 ,高 阶 精 确 度 的 拉克 斯 - 
温 德 罗 夫 格式 都 属 于 这 一 类 型 本 身 包含 着 格式 相 性 的 关 
分 格式 。 

格式 的 稳定 性 分 析 “流体 力学 方程 组 的 差分 格式 是 
一 组 非 线性 的 差分 格式 。 关 于 它 的 稳定 性 通 党 是 采用 简 
单 的 在 理论 上 并 不 严格 的 近似 考察 办 法 来 讨论 。 例 如 ， 
先 把 差分 方程 组 线性 化 ， 把 系数 看 作 常数 ， 然 后 用 拉克 
斯 -里 希 特 近 耶 关 于 常 系数 差分 格式 的 稳定 性 理论 来 进 
行 分 析 ， 把 分 析 结果 所 得 到 稳定 性 条 件 中 所 包含 的 系数 
仍然 恢复 到 原来 非 线性 形式 。 但 是 在 使 用 这 些 稳定 性 条 
件 当 作 计算 过 程 的 判 据 时 ,需要 增加 一 些 安全 因子 ,可 以 
用 斌 算 的 办 法 来 估计 其 取信 的 范围 。 

另 一 种 简单 近似 考察 的 办 法 是 C. W. 希 尔 特 提出 来 
的 .首先 把 差分 格式 在 某 确定 点 上 作 泰 勒 级 数 近似 展开 , 
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将 高 阶 误差 项 略 去 ,只 留 下 最 低 阶 的 误差 项 ,得 到 一 个 新 
的 微分 方程 ， 称 为 差分 格式 的 微分 近似 方程 。 如 果 差 分 
格式 与 原 微分 方程 是 相 容 的 ， 那 么 所 得 的 新 的 微分 近似 
方程 比 原 方程 只 增加 了 一 些 含 小 参数 的 较 高 阶 导数 的 附 
加 项 。 由 于 差分 格式 也 可 以 看 作 是 和 新 的 微分 近似 方程 
相 容 的 ,因而 差分 格式 的 微分 近似 方程 问题 的 适 定性 ,就 
应 该 是 差分 格式 稳定 的 必要 条 件 。 这 种 检验 是 任何 稳定 
的 差分 格式 必然 应 该 通过 的 一 种 判别 ,使 用 比较 方便 ,是 
很 有 用 的 。 

定常 流 ”如 果 考 虑 的 不 是 理想 而 是 实际 的 带 粘 性 并 
具有 热传导 性 质 的 流体 , 则 用 来 描述 流体 运动 的 是 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 组 


a 
+V pw) =0, 
Bu 
pp 寻 p(w V w= VP, (4) 


p+ pu Ve VKVT)+ PVu, 


式 中 P 三 (一 p+XV .wu)1+p[Vu+(Vu)'], 这 里 1 表示 单 
位 张 量 ,，(Vu)' 为 Vu 的 转 置 ，K(p,e) 为 介质 的 热传导 
系数 ，X(p,e) 和 (pse) 为 介质 的 粘性 系数 ,它们 满足 关 


系 + 了 4 之 0, 4 之 0; 7 是 温度 , 它 与 内 能 。 及 密度 p 的 


关系 由 状态 方程 c=elp,T) 给 出 。 当 流体 的 运动 与 时 间 
的 变化 无 关 时 ,就 得 到 定常 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 ， 即 
为 方程 组 (4) 左 端 第 一 项 等 于 零 的 方程 。 定 常 的 纳 维 -斯 
托 克 斯 方程 组 在 特殊 情况 下 可 以 是 椭 曙 型 的 、 抛 物 型 的 
或 双 曲 型 的 ,一 般 地 说 来 ,可 以 是 退化 的 ,混合 型 的 ,并 且 
依赖 于 未 知 解 的 。 偏 微分 方程 组 定 解 问题 的 提 法 因 类 型 
不 同 而 有 显著 差别 。 定 常 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 的 类 型 
比较 复杂 ,因而 它 的 定 解 问题 的 提 法 也 很 复杂 。 

在 许多 特定 场合 ， 借 助 于 偏 微分 方程 类 型 的 概念 及 
问题 的 物理 意义 来 分 析 研 究 解 的 数学 性 质 以 及 定 解 问题 
的 提 法 是 有 可 能 的 。 通 常 ， 对 定常 流 问题 是 在 对 流 场 结 
构 有 清晰 了 解 的 基础 上 才 进行 数值 近似 求解 。 有 时 从 物 
理 的 角度 对 问题 作 某 种 简化 不 仅 能 反映 出 物理 问题 的 本 
质 ， 而 且 使 问题 的 数学 性 质 更 加 清楚 。 例 如 为 了 研究 某 
些 简单 物体 表面 (如 平板 ) 附 近 的 粘性 效应 ， 在 雷诺 数 充 
分 大 的 假定 下 ， 可 以 导出 称 作 普 朗 特 方程 组 的 附 面 层 方 
程 组 。 这 类 方程 是 抛物 型 的 ， 对 于 它 的 各 种 定 解 问题 有 
大 量 的 理论 研究 和 数值 解法 的 研究 。 

忽略 粘性 和 热传导 的 作用 ,定常 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方 
程 组 就 化 为 理想 流体 的 欧 拉 方程 组 

V:(pu)=0, 

elu Vet wp-0, | 

pu Ve+pV:u=0。 
这 个 一 阶 所 线性 方程 组 ,如 果 用 马赫 数 Ma= |u| /ce 为 
声速 ) 作 为 特征 参数 , 则 在 Ma>1 处 ( 即 超声 速 区 ) 是 双 曲 
型 的 , 在 Ma<1 处 ( 即 亚 声 速 区 ) 是 椭 贺 型 的 , 在 Ma=1 
处 ( 即 声 加 区 ) 是 抛物 型 的 ， 或 是 在 此 处 方程 组 类 型 发 生 


过 湾 。 这 里 ， 方 程 组 的 类 型 依 
赖 于 流体 速度 & 及 声速 c， 因 
而 事先 是 未 知 的 。 

钝 头 体 无 粘 超声 绕 流 的 流 
场 结构 正 是 这 种 混合 椭圆 双 曲 
型 的 一 个 典型 例子 。 当 超声 速 
气流 绕 过 钝 头 物体 时 ， 产 生 一 
个 脱 体 冲击 波 。 气 体 在 头 部 前 
缘 受 压缩 而 形成 亚 声速 区 ， 当 
气体 侧 向 流动 时 逐渐 加 速 ， 经 
声速 线 过 渡 到 超声 速 区 (图 2)。 

在 二 维 无 旋 流 场 上 ,如 果 引进 速度 势 函数 p， 理 想 流 
体 的 欧 拉 方 程 组 就 化 为 速度 势 方程 

(C2—t)poo— 2uVpeyt+ (0 — 2)Pyy=0, 
式 中 4=9o,v=9y。 这 个 二 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 , 当 |u| > 
56 时 是 双 曲 型 的 , 当 |w| <c 时 是 椭圆 型 的 , 当 Iw|=c 时 
是 抛物 型 的 。 

如 上 所 述 ， 在 定常 流 中 ， 求 解 区 域 可 能 是 由 亚 声 速 
区 、 超 声速 区 以 及 各 种 内 ,外 边界 所 组 成 。 外 边界 可 以 是 
固体 表面 .流入 流出 的 界面 .冲击 波 面 、 自 由 面 等 ;内 边界 
可 以 是 冲击 波 面 . 稀 琉 波 的 边界 接触 间断 、 滑 移 面 .声速 
面 等 。 在 对 流 场 有 定性 了 解 之 后 ， 就 可 在 所 有 内 外 边界 
上 给 定 相应 的 条 件 作为 边界 条 件 ， 而 在 光滑 区 内 根据 微 
分 方程 组 的 类 型 进行 差分 离散 化 近似 。 这 样 就 避免 了 跨 
越 间断 线 的 差分 ,因而 可 以 不 降低 差分 格式 的 精确 度 。 这 
种 近似 数值 方法 称 为 分 离奇 性 法 。 这 种 方法 可 以 用 来 计 
算 间断 的 相交 和 波 的 反射 ， 以 及 冲击 波 的 形成 过 程 。 

除 差分 方法 外 ， 还 有 许多 适合 于 解 定常 流 问 题 的 数 
值 方法 ,例如 特征 线 法 、 积 分 关系 法 、 有 限 元 方法 等 等 最 
初 ， 特 征 线 法 被 广泛 地 用 来 解 二 维 双 曲 型 方程 组 的 初 边 
值 问 题 。 它 的 优点 是 力学 意义 鲜明 ,并 具有 二 阶 精确 度 。 
但 是 在 应 用 到 三 维 定常 流 问题 时 ， 它 遇 到 了 几何 上 较 大 
的 困难 ,使 其 进一步 发 展 受到 了 限制 。 

20 世纪 50 年 代 初 期 , A. A. 多 罗 德 尼 崔 提出 的 积分 
关系 法 第 一 次 成 功 地 解决 了 当时 被 认为 十 分 困难 的 钝 头 
体 超声 速 绕 流 中 跨 声 速 流 场 的 计算 问题 。60 年 代 积分 关 
系 法 在 空气 动力 学 各 种 问题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 成 功 
地 解决 了 一 系列 二 维 问题 ， 例 如 回转 体 的 亚 声速 及 跨 声 
速 绕 流 ， 管 道 流 及 边界 层 问 题 等 等 。 积 分 关系 法 是 直线 
法 的 发 展 。 它 的 基本 思想 是 将 难于 求解 的 偏 微分 方程 问 
题 化 为 常 微分 方程 问题 解决 。 此 外 ,还 有 其 他 途径 (如 直 
线 法 ,级 数 法 等 ) 也 能 将 偏 微 分 方程 化 为 常 微分 方程 组 求 
解 。 近 来 ,有 限 元 方法 也 被 广泛 地 用 来 解 流体 力学 问题 。 

定常 流 问题 的 解 还 可 以 看 作 是 相应 非 定常 问题 在 时 
间 充 分 大 时 的 渐 近 解 。 非 定常 问题 定 解 条 件 的 提 法 相对 
来 说 要 简单 得 多 。 因 此 ， 用 计算 相应 非 定常 问题 渐 近 解 
的 办 法 代替 解 定常 问题 ， 可 以 避免 混合 型 定常 方程 组 带 
来 的 处 理 困难 ， 例 如 用 二 维 非 定常 问题 的 计算 方法 来 计 
算 具 有 混合 型 流 场 的 钝 头 体 绕 流 是 十 分 成 功 的 。 


图 2 印 头 绕 注 


数值 求解 中 ,在 将 方程 组 及 边界 条 件 离散 化 时 ,一 般 
要 求 内 点 格式 必须 与 边界 格式 相 适 应 或 相 匹配 。 常 有 这 
样 的 情况 ,由 于 内 、 外 边界 条 件 的 离散 化 不 合适 ,计算 结 
果 出 现 振荡 以 致 无 法 进行 下 去 .此 外 ,在 使 用 高 阶 精确 度 
格式 或 增加 光滑 化 项 时 ， 会 发 生 要 条 增加 边界 条 件 的 情 
况 。 如 何 处 理 好 这 些 问题 ， 对 计算 的 稳定 性 影响 极 大 。 

( 周 培 租 地 僵 元 王 汝 权 ) 

jisuon shuxue 
计算 数学 (computational mathematics) 
数学 科学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 数值 计算 方法 的 设计 、 分 
析 和 有 关 的 理论 基础 与 软件 实现 问题 。 另 外 ， 有 一 个 较 
常用 的 名 词 "数值 分 析 "， 其 包含 的 内 容 属于 计算 数学 
的 一 个 部 分 。 计 算数 学 几乎 与 数学 科学 的 一 切 分 支 有 联 
系 , 它 利用 数学 领域 的 成 果 发 展 了 新 的 、 更 有 效 的 算法 及 
其 理论 基础 ; 反 过 来 ,在 许多 数学 分 支 的 研究 中 开始 探索 
运用 计算 的 方法 。 计 算数 学 的 发 展 对 数学 科学 本 身 也 产 
生 合 来 傅 大 的 影响 。 近 年 来 ， 由 于 计算 机 的 发 展 及 其 在 
各 种 科学 技术 领域 的 应 用 的 推广 与 深化 ， 计 算 性 的 学 科 
新 分 支 ， 如 计算 力学 计算 物理 ,计算 化 学 ,计算 生物 学 、 
计算 地 质 学 、 计 算 经 济 学 以 及 众多 工程 科学 的 计算 分 支 
纷纷 兴起 。 因 为 任何 具体 学 科 中 的 计算 过 程 ， 不 论 其 目 
的 ,背景 和 含义 如 何 ， 终 归 是 数学 的 计算 过 程 ,计算 数学 
是 各 种 计算 性 学 科 的 联系 纽带 和 共性 基础 。 因 此 ， 计 算 
数学 是 一 门 兼 具 基础 性 、 应 用 性 和 边缘 性 的 数学 学 科 。 

历史 洛 革 在 每 个 人 生活 中 的 数学 活动 总 是 以 记 数 
和 计算 开始 的 ,而 且 终 其 一 生 。 计 算 即 便 不 一 定 是 数学 活 
动 的 全 部 ， 但 总 也 是 与 生活 联系 最 直接 、 最 密切 的 一 环 。 
在 人 类 的 数学 发 展 的 历史 中 ,计算 也 占有 类 似 的 地 位 。 数 
学 最 初 导 源 于 计算 ， 计 算 曾经 是 古代 数学 的 最 重要 的 组 
成 部 分 。 

中 国 古 代数 学 曾 有 辉煌 的 成 就 ， 而 尤 以 计算 性 和 实 
用 性 见 胜 ， 这 是 与 古代 数学 的 另 一 个 渊源 一 一 以 概念 性 
及 推理 性 见长 的 古典 希腊 数学 有 所 不 同 的 。 中 国 在 公元 
前 14 世纪 的 商 代 就 基本 形成 了 十 进 的 位 值 记 数 制 ,而 在 
印度 则 直到 公元 6 世纪 才 出 现 , 流 传 到 西方 则 更 晚 。 中 国 
春秋 战国 时 期 就 形成 并 发 展 了 算 筹 , 作 为 通用 、 有 效 的 计 
算 工具 。 以 后 又 改进 演化 成 为 算盘 ， 相 应 发 展 了 珠算 方 
法 ;中 式 算盘 及 其 变种 在 世界 上 许多 国家 (包括 东方 各 国 
和 俄国 ) 一直 沿用 至 今 。 

公元 前 2 世纪 中 叶 希 腊 阿 基 洲 大 提 出 曲直 转化 极限 
趋 近 的 方法 ,并 据 此 算出 有 一 定 精确 度 的 圆周 率 * 值 ,这 
种 方法 的 思想 是 微 积分 的 先驱 。 中 国 北魏 的 刘 柚 也 独立 
地 提出 类 似 的 思想 ,发 展 J“ 割 团 术 ", 计 算出 "二 3.1416。 
5 世纪 中 国 南朝 刘 宋 的 祖冲之 发 展 了 级 术 , 据 此 算出 更 
为 精确 的 * 值 ， 领 先 于 世界 1000 多 年 。 

在 代数 方程 解法 方面 ,中 国 古代 有 很 高 的 成 就 ,公元 
前 1 世纪 汉代 《& 九 章 算 术 》 一 书记 载 了 开平 方 和 开 立 方 的 
算法 , 书 中 所 述 的 解 一 元 二 次 方程 的 盈 不 足 法 就 是 13 世 
纪 后 在 欧洲 出 现 的 “ 试 位 法 ”， 书 中 还 有 一 章 讲述 联 立 一 
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次 方程 解法 的 ,这 种 解法 本 质 上 就 是 近代 的 消 元 法 , 比 欧 
洲 早出 现 了 1 000 多 年 。 关 于 高 次 代数 方程 的 近似 解法 
在 《 九 章 算术 ?中 已 具 雏 形 , 到 宋代 厌 九 刘 (1247 ) 和 元 代 
来 世 示 (1303) 发 展 完善 ,相当 于 近代 的 稚 纳 算法 (1819)。 

15 世纪 欧洲 资本 主义 工商 业 兴 起 , 科学 技术 有 了 新 
发 展 ， 数 学 发 展 的 主要 舞台 移 至 欧洲 ， 而 在 中 国 则 趋 于 
衰微 。 以 解析 几何 学 及 微 积分 学 为 标志 ,近代 数学 开始 形 
成 发 展 ， 数 值 计算 方法 也 有 相应 的 进步 。 各 个 时 期 的 大 
数学 家 ， 在 发 展 基础 数学 的 同时 也 都 对 计算 方法 作出 了 
重要 贡献 。I. 牛顿 , 工 . 欧 拉 、J.-L. 拉 格 天 日 发 展 了 一 般 
插值 方法 与 差分 方法 ,C. F. 高 斯 和 本. 并 . 切 比 雪夫 分 别 
对 于 均 方 模 量 和 绝对 值 模 量 发 展 了 最 优 逼 近 的 方法 与 理 
论 。 在 高 次 代数 方程 方面 发 展 了 牛顿 迭代 解法 以 及 其 他 
种 种 求 根 方法 ,在 线性 代数 方面 发 展 了 高 斯 , 若 尔 当 消 元 
法 以 及 各 种 迭代 法 。 微 积分 和 微分 方程 发 展 的 同时 ， 也 
出 现 了 数值 计算 的 新 领域 一 一 微分 方程 的 离散 化 与 数值 
解法 。 由 于 科学 技术 的 发 展 和 实践 的 需要 ， 人 们 开始 认 
识 到 数值 计算 的 日 益 增长 的 重要 性 。 但 是 ,直到 20 世纪 
40 年 代 , 由 于 社会 生产 规模 的 制约 ， 特 别 是 技术 手段 和 
计算 工具 条 件 的 不 足 ,数值 计算 的 发 展 比较 缓慢 ,对 科学 
研究 和 工程 技术 所 起 到 的 作用 也 是 比较 有 限 的 。 

到 了 20 世纪 40 年 代 ， 由 于 实践 的 需要 特别 是 军事 
上 的 需要 ,也 由 于 技术 条 件 的 成 熟 ,在 第 二 次 世界 大 战 开 
始 酝酿 , 并 于 40 年 代 末 期 制 成 电子 计算 机 , 这 是 人 类 的 
计算 工具 的 一 项 革命 性 进展 。 它 在 诞生 之 始 ,在 计算 速度 
上 要 比 原 有 人 工 操作 的 机 械 式 计算 工具 提高 了 3 一 5 个 
量 级 。30 年 来 , 伴随 着 半导体 与 集成 技术 的 进步 ， 计 算 
机 又 有 不 停顿 的 迅速 发 展 ， 平 均 每 五 年 性 能 价格 比 提高 
一 个 量 级 。 这 就 使 得 愈 来 您 多 的 、 以 前 不 能 设想 的 、 难 度 
和 规模 日 益 增 大 的 计算 问题 的 解决 ， 在 技术 上 和 经 济 上 
成 为 可 行 的 。 在 这 样 新 的 条 件 下 ,计算 在 整个 科学 技术 以 
至 经 济 生活 中 的 重要 性 得 到 前 所 未 见 的 提高 ;同时 ,以 原 
来 分 散在 数学 各 分 支 的 计算 方法 为 基础 的 一 门 新 的 数学 
科学 一 一 计算 数学 开始 形成 并 迅速 发 展 。 

作用 与 意义 每 一 种 科学 工具 的 创新 ， 都 能 推动 有 
关 科 学 的 进步 ， 而 推动 的 程度 总 是 与 工具 性 能 的 提高 相 
应 的 。 如 望远镜 ,显微镜 、 加速 器 等 工具 的 作用 ， 都 延伸 
和 强化 了 人 的 特定 的 观察 能 力 ， 从 而 带动 了 有 关 的 特定 
科学 领域 ， 如 天 文学 ,生物 学 ,高 能 物理 学 等 。 由 于 计算 
机 是 一 种 能 延伸 和 强化 人 的 思维 智能 的 工具 ， 工 效 上 又 
有 极 大 提高 ,并 且 具 有 高 通用 性 ,所 以 它 的 作用 将 深刻 影 
响 到 一 切 科学 技术 领域 。 计 算 机 的 出 现 正在 把 计算 的 手 
恬 推 向 人 类 科学 活动 的 前 沿 ， 计 算 的 方法 正在 上 升 为 科 
学 方法 的 一 个 主要 环节 。 

15 世纪 以 后 ,近代 科学 在 欧洲 兴起 , 特别 重要 的 是 ， 
以 伽利略 为 代表 系统 地 引进 了 科学 实验 方法 ， 和 稍 后 以 
牛顿 为 代表 提高 完善 了 科学 理论 方法 。 实 验 与 理论 并 列 
成 为 科学 方法 的 两 个 对 等 环节 ,推动 了 近代 科学 的 发 展 。 
当前 科学 计算 正在 兴起 并 形成 与 科学 理论 、 科 学 实验 占 
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足 三 分 之 势 , 这 是 伽利略 ,牛顿 以 来 在 科学 方法 论 方面 取 
得 的 最 大 进展 。 

在 现代 自然 科学 与 工程 技术 中 ， 基 本 规律 的 精确 表 
达 形 式 大 都 采用 微分 方程 ， 但 用 当代 数学 解析 方法 能 对 
其 求解 的 方程 仅 限于 常 系数 ,线性 、 规 则 区 域 等 少数 " 初 
等 "的 情况 ,对 绝 大 多 数 的 变 系数 、 非 线性 ,不 规则 几何 等 
复杂 问题 ,数学 解析 的 方法 几乎 无 能 为 力 ,这 种 情况 在 今 
后 相当 长 的 时 期 内 也 不 可 能 改变 ， 若 采用 数值 计算 的 方 
法 ,再 借助 于 计算 机 ,从 原则 上 说 ， 对 解决 非 线性 方程 和 
其 他 复杂 问题 没有 不 可 逾越 的 障碍 。 计 算 的 方法 对 那些 
理论 上 难以 处 理 的 问题 能 给 出 丰富 的 、 系 统 性 的 感性 启 
示 , 也 能 为 工程 设计 提供 急需 的 .关键 性 的 定量 依据 。 另 
外 ,对 那些 精确 性 尚 不 成 熟 、 数 学 模型 尚未 定型 的 问题 ， 
利用 数值 模拟 计算 可 进行 多 方案 的 对 比 筛选 ， 这 对 过 程 
的 理解 和 正确 模型 的 建立 极 有 帮助 ,因此 ,对 理论 方法 而 
言 , 计算 的 方法 是 与 它 相辅相成 的 , 也 可 以 补充 其 不 足 ， 
还 可 以 指导 其 发 展 , 甚 至 部 分 取代 。 当 然 , 对 科学 问题 的 
完整 解决 ,理论 方法 是 不 可 缺少 的 。 

在 计算 方法 与 实验 方法 之 间 也 有 类 似 的 关系 。 在 很 
多 基本 物理 规律 业已 明确 、 数 学 模型 业已 定型 的 科学 领 
域 中 ,计算 手段 所 取得 的 成 果 , 其 精确 可 靠 性 已 经 接近 ， 
达到 或 超过 实验 手段 的 结果 ， 数 值 试验 还 可 以 直接 模拟 
客观 世界 的 现象 与 规律 ,实验 手段 往往 费 人 、 费 时 、 费 钱 ， 
而 且 在 一 些 异常 条 件 下 进行 实验 是 非常 艰难 ， 甚 至 非常 
危险 的 。 这 时 ， 计 算 的 手段 就 成 为 非常 关键 甚至 是 唯一 
可 行 的 办 法 。 当 然 ， 对 于 物质 世界 的 新 现象 新 规律 的 探 
索 , 实 验 手段 是 不 能 替代 的 。 

综 上 所 述 ,现代 科学 方法 的 三 个 环节 ,理论 ,实验 , 计 
算是 相辅相成 ,相对 独立 \. 可 以 相互 补充 替代 而 又 彼此 不 
可 缺少 的 。 

科学 计算 ， 作 为 一 门 工具 性 ,方法 性 ,边缘 性 的 新 科 
学 已 经 开始 了 自己 的 迅速 发 展 。 它 的 物质 基础 就 是 计算 
机 (包括 其 硬件 软件 系统 )， 它 的 知识 和 理论 基础 主要 地 
就 是 计算 数学 美国 数学 家 J. 汉 诺 伊 蝎 对 于 科学 计算 和 
计算 数学 的 兴起 和 形成 都 作出 了 重要 贡献 。 

当代 计算 能 力 的 大 幅度 提高 既 来 自 计算 机 的 进步 ， 
也 来 自 计算 方法 的 进步 。 计 算 机 和 计算 方法 的 发 展 是 相 
辅 相 成 ， 相 互 制 约 和 相互 促进 的 。 计 算 方 法 的 发 展 启发 
新 的 计算 机 体系 结构 ， 而 计算 机 的 更 新 换代 也 对 计算 方 
法 提出 了 新 的 标准 和 要 求 。 自 计算 机 诞生 以 来 ， 经 典 的 
计算 方法 业已 经 历 一 个 重新 评价 ,筛选 ,改造 和 创新 的 过 
程 :与 此 同时 ， 涌 现 了 许多 新 概念 、 新 课题 和 许多 能 够 充 
分 发 挥 计 算 机 潜力 有 更 大 解 题 能 力 的 新 方法 ;这 就 构成 
了 现代 意义 下 的 计算 数学 。 

研究 内 容 概括 地 说 ， 整 个 计算 数学 大 致 可 分 为 两 
个 大 方面 ， 一 个 方面 是 离散 型 方程 的 数值 求解 ! 一 个 方 
面 是 连续 系统 的 离散 化 。 计 算数 学 理论 的 基本 概念 包括 ， 
误差 、 稳 定性 \ 收 敛 性 `. 计 算 量 、 存 贮 量 、 自 适应 性 等 ， 这 
些 概念 是 刻画 计算 方法 的 可 靠 性 ,准确 性 ,效率 以 及 使 用 


的 方便 性 。 从 数学 问题 的 来 源 或 类 型 来 看 ， 计 算数 学 则 
包括 数值 代数 、 最 优化 计算 、 教 值 通 近 、 计 算 几何 .计算 概 
率 统计 ,数学 物理 方程 数值 解 等 。 

数值 代数 包括 线性 代数 ,高 次 代数 方程 超越 方程 和 
非 线性 方程 组 数值 解法 ， 属 于 有 限 维 离散 型 问题 。 由 于 
实践 的 需要 ,大 型 的 稀疏 系统 是 这 个 领域 的 主要 对 象 . 计 
算 机 有 限 字 长 引起 的 舍 入 ,使 得 算术 的 结合 律 、 分 配 律 不 
成 立 , 从 而 产生 数学 公式 等 价 而 算法 不 等 价 的 问题 ,不 同 
的 算法 结构 产生 差别 很 大 的 计算 误差 ， 数 值 稳定 性 正 是 
刻画 算法 这 一 特性 而 受到 应 有 的 重视 。 由 于 方程 组 的 规 
模 意 来 愈 大 ,从 算法 上 考虑 节省 计算 量 , 存 贮 量 的 迫切 性 
和 潜力 也 愈 大 。 传 统 高 斯 消 元 法 的 各 种 变形 , 正 是 从 数值 
稳定 性 ,计算 量 、 存 贮 量 几 个 方面 考虑 的 。 稀 疏 技术 一 
般 的 特大 型 稀 琉 线性 方程 组 的 求解 方法 、 非 线性 方程 大 
范围 收敛 的 求解 方法 是 这 个 领域 的 重要 课题 。 

数值 代数 的 一 个 重要 方面 是 快速 算法 。 快 速 传 里 叶 
变换 (FFT) 是 计算 有 限 傅 氏 级 数 即 周期 性 离散 傅 氏 变换 
的 一 种 递 推算 法 。 它 把 N 点 变换 计算 量 从 传统 的 O(N?) 
降 至 O(NlogsN), 对 实践 上 要 求 的 大 NN, 工效 提高 了 若干 
数量 级 ， 基 本 上 克服 了 所 谓 “ 时 间 域 "与 “频率 域 "转换 的 
计算 障碍 ， 为 调和 分 析 方法 在 许多 科技 领域 ， 特 别 为 谱 
析 , 全 息 ,信号 处 理 ,图 像 处 理 等 方面 广泛 应 用 计算 机 开辟 
了 道路 ， 也 推动 了 各 种 快速 算法 的 研究 和 计算 机 阵列 式 
处 理 器 的 研制 和 发 展 。 

最 优化 计算 包括 线性 规划 、 非 线性 规划 及 动态 规划 
等 几 个 方面 的 计算 方法 ， 其 中 又 可 分 为 无 约束 极 值 和 约 
东 极 值 两 类 。 线 性 规划 是 理论 成 熟 应 用 最 广泛 的 部 分 ， 
基本 的 算法 是 单线 形 方法 。 由 于 实际 问题 一 般 都 包含 众 
多 未 知 量 ， 寻 求 快速 算法 是 很 迫切 的 问题 ,在 这 个 方面 ， 
线性 规划 的 多 项 式 算法 近 几 年 来 有 很 大 进展 。 

数值 通 近 研究 函数 的 离散 通 近 、 数 值 微 分、 数值 积分 
等 。 这 部 分 与 数值 代数 构成 计算 数学 的 基础 部 分 。 函 数 
的 离散 逼近 特别 是 各 种 方式 的 函数 插值 ， 是 连续 系统 离 
散 化 的 基本 步骤 。 实 践 和 理论 表明 ， 分 片 低 阶 插值 比 高 
阶 插值 有 更 好 的 数值 稳定 性 ， 特 别 是 其 中 的 有 限 元 形状 
函数 与 样 条 西数 等 , 因 其 种 种 优良 性 质 而 被 广泛 应 用 ,是 
重要 的 发 展 方向 。 

计算 几何 研究 静态 或 动态 的 几何 形体 及 其 视 象 的 离 
散 化 、 允 近 与 生成 的 计算 方法 。 这 是 一 个 兴起 较 晚 的 新 
分 支 ,但 发 展 迅速 ,对 于 计算 机 制图 ` 计 算 机 辅助 设计 、 计 
算 机 辅助 制造 ,计算 机 动画 、 计 算 机 视 像 ,机 器 人 技术 等 
众多 领域 都 有 重要 的 应 用 。 

计算 概率 和 计算 统计 包括 多 元 统计 分 析 计算 、 时 间 
序列 分 析 计算 、 马 尔 可 夫 链 计算 和 数字 滤波 等 。 这 方面 
的 计算 是 根据 实际 问题 的 概率 统计 模型 、 对 试验 观测 数 
据 或 随机 模拟 数据 进行 统计 分 析 处 理 、 给 出 实际 问题 性 
质 的 统计 描述 .统计 控制 或 统计 预测 的 数值 结果 。 

蒙特 卡 罗 法 是 计算 机 诞生 后 由 冯 - 诺 伊 曼 与 S. M. 乌 
拉 姆 倡导 的 一 类 新 型 计算 方法 , 它 将 求解 的 数学 问题 ( 离 


散 型 或 连续 型 化 为 概率 模型 ， 在 计算 机 上 实现 随机 模 
拟 , 以 获得 近似 解 。 这 种 方法 的 优点 是 :对 于 问题 的 几何 
形状 不 敏感 ， 收 敛 速度 与 维 数 无 关 。 因 此 它 特别 适应 于 
很 高 维 数 的 数学 物理 问题 ， 如 玻 耳 兹 曼 方 程 、 薛 定 谓 方 
程 等 等 。 

数学 物理 方程 的 数值 解法 研究 把 数理 方程 进行 离散 
化 和 对 离散 方程 求解 以 及 有 关 的 理论 基础 问题 。 数 学 物 
理 方程 的 问题 可 以 分 为 正 演 问 题 和 反 演 问题 两 类 。 它 们 
大 量 出 现在 物理 ,力学 、 地 球 物理 等 学 科 以 及 国民 经 济 、 
国防 的 实际 课题 中 。 

正 演 问 题 是 给 定 方 程 、 再 加 上 规定 具体 环境 的 定 解 
条 件 , 包 括 初始 条 件 、 边 界 条 件 等 ， 由 此 求解 以 便 定 出 因 
果 关 系 和 过 程 演化 的 定量 特征 ,起 着 由 因 推 果 的 作用 。 正 
演 问题 数值 解法 包括 常 微分 方程 、 定 常 和 非 定常 偏 微分 
方程 、 积 分 方程 、 积 分 微分 方程 的 初 值 问题 , 边 值 问题 等 
的 数值 解法 。 

微分 方程 的 离散 化 主要 有 有 限 差 分 方法 与 有 限 元 方 
法 两 大 类 。 有 限 差分 方法 历史 悠久 ， 导 源 于 牛顿 , 欧 拉 ， 
它 以 差 商 代替 微 商 ， 将 微分 方程 离散 化 为 差分 方程 。R. 
库 朗 、 非 德里 克 斯 与 再. 卢 伊 于 1928 年 证 明了 三 大 典型 
方程 的 典型 差分 格式 的 收敛 性 定理 ， 成 为 现代 理论 分 析 
的 先导 。 差 分 法 简单 通用 ,适用 于 任何 类 型 的 方程 ,又 便 
于 机 器 实现 ， 在 计算 机 诞生 以 后 得 到 了 很 大 的 发 展 与 扒 
广 应 用 。 冯 ' 诺 伊 巡 于 1948 年 对 无 粘 流体 ( 非 线性 双 曲 型 7 
方程 提出 了 引进 人 工 粘性 项 的 差分 方法 。 它 不 考虑 间断 
性 〈 激 波 ) 而 使 之 在 应 该 有 的 地 点 时 刻 自动 呈现 或 被 捕 
捉 ， 与 此 同时 他 提出 了 计算 稳定 性 的 重要 概念 和 稳定 性 
分 析 的 线性 化 传 里 叶 方 法 。 其 后 拉克 斯 .R. D. 里 希 特 迈 
陡 建 立 了 一 般 差分 格式 的 收敛 性 .稳定 性 等 价 定理 。 人 工 
粘性 法 是 现代 流体 计算 的 主导 方法 之 一 ， 这 种 自 适应 的 
算法 思想 也 给 其 他 计算 方法 的 发 展 以 很 大 启发 和 影响 。 

有 限 元 方法 是 针对 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 一 个 新 的 
离散 化 方法 , 它 基于 等 价 的 变 分 原理 的 形式 ,采取 任意 格 
网 分 片 副 近 的 手段 ,把 传统 上 对 立 的 差分 方法 与 里 获 - 加 
摩 金 变 分 方法 有 机 地 结合 起 来 ,扬长 抑 短 , 发 展 成 为 解 算 
定常 问题 的 主导 方法 ,并 推广 应 用 于 非 定常 问题 ,也 开辟 
了 理论 研究 的 新 方向 。 有 限 元 具有 几何 上 灵活 适应 的 突 
出 优点 ,特别 适合 于 解决 复杂 性 大 的 问题 ,并 便于 机 器 实 
现 ， 在 众多 科学 技术 领域 特别 是 工程 设计 中 业已 普遍 应 
用 ,促进 了 设计 的 精密 化 ,优质 化 和 计算 机 化 ,带动 了 工 
程 应 用 软件 的 发 展 。 

数学 物理 方程 、 特 别 是 非 线性 方程 的 差分 格式 与 有 
限 元 格式 的 构造 .解法 稳定 性 、 收 伍 性 、 病 态 性 、 奇 异性 、 
无 穷 区 域 、 自 适应 方法 、 多 重 网 格 方法 等 都 是 重要 的 研究 
方向 。 

反 演 问题 是 在 给 定 方程 的 模式 下 ， 已 知 其 解 或 解 的 
某 一 部 分 ,要 求 反 推 该 方程 的 系数 、 源 项 或 边界 的 形式 等 
等 ,起 着 导 果 求 因 的 作用 ， 大 凡 为 要 探查 不 可 达 \ 不 可 触 
之 处 的 形 貌 性 态 , 就 可 提出 适当 的 数学 反 演 问题 。70 年 
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代 X 光 分 层 扫描 计算 机 化 构 像 的 发 展 就 是 一 个 范例 。 在 
科学 技术 和 工程 实际 中 ， 特 别 在 医疗 卫生 .无 损 探测 、 遥 
感 愧 测 、 地 震 勘探 、 地 球 物理 等 领域 中 存在 着 大 量 的 反 
演 问题 等 待 解 决 ， 它 们 通常 是 不 适 定 的 、 病 态 的 ,有 其 特 
殊 的 难点 。 这 是 一 个 正在 开拓 中 的 ， 理 论 上 和 应 用 上 都 
很 重要 的 新 领域 。 

计算 方法 研究 的 成 果 最 终 要 落实 为 数值 软件 的 形 
式 , 为 科学 技术 和 生产 实践 服务 ,形成 为 生产 力 。 数 值 软 
件 的 研制 除了 要 吸取 一 般 软件 理论 和 技术 以 外 ， 还 有 本 
身 的 特定 的 问题 。 这 些 问题 对 解 题 效率 和 使 用 方便 都 有 
极 大 关系 ,形成 了 一 个 新 的 研究 领域 。 

并 行 计算 机 (包括 单 指令 流 多 数据 流 的 向 量 机 和 多 
指令 流 多 数据 流 的 多 处 理 机 ) 的 发 展 ,给 计算 数学 的 研究 
带 来 了 新 课题 。 改 造 现存 的 有 效 算法 及 数值 软件 包 使 之 
适应 并 行 计算 机 ,特别 是 设计 新 的 高 效率 的 并 行 算法 ,也 
成 为 计算 数学 中 一 个 特别 活跃 的 新 领域 。 

在 中 国 的 发 展 根据 1956 年 制定 的 国家 科学 规划 ， 
计算 数学 在 中 国 开始 发 展 ，30 年 来 计算 数学 发 展 迅速 ， 
在 计算 数学 的 应 用 研究 和 基础 研究 上 取得 了 许多 重大 成 
果 ， 为 国家 解决 了 大 量 经 济 建设 和 国防 建设 中 的 重要 科 
学 计算 课题 ,其 中 重要 的 有 ， 从 20 世纪 60 年 代 开始 ,中 
国 核 工业 部 第 九 研究 院 周 鲁 膀 等 集体 研究 与 完成 了 大 量 
大 型 科学 计算 课题 ,为 中 国 原子 弹 的 研制 成 功 、 揽 弹 原 理 
的 突破 和 发 展 作出 重大 贡献 ，60 年 代 初 , 中国 科学 院 计 
算 中 心 冯 康 等 人 在 大 型 水 坝 应 力 计算 的 基础 上 ， 独 立 于 
西方 创造 了 有 限 元 方法 并 最 早 奠定 其 理论 基础 ， 华 罗 庚 
等 对 于 高 维 数值 积分 的 数论 网 格 方法 作出 重要 贡献 。 

( 汉 康 周 航 且 黄 渔 感 石 钟 坡 ) 
Jishufa 
记 数 法 记录 或 标志 数目 的 方法 ， 主 要 指数 字符 号 
的 表现 形态 和 记 数 工具 的 使 用 。 人 类 最 早 记 数 靠 堆积 石 
块 木 棍 或 摆弄 指 幅 ， 后 来 使 用 结 绳 和 契 刻 。 随 着 记载 数 
目的 增 大 出 现 了 进位 制 。 受 各 地 自然 环境 和 各 种 社会 条 
件 的 影响 ,产生 出 不 同 的 记 数 法 。 

巴比伦 记 数 法 ”巴比伦 地 区 用 泥 板 铭刻 来 记 数 ， 约 
始 于 公元 前 三 四 干 年 。 主 要 用 于 商业 贸易 交换 和 贮存 货 
物 登记 。 最 初 用 “D "或 " 7 "代表 1， 用 “。” 或 “." 代 表 
10, 后 来 改 用 一 种 三 角形 笔 端 ,以 压 粘土 板 而 成 棉 形 。 符 
号 “了 "代表 1,“《" 代 表 10, 记 数 时 采用 60 进位 值 制 , 依 
靠 数码 符号 的 依次 排列 相 加 表示 数目 : 


7T mm 下 下 (tr 内 
1 2 3 4 9 10 1 8 
古 埃 及 记 数 法 古 拨 及 最 早 的 数码 是 发 现 于 石刻 上 
的 象形 文 符号 , 它 使 用 十 进位 非 位 值 制 方法 记 数 ,每 一 个 
较 高 的 单位 用 一 个 特殊 符号 表示 。 记 数 时 也 是 依次 重复 
排列 这 些 符号 。 后 来 由 于 纸 草书 写 的 需要 演化 出 两 种 变 
体 : 伪 侣 符号 和 民间 符号 。 它 们 在 记 数 时 均 采 用 一 种 水 
级 命 数 法 , 即 对 个 位 数 ,一 百 以 内 十 的 倍数 ， 一 千 以 内 百 
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的 倍数 等 数目 都 有 专门 的 符号 ,避免 了 重复 排列 ,使 记 数 
较为 简洁 。 


象形 符 9 1 II no 
僧侣 符号 村 久久 
RS CA YY 人 入 旋 
| Ls 本 9 10 20 
象形 符号 nn 9 99 ot 
侧 B 符 9S 鲜 一 少 上 从 
RN 2 一 志 信 
30 100 200 1000 19 
中 国 古代 记 数 法 ”中国 最 早 的 记 数 体系 见于 甲骨 


文 ， 约 形成 于 公元 前 16 一 前 11 世纪 。 主 要 用 于 占卜 祭 
礼 。 它 是 十 进位 非 位 值 制 数 系 , 独 立 的 符号 共 发 现 13 个 ， 
二 风笛 
1 2 3 4 5 6 7 


) 必 和 1 西 和 站 区 

8 9 10 100 1000 10000 
记 数 时 采用 一 种 特别 的 乘法 组 合 原则 ,将 十 . 百 , 千 .万 作 
为 单位 词 , 对 十 以 上 的 数目 还 多 用 合 文 并 写 。 例 如 2656 


记 为 汪 念 文件。 为 方便 计算 ， 到 公元 前 5 世纪 出 现 了 
一 种 称 为 算 筹 的 计算 工具 。 它 是 世界 上 最 早 使 用 十 进位 


值 制 的 数码 体系 ,有 纵横 两 种 布 筹 方法 ， 
维 式 1 TT 


模式 一 “一 1 
1 2 3 4 5 6 党 
为 避免 位 数 相 混 , 记 数 时 纵横 相间 ,例如 , 6728 表示 为 
41T=T, 

13 世纪 后 , 算 筹 式 记 数 法 被 描摹 应 用 于 纸 上 ， 不 断 
演化 改进 ,添加 了 零 号 "0"， 形 成 了 一 套 完整 的 位 值 制 记 
数 法 。 

古 希 腊 记 数 法 ” 古 希 腊 最 早 的 数码 发 现 于 克 里 特 岛 
是 公元 前 1500 年 左右 泥 板 上 使 用 的 象形 文字 ， 

1) oo VON OO gy 
1 10 100 1000 483 
记 数 靠 重复 排列 。 约 到 公元 前 6 世纪 ， 发 展 起 一 种 阿 提 
卡 数 码 。 它 是 将 古 希 腊 语 中 数 词 的 词 头 取出 代替 该 词 以 
化 简 记 数 , 仍 采用 重复 排列 法 ; 
ll rm A FE H 


1 2 5 10 5 i00 


Le 用 下 


500 1000 5000 10000 50000 


| 
= 中 习 


公元 5 世纪 左右 出 现 的 爱 奥 尼 亚 字母 记 数 法 已 发 展 成 逐 
级 命 数 体系 。 通 常 的 形式 如 下 : 


ABTF A E-1 K 人 

a kr 5 € tL k 入 

1 ES 3 4 5 10 20 30 
P ZA B 站 im 


P 六 以 8 
100 200 1000 2000 10000 20000 
为 了 与 单词 区 别 ,数字 上 常 加 横 线 。 
43678 记 为 Bry Yxom 。 
古 罗 马 记 数 法 ”古代 罗马 的 记 数 符号 约 与 希腊 阿 提 
卡 数码 同期 形成 的 。 它 们 的 记 数 规则 也 类 似 。 早 期 的 罗 
马 数 字 为 


1 VX y ec po ma 
1 5 10 50 100 500 1000 10000 100000 
后 来 定型 为 
| XXX 
1 5 10 50 100 500 1000 


广泛 应 用 于 区 社会 的 各 各 事务 中 ,罗马 下 在 12 世纪 
印度 -阿拉 伯 数 码 进入 欧洲 后 逐渐 被 取代 ,但 至 今 仍 在 一 
些 特殊 场合 使 用 。 

十 印度 记 数 法 “十 印度 在 公元 前 2500 年 左右 出 现 
一 种 黎 为 哈 拉巴 数码 的 铭文 记 数 法 ， 

En 和 和 uw 

1 2 3 4 5 6 9 10 100 


到 了 公元 前 后 通行 起 两 种 数码 ， 卡 罗 什 奇数 码 和 婆罗 门 
数码 


卡 罗 什 奇 了 X XI 咬 XXX 

奖 罗 门 一 一 三 千 h97 》 
划 2 3 4 5 6 7 8 

上 Hf 奇 7 3 了 BNt 殷 1 沪 


舌 9n 《< OPH of Bo- 


10 20 30 100 200 
pe 使 记 数 逐 
渐 发 展 成 十 进位 值 制 。 例 如 公元 8 世纪 后 出 现 的 德 温 那 
格 利 数码 


| 
1 2 3 8 5 


印度 数码 约 在 公元 9 世纪 传 入 阿拉 伯 地 区 ， 后 来 又 在 欧 
洲 和 世界 各 地 普及 ,逐步 发 展 成 为 现在 通用 的 形式 。 
中 美洲 地 区 古代 记 数 法 ”中 美洲 地 区 的 阿 兹 台 克 人 


阿 兹 台 克 。 。。 


6 0 
Pe : 


Xo 


玛 雅 e eo. we 一 二 
12 3 4 56 1 1 19 20 


和 玛雅 人 在 公元 初 年 时 记 数 都 用 20 进位 制 ,但 前 者 是 非 
位 值 制 ， 而 后 者 则 是 严格 的 位 值 制 ， 主 要 用 于 记载 编 年 


史 中 。 ( 王 青 建 ) 
Jioloojnfo 

加 订金 法 〈Galerkin method) 见 里 英 - 加 摩 
金 方法 。 

Jioluowa 

伽 罗 瓦 ，E. (Evariste Galois 1811~1832) 


法 国 数学 家 。1811 年 10 月 25 日 生 于 拉 赖 因 保 , 1832 年 
5 月 31 日 卒 于 巴黎 。 他 的 父亲 
是 一 个 自由 主义 思想 家 ; 母亲 
受过 良好 教育 ， 是 他 的 启蒙 老 
师 。 他 在 中 学 读书 时 ， 就 对 数 
学 很 有 兴趣 ， 阅 读 了 数学 名 家 
村- 工 . 拉 格 天 日 、C. F， 高 斯 、 
A.-L. 柯 西 等 人 的 原著 ， 并 于 
1829 年 3 月 发 表 了 第 一 篇 论 
文 。1829 年 他 投考 巴黎 综合 工 
科学 校 未 被 录取 ， 遂 进入 高 等 
师范 学 校 学 习 。 伽 罗 瓦 很 早 就 开始 了 关于 方程 理论 的 研 
究 , 1829 年 5 月 写 了 关于 代数 方程 可 解 性 论文 ， 经 由 柯 
西 交 给 法 国 科学 院 , 1830 年 2 月 再 次 将 修改 稿 提交 给 科 
学 院 。 伽 罗 瓦 本 希望 能 得 到 数学 大 奖 ， 但 由 于 审 稿 人 
J.-B.-J. 傅 里 叶 去 世 ， 手 稿 唱 遗失 。1831 年 应 S.-D, 汉 
松 要 求 , 他 又 一 次 提交 了 关于 代数 方程 解 的 论文 修改 稿 ， 
然而 没有 得 到 泊 松 的 公正 评价 ， 使 他 受到 很 大 打击 。 伽 
罗 瓦 思想 上 倾向 于 共和 主义 。 他 反对 学 校 的 苛刻 校规 , 近 
击 校长 在 七 月 政变 中 的 两 面 行为 ,以 至 于 1830 年 2 月 被 
开除 。 之 后 ， 他 进一步 积极 参加 政治 活动 ,导致 1831 年 
两 次 被 捕 入 狱 。 出 狱 不 久 伽 罗 瓦 即 死 于 一 场 决 斗 ， 年 仅 
21 岁 。 决 斗 前 夜 , 他 写 了 绝 笔 信 ,整理 了 他 的 数学 手稿 ， 
概述 了 他 得 到 的 主要 成 果 。 

1846 年 ， 伽 罗 瓦 逝世 14 年 后 , J. 刘 维尔 编辑 出 
版 了 他 的 部 分 文章 。1870 年 ，C. 若 尔 当 全 面 介绍 了 伽 
罗 瓦 的 思想 。 随 着 数学 的 发 展 和 时 间 的 推移 , 伽 罗 瓦 
研究 成 果 的 重要 意义 愈 来 愈 为 人 们 所 认识 。 他 的 最 主要 
成 就 是 提出 了 群 的 概念 ， 用 群 论 彻底 解决 了 根 式 求解 
代数 方程 的 问题 ， 而 且 由 此 发 展 了 一 整套 关于 群 和 域 的 
理论 ,为 了 纪念 他 ,人 们 称 之 为 伽 罗 瓦 理论 。 这 个 理论 的 
大 意 是 ， 每 个 方程 对 应 于 一 个 域 ， 即 含有 方程 全 部 根 的 
域 , 称 为 这 方程 的 伽 罗 瓦 域 ,这 个 域 对 应 一 个 群 ， 即 这 个 
方程 根 的 置换 群 ， 称 为 这 方程 的 伽 罗 瓦 群 。 伽 罗 瓦 域 的 
子 域 和 伽 罗 瓦 群 的 子 群 有 一 一 对 应 关系 当 且 仅 当 一 个 
方程 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 时 ， 这 方程 是 根 式 可 解 的 。 作 
为 推论 ， 可 以 得 出 五 次 以 上 一 般 代数 方程 根 式 不 可 解 以 
及 用 圆规 、 直 尺 (无 刻度 的 尺 ) 三 等 分 任意 角 和 作 倍 立方 
体 不 可 能 等 结论 。 伽 罗 瓦 理论 对 近代 数学 的 发 展 产生 了 
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深远 影响 , 它 已 渗透 到 数学 的 很 多 分 支 中 。 此 外 ，, 伽 罗 瓦 
还 研究 过 所 谓 “ 伽 罗 瓦 虚 数 ", 即 有 限 域 的 元 素 ,因此 又 称 
有 限 域 为 伽 罗 瓦 域 。 ( 汉 绪 宁 ) 


Jlaluowa lllun 

伽 罗 瓦 理论 (Galois theory) 用 群 论 的 方法 
来 研究 代数 方程 的 解 的 理论 。 在 20 世纪 以 前 , 解 方程 一 
直 是 代数 的 一 个 中 心 问题 ,大 概 在 三 千年 以 前 , 人们 就 基 
本 上 得 到 了 现在 教 本 中 给 出 的 二 次 方程 的 解 的 公式 。 在 
当时 的 文献 中 ， 由 于 没有 恰当 的 符号 系统 以 及 不 能 正确 
理解 负数 与 复数 的 性 质 ， 不 可 能 给 出 这 样 统一 的 、 一 般 


的 公式 :axt+bx+c 一 0 的 解 x 人 


至 于 三 、 四 次 方程 的 解法 比 二 次 方程 的 解法 要 晚 得 
多 。 直 到 1500 年 左右 ， 波 仑 亚 的 数学 教授 S. dal 费 罗 
(1456 一 1526) 解 出 了 十 mx =n 类 型 的 三 次 方程 , 但 没 
有 发 表 。 后 来 N, 塔 尔 塔 利 亚 〈 他 由 于 口吃 ， 被 称 为 
tartaglia) 在 1535 年 表示 他 早已 解 出 了 +mx* =n 美 
型 的 方程 ,并 同时 解 出 了 A. M. 菲 奥 尔 向 他 提出 的 30 个 
三 次 方程 , 其 中 包括 +mx==n 这 种 类 型 。 他 的 方法 被 
本 卡尔 达 诺 发 表 在 他 自己 的 著作 中 。 在 三 次 方程 解 出 之 
后 ,卡尔 达 诺 的 学 生 工 . 费 拉 里 几乎 立即 解 出 了 四 次 方 
程 。 所 谓 解 出 三 ,四 次 方程 ,是 指 如 同 二 次 方程 的 求 根 公 
式 一 样 ， 它 们 的 根 可 以 从 方程 的 系数 经 过 四 则 运算 与 开 
根 (平方 根 或 立方 根 ) 得 到 ,或 者 说 ,给 出 了 解 的 公式 。 实 
际 上 三 次 方程 的 解法 是 把 它 归 结 为 相继 解 一 个 二 次 方程 
与 一 个 二 项 的 三 次 方程 x* 二 A， 四 次 方程 是 归结 为 相继 
解 一 个 三 次 方程 与 一 个 二 次 方程 。 由 于 这 些 方程 的 解 的 
公式 中 只 出 现 四 则 运算 与 根 号 ， 于 是 就 说 二 ,三 、 四 次 方 
程 都 是 可 以 用 根 式 解 的 。 

从 此 之 后 ， 数 学 家 就 转向 求解 四 次 以 上 的 方程 。 差 
不 多 经 过 二 百 多 年 的 时 间 , 有 不 少 著名 数学 家 ， 如 工 . 欧 
拉 、A.-T. 范 德 蒙 德 ,J.-L. 拉 格 期 日 和 P. 鲁 菲 尼 等 ,都 作 
了 很 大 的 努力 ， 没 有 取得 重要 的 进展 。 在 代数 地 求解 一 
般 的 n 次 方程 的 问题 上 ，C. F. 高 斯 对 于 二 项 方程 x? 一 1 
=0 (其 中 p 是 素数 ) 的 研究 具有 重要 意义 。C. F. 高 斯 
证 明了 这 个 方程 的 根 可 用 一 系列 方程 f=0,f,=0,… 的 
根 有 理 地 表示 出 来 ， 其 中 每 个 方程 的 系数 都 是 它 前 面 那 
些 方程 的 根 的 有 理 函 数 ， 而 每 个 方程 f=0 都 能 用 根 式 
解 出 。 因 之 ,原来 的 方程 也 能 用 根 式 解 出 。 

. H. 阿 贝尔 按照 高 斯 对 上 述 二 项 方程 的 处 理 方法 
来 探讨 高 次 方程 的 可 能 性 问题 ， 在 1826 年 ,他 最 终 证 明 
了 ,高 于 4 次 的 一 般 方程 不 可 能 用 根 式 求解 。 换 句 话说 ， 
对 于 高 于 4 次 的 方程 不 可 能 有 一 个 象 二 ,三 、 四 次 方程 一 
样 的 根 的 一 般 公式 。 阿 贝尔 还 考虑 了 一 些 特殊 方程 ， 他 
得 出 一 类 能 够 用 根 式 解 的 方程 ， 这 类 方程 现在 称 为 阿 贝 
尔 方程 。 在 他 的 工作 中 ， 阿 贝尔 引入 了 域 与 在 给 定 域 中 
不 可 约 的 多 项 式 的 概念 。 阿 贝尔 然后 企图 刻画 全 部 能 用 
根 式 求解 的 方程 的 特性 ， 但 他 过 早 的 病死 (1829) 而 没有 
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能 完成 这 个 工作 。E. 如 罗 拟 接 过 阿 贝尔 的 工作 ,彻底 地 、 
完满 地 解决 了 ， 从 而 建立 了 现在 所 谓 的 伽 罗 瓦 理论 。 

伽 罗 瓦 是 通过 改进 拉 格 朗 日 的 思想 去 探讨 可 用 根 式 
求解 的 方程 的 特性 的 ,和 拉 格 朗 日 一 样 ,他 用 了 根 的 置换 
的 概念 。 对 于 任意 一 个 n 次 方程 x)=x"+ax""!+ 
… 二 一 0，, 考虑 它 的 nn 个 根 zi,za…yzn 的 置换 。 大 家 
知道 , n 个 文字 的 全 部 置换 有 n! 个 ， 它 们 组 成 阶 对 称 
群 5,。 这 个 方程 的 系数 a1,0;,… ,a 的 全 部 有 理 系数 的 有 
理 分 式 组 成 一 个 域 下, 用 现在 的 符号 FQ(Q1,0,,…,an)， 
其 中 @ 是 有 理 数 域 。 在 根 的 置换 中 ,那些 保持 以 了 的 元 素 
为 系数 的 根 的 代数 关系 不 变 的 置换 组 成 8 的 一 个 子 群 ， 
这 个 群 现 在 就 称 为 方程 Kxz)= 0 的 伽 罗 瓦 群 。 伽 罗 瓦 的 
主要 结论 就 是 这 个 群 刻画 了 所 给 方程 的 根 的 代数 特性 。 
当时 虽然 还 没有 抽象 的 群 与 域 的 名 词 ， 伽 罗 瓦 确实 用 到 
了 群 与 域 这 些 概念 ， 因 而 有 人 把 伽 罗 瓦 看 成 是 近代 抽象 
代数 的 创始 人 。 

以 下 用 现代 术语 来 叙述 伽 罗 瓦 理论 。 

首先 简单 地 介绍 一 下 有 关 代 数 扩张 的 几 个 概念 〈 见 
域 )。 从 任意 一 个 域 下 出 发 , 设 f(x) 是 系数 在 中 的 一 个 
多 项 式 ,着 人 x) 的 根 不 全 在 中 ， 则 存在 一 个 次 数 最 低 
的 有 限 扩张 E/F 使 得 f(x) 在 EE 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 
的 乘积 , 即 fx) 的 全 部 根 都 在 中 ,EE 就 是 f(x) 在 F 上 
的 分 裂 域 。f(x) 的 根 的 代数 性 质 就 反映 在 它 的 分 裂 域 的 
代数 性 质 上 。 

如 果 下 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 f(x) 在 它 的 分 裂 域 
中 没有 重 根 ,那么 f(x) 就 称 为 一 个 可 分 多 项 式 。 否 则 就 
称 为 不 可 分 的 。 应 该 指出 ,在 特征 为 零 的 域 上 ,所 有 不 可 
约 多 项 式 都 是 可 分 的 ， 而 不 可 分 的 情形 只 可 能 出 现在 特 
征 为 p>0 的 域 上 。 

设 忆 是 域 了 的 一 个 扩 域 。 若 忆 中 每 个 元 素 都 是 了 中 
一 个 不 可 约 多 项 式 的 根 ， 则 瑟 就 称 为 了 上 的 一 个 代数 扩 
张 。 可 以 证 明 ， 有 限 扩张 一 定 是 代数 扩张 。 如 果 代数 扩 
张 忆 的 每 个 元 素 都 是 了 中 一 个 可 分 多 项 式 的 根 ， 那 么 也 
就 称 为 上 一 可 分 扩张 。 设 忆 是 了 上 一 代数 扩张 。 如 果 
瑟 具 有 以 下 性 质 , 只 要 下 的 不 可 约 多 项 式 f(x) 在 E 中 有 
一 个 根 ,f(x) 的 根 就 全 部 在 中 ,那么 就 称 为 上 的 一 
个 正规 扩张 。 可 以 证 明 , 域 了 的 一 个 有 限 扩张 是 正规 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 下 中 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 。 

设 E 是 玉 上 的 一 个 有 限 的 可 分 正规 扩张 ，G 是 保持 
下 的 元 素 不 动 的 王 的 全 部 自 同 构 组 成 的 群 。 伽 罗 瓦 基本 
定理 包含 下 列 的 几 个 论断 : 

Q@ 群 G 的 阶 就 等 于 扩张 也 对 于 的 次 数 ， 

@ 对 于 G 的 任意 一 个 子 群 虹 ,考虑 E 中 全 部 在 H 下 
保持 不 动 的 元 素 , 它们 构成 一 个 中 间 域 E5,，E 汪 Es 汪 F， 
映射 Hr>E3 是 G 的 全 部 子 群 到 扩张 的 全 部 中 间 域 的 
一 个 一 一 对 应 ,而 且 子 群 H 的 阶 就 等 于 E 对 中 间 域 到 的 
次 数 ， 

图 中 间 域 E39 是 F 上 的 可 分 正规 扩张 的 充分 必要 条 
件 为 ,了 是 G 的 正规 子 群 ,而且 Es 相对 于 了 的 自 同 构 群 


与 商 群 G/H 同 构 。 

这 里 的 自 同 构 群 G 通 常 被 称 为 扩张 卫 对 于 了 的 伽 罗 
瓦 群 。 

在 伽 罗 瓦 得 到 这 些 主要 结论 之 后 ， 可 用 根 式 解 的 方 
程 的 刻画 就 清楚 了 。 设 (x) 是 域 下 上 一 个 不 可 约 多 项 
式 ,假定 它 是 可 分 的 (在 通常 的 数 域 上 一 定 是 可 分 的 )。 作 
也 xz) 的 分 裂 域 E。 下 对 于 了 的 伽 罗 瓦 群 实际 上 就 是 
了 xz)=0 的 根 集 上 如 上 规定 的 置换 群 .而 EF 的 中 间 域 
就 对 应 于 解 方 程 人 x) =0 的 一 些 必要 的 中 间 方 程 。 可 以 
证 明 ,方程 fx)=0 可 用 根 式 解 的 充分 必要 条 件 是 巨 对 
于 了 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 由 于 伽 罗 瓦 证 明了 当 ”>5 时 
nn 次 交错 群 A, 是 非 交换 的 单 群 ， 当 然 是 不 可 解 的 ,而 且 
一 般 的 n 次 方程 的 伽 罗 瓦 群 是 n 个 文字 的 对 称 群 ， 因 而 
一 般 5 次 和 5 次 以 上 的 方程 不 可 能 用 根 式 解 就 是 其 一 个 
直接 的 推论 。 

用 圆规 , 直 尺 作 图 是 个 古老 的 问题 , 伽 罗 瓦 的 工作 提 
供 了 能 否 作 图 的 一 个 判别 法 。 由 解析 几何 可 以 知道 ， 用 
圆规 直 尺 作 图 相当 于 求解 两 个 一 次 方程 或 者 一 个 一 次 与 
一 个 二 次 的 方程 总 之 ,为 了 求解 ,除了 四 则 运算 外 ,最 多 
是 开平 方 根 ,因此 ,可 用 尺 规 作 图 的 量 只 能 是 这 样 一 种 域 
中 的 量 ， 这 种 域 是 可 以 从 给 定 的 域 作 一 系列 的 二 次 扩张 
得 到 。 由 这 个 基本 事实 很 容易 证 明 ， 三 等 分 任意 角 与 倍 
立方 的 问题 用 圆规 与 直 尺 都 是 不 可 解 的 。 至 于 化 圆 为 方 
的 问题 ,方程 x**=r*n 虽然 是 二 次 的 ,但 是 由 于 不 是 超越 
数 ,也 是 不 可 解 的 。 应 该 指出 ,这 些 著名 的 几何 作 图 问题 
在 应 用 伽 罗 瓦 理论 之 前 已 经 有 人 解决 了 。 

伽 罗 瓦 理论 在 1928 年 已 由 W. 克 重 尔 推广 到 无 限 
的 可 分 正规 扩张 上 ,在 这 个 情形 ,对 子 群 要 作 适 当 的 限制 
才 有 子 群 与 中 间 城 的 一 一 对 应 。 

由 伽 罗 瓦 理论 ， 每 个 有 理 系数 的 多 项 式 都 决定 一 个 
群 , 即 它 的 伽 罗 瓦 群 。 一 个 自然 的 问题 :是否 任意 一 个 有 
限 群 都 同 构 于 一 个 有 理 系数 多 项 式 的 伽 罗 瓦 群 。 这 个 问 
题 通常 称 为 伽 罗 瓦 反问 题 ， 是 一 个 还 没有 解决 的 问题 。 
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嘉 当 ,E. (-J.) (Elie-Joseph Cartan 1869~ 


1951) 法 国 数学 家 。1869 年 4 月 9 日 生 于 伊 泽 尔 
的 多 洛 米 约 , 1951 年 5 月 6 日 在 巴黎 去 世 。 他 靠 国家 助 
学 金 完成 初等 教育 。 1888 年 进入 巴黎 高 等 师范 学 校 学 
习 ，1891 年 毕业 ,通过 了 教师 资格 考试 。1894 年 完成 学 
位 论文 《 论 有 限 连续 变换 群 的 结构 》, 取 得 博士 学 位 .先后 
在 蒙 比 里 埃 大 学 (1894~1896)、 里 昂 大 学 (1896~1903)、 
南 锡 大 学 (1903 一 1909) 任教 。 1909 年 任 巴 黎 大 学 理学 


院 讲师 。1912 年 任 巴黎 大 学 理学 院 教授 。1940 年 退休 。 
1931 年 被 选 为 法 国 科 学 院 院 
士 , 1947 年 被 选 为 英国 皇家 学 
会 会 员 。 

玉 . 嘉 当 对 20 世纪 数学 发 
展 有 重大 影响 。 他 的 数学 工作 
大 致 可 以 分 为 三 大 类 ， 李 群 和 
李 代 数理 论 .微分 方程 论 , 微 分 
几何 学 早期 工作 是 M.S. 地 与 
W.K.J. 基 灵 工 作 的 继续 。1894 
年 修正 了 基 灵 的 工作 ， 对 复数 
域 上 单 李 代数 完全 分 类 作出 严格 证 明 。1897~1898 年 证 
明 复 数 域 及 实数 域 上 线性 结合 代数 的 结构 定理 。1913 年 
他 进一步 研究 复 单 李 代数 的 表示 ， 他 引进 权 的 概念 ， 利 
用 最 高 权 概念 对 复 半 单 李 代数 的 不 可 约 线性 表示 进行 分 
类 ， 特 别 是 得 出 正 交 群 李 代数 的 旋 表示 。 旋 量 后 来 在 量 
子 力学 中 起 了 重要 作用 。 他 进而 对 实 域 上 单 李 代数 分 类 ， 
1914 年 起 ， 引 进 嘉 当 分 解 , 完全 列举 复 半 单 李 代数 的 实 
形 。 后 来 这 导致 对 称 黎 曼 空间 的 分 类 。1925 年 ,H. 外 尔 
发 表 了 紧 李 群 线性 表示 后 促使 户 . 嘉 当 转 向 李 群 整体 性 
质 的 研究 ,特别 是 拓扑 性 质 的 研究 。 在 1930 年 发 表 的 《有 
限 连续 群 理论 及 位 置 分 析 》 中 ,他 总 结 了 以 前 的 研究 并 证 
明 一 系列 新 定理 ,其 中 包括 ， 更 明确 的 流 形 、 连 续 群 、 李 
群 . 齐 性 空间 等 概念 ,证 明 李 群 的 闭 子 群 是 李 群 ， 首 次 证 
明 李 的 第 三 基本 定理 的 逆 定 理 ， 证 明 单 连通 李 群 同 胚 于 
极 大 紧 子 群 与 欧 氏 空间 的 拓扑 积 。1929 年 起 , 他 用 不 变 
微分 形式 讨论 李 群 的 同调 群 ， 证 明 单 李 群 的 秩 等 于 贝蒂 
数 之 和 。 由 此 ， 开 始 了 李 群 及 齐 性 空间 拓扑 学 的 研究 的 
高 潮 。 

1902 一 1909 年 ,此 嘉 当 开创 了 无 限 李 变换 群 的 新 领 
域 。 这 个 理论 中 运用 了 外 微分 形式 法 。 他 发 展 了 普法 夫 
方程 组 理论 。 为 此 ， 他 还 引进 对 合 方程 组 及 开拓 等 重要 
概念 。 

1920 年 以 后 , 记 . 嘉 当 在 相对 论 发 展 的 影响 下 ， 对 微 
分 几何 学 进行 了 一 系列 最 值得 称道 的 工作 。 他 发 展 了 一 
般 流 形 上 活动 标 架 法 ， 创 立 了 仿 射 连 络 ,射影 连 络 , 保 角 
连 络 的 几何 学 ,发 现 和 研究 对 称 黎 曼 空间 ,对 连 络 进行 深 
入 的 探讨 。 他 提出 的 广义 空间 是 纤维 丛 概念 的 前 身 ， 是 
克 莱 因 几何 及 黎 曼 几 何 学 的 统一 。 

让 . 嘉 当 的 主要 著作 收集 在 三 卷 六 册 《 全 集 》(1952 一 
1955) 之 中 ,另外 他 有 十 几 本 专著 。 《 胡 作 去 ) 


Jiodang 

嘉 当 ,H. (Henri Cartan 1904~ 】 法 国 
数学 家 。E. 老 当 的 长 子 。1904 年 7 月 8 日 生 于 南 锡 ， 
1923 年 人 巴黎 高 等 师范 学 校 ,1926 年 毕业 , 1928 年 获 博 
士 学 位 。1928 年 在 中 学 教书 一 年 ,1929 年 任教 于 里 尔 大 
学 。1931 年 在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 任教 ，1936 年 为 该 校 教 
授 。1940 年 任 巴黎 大 学 讲师 。1949 年 升 为 教授 ,1975 年 
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退休 。 他 曾 获得 多 种 荣誉 和 奖励 ,1965 年 被 选 为 法 国 科 
学 院 通讯 院士 , 1974 年 成 为 院 
士 。 1971 年 当选 为 英国 伦敦 皇 
家 学 会 外 籍 会 员 , 1972 年 当选 
为 美国 国家 科学 院外 籍 院士 。 
1967 一 1970 年 任国 际 数学 联合 
会 主席 。1980 年 获 沃 尔 夫 奖 。 

他 最 早 的 工作 是 在 单 复 变 
函数 方面 ， 在 博士 论文 中 证 明 
了 布 洛 赫 猜想 的 不 等 式 并 加 以 
推广 。 不 久 转 入 多 复 变 函 数论 
的 研究 。1930 年 证 明了 解析 映射 的 唯一 性 定理 , 1934 年 
证 明了 全 纯 凸 性 可 以 刻画 全 纯 域 .还 研究 库 辛 第 一 问题 。 
1951 年 他 和 J. P. 塞 尔 引进 层 系 数 上 同调 ， 并 且 证 明了 
斯 泰 因 流 形 基本 定理 A、B, 从 而 把 库 辛 问题 推广 到 斯 泰 
因 流 形 上 并 加 以 解决 。 1953 年 他 引进 环 式 空间 推广 解析 
空间 并 给 出 环 式 空间 是 解析 空间 的 充 要 条 件 。 他 在 40 年 
代 初 还 对 位 势 理论 进行 了 研究 ,引进 能 量 概念 ,以 及 细 拓 
扑 , 对 位 势 论 的 公理 化 有 重要 意义 。 

H. 嘉 当 在 1937 年 引进 “ 滤 子 "概念 。 第 二 次 世界 大 
战 后 组 织 过 拓扑 讨论 班 ， 证 明了 一 系列 重要 定理 ， 如 决 
定 同 伦 群 , 定 Hx( 卫 ,n), 及 斯 廷 罗 德 平方 的 嘉 当 公式 。 

他 与 S. 艾 伦 伯 格 合 著 的 《同调 代数 学 》(1956 ) 成 为 
经 典 著 作 ， 推 动 了 同调 代数 在 代数 几何 学 和 解析 几何 学 
以 及 代数 数论 等 学 科 上 的 应 用 。 

他 的 主要 著作 收 在 3 卷 本 的 《 嘉 当 全 集 X(1979) 中 。 

《 胡 作 去 ) 
Jiaxlon sanjloo 
贾 宪 三 角 开 方 作法 本 源 图 的 今 称 。 中 国 北宋 数学 
家 贾 宪 所 首创 。 西 方 称 之 为 帕斯卡 三 角 ， 晚 于 贾 完 六 百 
多 年 。 

栅 罕 是 北宋 著名 数学 天 文学 家 楚 衍 的 弟子 ， 作 过 左 
班 山 直 ,活动 在 11 世纪 上 半 叶 ,他 以 刘 微 、 李 淳 风 作 注 的 
《 九 章 算术 》 为 底 本 ， 撰 《黄帝 九 章 算法 细 草 》 九 卷 (k 宋 
史 ' 艺文志 》)， 又 撰 《算法 各 古 集 》 二 卷 , 均 已 失传 。 所 幸 
杨 洗 的 著作 中 保存 了 他 的 两 项 重要 成 就 ， 贾 完 三 角 和 增 
来 开 方 法 。 

贾 宪 三 角 是 一 个 指数 为 正 整数 的 二 项 式 定理 系数 
表 。 杨 辉 在 6 详解 九 章 算法 》 中 曾 记载 “ 释 锁 算 书 ， 页 完 用 
此 术 ”。 

原 图 下 面 有 五 句 话 :“ 左 窗 乃 积 数 ， 右 衰 乃 赐 算 , 中 
藏 者 皆 廉 , 以 廉 乘 商 方 , 命 实 而 除 之 。" 前 三 句 说 明了 贾 完 
三 角 的 结构 和 它们 在 开 方术 中 的 作用 。 它 的 每 一 行 中 的 
数字 依次 表示 二 项 式 (a+b)"(n 一 0,1,2,…) 展 开 式 的 各 
行 系数 。 最 外 左 、 右 斜 线 上 的 数字 ， a i 
(a") 和 隅 算 (b") 的 系数 ,中 间 的 数字 “二 ”、“ 
六 、 四 "等 等 ， 分 别 是 各 次 开 方 中 的 廉 ( 积 、 隅 、 廉 入 来 
自 于 古代 开 方 术 的 几何 解释 。 以 开平 方 为 例 ， 初 商 4 的 
平方 ,在 图 形 中 是 一 个 大 正方 形 , 称 为 积 ”, 次 商 的 平 
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方 在 图 形 中 是 占据 一 角 的 小 正方 形 , 称 为 “ 隅 ”, 而 2ab 位 
于 图 形 的 两 侧 边 ， 故 称 为 “ 廉 ”)。 在 磋 宪 三 角 后 , 附 有 " 增 
乘 方 求 廉 法 ": “ 列 所 开 方 数 , 以 隅 算 一 , 自 下 增 入 前 位 至 
首位 而 止 。, 复 以 隅 算 如 前 盟 增 , 递 低 一 位 求 之 "根据 "法 ” 
后 注 明 的 “ 草 ”, 求 开 六 次 方 的 廉 的 程序 如 下 ; 
第 一 位 1 1+5 一 6, 
第 二 位 1 1+4 一 5 5+10=15, 
1 1+3—4 4+6—10 10+10 一 20， 
第 四 位 1 1+2=3 3 十 3 一 6 6+4=10 10+5=15, 
第 五 位 1 1+1=2 2+1=3 3+1=4 4+1=5 5+1~=6, 
最 后 得 到 的 6.15、20、15、6 就 是 六 次 方 的 各 廉 。 用 这 种 
随 乘 随 加 的 增 磁 过 程 ,可 以 求 任意 次 方 的 廉 。 

图 下 面 的 后 两 句 话 简要 说 明了 用 各 行 系数 进行 开 方 
的 方法 : 以 商 的 相应 次 方 乘 廉 ,去 减 实 。o 如 对 数 N 开 平方 ， 
用 贾 完 三 角 的 第 三 层 ,确定 初 商 & ,得 余 实 N 一 o 后 ,以 初 
商 乘 廉 ,得 24; 再 定 次 商 b， 加 次 商 于 20, 乘 以 b, 从 余 实 
N 一 下 中 减 去 , 它 的 算式 就 是 

N-—a=(2a+b)b。 

同样 , 开 其 他 次 方 , 亦 可 如 法 处 理 。 说 明 当时 中 国 数学 家 
已 把 传统 的 开 方术 推广 到 开 高 次 方 。 

同时 , 求 贾 完 三 角 各 廉 的 增 乘 步骤 , 可 以 直接 用 来 开 
方 ,从 而 创造 了 高 次 方程 数值 解法 的 新 途径 ,这 就 是 贾 帘 
的 另 一 成 就 增 乘 开 方 法 。 

元 初 朱 世 赤 把 页 宪 三 角 由 七 层 推广 到 九 层 ( 八 次 宕 )， 
为 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 和 高 次 招 兰 法 的 发 展 ， 提 供 了 
有 力 的 数学 工具 ， 贾 宪 三 角 对 宋 元 数 学 的 发 展 实 有 得 始 
之 功 。 《 郭 书 春 ) 


jioshe jlonyon 
假设 检验 〈hypothesis testing) ”又 称 统计 假 
设 检验 ,是 一 种 基本 的 统计 推断 形式 ,也 是 数理 统计 学 的 
一 个 重要 分 支 。“ 假 设 "是 指 关 于 总 体 分 布 的 一 项 命题 。 
例如 ， 一 群 人 的 身高 服从 正 态 分 布 NC4,0*), 则 命题 “ 均 
值 wk 和 1.70 ( 米 )" 是 一 个 假设 。 又 如 ,有 一 批 产 品 ， 其 刻 
品 率 为 p, 则 “P<0.03" 这 个 命题 也 是 一 个 假设 。 假 设 是 
否 正确 ， 要 用 从 总 体 中 抽出 的 样本 进行 检验 ， 与 此 有 关 
的 理论 和 方法 ,构成 假设 检验 的 内 容 。 

设 A 是 关于 总 体 分 布 的 一 项 命题 ， 所 有 使 命题 A 成 
立 的 总 体 分 布 构成 一 个 集合 H。， 称 为 原 假设 ( 常 简称 假 
设 )。 使 命题 A 不 成 立 的 所 有 总 体 分 布 构 成 另 一 个 集合 
Hs, 称 为 备 择 假设 。 如果 H。 可 以 通过 有 限 个 实 参数 来 描 
述 , 则 称 为 参数 假设 ， 否 则 称 为 非 参数 假设 ( 见 非 参 数 统 
计 )。 和 如果 Hs( 或 H,) 只 包含 一 个 分 布 , 则 称 原 假设 (或 备 
择 假设 ) 为 简单 假设 ， 否 则 为 复合 假设 。 对 一 个 假设 H。 
进行 检验 ,就 是 要 制定 一 个 规则 ， 使 得 有 了 样本 以 后 , 根 
据 这 规则 可 以 决定 是 接受 它 (承认 命题 4 正确 )， 还 是 拒 
绝 它 (否认 命题 4 正确)。 这 样 ， 所 有 可 能 的 样本 所 组 成 
的 空间 〈 称 样本 空间 ) 被 划分 为 两 部 分 和 多 a (多 4 
的 补 集 )， 当 样本 xE BS4 时 ， 接 受 假设 Hoi 当 XE 名。 


时 ， 拒绝 H。。 集 合 全 s 常 称 为 检验 的 拒绝 域 ， 生 4 称 为 接 
受 域 。 因 此 选 定 一 个 检验 法 ,也 就 是 选 定 一 个 拒绝 域 , 故 
常 把 检验 法 本 身 与 拒绝 域 全 a 等 同 起 来 。 

显著 性 检验 有 时 ,根据 一 定 的 理论 或 经 验 , 认 为 某 
一 假设 He 成立, 例如 ， 通 常 有 理由 认为 特定 的 一 群 人 的 
身高 服从 正 态 分 布 。 当 收集 了 一 定数 据 后 ， 可 以 评价 实 
际 数据 与 理论 假设 H。 之 间 的 偏离 ， 如 果 偏离 达到 了 “ 显 
著 " 的 程度 就 拒绝 Ho, 这 样 的 检验 方法 称 为 显著 性 检验 。 
怎样 去 规定 什么 时 候 偏离 达到 显著 的 程度 ? 通常 是 指定 
一 个 很 小 的 正 数 <( 如 0.05,0.01)， 使 当 H, 正确 时 ， 它 
被 拒绝 的 概率 不 超过 5， 称 a 为 显著 性 水 平 。 这 种 假设 
检验 问题 的 特点 是 不 考虑 备 择 假设 ,就 上 例 而 言 ,问题 可 
以 说 成 是 考虑 实验 数据 与 理论 之 间 拟 合 的 程度 如 何 ， 故 
此 时 又 称 为 拟 合 优 度 检验 。 拟 合 优 度 检验 是 一 类 重要 的 
显著 性 检验 。 

K. 皮尔 森 在 1900 年 提出 的 x? 检验 是 一 个 重要 的 
拟 合 优 度 检验 。 设 原 假设 H, 是 : “总 体 分 布 等 于 某 个 已 
知 的 分 布 函数 PR(z)"。 把 ( - covoco ) 分 为 若干 个 两 两 无 公 
共 点 的 区 间 hl， 了 ,对 任 一 个 区 间 是 = [ojyosi， 以 
2 记 大 小 为 的 样本 Xi,X:，…Xo 中 落 在 卫 内 的 个 数 ， 
称 为 区 间 了 的 观测 频数 ,另外 ， 求 出 了 的 理论 频数 p= 
n[F(@yw) 一 F(ay)]( 对 j=1,2,…sk 都 这 样 做 )， 再 算出 
由 下 式 定义 的 xz 统计 量 

= 为 om 

皮尔 森 证 明了 , 若 F(oir) 一 PCoj)>0 对 j=12，…k, 则 
当 neo 时 , x? 的 极限 分 布 是 自由 度 为 k 一 1 的 x? 分布 。 
于 是 在 样本 大 小 nn 相当 大 时 ,从 x* 分 布 表 可 查 得 x 分布 
的 上 分 位 数 ( 见 概 特 分布 ) x2(k 一 1)。 由 此 即 得 检验 水 
平 为 a 的 拒绝 域 : {x* 宇 xa(k 一 1))。 如 果 原 假设 H, 为 :总 
体 服从 分 布 族 (F。,9E 6), 式 中 9 为 未 知 参数 , 8@ 为 6 的 
所 有 可 能 取 值 的 集合 ( 称 参数 空间 )， 也 可 得 到 类 似 的 拒 
绝 域 ,只 要 在 计算 理论 频数 v 时 ,将 所 包含 的 未 知 参数 9 
用 适当 的 点 估计 代 答 , 即 可 计算 xz 统计 量 。 但 此 时 极限 
分 布 的 自由 度 为 k 一 ! 一 1, 式 中 ! 为 8 中 的 独立 参数 的 个 
数 。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检 验 ( 见 非 参数 统计 ) 也 是 一 个 重要 的 
拟 合 优 度 检验 方法 。 

奈 曼 -皮尔 森 理论 J. 奈 曙 与 E. S. 皮尔 森 合 作 ， 从 
1928 年 开始 , 对 假设 检验 提出 了 一 项 系统 的 理论 。 他 们 
认为 ,在 检验 一 个 假设 H 时 可 能 犯 两 类 错误 ， 第 一 类 错 
误 是 真实 情况 为 H。 成 立 ( 即 9E6。), 但 判断 H, 不 成 
立 , 犯 了 “以 真 为 假 " 的 错误 。 第 二 类 错误 是 H 实际 不 成 


分 布 真 实情 况 
判断 结论 gee， ee: 
(Hs 成 立 ) (HH 成立 ) 
第 二 类 
接受 全 。 正确 入 和 
第 一 类 
拒绝 H。 蓝 纹 正确 


立 ( 即 9E6,), 但 判断 它 成 立 , 犯 了 “以 假 为 真 "的 错误 ( 见 
表 )。 这 里 Bu,@, 分 别 是 使 假设 H。 成 立 或 不 成 立 的 9 的 
集合 ,显然 86=6。+6,。 当 0E8。, 样 本 X( 即 Xi,X,,…,X， 
组 成 的 向 量 ) E 伯 。， 其 概率 Pe(XE 4a) 就 是 犯 第 一 类 错 
误 的 概率 a; 当 9E6,, 样 本 XE 4, 其 概率 P(XE 4) 一 
1 一 Pe(XE 名) 就 是 犯 第 二 类 错误 的 概率 8。 通常 人 们 不 
希望 轻易 拒绝 H。, 例如 工厂 的 产品 一 般 是 合格 的 ,出 厂 
进行 抽样 检查 时 不 希望 轻易 地 被 认为 不 合格 ， 于 是 在 限 
定 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 超过 某 个 指定 值 a( 称 为 检验 水 
平 ) 的 条 件 下 ,寻求 犯 第 二 类 错误 的 概率 尽 可 能 小 的 检验 
方法 。 为 了 描述 检验 的 好 坏 , 称 6 的 函数 Ps(XE 4n) 为 
检验 的 功效 函数 。 例 如 上 述 
产品 检验 的 例子 中 ， 所 采用 
的 检验 可 以 是 ， 当 样品 中 的 
废品 个 数 超过 一 定 限 度 时 ， 
认为 该 批 产品 不 合格 ， 否 则 
就 认为 合格 。 这 个 检验 的 功 
效 函 数 有 图 示 的 形状 ， 图 中 
的 Po、 Pi、a、B 根据 需要 选 
定 。 这 种 图 形 清楚 地 描述 了 
犯 两 类 错误 的 概率 。 各 双生 村 本 

优良 性 准则 ”基于 奈 曼 -皮尔 森 理 论 及 统计 决策 理 
论 ,可 以 提出 一 些 准则 ,来 比较 为 检验 同一 假设 而 提出 的 
各 种 检验 。 较 重要 的 准则 有 ， 

一 至 最 大 功效 (UMP) 准 则 ” 欲 检 验 Ho:gE Bu， Hi: 
9E 6,; 当 给 定 检 验 水 平 4 后 , 在 所 有 满足 Pt(XE Bn) 所 
abE@, 的 可 供 选择 的 检验 名, 中， 是否 有 一 个 最 好 的 ， 
亦 即 ， 是 否 存在 拒绝 域 4, 使 得 对 于 所 有 4E 6, 及 一 切 
检验 水 平 为 的 名 各 负 有 Pe(XE 48)>Pe(XE 4n)。 若 
这 样 的 检验 存在 ， 则 称 2n 为 检验 水 平 4 的 一 致 最 大 功 
效 检验 , 简称 UMP 检验 。 奈 曼 与 皮尔 森 在 1933 年 提出 
了 著名 的 奈 曼 - 皮 尔 森 引 理 。 这 是 对 简单 假设 寻求 UMP 
检验 的 一 个 构造 性 的 结果 , 即 此 时 似 然 比 检验 就 是 UMP 
检验 .对 某 些 复合 假设 也 找到 了 UMP 检验 ,但 并 不 是 所 
有 情况 都 存在 UMP 检验 。 因 此 有 必要 在 对 检验 作 某 些 
限制 下 寻找 最 大 功效 检验 或 建立 另外 一 些 优良 性 准则 。 

无 偏 性 准则 要 求 检验 在 备 择 假 设 H, 成 立时 作出 
正确 判断 的 概率 不 小 于 检验 水 平 @, 这 就 是 说 在 H, 不 成 
立时 拒绝 H, 的 概率 要 不 小 于 在 He 成 立时 拒绝 He 的 概 
率 ,这 种 性 质 称 为 无 偏 性 ,具有 这 种 性 质 的 检验 称 为 无 偏 
检验 。 显 然 ， 如 果 在 无 偏 检 验 中 存在 一 臻 最 大 功效 检验 
就 称 为 一 致 最 大 功效 无 偏 检验 (简称 UMPU 检 验 )。UMP 
检验 不 存在 时 , 仍 可 能 有 UMPU 检验 存在 。 例 如 正 态 总 
体 中 方差 未 知 时 ,为 检验 均值 w= 上 的 + 检验 就 是 
UMPU 检验 ,但 不 是 UMP 检验 。 

因为 假设 检验 在 统计 决策 理论 中 是 一 种 特殊 的 统计 
决策 问题 ， 两 类 错误 影响 可 用 特殊 损失 来 表示 。 例 如 选 
取 特殊 的 损失 函数 ,使 正确 判断 时 损失 为 零 , 错 判 时 损失 
为 1。 它 就 可 归结 为 犯 第 一 类 错误 的 概率 a 和 犯 第 二 类 
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错误 的 概率 8。 这 同 用 功效 函数 Pe( 和 E 终 s) 来 叙述 是 一 
致 的 。 因 此 把 统计 决策 理论 中 容许 性 , 同 变性 、 贝 叶 斯 决 
策 ,最 小 化 最 大 等 概念 引进 来 ， 而 得 到 容许 检验 、 同 变 检 
验 , 贝 叶 斯 检验 和 最 小 化 最 大 检验 。 在 同 变 检验 限制 下 ， 
又 可 以 建立 一 致 最 大 功效 同 变 检验 的 概念 。 这 些 准 则 又 
可 作为 假设 检验 的 优良 性 准则 ， 从 而 扩大 了 假设 检验 的 
内 容 。 

寻求 在 一 定 准则 下 的 最 优 检验 是 很 困难 的 ， 何 况 这 
种 最 优 检验 有 时 并 不 存在 。 于 是 提出 了 若干 依据 直观 的 
推理 法 ,其 中 最 重要 的 是 似 然 比 法 。 

似 然 比 检验 ”运用 与 最 大 似 然 估计 ( 见 点 估计 ) 类 似 
的 原理 ,可 得 到 似 然 比 检验 法 。 设 样本 X 的 分 布 密度 即 似 
然 函数 为 ZK(z,b),6E 6, 欲 检验 的 假设 为 Ho: 6E6u, 称 

A(x)=sup L(x,0)/sup L(x,0) 
og 3 


为 似 然 比 。 显 然 0<4(z)<1， 当 4(z) 太 小 时 就 拒绝 
Hs 否则 接受 HH,， 其 临界 值 Xe 由 检验 水 平 < 和 4(z) 在 
H。 成 立时 的 分 布 确定 , 即 Pao( A(z)< 和 。)<a。 然 而 ,在 一 
般 情况 下 ,寻求 4(z) 的 精确 分 布 并 不 容易 .1938 年 S. S. 
威 尔 克 斯 证 明了 ， 在 相当 广泛 的 条 件 下 ,一 21n 4(z) 是 
渐 近 x 分 布 的 , 这 就 为 大 样本 的 似 然 比 检验 提供 了 实行 
的 可 能 。 

用 似 然 比 法 导出 的 重要 检验 有 

UU 检验 若 总 体 避 从 正 态 分 布 NC(4,0?), 其 中 o 已 
知 ， X= (Xi X:，…，Xn) 是 从 总 体 中 抽取 的 简单 随机 样 


本 ， 记 & (为 x)/ mw 则 口误 进 从 标准 正太 
分 布 NMC0,1), 于 是 可 考虑 对 /的 以 下 几 种 假设 的 检验 ， 


原 假设 H。 拒绝 域 
Hepe FPpotuao/ Vn 
AP FREpo—uao/ Vn 


pp | -pol Puono/ Vn 


其 中 和 是 给 定 的 常数 , 4 为 检验 的 水 平 ，uo 为 标准 正 态 
分 布 的 上 a 分 位 数 。 上 述 检验 称 为 U 检 验 。 
t 检 验 车 总 体 服从 正 态 分 布 N(4,07), 但 o 未 知 ， 


记 和 (加 xs-( 社 o-)/ -Dalt= 
辟谷 得 从 自 由 度 为 mn- 1 的 上 分 布 , 可 对 4 有 以 下 的 
水 平 为 “的 检验 ， 


原 假设 H。 拒绝 域 
< FFpottaS/Vn 
AP FSpo—taS/Vn 


| -pl>tonS/Vn 


H—ho 
其 中 三 为 自由 度 为 n 一 1 的 + 分 布 的 上 a 分 位 数 。 这 些 
检验 称 为 上 检验 。 
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下 检验 车 四 =(X1sXs,… Xn) 及 Y=(Y1sYs, 
YY,) 分 别 为 米 自 正 态 总 体 N(44,01) 及 Nuss 03) 的 简单 
随机 样本 , 记 邓 一 ( 芒 x)|m, 7-( 呈 r jn si= 
(BR) fm Ds (S77)/ m1, 
则 F= 是 间 从 自由 度 为 m4 一 1，m 一 1 的 分 布 ,对 
比较 与 oj 的 假设 有 以 下 的 水 平 为 < 的 检验 


原 假设 朋 。 拒绝 域 


ai>oi Si/S3<F 
coi<oi Si/Si>Fo 
oi=03 S13/S3>Fo/, 或 S/S3SF -oh 


其 中 Fa 为 自由 度 为 (mm 一 1, nm, 一 1) 的 下 分 布 的 上 a 分 位 
数 。 这 些 检验 称 为 卫 检验 , 在 方差 分 析 中 有 广泛 的 应 用 。 
参考 书目 
E.L. Lehmann, Testing Stotisticol 11ypothesis, John 
Wiley & Sons, New York, 1959. 


( 张 鞠 庭 ”证 国 瑞 》 

Jlang Zehan 
江 泽 涵 (1902~ ) 中 国 现代 数学 家 。1902 
年 10 月 6 日 生 于 安徽 省 连 德 县 。1926 年 毕业 于 南开 大 
学 数学 系 。1927 年 获 清华 公费 
赴 美 。1930 年 获 哈佛 大 学 博士 
学 位 。 在 普林斯顿 大 学 工作 一 
年 后 回国 任 北京 大 学 数学 系 教 
授 ，1934 年 起 任 系 主任 , 直至 
~ 1952 年 .1936 一 1937 年 休假 赴 
美国 普林斯顿 高 等 研究 所 进修 
一 年 , 1947~1949 年 在 瑞士 苏 
黎 世 高 等 理工 学 院 研究 二 年 。 
1935 年 中 国 数学 会 成 立 后 , 任 
副 理事 长 ,直至 1983 年 , 后 任 名 誉 理事 长 。1955 年 起 任 
中 国 科 学 院 数学 物理 学 部 委员 。 江 泽 涵 是 拓扑 学 家 。 早 
年 主要 研究 临界 点 理论 ,抗战 期 间 至 50 年 代 开展 覆 得 空 
间 和 纤维 从 的 研究 。60 年 代 起 倡导 不 动 点 类 的 研究 , 他 
所 领导 的 研究 组 取得 突破 性 的 进展 ， 受 到 国内 外 数学 界 
的 重视 。 他 是 把 拓扑 学 引进 中 国 的 第 一 个 人 ， 一 贯 以 主 
要 精力 从 事 拓扑 学 的 教学 和 传播 ， 为 中 国 拓扑 学 人 才 的 
培养 作出 了 不 可 磨灭 的 贡献 ,著述 有 《 非 退化 牛顿 位 势 的 
临界 点 》、《 论 可 定向 二 维 闭 流 形 的 庞 加 莱 群 与 扩充 万 有 
覆 笃 》《 闭 流 形 的 可 定向 二 叶 覆 熏 流 形 》 等 十 余 篇 学 术 论 
文 ， 还 有 大 学 教科 书 K 拓 扑 学 引 论 》 研究 专著 《不 动 点 类 


理论 》, 以 及 许多 译 著 。 ( 美 伯 助 ) 
Jiong Lifu 
姜 立 夫 〈1890 一 1978) 。 中 国 现代 数学 家 。 现 代 


数学 在 中 国 最 早 而 最 著 成 效 的 播种 人 之 一 。1890 年 7 月 
4 日 生 于 浙江 省 平阳 县 雍 头 村 ( 今 属 苍南 县 )。1978 年 2 


月 3 日 逝世 于 广州 市 。 原 名 姜 蒋 佐 ，1911 年 赴 美 , 1915 
年 在 加 州 大 学 获 学 士 学 位 ， 
1919 年 在 哈佛 大 学 获 博 士 学 
位 , 同年 回国 。1920 年 初任 南 
开 大 学 教授 ,改名 姜 立 夫 , 创 办 
南开 大 学 数学 系 。1926 一 1927 
年 去 厦门 大 学 任教 ，1934 一 
1936 年 赴 德 国 格 丁 根 大 学 进 
修 。 抗 日 战争 期 间 ， 任 教 于 昆 
明 西 南 联合 大 学 。1946 一 1948 
年 在 美国 普林斯顿 高 等 研究 所 
进修 。 解 放 前 后 先后 在 广州 岭南 大 学 和 中 山大 学 任教 。 
姜 立 夫 阐 精 竟 虑 把 现代 数学 移植 到 中 国 。 他 到 南开 大 学 
时 ， 该 校 创立 才 半年 ， 经 费 少 而 富 朝 气 。 他 基本 上 以 一 
个 人 的 力量 把 数学 系 办 起 来 。 并 根据 学 生 情 况 ， 逐 年 分 
别 主讲 各 种 主要 数学 课程 。 他 专长 几何 ， 能 把 严格 的 逻 
辑 推导 与 生动 几何 形象 相 结合 , 故 举重 若 轻 ,加 以 学 识 渊 
博 , 授 课 认真 ,方法 灵活 ， 深 受 学 生 爱戴 。 当 时 他 培养 的 
学 生 ,不 少 后 来 成 为 有 较 高 成 就 的 数学 家 , 陈省身 是 其 中 
杰出 的 代表 。 

此 后 ,他 又 兼 及 科研 工作 ,所 任课 程 也 较为 集中 于 几 
何方 面 。 他 科研 的 主要 课题 是 贺 素 和 球 素 几何 。 用 二 阶 
实 方 阵 和 二 阶 埃 尔 米 特 方 阵 依次 代表 圆 和 球 ， 使 这 个 经 
典 课题 获得 新 面 狐 , 得 出 许多 新 成 果 。 抗 战 期 间 , 他 就 发 
表 了 《加 和 球 的 方 阵 理论 》 一 文 /在 中 山大 学 时 , 作 过 系统 
讲授 ,并 指导 他 的 学 生 开始 贺 素 和 球 素 微分 几何 的 研究 。 
他 的 学 生 系 统 整 理 了 他 的 理论 并 继续 作 深 入 研究 。 

为 了 让 现代 数学 在 中 国 的 土壤 上 生根 开花 结果 ， 姜 
立夫 十 分 重视 基础 工作 ,在 各 校 任教 期 间 ,在 筹建 解放 前 
的 数学 研究 所 时 ， 都 亲自 动手 广泛 搜集 图 书 资料 。 南 开 
大 学 的 数学 资料 曾经 是 全 国 最 完备 者 之 一 ， 抗 战 期 间 部 
分 转移 到 昆明 ， 对 于 西南 联合 大 学 的 数学 教学 和 科研 工 
作 起 了 重要 作用 。 他 还 为 南开 大 学 采集 了 一 整套 数学 模 
型 和 一 套数 学 家 像 。 他 对 数学 名 词 的 审定 工作 也 倾注 了 
大 量 精力 , 1923 年 开始 主持 这 项 工作 。¢《 算 学 名 词汇 编 》 
(1938) 和 《数学 名 词 光 1945 ) 都 是 以 他 为 首 的 数学 名 词 审 
查 会 的 成 果 , 它 们 构成 中 国 现行 数学 名 词 的 基础 。 

姜 立 夫 1945 年 后 体弱多病 ,但 他 对 中 国 数学 事业 所 
作 的 努力 从 未 间断 ,他 指导 中 山大 学 学 生 翻 译 数学 名 著 ， 
作 专 题 报告 ,领导 讨论 班 ， 指 导 研 究 生 和 科研 工作 ,不 遗 
余力 。 他 还 积极 参加 了 新 旧 数 学 会 和 数学 研究 所 的 筹建 
工作 。 ”( 江 泽 涵 ” 美 大 任 ) 


jioobl 

交 比 《cross ratio) 。 见 射影 几何 学 。 

Jiaoohuon dalshu 

交换 代数 (commutative algebra) 。 以 ( 售 么 ) 
交换 环 为 主要 研究 对 象 的 一 门 代数 学 科 。 它 是 以 代数 数 


论 和 代数 几何 为 背景 而 产生 与 发 展 的 ， 并 为 这 两 个 古老 
的 数学 分 支 提供 了 新 的 统一 的 工具 。 

18 世纪 末 到 19 世纪 中 期 ，C. F. 高 斯 和 EE. E. 库 默 
尔 等 人 在 研究 关于 有 理 整数 性 质 和 方程 的 有 理 整数 解 的 
时 候 , 把 这 些 初等 数论 问题 放 在 二 次 域 .分 贺 域 以 及 它们 
的 代数 整数 环 中 考虑 ， 经 过 R. 匡 舍 爹 和 D. 希 尔 伯 特 等 
人 的 抽象 化 和 系统 化 ， 形 成 了 研究 代数 数 域 和 它 的 代数 
整数 环 的 一 个 新 学 科 即 代数 数论 。 比 数论 稍 晚 些 时 候 ， 
几何 学 也 经 历 了 代数 化 过 程 ， 从 19 世纪 末 开 始 , 由 于 希 
尔 伯 特 等 人 的 工作 ， 特 别 是 20 世纪 20~30 年 代 德国 女 
数学 家 E. 诺 特 关于 理想 准 素 分 解 的 理论 和 W. 克 重 尔 
建立 的 赋值 论 .局 部 环 理论 和 维 数理 论 ,为 古典 几何 提供 
了 全 新 的 代数 工具 。 从 此 ， 交 换代 数 也 成 为 一 门 独立 的 
学 科 。 在 20 世 纪 50 年 代 以 后 ， 交 换代 数 得 到 很 大 发 展 ， 
模 论 的 研究 .同调 代数 和 各 种 上 同调 理论 的 建立 ,特别 是 
法 国 数学 家 A. 格 罗 腾 迪 克 的 概 型 理论 ,对 于 交换 代数 的 
发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 概 型 理论 是 算术 几何 化 的 过 
程 的 理论 ， 它 将 数论 和 射影 代数 几何 赋 以 新 的 高 度 统一 
的 现 点 。 利 用 概 型 理论 ，P. 德 利 涅 于 70 年 代 初 证 明了 
A. 韦 伊 关 于 有 限 域 上 射影 代数 策 《 函数 的 一 个 著名 狂 
想 。 现 在 ,交换 代数 的 运用 已 深入 到 微分 与 代数 拓扑 、 多 
复 变 函数 论 , 奇 点 理论 ,甚至 偏 微分 方程 等 学 科 。 

根 和 根 式 理想 ”以 下 的 环 均 指 含 么 交换 环 。 环 中 
全 部 素 理 想 构 成 的 集合 ， 称 为 R 的 〈 素 ) 谱 ， 记 作 
Spec(R)。 设 外 是 环 R 的 真理 想 , ( 即 %#R)， 则 尺 中 至 
少 存在 一 个 包含 % 的 素 理想 ,所 有 包含 %[ 的 素 理想 的 交 称 
为 虹 的 根 , 记 作 W 贾 。 事 实 上 ，w/ 所 = {aER| 存 在 正 束 
数 m 使 得 omE90}。 显 然 ,w/ 下 二 9[。 若 W 下 =9L 则 称 中 
为 根 式 理想 。 特 别 当 中 =(0)( 零 理想 ) 时 ，NMC0) 就 是 民 
中 全 部 署 零 元 构成 的 理想 ， 称 为 环 R 的 根 。 设 k 是 代数 
封闭 域 ， 在 代数 几何 中 ，n 维 仿 射 空间 je 中 的 代数 策 和 
多 项 式 环 及 = kLxiy xz,…， zw] 中 的 根 式 理想 是 反 序 (对 
于 包含 序 ) 一 一 对 应 的 ， 并 且 jn 中 不 可 约 代数 答 和 下 的 
素 理想 也 是 反 序 一 一 对 应 的 ， 这 是 代数 几何 的 基点 。 

分 式 环 和 局 部 化 ” 环 尽 的 子 集 8 称 为 乘法 集 , 是 指 
@1ES; @o.bE S33abES, 在 集合 RxS 上 定义 关系 ~: 
《as) 一 (G.s ) 呈 存在 ES 使 得 区 as' 一 0s)= 0。 一 是 等 


价 关系 。 以 人 表示 元 素 (cvs) 的 等 价 类 ，S-:R 表示 全 部 


i 。 对 于 加 法 全 + 也 一 全 村 如 和 条 法 
生 . 人 = -你 ，S- 由 是 含 么 交换 环 ， 称 为 忆 对 于 乘法 集 S 


的 分 式 环 。 映射 人 RS7'R， fa)= 工 是 环 同 态 ， 其 核 为 
Ker f={aER| 存 在 sSES 使 得 sa=0)。 若 S 中 非 零 元 素 
均 不 是 下 的 零 因 子 ， 则 了 为 单 射 。 从 而 及 可 看 成 SR 
的 子 环 。 当 RR 为 整 环 而 S=R 一 {0} 时 ,，S-'R 就 是 的 
商 域 。 设 M 为 R 模 而 S 为 R 的 乘法 集 ， 可 以 类 似 地 定义 
M 对 于 5S 的 分 式 模 S'M, 这 是 SR 模 。 

363 


最 重要 的 分 式 环 是 取 8 一 耻 一 第 , 其 中 季 为 刁 的 素 理 
想 , 这 时 SR 记 为 Rs， 称 为 R 在 第 处 的 局 部 化 。Rs 是 
局 部 环 ( 即 只 有 唯一 极 大 理想 的 环 )。 类 似 地 对 S=R 一 轨 
可 定义 R 模 MM 在 第 处 的 局 部 化 SM， 这 是 R, 模 , 并 记 
为 Ms。 

S-'4，M-~>S-'M 是 从 尺 模 范畴 到 S-'R 模范 畴 的 正 合 
函 子 ， 它 有 许多 好 的 性 质 。 它 与 模 的 许多 运算 都 是 可 交 
换 的 ， 并 且 保持 模 和 ( 当 S-: 作用 于 环 范畴 时 ) 环 的 许多 
性 质 ,从 而 得 到 广泛 的 应 用 ,其 中 重要 应 用 之 一 是 所 谓 局 
部 -整体 原则 。 关 于 环 (或 者 模 ) 的 某 个 性 质 P 称 为 局 部 
性 质 ， 是 指 对 于 每 个 环 玉 (或 者 R 模 M)， 民 (或 者 Ms) 
有 性 质 P 呈 对 于 玉 的 每 个 素 理想 第 ，Rs( 或 者 Ms) 均 有 
性 质 P。 环 和 模 有 不 少 性 质 是 局 部 性 质 。 设 了 是 局 部 性 
质 。 为 了 对 某 个 环 R( 或 者 及 模 M) 检验 是 否 有 性 质 P， 
只 需 对 每 个 局 部 化 Ra( 或 者 Ma) 来 检验 即 可 。 由 于 Rs 
和 Ms 比 玉 和 民 结 构 简单 ， 因 此 由 局 部 性 质 来 掌握 整体 
特性 是 研究 环 和 模 的 重要 手段 ， 也 是 代数 几何 和 代数 数 
论 的 重要 研究 工具 。 例 如 在 代数 几何 中 采用 局 部 化 方法 
研究 代数 徐 在 一 点 附近 的 局 部 特性 (如 奇异 性 ,相交 重 数 
等 )。 

诺 特 环 ” 环 尺 称 为 诺 特 环 ， 是 指 及 的 理想 均 是 有 限 
生成 的 ,例如 域 和 主 理想 整 环 都 是 诺 特 环 ,著名 的 希 尔 伯 
特 基本 定理 是 说 , 如 果 下 为 诺 特 环 , 则 多 项 式 环 R[x,， 
oa Xn] 也 是 诺 特 环 。 特 别 当天 是 域 时 ，kCxi， xz， 
Xo] 是 诺 特 环 。 

环 尽 中 的 理想 q 称 为 准 素 的 ， 是 指 z\yER,xyE9， 
x&q3y EN 9 。 诺 特 环 的 最 重要 性 质 是 ;每 个 理想 均 
可 表 为 有 限 个 准 素 理想 之 交 。 由 此 推出 ， 每 个 根 式 理想 
可 以 不 计 次 序 唯一 地 表 成 有 限 个 彼此 不 包含 的 素 理想 之 
交 。 当 卡 为 代数 封闭 域 时 ,由 代数 簇 (不 可 约 代数 馈 ) 和 诺 
特 环 k[xiyzx,…yzn] 中 根 式 理想 ( 素 理 想 ) 的 反 序 对 应 即 
知 , ie 中 每 个 代数 簇 均 可 唯一 地 表 成 有 限 个 彼此 不 包含 
的 不 可 约 代数 入 之 并 , 这 就 把 ie 中 代数 几何 归结 为 不 可 
约 代数 策 的 研究 ,或 者 说 ,归结 为 诺 特 环 R=k[x,, xs， 
xn] 的 素 谱 Spec(R) 的 研究 。 

散 盆 金 整 环 ” 设 R 为 环 S 的 子 环 。S 中 元 素 s 称 为 
在 R 上 整 的 ， 是 指 存在 首 项 系数 是 1 的 非 零 多 项 式 
f(x)E R[x], 使 得 f(s)=0。S 中 在 R 上 整 的 全 部 元 素 是 
5S 的 子 环 ， 称 为 RR 在 S 中 的 整 闭 包 。 若 这 个 整 闭 包 等 于 
尼 , 则 称 尺 在 S 中 整 闭 。 整 环 尽 称 为 整 闭 的 ， 是 指 在 其 
商 域 中 整 闭 。 

整 环 DD 称 为 戴 德 金 整 环 , 是 指 : DD 是 整 团 的 ，@D 
是 诺 特 环 ，@D 中 非 零 素 理 想 都 是 极 大 理想 。 每 个 主 理 
想 整 环 都 是 戴 德 金 整 环 。 任 意 代数 数 域 K 的 代数 整数 环 
Or ( 它 是 有 理 整数 环 2Z 在 K 中 的 整 团 包 ) 是 戴 德 金 整 环 。 

戴 德 金 整 环 万 最 值得 注意 的 性 质 有 两 个 ，@D 中 每 
个 非 零 真理 想 均 可 不 计 次 序 唯一 地 表 成 有 限 个 素 理想 之 
积 ， 于 是 刀 的 全 体 非 零 理想 对 于 乘法 是 以 全 体 非 零 素 理 
想 为 基 的 自由 交换 么 半 群 。 它 所 扩张 成 的 自由 交换 群 称 
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为 了 的 分 式 理想 群 KD)，I(D) 中 元 素 称 为 卫 的 分 式 理 
想 , 它 是 两 个 理想 之 商 。 戴 德 金 整 环 Ox 中 每 个 理想 如 何 
分 解 成 素 理想 之 积 ， 是 代数 数论 的 一 个 重要 研究 课题 。 
@D 中 全 体 主 分 式 理想 (a) (0 头 aEF,F 为 DD 的 商 域 ) 形 
成 人 D) 的 一 个 子 群 P(D)。 商 群 CLD)=- ID)/P(D) 称 
为 卫 的 理想 类 群 。 

关于 戴 德 金 整 环 D 的 一 个 重要 结果 是 ; DD 为 主 理想 
整 环 司 D 为 唯一 因子 分 解 整 环 安 C(D) 为 一 元 群 。 对 于 
任意 代数 数 域 K， 理 想 类 群 C(Ox) 是 有 限 交换 群 ， 它 的 
阶 称 为 K 的 理想 类 数 ,研究 代数 数 域 的 理想 类 群 和 类 数 ， 
是 代数 数论 的 一 个 重要 课题 。 

维 教理 论 ” 设 第 ,第 ,CC 和 是 环 R 中 素 理想 
链 ,n 称 为 这 个 素 理想 链 的 长 度 。R 中 所 有 素 理想 链 的 长 
度 的 最 大 值 (可 能 是 无 限 的 ) 称 为 的 ( 克 和 鲁 尔 ) 维 数 ， 记 
作 dimR。 设 RR 是 诺 特 局 部 环 , 叉 是 它 的 唯一 极 大 理想 ,对 
于 每 个 准 素 理想 49， 以 3(q) 表示 生成 理想 9 所 需 元 素 的 
最 少 个 数 ， 而 MR) 表示 所 有 (9) (9 过 RR 的 所 有 准 素 理 
想 ) 的 最 小 值 , 则 dimR=3(R)。 进 而 , 若 尺 的 唯一 极 大 理 
想 球 本身 可 以 由 以 R) 个 元 素 生 成 , 则 称 R 为 正则 诺 特 局 
部 环 。 

环 的 维 数理 论 有 直观 的 代数 几何 背景 。 域 k 上 不 可 
约 代数 簇 V 的 维 数 dimV 在 代数 几何 中 定义 为 V 的 有 理 
函数 域 KV) 在 k 上 的 超越 次 数 。 另 一 方面 , 对 于 V 上 每 
个 点 P,k(V) 中 在 已 正则 的 函数 形成 环 ， 这 是 诺 特 局 部 
环 , 称 为 V 在 点 P 的 局 部 环 , 它 的 维 数 称 为 V 在 点 P 的 局 
部 维 数 , 它 等 于 V 的 维 数 , 并 且 P 是 V 的 非 奇异 点 SV 在 
点 P 的 局 部 环 是 正则 诺 特 局 部 环 。 

完备 化 设 中 是 环 尽 的 理想 ， 取 {2m|n>0) 为 尽 中 
堆 元 素 的 基本 邻 域 系 ， 则 尽 由 此 成 为 拓扑 环 。 及 中 这 个 
拓扑 称 为 M-adic 拓扑 ， 并 且 ，R 是 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 
所 向 中 = (0)。 类 似 地 , 设 M 为 卫 模 , 取 {3Min> 0) 为 


零 元 素 的 基本 邻 域 系 , 则 M 由 此 成 为 拓扑 R 模 , 并 且 MM 
对 于 这 种 -adic 拓扑 是 豪 斯 多 夫 空 间 针 M0) 


若 民 为 诺 特 环 而 M 是 有 限 生成 R 模 ， 则 对 于 忆 的 每 个 真 
理想 3t, 条件 如 一 (0) 和 WPM (0) 满 足 ， 这 时 , 3- 


adic 豪 斯 多 夫 空间 正和 M 可 以 拓扑 完备 化 成 环 肆 和食 
模 路 ,理想 作为 R 模 的 完备 化 有 是 环 外 的 理想 , 娘 和 
站 由 RR( 和 怕 ) 中 9L-adie 拓扑 诱导 出 的 拓扑 就 是 多- 
adic 拓扑 ,并 且 从 = 角 M. 完备 化 函 子 R-> 外 和 M~ 府 保 
持 环 和 模 的 许多 特性 ,而 将 了 或 M 完 备 化 成 如 或 从 之 后 
的 好 处 ,是 可 以 采用 极限 和 收敛 等 解析 工具 ， 从 而 ,完备 
化 也 是 代数 几何 和 代数 数论 以 及 许多 其 他 学 科 的 重要 研 
究 手段 。 

交换 代数 “作为 代数 几何 的 代数 工具 ， 还 需要 比 交 
换 环 更 进一步 的 代数 结构 ， 这 就 是 " 环 上 的 代数 "。A 称 
为 环 尺 上 的 代数 (或 简称 为 下 代数 )， 是 指 :D (4, 十 ，) 
为 环 ，@(4, + ) 为 R 模 ，@ 对 于 每 个 rER, a、bE A， 
7(ab) 一 (ra)b=alrb)。 若 A 又 是 交换 环 , 则 称 A 为 上 的 


交换 代数 。R 上 的 交换 代数 4 称 为 有 限 生成 的 ， 是 指 存 
在 有 限 个 元 素 ty twE4, 使 得 4= Ru ta 
W]e。 

设 上 为 域 ， R=k[T,, Ta，…， Tn] 为 多 项 式 环 ，E= 
KT，,T,，…,Tn) 是 及 的 商 域 。 著 名 的 希 尔 伯 特 第 14 问 
题 是 对 于 上 和 玉 的 每 个 中 间 域 L，LNR 作 为 代数 都 是 
有 限 生 成 的 。 利 用 不 变量 理论 ,日 本 数学 家 中 田 于 20 世 
纪 70 年 代 举 出 反例 , 否定 了 希 尔 伯 特 这 个 猜想 , 虽然 这 
个 猜想 在 ”= 1 时 是 正确 的 。 

设 上 是 代数 封闭 域 ， 如 中 代数 徐 V 对 应 着 kCzi， 
XY，"…，2%n] 的 根 式 理想 站， 则 V 的 仿 射 坐标 环 kLV] 一 
[x4s xzay… Xn]/ 如 是 上 上 有 限 生成 的 交换 代数 ,并 且 没 
有 非 零 的 塞 零 元 素 。 反 之 ,，k 上 每 个 这 种 类 型 的 交换 代 
数 均 是 上 上 某 个 代数 生 的 仿 射 坐 标 环 ， 并 且 从 代数 簇 V 
到 代数 筑 W 的 多 项 式 映射 诱导 出 kLW] 到 kLV] 的 k 代 
数 同 态 。 从 而 V 和 W 同 构 ( 即 存在 互 逆 的 两 个 多 项 式 映 
射 ) 的 充分 必要 条 件 是 kLW] 和 kLV] 作 为 上 代数 是 同 构 
的 。 于 是 ，k 上 代数 策 的 同 构 分 类 相当 于 一 种 特殊 类 型 
的 上 上 交换 代数 的 同 构 分 类 。 
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( 冯 克 勤 ) 

jioohuonhuan 
交换 环 (commutative ring) 采 法 适合 交换 
律 的 环 。 对 交换 环 只 有 "理想 "“ 零 化 子 "、“ 零 因子 "、“ 极 
小 (大 ) 条 件 "等 定义 ,而 不 区 分 “左右 "。 无 零 因 子 的 交 
换 环 叫做 整 环 。 数 环 与 域 上 的 多 项 式 环 F[x] 都 是 整 
环 。 整 环 不 一 定 有 单位 元 素 ， 如 偶数 环 。 整 环 上 的 多 项 
式 环 仍 为 整 环 。 

设 尺 为 有 正则 元 的 交换 环 。 如 果 8 是 尽 中 一 些 正则 
元 作成 的 乘法 封闭 集合 〈 即 8 中 任 二 元 素 之 积 仍 在 8 
中 ), 那 么 R 可 扩张 成 一 个 有 单位 元 素 的 交换 环 
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叫做 关于 S 的 分 式 环 ,使 S 的 元 素 在 玉 中 恒 有 北 元 素 。 
特别 地 , 当 S 为 RR 中 所 有 正则 元 作成 的 子 集 时 (此 时 5S 自 
然 地 成 为 乘法 封闭 集合 ), 忆 就 简称 为 RR 的 分 式 环 。 又 如 
果 及 是 整 环 ,那么 也 的 分 式 环 必 为 域 , 特 称 为 玉 的 分 式 域 
《或 商 域 )。 如 整数 环 的 分 式 域 便 是 有 理 数 域 。 

局 部 化 ” 设 忆 是 一 个 有 单位 元 素 e 的 交换 环 。 它 一 
定 含有 极 大 理想 。 所 谓 极 大 理想 ,是 指 及 的 一 个 理想 N， 
满足 条 件 : N<R， 且 和 与 忆 之 间 不 能 再 介入 眉 的 其 他 理 
想 。R 的 一 个 理想 N 是 极 大 理想 ,必要 而 且 只 要 ， 剩余 类 


环 R/N 是 域 。 当 下 只 含 一 个 极 大 理想 时 ,就 称 之 为 局 部 
环 ;当下 只 含有 限 多 个 极 大 理想 时 ， 就 称 之 为 半 局 部 环 。 
设 P 是 及 的 一 个 质 理想 ,S 是 P 在 R 中 的 余 集 ,在 S-'R= 
让 | zs Rsegsl 中 视 冯 与 好 为 同一 元 家， 必要 而 且 只 
要 , 有 sES 使 s(zis:- xssl) 一 0。 于 是 可 把 S- 台 定义 成 
一 个 交换 环 , 特 记 为 Ra， 并 称 为 R 在 P 处 的 局 部 化 。 它 
是 局 部 环 并 以 PR 为 唯一 的 极 大 理想 。 如 果 对 每 个 环 玉 
来 说 ,R 具有 某 个 性 质 ,必要 而 且 只 要 对 及 的 每 个 质 理想 
P,Rz 恒 具 有 该 性 质 ,那么 环 的 该 性 质 称 为 局 部 性 质 。 若 
要 检验 某 环 及 是 否 具有 某 个 局 部 性 质 ， 则 只 要 检验 每 个 
Re 即 可 。 由 于 Re 比 忆 的 结构 简单 ， 因 此 由 局 部 特性 来 
掌握 整体 特性 是 一 个 有 效 的 手段。 

高 斯 环 、 若 中 有 a=be， 则 b 称 为 a 的 一 个 因子 ， 
自然,c 也 是 a 的 一 个 因子 。 或 者 a 称 为 b 的 倍 元 ,也 称 为 
b 整除 a, 记 为 bla。 显然 单位 元 案 。 是 任意 元 素 的 因子 ， 
零 元 素 9 是 任意 元 素 的 倍 元 。R 中 一 个 有 逆 元 素 的 元 素 ， 
也 称 为 R 中 的 一 个 单位 。 例 如 ， 单 位 元 素 。 就 是 一 个 单 
位 ;在 整数 环 中 ,1 与 一 1 是 仅 有 的 两 个 单位 ;在 多 项 式 环 
F[x] 中 ， 一 个 元 素 为 单位 ,必要 而 且 只 要 , 它 是 零 次 多 项 
式 ( 即 域 了 中 的 非 零 元 素 )。 环 下 中 两 个 非 零 元 素 6 与 
如 果 能 互相 整除 , 即 alb 且 bla, 那 么 就 说 4 与 5 相通。 两 
个 非 零 元 案 4 与 b 是 相通 的 ,必要 而 且 只 要 ,有 RR 中 的 单 
位 3 使 a~W。 如 果 非 零 元 素 4be, 且 6 与 c 均 非 单 位 , 那 
么 就 说 b 是 a 的 一 个 真 因子 (自然 , c 也 是 a 的 一 个 真 因 
子 )。 如 果 非 零 元 素 4 不 是 单位 , 且 无 真 因子 ,那么 就 说 4 
是 一 个 不 可 约 元 案 。 如 果 非 零 元 素 p 不 是 单位 ， 且 具有 
“ 当 plob 时 , 必 有 zla 或 plb" 之 性 质 ,那么 就 说 p 是 一 个 
质 元 素 。R 中 的 质 元 素 恒 为 不 可 约 元 素 ,但 是 反 过 来 说 就 
未 必 正确 .例如 在 数 环 {m+nV =51m,n 整 数 } 中 ,2 是 不 
可 约 元 素 但 非 质 元 素 , 因 有 21(1+ 一 5) (1 一 /=5)， 
而 21(1+MN=5), 2+(1-M5)。 环 R 中 的 元 素 c 若 
既是 4 的 因子 又 是 b 的 因子 ， 则 。 称 为 4 与 b 的 一 个 公 
因子 。 如 果 a 与 b 的 一 个 公 因子 4 具有 "与 5 的 任意 公 
因子 恒 为 4 的 因子 "之 性 质 ,那么 就 说 d 是 4 与 b 的 一 个 
最 高 公 因子 。 一 般 说 来 ,两 个 元 素 未 必 有 最 高 公 因子 。 例 
如 在 上 述 的 环 中 ,6 与 (3+3/ 一 5) 就 没有 最 高 公 因 子 。 
所 谓 高 斯 环 或 唯一 分 解 整 环 ,是 指 有 。 的 整 环 已, 其 中 每 
个 非 单位 a9 均 可 唯一 地 分 解 成 一 些 质 元 素 pi 的 乘 
积 。 所 谓 唯 一 性 , 意 即 若 a 一 pips…pm 一 q19…qns 其 中 诸 
DP 与 多 均 为 质 元 素 ， 则 必 n=n， 且 可 排 因子 的 次 序 使 
p4 与 9, 相通 (i=1,2,…,n)。 有。 的 整 环 R 是 高 斯 环 , 必 
要 而 且 只 要 满足 下 列 条 件 @ 与 @ 或 0 与 @， 

QD R 中 真 因子 的 降 链 cya:,…- 必 止 于 有 限 处 , 即 从 
任意 非 零 非 单位 a 开始 , 若 a1 有 真 因子 4.,0, 又 有 真 因 
子 m, 如 此 下 去 ,到 革 步 必得 出 一 个 不 可 约 元 未 ， 设 其 为 
m, 于 是 真 因子 的 降 链 01,01,… 即 到 0s 为止。 

@ R 中 的 不 可 约 元 素 恒 为 质 元 素 。 

@ R 中 任意 两 个 不 全 为 零 的 元 素 介 有 最 高 公 因子 。 
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车 了 为 高 斯 环 , 则 R[z] 亦 然 。 于 是 域 了 上 的 多 项 式 
环 F[xivz*…zo] 恒 为 高 斯 环 。 如 果 有 e 的 整 环 忆 的 理 
想 恒 为 主 理想 ( 即 由 一 个 元 素 生成 的 理想 )， 那 么 就 说 忆 
是 一 个 主 理想 环 。 有 e 的 整 环 R 是 一 个 主 理想 环 ， 必 要 
而 且 只 要 满足 上 述 条 件 @ 与 如 下 的 条 件 @: R 中 任意 不 
全 为 零 的 a.b 恒 有 一 个 形式 上 为 s+bt 的 最 高 公 因子 。 
因此 , 主 理想 环 恒 为 高 斯 环 ,但 是 反之 则 未 必然 。 设 R 为 
有 的 整 环 。 如 果 对 及 中 每 个 非 零 元 a， 便 有 非 负 整数 
al 与 之 相应 ,并 对 下 中 任意 c,b(a 关 9)， 恒 有 q.rE 尽 使 
b=qat+r, 且 r=9 或 者 |r|<|al， 那 么 就 说 RR 是 一 个 欧 
氏 环 。 欧 氏 环 恒 为 主 理想 环 ， 但 是 反之 则 未 必然 。 整 数 
环 1 为 欧 氏 环 ,从 而 为 主 理想 环 ， 但 是 多 项 式 环 1[x] 仅 
为 高 斯 环 ,而 非 主 理想 环 。 

诺 村 环 一 个 交换 环 R 的 所 有 宕 堆 元素 构 成 的 一 
个 理想 K， 称 为 及 的 克 德 根 或 寡 稚 根 。 如 果 一 个 交换 环 
除 宕 零 元 素 外 ,不 再 含 其 他 的 零 因子 , 便 称 为 准 整 环 。 整 
环 显然 为 准 整 环 。 设 RR 是 一 个 交换 环 。R 的 一 个 理想 P 
为 素 理想 ,必要 而 且 只 要 R/P 为 整 环 ;R 的 一 个 理想 @ 叫 
做 准 素 理想 ,如 果 R/@ 为 准 整 环 :下 的 一 个 理想 义 叫 做 可 
分 解 的， 如 果 有 尽 的 理想 B.C, 使 A<B, A<C, A= 
BNC， 否则 便 说 A 是 不 可 分 解 的 ; R 的 素 理想 恒 为 不 可 
分 解 的 ; 当 R 为 诺 特 环 ( 即 其 理想 满足 极 大 条 件 ) 时 ,R 的 
不 可 分 解 的 理想 恒 为 准 素 理想 ，R 的 克 德 根 必 为 若 鹤 理 
想 ; 当 R 为 准 整 环 时 ,RR 的 克 德 根 必 为 素 理想 。 设 @ 为 交 
换 环 R 的 任意 一 个 准 崇 理想 ,于 是 玉 ~R/Q 为 准 整 环 ,其 
克 德 根 尺 为 素 理 想 ， 从 而 及 = 所 /KR 为 整 环 。 由 R~ 瑞 ,及 
及 ~ 中 易 知 ,R~ 中 , 设 此 同 态 映射 之 核 为 P, 则 由 R/P 空 站 
知 ，P 为 及 的 一 个 含 @ 的 素 理想 ， 它 是 由 @ 所 唯一 确定 
的 ,叫做 与 @ 相 伴 的 素 理 想 ,而 Q@ 则 叫做 属于 P 的 一 个 准 
索 理想 。 属 于 同一 个 来 理想 P 的 两 个 准 素 理想 的 交 仍 为 
属于 P 的 一 个 准 素 理想 。 由 此 便 可 引出 诺 特 环 中 著名 的 
交 的 唯一 分 解 定理 ， 在 诺 特 环 中 ， 每 个 理想 A 均 可 分 解 
为 有 限 个 准 素 理 想 Q,，Q,, …，Q, 的 交 ， 使 与 诸 Q, 相 
伴 的 素 理想 P, 是 彼此 不 同 的 , 即 此 交 不 能 够 缩短 ， 记 为 
4=- [QQ:，…，9@.]。 又 若 A 再 分 解 为 诸 准 素 理想 Q? 的 
不 能 够 缩短 的 交 [QY,QS，…,Q?], 则 必 有 r=s, 且 可 排 诸 
Q@? 的 次 序 使 与 Q? 相伴 的 素 理想 恰 为 Pi(i=1,2,…,7)。 
关于 诺 特 环 还 有 希 尔 伯 特 定理 ,如 果 有 是 有 e 的 诺 特 环 ， 
则 多 项 式 环 R[x] 亦 然 。 

EE. 诺 特 于 1921 年 引进 一 般 的 满足 极 大 条 件 的 交换 
环 而 研究 其 理想 论 ， 这 是 由 于 代数 几何 的 发 展 而 需要 研 
究 多 项 式 环 的 理想 理论 ， 后 者 的 主要 问题 是 判断 一 个 多 
项 式 了 是 否 属于 一 个 给 定 的 理想 M= ( 刀 , 思 -省 )。 此 
判断 方法 是 通过 把 理想 分 解 成 准 素 分 支 而 实现 的 。 

维 数 ” 设 Po< Pi<…<P, 是 环 尽 中 的 素 理想 链 ，s 
称 为 此 链 的 长 度 ，R 中 所 有 的 素 理想 链 的 长 度 的 最 大 值 
(可 能 是 无 限 ) 叫 做 的 维 数 , 记 为 dimR。 当 ER 为 诺 特 局 
部 环 以 M 为 其 唯一 极 大 理想 时 ， 对 每 个 属于 M 的 准 素 再 
想 @, 以 X@) 表 生成 @ 的 最 少 元 数 ， 再 以 5R) 表 诸 MQ) 
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中 的 最 小 值 , 则 有 dim R=3(R)。 又 若 M 恰 可 由 8R) 个 元 
素 生 成 , 则 称 尺 为 正则 诺 特 局 部 环 。 

茂德 金 环 ” 设 尺 为 有 e 的 整 环 ,F 为 其 分 式 域 ,而 且 
有 <F( 即 尺 非 域 )。F 的 一 个 子 集 和 如 果 满 足 ， ODX 是 
作为 加 法 群 的 一 个 子 群 ，@@ 当 ER,xEX 时 ,有 axzEX 
( 即 RXCX); 加 有 BEF,B 关 9 使 BXCR, 则 说 X 是 RR 的 
一 个 分 式 理想 。 环 尺 的 理想 显然 均 为 玉 的 分 式 理想 ,也 可 
叫做 尺 的 整理 想 。F 中 的 一 个 元 素 5 如 果 是 尽 上 首 项 系 
数 为 e (一 般 不 写 出 来 ) 的 多 项 式 有 (x)=x"+Qx" 十 和 
十 on-ix+an(aER) 的 根 ， 则 说 3 是 R 上 的 一 个 整 元 
素 。 如 果 在 了 中 ,R 上 的 整 元 素 恒 在 及 中 , 则 说 及 是 整 闭 
的 , 如 同 尽 的 两 个 整理 想 A、B 可 以 相 乘 而 得 积 AB 仍 为 
RR 的 整理 想 一 样 ， 可 以 定义 尺 的 任意 两 个 分 式 理想 X 与 
了 的 乘法 , 而 且 积 XY 仍 为 尽 的 一 个 分 式 理想 。 易 知 此 乘 
法 适合 交换 律 与 结合 律 ,又 民 自 己 作为 一 个 整理 想 (自然 
也 是 尺 的 一 个 分 式 理想 ) 与 尺 的 任何 分 式 理想 X 相 乘 时 ， 
由 于 及 有 ,就 全 有 RX=X, 故 及 的 全 部 分 式 理想 在 乘法 
下 构成 一 个 有 单位 元 素 的 交换 半 群 ,特别 ,其 中 所 有 非 零 
分 式 理想 又 构成 一 个 有 单位 元 素 的 交换 子 半 群 。 如 果 这 
个 子 半 群 还 是 一 个 子 群 ， 就 说 RR 容许 理想 理论 。 有 e 的 
整 环 R 如 果 满足 下 列 条 件 就 叫做 一 个 戴 德 金 环 ，R 的 每 
个 非 零 理想 4 恒 可 表 为 玉 的 一 些 素 理想 P, 的 乘积 ,A= 
PiP:…Pn, 且 除 诸 P, 的 次 序 外 ,此 表 法 是 唯一 的 。 

戴 德 金 环 的 主要 定理 有 两 个 。 其 一 ， 有 e 的 整 环 尺 
为 戴 德 金 环 ， 必 要 而 且 只 要 有 满足 下 列 三 组 等 价 条 件 之 
一 : OR 容许 理想 理论 。 加 对 尺 的 非 零 ( 整 ) 理 想 4、B 
只 要 4cB 就 有 ( 整 ) 理 想 C 使 4~ BC; 每 个 非 零 真 ( 整 ) 
理想 恒 可 唯一 地 表 为 有 限 个 极 大 ( 整 ) 理 想 之 积 。@R 为 
诺 特 环 ;R 是 整 团 的 !R 的 非 零 素 理想 恒 为 极 大 理想 。 

其 二 , 设 R 为 有 e 的 整 环 ,为 其 分 式 域 ,，E 为 的 
有 限 扩张 ( 见 域 )，0 为 中 所 有 在 RR 上 为 整 的 元 素 作成 
的 环 。 如 果 民 为 戴 德 金 环 ， 则 9 亦 然 。 例 如 整数 环 尽 就 
是 一 个 戴 德 金 环 。 若 也 是 有 理 数 域 FR( 即 尽 的 分 式 域 ) 的 
一 个 有 限 扩张 域 , 则 巨 是 一 个 代数 数 域 ,其 中 所 有 代数 整 
数 就 组 成 一 个 环 9, 由 于 尽 是 戴 德 金 环 , 故 9 也 是 戴 德 金 
环 。 事 实 上 , 戴 德 金 环 的 发 生 和 发 展 就 与 代数 数论 有 关 ， 
而 且 是 从 其 中 抽象 出 来 的 。 

交换 环 是 交换 代数 的 主要 研究 对 象 。 

《 谢 邦 本 
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交换 群 (commutative group) 其 运算 适合 
交换 律 的 群 ， 或 称 阿 贝尔 群 。 挪 威 数学 家 N. H. 阿 贝尔 
在 讨论 高 次 方程 时 曾 用 到 过 有 限 交换 群 ， 为 了 纪念 这 位 
著名 数学 家 ， 而 常 把 交换 群 称 作 阿 贝尔 群 。 交 换 群 是 一 
般 群 论 中 的 一 个 独特 分 支 。 在 拓扑 学 和 代数 学 中 常常 构 
造 一 些 交换 群 ,作为 讨论 问题 的 工具 ， 例 如 ,拓扑 学 中 的 
基本 群 .同调 群 . 代 数学 中 的 布 伐 尔 群 等 等 。 交 换 群 论 与 
代数 拓扑 、 模 论 、 同 调 代 数 , 环 论 等 有 密切 的 联系 。 

交换 群 作为 特殊 类 型 的 群 ， 也 有 诸如 元 素 的 阶 、 群 


的 阶 , 子 群 . 商 群 等 概念 以 及 相应 的 结果 ( 见 首 )。 在 交换 
群 中 , 子 群 和 正规 子 群 是 相同 的 概念 ,习惯 上 把 交换 群 的 
运算 记 作 加 法 ,用 0 表示 群 的 单位 元 素 ,用 一 表示 元 素 
a 的 逆 元 素 ,用 na 表示 “的 ”次 宕 ， 交 换 群 的 直 积 改称 
为 直 和 。 

有 限 非 交换 群 有 复杂 的 结构 ,至 今 还 不 完全 清楚 . 然 
而 有 限 交换 群 却 有 着 非常 简单 的 结构 。1878 年 ,F. G. 弗 
罗 贝 尼 乌 斯 等 证 明了 下 面 的 基本 定理 。 任 一 有 限 交换 群 
G 可 表 成 有 限 个 且 阶 为 素数 宕 的 循环 群 的 直 和 ， 即 G 一 
G1@G,@…@G,， 其 中 k 是 自然 数 ，G4 是 循环 群 且 
1G64| = Pbp, 是 素数 , n, 是 自然 数 ,并且 数 上 和 Pp?' (i= 

2,…sk) 是 由 群 G 完 全 确定 的 。 这 个 定理 是 一 个 具有 
典型 意义 的 结构 定理 。 关 于 有 限 交换 群 的 子 群 、 商 群 、 自 
同 态 等 问题, 都 可 以 利用 这 个 定理 去 解决 。 因 而 ,交换 群 
理论 的 主体 是 研究 无 限 群 。 

对 于 具有 有 限 个 生成 元 的 无 限 交换 群 G 都 可 表 成 有 
限 个 循环 群 的 直 和 : G= G 申 … 四 Gu 昌 Fi 提 …@F。 其 中 
G, 是 循环 群 且 1G,| = p?,,p, 是 素数 ,n, 是 自然 数 。 而 Fy 
都 是 无 限 循环 群 ， 且 非 负数 k,s 以 及 p? 由 群 G 唯 一 确 
定 。 这 是 对 于 有 限 交换 群 基本 定理 的 一 个 完满 的 推广 。 

以 上 两 个 定理 是 一 系列 研究 的 起 点 ， 启 示人 们 考虑 
还 有 哪些 群 类 (更 一 般 地 ， 模 类 ) 可 表 为 循环 群 (循环 模 ) 
的 直 和 ,这 样 的 群 类 具有 什么 性 质 ,等 等 。 

nn 个 (有 限 个 或 无 限 个 ) 无 限 循环 群 的 直 和 G， 称 为 
自由 交换 群 或 自由 群 ,其 个 数 (基数 ) n 是 群 的 不 变量 , 称 
为 自由 群 G 的 秩 。 自 由 群 在 交换 群 理论 中 所 占 的 地 位 ， 
与 非 交换 自由 群 在 一 般 群 理论 中 的 地 位 相当 ， 即 任意 一 
个 群 4 总 可 看 成 自由 群 的 同 态 像 。 为 此 ， 只 要 取 定 群 4 
的 一 个 生成 元 集 {oayaE IT， 并 相应 地 取 符号 集 {zayaE 
站), 以 x。 为 生成 元 可 作 无 限 循环 群 (x。》， 再 作 它 们 的 直 
和 即 得 自由 群 G=~ 四 xs》。G 中 元 素 都 可 唯一 写成 有 限 
各 形式 3maxoyaE Dime 是 整数 。 因 此 ,可 作 映 射 
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易 知 , "是 自由 群 G 到 群 4 上 的 同 态 映 射 。 还 可 以 证 明 ， 
自由 群 的 非 零 子 群 仍 是 自由 群 。 

若干 个 循环 群 的 直 和 GG 具有 与 自由 群 类 似 的 一 些 性 
质 。 例 如 ， 这 样 的 直 和 G 的 子 群 ， 也 是 一 些 循环 群 的 直 
和 ; 当 把 G 表 成 无 限 循环 群 与 阶 为 素数 敌 的 循环 群 的 直 
和 时 ,这 种 表 法 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 , 即 其 中 无 限 循环 
群 的 个 数 与 阶 为 素数 矫 p? 的 循环 群 个 数 都 由 G 本 身 唯 
一 确定 。 

每 一 元 都 是 有 限 阶 ( 无 限 阶 ) 的 交换 群 ， 称 为 周期 群 
《无 扭 群 )。 既 含有 有 限 阶 元 又 含有 无 限 阶 元 的 群 ， 称 为 
混合 群 。 每 一 元 的 阶 都 是 素数 p 的 署 的 群 ， 称 为 准 素 群 
或 p 准 素 群 。 

除 群 是 个 重要 的 而 且 已 被 完全 刻画 了 的 群 类 。 所 谓 
除 群 G, 是 指 对 于 任意 自然 数 % 和 任意 元 素 a, 方程 nx= 


0 都 有 解 的 群 G。 不 难 验证 ,全 体 有 理 数 关于 数 的 加 法 作 
成 一 个 无 扭 除 群 , 而 对 于 固定 的 素数 p 及 所 有 自然 数 n， 
一 切 p" 次 单位 根 的 全 体 关于 复数 的 乘法 作成 P 准 素 群 
了 ， 它 也 是 除 群 ， 并 记 作 p” 型 群 。 任 意 除 群 都 是 若干 个 
有 理 数 加 群 和 若干 个 p" 型 群 (对 某 些 素数 p) 的 直 和 。R. 
贝尔 指出 除 群 具有 如 下 特性 ， 若 群 G 含有 一 个 除 子 群 H 
〈 即 也 本 身 是 除 群 ), 则 五 必 是 G 的 直 和 项 , 即 有 子 群 民 使 
G=HG@K。 反 之 , 具有 如 下 性 质 的 群 卫 必 是 除 群 ， 若 瑟 
是 群 G 的 子 群 ， 则 五 必 是 G 的 直 和 项 。 除 群 是 模 论 中 重 
要 的 人 射 模 概念 的 一 个 原型 。 不 含 除 子 群 的 群 ， 称 为 简 
约 群 。 对 任意 交换 群 的 研究 可 归结 为 对 简约 群 的 研究 。 

交换 群 G 中 有 限 阶 元 素 的 全 体 可 作成 一 子 群 联 ， 称 
为 G 的 周期 子 群 , 而 商 群 G/ 王 是 无 扭 群 。 周 期 群 G 中 阶 
为 素数 p 之 寡 的 元 素 的 全 体 G(p) 是 G 的 子 群 ,上 且 有 G= 
四 G(P)(P 取 亿 所 有 素数 )。 因此 ， 周 期 群 的 研究 可 归结 


为 准 素 群 的 研究 。 设 G 是 P 准 素 群 ， 对 自然数 n 规 定 
P"G={p'x,xEG)。 易 知 ,p"G 是 于 群 , 且 有 prG 二 pn+G。 
设 非 零 元 素 4EG, 若 有 nn 使 得 aEp"G，, 而 agp"*'G, 就 
把 n 称 为 4 的 高 。 否 则 ,就 说 a 的 高 是 oo。 因此 ,0 的 高 
就 是 使 方程 p"x=a 在 G 中 有 和 解 的 最 大 自然 数 m( 或 eo)。 
高 是 交换 群 论 中 最 重要 的 概念 之 一 。 除 群 中 每 一 元 素 的 
高 都 是 ,而 循环 群 的 直 和 中 则 没有 高 为 c 的 元 素 。 / 

重要 的 普 吕 菲 尔 定理 给 出 一 些 可 表 为 循环 群 的 直 和 
的 某 些 群 类 ，@ 若 G 是 了 准 索 群 且 有 ?使 pvG= {0}， 则 
G 是 循环 群 的 直 和 。@ 若 G 是 可 数 ( 即 1G| 是 可 数 基数 ) 
了 准 素 群 ， 但 是 它 不 含 高 为 中 的 元 素 ， 则 G 是 循环 群 的 
直 和 。 

含有 高 为 c 的 元 素 的 群 不 可 能 表 成 循环 群 的 直 和 ， 
对 此 需 另 寻 刻画 方法 。HH. 厄 尔 姆 在 20 世纪 30 年 代 作 
出 了 影响 深远 的 贡献 。 他 对 了 准 素 群 G 引 入 了 定义 在 序 
数 集 上 取 值 基数 的 一 个 函数 fo(a)( 后 来 称 之 为 厄 尔 姆 不 
变量 ), 给 出 了 重要 的 厄 尔 姆 定理， 两 个 可 数 p 准 素 群 G 
和 区 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 厄 尔 姆 不 变量 , 即 
对 所 有 的 序数 a, 有 Jo(a) 一 fa(a)。 近 年 来 , 这 个 定理 在 
工 卡 普兰 斯 基 和 EE. 沃克 等 人 手中 得 到 进一步 的 推广 。 例 
如 ,对 于 一 类 所 谓 完全 投射 群 ,相应 的 结论 也 成 立 。 

对 于 无 扭 群 , 秩 是 一 个 最 基本 的 概念 , 它 类 似 于 向 量 
空间 的 维 数 。 如 果 对 于 群 G 的 有 限 个 元 素 cy ou， …， on 
有 不 全 是 等 的 整数 Ks，…ho, 使 得 六 hie 一 0, 就 说 a1， 
a,…s0 是 相关 的 ， 否 则 就 说 是 无 关 的 。 如 果 G 的 一 个 
子 集 S 的 任意 有 限 子 集 都 是 无 关 的 ,就 说 5 是 无 关 的 。 群 
G 的 所 有 极 大 无 关子 集 具有 相同 的 基数 , 称 为 G 的 秩 , 秩 
为 1.2 的 无 握 群 的 结构 基本 上 已 清楚 ,例如 , 秩 为 1 的 无 
捏 群 却 为 有 理 数 加 群 的 一 切 子 群 。 其 他 一 些 无 握 群 也 作 
过 研究 ,例如 完全 分 解 无 扭 群 以 及 它们 的 纯 子 群 。 总 之 ， 
对 无 扭 群 的 研究 远 不 如 对 周期 群 的 研究 深入 。 

混合 群 G 总 可 以 看 成 局 期 群 A 借 助 无 担 群 了 的 扩 
张 。 最 初 的 一 些 研究 , 常 集中 于 如 下 的 问题 :在 什么 条 件 
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下 这 个 扩张 G 是 可 裂 的 , 即 有 G= 4@B 成立。R. 贝尔 给 
出 一 个 结果 : 若 混合 群 G 的 周期 子 群 4 是 一 些 除 群 和 一 
些 阶 小 于 某 固定 的 循环 群 的 直 和 ， 则 G 是 可 裂 的 。 近 
年 来 ， 工 卡 普 兰 斯 基 、R. B. 沃 菲尔德 等 找到 了 一 些 方 
法 ,能 从 整体 上 讨论 混合 群 ,从 而 开创 了 一 个 新 局 面 。 
任 一 交换 群 都 可 看 成 整数 环 上 的 模 ， 为 此 只 需 引 入 
模 运 算 n:g=g+…+g (n 个 ) 即 可 。 交 换 群 作为 特殊 的 
模 ， 为 一 般 模 论 提供 了 大 量 的 概念 和 定理 的 原型 ， 例 如 
张 量 积 就 是 其 中 之 一 。 交换 群 G 的 自 同 态 对 应 全 体 
End(G) 关 于 自 同 态 的 乘法 和 加 法 作成 一 个 环 ,而 交换 群 
G 可 以 自然 地 看 成 End(G) 的 任意 子 环 上 的 模 。 交 换 群 、 
模 论 , 环 论 是 互相 密切 联系 的 。 
参考 书目 
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交替 方向 隐 式 法 (alternating direction im- 
plicit method) 见 分 步 法 。 

jiehe dalshu 

结合 代数 (associative algebra) 一 种 代数 


系统 ,类 似 于 群 、 环 、 域 ， 而 更 接近 于 环 。 结 合 代数 的 研 
究 ， 早 在 19 世纪 50 年 代 ，W. R. 哈密 柜 考 察 四 元 数 、 
H. G, 格 柱 斯 受 引 入 向 量 乘法 以 及 A, 纵 美 等 人 讨论 矩 
阵 代数 之 时 就 已 开始 ， 其 目标 是 刻画 各 种 类 型 的 结合 
数 的 结构 和 表示 。 

设 4 是 非 空 集 ，F 是 域 。 在 集 4 上 定义 有 加 法 十 和 
果 法 "两 个 运算 , 在 和 和 4 之 间 定 义 有 数 乘 运 算 ， 即 对 于 
任意 “EF,aE A 有 aaE 4, 且 满足 以 下 条 件 ，@A 关于 
加 法 十 和 碟 法 -作成 结合 环 ， @ 4 关于 加 法 十 及 数 乘 运 
算 构成 域 了 上 的 向 量 空 间 ， 加 对 任意 EF，a.bEA 有 
(9)=(aa)b=a(ob)， 这 种 代数 系统 记 作 {4, 十 ，， 数 
乘 } 并 称 为 域 上 结合 代数 ， 简 称 上 代数 A 或 代数 A 。 
城 F 上 向 量 空间 4 的 维 数 也 称 为 下 上 代数 人 的 维 数 。 

环 的 加 法 群 是 一 个 交换 群 ， 而 代数 的 加 法 群 是 域 下 
上 的 向 量 空间 ， 后 者 较 前 者 的 结构 要 简单 得 多 。 例 如 ， 
向 量 空间 4A 必 有 基 {a4, iE 1)}， 而 任意 o€ A 可 唯一 表 成 
4= 避 mai,aiEF。 于 是 只 要 知道 a, 之 辣 的 乘法 表 :0s0y== 
对 winisawrEF, 便 可 以 计算 4 中 任 二 元 素 4~ 全 oo,， 
b= 怀 Buoy 的 乘积 ob 一 导 B(004) 二 加 Ryanro{ ur} 


称 为 代数 4 的 构造 常数 。 反 之 ， 通 过 规定 向 量 空间 4 的 
一 组 基 元 之 间 的 乘法 ,可 线性 扩张 成 4 中 的 一 个 乘法 。 人 
们 常 利用 这 种 方便 定义 新 代数 。 

与 环 相 类 似 , 结 合 代 数 也 有 子 代数 ,理想 、 同 态 、 直 积 
等 概念 。 

例如 ,代数 和 4 的 理想 B, 即 指 了 是 向 量 空间 4 的 子 空 
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间 , 又 是 环 4 的 理想 。 与 除 环 和 单 环 相应 的 概念 ,是 可 除 
代数 和 单 代数 等 。 

仿照 由 实数 来 构造 复数 的 方法 ， 可 用 复数 来 构造 新 
的 数 。 设 日 是 一 切 复数 对 (a,b) 的 集合 ， 规 定 (a, b)= 
(c,d) 当 上 且 仅 当 4a=c,b=d, 并 定义 如 下 的 运算 : (ob)+ 
(c,d)=(atc,b+d); a(a,b)=(ag,ab); (a,b)(c,d)= 
(ac+ 助 ,da+b5),z,d 是 复数 cyd 的 共 箔 数 ,a 是 实数 。 直 
接 验 证 可 知 ,@ 是 实数 域 尺 上 的 一 个 四 维 结合 代数 ,除了 
乘法 交换 律 之 外 ，Q 的 运算 具有 通常 的 数 运算 的 所 有 性 
质 。 这 是 第 一 个 非 交 换 可 除 代数 的 例子 。 

如 令 “1=(1,0)，i=(WV=i,0)， 

j=(0,1), k=(0,V -DD), 

则 它们 组 成 R 上 代数 @ 的 一 个 基 ， 而 Q@ 关 于 此 基 的 乘法 
表 是 , 1 是 单位 元 ; 六 = 亲 = 忆 = 一 1; 订 =k= 一 六 认 =i= 
一 kj; NM=j= 一 站。 这 就 是 著名 的 四 元 数 代数 。 

由 于 推广 数 系 而 得 出 四 元 数 代数 ， 随 之 产生 出 实数 
域 与 复数 域 上 的 结合 代数 的 概念 ,最 初 曾 称 之 为 “ 超 复数 
"。 实 数 域 上 有 限 维 可 除 代数 有 三 个 而 且 只 能 有 此 三 
个 : 实数 域 ,复数 域 ,四 元 数 代数 。 这 就 是 著名 的 弗 罗 贝 
尼 乌 斯 定理 。 而 韦 德 伯 思 定理 则 刻画 了 关于 有 限 域 的 情 
形 :, 有 限 域 上 有 限 维 可 除 代数 只 能 是 有 限 域 。 

域 K 上 一 切 nxn 和 矩阵 的 集合 Ke 关于 和 矩阵 的 加 法 、 
乘法 和 数 磁 运算 ,作成 一 个 m? 维 结合 代数 ， 而 且 是 单 代 
数 。 用 域 了 上 m 维 可 除 代 数 D 去 代 壹 域 K, 就 得 到 D 上 
一 切 nxn 和 矩阵 组 成 的 F 上 mn 维 结合 代数 Da。 Du 也 是 
单 代数 。 

关于 有 限 维 结合 代数 的 韦 德 伯 思 理论 ， 对 代数 的 研 
究 有 深远 的 影响 。 这 一 理论 的 主要 内 容 是 ，@ 任 意 有 限 
维 结合 代数 A 含有 一 个 极 大 的 等 零 理想 N( 所 谓 N 是 畦 
零 的 ， 意 指 存在 一 个 自然 数 n, 使 N 中 任意 n 个 元 素 之 
积 都 是 零 )， 它 包 人 7 切 短 等 理想 ,N 称 为 A 的 宕 零 
根 ， 而 商 代数 A/N 的 冠 零 根 为 零 ， 告 零 根 为 零 的 代数 ， 
称 为 半 单 代数 ，@ 半 单 代数 是 有 限 个 单 代数 的 直 和 ，@ 
下 上 单 代数 必 具 有 形式 D。, 其 中 DD 是 下 上 可 除 代数 ， 且 
DD 和 nn 是 唯一 的 ; 任意 代数 A=N+S (向 量 空间 的 
直 和 )， 其 中 N 是 4 的 宪 零 根 ,S 是 入 的 半 单 代数 。 

A. HH. 马尔 采 夫 证 明了 @ 中 的 子 代数 5 在 不 计 内 自 
同 构 的 意义 下 是 唯一 的 。 根 据 上 述 韦 德 伯 思 定理 ， 有 限 
维 代数 的 研究 ， 基 本 上 可 归结 为 对 寡 零 代数 与 可 除 代数 
的 研究 。 实 际 上 这 是 研究 代数 的 一 个 模式 ， 对 代数 引入 
根 的 概念 ， 从 而 可 将 对 任意 代数 的 研究 化 归 为 对 两 类 特 
殊 代数 的 研究 。 结 合 环 的 阿 廷 理论 和 雅 各 布 森 理 论 ， 以 
及 关于 非 结合 代数 和 环 的 一 些 研究 都 是 按照 这 一 模式 进 
行 的 。 

了 上 单 代数 4 有 单位 元 1, 因 此 可 认定 F=F:1SA。 
著 4 的 中 心 〈 即 与 中 任意 元 素 都 是 乘法 可 换 的 元 素 的 
全 体 ) 愉 是 了 , 则 有 4 称 为 F 上 中 心 单 代数 。F。, 是 上 中 心 
单 代数 。 

张 量 积 在 研究 单 代数 时 起 着 重要 作用 。 设 A、B 是 


了 有 单位 元 的 代数 。 取 4 在 了 上 的 一 个 基 : ui，iETl, 且 
wa 一 习 xurrkei 取 卫 在 了 上 的 一 个 基 : vsER, 上 且 


V0 = Ba ta。 以 符号 集 w@v,，iE1，sER 为 基 可 作 


下 上 一 个 向 量 空间 , 记 作 A@B. 规 定 A@B 的 一 个 乘法 ， 
Bu WuG@uw -3wuopeunGuu， 则 得 了 F 上 一 个 结合 
数 4@B， 称 之 为 了 上 代数 4 和 了 的 张 量 积 。 可 以 证 明 ， 
代数 A@B 与 4 和 了 之 基 的 选择 无 关 。 两 个 上 中 心音 
代数 的 张 量 积 仍 是 上 中 心 单 代数 。 利 用 张 量 积 可 以 定 
义 张 量 代数 ， 或 者 外 代数 、 格 拉 斯 曼 代数 〈 见 多 重 线性 
代数 )。 

令 G 表 示 P 上 有 限 维 中 心 单 代数 的 全 体 。 在 集合 G 
中 引入 关系 ~: A~B 当 且 仅 当 存 在 m、nEZ* 使 得 
A@F。 宇 B@Fn。 容 易 证 明 , 这 是 一 个 等 价 关 系 , 令 气 表示 
4 所 在 的 等 价 类 , G{4,AEG}。 在 集合 5 中 规定 一 
个 乘法 ， .B=A@B。 可 以 证 明 , 这 个 乘法 定义 是 合理 
的 , 即 与 等 价 类 互 的 代表 选择 无 关 , 并 且 丐 关于 此 乘法 作 
成 一 个 群 。 称 群 {G,") 为 域 上 的 布 伐 尔 群 , 记 作 B(F)。 
B(F) 的 结构 反映 了 中 心 单 代数 则 的 张 量 积 的 性 质 。 可 以 
证 明 B(F) 是 交换 周期 群 。 

若 A 是 玉 上 m 维 中 心 单 代数 ， 且 含有 一 个 子 域 K， 
而 K 是 下 上 nn 次 正规 扩 域 ， 则 A 称 为 一 个 交叉 积 。 若 KK 
是 城 P 上 的 循环 扩 域 ， 则 交叉 积 4 特 称 为 循环 代数 。 交 
叉 积 有 比较 简单 的 乘法 表 ， 然 而 它 有 很 好 的 代表 性 ; 
BF) 中 任 一 元 素 ( 即 等 价 类 互 中 ) 必 含有 一 个 交叉 积 。 

布 饶 尔 - 哈 塞 - 诺 特 -阿尔 贝 特 理论 是 有 限 维 结合 代 
数 中 特别 重要 而 完美 的 理论 。 它 阐明 了 有 理 数 域 上 的 每 
一 个 单 代数 〈 尤 其 可 除 代数 ) 都 是 其 中 心 上 的 循环 代 
数 ,也 就 是 说 ,有 理 数 域 的 有 限 扩 域 了 上 的 中 心 单 代数 都 
是 循环 代数 。 近 年 来 , S. 阿 米 策 等 人 讨论 了 不 是 交叉 积 
的 可 除 代数 。 

所 谓 有 限 维 结合 代数 的 表示 ， 是 指 代数 到 域 上 短 
阵 代数 F 内 的 同 态 映 射 有 限 维 结合 代数 的 表示 理论 与 
有 限 群 表示 论 之 间 有 密切 的 联系 。 设 G 是 一 有 限 群 ， 其 
元 素 为 91,9:,…,gnsF 是 一 域 ， 作 一 个 以 ,92,…,9n 为 
基 元 的 n 维 向 量 空 间 ,于 是 便 得 到 玉 上 一 个 结合 代数 , 称 
之 为 群 代数 ,并 记 作 F[G]。 由 结合 代数 F[G] 的 一 个 表示 
可 得 群 G 的 一 个 表示 。 反 之 亦 然 。 若 域 下 的 特征 不 能 整 
除 群 G 的 元 素 个 数 |G|, 则 P[G] 是 半 单 代数 。 这 就 是 马 
施 克 定理 。 由 前 述 的 韦 德 伯 思 定理 可 进而 得 出 半 单 代数 
的 较为 完整 的 表示 理论 , 它 可 用 来 刻画 有 限 群 的 常 表示 。 
车 为 域 下 的 特征 能 整除 1G| 的 情况 , 即 有 限 群 的 模 表示 ， 
则 要 求 发 展 下 上 非 半 单 代数 的 表示 。 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代数 、 
拟 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代数 ,单列 代数 以 及 它们 的 推广 ,是 首先 
研究 的 非 半 单 代数 类 ， 在 研究 中 广泛 使 用 了 同调 代数 工 
具 。 近 年 来 ,代数 的 表示 论 在 M. 奥 斯 兰 德 .P. 加 布 里 埃 
尔 ,A. B. 罗 伊 特等 人 手中 有 很 大 发 展 , 是 很 活跃 的 一 个 
代数 分 支 。 

1933 年 中 山 正 、 松 岛 与 三 证 明了 局 部 域 上 单 代数 的 


解 


换 位 子 群 等 于 换 1 元 素 群 。 王 湘 浩 在 1950 年 证 明了 上 述 
二 群 在 代数 数 域 情形 下 仍 相 等 ， 而 且 在 一 般 域 的 情形 下 
当 指数 无 平方 因子 时 也 相等 。 这 里 首先 提出 的 在 最 一 般 
的 情形 下 的 问题 ， 这 在 以 后 兴起 的 代数 K 理论 和 代数 群 
理论 中 是 很 重要 的 。 
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《 刘 绍 学 ) 

jexi honshu 
解析 函数 (analytic function) 能 展开 成 宕 
级 数 (见解 析 丁 数 项 级 数 ) 的 函数 。 它 是 复 变 函 数 研 究 的 
主要 对 象 。 设 f(z) 是 定义 在 平面 开 集 D 内 的 一 个 单 值 的 
复 值 函 数 ,a 是 D 内 一 点 。 若 f(z) 在 4 的 一 个 邻 城内 可 表 
为 以 (z 一 a) 为 项 的 宕 级 数 咏 ankz 一 a)", 则 称 1(z) 在 a 处 
是 解析 的 ， 若 f(z) 在 D 内 处 处 是 解析 的 , 则 称 f(z) 为 
内 的 解析 函数 。 

全 比 西 数 。 又 称 正则 函数 。 历 史上 对 解析 函数 的 研 
究 是 从 多 方面 开始 的 。 设 1(z) 是 平面 开 集 D 内 的 复 变 函 
数 , z 是 内 一 点 ,着 极 限 

limcf(z+ 间 一 了 zh (GD 


存在 且 有 限 ， 则 称 f(z) 在 z 处 可 导 ， 这 个 极限 值 记 为 
了 (z), 称 为 也 2z) 在 z 处 的 导数 。 这 是 实 变 函 数 导数 概念 
在 复 平面 上 的 形式 推广 。 不 过 这 种 推广 所 蕴涵 的 内 容 十 
分 丰富 ， 这 是 因为 (1) 中 的 z+h 乃 是 z 的 二 维 邻 域内 的 
任 一 点 ,极限 (1) 存 在 的 条 件 就 要 强 得 多 。 

记 z 一 z 十 动 寺 一 2 十 初 , 则 wx 一 &(z 汉 )，2 一 2(z)。 若 
f(z) 在 z 处 可 导 , 则 4=u(x,y),v=vV(x,y) 在 (x,y) 处 可 
全 微分 并 且 满足 等 式 

Vo Uy= Vs (2) 
习惯 上 称 此 为 柯 西 - 黎 曙 方程。 不过，J. le R. 达 期 贝尔 
在 流体 力学 的 研究 中 早已 获得 这 组 等 式 ， 而 最 早 弄 清 复 
变 函 数 可 微 条 件 的 是 工 . 欧 拉 。 所 以 这 组 等 式 又 称 为 达 朗 
贝尔 - 欧 拉 方 程 。 

设 也 z) 在 刀 内 连续 ，? 是 刀 内 一 路 线 ， 参 数 方程 为 
z(t),0<t<1。 复 积分 


fdz- facetat (3) 
可 视 为 路 线 7 的 泛 函 。A.-L. 柯 西 研究 了 复 积分 (3) 的 值 
仅 与 路 线 端点 有 关 的 条 件 ,他 证 明了 : 若 f(z) 在 单 连 区 域 
内 处 处 有 连续 导数 ， 则 复 积分 | f(z)dz 的 值 将 无 关于 


7 的 选择 ,而 只 决定 子 7 的 端点 (1825)。 包 .J.-B. 古 尔 萨 
改善 了 这 个 结论 的 条 件 , 只 要 求 函数 f(z) 在 了 内 处 处 有 
导数 (1900)。 这 是 柯 西 理论 的 基础 。 据 此 不 难 推出 ， 贺 
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域内 处 处 可 导 的 函数 与 该 函数 的 复 积分 的 值 只 决定 于 路 
线 的 端点 ,是 两 个 等 价 的 事实 。 从 此 ,一 个 开 集 内 的 复 变 
函数 ,如 果 处 处 有 导数 , 则 称 此 函数 为 这 个 开 集 内 的 正则 
函数 , 受 法 语 习惯 的 影响 ,也 称 为 全 纯 函数 。 

柯 西 理论 的 一 个 重要 结果 是 ， 正 则 函数 在 它 的 定义 
域内 处 处 可 表 为 收敛 的 等 级 数 ， 逆 命题 亦 真 。 所 以 解析 
与 正则 是 等 价 的 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 解析 函数 区 .外 尔 斯 特 拉 斯 
是 以 震级 数 为 出 发 点 开展 对 解析 函数 研究 的 。 设 署 级 数 

Gota(z—a)+ .+an(2— 2) + (4) 
的 收敛 半径 是 一 正 数 , 则 在 以 a 为 心 的 一 个 加 盘 Us 内 得 
到 了 一 个 解析 函数 , 记 为 P(z,a)。 对 Us。 内 另 一 点 b,P(z,a) 
在 b 处 有 和 署 级 数 表示 , 则 在 一 个 圆 盘 U。 内 也 得 到 一 个 解 
析 函 数 P(z,b)， 而 贺 盘 Us 可 能 不 完全 包含 于 U。 之 中 。 
在 Us 内 取 值 P(z,a)、 在 Us 内 取 值 P(z,b) 的 函数 称 为 
P(z,a) 从 a 到 b 的 解析 开拓 。 对 Us 内 任 一 点 c, P(z,b) 
在 c 处 有 筹 级 数 表示 ,因而 有 P(z,b) 从 b 到 c 的 解析 开 
拓 。 这 样 ,从 竺 级 数 (4) 出 发 , 沿 着 所 有 路 线 进行 所 有 可 能 
的 解析 开拓 ， 便 获得 一 个 外 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 解析 函 
数 。 不 过 还 应 该 指出 ， 这 种 函数 可 能 已 非 单 值 而 是 多 值 
的 了 。 

对 于 区 间 I 上 的 实 变 函 数 f(t), 若 在 工 的 任 一 点 的 
适当 邻 域内 ft) 可 以 表示 为 一 个 收敛 的 短 级 数 ， 为 鉴别 
起 见 , 称 f(t) 为 1 上 的 一 个 实 解析 函数 。 

调和 函数 与 共 罗 调 和 函数 设 了 =4&+ 记 是 一 解析 函 
数 , 则 uw=u(x,y) 与 v=v(x,y) 必 在 定义 域内 满足 拉 普 拉 
斯 方程 kt 和 v 都 是 调和 函数 。 两 调和 函数 4 与 v, 若 在 定 
义 域内 处 处 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 (2)， 则 称 v 是 4 的 共 轩 
调和 函数 。 一 般 地 说 ， 一 个 调和 函数 不 一 定 有 单 值 的 共 
辑 调 和 函数 。 例 如 在 z 关 0 上 的 调和 函数 log|z| 的 共 
暂 调 和 函数 是 vz) =argz, 但 在 z 关 0 上 它 并 非 单 值 。 

( 任 福 % 各 。 何 成 奇 ) 

Jlexl hanshu blanjle xingzhi 

解析 函数 边界 性 质 (boundary property of 
analytic function) 以 复 变 函数 论 为 基础 结合 实 
度 函 教 论 研究 解析 函数 的 边界 性 质 ， 与 调和 十 数 的 边界 
性 质 有 紧密 的 联系 ， 主 要 研究 单位 贺 内 和 一 般 区 域内 种 
种 解析 函数 族 的 边界 性 质 。 

设 函数 大 2z) 在 单位 圆 |z| <1 内 解析 , 记 


Metr 力 =( 直 六 Ifreoylndae) ”Co<p<co)， 
Malr,f)=max|f(z)|。 
Cp 
和 如果 0<p 和 % ,Mp(7, 了 ) 对 一 切 0<r<1 有 界 , 称 f(z) 属 
于 哈代 函数 族 H?; 如 果 
fo lferer) lae 


对 一 切 0<r<1 有 界 ， 称 f(z) 属于 奈 望 林 纳 函数 族 N， 
这 里 , 若 a>1,log*a=logay 若 a<1,log*a=0。 
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设 fz) 是 平面 区 域 D 内 的 解析 函数 ,f 是 边界 3D 上 
的 给 定点 ， 如 果 当 z 在 DD 内 以 了 为 顶点 的 任何 角形 区 域 
内 趋 于 了 时 ,f(z) 都 趋向 于 一 确定 值 , 称 f(z) 在 边界 点 了 
处 有 非 切 向 极限 值 , 记 为 1?)。 如 果 在 3D 上 除 一 测度 为 
零 的 点 集 外 ,处 处 有 非 切 向 极限 值 , 称 人 (2) 在 3D 上 几乎 
处 处 有 非 切 向 边界 值 也 7)。 

边界 性 质 与 域内 性 质 ”一 类 问题 是 ， 利 用 解析 函数 
的 域内 性 质 (比如 函数 模 在 区 域内 的 增长 性 ?研究 其 边界 
性 质 。P. 本 工 . 法 图 (1906) 和 了 , 里 斯 (1923) 分 别 对 P= 
co 和 0<p<co 证 明 : 若 f(z)EH?, 则 了 f(z) 几乎 处 处 有 非 
切 向 边界 值 f(e*)，|f(e*)| EL?[0, 2n], log|f(e*)|€ 
[0,2x] 除非 f(z) 三 9， 并 且 对 [0,2x] 上 的 任何 正 测度 
集 E， 


lim| Iferee) le do = [lfcer) sae, 
lim| "liere®) feer) ld ~0, 


1922 年 R. 夺 望 林 纳 证 明 ; 若 (2)EN 且 了 2) 寺 0, 则 fz) 
几乎 处 处 有 非 切 向 边界 值 Xee)， 并 且 log|f(e*)|E 
ZL![0,2x]。 另 一 类 问题 是 ,利用 解析 函数 的 边界 性 质 判 
断 其 域内 性 质 。1917 年 H. H. 普 里 瓦 洛 夫 证 明 , 设 f(z) 
在 |z|<1 内 解析 ,也 2z) 夫 0, 若 在 单位 圆周 的 一 个 正 测度 
集 E 上 , 其 非 切 向 边界 值 f(e”) 为 等, 则 f(z) 三 0。 又 若 
f(z)EH', 则 fz) 在 圆 内 的 值 可 通过 圆周 的 一 个 正 测度 
集 EE 上 的 边界 值 表示 出 来 。 这 是 T. M. 成 卢 津 和 B, HH. 
克 雷 洛 夫 1933 年 的 结果 。 
积分 表示 问题 单位 加 |z| <1 内 解析 函数 也 z) 可 
表示 成 wELz[0,2x] (1<p<co) 的 泊 松 积分 
fa= 下 三 Petertodt， 
P(r,t) 一 (1 一 r)2/(1 一 2rcost 二 7) 
的 充分 必要 条 件 是 : f(z) E Hz。 
构造 问题 里 斯 在 1923 年 证 明 : 若 f(z)EH?(p> 
0) 且 f(z) 关 0, 则 f(z)=B(z)F(z), 这 里 B(z) 是 人 (z) 在 
1z|<1 内 所 有 零点 {zo} 所 组 成 的 W,J. EE. 布 拉 施 克 
乘积 ， 

BCz)= 六 这 (al/zo)(z 一 /1 一 zz)， 
F(z)EHs 且 F(z)#0; 荐 f(z)EN, 则 f(z2)=B(2)g(2)， 
g(z)EN 且 9(z) 关 0。1929 年 B. HH. 斯 米尔 诺 夫 进 一 步 
证 明 ， 单 位 圆 内 解析 函数 f(z)EH? (p>0) 的 充 要 条 件 
是 ;f(z) 可 以 分 解 成 

f(z)=B(z)S(z)F(z), 


这 里 B(z) 是 了 的 布 拉 施 克 乘积 ，S(z) 是 奇异 内 函数 ， 
F(z) 是 H? 的 外 函数 ,并 且 


Dg 
SCz)-exp|- 臣 | 各 de), 


i 
Fr)=eremp| | SE myc, 


式 中 四 是 非 负 整数 ,总 (1 一 1z|)<cow(b 是 非 减 的 有 界 
变 差 函 数 ,其 导 函数 几乎 处 处 等 于 零 ! w(t)>0,yEL?， 
lny(bDELI[0,2x],7 是 一 实数 。 特 别 当 了 EH? 时 ，y(t) 
儿 乎 处 处 等 于 |1(e')1。 这 种 分 解 还 是 唯一 的 。 又 单位 加 
内 解析 函数 f(z)EN 的 充 要 条 件 是 fz) 可 分 解 成 
f(z)=B(z)CS.(z2)/S:(2)]F(z), 
这 里 B(z) 是 了 的 布 拉 施 克 乘积 ,Si(z) 和 S:(z) 分 别 是 奇 
异 内 函数 ,F(z) 是 N 的 外 函数 ， 其 中 Y(t)>0，lny(bDE 
[0,2x]。 特 别 若 了 E N, 则 y(t 几 乎 处 处 等 于 Te 。 
一 盘 区 域 的 情形 ” 设 了 是 边界 多 于 一 点 的 单 连 区 
域 ,车 在 DD 内 存在 可 求 长 的 车 尔 当 闭 曲线 Ci,C2,…,{C} 
趋 于 边界 3D, 使 得 


人 tfmmrldzl<M<a， 
则 称 je Br(D)。 若 边界 是 可 求 长 的 若 尔 当 曲线 C， 则 
Er(D) 中 每 个 函数 用 z) 在 C 上 几乎 处 处 有 边界 值 马 r)， 
并 且 | 11(z)1zldz|<eei 如 果 边 界 值 函数 区 7) 在 一 正 测 
度 集 上 等 于 零 , 则 也 z) 在 内 必 为 零 。 涛 JEE(D)， 则 


对 D 内 的 zf(z)= 下 | 了 人 ar 反之 ,着 9 在 C 上 可 


积 , 并且 | eg(Ddr -0 n=0，1，2，…， 则 了 2) 一 


二 | arepkp), 且 在 Cc 上 n 平 处 处 以 Ke 为 
边界 值 。 
解析 函数 边界 性 质 的 理论 是 H 空间 理论 的 基础 和 
重要 组 成 部 分 ， 对 多 复 变数 解析 (全 纯 ) 函 数 边界 性 质 的 
研究 深刻 的 影响 ,在 奇异 积分 方程 ,解析 函数 的 边 什 问 
是 和 弹性 力学 及 断 弄 力学 中 都 有 广泛 应 用 。 
〈 任 福 葛 何 成 奇 ) 


Jlex! hanshu blonzhl wenti 
解析 函数 边 值 问题 (boundary value problem 
of analytic function) 寻求 满足 一 定 边 界 条 件 
的 解析 函数 的 一 类 问题 ， 这 是 解析 函数 论 在 许多 理论 和 | 
实际 问题 中 应 用 极为 广泛 的 一 个 重要 分 支 。 下 面 是 两 个 
最 典型 的 例子 。 

黎 妥 边 值 问题 ” 设 工 为 复 平面 上 一 组 有 向 的 光滑 曲 
线 ,把 平面 分 割 为 若干 个 连通 区 域 ,要 求 一 分 区 全 纯 函 数 
( 即 在 上 述 每 一 个 连通 区 域内 全 纯 )2(z) 使 

Dt)=G(t)D"(t)+gt) (teEL ), 《1) 

式 中 G(t),g(t) 都 是 已 知 函 数 ， 而 B*(t) 和 7(t) 分 别 表 
示 当 z 从 工 的 正 侧 〈 即 沿 工 正 向 前 进 时 的 左 侧 ) 和 负 侧 
( 右 侧 ) 赵 于 工 上 一 点 时 2(z) 的 极限 值 亦 即 边 值 。 此 外 
还 应 补充 要 求 9(z) 在 无 穷 远 处 至 多 有 一 极点 如 果 工 中 
含有 开口 弧 段 , 则 也 应 说 明 要 求 9(z) 在 工 的 端点 附近 的 
性 态 , 具 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 。 在 G(t),9(t) 满 足 一 定 的 
条 件 时 ,这 一 问题 已 完全 解决 。 

硕 尔 伯 特 边 值 问题 设 G 为 一 区 域 , 工 为 其 边界 ， 


取 其 正 向 使 G 在 其 左 侧 , 要求 在 G 内 的 一 全 纯 函 数 
g(z), 使 

Re{[a(t) +ib(t)]G*(t)}=c(t) (EL), (2) 
式 中 a(t),b(t),clt) 都 是 工 上 已 给 的 实 函数 。 特 别 ， 当 
ab) 一 1,b(t 一 0 时 , 则 此 和 希 尔 伯 特 边 值 问题 就 是 解析 函 
数 的 狄 里 克 雷 问题 。 当 a(t) ,b(t),c(t) 满足 一 定 的 条 件 
时 ,上 述 边 值 问题 已 有 较 完整 的 讨论 ,但 对 G 为 多 连通 区 
域 的 情况 还 不 能 说 已 完全 彻底 解决 。 

有 人 把 黎 曼 边 值 问题 称 作 希 尔 伯 特 边 值 问题 , 而 把 
希 尔 伯 特 边 值 问题 称 作 黎 曼 - 希 尔 伯 特 边 值 问题 .这 两 个 
问题 是 有 密切 联系 的 ， 求 解 它 们 的 主要 工具 都 是 柯 西 型 
积分 。 
进一步 推广 是 在 (1) 或 (2) 中 可 以 含有 Bt) 或 者 含 
有 (a(t)), 2 (at)， 其 中 at) 为 工 映 于 自身 的 一 个 
同 五 映 射 , 保 向 或 逆向 , 称 为 工 的 位 移 。 这 样 ， 相 应 的 问 
题 就 称 为 带 共 恩 的 或 带 位 移 的 边 值 问题 ， 当 然 也 有 既 带 
共 二 又 带 位 移 的 边 值 问题 。 

如 果 把 (1) 或 (2) 中 的 2z) 看 作 N 维 分 区 全 纯 向 量 ， 
而 把 G(t),a(t),b(t) 看 作 NxN 和 矩阵，g(t),c(t) 也 看 作 
和 N 维 向 量 ， 则 就 构成 了 分 区 全 纯 向 量 的 边 值 问题 。 这 类 
问题 虽 也 有 许多 工作 ,但 与 N= 1 的 情况 相 比较 , 还 远 远 
没有 达到 完善 的 地 步 。 

由 于 解析 函数 概念 可 推广 为 广义 解析 函数 〈 基 于 把 
解析 函数 的 实 部 、 虚 部 所 满足 的 柯 西 - 黎 曼 方 程 组 推广 为 
较 一 般 的 一 阶 偏 微分 方程 组 ), 因此 解析 函数 边 值 问题 也 
可 推广 为 广义 解析 函数 边 值 问题 ， 这 是 把 函数 论 与 偏 微 
分 方程 结合 起 来 的 一 个 方向 。 

解析 函数 边 值 问题 和 广义 解析 函数 边 值 问题 在 奇异 
积分 方程 方面 有 广泛 的 应 用 ,它们 在 弹性 力学 、 流 体力 学 
方面 也 有 重要 的 应 用 。 这 些 方面 的 理论 及 其 应 用 ， 主 要 
是 由 苏联 学 者 建立 和 发 展 起 来 的 。 自 20 世纪 60 年 代 以 
来 ,中 国 的 数学 工作 者 在 这 些 方面 也 做 了 不 少 工作 。 
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jiexl honshu xiangjishu 

解析 函数 项 级 数 (series of analytic functions) 
由 解析 函 教 组 成 的 级 数 。 在 实 分 析 中 ， 可 导 函 数 的 一 致 
收敛 级 数 不 一 定 可 导 。 例 如 由 外 和 尔 斯 特 拉 斯 定理 知道 ,在 
[a,b] 上 连续 的 任何 函数 可 表示 为 一 致 收敛 的 多 项 式 级 
数 。 在 复 分 析 中 有 不 同 的 结果 : 一 致 收敛 的 解析 函数 项 
级 数 是 解析 函数 。 
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设 加 (z) (= 1,2,…) 是 在 区 域 也 内 连续 的 函数 .如 
果 对 任何 紧 集 KCD 以 及 任何 s>0, 存在 着 正 整数 N 一 
N(K,s), 使 得 对 nm>N 及 任何 2EK， lBf7) 1<s, 则 称 


级 数 及 fn(z)( 简 写 为 f(z)) 在 DD 内 任何 紧 集 上 一 致 收 
伍 。 如 果 对 任何 紧 集 KcD, 级 数 忆 suplfn(z)| 收敛 ; 则 


称 f(z) 在 D 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 。 正 规 收 化 性 在 
应 用 中 是 常见 的 显然 ， 如 果 及 (z) 在 D 内 任何 紧 集 上 
正规 收 全 ,那么 它 在 这 种 集 上 一 致 收敛 。 

应 用 柯 西 公式 ( 见 丁丁 积分 定理 )，K. 外 尔 期 特 拉 斯 
证 明了 下 列 定理 : 设 f(z)(n=1,2,…) 在 区 域内 解析 ， 
如 果 2f,(z) 在 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛， 那么 它 的 和 
f(z) 在 DD 内 解析 ,而 且 在 D 内 ,了 "(z) 一 f(z), 此 式 右边 
的 级 数 在 内 任何 紧 集 上 一 到 收敛。 如果 f(z) 在 D 
内 任何 紧 集 上 正规 收 化， 那么 级 数 3f%(z) 在 D 内 任何 
紧 集 上 也 正规 收 化 。 

形 如 轧 z- zao)"( 简 记 为 zav(z 一 za)", 式 中 om 和 
刀 为 复数 ) 的 级 数 是 一 种 特殊 的 解析 函数 项 级 数 , 称 为 
级 数 。 

对 于 这 种 级 数 有 下 列 阿 贝尔 引 理 , 设 Zaw(z- zao)" 在 
到 二 收敛 。 则 对 满足 1z 一 2a|<|2 一 z| 的 任何 z, 级 数 
绝对 收 化 

由 这 引 理 出 发 ,可 以 证 明 任何 宏 级 数 Zon(z 一 zo)" 属 
于 下 列 三 种 情况 之 一 。 

@ 存在 着 有 限 正 数 R， 级 数 在 加 盘 |z 一 za|<R 内 
绝对 收敛 而 且 在 这 圆 盘 内 任何 紧 集 上 正规 收 仇 ， 当 
1z 一 本 | > 有 时 ,级 数 发 散 。 这 时 已 称 为 级 数 的 收敛 半径 ， 
1z 一 za| <RR 称 为 收敛 加 盘 ,|z 一 zo| RR 称 为 收敛 贺 周 。 

@ 对 任何 z 关 zi， 级 数 发 散 ; 这 时 称 级 数 的 收 全 半径 
为 0。 

@ 对 任何 z, 级 数 收敛， 从 而 在 任何 紧 集 上 正规 收 
化 ;这 时 称 级 数 的 收 伊 半径 为 +co。 

由 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,在 第 一 种 情况 下 ,震级 数 在 收 
化 圆 盘 内 解析 , 并 且 可 逐 项 求 导数 ， 在 第 三 种 情况 下 , 罕 
级 数 表示 一 整 函 数 〈 即 在 整个 有 限 复 平面 解析 的 函数 )， 
并 且 可 在 有 限 复 平面 内 水 项 求 导数 。 

在 第 一 种 情况 下 ， 竺 级 数 在 其 收敛 园 上 的 点 可 能 收 


敛 , 也 可 能 发 散 。 例 如 3zn, 及 全 千 的 收敛 半生 者 


是 1, 而 在 收敛 贺 周 上 ,第 三 个 级 数 处 处 收敛 ;第 一 个 级 数 
处 处 发 散 ; 第 二 个 级 数 在 一 1 收敛， 在 1 发散 (可 证 明 它 
在 收敛 圆周 上 除去 1 外 处 处 收敛 )。 对 于 在 贺 周 上 某 些 点 
收敛 的 畦 级 数 ， 有 下 列 呵 贝尔 - 施 托 尔 芯 定 理 , 设 寡 级 
数 Zan(z 一 z)* 有 收敛 半径 R(0<R<+oo), 并 且 它 在 收 
敛 圆周 上 一 点 2* 收敛 。 作 以 2* 为 顶点 、 以 刀 及 z* 的 
联 线 为 平分 角 线 ， 并 且 角 度 小 于 x 的 角 。 那 么 当 z 在 收 
伍 圆 盘 内 且 在 这 角 域内 趋 近 于 只 时 ,有 


lim Za,(z2—2z)"= Ta,(2*— 2,)", 
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署 级 数 an(z 一 zo)" 的 收敛 半径 可 以 用 下 列 柯 西 - 
阿达 马公 式 求 出 ， 


R= via, 
当 上 式 右边 中 分 子 为 + co 时 , R=0; 当 它 为 0 时 ,R= 
十 co ( 余 家 荣 ) 
jiexl jihexue 
解析 几何 学 (analytic geometry) 数学 中 最 


基本 的 学 科 之 一 ,也 是 科学 技术 中 最 基本 的 数学 工具 。 它 
的 产生 和 发 展 , 曾 在 数学 的 发 展 过 程 中 起 着 重要 的 作用 。 
很 早 以 前 ， 古 希腊 数学 家 对 圆锥 曲线 曾 作 过 较 系统 的 研 
究 , 仅 从 内 容 来 看 , 可 说 是 解析 几何 的 萌芽 。17 世 纪 初 , 生 
产 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 ,给 数学 不 断 提出 新 的 问题 ， 
要 求 数学 从 运动 变化 的 观点 加 以 研究 和 解决 ， 例 如 在 变 
速 运动 中 , 如 何 解 决 速度 路程 和 时 间 的 变化 问题 ， 以 及 
抛射 体 的 运动 规律 等 等 。 只 用 初等 数学 的 方法 ， 是 无 能 
为 力 的 ， 因 此 要 求 突破 研究 常量 数学 的 范围 和 方法 ， 而 
提供 用 以 描述 和 研究 物体 运动 变化 过 程 所 需 的 新 的 数学 
工具 变量 数学 。 法 国 数学 家 R. 笛 卡 儿 和 P, de 费 马 首先 
认识 到 新 的 数学 学 科 解 析 几 何 学 产生 的 必要 和 可 能 。 其 
中 笛 卡 儿 是 解析 几何 的 主要 创建 者 。 他 认为 数学 绝 不 单 
是 为 了 级 炼 人 们 的 思考 能 力 ,主要 是 为 了 说 明 自然 现象 ， 
因此 必须 给 说 明 静 止 状态 的 数学 以 新 的 解释 。 他 于 1637 
年 发 表 了 一 篇 著作 《科学 中 正确 运用 理性 和 追求 真理 的 
方法 论 六 在 此 书 的 附录 《几何 学 ?中 ， 较 全 面 地 叙述 了 解 
析 几 何 的 基本 思想 和 观点 ,并 创造 了 一 种 方法 , 即 引进 坐 
标 ， 首 先 建立 了 点 与 数组 的 一 一 对 应 关系 。 进 而 将 曲线 
看 作 是 动 点 的 轨迹 ， 应 用 变量 所 适合 的 方程 来 表示 。 费 
马 也 提出 : 凡 含有 两 个 未 知 数 的 方程 ， 总 能 确定 一 个 轨 
迹 。 并 根据 方程 ,描绘 出 曲线 。 综 上 所 述 ， 不 难看 出 , 解 
析 几 何 的 基本 内 涵 和 方法 。 是 通过 坐标 的 建立 ， 将 几何 
的 基本 元 素 点 和 代数 的 基本 研究 对 象 数 对 应 起 来 ， 然 后 
在 这 个 基础 上 ,建立 起 曲线 或 曲面 与 方程 的 对 应 ;如 已 知 
动 点 的 某 种 运动 规律 , 即 可 建立 动 点 的 轨迹 方程 有 了 变 
量 所 适合 的 某 个 方程 ,就 可 作出 它 表示 的 几何 图 像 ,并 根 
据 方程 讨论 一 些 几 何 性 质 。 这 样 就 将 几何 与 代数 紧密 结 
合 起 来 ,利用 代数 方法 来 解决 几何 问题 ,而 且 这 种 方法 已 
成 为 研究 和 解决 某 些 运动 变化 问题 的 有 力 工具 。 由 于 变 
量 数学 的 引进 ， 大 大 地 推动 了 向 积 分 学 的 发 展 ， 使 整个 
数学 学 科 有 了 重大 进步 ， 因 此 解析 几何 的 产生 ， 可 说 是 
数学 发 展 史 上 的 一 次 飞跃 。 另 外 ,著名 物理 学 家 、 数 学 家 
工 牛 顿 汇 . 欧 拉 ,J.- 工 . 拉 格 衣 日 等 人 ,对 解析 几何 的 发 展 ， 
也 曾 作 出 重要 贡献 ,从 解析 几何 的 产生 到 现在 ,经 过 了 一 
惨 很 长 的 发 展 历 程 。 现 在 一 般 所 讲 的 还 是 属于 经 典 解析 
几何 的 范畴 ,所 用 的 方法 除 上 面 讲 到 的 坐标 法 外 , 兼 引 入 
了 向 量 法 ， 通 过 向 量 的 运算 来 讨论 曲线 和 曲面 的 一 些 几 
何 性 质 ,这 对 某 些 问题 的 讨论 带 来 很 大 方便 ， 究 方 
法 的 限制 ,所 研究 的 内 容 还 是 有 较 大 的 局 限 性 ,一 般 仅 限 


于 二 维 空间 的 曲线 ， 系 统 研究 的 为 二 次 曲线 以 及 三 维 空 
间 里 的 曲线 与 曲面 ,系统 研究 的 为 二 次 曲面 以 及 锥 面 , 柱 
面 和 旋转 曲面 ， 曲 线 多 作为 两 曲面 的 交 线 。 对 这 些 曲线 
和 曲面 的 研究 也 多 限于 一 些 较 简 单 的 性 质 。 而 现代 解析 
几何 的 研究 方法 是 多 样 的 ， 研 究 内 容 也 非常 广泛 ;作为 
经 典 解析 几何 推广 的 数学 分 支 代 数 几 何 ， 已 成 为 利用 抽 
象 代数 的 方法 ， 对 代数 徐 进 行 研究 的 一 门 学 科 。 

参考 书目 

孙 译 沪 著 :< 解析 几何 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1958。 
(陈绍 蓉 ) 

jiexl kaltuo 
解析 开拓 (analytic continuation) 把 解析 
函数 的 定义 域 扩大 的 过 程 。 设 请 和 请 为 分 别 定义 于 平 
面 域 G, 和 G, 的 解析 函数 ,如 果 G1CG, 且 f,1G,=f,, 则 
称 二 为 fi 的 解析 开拓 。 通 常 有 两 种 解析 开拓 的 方法 ,一 
是 利用 施 瓦 兹 对 称 原 理 ， 一 是 利用 宕 级 数 展开 式 。 对 于 
一 个 解析 函数 来 说 , 它 的 定义 域 可 能 完全 不 能 开拓 ,这 时 
称 定义 域 具有 自然 边界 ,有 例子 说 明 这 点 。 另 一 情况 是 ， 
定义 域 逐次 开拓 后 已 不 是 平面 域 ， 而 是 覆盖 在 平面 上 的 
多 叶 域 ,函数 本 身 是 多 值 函 数 。 据 此 ,K. 外 尔 斯 特 拉 斯 用 
等 级 数 解析 开拓 ,引入 完全 解析 函数 与 黎 曼 曲面 的 概念 。 

施 瓦 兹 对 称 原 理 是 把 解析 函数 定义 域 作 对 称 扩大 的 
解析 开拓 法 ,其 基本 原理 是 , 设 了 的 定义 域 G 在 上 半 平 面 
内 , 且 以 实 轴 上 线段 7 为 部 分 边界 ，f 在 G+Y 上 有 定义 
且 连 续 ,在 G 内 解析 ， 在 * 上 了 取 值 平 面 上 实 轴 的 值 。G 
关于 实 轴 的 对 称 域 G* 定义 为 {z:23EG}， 则 了 可 解析 开 
拓 为 域 G+Y+G* 的 解析 函数 g, 当 zEG+7Y 时 ,0(z) 一 
f(z), 当 zEG* 时 ,g(z)= 天 下。 如 果 把 原理 中 的 上 半 平 
面 改 为 贺 , 实 轴 上 的 7 改 为 圆周 上 的 弧 ，G* 改 为 G 关 于 
四周 对 称 的 域 ， 利 用 线性 分 式 变换 ， 可 以 证 这 一 原理 仍 
成 立 。 

此 外 ,了 在 ?上 可 以 改 为 取 值 平面 上 某 圆周 上 的 值 。 
更 一 般 的 情况 ， 如 果 了 的 定义 域 G 的 边界 有 一 段 解析 弧 
?Y 才 在 G+?y 上 连续 ， 在 G 内 解析 ,在 ?上 了 取 值 在 值 平 
面 的 圆 弧 或 解析 弧 上 ， 则 可 证 明 ,f 可 越过 ”进行 解析 开 
拓 ， 使 开拓 后 的 域 包含 7 在 内 部 。 对 称 开 拓 法 一 般 应 用 
于 多 边 形 域 , 模 函 数 的 构造 就 是 典型 的 例子 。 

完全 解析 函数 是 外 尔 斯 特 拉 斯 引入 的 解析 函数 的 概 
念 ， 它 是 宕 级 数 定义 的 解析 函数 元 素 经 所 有 可 能 的 解析 
开拓 而 成 的 整体 。 

函数 元 素 是 指 具 有 非 零 半径 的 收敛 圆 的 壬 级 数 
?02)= 局 mo(z 一 an, 称 为 元 素 的 中 心 。P(z) 是 收 敏 加 
内 的 解析 函数 。 用 有 序 对 (a,p) 表示 这 样 的 元 素 。 函 数 
《b, q) 称 为 (a, P) 的 直接 开拓 ， 如 果 b 在 (a, p) 的 收敛 贺 
内 ,在 5 的 邻 域内 p(z)=q(z)。 在 平面 上 给 定 一 弧 y(t)， 
0<t<1, 7 的 起 点 7(0)=a， 终 点 7(1)=b。 元素 (b,q) 
称 为 (a,P) 沿 弧 7 的 解析 开拓 ,如 果 对 每 一 个 t,0<t<1， 
存在 唯一 的 函数 元 素 (Y(t), p,)， 使 得 对 每 个 固定 的 by 
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0<to<1， 当 + 充 分 接近 刀 时 , py 总 是 py 的 直接 开拓 ， 
另外 P,=p, pi 一 9。 函 数 元 素 沿 弧 的 解析 开拓 总 是 唯一 
的 。 给 定 一 个 函数 元 素 ， 沿 所 有 可 能 的 平面 上 弧 的 解析 
开拓 得 到 的 函数 元 素 的 全 体 ， 用 了 表示 之 ， 称 之 为 完全 
解析 函数 。F 是 一 个 函数 元 素 集 , 它 是 一 个 解析 函数 , 它 
局 部 地 等 于 其 中 每 一 个 函数 元 素 , 它 是 一 个 多 值 函数 。F 
的 定义 域 一 般 已 不 是 平面 域 。 这 个 定义 域 局 部 地 看 是 其 
中 函数 元 素 的 收敛 圆 ， 它 是 这 些 收敛 圆 按 对 应 元 素 的 解 
析 开 拓 连 接 而 成 的 ， 覆 盖 在 平面 上 的 多 叶 域 。 近 现代 黎 
曼 曲 面 定义 ,选取 收敛 加 作为 局 部 参数 邻 域 , z 作为 局 部 
参数 ,F 的 定义 域 是 一 个 黎 曼 曲面 ,F 是 其 上 的 单 值 解析 
函数 。 通 常 研究 多 值 解析 函数 时 ,要 分 出 它 的 单 值 分 支 。 
对 此 要 用 到 所 谓 单 值 性 定理 ,其 具体 的 形式 是 ,如 果 一 个 
函数 元 素 在 一 个 单 连通 域内 , 沿 所 有 的 弧 可 以 解析 开拓 ， 
则 开拓 后 得 到 一 个 唯一 的 单 值 解析 函数 ， 它 在 这 单 连通 
域内 每 点 上 的 值 等 于 函数 元 素 的 值 。 对 于 了 来 说 ， 应 用 
单 值 性 定理 , 找 出 适当 的 单 连通 域 , 便 分 出 了 对 应 于 其 上 
的 单 值 分 支 。 完 全 解析 函数 最 简单 的 例子 是 Vz ， 它 的 
定义 域 是 覆盖 在 除去 0 点 的 平面 上 的 两 叶 域 。 按 单 值 性 
定理 ,在 割 去 正 实 轴 的 平面 上 ， 它 有 两 个 单 值 分 支 , 它 的 
定义 域 即 黎 曼 曲 面 是 由 这 两 叶 割 裂 平 面 按 两 个 单 值 分 支 
的 解析 开拓 连接 得 到 。 这 里 wz 的 定义 域 不 包含 0 点 与 
co 点 ,因此 还 要 引入 解析 构 形 的 概念 。 首 先 要 扩充 函数 元 


素 的 概念 。 考 虑 形 如 B(Z= 富 o(z 一 0 六 的 级 数 , 式 中 和 
是 正 整数 ， 是 整数 ( 当 a= co 时 其 形式 为 pz) = 


加 oz- 别 )。 这 级 数 在 一 个 ^ 叶 加 上 收敛 , 它 是 一 个 解析 
函数 。 当 》= 1 时 它 就 是 前 面 的 函数 元 素 , 称 为 正则 函数 
元 素 ， 其 中 4<0 时 称 为 极 函数 元 素 ; 当 >1 时 称 为 代 
数 函数 元 素 ,中 心 & 称 为 分 支点 , 它 的 阶 为 一 1。 对 于 扩 
充 后 的 函数 元 素 ,同样 可 以 定义 直接 开拓 ,及 沿 平面 牟 的 
解析 开拓 。 极 元 素 及 代数 函数 的 直接 开拓 是 正则 元 素 。 
对 于 扩大 的 函数 元 素 类 ,给 定 一 个 函数 元 素 , 沿 平面 上 所 
有 弧 的 解析 开拓 得 到 函数 元 素 的 全 体 , 记 之 为 R, 称 为 解 
析 构 形 。R 是 一 个 解析 函数 ， 它 的 值 局 部 地 由 函数 元 素 
的 值 确定 。 它 的 定义 域 是 正则 元 素 的 收敛 圆 及 代数 函数 
的 入 叶 加 经 解析 开拓 连接 而 成 ， 它 是 一 个 黎 曼 曲面 ， 在 
这 里 对 于 代数 函数 元 素 ， 取 对 应 的 入 叶 加 作为 局 部 参数 
领域 ，z=a+t 作为 参数 映射 ， 上 作为 局 部 参数 。R 是 
这 黎 曼 曲 面 上 的 单 值 解析 函数 。 从 这 一 过 程 中 可 知 ， 一 
个 完全 解析 函数 附加 上 所 有 极 元 素 和 代数 函数 元 素 后 就 
成 为 解析 构 形 。 上 面 提 到 的 MZ， 加 上 0 点 及 co 点 的 对 
应 代数 函数 元 素 就 是 一 个 解析 构 形 的 最 简单 例子 ， 这 时 
它 的 黎 曼 曲面 成 为 闭 曲 面 。 解 析 构 形 的 概念 大 大 拓 广 了 
解析 函数 的 概念 ,例如 , 它 使 我 们 能 够 定义 代数 函数 及 代 
数 体 函数 。 它 使 得 一 切 解析 函数 都 存在 反 函 数 ， 这 些 函 
数 都 是 解 折 构 形 。 ( 吕 以 对 
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解析 数论 (analytic number theory) 数论 
中 以 分 析 方 法 作为 研究 工具 的 一 个 分 支 。 分 析 方法 在 数 
论 中 的 应 用 ， 可 以 追溯 到 18 世纪 工 , 欧 此 的 时 代 。 欧 拉 
证 明了 对 实 变数 s>1 有 恒等式 (* ) 了 (1p) 一 


局 成 立 ,并 由 此 推出 素数 有 无 穷 多 个 。 欧 拉 恒 等 式 


〈*# ) 是 数论 中 最 重要 的 定理 之 一 ， 是 算术 基本 定理 的 解 
析 等 价 形式 ,揭示 了 素数 P 和 自然 数 n 之 间 的 积 性 关系 。 
他 还 提出 了 母 函 数 法 ,利用 宪 级 数 来 研究 整数 分 拆 ,这 导 
致 圆 法 和 指数 和 方法 的 产生 。 其 后 ，P. G. L. 儿 利 克 雷 
应 用 分 析 方法 于 1837 年 解决 了 首 项 与 公差 互 素 的 算术 
级 数 中 有 无 限 多 个 素数 的 问题 ,又 于 1839 年 推 证 出 二 次 
域 的 类 数 公式 。 他 创立 了 研究 数论 的 两 个 重要 工具 ， 即 
狄 利克 雷 ( 剩 余 ) 特 征 标 与 狄 利克 雷 工 函数 ， 莫 定 了 解析 
数论 的 基础 。 

1859 年 ,B. 效 受 发 表 了 一 篇 关于 不 大 于 zx 的 素数 个 
数 x(x) 的 著名 论文 《 论 不 大 于 一 个 给 定 值 的 素数 个 数 》， 
这 是 他 在 数论 方面 公开 发 表 的 唯一 的 文章 。 他 把 恒等式 
〈* ) 的 右边 的 级 数 记 作 f(s)， 所 不 同 之 处 是 把 s 看 作 复 
变数 。 现 在 称 !(s) 为 歼 曼 函数 。 他 认为 素数 性 质 可 以 
通过 复 变 函 数 ?(s) 来 探讨 ， 并 对 复 变 函 数 $s) 做 了 深刻 
的 研究 ， 得 到 许多 重要 结果 。 特 别 是 他 建立 了 一 个 与 
f(s) 的 零点 有 关 的 表示 x(x*) 的 公式 。 因 此 研究 素数 分 布 
的 关键 在 于 研究 复 变 函 数 ?(s) 的 性 质 , 特别 是 f(s) 的 零 
点 性 质 。 这 一 杰出 的 工作 ,是 复 变 函数 论 的 思想 和 方法 应 
用 于 数论 研究 的 结果 。 黎 曼 开创 了 解析 数论 的 新 时 
期 ， 也 推动 了 单 复 变 函数 论 的 发 展 。 在 文章 中 他 提出 了 
一 个 猜想 ,f(s) 的 所 有 复 零点 都 在 直线 Res=1/2 上 。 这 
就 是 所 谓 黎 曼 猪 想 。 它 是 至 今 没 有 解决 的 最 著名 的 数学 
问题 之 一 。 它 的 研究 对 解析 数论 和 代数 数论 的 发 展 都 有 
极其 深刻 的 影响 。 

1896 年 ,J. 阿达 马 与 C. de la 瓦 莱 - 普 桑 严格 地 按 
照 黎 曼 提出 的 方法 和 结果 ， 用 整 函数 理论 ， 同 时 证 明了 
素数 定理 : 当 x 一 co 时 ,x(z) 一 zx(lnz)-:。 从 此 解析 数论 
开始 得 到 迅速 发 展 ,而 在 此 以 前 的 30 年 中 却 无 显著 进展 。 

在 数论 中 应 用 分 析 方法 ， 大 致 有 两 种 情况 : 一 是 数 
论 问 题 本 身 不 涉及 分 析 概念 。 这 类 问题 又 可 分 为 两 种 情 
形 ， 或 者 有 一 些 问题 不 应 用 分 析 方法 就 不 能 解决 ， 例 
如 ， 上 述 的 狄 利克 雷 的 两 个 工作 、 三 素数 定理 ( 见 数 
论 \ 准 全 数论 ) 、 华 林 问 题 ; 或 者 有 一 些 问题 应 用 分 析 方 
法 可 使 证 明 简单 、 可 以 对 问题 做 定量 研究 ， 例 如 ， 应 用 
母 函 数 法 对 整数 分 拆 的 一 些 恒等式 的 证 明 、 欧 拉 证 明 素 
数 有 无 穷 多 个 的 分 析 方法 导致 H. 默 滕 斯 证 明了 关于 素 
数 平均 分 布 的 三 个 定理 、 堆 又 数论 的 许多 问题 引入 分 析 
方法 证 明 解 的 存在 性 ， 得 出 解数 的 渐 近 公式 或 上 下 界 估 
计 。 二 是 数论 问题 本 身 必须 用 分 析 概念 才能 表达 清楚 。 
例如 ， 关 于 素数 定理 , 即 不 大 于 xz 的 素数 个 数 <(x) 等 于 
多 少 的 问题 ( 见 素数 分 市 )。 此 外 ， 利 用 分 析 概念 还 可 提 


374 


出 新 的 数论 问题 ， 例 如 各 种 数论 函数 的 阶 估计 及 均值 估 
计 ( 见 格 点 问题 )。 
解决 一 个 数论 问题 需要 用 到 多 深 的 分 析 工 具 ， 或 者 
能 否 不 用 分 析 工具 。 这 也 是 数学 家 努力 为 之 探索 的 问题 。 
例如 ， 在 1949 年 A. 赛 尔 伯 格 与 P. 爱 尔 特 希 不 利用 & 
函数 ， 且 除了 极限 、e” 和 1lnz 的 性 质 外 ,也 不 需要 其 他 的 
分 析 知识 ,给 出 了 素数 定理 一 个 十 分 初等 的 分 析 证 明 。 当 
然 它 是 很 复杂 的 。 
解析 数论 起 源 于 素数 分 布 . 哥 德 巴赫 猜想 、 华 林 问 题 
以 及 格 点 问题 的 研究 。 解 析 数 论 的 方法 主要 有 复 变 积分 
法 、 圆 法 、 季 法 、 指 数 和 方法 ,特征 和 方法 、 密 率 等 。 模 形 
式 论 与 解析 数论 有 密切 关系 。 
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Jiuzhong Suanshu 
《 九 章 算术 》 。 中 国 古代 数学 专著 ,是 《 算 经 十 书 )( 汉 
唐 之 间 出 现 的 十 部 古 算 书 ) 中 最 重要 的 一 种 。 魏 晋 时 刘 
徽 为 6 九 章 算术 》 作 注 时 说 ,“ 周 公制 礼 而 有 九 数 , 九 数 之 
流 则 《k 九 章 ?是 括 ", 又 说 “ 汉 北 平 侯 张 苍 ,大 司 农 中 丞 耿 寿 
昌 皆 以 善 算命 世 。 苍 等 因 旧 文 之 遗 残 ,各 称 删 补 , 故 校 其 
目 则 与 古 或 异 ,而 所 论 多 近 语 也 "。 可 见 《 九 章 算术 》 上 承 
先秦 数学 发 展 之 源流 ， 人 汉 之 后 又 经 许多 学 者 的 删 补 方 
才 最 后 成 书 的 。 它 的 出 现 ， 标 志 着 中 国 古 代数 学 体系 的 
形成 。 

《 汉 书 "艺文志 》( 班 固 根据 刘 坎 k 七 略 》 写 成 者 ) 中 著 
录 的 数学 书 仅 有 《 许 商 算术 》 《 杜 忠 算 术 》 两 种 ,并 无 6 九 
章 算术 》， 可 见 《 九 章 算术 > 的 出 现 要 晚 于 《七 略 》。《 后 汉 
书 马 援 传 ) 载 其 侄孙 马 续 “ 博 览 群 书 ,着 《 九 章 算 术 》", 马 
续 是 公元 1 世纪 最 后 二 ,三 十 年 时 人 。 再 根据 《 九 章 算术 》 
中 可 供 判定 年 代 的 官 名 、 地 名 等 来 推断 ， 现 传 本 《 九 章 算 
术 》 的 成 书 年 代 大 约 是 在 公元 1 世纪 的 下 半 叶 。 后 世 的 
数学 家 ， 大 都 是 从 《 九 章 算术 》 开 始 学 习 和 研究 数学 ， 许 
多 人 曾 为 它 作 过 注释 。 其 中 最 著名 的 有 刘 微 (263)、 李 淳 
风 (656) 等 人 。 刘 、 李 等 人 的 注释 和 《 九 章 算术 》 一 起 流传 


至 今 。 唐 宋 两 代 , 《 九 章 算术 ?都 由 国家 明令 规定 为 教科 
书 。 到 了 北宋 ，《 九 章 算术 》 还 曾 由 政府 进行 过 刊刻 
《1084), 这 是 世界 上 最 早 的 印刷 本 数学 书 。 在 现 传 本 《 九 
章 算术 》 中 ， 最 早 的 版 本 乃 是 上 述 北宋 本 的 南宋 翻 刻本 
(1213), 现 藏 于 上 海 图 书馆 (孤本 , 残 ， 只 余 前 五 卷 )。 清 
代 戴 震 由 《永乐 大 典 》 中 抄 出 《 九 章 算术 全书， 并 作 了 校 
勘 。 此 后 的 《四 库 全 书 》 本 、 武 英 典 聚 珍本 、 孔 继 洗 刻 
的 《 算 经 十 书 》 本 (1773) 等 ， 大 多 数 都 是 以 戴 校 本 为 底 
本 的 。 

作为 一 部 世界 科学 名 著 , 《 九 章 算术 》 在 隋唐 时 期 即 
已 传 入 朝鲜 ,日 本 。 现 在 ， 它 已 被 译 成 日 , 俄 , 德 ,法 等 多 
种 文字 。 

《 九 章 算术 》 共 收 有 246 个 数学 问题 ， 分 为 九 章 、 它 
们 的 主要 内 容 分 别 是 ， 

第 一 章 “ 方 田 ", 田 亩 面积 计算 ， 

第 二 章 “ 票 米 ": 谷 物 粮食 的 按 比例 折 换 ， 

第 三 章 “ 误 分”: 比例 分 配 问 题 ， 

第 四 章 “ 少 广 "已 知 面积 、 体积 , 反 求 其 一 边 长 和 径 
长 等 ， 

第 五 章 “ 商 功 ”; 土 石 工程 体积 计算 ， 

第 六 章 “ 均 输 ": 合 理 摊派 赋税 ; 

第 七 章 “ 盈 不 足 ": 即 双 设 法 问题 ， 

第 八 章 “ 方 程 ", 一 次 方程 组 问题 ， 

第 九 章 “ 勾 股 "利用 勾 股 定理 求解 的 各 种 问题 。 
其 中 的 绝 大 多 数 内 容 是 与 当时 的 社会 生活 密切 相关 的 。 

《 九 章 算术 》 中 的 数学 成 就 是 多 方面 的 。 

@ 在 算术 方面 的 主要 成 就 有 分 数 运算 、 比 例 问 题 和 
“ 甬 不 足 " 算 法 。 

《 九 章 算术 》 是 世界 上 最 早 系统 令 述 了 分 数 运算 的 着 
作 。“ 方 田 " 章 中 系统 叙述 了 约 分 \ 通 分 ,比较 不 同 分 母 分 
数 的 大 小 以 及 分 
数 的 四 则 运算 。 
通 分 时 使 用 的 是 
加 转 相 碱 法 。 

在 “ 票 米 "、 
“ 衰 分 "、“ 均 输 ” 
各 章 中 ， 有 着 许 
多 比例 问题 ,在世 
世界 上 也 是 比较 和 
早 的 。 

“ 甬 不 足 " 算 
法 也 是 一 项 创 
造 ,如 "人 出 八 盈 和 
三 ， 人 出 七 则 不 
足 四 ， 问 人 数 物 
价 各 几何 " 这 类 
“ 盈 不 足 "问题 的 
解法 ， 需 要 给 出 
两 次 假设 ， 中 世 
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纪 欧 洲 称 它 为 " 双 设 法 "， 有 人 认为 它 是 由 中 国 经 中 世纪 
阿拉 伯 国 家 传 去 的 。 

@ 在 几何 方面 ， 主要 是 面积 ( 方 田 )、 体 积 ( 商 功 ) 计 
算 问 题 。 

图 在 代数 方面 ， 主 要 有 一 次 方程 组 解法 、 负 数 概念 
的 引入 及 其 加 减法 法 则 、 开 平方 . 开 立 方 、 一 般 二 次 方程 
解法 等 。 

《 九 章 算术 方程 ) 章 共 18 问 ， 全 都 是 一 次 方程 组 问 
题 ， 未 知 数 最 多 时 可 达 五 个 。 其 解法 ， 首 先 以 竖 行 用 算 
筹 列 出 各 方程 的 系数 ， 如 “方程 " 章 第 一 题 ， 它 相当 于 求 
解 : 

3x+2y+2=39, (1) 
2x+3y+2=34, (2) 
xX+2y+32=26。 (3) 
列 出 的 筹 式 如 
bs $ 
2 3 3 
[2 
26 34 39 
[3] [2] [1] ， 
竖 行 [1]\[2]、[3],， 即 相当 于 上 面 的 式 (1)、(2)、(3)。 其 
消 元 方法 就 是 令 左 右 行 连续 相 减 (如 以 3 乘 [2] 再 连续 三 
[1] 即 可 消去 x 项 系数 )。“ 程 "是 指 " 计 算 "、“ 方 "是 指 这 
样 列 出 的 筹 式 是 方形 的 ， 这 才 是 “方程 "这 一 数学 术语 的 
原意 。《 九 章 算术 》 中 的 这 项 成 果 ， 比 世界 其 他 国家 和 地 
区 的 同类 成 果 要 早 很 多 年 。 “方程 " 章 还 在 世界 数学 史上 
首次 引入 了 负数 及 其 加 减法 运算 法 则 。 

在 《 九 章 算术 》 中 ， 开 平方 和 开 立 方 时 所 列 筹 式 以 及 
演算 过 程 ,其 意义 和 求解 x**=A、x*=B 的 数值 解法 是 相 
同 的 。 这 样 ， 在 开平 方 的 过 程 中 便 可 很 自然 地 引出 一 般 
二 次 方程 的 解法 由 此 出 发 ,更 开 宋 元 时 期 高 次 方程 数值 
解法 的 先 声 。 《柱石 然 ) 
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局 部 可 解 性 〈local solvability) ”研究 线性 偏 
微分 方程 Pu=j 在 什么 条 件 下 局 部 有 解 存在 。 著 了 是 常 
系数 算 子 ， 则 由 基本 解 的 存在 而 保证 Pu=f 一 定局 部 有 
解 。 在 变 系数 情况 下 ， 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 证 明 
了 很 大 一 类 解析 的 方程 必然 局 部 地 有 解析 解 存在 。 于 是 
人 们 以 为 变 系数 线性 偏 微分 方程 也 和 常 系数 情况 一 样 ， 
只 要 不 是 过 于 “奇异 ", 总 是 局 部 可 解 的 。 因 此 ， 当 本 . 卢 
伊 在 1957 年 发 现 方程 we 十 iuy 十 2iKZ 十 动 )4 一世 bt ， 
在 了 仅 只 属于 C” 而 非 解析 的 情况 可 以 无 解 (甚至 没有 广 
义 函 数 解 ) 时 ,引起 了 很 大 的 震动 。 从 而 提出 了 局 部 可 解 
性 问题 。 

局 部 可 解 性 的 一 种 定义 是 ,- 方 程 Pu=f 当 了 属于 
C~(BR") 的 某 个 余 维 数 有 限 的 子 空间 时 ， 在 R" 的 某 个 紧 
集 K 附 近 恒 有 解 wE 2'(R") 存在 ， 就 说 P 在 K 中 可 解 。 
这 里 了 既 可 以 是 线性 偏 微分 算 子 ,也 可 以 是 拆 微 分 算 子 。 
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20 世 纪 60 年 代 以 来 ,许多 数学 家 讨论 过 这 个 问题 . 设 
P 的 象征 是 复 什 函 数 p(x,8) 一 Re p(x,8)+iIm p(x,8)。 
一 个 重要 的 条 件 是 

( 罗 ): 在 R" 的 开 集 U 中 不 存在 C~(T*U 一 0) 中 的 正 齐 
性 复 值 函数 q(z, 8) 使 Im(9p) 沿 着 Re(qp) 的 次 特征 了 的 
正方 向 由 负 值 变 号 为 正 值 ,这 里 q(x,8) 大 0( 于 TT 上 )。 

所 谓 一 个 函数 7(x,#)EC”(T*U 一 0) 的 次 特征 , 指 的 
是 竖 - 驻 ， 此 -= -中 的 积分 曲线 。 所 谓 正 方向 是 指 
+ 增 加 的 方向 。 可 以 证 明 ， 条 件 (更 ) 是 Pu=f 在 一 点 附近 
局 部 可 解 的 必要 条 件 ， 在 某 些 情况 下 特别 是 主 型 算 子 情 
形 也 是 充分 条 件 。 然 而 ,在 一 般 情 况 下 , 条 件 ( 罗 ) 对 于 局 
部 可 解 性 是 否 是 充分 的 仍 未 解决 。 

总 之 ， 局 部 可 解 性 问题 仍然 是 线性 偏 微分 算 子 理论 
中 尚未 完全 解决 的 重要 问题 。 。 《 陈 庆 益 ” 齐 民 友 ) 
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局 部 一 维 方法 (locally one-dimensional 
method) 见 分 步 法 。 

hu 

矩 (moment) 描述 随机 变量 概率 分 布 的 宏观 特 


性 的 一 类 常用 的 量 。 设 六 为 一 随机 变量 , (x) 是 它 的 分 
布 函数 。 对 于 任 一 正 整数 k，xzx* 的 数学 期 望 EX* 称 为 义 
的 大 阶 原点 矩 ， 它 可 以 由 如 下 的 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 表示 和 
计算 ; 

Xi- zaFcn。 


一 阶 原点 矩 就 是 数学 期 望 EX。 E( 和 一 EX)* 称 为 X 的 天 
阶 中 心 矩 ,同样 可 以 表 为 
Ex-Exy= | (x- EX)xdFGz)。 

一 阶 中 心 矩 恒 等 于 替 ， 二 阶 中 心 矩 就 是 方 盖 varX 一 
ECX 一 EX):。 

此 外 ,对 于 任何 正 实数 ", 还 可 以 定义 X 的 ? 阶 原点 
绝对 矩 马 |X|" 和 了 阶 中 心 绝对 和 矩 卫 | 入 一 EX|r。 

概率 论 中 和 拢 的 概念 与 力学 中 和 矩 的 概念 是 类 似 的 ， 如 
果 将 概率 分 布 类 比 于 物体 的 质量 分 布 ， 则 数学 期 望 相当 
于 重心 ,二 阶 短 相 当 于 转动 惯量 ,等 等 。 由 于 各 种 和 矩 在 描 
述 和 确定 概率 分 布 时 常 起 重要 作用 ， 因 而 它们 在 概率 论 
与 数理 统计 中 有 广泛 运用 。 

设 X 与 Y 是 两 个 随机 变量 , F(x,y) 是 它们 的 联合 分 
布 函数 , 则 对 于 任何 正 整 数 k,1, 还 可 以 定义 与 了 的 k 十 
1 阶 混合 原点 矩 EX*Y+ 和 +1 阶 混合 中 心 矩 PE(X 一 EX)* 
“(Y 一 EY)。 其 中 最 常用 的 是 二 阶 混合 中 心 矩 E(X 一 EX) 
“(Y 一 EY), 称 之 为 X 与 Y 的 协 方差 记 作 cov(X,Y), 它 
又 等 于 EXY 一 (EX)(EY), 且 有 如 下 的 积分 表达 式 : 

cov x7 = -Ey Earcz,y), 
协 方差 用 来 刻画 两 个 随机 变量 之 间 线 性 联系 的 程度 ， 为 
376 


了 消除 不 同 量 岗 的 影响 ,对 于 方差 不 为 零 的 随机 变量 , 常 
用 它们 的 标准 差 加 以 标准 化 , 协 方差 标准 化 后 , 记 作 
Cov(X,Y) E( X—EX ) Y—-EY jx 


Prr™ VvarXvary 人 人 We /\ Vvary 


称 为 X 与 Y 的 相关 系数 。pxy 的 数值 在 一 1 与 1 之 间 , 而 
lezr|= 1 的 充分 必要 条 件 是 :存在 三 个 常数 ab,c, 其 中 
9 不 全 为 零 , 使 线性 关系 式 cX+bZ= c 以 概率 1 成立。 当 
pzxr 一 0 时 , 称 XX 与 了 不 相关 ,这 时 成 立 EXY = (EX)(EY)， 
var(X+Y)=varX+varY。 当 0<|pzrr|<1 时 ,X 与 Y 之 


为 一 随机 变量 ， 它 满足 prs=0, EZ=0 以 及 varZ= (1 一 
pir)varX。 由 此 可 见 , 当 pxr 关 0 时 ,X 与 之 间 有 某 种 
线性 联系 ;|pzr | 越 接近 1, 这 种 线性 联系 的 程度 越 密切 。 
此 外 , 若 民 与 了 独立 , 则 与 了 不 相关 ,但 逆 之 不 然 。 
对 于 nn 维 随机 向 量 六 =(X,,X,,…,Xn)', 若 令 0y= 
Cov(X4sXs) ,py 为 Xi 与 Xi 的 相关 系数 , 则 ”xm 和 矩阵 


oO Oa On 


E=E(X-EX)(X—EX)'=| “2 92 oa | ， 


nl 0nz "Onn 
Pu Pls pn 
R= | oma… pm | , 
\ Pn Pn … Pm 
分 别称 为 的 协 方差 阵 (也 称 方差 阵 ) 和 相关 阵 。 它 们 者 
是 非 负 定 的 对 称 矩 阵 ( 见 红 许 )， 能 刻画 各 分 量 与 其 数 
学 期 望 则 的 平均 偏离 程度 以 及 各 分 量 之 间 的 线性 联系 
程度 
若 Z12; 是 两 个 复 随机 变量 ， 则 定义 它们 的 协 方差 
为 cov(Z424) = ECZi 一 EZ,)( 互 二) ,它们 的 相关 系数 
为 pom= 天 ,其 中 Var 表示 复 随机 变量 的 


方差 。 ( 李 贤 平 ) 
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矩阵 (matrix) 。 数学 中 最 重要 的 基本 概念 之 一 ， 
是 代数 学 的 一 个 主要 研究 对 象 ， 也 是 数学 研究 及 应 用 的 
一 个 重要 工具 。 由 mn 个 数 排 成 的 峰 行列 的 矩形 表 


oa aa qe) 
Gu oa |. 
an Gms “Gmn 


称 为 mxn 矩 隆 ， 记 作 有 A 或 Anxn, 也 可 记 作 (aw) 或 
《ag)mxn。 数 Gadi=1,2,… ,myj=1,2,…,n) 称 为 矩阵 的 
第 i 行 第 j 列 的 元 素 。 当 和 矩阵 的 元 素 都 是 某 一 数 域 了 中 
的 数 时 ,就 称 它 为 数 域 了 上 的 矩阵 ,简称 了 上 的 矩阵 。 当 
m==n 时 ， 和 矩阵 A 称 为 n 阶 矩 阵 或 呈 阶 方 阵 ， 此 时 ay 
oa， …， Qon 称 为 n 阶 和 矩阵 的 对 角 线 元 素 ， 当 所 有 的 非 对 


角 线 元 素 au(i 关 j) 均 为 零 时 ,A 就 称 为 n 阶 对 角 答 阵 , 简 
称 对 角 和 矩阵 。 当 对 角 线 下 面 (或 上 面 ) 的 所 有 元 素 均 为 0 
时 ,A 就 称 为 上 (或 下 ) 三 角 和 矩阵 。 
在 mxn 答 阵 有 A 中 取 上 个 行 和 上 个 列 ,k<m，n， 由 
这 些 行 与 列 相交 处 的 元 素 按 原 来 的 位 置 构成 的 k 阶 行列 
式 ， 称 为 矩阵 4 的 大 阶 子 式 。 一 个 阶 矩 阵 4 只 有 一 个 
刀 阶 子 式 , 它 称 为 矩阵 4 的 行列 式 ， 记 作 141 或 detA。 
拒 阵 的 运算 ”两 个 矩阵 只 有 在 其 行 数 与 列 数 均 分 别 
相同 ， 而 且 所 有 相应 位 置 的 元 素 均 相等 时 ， 才 能 称 为 相 
等 。 只 有 在 两 个 矩阵 的 行 数 与 列 数 均 分 别 相 同时 ,才能 进 
行 加 法 。 和 矩阵 4= (cu)mxn 与 B= (by)mxw 相 加 而 得 和 
A+B=C=(cw)mxns 其 中 Cy=0wy+bysi=1,2,… ,myj= 
1,2，…m。 数 乘 和 矩阵 是 指数 域 卫 中 任何 数 a 均 可 去 乘 
上 任意 矩阵 A= (ov)mxw 而 得 积 ah4= (aou)mrn， 即 a4 
仍 为 mxn 矩阵， 其 第 让 行 第 j 列 的 元 素 为 aay, i=1， 
2,… 和 =1,2,…，n。 只 有 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 另 一 
个 矩阵 的 行 数 时 ,这 两 个 矩阵 才能 进行 乘法 : 一 个 mxn 
和 矩阵 4= (au) 去 碟 一 个 xp 和 矩阵 了 = (bu) 而 得 积 4B 是 
一 个 mxp 和 矩阵 也 = (du) ,其 中 dy=anbb 十 anbz 十 … 十 
ambnyri=1,2,…,myj=1,2,…,p， 即 AB 的 行 数 与 4 的 
行 数 相 同 ， 而 其 列 数 与 也 的 列 数 相 同 。 此 种 乘法 规则 也 ， 
适用 于 分 块 矩 阵 〈 即 将 元 素 划 分 成 若干 小 矩阵 块 的 矩 
阵 )。 分 块 时 4 的 列 的 分 法 应 与 了 的 行 的 分 法 一 致 矩 阵 
运算 有 以 下 性 质 ， 
A+B=B+A; 
4+(B+C)=(A+B)+C 
a(A+B)=aA+aB; 
(at+B)A~aA+BA; 
a(BA)=(a8)As 
a(AB)~(aA)B=— A(aB); 
A(BC)=(AB)C, 
(A+B)C=AC+BC, 
A(B+C)=AB+AC, 

这 里 4、.B、C 表示 乱 阵 ,a 表示 数 域 玉 中 的 数 。 

当 一 个 mxn 矩 阵 的 全 部 元 素 均 为 90 时， 就 称 为 零 
矩阵 , 记 作 Omxn。 对 于 任意 一 个 mxn 矩 阵 4, 恒 有 4 十 
Onxw= 4: 且 恒 有 唯一 的 一 个 mx?m 和 矩阵 B=( 一 1)4, 使 
A+B=Omn, 此 B 称 为 A 的 负 短 阵 ， 简 记 为 一 4。 易 知 
一 4 的 负 和 矩阵 就 是 A, 即 一 (一 A)=A。 

数 域 上 的 所 有 m xn 矩阵 按 上 述 矩 阵 加 法 和 数 乘 
矩阵 运算 ， 构 成 下 上 的 一 个 mn 维 向 量 空间 了 上 的 所 
有 站 阶 矩 阵 按 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 ， 称 为 了 上 
的 nn 阶 全 阵 环 ,F 上 的 n 阶 全 阵 环视 为 F 上 的 mw 维 向 量 
空间 ,就 构成 上 的 nn 阶 全 阵 代数 。 

单位 矩阵 与 运 和 矩阵” 对 角 线 元 素 都 是 1 的 n 阶 对 角 
矩阵, 称 为 n 阶 单位 矩阵 , 简 记 为 fs。 对 于 任意 矩阵 Amxn 
与 Bnxp， 恒 有 Amxnln 一 AmxnslsBnxo 一 Baxpe 对 于 任意 nn 
阶 矩 阵 A, 恒 有 AI,=I,4=A4。 若 对 于 一 个 nn 阶 答 阵 有 A， 
有 一 个 n 阶 矩 阵 B 存 在 ,使 4B=BA=1,, 则 B 称 为 A 的 


递 矩阵 ， 记 作 4A-!。 易 知 B 即 4 是 由 4 唯一 确定 的 。 
当 4 有 递 矩阵 4 时 ，4-' 也 有 道 矩阵 且 就 是 A， 即 
《4-9) 一 一 4A。 有 逆 和 矩阵 的 % 阶 和 矩阵 , 称 为 非 奇 异 矩 阵 : 没 
有 逆 和 矩阵 的 m 阶 矩 阵 ， 称 为 奇异 矩阵 。 当 4 和 了 都 是 刀 
阶 非 奇异 矩阵 时 , 则 AB 也 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 且 (AB)-!= 
B-'4-:!。 这 个 等 式 用 数学 归纳 法 可 推广 到 任意 有 限 多 个 
n 阶 非 奇 异 甜 阵 的 情形 。 

转 置 起 阵 一 个 mxn 乱 阵 A 的 行 与 列 的 元 素 互 换 
而 得 到 的 nxm 矩阵 , 称 为 A 的 转 置 矩 阵 , 记 为 A' 或 A7。 
车 A 是 一 个 n 阶 方 阵 , 且 4'=A, 则 4 称 为 对 称 敌阵 。 关 
于 和 矩阵 的 转 置 , 有 如 下 基本 运算 规律 ，(A')'=A; (A+ 
B)'=A'+B',(aA)'=a(A');(AB)'=B'A'。 

nt 阶 矩阵 A=(aw) 的 元 素 ou 在 |4| 中 的 代数 余子 式 
Ay (i,j=1,2,…,n) 仍 是 数 域 中 的 数 ， 于 是 可 作成 如 


下 的 一 个 nn 阶 矩 阵 
4 An … 4 
4 4 An: 
4 4 … Am 


并 记 为 志和 矩 阵 不 , 称 为 4 的 伴随 矩阵 。 由 行列 式 的 性 质 
可 知 ,A4 为 非 奇异 矩阵 ,必要 而 且 只 要 14| 关 0， 此 时 有 


= 
4 不 

秩 数 与 迹 数 ”一 个 mxn 答 阵 和 A 的 每 行 可 看 成 一 个 
纪元 向 量 ( 即 % 元 数列 ), 称 为 4 的 行 向 量 。mmx? 矩阵 4 
就 有 m 个 行 向 量 ， 这 mm 个 行 向 量 中 的 线性 无 关 极 大 组 所 
含 向 量 的 个 数 ,即行 向 量 的 秩 数 , 称 为 4 的 行 秩 数 。 可 类 
似 定义 4 的 列 秩 数 。 任 意 矩 阵 4 的 行 秩 数 恒 等 于 其 列 秩 
数 ， 因 此 可 简称 为 4 的 秩 数 。A 的 秩 数 等 于 A 的 非 零 子 
式 的 最 大 阶 数 。 一 个 n 阶 和 矩阵 4 的 对 角 线 元 素 的 和 ， 称 
为 4 的 迹 数 。 对 任意 n 阶 和 矩阵 A 与 B, (A+B) 的 迹 数 ~ 
A 的 迹 数 +B 的 迹 数 ;(kA) 的 迹 数 =k(A 的 迹 数 )， 这 里 
为 某 个 数 。 

环 上 的 短 阵 ”车 用 一 个 环 R 去 代 壹 数 域 P， 则 可 定 
义 尽 上 的 矩阵 及 其 运算 ,而 且 上 述 有 关 数 域 F 上 的 内 容 ， 
绝 大 部 分 都 可 以 推广 到 及 上 ， 尤 其 当 尺 是 一 个 有 单位 元 
素 1 的 交换 环 ,甚至 是 一 个 域 时 , 则 上 述 的 全 部 内 容 可 以 
推广 到 RR 上。RR 是 一 个 域 或 复数 域 玉 上 的 多 项 式 环 F[ 和 ] 
的 情形 最 为 有 用 。 

若 A4=(aw) 是 复数 域 上 的 一 个 n 阶 矩阵 ,I 是 n 阶 
单位 矩阵 , 则 4、I 以 及 XI 一 A 都 可 视 为 多 项 式 环 F[ 和 ] 上 
的 半 阶 矩阵 

入 一 Gu 


一 on 一 cm 


类 一 站 | 2 Re 
一 oo ns 一 om 

称 为 4 的 特征 矩阵 。 其 行列 式 |XI 一 4| 是 FLX] 中 的 一 个 

首 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 f(X)=X" 一 bX"! 十 … 十 

《一 1)"b。, 其 中 bo- 恰 为 4 的 迹 数 ，bo 恰 为 1A1， 也 入) 一 
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|X 一 Al 称 为 4 的 特征 多 项 式 ,其 根 称 为 4 的 特征 值 或 特 
征 根 。》 为 4 的 一 个 特征 值 ,必要 而 且 只 要 有 了 上 非 零 的 
元 列 向 量 : 即 nn 行 1 列 的 矩阵 ,使 xi 一 Ai。 此 幸 称 为 
4 的 属于 和 的 一 个 特征 向 量 。 A 的 属于 不 同 特征 值 的 符 
征 向 量 , 恒 在 F 上 线性 无 关 。 

对 于 F[X] 中 任意 一 个 m 次 多 项 式 9(X)=bmX" 十 … 
十 biX 二 bo， 可 以 用 上 任意 一 个 n 阶 矩阵 A 去 代替 入 而 
引出 一 个 nn 阶 矩阵 g(4) 一 bmA" 十 … 十 bi.A+bol, 其 中 工 
为 n 阶 单位 矩阵 。 所 谓 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 , 即 如 果 f( 和 ) 是 
了 上 n 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 时， 那么 恒 有 九 4) 一 O， 
其 中 Ou 为 吴 阶 稚 矩阵。 由 此 可 知 , 对 于 了 上 任意 ” 阶 甜 
阵 4， 必 存在 唯一 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 w(X) 使 
9(A)= On。 对 于 任意 的 多 项 式 9( 入 ),9(4) 一 Ow 必要 而 且 
只 要 p(X)1g(^)( 即 p(X) 能 整除 9(X))。 此 P(X) 就 称 为 A 
的 最 小 多 项 式 。 

起 阵 的 等 价 ”对 和 矩阵 4 的 行 与 列 或 仅 对 行 或 仅 对 列 
施 以 若干 次 初等 变换 而 得 到 和 矩阵 B, 称 为 A 等 价 于 B, 记 
为 4 兰 B。 和 矩阵 之 间 的 这 个 关系 具有 反 身 性 对 称 性 和 传 
递 性 ， 所 以 它 是 一 种 等 价 关 系 。 和 矩阵 的 等 价 是 在 讨论 一 
个 向 量 空间 到 另 一 个 向 量 空间 的 线性 变换 的 各 种 矩阵 表 
示 问 题 中 产生 的 。 所 谓 矩阵 的 初等 变换 ， 是 指 以 下 的 任 
何 一 种 变换 ，@ 用 下 中 任意 的 一 个 不 为 零 的 元 素 9 去 乘 
甜 阵 的 第 守 行 ( 列 ); 加 把 矩阵 的 第 宇 行 ( 列 ) 的 b 倍加 于 
第 ji 行 ( 列 )， 其 中 b 为 了 中 任意 元 素 ; 轿 互 换 矩 阵 的 第 
1 与 第 j 两 行 ( 列 )， 并 分 别称 为 第 一 、 第 二 、 第 三 种 初 
等 变换 。 

对 下 上 的 单位 矩阵 进行 一 次 初等 变换 后 所 得 出 的 
矩阵 ， 称 为 初等 矩阵 。 一 种 初等 变换 对 应 于 一 种 初等 矩 
阵 。 对 矩阵 4 的 行 施 以 某 种 初等 变换 的 结果 ， 恰 等 于 
用 相应 的 初等 矩阵 去 左 季 4; 对 4 的 列 施 以 某 种 初等 
变换 的 结果 ， 恰 等 于 用 相应 的 初等 矩阵 去 右 乘 A。 初 等 
矩阵 便 为 可 逆 的 ， 且 其 逆 矩 阵 仍 是 同一 种 初等 矩阵 ， 因 
此 初等 矩阵 的 积 恒 为 非 奇 异 甜 阵 。 由 此 可 知 ， 等 价 和 矩阵 
的 秩 数 相 同 ,或 者 说 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 数 。 于 是 ， 
经 若干 次 初等 变换 后 ， 必 可 将 每 个 秩 数 为 的 甜 阵 的 左 
上 角 化 为 > 阶 单位 矩阵 ,而 其 他 位 置 都 化 为 6。n 阶 非 奇 
异 矩 阵 恒 等 价 于 ” 阶 单位 矩阵 ， 恒 可 表 为 若干 个 初等 矩 
阵 之 积 。 因 此 ，4 估 B 必要 而 且 只 要 有 非 奇 异 和 矩阵 P、@ 
使 PAQ=B。 

多 项 式 环 F[ 和 A] 上 的 矩阵 A(X)= (fy(X))mxn， 简 称 
为 和 矩阵。 在 FLX] 上 也 可 定义 行列 式 。ACX) 的 秩 数 定 
义 为 A(X) 的 最 大 非 零 子 式 的 阶 数 。 对 X 矩 阵 也 可 进行 
初等 变换 ,在 第 一 种 初等 变换 中 只 能 使 用 下 中 非 零 的 4， 
而 不 能 用 F[ 和 J 中 非 零 的 1(*X); 第 二 种 初等 变换 中 则 可 用 
F[ 和 A] 中 任意 的 g(X) 去 代替 be 也 可 以 定义 可 逆 性 ,对 于 入 
矩阵 P(A) 若 有 入 和 矩阵 K(A) 使 P(A)K(A) = 天 (OA)P(A) 一 
卫 则 称 X 和 矩阵 P(A) 是 可 着 的， 和 矩阵 K(A) 则 称 为 P(X) 
的 逆 矩 阵 。 也 可 以 定义 和 矩阵 的 等 价 。 秩 数 为 "的 入 矩 
阵 4(A) 必 等 价 于 所 谓 A(X) 的 法 式 即 矩阵 ; 
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PiCA) | 


9a(A)》 
| 


pr(X) | 
0 


这 里 的 诸 mi(A) 均 由 A(A) 唯 一 确定 ， 且 mi(A)1ps(A)|… 
1pr(X)， 首 项 系数 均 为 1。 
由 此 可 知 ， 一 个 n 阶 入 矩阵 P(X) 是 可 道 的 ,必要 而 

且 只 要 P(X) 为 若干 个 与 矩阵 的 初等 变换 相应 的 初等 
和 矩阵 的 积 ;必要 而 且 只 要 其 行列 式 为 了 中 的 非 零 元 素 。 两 
个 入 矩阵 A(X)mxw，B(A)mxn 是 等 价 的 ， 必 要 而 且 只 要 
有 可 逆 和 矩阵 P(A)、@(X) 使 PC2)A(X)Q(X)=B(X)。 
4(X) 的 法 式 中 的 诸多 项 式 pt( 和 )， 都 称 为 A(X) 的 不 变 因 ， 
子 , 且 可 作 如 下 分 解 ， 

mi(A) 一 [el(A)]Pa[e:(A)]nzt…[ex(X)]nmy 

pa(X) 一 [el(A)]wiz[e:(A)]"z2…[ex( 和 )]"way 

8r(A) 一 [el(A)]wtr[es(A)]nar…[ey(A)]nwry 
式 中 诸 &(X) 是 F[X] 中 首 项 系数 为 1 的 互 不 相同 的 既 约 
多 项 式 ;nw 为 非 负 整数 , 且 最 后 一 行 中 的 mirymar，…mur 
均 非 零 ,并 有 na 才 na<<…<<nw(i=1,2,…sk)。 这些 因 子 
[et(A)]"4d， 除 去 指数 nu 一 0 者， 都 称 为 A(X) 的 初等 因 
子 。A(%)mxn 佐 B(%)mxn 必要 而 且 只 要 它们 的 法 式 相同 ， 
必要 而 且 只 要 它们 的 全 部 不 变 因子 一 致 ， 必 要 而 且 只 要 
它们 的 秩 数 与 全 部 初等 因子 一 致 

起 阵 的 相似 ”对 于 城下 上 两 个 nn 阶 矩 阵 A、B, 若 有 

非 奇 异 矩 阵 P, 使 P-,AP= B， 则 称 为 4 相似 于 B， 记 为 
4 一 B。 矩阵 之 间 的 这 个 关系 ,具有 反 身 性 \ 对 称 性 和 传递 
性 ， 所 以 它 是 一 种 等 价 关系 。 矩 阵 的 相似 是 在 讨论 一 个 
向 量 空 间 到 自身 之 间 的 线性 变换 的 各 种 矩阵 表示 问题 中 
产生 的 。 域 F 上 两 个 阶 矩 阵 A 与 了 3 相似 ,必要 而 且 只 要 
特征 矩阵 (XI 一 A) 与 (X1 一 B) 在 F[X] 上 等 价 。^1 一 A 的 
不 变 因 子 与 初等 因子 ， 分 别称 为 4 的 不 变 因子 与 初等 因 
子 . 特 征 矩 阵 XI 一 4 的 秩 数 , 即 4 的 阶 数 %。 因 此 ,在 了 上 
的 两 个 n 阶 矩 阵 4A 与 了 相似， 必要 而 且 只 要 它们 的 初等 
因子 一 致 。 当 下 是 一 个 代数 封闭 域 时 , F[X] 中 的 首 项 系 
数 为 1 的 既 约 多 项 式 只 能 是 形 如 (一 0) 的 一 次 式 ， 所 以 
此 时 上 的 一 个 nn 阶 答 阵 A 的 全 部 初等 因子 必 为 如 下 的 


一 些 多 项 式 ， 
(一 0D)5y (一 al (一 air 
(r21,1<h<h<<I)} 
(一 0a)may( 入 一 0a)n2 (A— Qa) 


(s>1,1<m<m<<m,)s 


(A—a)™, (A— a 


“A—a)"s 
(tz1,1<m<m<…<m); 
yas 互 不 相同 , k 之 1; 所 有 指数 [4,1s,…s1。， 


mh 之 和 为 n。 对 于 每 个 形 如 (X 一 0)* 的 多 
项 式 ,可 以 唯一 确定 一 个 所 谓 车 尔 当 小 块 , 即 h 阶 矩阵 ， 


1 a 


它 只 有 一 个 初等 因子 ,而 且 就 是 (X 一 a)*。 设 上 述 n 阶 短 
阵 4 的 全 部 初等 因子 的 若 尔 当 小 块 分 别 是 JiyJa，…*J， 
2=7+s+… 十 加 用 这 ， 个 小 块 来 合成 一 个 于 阶 对 角 分 块 
矩阵 

下 


I= 


于 是 A~J, 而 且 除 诸 小 块 的 次 序 外 ,J 是 由 A 所 唯一 确 
定 的 。7 称 为 A 的 若 尔 当 标准 形式 。 由 此 可 知 ,只 要 找 出 
4 的 全 部 初等 因子 即 可 求 得 4 的 若 尔 当 标准 形式 。 要 找 
出 4 的 全 部 初等 因子 有 一 个 较 简捷 的 方法 ， 即 不 必 把 
和 I 一 A 化 成 法 式 ， 而 先 把 和 I A 通过 初等 变换 化 成 对 角 
矩阵 ， 其 对 角 线 上 的 全 部 多 项 式 不 一 定 恰 是 4 的 全 部 不 
变 因 子 ， 只 要 将 其 中 每 个 非常 数 多 项 式 的 首 项 系数 化 为 
1， 再 分 解 因子 , 即 可 象 从 不 变 因子 求 出 初等 因子 那样 得 
出 4 的 全 部 初等 因子 。 

设 N 是 任意 域 F 上 的 一 个 方 阵 ， 若 有 正 整 数 m 使 
N"= 0,， 则 和 称 为 一 个 等 等 短 阵 。 例 如 ,把 上 述 若 尔 当 小 
块 中 的 4 全 换 成 0 得 出 的 产 阶 矩阵 N， 就 是 一 个 等 零 矩 
阵 , 因 为 N*=0。 

车 中 上 的 方 阵 K 具 有 性 质 K?=K， 则 称 K 为 一 个 等 
等 矩 阵 。 例 如 单位 矩阵 就 是 一 个 蛙 等 矩 阵 ,由 直接 计算 可 
知 ,对 F 上 任意 多 项 式 f(X), 有 f(P™'AP)=P™'f(A)P。 
因此 ， 与 丢 零 矩阵 相似 的 矩阵 仍 为 寡 零 矩阵， 与 革 等 矩 
阵 相似 的 矩阵 仍 为 署 等 矩阵 。 

实数 域 上 一 个 非 奇 异 矩 阵 了 若 具有 性 质 T' =T-'(T" 
是 了 的 转 置 矩 阵 ), 则 称 为 一 个 正 交 和 矩阵 。 例 如 解析 几何 
里 直角 坐标 旋转 公式 的 系数 矩阵 就 是 正 交 和 矩阵 。 一 个 正 
交 和 矩阵 的 转 置 矩 阵 ( 即 其 逆 矩 阵 ) 仍 为 正 交 和 矩阵 ， 两 个 同 
阶 的 正 交 矩 阵 的 积 仍 为 正 交 和 矩阵。 实数 域 上 任意 一 个 对 
称 和 矩阵 4， 恒 可 通过 适当 的 正 交 和 矩阵 了 而 相似 于 对 角 和 矩 
阵 D, 即 D=T 'AT=T'AT， 且 DD 的 对 角 线 上 的 实数 就 
是 4 的 全 部 特征 根 。 

复数 域 上 的 一 个 非 奇 异 矩 阵 辟 若 具有 性 质 D' 一 0 
或 以 =(D)-' (为 避 的 共 县 转 置 矩阵 ) ,就 称 为 一 个 西 
和 矩阵。 一 个 酉 矩阵 的 共 生 矩 阵 仍 为 酉 矩阵 ， 一 个 酉 矩阵 
的 转 置 矩阵 仍 为 酉 矩阵 一 个 酉 矩阵 的 共 箔 转 置 和 矩阵 ( 即 
其 逆 矩 阵 ) 仍 为 本 矩阵 ,两 个 同 阶 的 酉 矩阵 的 积 仍 为 西 矩 
阵 。 复 数 域 上 凡 满足 五 "= 4 的 矩阵 4, 称 为 埃 尔 米 特 短 
阵 。 实 对 称 矩 阵 作 为 复数 域 上 的 矩阵 时 ， 就 是 埃 尔 米 特 
和 矩阵。 任意 一 个 埃 尔 米 特 矩 阵 A， 恒 可 通过 适当 的 西 短 


阵 口 而 相似 于 实 对 角 矩 阵 D, 即 D=U'AD, 且 D 的 对 角 
线 元 素 恰 为 4 的 全 部 特征 根 。 一 个 正 交 和 矩阵 作为 复数 域 
上 的 撼 阵 时 ,也 是 一 个 酉 矩阵 。 

拭 降 的 合同 ” 当 和 矩阵 和 经 过 若干 套 初 等 变换 而 化 为 
甜 阵 B 时 , 则 称 为 A 合同 于 B, 记 为 4 了 B。 和 矩阵 之 间 的 这 
个 关系 具有 反 身 性 .对 称 性 和 传递 性 ,所 以 它 是 一 种 等 价 
关系 。 拢 阵 的 合同 是 在 讨论 用 (对 称 ) 和 矩阵 表示 二 次 型 的 
问题 中 产生 的 。 

所 谓 一 套 初 等 变换 ， 是 指 将 某 一 种 初等 变换 首先 对 
一 个 矩阵 的 第 站 列 ( 行 ) 施 行 而 得 一 矩阵 ， 然 后 再 对 此 所 
得 矩阵 的 第 守 行 ( 列 ) 施 行 又 得 一 矩阵 。 第 一 .二 ,三 套 初 
等 变换 ,分 别 由 第 一 ,二 ,三 种 初等 变换 组 成 。 

两 个 n 阶 矩 阵 4 与 B 合同， 必要 而 且 只 要 有 非 奇异 
矩阵 P 使 P'4P= 了 B.。 与 对 称 矩 阵 合 同 之 矩阵 仍 为 对 称 矩 
阵 。 每 个 秩 数 为 ”的 实 对 称 矩 阵 A 恒 合同 于 一 个 对 角 矩 
阵 , 其 对 角 线 上 有 Pp 个 1 与 4 个 一 1; 其 他 的 对 角 线 元 案 
均 为 0, 这 里 p>0,9>0,pP+9~r， 而 且 P 与 9 都 是 由 A 
所 唯一 确定 的 。 实 对 称 矩 阵 的 特征 根 恒 为 实数 。 实 对 称 
矩阵 4 能 合同 于 而 又 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 元 
素 恰 为 4 的 全 部 特征 根 。 与 单位 矩阵 合同 的 实 对 称 和 矩阵 ， 
称 为 正定 和 矩阵。 对于” 阶 实 对 称 和 矩阵 A， 以 下 命题 是 等 
价 的 , 4 为 正定 矩阵 ! 有 非 奇 异 矩 阵 Q 使 4=Q'Q@'4 的 
所 有 主子 式 均 为 正 实数 ;4 的 所 有 i 阶 主子 式 之 和 8, 均 
为 正 实数 (i=1,2,…,n);A 的 所 有 左上 角 的 主子 式 均 为 
正 实数 ;4 的 所 有 特征 根 均 为 正 实数 ;4 所 相应 的 二 次 型 
为 正定 型 。 

对 一 个 复数 方 阵 施 以 第 一 套 初等 变换 ， 就 是 用 不 为 
零 的 a 乘 i 行 ,再 用 5 乘 第 i 列 ， 施 以 第 二 套 初等 变换 ， 
就 是 把 第 i 行 的 b 倍加 于 第 j 行 ， 再 用 第 i 列 的 5 倍加 
于 第 j 列 ， 施 以 第 三 套 初等 变换 仍然 是 互 换 第 i 和 第 j 
两 行 ,再 互 换 第 i 和 第 j 两 列 。 若 对 复数 方 阵 4 施 以 上 述 
的 若干 套 初等 变换 而 得 方 阵 B, 则 称 为 A 能 HH 合同 于 B。 
矩阵 的 互 合同 关系 具有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 ， 所 以 
它 是 一 种 等 价 关系 。 两 个 " 阶 复数 矩阵 4 与 B 是 瑟 合 同 
的 ,必要 而 且 只 要 有 非 奇 异 矩 阵 忆 使 P'4 巨 = 了 B。 与 埃 尔 米 
特 和 矩阵 是 五 合同 的 矩阵 仍 为 埃 尔 米 特 和 矩阵。 每 个 埃 尔 米 
特 和 矩阵 4 恒 瓦 合同 于 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 上 有 了 P 个 
1 与 9 个 一 1, 其 他 元 素 均 为 0, 这 里 p>0,9>0,p+9 为 
4 的 秩 数 ,而 且 pq 均 是 由 4 所 唯一 确定 的 。 埃 尔 米 特 矩 
阵 的 特征 根 恒 为 实数 。 埃 尔 米 特 和 矩阵 4 不 仅 恒 能 五 合同 
于 一 个 对 角 和 矩阵 ,而 且 必 能 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 ,此 时 其 
对 角 线 元 素 怡 为 4 的 全 部 特征 根 。 与 单位 矩阵 是 五 合同 
的 埃 尔 米 特 短 阵 ， 称 为 正定 埃 尔 米 特 和 矩阵 。 对 于 一 个 
阶 埃 尔 米 特 和 矩阵 4, 以 下 命题 是 等 价 的 :4 为 正定 埃 尔 米 
特 和 矩阵 ! 有 非 奇 异 矩 阵 @ 使 A=Q@ 司 ;A 的 所 有 主子 式 为 
正 实数 ;A 的 所 有 i 阶 主子 式 之 和 Se 均 为 正 实数 (i=1， 
2,…*m):4 的 所 有 左上 角 的 主子 式 均 为 正 实数 ! A 的 所 
有 特征 根 均 为 正 实数 ; 4 所 相应 的 埃 尔 米 特 二 次 型 是 正 
定 埃 尔 米 特 二 次 型 。 复数 域 上 的 一 个 方 阵 A 若 满足 
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AA'=A'A( 即 A 与 A' 可 交换 ) 就 称 A 为 正规 矩阵 。 实 对 
称 矩 阵 、 埃 尔 米 特 矩 阵 、 正 交 和 矩阵 与 酉 短 阵 都 是 正规 矩 
阵 。 每 个 复数 方 阵 妇 均 可 表 为 A=H,+ 座 :, 其 中 Hl, 与 
H, 均 为 由 A 所 唯一 确定 的 埃 尔 米 特 和 矩 阵 , 此 时 4 为 正规 
矩阵 必要 而 且 只 要 H, 与 H; 可 交换 .正规 矩阵 A 与 有 
相同 的 特征 向 量 。 一 个 复数 方 阵 4 为 正规 矩阵 ， 必 要 而 
且 只 要 有 酉 矩阵 局 使 U-'AU 为 对 角 甜 阵 。 

矩阵 的 理论 起 源 , 可 追 亢 到 18 世纪 ， 见 于 著作 则 是 
在 19 世纪 。A. 刀 菜 在 1858 年 引进 矩阵 为 一 个 正方 形 的 
排列 表 , 且 能 进行 加 法 与 乘法 运算 ， 于 是 人 们 就 把 A. 凯 
葬 作 为 矩阵 论 的 创始 人 。 然 而 在 此 之 前 ，C. F. 高 斯 在 
1801 年 与 F.G. M. 文 森 斯 坦 在 1844 一 1852 年 就 早已 先 
后 把 一 个 线性 替换 ( 即 线性 变换 ) 的 全 部 系数 作为 一 个 整 
体 ， 并 用 一 个 字母 来 表示 。 艾 森 斯 坦 还 强调 乘法 的 次 序 
的 重要 性 , 指出 ST 与 TS 未 必 相同 。 与 艾 森 斯 坦 同时 的 
C, 埃 尔 米 特 以 及 稍 后 的 下. N. 拉 盖 尔 和 了 . G. 沿 罗 贝 尼 
乌 斯 也 都 先后 发 展 了 线性 替换 的 符号 代数 。 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 较 丰 富 的 工作 于 1877 年 发 表 在 最 早 的 数学 杂志 之 一 
的 《k 克 雷 尔 杂志 》 上 。 和 矩阵 的 相似 标准 形 ， 和 矩阵 的 合同 标 
准 形 ,和 矩阵 的 求 逆 , 矩 阵 的 特征 值 与 广义 特征 值 等 是 矩阵 
论 的 经 典 内 容 : 和 矩阵 方程 论 , 和 矩阵 分 解 论 ， 广 义 逆 和 矩阵 等 
是 矩阵 论 的 现代 内 容 。 和 矩阵 及 其 理论 在 现代 科学 技术 的 
各 个 领域 都 有 广泛 的 应 用 。 ( 谢 拖 杰 ) 


juonji 
卷 积 《convolution) 。 分 析 数学 中 一 种 重要 的 
运算 。 设 f(z),g(z) 是 Rr 上 的 两 个 可 积 函 数 , 作 积分 


[fe#-wewey. 


可 以 证 明 , 关 于 几乎 所 有 的 xE (一 呈 ，c0), 上 述 积分 是 存 
在 的 。 这 样 , 随 着 x 的 不 同 取 值 ,这 个 积分 就 定义 了 一 个 
新 函数 h(x) , 称 为 了 与 g 的 卷 积 , 记 为 h(x)=(f #9)(x)。 
容易 验证 ,(f*g)(x)=(g#* 人 )(x),， 并 且 (f*g9)(x) 仍 为 
可 积 函 数 。 这 就 是 说 ,把 卷 积 代替 乘法 ,L'(R') 空 间 是 一 
个 代数 ,甚至 是 巴 拿 赫 代数 。 

卷 积 与 伟 里 叶 变 换 有 着 密切 的 关系 。 以 了 x) ,9(x) 
表示 LL'(R') 中 了 和 9 的 傅 里 叶 变换 , 那么 有 如 下 的 关系 
成 立 ，(J* 9)^(z) 一 了 zx) -加 x)， 即 两 函数 的 傅 里 叶 变 换 
的 乘积 等 于 它们 卷 积 后 的 传 里 叶 变换 。 这 个 关系 ， 使 傅 
里 叶 分 析 中 许多 问题 的 处 理 得 到 简化 。 

由 卷 积 得 到 的 函数 (f*g) (x)， 一 般 要 比 f,，g 都 光 
滑 。 特 别 当 9 为 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 ，f 为 局 部 可 积 
时 ,它们 的 卷 积 (f* 9) (Xx) 也 是 光滑 函数 ,利用 这 一 性 质 ， 
对 于 任意 的 可 积 函数 ， 都 可 以 简单 地 构造 出 一 列 逼近 于 
了 的 光滑 函数 列 faCz)， 这 种 方法 称 为 函数 的 光滑 化 或 正 
则 化 。 

卷 积 的 概念 可 以 推广 到 数列 、 测 度 以 及 广义 函数 上 
去 。 例 如 ,a={aw) ,b= {bn}(n==0, 士 1, 士 2,…) 为 两 个 数 
列 ,新 的 数列 
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axb={(a#b)o) = Sea} (n=0,+1, +2,..) 


定义 为 数列 4 与 b 的 卷 积 。 在 概率 论 中 也 遇 到 卷 积 的 概 
念 。 例 如 ,已 知 独立 随机 变量 上 和? 的 概率 分 布 为 Pe(A) 
和 Pu(4)，, 那 么 随机 变量 上 +? 的 分 布 Pern(4) 由 下 式 给 
出 


PwalA) =P(Etn€ A)= | P(A—)Pr oy), 


式 中 A 一 y 表 示 点 集 {x|x+yE A}; 4 为 直线 上 任意 的 波 
莱 尔 集 。 

卷 积 ， 作 为 运算 ， 还 具有 十 分 重要 的 所 谓 平移 不 变 
性 。 例 如 以 re 表示 平移 算 子 , 即 (tof)(x) = 了 (x 一 0), 那 
么 就 有 

(sa(f #9))(x)=(f#*g)(x—a)=((tof) #9) (x) 

一 (fw (rag))(z)。 
利用 这 性 质 , 可 以 刻画 出 L?(R') 到 LRY)(1<p,q<%) 
有 界 的 平移 不 变 算 子 的 特征 ， 即 当 作用 在 施 瓦 效 函数 类 
( 记 为 SCR')) 时 ， 这 种 算 子 一 定 是 某 个 缓 增 广义 函数 & 
与 函数 mES 的 卷 积 4# 9( 见 广义 函数 )。 
( 王 斯 雷 ) 

juece fenxi 
决策 分 析 (decision analysis) 为 复杂 的 和 
结果 不 肯定 的 决策 问题 提供 旨 在 改善 决策 过 程 的 、 合 平 
逻辑 的 、 系 统 的 分 析 方 法 。 决 策 分 析 的 任务 是 为 决策 者 
提供 优 的 或 满意 的 决策 及 其 可 能 结果 的 分 析 ， 供 作 决 策 
时 参考 。 

决策 问题 自古 有 之 ,但 是 随 着 社会 的 进步 ,决策 问题 
越 来 越 复杂 。 例 如 ， 考 察 在 一 条 河流 的 上 游 是 否 要 建造 
一 个 大 型 水 电 项 目的 决策 问题 ， 除 考虑 与 工程 直接 有 关 
的 发 电 ,灌溉 等 因素 外 ,还 应 研究 工程 对 环境 、 生 态 、 航 
运 、 水 产 等 的 影响 ， 以 及 要 考察 工程 对 本 地 区 及 全 国人 
口 、 经 济 发 展 乃至 防务 等 的 影响 。 只 有 在 对 这 些 重要 的 
因素 进行 定性 或 定量 的 综合 评定 的 基础 上 ， 才 能 做 出 好 
的 决策 。 

决策 问题 的 显著 特点 是 ,多 目标 性 ;决策 影响 的 长 期 
性 ;后 果 的 不 确定 性 ;决策 的 序 贯 性 以 及 可 供 选用 的 决策 
的 多 样 性 。 而 在 许多 的 决策 问题 中 ， 决 策 往往 都 是 一 次 
性 的 。 

决策 分 析 的 步骤 ,大 体 可 分 为 ,明确 所 要 解决 的 决策 
问题 ,收集 信息 确定 目标 ,提出 可 供 选 择 的 方案 ， 定 性 或 
定量 地 比较 不 同方 案 实 施 结果 的 利 环 ， 决 策 者 从 中 选择 
一 个 最 优 方案 并 付 诸 实施 ( 作 决 策 )， 对 有 的 决策 问题 还 
要 根据 实施 后 反馈 的 信息 适当 调整 所 作 的 决策 。 对 于 复 
杂 的 决策 问题 ， 进 行 决策 分 析 时 往往 把 一 个 问题 分 解 成 
许多 相互 有 机 联系 的 小 问题 , 分别 进行 分 析 , 然后 综合 得 
出 结论 。 一 个 好 的 决策 分 析 ， 通 常 要 经 过 多 次 的 反复 才 
能 完成 。 

对 不 同 决策 的 优 劣 进行 定量 比较 时 ， 效 用 与 主观 概 
率 的 理论 是 其 基础 。 决 策 者 对 决策 后 果 的 偏好 程度 的 评 


定 需要 效用 理论 ， 对 采取 某 个 决策 后 出 现 不 同 结果 的 可 
能 性 进行 评定 时 , 则 需要 使 用 主观 概率 。 

决策 分 析 的 公理 ”车 对 两 个 不 同 的 结果 x、y， 决 策 
者 偏好 x, 则 记 成 xy。 若 决策 者 认为 x.y 无 差别 , 则 记 
成 x~y。 记 号 x* 玫 y 表示 x)-y 或 x~y。 设 x*.y 是 两 个 可 
能 的 结果 ,它们 出 现 的 概率 分 别 为 p,1 一 P。 用 记号 工 = 
《psx31 一 Pp,y) 表示 上 述 概率 事件 ， 称 之 为 一 个 简单 抽 
签 。 决 策 分 析 中 有 以 下 的 公理 ， 

@ 相对 偏好 存在 公理 ”对 任意 两 个 结果 x.y, 决策 
者 的 偏好 可 以 是 X~y 或 XY 或 yx。 

加 传递 性 公理 ”对 任意 的 抽签 LL2、\L， 有 

a. Li~L,,L~Ly, 则 LL,, 

b. DLLsDy, 则 LL,, 

@ 简单 抽签 的 可 比 性 公理 车 决策 者 认为 xy， 
则 有 

a. 若 Py>Pzs 则 (Pbxzi1l 一 pb Y) > (PasX;l1— poy) 

b, 若 pi=pu 则 (pxzil 一 Do) 一 (Poxzil 一 pz)。 

@ 偏好 的 定量 化 公理 ”对 每 个 可 能 的 结果 x*, 决 策 
者 可 以 指定 一 个 数 x(x),0<x(z) 三 1, 使 zx 一 (x() xs 
1 一 x(x),x"), 这 里 x* 对 y,y 圣 x",y 为 任 一 结果 。 

@@ 判断 不 确定 性 的 定量 化 公理 ”对 影响 决策 结果 
的 每 个 可 能 事件 4， 决 策 者 可 以 指定 一 个 数 P(A),0< 
P(A)<1, 使 得 他 对 抽签 (P(A) ,x*;1 一 P(A),x") 与 下 面 
的 概率 事件 认为 无 差别 : 若 事 件 人 4A 出现, 则 接受 x* 若 A 
不 出 现 , 则 接受 x?。 

@@ 可 痊 换 性 公理 若 决 策 者 用 他 认为 无 差别 的 结 
果 或 抽签 来 代替 原来 的 结果 或 抽签 ， 则 修正 后 的 决策 问 
题 应 与 原 问 题 无 差别 。 

@ 条 件 与 无 条 件 偏好 的 等 价 性 公理 ” 设 Li、Ls: 是 
两 个 仅 当 事 件 A 发 生 才 成 为 可 能 的 抽签 。 在 决策 者 已 知 
4 发生 与 否 时 ， 他 对 Li\L: 的 偏好 顺序 应 与 不 知 A 是 否 
发 生 时 的 偏好 顺序 相同 。 

在 上 述 公理 中 , 公理 @ 指 定 的 数值 x(z) 是 决策 者 对 
结果 x 的 相对 偏好 。 满 足 上 述 公 理 时 ，zx 的 效用 函数 定 
义 为 u(x)=a+bx(x),b>0,u(x) 是 结果 x 的 效用 尺度 。 
公理 @ 中 的 概率 可 以 反映 决策 者 对 事件 4 出 现 的 可 能 性 
的 一 种 主观 度量 。 遵 从 上 述 公理 ， 决 策 者 应 该 选取 使 得 
期 望 效用 最 大 的 方案 。 

主观 概率 ”在 许多 决策 问题 中 ， 特 别 是 一 次 性 的 决 
策 中 ， 事 件 出 现 的 概率 往往 不 能 用 大 量 重复 试验 的 方法 
来 估计 。 对 于 这 种 一 次 性 的 不 确定 事件 出 现 可 能 性 的 定 
量度 量 ， 可 以 由 主观 概率 来 表示 。 它 反映 决策 者 对 不 确 
定 事件 出 现 可 能 性 的 一 种 主观 上 的 判断 。 主 观 概率 虽 是 
人 主观 赋予 不 确定 事件 的 概率 ,但 非 随心 所 和 欲 的 脐 断 ,而 
是 根据 已 有 的 全 部 信息 和 决策 者 的 经 验 ， 经 过 逐 辑 分 析 
后 作出 的 判断 。 

现在 发 展 了 许多 评定 主观 概率 的 方法 。 例 如 ， 先 验 
信息 与 试验 数据 结合 法 ;最 大 粹 法 ， 模 拟 试验 法 ;对 决策 
者 的 直接 询问 或 间接 询问 法 ;专家 评定 法 等 。 


决 


效用 的 评定 根据 决策 者 的 偏好 ， 对 每 一 个 可 能 的 
结果 评定 其 效用 值 ， 这 是 决策 分 析 中 必需 的 一 步 ,但 是 ， 
就 决策 分 析 发 展 的 现状 而 言 ， 效 用 函数 的 评定 与 其 说 是 
科学 , 还 不 如 说 是 一 种 艺术 。 

首先 ,分 析 者 与 决策 者 之 间 要 建立 起 共同 的 语言 ,在 
反复 的 交流 中 使 决策 者 弄 清 其 目标 、 属 性 及 各 种 可 能 的 
结果 , 理 顺 他 的 思想 。 

其 次 ,定性 分 析 决 策 者 对 待 风险 的 态度 ,通常 有 三 种 
不 同 的 类 型 回避 风险 型 ,无 所 谓 型 .冒险 型 。 定 性 地 看 ， 
相应 的 效用 函数 是 目的 ,直线 型 的 和 凸 的 。 

再 者 ,定量 评定 效用 函数 , 按 公 理 中 选取 决策 者 最 偏 
好 和 最 不 偏好 的 结果 x*、x?"， 对 这 两 个 结果 指定 任意 的 
效用 值 ,只 要 满足 u(x*) u(x")。 然 后 ,由 决策 者 选 出 与 


简单 抽签 ( 雪 ,x* 去 ，x') 无 差别 的 结果 x1, 令 (1) 一 

诗 w(xt)+ 主 u(x)。 相仿 ,指定 与 (去 ze 去 ,am) 及 
1 上 

(去 ，xiy 豆 ，zo) 无 差别 的 结果 如 、xza。 令 wa) 一 


到 wz0+ 瑟 alxzobvu(x) = 站 az 十 瑟 wxa)。 依 此 类 
推 可 以 得 到 效用 函数 。 在 这 一 步 中 ， 往 往 要 经 过 多 次 反 
复 才 能 技 到 与 ( 却 ,ze 间 ,ze) 无 差别 的 zi。 

最 后 ， 作 相 容 性 检查 。 由 如 上 定量 方法 获得 的 效用 
曲线 ,是 否 与 决策 者 对 待 风险 的 态度 始终 一 致 ,这 可 以 由 
定性 分 析 确定 的 风险 类 型 来 检查 ， 以 消除 效用 值 评定 中 
的 不 相 容 性 。 

决策 村 这 是 决策 分 析 中 常用 的 方法 。 以 一 个 新 产 
品 的 开发 为 例 来 说 明 ， 它 有 一 系列 的 决策 ， 是否 需 要 开 
发 ,选择 什么 样 的 生产 方式 和 规模 ， 确 定 售 价 等 诸 方面 ， 
如 图 所 示 。 按 照 这 种 决策 的 顺序 画 出 的 树 状 图 就 叫做 决 


开发 新 产品 的 决策 树 


策 树 。 图 中 方块 表示 决策 点 ; 贺 图 表示 机 会 点 ,相应 于 它 
有 许多 不 确定 的 结果 。 

在 作出 了 开发 的 决策 后 ， 决 策 者 可 以 对 不 同 的 开发 
费用 赋 以 相应 的 主观 概率 。 相 仿 ， 对 于 不 同 的 售 价 也 可 
以 对 未 来 的 销量 用 主观 概率 来 算出 不 同 售 价 下 的 期 望 收 
益 ( 即 期 望 效用 )。 选 取 期 望 效用 最 大 者 为 该 决策 点 的 效 
用 值 ,相应 的 决策 就 是 这 个 决策 点 的 最 优 决 策 。 于 是 ,由 
最 后 一 个 决策 点 逐步 逆 推 ,直到 最 初 的 决策 点 ,就 得 到 在 
诸 决 策 点 上 的 一 串 最 优 决策 及 相应 的 期 望 效用 值 。 

“决策 分 析 "作为 一 个 专门 的 名 词 ,在 20 世 纪 60 年 代 
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才 出 现 于 文献 中 。 它 首先 在 公司 或 政府 机 构 的 决策 中 获 
得 了 应 用 ,如 对 海底 石油 开采 的 决策 ,政府 为 预防 犯罪 问 
题 的 决策 、 保 健 计 划 的 决策 等 。 目 前 的 研究 集中 在 多 目标 
决策 ,多 个 决策 者 的 情形 ,偏好 随时 间 而 改变 的 情形 。 为 
更 好 地 实施 决策 分 析 , 相应 软件 的 开发 也 日 益 受 到 重视 。 


参考 书目 
R. 0. Sehlaifer, Analysis of Decisions Under Uncer- 
tainty, MecGraw-Hill, New York, 1969. 


( 莹 泽 清 ) 

jueduixing 
绝对 形 (absolute figure) 通常 理解 为 射影 空 
闻 ( 或 平面 ) 中 一 个 二 次 曲面 (或 曲线 )， 它 确定 射影 几何 
的 某 个 子 几何 的 图 形 性 质 。 

扩大 欧 民 平面 上 的 绝对 形 ” 设 在 扩大 欧 氏 平面 上 引 
进 齐 次 坐标 (xwzxiyxz)( 见 射影 几何 学 )， 并 假定 xoyziyzaz 
是 复数 ,这 样 的 欧 氏 平面 叫做 复 欧 氏 平面 。 当 比值 ze:zi; 
xx 都 是 实数 时 ,(xoyziyzz) 代 表 实 点 ,否则 代表 虚 点 。 平 
面 上 任意 贺 zj 十 z+ 2Jxuxo+ 2gxaxo+czi=0 和 无 穷 远 
线 交 于 两 个 无 穷 远 共 轿 虚 点 (0,15 匀 ,11(0,1, 一 记 ， 称 
为 无 穷 远 圆 点 ,容易 看 出 ， 平 面 上 一 条 二 次 曲线 为 贺 ( 包 
括 半径 等 于 零 的 点 圆 ) 的 充 要 条 件 是 它 经 过 无 穷 远 图 点 
Ll 

一 条 经 过 了 或 1 的 非 无 穷 远 直 线 的 斜率 依次 是 一 i 
或 i， 这 样 的 直线 叫做 迷 向 直线 ,平面 上 一 切 迷 向 直线 构 
成 分 别 以 了 与 1, 为 中 心 的 两 个 平行 线 东 ,容易 验证 ,， @ 
在 迷 向 直线 上 ,任意 两 点 的 距离 是 零 (根据 通常 的 欧 氏 平 
面 距离 公式 )， 回 每 一 条 迷 向 直线 相对 于 任意 其 他 ( 非 无 
穷 远 ) 直 线 都 有 相同 的 斜率 。 

已 给 平面 上 经 过 一 个 非 无 穷 远 点 P 的 两 条 直线 a,b， 
设 它们 的 斜率 依次 是 ^,u， 再 设 mm 为 经 过 P 的 迷 向 
直线 , 则 交 比 


(Casbymisms) = rp i ti) = A 
但 车 用 9 表示 由 a 到 5b 的 角 ,0<9<x, 则 
tang= 了 六 -。 
十 MA 
由 以 上 两 式 容易 推 得 
0= 井 log(abinayma)， (1) 


这 个 公式 叫做 拉 盖 尔 公式 ,特殊 地 ， a,b 垂直 的 充 要 条 件 
是 (a,bym,m2)= 一 1, 即 a,b 和 迷 向 直线 成 调和 组 。 

另 一 方面 ,不 难 验证 ,平面 上 一 个 实 射影 变换 为 相似 
变换 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 它 把 点 偶 hn, 变 成 自己 。 用 解 
析 方 法 表示 , 这 就 是 令 

Xo=0=xXI+ XE (2) 
保持 不 变 : 当 这 个 相似 变换 令 h，L 分别 保持 不 变 时 (这 
时 变换 方程 中 x,, x 的 系数 行列 式 有 正 值 ), 它 是 一 个 正 
常 相似 变换 , 即 它 不 改变 平面 的 定向 ， 当 它 把 h, I, 对调 
时 (这 时 变换 方程 中 zi， x; 的 系数 行列 式 有 负 值 )， 它 是 
一 个 正常 相似 变换 和 一 个 (对 直线 ) 反 射 之 积 。 相 似 变换 
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的 另 一 个 特征 是 :在 它 的 作用 下 ,任意 两 点 的 距离 是 相对 
不 变量 , 即 经 过 它 , 任意 两 点 距离 都 乘 上 一 个 不 等 于 零 的 
常数 。 特 殊 地 ,如 果 上 述 距离 是 绝对 不 变量 ,相似 变换 就 
是 全 等 变换 , 即 正常 或 反常 欧 氏 运动 。 

经 过 一 个 正常 相似 变换 ， 式 (1) 左边 的 9 不 变 , 但 
相似 变换 是 特殊 射影 变换 ， 因 而 经 过 它 , 式 (1) 右 边 的 交 
比 不 变 。 式 (1) 表达 了 两 个 不 变量 之 间 的 关系 。 

全 等 变换 的 另 一 个 基本 不 变量 是 距离 。 可 以 证 明 ， 
两 点 间 的 距离 也 可 以 通过 这 两 点 和 无 穷 远 圆 点 之 间 的 射 
影 关 系 表达 。 

式 (2) 则 可 以 看 作 无 穷 远 圆 点 卫 ，z 的 点 坐标 方程 ， 
以 五 ，F 为 中 心 的 线束 偶 的 线 坐 标 方程 是 刀 士 is 一 0， 
或 者 

地 十 地 一 0。 (3) 
这 是 一 个 退化 的 线 素 二 次 曲线 。 由 于 (2) 和 (3) 等 价 , 线 素 
二 次 曲线 (3) 或 点 偶 (2) 都 可 以 称 为 扩大 欧 氏 平面 〈 或 平 
面 欧 氏 几何 ) 的 绝对 形 。 

扩大 欧 氏 空间 的 绝对 形 在 扩大 网 氏 空 间 ， 一 切 球 

面 都 和 无 穷 远 平面 交 于 一 条 虚 迹 二 次 曲线 

ce: xzo=0=z3 十 z3 十 好 一 0， (4) 
称 为 无 穷 远 圆 ,而 经 过 co 的 一 切 二 次 曲面 都 是 球面 〈 包 
括 半径 等 于 零 的 点 球 )。 和 co 相交 的 非 无 穷 远 直线 叫做 
迷 向 直线 ,和 co 相 切 的 非 无 穷 远 平面 叫做 迷 向 平面 。 一 
切 迷 向 平面 以 及 无 穷 远 平面 构成 面 素 二 次 曲面 

WW 一 0。 (5) 

式 (5) 或 c。， 就 是 扩大 欧 氏 空间 (或 空间 欧 氏 几何 ) 的 绝 
对 形 。 把 绝对 形变 成 自己 的 一 切 空间 射影 变换 构成 空间 
相似 变换 群 。 空 间 全 等 变换 群 或 运动 群 是 空间 相似 变换 
群 的 子 群 。 

一 个 非 无 穷 远 实 平面 和 无 穷 远 圆 的 两 个 交点 就 是 该 
平面 上 的 无 穷 远 加 点 (该 平面 上 的 绝对 形 )。 于 是 根据 上 
节 所 说 ， 空 间 的 两 条 直线 间 的 角 和 两 点 间 的 距离 也 都 可 
以 依次 通过 这 两 条 直线 和 两 点 同 它们 同 绝对 形 (4) 或 (5) 
之 间 的 射影 关系 表达 。 

非 欧 空 间 的 绝对 形 ”两 种 非 歇 几何 以 及 闵 科 夫 斯 基 
几何 都 是 射影 几何 的 子 几何 ， 在 其 相应 的 空间 里 也 都 分 
别 有 其 绝对 形 。 

例如 椭圆 空间 ， 双 曲 空间 和 闵 科 夫 斯 基 空 间 的 绝对 
形 依次 是 3+xt++X3 寺 二 0， 一 Xx 二 XX 十 一 0 
和 za 一 好 十 好 一 好 一 0。 通 过 这 些 绝对 形 ， 可 以 分 别 把 
其 相应 几何 中 的 度量 性 质 赋予 射影 解释 。 

到 n 维 的 推广 一般 地 ,在 nn 维 射影 空间 Po 里 取 一 
个 二 次 超 曲面 2, 令 了 3 不 变 的 射影 变换 构成 P 里 射影 群 
的 一 个 子 群 ,. 这 个 子 群 以 及 属于 它 的 射影 几何 的 子 几何 
(《 见 埃 尔 期 根 纲 领 ) 都 被 了 完全 确定 ; 了 就 叫做 该 子 几何 
的 绝对 形 。 理 论 上 ,任意 图 形 (属于 该 子 几何 ) 的 性 质 都 决 
定 于 该 图 形 和 了 的 射影 关系 。 

进一步 的 推广 设 G 为 作用 于 空间 8 的 一 个 变换 
群 ，2 为 S 里 一 个 图 形 ， 变 换 群 G 中 令 了 3 不 变 的 一 切 变 


换 构成 G 的 一 个 子 群 G,， 2 就 是 那个 属于 G, 的 子 几何 
的 绝对 形 , 在 该 几何 中 ,图形 的 性 质 都 决定 于 卫 的 选择 。 

参考 书目 

孙 泽 沪 著 :< 近世 几何 学 ,高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1959。 
( 陈 驶 ) 

junshl yunchouxue 
军事 运筹 学 (military operations research) 
应 用 各 种 数学 方法 来 描述 与 分 析 军事 作战 及 有 关 行 动 ， 
寻求 最 优 决策 的 一 门 学 科 。 早 期 的 运筹 学 研究 就 是 从 解 
决 军事 问题 开始 的 。 

军事 运筹 学 之 有 赖 于 周密 计算 , 可 追溯 到 古代 兵法 。 
《十 一 家 注 孙 子 ' 计 篇 》 载 有 如 何 定 下 作战 决策 的 论点 ， 
“ 故 经 之 以 五 事 , 校 之 以 计 而 索 其 情 。 一 日 道 ,二 日 天 ,三 
日 地 ,四 日 将 ,五 日 法 "; 且 在 论述 周密 计算 与 胜 负 的 关系 
时 指出 ,“ 夫 未 战 而 店 算 胜 者 ,得 算 多 也 ,未 战 而 店 算 不 胜 
者 ,得 算 少 也 。 多 算 胜 , 少 算 不 胜 , 而 况 于 无 算 平 . 吾 以 此 
观 之 ， 胜 负 见 疾 。" 古 时 兴 师 作战 , 要 在 庙堂 举行 会 议 , 谋 
划 作 战 大 计 , 预测 战争 胜 负 , 称 为 店 算 。 但 是 ,这 种 计算 ， 
直到 20 世纪 才 随 着 数学 理论 的 进步 而 逐渐 发 展 成 为 军 
事 运 筹 学 。 为 了 估计 炮兵 射击 效果 ， 在 第 一 次 世界 大 战 
前 后 ， 曾 利用 古典 概率 论 的 方法 来 计算 炮弹 命中 目标 的 
可 能 性 ， 开 始 建立 起 火力 运用 理论 的 基础 。1917 一 1920 
年 ， 美 国 科学 家 T. A. 爱迪生 在 研制 军舰 防护 用 的 水 下 
听 音 器 的 过 程 中 ,根据 作战 数据 统计 分 析 的 结果 ,提出 商 
船 应 在 夜晚 通过 潜艇 活动 区 ， 而 在 白 县 进入 狭窄 航道 或 
港口 的 合理 建议 ,这 是 一 种 简单 的 战术 统计 模型 .与 爱 迪 
生 同 时 代 的 英国 工程 师 F. W. 兰 彻 斯 特 用 常 微 分 方程 组 
来 描述 作战 双方 的 兵力 消灭 过 程 。 这 是 一 个 粗粮 的 作战 
解析 模型 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 军 事 运筹 学 进入 了 
正式 形成 的 阶段 。 火 力 运 用 理论 , 经 A. H. 柯 尔 英 哥 洛 
夫 的 工作 ,完成 了 多 发 齐 射 毁 伤 目 标的 效果 计算 方法 有 
关 大 面积 杀伤 武 器 、 对 集群 目标 以 及 采取 不 同 瞄准 射击 
方式 等 射击 效果 问题 ,也 陆续 有 所 解决 .目标 搜索 的 理论 ， 
也 在 同一 时 期 出 现 。 这 时 期 研究 成 果 的 特点 是 密切 结合 
实战 。 例 如 ,雷达 探测 飞机 及 与 火炮 的 协调 、 商 船 安 装 防 
空 炮 ,深水 炸弹 攻击 潜艇 的 深度 、 护 航运 输 船 队 的 规模 、 
飞机 搜索 潜艇 的 策略 、 舰 船 防 空 的 转向 规则 、 飞 机 布雷 方 
式 , 航 空 队 的 友 炸 瞄准 和 弹 捉 长 度 等 战术 性 问题 ,都 是 典 
型 的 例子 ,在 P. M. 莫 尔 斯 和 G. E. 金 布尔 的 《运筹 学 方 
法 》 一 书 中 ， 有 系统 的 论述 。 自 20 世纪 50 年 代 以 来 , 军 
事 运 筹 学 在 发 展 原 有 分 支 的 基础 上 ， 重 点 转向 和 平时 期 
内 军事 装备 规划 ,后勤 物 资 管理 和 战略 决策 的 运筹 研究 ， 
兰 彻 斯 特 方程 、 军 事 对 策 在 电子 计算 机 上 进行 对 抗 模拟 
以 及 军事 指挥 控制 的 运筹 模型 等 的 研究 皆 受 到 重视 。 

军事 运筹 学 主要 从 事 解 决 下 列 四 类 问题 。 

第 一 ,军队 日 常 管理 。 如 何 保持 军队 人 员 、 武 器 装 
备 和 军需 物资 处 在 必要 的 战备 状态 且 又 节省 军费 开支 。 

第 二 ， 作 战 指挥 运筹 。 如 何 使 用 现 有 的 作战 人 员 和 
武器 装备 有 效 地 完成 单一 军 兵 种 的 、 联 合 军 兵 种 的 作战 


任务 ,以 及 战略 的 或 战术 的 武器 运用 等 。 

第 三 ， 武 器 装备 发 展 。 如 何 规 划 新 武器 的 类 型 、 性 
能 .运用 以 及 研制 生产 的 数量 、 装备 体制 等 , 陪 符 合 国防 
预算 又 满足 提高 部 队 战 斗 力 的 需要 。 

第 四 ， 国 防 战略 决策 。 如 何 根据 政治 、 经 济 和 国际 
局 势 的 变化 ， 制 订 国防 战略 方针 和 处 理 局 部 战争 的 应 急 
措施 。 从 20 世纪 70 年 代 以 来 ， 一 些 西 方 国家 中 出 现 了 
用 运筹 学 方法 解决 这 类 问题 的 动向 ,但 并 不 普遍。 

第 一 类 问题 与 一 般 社会 经 济 问题 十 分 相似 ， 大 多 以 
研究 经 济 效益 为 主要 特点 ， 可 用 运筹 学 的 一 般 方法 加 以 
解决 ， 而 且 也 易于 通过 实践 来 检验 其 经 济 效益 。 其 他 各 
类 问题 以 及 一 些 直 接 牵涉 作战 活动 的 后 勤 问 题 ， 都 以 作 
战 双 方 为 了 消灭 对 方 保存 自己 为 主要 特点 ， 仅 用 一 般 方 
法 难以 准确 描述 和 求解 。 下 面 以 两 个 典型 的 例子 进行 
说 明 。 

@ 装备 规划 “假设 以 "种 新 武器 来 建立 m 种 部 队 
(或 飞机 军舰 等 ) 以 完成 一 定 的 作战 任务 。 技 术 、 经 济 条 
件 决定 了 第 i 种 新 武器 的 生产 批量 为 N, 套 (i=1,2,…， 
m)。 设 每 支 第 j 种 部 队 装 备 第 i 种 新 武器 的 标准 数 为 
au, 且 在 执行 规定 作战 任务 中 预期 取得 的 平均 战果 (或 单 
位 投资 额 取得 的 平均 战果 ， 简 称 费用 -效果 比 ) 为 0 (j 一 
1,2,…sm), 问 如 何 确定 建立 第 j 种 部 队 的 数量 xy ( 非 负 
整数 ), 在 满足 约束 条 件 名 auxy<N, 下 ， 使 得 完成 规定 
的 作战 任务 的 总 平均 战果 c 最 大 。 其 中 c 取决 于 cy, zi 

@ 火力 分 配 假设 用 n 种 武器 射击 mn 个 ( 批 ) 目 标 ， 
以 完成 规定 的 作战 任务 。 第 i 种 武器 的 射 弹 发 数 〔 或 齐 
射 次 数 ) 限 制 为 Ni= 1,2,…vn)， 单 发 (或 齐 射 ) 弹 摧毁 
第 j 个 目标 的 概率 为 ps(j= 1,2,…,m)， 且 第 j 个 目标 
只 需 命中 1 发 弹 以 上 必 被 摧毁， 其 重要 性 系数 为 ， 问 
如 何 确定 第 i 种 武器 射击 第 j 个 目标 的 发 数 xw( 非 负 整 
数 )， 在 满足 约束 条 件 咏 ru<N, 下 ,使 得 总 的 平均 射击 
效果 c 最 大 。 在 独立 射击 情况 下 ， 其 中 

Cp 立 -pw 

这 两 个 问题 虽 已 化 为 数学 规划 ， 但 是 解决 问题 的 关 
键 还 在 于 模型 中 的 一 些 参数 ， 如 一 支部 队 装 备 新 武器 的 
标准 数 , 完 成 作战 任务 的 平均 战果 ,武器 摧毁 目标 的 概率 
等 。 确 定 这 些 参数 ,和 第 二 类 问题 一 样 ,都 属于 兰 彻 斯 特 
方程 、 火 力 运用 理论 ,搜索 论 .指挥 控制 模型 等 几 个 专门 
分 支 的 内 容 。 

兰 彻 斯 特 理论 “1954 年 经 J. HH. 恩格尔 利用 二 次 大 
战 中 美 、 日 军 在 琉 开 岛 战役 中 的 数据 进行 检验 ， 发 现 由 
兰 彻 斯 特 方程 算出 的 结果 与 实战 进程 十 分 吻合 ， 首 次 表 
定 了 该 方程 的 实践 意义 ， 从 此 未 步 形成 为 兰 彻 斯 特 战斗 
理论 。 

火力 运用 理论 除了 将 已 有 的 方法 推广 应 用 到 陆 海 
空军 中 各 类 常规 武器 的 射击 效果 分 析 之 外 , 随 着 远程 \ 高 
速 ,大 威力 武器 的 出 现 ， 建 立 了 多 层次 \ 同 类 或 异类 武器 
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射击 多 批 次 导弹 流 , 多 阶段 火力 支援 规划 ,多 级 指挥 的 集 
火 或 分 火 射击 ， 以 及 多 发 弹 瞄准 点 配置 等 问题 的 模型 和 
相应 的 算法 。 

搜索 论 研究 如 何 运用 能 供 使 用 的 探测 手段 寻找 位 
置 不 确定 的 目标 的 理论 与 方法 。 为 了 应 付 战 略 导弹 核 潜 
艇 危险 的 需要 ,解决 了 对 运动 目标 搜索 .布设 水 下 监听 站 
的 模型 和 相应 的 算法 。 

指挥 控制 模型 ”军事 运筹 学 的 新 兴 分 支 之 一 ， 起 源 
于 武器 的 射击 控制 。 从 20 世纪 40 年 代 以 来 ,利用 C.F. 
高 斯 的 最 小 二 来 法 和 维 纳 涉 波 已 经 成 功 地 解决 了 从 获取 
的 目标 信息 中 估计 运动 参数 和 未 来 位 置 的 问题 。 射 击 控 
制 的 实质 是 准确 及 时 地 控制 射 弹 飞 向 目标 并 炸 毁 目标。 
它 的 典型 描述 如 下 ， 假 设 射 弹 与 目标 之 间 的 相对 空间 状 
态 为 x(t)， 在 控制 策略 w(t) 的 作用 下 , 状态 变化 规律 为 
2#=f(xu)， 其 中 右 端 的 了 是 满足 适当 条 件 的 函数 ， 给 定 
初始 条 件 为 x() 一 za。 试 求 控制 策略 u(x(t)) 使 得 射 弹 
在 给 定 终止 时 间 了 的 空间 状态 误差 1xz(T)1* 最 小 , 或 
在 满足 终止 条 件 x(T)= 0 的 前 提 下 ,使 得 终止 时 间 了 最 
小 。 如 将 目标 本 身 控制 自己 的 运动 也 包括 在 内 ， 则 构成 
了 微分 对 策 。 上 述 问题 在 兵力 运用 上 的 推广 就 是 作战 指 


挥 控制 模型 。 
以 上 这 些 解析 方法 ， 虽 然 已 用 于 解决 许多 作战 分 析 


问题 ,而 且 还 在 继续 发 展 ， 但 是 对 于 作战 对 抗 性 .人 的 主 
观 能 动 性 和 信息 的 不 确定 性 等 复杂 因素 的 处 理 ， 常 常 因 
忽略 或 过 分 简化 而 得 不 到 满足 实用 要 求 的 解答 。 此 外 ， 
现代 武器 的 更 新 周期 甚 短 ,往往 未 经 实战 运用 即 被 淘汰 ， 
且 样 品 试验 也 因 费 用 昂贵 或 破坏 性 过 大 而 受到 节制 。 这 
些 都 造成 了 军事 运筹 模型 缺乏 真实 数据 的 困难 。20 世纪 
50 年 代 发 展 起 来 的 计算 机 模拟 , 在 一 定 程度 上 为 解决 这 
些 困难 提供 了 仿真 试验 手段。 

对 抗 模拟 中 可 以 引入 非常 多 的 作战 影响 因素 ， 甚 至 
直接 参与 人 的 因素 ,根据 预定 的 对 抗 规则 、 步 艰 和 大 量 试 
验 分 析 。 它 与 解析 模型 相 结合 ， 就 可 产生 具有 实用 意义 
的 近似 数据 结果 。 

近年 来 ， 中 国 的 一 些 军事 院 校 逐 步 开展 了 火力 运用 
理论 方面 的 教学 与 研究 工作 。 各 国防 工业 部 门 在 配合 军 
事 部 门 制定 装备 发 展 规划 、 选 择 新 武器 研制 方案 、 确 定性 
能 指挥 评价 鉴定 试验 等 方面 ,推广 了 军事 运筹 学 的 研究 
和 应 用 。 

参考 书目 
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卡尔 达 诺 , G.。 (Girolamo Cardano 1501~ 
1576) 又 译 卡 当 ， 意 大 利 医 生 、 数 学 家 、 占 星 术 家 。 
1501 年 9 月 24 日 生 于 意大利 帕 维 亚 ,1576 年 9 月 21 日 
卒 于 罗马 。 初 学 医 于 帕 维 亚 及 
帕 多 瓦 ,1526 年 取得 医学 学 位 。 
以 后 在 米兰 、 博 洛 尼 亚 等 地 行 
医 ， 不 久 便 闻 名 全 欧洲 。 他 在 
数学 方面 也 有 很 高 的 造 误 ， 
1539 年 出 版 两 本 算术 书 , 这 是 
他 历年 的 教学 总 结 。 这 一 
向 N, 塔 尔 塔 利 亚 求教 
程 的 解法 ,并 立 下 折 
密 ,可 是 他 没有 朵 守 诺言 ,1545 . 
年 出 版 《< 大 术 》(Ars Magna) 一 书 ， 将 三 次 方程 解法 公庄 
社会 。 这 激怒 了 塔 尔 塔 利 亚 ， 导 致 一 场 争吵 ， 结 果 不 欢 
而 散 。 后 来 三 次 方程 求 根 公式 叫做 卡尔 达 诺 公式 ， 而 塔 
尔 塔 利 亚 之 名 反而 淹没 无 闻 。 不 过 《大 本》 并非 完 全 抄袭 
之 作 ， 其 中 包含 许多 卡尔 达 诺 独特 的 创造 。 例 如 ， 他 最 
早 认真 地 讨论 虚数 ,给 出 表示 虚数 的 符号 和 运算 法 则 , 虽 
然 他 自己 也 怀疑 这 种 运算 的 合法 性 ,他 对 代数 方程 论 ( 包 
括 三 次 方程 ) 的 研究 也 有 重要 的 推进 。 
卡尔 达 诺 行为 怪异 ， 性 好 赌博 。 他 根据 多 年 经 验 写 
成 《 论 赌博 》, 提 出 系统 的 概率 计算 , 早 于 B. 由 斯 卡 、P. de 
费 马 一 个 世纪 ， 可 惜 发 表 很 晚 (1663)。 他 还 有 大 量 的 医 
学 ,物理 ,哲学 、 宗 教 .音乐 等 方面 的 文章 。1562 年 他 任 博 
洛 尼 亚 大 学 教授 ,1570 年 被 控告 有 散布 异端 绪 说 等 罪行 ， 
被 捕 入 狱 ,不 久 获释 ， 但 失去 学 校 职位 和 出 版 权利 ,最 后 
写成 自传 《我 的 生平 X1576， 英 译本 1931 年 出 版 ), 回 顾 
坎坷 的 一 生 。 
参考 书目 

P.L. Rose,The Ttalian Renaissance of Mathematics, Lib- 
rairie Droz, Genéve, 1975. 

D. 1. Struik, A Source Book in Mathematics 1200~1800, 
Harvard Univ. Press, Cambridge, 1969. 


W. W.R. Ball, A Short Account of the History of Mo- 
thematics, Dover, New York, 1908. 
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卡拉 西 奥 多 里 ,C. (Constantin Carathedory 
1873~1950) 。 .数学 家 。 和 希腊 族 人 。1873 年 9 月 .13 
日 生 于 柏林 ,1950 年 2 月 2 日 卒 于 慕尼黑 。1875 年 随 父 
到 比利时 ,1891 一 1895 年 在 比利时 军事 学 校 学 习 。 毕 业 
后 被 英 政府 聘 为 艾 斯 尤 特 水 坝 助理 工程 师 。1900 年 到 柏 
林学 习 数学 ，1902 年 到 格 丁 根 ,在 HH. 闵 科 夫 斯 基 指 导 下 


于 1904 年 取得 博士 学 位 。 后 在 格 丁 根 、 波 思 、 汉 诺 威 、 布 
雷 斯 劳 、 柏 林 等 地 任教 。1920 年 被 希腊 政府 召回 到 士 麦 
那 筹建 大 学 。1922 年 士 麦 那 被 
土耳其 人 焚毁 ， 他 领导 将 学 校 
图 书馆 移 至 雅典 ， 并 在 雅典 大 
学 任教 。1924 年 应 邀 到 幕 尼 黑 
大 学 接替 C. L. F. von 林 德 曼 
任教 授 。 

卡拉 西 奥 多 里 在 数学 上 有 
多 方面 的 贡献 。 他 发 展 了 变 分 
法 ， 把 光滑 曲线 的 理论 推广 到 
有 角 曲 线 上 ， 特 别提 出 解 曲线 
场 的 概念 他 重新 研究 变 分 法 与 一 阶 偏 微分 方程 的 关系 ， 
并 应 用 于 解 拉 格 良 日 问题 。 在 函数 论 方面 ， 研 究 函数 值 
分 布 论 ， 简 化 了 在 单位 圆 上 单 连通 域 的 保 形变 换 的 主要 
定理 ,给 出 了 边界 对 应 的 理论 。 在 测度 论 方面 ,进行 了 公 
理化 研究 ， 所 提出 的 测度 扩张 方法 被 大 学 教科 书 普遍 采 
用 。 此 外 ， 对 热力 学 公理 化 和 狭义 相对 论 也 有 贡献 。 他 
的 论文 收集 于 《数学 全 集 》(1954 一 1957,5 卷 ) 中 。 

( 胡 作 去 ) 


Kawaliell 
卡 瓦 列 里 ，(F.) B。 (Francesco Bonaventura 
Cavalieri 1598 一 1647) 意大利 数学 家 ,积分 学 
先驱 者 之 一 。1598 年 生 于 米兰 ,1647 年 11 月 30 日 座 于 
博洛尼亚 。 幼 年 时 即 加 入 宗教 团体 ,1616 年 转 至 比萨 的 
修道 院 ， 在 那里 幸运 地 遇 到 一 位 曾经 和 科学 家 伽利略 一 
起 研习 过 数学 的 僧侣 B. 卡 斯 
泰利 , 那 时 他 在 比萨 讲授 数学 。 
在 他 的 启发 下 ， 卡 瓦 列 里 对 几 
何 大 感 兴趣 ， 潜 心 学 习 欧 几 里 
得 、 阿 基 米 傣 、 帕 普 斯 等 人 的 
著作 ， 有 了 时 还 代 营 老师 在 比 艾 
大 学 讲课 。 卡 斯 泰利 介绍 他 认 
识 伽利略 。 在 交往 中 卡 瓦 列 里 
睛 受 教 益 。 他 自称 是 伽利略 的 
学 生 。 

1620 年 ， 他 到 米兰 圣 吉 罗 拉 莫 修 道 院 讲授 神学 ， 以 
渊博 的 知识 得 到 好 评 。1623 一 1629 年 间 , 在 洛 迪 和 帕 尔 
马 等 地 担任 修道 院 院 长 。 他 希望 在 大 学 里 取得 一 个 数学 
教 席 。 后 来 几经 周折 ， 在 伽利略 的 大 力 推荐 下 终于 如 愿 
以 偿 。 从 1629 年 起 任 博洛尼亚 大 学 数学 教授 直到 去 世 。 

卡 瓦 列 里 最 大 的 贡献 是 建立 了 不 可 分 原理 ， 它 是 以 
下 面 的 主张 为 基础 的 :一 条 线 由 无 穷 多 个 点 构成 ,一 个 面 
由 无 穷 多 条 线 构成 ， 一 个 立体 由 无 穷 多 个 面 构成 。 构 成 
的 元 素 分 别称 为 线 \ 面 \ 体 的 不 可 分 量 。 这 种 思想 深 受 丁 
开 普 勤 的 影响 , 是 古 希 腊 欧 多 克 这 斯 的 “ 穷 疯 法 "到 工 牛 
上 领 \G. W. 菜 布 尼 英 微 积分 的 过 滤 。 依 靠 这 个 原理 ,他 求 
得 相当 于 曲线 y=x* 下 的 面积 ,解决 了 很 多 现在 可 以 用 
更 严密 的 积分 法 解决 的 问题 。“ 不 可 分 "的 思想 萌芽 于 
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1620 年 ; 到 1629 年 已 来 成 熟 ， 写 成 《用 新 方法 促进 的 连 
续 不 可 分 几何 学 # 一 书 。 由 于 伽利略 也 计划 写 同类 的 书 ， 
出 于 对 伽利略 的 尊敬 ,直到 1635 年 才 正 式 出 版 。 书 中 还 
提出 了 后 来 以 他 的 名 字 命名 的 卡 瓦 列 里 原理 ， 二 同 高 的 
立体 ,如 果 在 等 高 处 的 截面 积 恒 相 等 ， 则 体积 相等 ;如 截 
面积 成 定 比 ， 则 体积 之 比 等 于 截面 积 之 比 。 这 原理 对 平 
面 图 形 也 适用 ,只 需 将 体积 改 成 面积 ,而 截面 积 改 成 截 线 
长 。 中 国 祖 咕 ( 另 一 说 为 祖冲之 ) 也 提出 同样 的 原理 ,等 
势 既 同 , 则 积 不 容 异 ", 早 于 卡 瓦 列 里 1100 年 以 上 。 

不 可 分 原理 在 逻辑 上 有 欠缺 ， 最 初 受到 瑞士 数学 家 
了 . 古 尔 丁 的 猛烈 择 击 。 作 为 答复 , 卡 瓦 列 里 写 了 《六 个 几 
何 问题 》(1647)， 重 新 改造 了 不 可 分 原理 。 这 最 后 的 形 
式 为 17 世纪 许多 数学 家 采用 ， 直 到 18 世纪 才 被 积分 学 
取代 。 

卡 瓦 列 里 是 最 早 认识 对 数 价值 的 人 之 一 ,他 在 《天 体 
测量 指导 书 》(1632) 中 介绍 并 使 用 了 对 数 。 其 他 的 著作 
有 《 取 火 镜 、 圆 锥 曲线 论 》(1632) ，《 平 面 .球面 、 线 性 与 对 
数 三 角 学 1643) 等 。 

参考 书目 
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C. H. Edwards, The Historical Development of the 
Calculus, Springer-Verlag, Berlin, 1979. 


( 梁 宗 巨 ) 


Koxl 

卡 西 (al-Kashi ?~1429) 中 世纪 晚期 阿拉 
伯 数 学 家 、 天 文学 家 。 生 于 卡 着 (位 于 伊朗 德黑兰 和 伊 
斯 法 军 之 间 ), 1429 年 去 世 ( 另 一 说 为 1436 年 )。 早 年 曾 
历经 贫困 和 流浪 生活 。 曾 在 元 鲁 伯 创 建 的 撤 马尔 军 天 文 
台 ( 现 在 苏联 乌兹别克 共和 国 ) 主 持 工作 ， 并 协助 元 鲁 伯 
编制 了 著名 的 《天 和 鲁 伯 星 表 ?。 这 是 继 托 勤 密 星 表 之 后 最 
为 精密 的 中 世纪 星 表 ， 对 其 后 的 欧洲 星 表 影 响 颇 大 。 卡 
西 的 数学 成 就 ,主要 表现 在 他 所 著 的 《算术 之 铀 》、《 加 周 
论 》、《 弦 与 正弦 之 书 》 等 书 之 中 。《 算 术 之 钥 》 共 5 卷 38 
章 , 书 中 10 进 制 与 60 进 制 并 用 ,叙述 了 整数 ,分 数 的 四 
则 运算 ， 还 有 开 方 开 立 方 、 开 高 次 方 “ 方 程 ”、 虱 不 足 算 
法 、“ 百 鸡 术 " 以 及 各 种 面积 计算 等 。《 圆 周 论 》 中 的 国 周 
此 ,是 由 圆 内 接 正四 边 形 算 起 ,依次 使 边 数 加 倍 ， 准 确 到 
小 数 点 后 16 位 ,打破 了 祖冲之 (429 一 500) 保 持 了 近 干 年 
的 7 位 小 数 准确 的 记录 。《 弦 与 正弦 之 书 》? 给 出 了 间隔 为 
1° 的 正弦 函数 表 (准确 至 10 位 数字 )。 此 外 ， 卡 西 还 有 


多 种 天 文学 著作 传世 。 《柱石 然 ) 
Kollal 
凯 莱 ,A。 (Arthur Cayley 1821~1895) 


英国 数学 家 。 在 形成 英国 纯粹 数学 的 近代 学 派 中 起 领头 
作用 。1821 年 8 月 16 日 生 于 萨 里 郡 里 士 满 ,1895 年 1 月 
26 日 座 于 剑桥 。1839 年 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 ,1842 
年 毕业 ,后 在 三 一 学 院 得 到 三 年 任 聘 ,开始 了 毕生 从 事 的 
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数学 研究 。 因 未 继续 受 牙 ,又 不 愿 担 任 圣 职 ( 这 是 当时 继 
续 在 剑桥 的 数学 生涯 的 一 个 必要 条 件 )， 于 1846 年 入 林 
肯 法 律 协会 学 习 并 于 1849 年 
成 为 律师 ,以 后 14 年 他 以 律师 
为 职业 ,同时 继续 数学 研究 。 因 
大 学 法 规 的 变化 , 1863 年 被 任 
为 剑桥 大 学 纯粹 数学 的 第 一 个 
萨 德勤 教授 ,直至 逝世 。 

凯 莱 是 极 丰产 的 数学 家 ， 
在 数学 、 理 论 力学 、 天 文学 方 
面 发 表 了 近 于 篇 论文 ， 他 的 数 
学 论文 几乎 涉及 纯粹 数学 的 所 
有 领域 ， 收 集 在 共有 14 卷 的 《 凯 莱 数 学 论文 集 X(1889 一 
1898) 中 ,并 著 有 《椭圆 函数 专 论 》X(1876 ) 一 书 。 

他 最 主要 的 贡献 是 与 J. 西 尔 维 斯 特 一 起 ,创立 了 
代数 型 的 理论 ,共同 奠定 了 关于 代数 不 变量 理论 的 基础 。 
他 是 矩阵 论 的 创立 者 。 他 对 几何 学 的 统一 研究 也 作 了 重 
要 的 贡献 。 

凯 莱 在 劝说 剑桥 大 学 接受 女 学 生 中 起 了 很 大 的 作 
用 。 他 一 生 中 得 到 过 他 那个 时 代 的 一 个 科学 家 可 能 得 到 
的 每 一 个 重要 荣誉 。 他 得 到 过 牛津 .爱丁堡 \ 格 丁 根 等 七 
个 大 学 的 荣誉 学 位 ,被 选 为 许多 国家 的 研究 院 、 科 学 院 的 
院士 或 外 国 通讯 院士 , 1883 年 接受 了 伦敦 皇家 学 会 的 科 
普 利 助 章 。 他 曾 任 剑桥 哲学 会 ,伦敦 数学 会 .皇家 天 文学 
会 的 会 长 。 ( 戴 宗 色 ) 


Kantuoluowelql 
坎 托 罗维奇 ， 用 ，B. (JJeoHan BuranpeBuy 
Kanroposny 1912~ ) 苏联 数学 家 、 经 济 学 
家 。1912 年 1 月 19 日 生 。1930 年 毕业 于 列宁 格 勒 大 学 
物理 数学 系 , 1934 年 任 该 校 教授 。 他 是 现代 计算 数学 理 
论 的 创始 人 之 一 。 早 在 30 年 代 初 即 从 事 函 数 构造 论 和 近 
似 分 析 方法 研究 ,后 又 将 泛 函 分 析 观点 用 于 计算 方法 , 创 
立 了 一 种 近似 计算 理论 ， 人 称 “牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 ”。 
1939 年 发 表 《 组 织 和 计划 生产 的 数学 方法 》, 为 线性 规划 
理论 疯 定 了 基础 。1957 年 起 在 苏联 科学 院 西伯 利 亚 分 部 
领导 数学 经 济 学 研究 ， 任 数学 研究 所 的 数学 -经 济 分 所 
副 所 长 。1958 年 成 为 苏联 科学 院 通讯 院士 ,1964 年 为 院 
士 。1971 年 起 , 坎 托 罗维奇 回 莫斯科 领导 国民 经 济 管理 
学 院 的 一 个 研究 室 。 此 后 ， 他 在 苏联 国家 经 济 部 门 任 多 
种 职务 。1975 年 因 资源 配置 理论 研究 与 美国 经 济 学 家 柯 
普 盟 共 获 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 

他 的 经 济 学 论文 收集 在 《最 优化 规划 论文 集 》( 中 译 


本 ,1984) 一 书 中 。 ( 张 黄 窗 ) 
Kongtuo’er 
康 托 尔 ,G. (F. P.) (Georg Ferdinand Philip 


Cantor 1845 一 1918) 德国 数学 家 ， 集 合 论 的 创 
始 者 。 1845 年 3 月 3 日 生 于 圣彼得堡 ( 今 苏联 列宁 格 


勤 )，1918 年 1 月 6 日 病逝 于 哈雷 。 其 父 为 迁居 俄国 的 
丹麦 商人 。 康 托 尔 11 岁 时 移居 德国 ,在 德国 读 中 学 。1862 
年 17 岁 时 入 瑞士 苏黎世 大 学 , 翌年 转 入 柏林 大 学 , 主 修 
数学 , 从 学 于 EE. E. 库 跃 尔 、 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 和 工 . 克 罗 
内 克 。1866 年 曾 去 格 丁 根 学 习 一 学 期 .1867 年 在 库 默 尔 
指导 下 以 数论 方面 的 论文 获 博士 学 位 。1869 年 在 哈雷 大 
学 通过 讲师 资格 考试 , 后 即 在 该 大 学 任 讲师 ，1872 年 任 
副教授 , 1879 年 任教 授 。 

大 学 期 间 康 托 尔 主 修 数 
论 , 但 受 外 尔 斯 特 拉 斯 的 影响 ， 

对 数学 推导 的 严格 性 和 数学 分 

析 感 兴趣 。 哈 雷 大 学 教授 H.E. 

海 涅 鼓励 他 研究 函数 论 。 他 于 

1870、1871、1872 年 发 表 三 篇 

关于 三 角 级 数 的 论文 。 在 1872 

年 的 论文 中 提出 了 以 基本 序列 

( 即 柯 西 序列 ) 定 义 无 理 数 的 实 

数理 论 ， 并 初步 提出 以 高 阶 导出 集 的 性 质 作 为 对 无 穷 集 
合 的 分 类 准则 。 函 数论 研究 引起 他 进一步 探索 无 穷 集 和 
超 穷 序数 的 兴趣 和 要 求 。 

1872 年 康 托 尔 在 瑞士 结识 了 R. 曲 他 人 金 ， 此 后 时 常 
往来 并 通信 讨论 。1873 年 他 估计 ， 虽然 全 体 正 有 理 数 可 
以 和 正 整 数 建立 一 一 对 应 ， 但 全 体 正 实数 似乎 不 能 。 他 
在 1874 年 的 论文 《关于 一 切实 代数 数 的 一 个 性 质 》 中 证 
明了 他 的 估计 ，- 并 且 指出 一 切实 代数 数 和 正 整数 可 以 建 
立 一 一 对 应 ,这 就 证 明了 超越 数 是 存在 的 而 且 有 无 穷 多 。 
在 这 篇 论文 中 ， 他 用 一 一 对 应 关系 作为 对 无 穷 集合 分 类 
的 准则 。 

在 整数 和 实数 两 个 不 同 的 无 穷 集合 之 外 ， 是 否 还 有 
更 大 的 无 穷 ? 从 1874 年 初 起 , 康 托 尔 开始 考虑 面 上 的 点 
集 和 线 上 的 点 集 有 无 一 一 对 应 。 经 过 三 年 多 的 探索 ,1877 
年 他 证 明了 mm 维 形体 的 点 和 线 上 的 点 可 以 有 一 一 对 应 。 
他 说 ,“ 我 见 到 了 ,但 我 不 相信 。” 这 似乎 抹 笋 了 维 数 的 区 
别 。 论 文 于 1878 年 发 表 后 引起 了 很 大 的 怀疑 .P.D. G. 杜 
布 拟 - 雷 荣 和 克 罗 内 克 都 反对 ， 而 戴 德 金 早 在 1877 年 7 
月 就 看 到 ， 不 同 维 数 空间 的 点 可 以 建立 不 连续 的 一 一 对 
应 关系 ,而 不 能 有 连续 的 一 一 对 应 。 此 问题 直到 1910 年 
才 由 L. EE. J 布 劳 成 尔 给 出 证 明 。 

康 托 尔 在 1878 年 这 篇 论文 里 已 明确 提出 “ 势 "的 概 
念 (又 称 为 基数 ) 并 且 用 “与 自身 的 真子 集 有 一 一 对 应 " 作 
为 无 穷 集 的 特征 。 

康 托 尔 认为 ， 建 立 集合 论 重要 的 是 把 数 的 概念 从 有 
穷 数 扩充 到 无 穷 数 。 他 在 1879 一 1884 年 发 表 的 题 为 《 关 
于 无 穷 线性 点 集 》 论 文 6 篇 ,其 中 5 篇 的 内 容 大 部 分 为 点 
集 论 ,而 第 5 篇 很 长 ,此 篇 论述 序 关 系 ,提出 了 良 序 集 ` 序 
数 及 数 类 的 概念 。 他 定义 了 一 个 比 一 个 大 的 超 穷 序数 和 
超 穷 基 数 的 无 穷 序 列 ， 并 对 无 穷 问 题 作 了 不 少 的 哲学 讨 
论 。 在 此 文中 他 还 提出 了 良 序 定理 〈 每 一 集合 都 能 被 良 
序 ), 但 未 给 出 证 明 。 


在 1891 年 发 表 的 《集合 论 的 一 个 根本 问题 ?里 ,他 证 
明了 一 集合 的 竺 集 的 基数 较 原 集合 的 基数 大 ,由 此 可 知 ， 
没有 包含 一 切 集 合 的 集合 。 他 在 1878 年 论文 中 曾 将 连续 
统 假设 作为 一 个 估计 提出 ,其 后 在 1883 年 论文 里 说 即将 
有 一 严格 证 明 ,但 他 始终 未 能 给 出 。 

19 世纪 70 年 代 许 多 数学 家 只 承认 , 有 穷 事物 的 发 
展 过 程 是 无 穷尽 的 ,无 穷 只 是 潜在 的 ,是 就 发 展 说 的 。 他 
们 不 承认 已 经 完成 的 ,客观 存在 着 的 无 穷 整体 ,例如 集合 
论 里 的 各 种 超 穷 集合 。 康 托 尔 集合 论 肯定 了 作为 完成 整 
体 的 实 无 穷 ， 从 而 遭 到 了 一 些 数学 家 和 哲学 家 的 批评 与 
攻击 ,特别 是 克 罗 内 克 。 康 托 尔 曾 在 1883 年 的 论文 和 以 后 
的 哲学 论文 里 对 于 无 穷 问题 作 了 详尽 的 讨论 。 另 一 方面 ， 
康 托 尔 创建 集合 论 的 工作 开始 时 就 得 到 戴 德 金 、 外 尔 斯 
特 拉 斯 和 D. 禹 尔 伯 特 的 鼓励 和 赞扬 。20 世纪 以 来 集合 
论 不 断 发 展 ,已 成 为 数学 的 基础 理论 。 

他 的 著作 有 :《G. 康 托 尔 全 集 》1 卷 及 《 康 托 尔 - 戴 德 
金 通信 集 》 等 。 ( 王 完 约 ) 


Kongtuo'er 

康 托 尔 , M. B. (Moritz Benedikt Cantor 
1829~1920) 德国 数学 史家 。1829 年 8 月 23 日 
生 于 德国 曼 海 姆 , 1920 年 4 月 10 日 卒 于 海德 堡 。1848 
年 入 海德 保 大 学 。1849~1851 
年 到 格 丁 根 在 C. F. 高 斯 等 人 
的 指导 下 工作 。 1853 年 任 海德 
堡 大 学 讲师 ，1863 年 任教 授 。 
他 是 《数理 化 评论 )(1856 一 
1860)、《 数 学 物理 杂志 》(1860 
起 ) 和 《数学 史 论 文集 X1877 一 
1899) 的 编辑 ,他 最 重要 的 著作 
是 4 卷 本 的 《数学 史 讲 义 》， 第 
1、2、3 卷 分 别 在 1880、1892、 
1894 一 1896 年 出 版 , 第 4 卷 是 在 康 托 尔 的 指导 下 由 9 人 
在 1908 年 完成 的 。 这 部 书 英 定 了 数学 史 这 门 学科 的 基 
础 , 很 有 参考 价值 。 此 外 ,他 还 有 《数学 对 人 类 文化 生活 
的 贡献 X1863) 等 著作 。 ( 果 宗 巨 ) 


Ke'ermogeluofu 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 ，A. H。 (Annpe Hukonaesuy 
Konxxuoropos 1903~ ) 苏联 数学 家 。1903 
年 4 月 25 日 生 于 中 亚 的 顿 巴 夫 ，1920 年 入 莫斯科 大 学 
学 习 ， 19 岁 从 师 H. HH. 户 津 时 就 构造 了 一 个 勒 贝 格 可 积 
函数 ， 其 伟 里 叶 级 数 几 乎 处 处 发 散 ， 这 对 解决 卢 津 问题 
作出 了 重大 贡献 。1931 年 任 莫斯科 大 学 教授 , 1933 年 任 
该 校 数 学 所 所 长 ，1939 年 起 任 苏联 科学 院 院士 。 他 对 开 
创 现代 数学 的 一 系列 重要 分 支 作出 了 重大 贡献 。 

柯 尔 莫 哥 阁 夫 建 立 了 在 测度 论 基础 上 的 概率 论 公理 
系统 , 莫 定 了 近代 概率 论 的 基础 ,他 也 是 随机 过 程 论 的 葛 
基 人 之 一 ,其 工作 包括 : 20 年 代 关于 强大 数 律 、 重 对 数 律 
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的 基本 工作 ; 1933 年 在 k 概 率 论 的 基本 概念 》 一 文中 提出 
的 概率 论 公理 系统 ; 30 年 代 建立 的 马尔 可 夫 过 程 的 两 个 
基本 方程 ; 用 希 尔 伯 特 空间 的 几何 理论 建立 弱 平稳 序列 
的 线性 理论 ; 40 年 代 完 成 独立 和 的 弱 极限 理论 ， 经 验 分 
布 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 统 计量 等 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 动力 系统 
中 开创 了 关于 哈密 顿 系统 的 微 
扰 理 论 与 K( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 系 
统 遍历 理论 。 他 把 经 典 力学 与 
信息 论 结合 起 来 ,在 50 年 代 解 
决 了 非 对 称 重 刚体 高 速 旋 转 的 
稳定 性 和 磁力 线 曲 面 的 稳定 
性 ,在 他 的 工作 的 基础 上 B. HH. 
阿 诺 尔 德 和 了 本 K. 莫 译 完成 了 
以 他 们 三 大 名 字 的 字 首 命名 的 KAM 理论 。 他 在 动力 系 
统 与 遍历 理论 中 引进 的 K 粹 ， 对 具有 强 随 机 性 动力 系统 
的 内 部 不 稳定 性 问题 的 分 析 起 了 重要 作用 。 

50 年 代 中 期 ， 他 开创 了 研究 函数 特性 的 信息 论 方 
法 ,他 对 距离 空间 的 集合 引进 了 。 粹 ,他 的 工作 及 随后 阿 
诺尔 德 的 工作 解决 并 深化 了 和 希 尔 伯 特 第 13 问题 (用 较 少 
变量 的 函数 表示 较 多 变量 的 函 数 )。60 年 代 以 后 他 又 创 
立 了 信息 算法 理论 。1980 年 由 于 他 在 调和 分 析 、 概 率 论 、 
遍历 理论 及 动力 系统 方面 出 色 的 工作 获 活 尔 夫 奖 。 

此 外 他 在 信息 论 \ 数 理 逻 辑 算法 论 、 解 析 集合 论 、 满 
流 力学 、 测 度 论 .拓扑 学 等 领域 都 有 重大 贡献 。 

他 的 工作 在 数学 的 一 系列 领域 中 ,提供 了 新 方法 , 开 
创 了 新 方向 ,揭示 了 不 同 数学 领域 间 的 联系 ,并 广泛 深入 
地 提供 了 它们 在 物理 、 化 学 、 生 物 、 工 程控 制 理论 .计算 
机 等 各 学 科 的 应 用 前 景 。 

他 十 分 重视 数学 教育 ， 在 他 的 指引 下 大 批 数学 家 在 
不 同 领 域内 取得 了 重大 成 就 ， 其 中 包括 HH. M. 一 尔 范 
扰 ，B. H. 阿 诺 尔 德 , 史 . 工 . 西奈 依 等 人 。 同 时 ， 他 也 非 
常 重视 基础 教育 ， 甚 至 还 领导 了 中 学 数学 教科 书 的 编写 
工作 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 是 20 世 纪 最 有 影响 的 苏联 数学 家 。 还 
是 美 ,法 、 意 , 荷 、 英 、 联邦 德国 等 国 的 院士 或 皇家 学 会 会 
员 ， 列宁 助 章 的 获得 者 。 《( 旨 光 书 ) 


Kewallefusikoya 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 , C. B. (Codba BacunbenHa 
Kosanesckag 1850~1891) ”俄国 女 数学 家 。 
1850 年 1 月 15 日 生 于 莫斯科 ,1891 年 2 月 10 日 卒 于 斯 
德 哥 尔 摩 。 她 出 身 于 一 个 贵族 家 庭 , 自 幼 陪 慧 好 学 , 尤 在 
数学 上 表现 出 天 才 。 为 了 摆脱 封建 家 庭 并 争 得 受 高 等 教 
育 的 权利 ，1868 年 她 以 假 结婚 的 方式 与 古生物 学 家 奥 - 
乌 . 柯 瓦 列 夫 斯 基 同 去 德国 海德 堡 大 学 留学 ， 后 正式 结 
婚 。1870 年 到 柏林 ,但 当时 柏林 大 学 不 许 女 生 听 课 ,K. 外 
尔 斯 特 拉 斯 只 好 单独 为 她 授课 达 四 年 之 久 。1874 年 她 完 
成 关于 偏 微 分 方程 阿 贝 尔 积分 和 土星 光环 的 三 篇 论文 ， 
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获 格 丁 根 大 学 博士 学 位 。 当 年 秋 与 丈夫 一 道 回国 ， 因 俄 
国 仍 歧 视 妇 女 而 得 不 到 工作 机 
会 。1883 年 秋 再 度 出 国 ,在 数学 
家 M. G. 米 塔 - 列 夫 勒 帮 助 下 
被 聘 为 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 大 学 讲 
师 ,1889 年 成 为 该 校 终身 教授 。 
1888 年 她 因 解决 了 刚体 绕 定点 
转动 的 一 般 情 形 的 问题 而 获 法 
国 科 学 院 的 博 尔 丹 奖 及 瑞典 科 
学 院 奖金 。1889 年 成 为 彼得 堡 
科学 院 第 一 位 女 通讯 院士 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 主要 贡献 是 继 售 .-L, 柯 西 之 后 研 
究 了 偏 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 问题 ， 给 出 了 更 一 般 的 
结果 , 现 称 为 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 婚 定理 。 这 个 定理 还 被 
推广 到 偏 微分 方程 组 的 情形 。 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 并 还 创作 过 《为 幸福 而 斗争 ?等 文学 作 
品 , 并 为 妇女 的 解放 作出 过 贡献 。 《 郭 书 春 ) 


Kexl 

柯 西 ,A.-L. (Augustin-Louis Cauchy 1789~ 
1857) 法 国 数学 家 。1789 年 8 月 21 日 生 于 巴黎 ， 
1857 年 5 月 23 日 卒 于 巴黎 附近 的 索 镇 。 他 出 身 于 高 级 
官员 家 庭 ， 其 父 曾 任 法 国 参议 
院 秘书 长 ， 从 小 受过 良好 的 教 
育 。 在 孩提 时 期 ， 他 就 接触 到 
卫 .-S. 拉 普 拉 斯 、J.-L. 拉 格 其 
日 这 样 一 些 大 数学 家 。1805 年 
入 巴黎 综合 工科 学 校 , 1807 年 
就 读 于 道路 桥梁 工程 学 校 ， 
1809 年 成 为 工程 师 , 随后 在 运 
河 、 桥 染 、 海 港 等 工程 部 门 工 
作 。1813 年 回 到 巴黎 , 任教 于 
巴黎 综合 工科 学 校 。 由 于 他 在 数学 和 数学 物理 方面 的 杰 
出 成 就 ,1816 年 取得 教授 职位 ,同年 ,被 任命 为 法 国 科学 
院 院士 。 此 外 ， 他 还 占有 巴黎 大 学 理学 院 和 法 兰 西学 院 
的 教授 席位 。 

1830 年 ， 波 旁 王朝 被 推翻 , 柯 西 拒绝 宣 暂 效忠 新 的 
国王 ,因此 失去 了 所 有 的 职位 。 他 自行 出 走 , 先 到 瑞士 的 
弗 里 堡 ,后 被 前 国王 召 到 布拉格 ,协助 宫廷 教育 ,1838 年 
回 到 巴黎 ,继任 巴黎 综合 工科 学 校 教授 ,并 恢复 了 在 科学 
院 的 活动 。1848 年 任 巴黎 大 学 教授 。 

柯 西 早 在 1811 年 就 解决 了 拉 格 朗 日 向 他 提出 的 一 
个 问题 : 凸 多 面体 的 角 是 否 被 它 的 面 所 决定 ? 柯 西 作 了 肯 
定 的 回答 ， 这 一 直 是 几何 学 中 的 一 个 精彩 的 结果 。1812 
年 ,他 证 明了 P. de 费 马 提出 的 猜想 , 任意 正 整数 都 是 
个 n 角 数 之 和 。 然 而 ， 他 一 生 中 最 重要 的 数学 贡献 却 在 
另外 三 个 领域 : 微 积分 学 、 复 变 函 数 和 微分 方程 。 

19 世纪 初 ， 微 积分 学 是 不 严格 的 。 当 时 流行 的 看 法 
是 ,对 实数 为 真 的 合 题 对 复数 也 为 真 ; 对 有 限量 为 真 , 对 


如 


无 穷 小 也 为 真 ; 对 收敛 级 数 为 真 ,对 一 般 级 数 也 为 真 。 柯 
西 拒绝 这 种 所 谓 “ 代 数 化 "的 假设 。 他 率先 定义 了 级 数 的 
收敛 ,绝对 收敛 、 序 列 和 函数 的 极限 ,并 形成 了 一 系列 的 
判断 准则 。 特 别 是 发 现 了 判断 收敛 性 的 柯 西 准则 。 他 定 


义 了 上 ,下 极限 ,并 证 明了 (1+ 二) 的 收敛 性 。 他 最 先 使 


用 极限 符号 。 柯 西 还 建立 了 连续 函数 的 概念 ,并 强调 微 商 
是 一 个 极限 。 他 用 和 的 极限 给 定 积分 下 了 第 一 个 合适 的 
定义 ,并 研究 了 奇异 积分 。 同 时 ,他 亲自 计算 出 许多 经 典 
的 积分 。 柯 西 经 常用 “无 穷 小 "这 个 词 ,但 他 不 了 解 一 致 收 
敛 的 重要 性 ,因此 ， 他 的 微 积分 学 也 有 漏洞 。 毫 无 疑问 ， 
他 是 经 典 分 析 的 葛 基 人 之 一 。 他 为 微 积分 学 所 莫 定 的 严 
格 基础 推动 了 整个 分 析 学 的 发 展 。 

柯 西 最 出 色 的 贡献 是 在 复 变 函 数论 领域 。 现 代 复 变 
函数 理论 发 端 于 他 的 工作 。 首 先 ， 他 证 明了 复数 的 代数 
与 极限 运算 的 合理 性 ， 定 义 了 复 函 数 的 连续 性 。 他 给 出 
了 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 定 义 了 复 函数 沿 复 域 中 任意 路 径 的 
积分 ,并 得 到 重要 的 积分 定理 :在 函数 没有 奇异 性 的 区 域 
内 ， 积 分 仅仅 依赖 于 路 径 的 端点 。 由 此 导出 了 著名 的 柯 
西 积分 公式 ， 
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这 个 定理 和 公式 是 复 变 函数 论 的 基础 。 柯 西 定 义 了 复 函 
数 在 极点 处 的 留 数 ,给 出 了 计算 留 数 的 公式 ,建立 了 留 数 
定理 。 他 还 得 到 了 函数 的 震级 数 展开 式 ， 提 出 了 考级 数 
的 收敛 半径 这 个 概念 ,得 到 了 通 项 系数 的 换算 估计 式 ( 即 
柯 西 不 等 式 )。 柯 西 还 研究 了 多 值 函数 ,他 实际 上 人 允许 被 
正 实 轴 割 烈 的 平面 作为 以 原点 为 分 支点 的 函数 的 定义 
城 ,这 为 黎 曼 面 的 创立 提供 了 思想 基础 。 

柯 西 对 微分 方程 的 重要 贡献 是 他 提出 了 两 个 基本 问 
题 : (1) 解 的 存在 性 并 不 是 不 言 而 喻 的 ,尽管 有 些微 分 方 
程 的 解 不 能 用 算式 得 到 ,但 其 存在 性 是 可 以 证 明 的 ; 《2) 
解 的 唯一 性 是 由 初 值 (或 边 值 ) 而 不 是 由 积分 常数 决定 
的 。 后 者 是 偏 微分 方程 中 著名 的 柯 西 问 题 。 这 两 个 问题 
的 提出 ， 开 创 了 微分 方程 研究 的 新 局 面 。 他 还 创造 了 解 
线性 偏 微分 方程 的 特征 值 方 法 ， 并 在 研究 数学 物理 方程 
的 过 程 中 , 独立 地 发 现 了 傅 里 叶 变 换 的 逆 公 式 。 

柯 西 在 代数 学 、 几何 学 、 误差 理论 以 及 天 体力 学 , 光 
学 ,弹性 力学 诸 方 面 都 有 出 色 的 工作 。 特 别 是 ,他 弄 清 了 
弹性 理论 的 基本 数学 结构 ， 为 弹性 力学 奠定 了 严格 的 理 
论 基础 。 

柯 西 是 一 位 多 产 的 数学 家 ， 一 生 共 发 表 论 文 800 余 
篇 , 著 书 7 本 。《 柯 西 全集 ) 共 有 27 卷 。 其 中 最 重要 的 是 
为 巴黎 综合 工科 学 校 编写 的 《分 析 教 程 》(1821); 《无 穷 
小 分 析 教 程 概论 》(1823);《 微 积分 在 几何 上 的 应 用 » 
(1826 一 1828)。 柯 西 的 著作 ,大 多 是 急 就 章 ,但 都 朴实 无 
华 。 有 思想 ,有 创见 。 他 所 发 现 和 创立 的 定理 和 公式 , 往 
往 是 一 些 最 简单 .最 基本 的 事实 。 因 而 ,他 的 数学 成 就 影 
响 广泛 ,意义 深远 。 ( 允 声 雄 ) 


f(z2)= 
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柯 西 积分 定理 。 (Cauchy integral theorem) 
A.-L. 柯 西 研究 复 变 卫 教 的 积分 所 得 到 的 基本 定理 。 应 
用 这 一 定理 可 导出 解析 二 教 的 一 系列 重要 性 质 。 例 如， 
可 证 明 如 果 一 复 变 函数 在 一 区 域内 是 解析 的 〈 即 有 导 
数 ), 则 其 导数 必 连 续 且 任 意 阶 导数 必 存 在 ; 还 可 计算 一 
些 定 积分 或 反常 积分 ,等 等 。 

复 积分 定义 “ 设 函 数 f(z)=x+ 初 在 可 求 长 曲线 了 
上 是 连续 的 ,其 中 和 wv 分 别 是 f(z) 的 实 部 和 虚 部 。 在 
上 依次 取 分 点 =a ,22，…， 2 一 b。 荆 上 从 24- 
到 一 的 小 自 记 为 I; 在 了， 上任 取 一 点 如 一 名 +in, (k= 
1,2,…sn), 作 和 数 

$= fa 
和 如果 当 和 =max si (si 是 T 的 弧 长 ) 趋 于 零 时 ，s 趋 于 一 
极限 值 , 则 称 这 个 极限 值 为 fz) 沿 曲线 了 的 积分 , 记 为 
| raz， 
z 
即 
,f(z)dz=lim Bf 
因为 
f(2) =u(x,Yy) +iv (zy)，2 一 区 十 动 ， 
所 以 
so Seon) eR) be hb) 


+ i tb}, 
当 和 ->0 时 ,上 式 右边 的 两 个 和 数 分 别 趋 于 
Cuevay) 与 人 earrva， 
了 E 
于 是 有 
Fede] ear-oa)t+i Care+t uay), 
z z 


林 西 积分 定理 “ 设 也 z) 在 有 限 单 连通 区 域 ( 即 “无 
洞 " 且 不 含 无 穷 远 点 的 区 域 ) D 内 解析 ,了 是 内 任 一 条 
可 求 长 、 简单 ( 即 本 身 不 相交 )、 闭 ( 即 两 端点 重合 ) 曲 线 ， 
则 
J rdz-o。 
柯 西 定理 有 一 逆 定 理 , 即 莫 雷 拉 定理 ,这 一 定理 与 柯 
西 积分 定理 相 结合 , 可 叙述 为 ， 设 fz) 在 有 限 单 连通 区 
域 D 内 连续 , 则 f(z) 在 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
DD 内 任 一 条 可 求 长 简单 亲 曲 线 (或 任 一 三 角形 ) T， 
[f=0, 


柯 西 积分 公式 ”由 柯 西 积分 定理 可 导出 柯 西 积 分 公 
式 ,这 一 公式 把 解析 函数 用 曲线 积分 表示 出 来 。 特 别 , 它 
用 解析 函数 在 一 闭 曲线 上 的 值 ， 表 示 出 它 在 曲线 内 侧 的 
值 。 柯 西 积分 公式 可 表述 如 下 : 设 f(z) 在 有 限 单 连通 区 
域 了 内 解析 , 是 刀 内 任 一 条 可 求 长 简单 闭 曲线 , 则 对 
所 图 区 域内 任 一 点 z， 


389 


1 [ff0) 
f(2)= -77 rz 
f= | an=12 
式 中 积分 是 在 上 沿 反 时 针 方 向 取 的 。 


柯 西 积分 公式 启发 人 们 研究 柯 西 型 积分 。 设 函数 
9 人 tf) 在 某 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 了 上 可 积 (5CET)， 则 由 柯 
西 型 积分 


确定 的 函数 , 当 zET 时 是 解析 的 。 对 于 了 上 几乎 所 有 的 
点 z， 当 z 从 了 的 内 侧 及 外 侧 沿 不 与 了 相 切 的 曲线 分 别 
趋 近 于 z。 时 ,有 极限 


im F(z), 


式 中 


1 


1 
oz- 二 2 于 


t+); 
CX 
当 了 不 是 闭 曲线 时 ， 也 有 类 似 结果 。 柯 西 型 积分 可 
应 用 于 研究 解析 函数 的 边界 性 质 、 边 值 问题 及 奇异 积分 
方程 。 
引进 同 伦 及 同调 概念 ， 可 以 把 柯 西 积分 定理 叙述 成 
一 般 形式 。 设 To: z=T。(s) 及 人 :z= 了 4(s) (0<s<1) 是 
区 域内 两 条 可 求 长 闭 曲线 ， 设 存在 着 在 DD 内 取 值 的 连 
续 函 数 z2=G(s,t) (0<s<1,0<t<1), 使 得 
G(s,0)=T,(s), G(s,1)=T,(s) (0<s<1)) 
GO -Gt) (0<te1), 
则 称 7, 与 7 在 了 内 同 伦 。 
对 于 zET。, 定 义 z 关 于 7。 的 指标 为 
Kor) 才 . 
如 果 D 的 余 集 中 任何 点 关于 T, 及 了 的 指标 相同 ， 则 称 
了 及 TT 在 D 内 同调 。 可 以 证 明 , 如 果 T。 及 T, 在 D 内 同 
伦 , 则 它们 也 在 内 同调 。 柯 西 积分 定理 的 一 般 形式 是 ， 
设 包 z) 在 区 域 了 内 解析 ，T。 和 TT, 是 DD 内 两 条 同 伦 或 同 
调 的 可 求 长 团 曲线 , 则 


| raz=-| fondz . 


( 余 家 荣 ) 

kekaoxIng shuxue lilun 

可 靠 性 数学 理论 (mathematical theory of 
reliability) 。 运用 概率 统计 和 运筹 学 的 理论 和 方 
法 ， 对 单元 或 系统 的 可 靠 性 作 定量 研究 。 它 是 可 靠 性 理 
论 的 基础 之 一 。 所 谓 可 靠 性 ， 是 指 单元 或 由 单元 组 成 的 
系统 在 一 定 条 件 下 完成 其 预定 功能 的 能 力 。 单 元 是 元 件 、 
器 件 、 部件 、 设 备 等 的 泛称 。 单 元 或 系统 的 功能 变 失 ,无 
论 其 能 否 修复 ， 都 称 之 为 失效 。 可 靠 性 理论 即 以 失效 现 
象 为 其 研究 对 象 , 因而 涉及 工程 设计 、 失 效 机 理 的 物理 和 
化 学 分 析 、 失 效 数据 的 收集 和 处 理 、 可 靠 性 的 定量 评定 以 
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及 使 用 维修 和 管理 等 范围 

可 靠 性 问题 的 提出 ， 是 由 于 大 工业 生产 及 第 二 次 世 
界 大 战 中 研制 和 使 用 复杂 的 军事 装备 的 需要 。 虽 然 单元 
的 可 靠 性 不 断 有 很 大 的 提高 ， 但 是 由 于 大 型 系统 的 结构 
越 来 越 复杂 ,要 求 其 完成 的 功能 也 越 来 越 广泛 ,因此 定量 
评定 和 改善 系统 可 靠 性 已 成 为 一 个 重要 课题 。 

通过 数学 模型 定量 研究 系统 的 可 靠 性 ， 并 探讨 它 与 
系统 性 能 ,经济 效益 之 间 的 关系 ,是 可 靠 性 数学 理论 的 主 
要 方法 之 一 。 

可 蛮 性 的 数量 指标 ”假定 系统 只 有 正常 和 失效 两 种 
状态 。 系 统 在 失效 前 的 一 段 正常 工作 时 间 称 为 寿命 。 由 
于 失效 是 随机 现象 ,因此 ,寿命 可 用 非 负 随机 变量 X 及 其 
分 布 函 数 F(t) =P{X<t)}( 见 概 盏 分 布 ) 来 描述 。 

对 失效 后 不 加 修复 的 单元 ， 其 可 靠 性 用 可 靠 度 来 刻 
画 。 单 元 在 时 刻 上 的 可 靠 度 R(t) 定 义 为 , 在 一 定 的 工作 
条 件 下 在 规定 的 时 间 [0, 妇 中 完成 其 预定 功能 的 概率 。 因 
此 , 若 单元 的 寿命 为 X， 相 应 的 寿命 (或 失效 ) 分 布 函数 
为 F(t), 则 R(t)=P{x> 引 =1 一 F(t), 其 中 t>0。 根据 上 
式 的 概率 含义 ， 可 靠 度 R(t) 又 称 为 生存 函数 。 

一 个 生存 到 时 刻 上 的 单元 , 称 之 为 有 年 龄 ft。 在 其 后 
长 度 为 x 的 区 间 中 失效 的 条 件 概率 为 

F(x|t)=P{(X<t+x|X>t} 

P(t+x)—F(t) 


Re (R(t)>0), 


者 lm 在 F(Atlt)=r(t) 存 在 ， 则 Ct) 称 为 时 刻 + 的 (条 


件 ) 失 效率 。 当 At 很 小 时 ，r(t)At 可 解释 为 单元 生存 到 
上 时 刻 的 条 件 下 ， 在 (t,t+ A 执 中 失效 的 概率 。 当 X 是 连 
续 型 随机 变量 ， 即 F'(t) =f(t) 存 在 时 , 则 有 7(t) =f()/ 
R(t),R(t)>>0， 此 时 7(t) 与 R(t) 之 间 有 如 下 的 基本 关系 


RO) =exp | oau,t>0。 因 此 ,PCD、RGD 或 r9 


中 任意 一 个 都 可 用 来 描述 不 可 修复 单元 的 寿命 特征 。 

对 失效 后 可 修复 的 系统 ， 其 状态 随时 间 的 进程 是 正 
常 与 失效 相交 和 敬 的 一 个 随机 过 程 。 它 的 可 靠 性 由 不 同 的 
指标 来 描述 ， 系 统 首 次 失效 前 的 时 间 了 的 概率 分 布 及 均 
值 ; 任 一 时 刻 t 系统 正常 的 概率 , 即 可 用 度 ; (0, 妇 中 系统 
失效 次 数 的 分 布 和 均值 等 。 

寿命 数据 统计 分 析 、 寿 命 分 布 及 分 布 类 、 结 构 函数 、 
网 络 可 靠 性 ,故障 树 分 析 、 复 杂 系 统 可靠 性 分 析 以 及 可 靠 
性 中 的 最 优化 等 ,是 可 靠 性 数学 理论 的 主要 研究 内 容 。 

寿命 数据 统计 分 析 ”寿命 数据 的 收集 和 分 析 是 可 靠 
性 定量 评定 的 基础 。 主 要 讨论 寿命 分 布 类 型 的 确定 及 其 
参数 估计 。 由 于 寿命 试验 费 钱 , 费 时 ,试验 常常 不 能 等 到 
所 有 受 试 样本 都 失效 时 才 结 束 ,此 外 ,现场 数据 中 可 能 有 
中 途 失 去 观察 的 情形 ， 因 此 获得 的 寿命 数据 往往 是 不 完 
全 的 样本 。 对 于 这 类 不 完全 样本 的 参数 估计 和 分 布 类 型 
检验 ,在 数理 统计 中 有 专门 的 方法 来 处 理 ,其 中 以 寿命 分 
布 是 指数 时 ,结果 最 简单 ( 见 寿命 数据 统计 分 析 )。 

奉命 分 布 及 分 布 类 ”在 实际 中 以 下 的 寿命 分 布 最 党 


使 用 ， 

@ 指数 分 布 F(t)=1-e-*, 式 中 t>0, 而 *>0 
为 参数 。 指数 分 布 的 失效 率 是 常数 入 ， 适 用 于 描述 某 些 
电子 元 器 件 使 用 期 的 寿命 。 

@ 韦 布 尔 分 布 F(t)=1-e-09°,t>0, Xa>0,X 
称 为 尺度 参数 ,a 称 为 形状 参数 ,a=1 即 为 指数 分 布 韦 布 
和 尔 分 布 的 失效 率 为 rt 一 at tt>0, 当 a<1 时 ,r(t) 
是 单调 递减 的 ; 当 a>1 时 ，r(t) 是 单调 递增 的 ; 当 4a=1 
时 ,7(t) = 和。 由 于 韦 布 尔 分 布 的 参数 适应 范围 大 ,已 广 
泛 用 于 描述 金属 疲劳. 真空管 ,轴承 等 的 寿命 。 

. 研究 寿命 分 布 的 共同 性 质 ， 需 要 引入 寿命 分 布 类 的 
概念 。 若 对 任意 固定 的 x 宇 0， F(x|t) 是 t=0 的 递增 函 
数 ， 即 在 同样 长 的 时 间 间 隔 x 中 ， 单 元 失效 的 概率 随 年 
龄 + 增加 ， 则 下 称 为 属于 失效 率 递增 类 ， 记 为 FEIFR。 
当 7r(t) 存 在 时 , PEIFR 等 价 于 7(t) 递 增 。 相 仿 地 , 可 定 
义 失效 率 递减 类 , 以 及 失效 率 平均 递增 或 递减 的 类 等 。 

寿命 分 布 类 研究 中 的 典型 问题 有 : 由 属于 同一 分 布 
类 的 单元 所 组 成 的 系统 ,其 寿命 是 否 属于 相同 的 类 ,以 及 
考察 其 可 靠 度 界 等 。 

结构 函数 ”反映 单元 的 状态 及 由 这 些 单元 组 成 的 系 
统 的 状态 之 间 的 关系 。 假 定 系 统 由 站 个 单元 组 成 ， 单 元 
与 系统 都 只 有 两 个 状态 ， 正 常 和 失效 ， 分 别 用 1 和 0 表 
示 。 用 变量 x,( 取 值 0 或 1) 表示 单元 i 的 状态 , *= 
(zsX2，… sn) 是 单元 的 状态 向 量 ,用 函数 P(x) 表示 系统 
的 状态 ,其 定义 为 ， 

1 (车 使 系统 正常 ); 


9(7)= 


0 (着 + 使 系统 失效 )。 

9(z) 称 为 系统 的 结构 函数 。 

通常 的 系统 具有 如 下 的 性 质 ， 任 一 单元 的 失效 不 会 
使 系统 性 能 改善 ， 系统 中 不 包含 多 余 的 对 其 性 能 不 发 生 
影响 的 单元 。 这 种 系统 称 为 关联 系统 。 这 一 性 质 可 用 结 
构 函 数 来 表达 , 设 p(z) 是 系统 的 结构 函数 。 对 任意 的 状 
态 向 量 *<y, 有 r(x)<p(y)，, 其 中 x<y 表示 各 xX,<yy 
对 任意 的 访 1<i<n)， 存 在 状态 向 量 z 使 9(0,, x)=0， 
9(1o0z)=1， 其 中 (00z) 及 (10z) 表示 zz 的 第 i 个 分 量 
分 别 以 0 和 1 代替 后 所 得 的 向 量 。 

典型 的 关联 系统 有 :串联 系统 , 即 其 中 任 一 单元 失效 
则 系统 失效 ;并 联系 统 , 即 当 所 有 单元 失效 时 , 则 系统 失 
效 ; k-out-of-n(F) 系 统 , 即 当 其 中 卡 或 k 个 以 上 的 单元 
失效 时 系统 就 失效 ， 它 是 串联 或 并 联系 统 的 推广 。 在 实 
际 中 ,常用 的 2-out-of-3(F) 系 统 是 由 三 个 单元 组 成 而 按 
多 数 单元 的 状态 进行 表决 的 系统 。 这 三 种 系统 的 结构 函 
数 分 别 为 


p(z) =min x,=x,, 
pn 
ez)=maxxzi=1- 下 (1-z)， 
可 
0, Bx<n-k, 
癌 


-| 
1， 其 他 。 


关联 系统 研究 的 问题 是 复杂 系统 结构 函数 的 表达 
式 、 系 统 可 靠 度 的 求法 及 其 上 下 界 等 。 为 了 反映 单元 和 
系统 功能 的 渐变 性 ,多 状态 关联 系统 的 研究 已 得 到 重视 。 

网 络 可 寺 性 ”许多 实际 系统 都 可 抽象 成 网 络 。 例 如 
计算 机 互联 网 络 、 通 讯 网 络 、 输 油 输 气 网 络 等 。 假 定 一 个 
网 络 的 顶点 和 边 ( 见 图 论 ) 只 有 正常 和 失效 两 种 状态 ， 而 
失效 是 互相 独立 的 , 且 已 知 每 个 顶点 和 边 正常 的 概率 。 从 
某 一 顶点 能 把 信息 发 送 到 另 一 个 (或 个 ) 指 定 的 顶点 的 
概率 ， 称 为 网 络 的 可 靠 度 。 在 网 络 可 靠 度 的 计算 中 ， 
其 结构 复杂 而 必须 寻找 简化 网 络 的 方法 以 及 有 效 的 算 
法 ， 并 比较 不 同 算法 的 优 劣 。 近 年 来 已 出 现 了 不 少 较 好 
的 算法 ,关于 计算 的 复杂 性 问题 也 有 进展 。 

故障 树 分 析 ”简称 FIA。 用 演绎 法 按 事件 发 生 的 前 
后 逻辑 关系 ， 找 出 引起 系统 失效 或 某 个 不 希望 出 现 的 事 
件 ( 称 作 顶 端 事件 ) 发 生 的 所 有 事件 的 可 能 组 合 。 例 如 , 研 
究 锅 炉 爆炸 事件 T。 造 成 爆炸 的 原因 有 诸如 压力 过 大 等 
种 种 事件 4A,B，…,D。 若 A,B,…, D 之 一 发 生 就 会 引起 
了 发 生 ， 则 了 与 这 些 事 件 之 间 的 关系 就 由 逻辑 门 "或 "来 
表示 ; 若 4、B 同时 发 生 才 引 起 了 发 生 , 则 了 与 4.B 之 间 
的 关系 就 由 逻辑 门 “与 "来 表示 ; 循 此 下 去 , 对 A,B,*…,D 
诸 事件 逐一 分 析 ， 直 到 找 出 最 基本 的 失效 原因 〈 基 本 事 
件 ) 为 止 。 这 一 过 程 可 表示 如 下 图 ， 其 形状 如 倒 植 的 树 ， 
所 以 称 之 为 故障 树 


其 中 及 表示 “或 " 门 ! 加 表示 “与 " 门 ! 口 表示 事件 ， 〇 表 
示 基 本 事件 。 

对 一 个 顶端 事件 了 进行 故障 树 分 析 时 ， 其 基本 步 驰 
是 :建立 故障 树 ; 定性 评定 , 即 找 出 引起 7 发生 的 所 有 可 
能 的 基本 事件 的 组 合 ;定量 评定 , 即 根据 基本 事件 发 生 的 
概率 求 了 发 生 的 概率 。 

FTA 起 源 于 20 世纪 60 年 代 初 ， 已 用 于 宇宙 航行 、 
核电 站 安全 分 析 等 产业 部 门 。 由 于 这 种 方法 形象 直观 , 便 
于 工程 和 管理 人 员 使 用 。 这 一 方法 的 弱点 是 建立 故障 树 
颇 费 时 间 和 人 力 ,对 于 复杂 的 系统 ,还 难免 会 漏 掉 一 些 重 
要 的 失效 原因 。 此 外 ， 评 定 复杂 的 故障 树 必 须 借助 于 计 
算 机 来 进行 。 

对 于 包含 有 “ 非 " 门 及 其 他 到 辑 门 的 故障 树 的 评定 方 
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法 以 及 利用 计算 机 辅助 建立 故障 树 等 ,都 是 目前 FTA 研 
究 的 中 心 。 

复杂 系统 可 人 靠 性 分 析 ”一 个 由 1000 个 单元 组 成 的 
系统 是 常见 的 , 若 每 个 单元 的 可 靠 度 为 0.999， 单元 则 彼 
此 独立 , 任 一 单元 失效 均 使 系统 失效 , 则 系统 的 可 靠 度 为 
0.9991%0 一 0.368, 可 见 相当 之 低 。 因 此 为 提高 系统 的 可 
靠 度 ( 可 用 度 ), 可 采用 备件 并 联 工作 等 手段 ,或 者 在 系统 
中 引入 修理 和 更 换 。 讨 论 的 问题 有 :已 知 系统 的 结构 、 单 
元 的 寿命 和 修复 (或 更 换 ) 时 间 分 布 、 系 统 中 修理 工 数目 
和 修理 规则 等 ， 研 究 系统 可 靠 性 的 定量 指标 或 者 探讨 如 
何 合理 确定 修理 工 数目 或 修理 规则 ， 使 某 个 目标 函数 达 
到 最 优 。 通 过 数学 模型 , 使 用 马尔 可 夫 过 程 、 更 新 过 程 、 
马尔 科 夫 更 新 过 程 ,补充 变量 法 等 分 析 方 法 进行 研究 ,其 
处 理 手法 与 排队 论 相 近 。 

例如 ， 由 一 个 单元 构成 的 最 简单 的 系统 。 若 系统 的 
寿命 和 修复 时 间 有 参数 和 x 的 指数 分 布 , 且 互 相 独 立 。, 设 
时 刻 t=0 时 系统 正常 ， 且 失效 后 修复 的 系统 与 新 的 一 
样 。 则 系统 首次 失效 前 的 时 间 有 参数 入 的 指数 分 布 。 利 
用 马尔 科 夫 过 程 或 更 新 过 程 可 得 到 时 刻 上 的 可 用 度 


A A ta ‘er (ft20), 


以 及 (0 中 平均 失效 次 数 

MO tt Ei) em) dt>0)。 

当 上 + 趋 于 无 穷 时 ，A(t) 趋 于 常数 X 人 5， 这 表示 在 稳 态 下 
就 平均 而 言 ,系统 可 资 利用 的 时 间 所 占 的 比例 ,等 于 一 个 
周期 ( 关 + 二 ) 中 正常 工作 时 间 ( 诡 ) 所 占 的 比例 。 这 个 公 
式 为 工程 技术 界 广泛 采用 。 

当 系统 结构 复杂 时 ， 一 般 求 不 出 可 千 性 指标 的 解析 
式 , 党 用 计算 机 模拟 。 

可 过 性 中 的 最 优化 包括 更 换 策略 以 及 备件 最 优化 
问题 

在 许多 场合 ,一 个 运行 中 的 单元 失效 所 带 来 的 损失 
远 比 更 换 一 个 未 失效 单元 的 费用 大 得 多 ， 因 此 把 那些 年 
答 长 的 单元 及 时 更 换 下 来 是 具有 实际 意义 的 从 而 ,要 研 
究 不 同 更 换 策略 下 系统 可 靠 性 指标 的 改善 以 及 选择 最 优 
策略 的 问题 

典型 的 策略 有 , 按 年 龄 更 换 策 略 , 即 当 单元 年 龄 到 了 
时 或 单元 在 了 前 失效 时 进行 更 换 。 成 批 更 换 策 略 ， 即 系 
统 在 失效 时 或 在 时 刻 ET(k= 1,2，…) 进 行 更 换 。 

侵 定 每 次 更 换 的 费用 对 失效 单元 为 c， 对 未 失效 音 
元 为 ca(cs<c1), 则 在 [0, 杂 中 平均 费用 为 c(t)=c1EN,(t) 
+cxEN(t) ,这 里 Ni(t)、Na(t) 分 别 为 [0, 和 中 失效 数 和 未 
失效 而 更 换 的 单元 数 ，E 为 数学 期 望 。 对 有 限时 间 所 或 


天 了 时 间 ,有 村 六 别 人 9， 各 中 平均 费用 十 c(t) 或 
极限 平均 费用 lig 主 c(t)。 所 谓 策 咯 最 优化 同 题 ， 是 指 
确定 最 佳 更 换 时 间 使 目标 函数 值 最 小 。 
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备件 最 优化 问题 , 是 研究 在 一 定 的 资源 (如 费用 、 重 
量 ,体积 等 ) 限 制 下 如何 合 理 地 确定 备件 数目 使 系统 可 
靠 度 达 极 大 。 

典型 的 问题 是 系统 由 k 个 独立 的 级 串联 而 成 ， 第 j 
级 由 mw 个 独立 同型 的 单元 并 联 组 成 ,每 个 单元 的 可 靠 度 
为 ps。 假定 第 j 级 要 用 第 i 种 资源 ,用 量 为 9s(my) , 它 是 
mm 的 严格 增 函 数 。 资 源 i 的 总 量 为 bs, i=1, 2,…，m， 
j=1,2,…,k。 求 最 佳 单元 配置 数目 n=(msmas… 9)， 


使 系统 可 靠 度 R= 直 {1 一 (1 一 Ps”) 在 约束 条件 


je Gi=1,2,00,m), 
应 
芭 为 正 整数 “(j=1,2,…,k) 


下 达 极 大 。 
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( 程 倪 ) 

kewel yingshe de qidion llun 
可 微 映 射 的 奇 点 理论 (theory of singulari- 
ties of differentiable mappings) 一 门 年 轻 
的 数学 分 支 ,也 是 现代 数学 中 得 到 血 勃 发 展 的 领域 之 一 。 

追 湖 其 历史 渊源 ， 有 20 世纪 30 年 代 H. M, 莫 尔 斯 
的 临界 点 理论 ,40 年 代 H. 惠 特 尼 的 微分 流 形 恢 入 ,温和 
有 关 的 奇 点 的 工作 ， 以 及 开 , C, 庞 特 里 亚 金 与 惠 特 尼 等 
人 研究 的 与 示 性 类 有 关 的 奇 点 方面 的 工作 。 这 一 时 期 是 
成 果 积 累 和 建立 一 般 理论 的 酝酿 阶段 ， 也 是 奇 点 理论 的 
萌芽 时 期 。 

1955 年 惠 特 尼 发 表 了 关于 把 平面 映射 到 平面 的 
映射 奇 点 的 工作 ， 它 标志 着 奇 点 理论 开始 作为 一 门 独立 
的 分 支 登 上 了 数学 的 舞台 。1956 年 R. 托 姆 发 表 了 一 篇 
题 为 可 微 映 射 的 奇 点 》 的 论文 ， 对 以 后 整个 奇 点 理论 的 
发 展 提出 了 一 个 纲领 式 的 描述 。1960 年 R. 托 姆 在 波 思 
又 作 了 一 系列 的 演讲 ,把 他 的 纲领 式 的 描述 更 加 具体 化 。 
从 此 以 后 , 在 这 个 基础 上 奇 点 理论 得 到 了 轿 勃 的 发 展 。 一 
方面 是 理论 本 身 取得 了 重大 进展 ， 如 本 N, 马 癸 的 关于 
稳定 性 方面 的 一 系列 工作 ， 以 及 B. H. 阿 诺 尔 德 等 人 关 
于 奇 点 分 类 方面 的 工作 ， 另 一 方面 是 奇 点 理论 在 自然 科 
学 中 的 应 用 上 也 取得 了 出 人 意料 的 突破 ,如 60 年 代 末 R. 
托 姆 提出 的 突变 理论 ，70 年 代 阿 诺 尔 德 把 奇 点 分 类 应 用 
在 物理 学 中 的 振荡 积分 的 计算 上 。 

正常 点 、 厅 点” 无穷 多 次 可 微 的 映射 简称 为 可 微 映 
射 。 设 六 ee f=(fi,for fn) ,点 QE Rn, 


短 阵 ( 红 (a) 的 秩 称 为 了 在 点 的 黎 , 记 作 rankf。 如 


ni 是 了 的 正常 点 ! 若 rankf< 
min(n,m), 就 称 0 为 了 的 奇 点 。 
奇 点 的 研究 有 着 广阔 的 背景 。 首 先 ， 微 积分 学 的 基 


本 任务 之 一 是 研究 函数 在 一 点 附近 的 性 态 ， 即 所 谓 局 部 
性 质 。 在 微 积分 中 ,对 可 微 函 数 y= 世 zx), 有 下 面 的 结果 。 

@ 如 果 f(x) 在 点 a 的 导数 f(a) 夫 0, 即 4 是 了 的 
正常 点 , 则 在 点 上 附近 了 有 反 函 数 存在 ( 即 反 函数 定理 )。 
这 时 了 在 点 4 附近 的 性 态 很 简单 ， 甚 至 可 以 在 点 4 附近 
另 选 局 部 坐标 t, x=p(t), 使 得 在 这 个 新 坐标 系 中 了 的 分 
析 表 达 式 为 :f(9(t))==t。 

@ 如 果 f'(a)=0, 即 a 是 了 的 奇 点 , 那么 这 时 了 在 
点 4 附近 的 性 态 就 比较 复杂 。 可 分 为 三 种 情况 ; 如 果 
f(a)=0, 但 f"(a)>0, 则 f(a) 是 了 在 a 附近 的 极 小 值 ， 
和 如果 f"(a)=0, f"(a)<0, 则 f(a) 是 在 4 附近 的 极 大 
值 ;如果 f(a)=0, 但 f(a)=0, 而 人 "(a) 冯 0, 则 4 是 了 
的 拐点 。 

由 此 可 见 ， 正 是 在 奇 点 附近 函数 了 有 着 丰富 多 彩 的 
性 质 , 对 于 多 元 可 微 函数 以 及 微分 流 形 之 间 的 可 微 映射 ， 
情况 又 如 何 呢 ? 奇 点 理论 研究 这 些 问 题 。 在 数学 的 许多 
分 支 中 都 要 研究 各 种 方程 的 解 集合 。 例 如 ， 在 代数 学 中 
要 研究 多 项 式 的 零点 集 ， 在 代数 几何 中 要 研究 多 变量 的 
多 项 式 方程 组 的 解 集 , 即 代数 筑 。 象 上 面 这些 学 科 一 样 ， 
局 部 分 析 中 最 一 般 的 问题 是 研究 下 面 方程 组 的 解 集 : 

(XX) = 0 


aCXis Tas Tn) » 


xisxas "AE R"), (1) 


gx sn) = 0 

这 里 9% 是 实 值 无 穷 次 可 微 的 函数 。 在 这 里 由 于 已 知 的 信 
息 很 少 ， 即 仅 知道 这 些 函数 % 是 无 穷 多 次 可 微 的 ， 因 此 
情况 更 复杂 ,事实 上 惠 特 尼 证 明了 网 氏 空 间 Re 中 的 任意 
闭 子 集 都 可 是 可 微 函数 的 零点 集 。R 中 的 闭 集 可 以 很 复 
杂 ， 以 至 难以 研究 它 。 究 竟 是 可 微 映射 的 什么 性 质 影响 
着 它 自身 的 零点 集 的 性 态 呢 ? 例如 ， 考 虑 方程 组 (1), 以 
44 记 这 个 方程 组 的 解 集 。 如 果 在 点 aE 4 ,矩阵 


8 a a 
融 避 融 呈 B®) 
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的 秩 为 k， 则 由 隐 画 数 定理 就 知道 在 点 附近 方程 组 (1) 
可 解 出 为 显 函 数 。 如 设 逢 阵 ( 3 (a)),1<i<kl<j<k 
为 满 黎 的 ,那么 在 点 = 附近 ,出 方程 组 (1) 就 确定 出 卫 数 


Tih Xr 


ny 


区 一 名 (artyXaray Xn) 
这 就 是 说 在 点 4 的 一 个 邻 域 里 点 集 4 是 Re 中 的 微分 子 
流 形 , 即 Re 中 的 n 一 k 维 光滑 曲面 。 而 使 得 矩阵 (2) 的 秩 
为 k 的 点 就 是 映射 9: R">R*,g 二 (g,,92,…, 9) 的 正常 
点 。 这 说 明 如 果 点 4 是 映射 9 一 (91, 92,…,9;) 的 正常 点 ， 


那么 方程 9=0 的 解 集 4 在 点 4 邻近 就 是 一 微分 流 形 。 
再 如 , 设 有 (x1,X:,…,x) 是 可 微 函数 ,如 果 在 点 a€ R" 


oa. 
和 型 - 六 ww-…- B= 0 就 称 o 为 了 的 临 


界 点 如 果 此 外 还 有 矩阵 (C0)) 是 江 秩 的 ,就 称 
为 了 的 非 退 化 的 临界 点 。 

考虑 方程 Kxzivzu…szo) 一 0 解 集 4,aE A4, 集 4 在 点 
a 的 局 部 性 态 如 何 ?30 年 代 M. 莫 尔 斯 证 明了 下 述 定理 ， 
如 果 点 a 是 了 xi xay…szn) 的 非 退化 临界 点 ， 则 可 在 点 
4 附近 选取 适当 的 坐标 系 (y1,y,，… ,yn)， 使 得 在 坐标 系 
(yisyas…sgn) 中 了 的 分 析 表 达 式 为 

+ 

由 此 可 见 ,如 果 a€ 4 是 了 的 非 退 化 临界 点 , 则 在 点 
a 邻近 点 集 4 就 是 一 个 二 次 锥 面 。 临 界 点 就 是 奇 点 。 非 
退化 临界 点 是 一 种 特殊 类 型 的 奇 点 。f 在 点 的 奇 点 性 
质 影响 着 点 集 人 在 点 附近 的 性 态 。 因 此 要 研究 函数 方 
程 的 解 集 的 性 者 就 必须 研究 可 微 映射 的 奇 点 。 由 此 也 可 
以 看 到 研究 奇 点 的 必要 性 。 

可 投 映 射 的 苹 ” 设 GE R"， 考 虚 确 定 在 点 a 附近 的 
所 有 映 入 Rm 的 映射 作成 的 集合 ， 在 其 中 引进 等 价 关系 
如 下 : f:U->R",g:V->R" 是 两 个 可 微 映射 ,U\Y 是 点 4 
的 两 个 邻 域 ,如 果 存 在 点 4 的 邻 域 W,WcUNV, 使 得 当 
xEW 时 有 f(x)=9(x)， 则 说 了 和 9g 是 等 价 的 。 在 这 个 
等 价 关系 下 的 等 价 类 就 称 为 可 微 映射 在 点 4 的 王 。 

映射 的 C 每 价 、 设 也 、N 是 两 个 微分 流 形 , fg: 
M->N 是 两 个 可 微 映射 ,如 果 存在 微分 同 胚 42M->MI， 
N=>N, 使 得 9=kfh-!, 就 说 f 和 9 是 C" 等 价 的 。 


MIN 


h k 
bl 

对 可 微 映射 的 芽 也 可 类 似 地 定义 C” 等 价 性 。 

分 类 问题 以 C”(M，N) 记 为 把 M 映 入 N 的 所 有 可 
微 映射 作成 的 集合 ,并 以 适当 的 方式 赋 以 拓扑 。 同 样 地 ， 
以 gm m) 记 从 R 到 Rm 的 所 有 可 微 映射 在 原点 的 芽 构 
成 的 集合 , 也 可 以 适当 的 方式 引入 拓扑 。C”(M,N) 称 为 
映射 空间 , s(n,m) 称 为 映射 芽 空 间 。 奇 点 理论 的 基本 问 
题 之 一 就 是 确定 出 空间 C"(M,N)，s(nm) 在 所 引进 的 
C” 等 价 关系 下 的 所 有 等 价 类 ， 这 就 是 所 谓 的 分 类 问题 。 
对 映射 芽 希 望 能 在 每 个 类 里 选 一 个 代表 元 ， 并 选取 适当 
的 坐标 系 ， 使 得 这 个 代表 元 在 所 选 的 坐标 系 里 有 简单 的 
表达 式 ,这 就 是 所 谓 求 标准 型 的 问题 。 

C” 等 价 的 映射 具有 微分 同 胚 的 奇 点 集 。 按 前 述 惠 
特 尼 定理 可 以 推出 R 中 的 任何 闭 集 都 可 以 是 某 个 可 微 
映射 的 奇 点 集 ， 因 此 可 微 映射 的 分 类 是 这 样 广 泛 ， 它 比 
R" 的 所 有 闭 集 的 分 类 还 要 广 , 这 样 的 分 类 问题 显然 难以 
解决 。 而 从 实际 背景 来 讲 ,并 不 是 对 所 有 映射 都 有 兴趣 ， 
重要 的 是 那些 所 谓 稳定 的 映射 及 稳定 的 映射 芽 ， 因 此 可 
限于 研究 稳定 的 映射 。 定 义 : 可 微 映射 的 f; M->N 称 为 
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C= 稳定 的 ,如 果 存 在 了 在 C"(M,N) 里 的 邻 域 U, 使 得 UU 
里 的 每 个 映射 都 C” 等 价 于 了 

对 可 微 映射 芽 也 可 以 类 似 地 定义 C” 稳定 性 。 

例如 ,f:R>R,y=f(x) ==x?, 考 虑 了 在 原点 的 芽 。 如 
果 稍 微 扰 动 一 下 f, 这 里 “稍微 "的 含义 不 仅 要 求 其 函数 值 
变动 很 小 ,而 且 要 求 各 阶 导数 变动 也 很 小 ,那么 可 以 看 出 
扰动 后 的 映射 与 原来 的 映射 了 的 拓扑 图 像 是 一 样 的 ， 即 
它们 是 等 价 的 ， 所 以 函数 y=x? 在 原点 是 稳定 的 (图 1， 
其 中 虚线 表示 扰动 后 的 映射 )。 

再 如 ,f:R>R, yf(x) 一 x ,考虑 在 原点 的 芽 。 给 
函数 y= 以 一 个 小 扰动 ux(u 为 很 小 的 实数 )， 就 得 函 
数 民 +ux， 当 4u<0 时 它 在 原点 附近 有 两 个 临界 点 ， 当 
4>0 时 它 在 原点 附近 没有 临界 点 。 因 此 它们 与 好 是 不 
等 价 的 ,所 以 函数 y=x? 在 原点 是 不 稳定 的 (图 2)。 


y= tu 
vy> 0 


图 1 牧 定 的 映射 图 2 不 稳定 的 映射 


从 稳定 性 的 定义 可 见 所 有 稳定 映射 在 C"(M，N) 里 
作成 开 集 。 

既然 只 限于 研究 稳定 映射 ,因此 重要 的 问题 是 :它们 
是 否 有 普遍 的 意义 , 即 它们 是 否 足够 多 ,使 得 任何 一 个 映 
射 都 可 以 用 稳定 的 映射 来 逼近 它 ? 对 稳定 的 映射 是 否 能 
够 分 类 ? 

精确 地 说 即 , 所 有 稳定 映射 在 映射 空间 C"(M,N) 里 
是 否 构成 稠密 集 ? 是 否 存在 有 限 多 个 可 微 映射 芽 了 :(R”， 
0) 一 (Rn", 0), 这 里 m=dim M，n= dim N， 使 得 如 果 f: 
M->N 是 稳定 的 ， 那 么 了 在 任何 点 PE M 的 芽 都 等 价 于 
这 有 限 多 个 芽 中 的 一 个 ? 

关于 第 一 个 问题 J. N. 玛 瑟 在 1971 年 证 明了 下 面 
重要 定理 : 设 M",N" 是 两 个 微分 流 形 。 所 有 逆 紧 的 稳定 
映射 在 C"(M"，N") 里 作成 笛 密 子 集 的 充 要 条 件 是 my 
满足 下 面条 件 ，@ n<7s+8, 当 s>4，@ n<7s+9, 当 
3>s>0, @ n<8, 当 s=-1, © n<6, 当 s=-2,@ 
Nn<7, 当 s< 一 3。 这 里 s=n 一 m。 

第 二 个 问题 也 是 玛 瑟 解决 的 ， 但 在 这 里 只 提出 两 个 
在 特殊 情况 下 的 著名 结果 。 

其 一 , 设 M" 是 紧 致 的 微分 流 形 , 则 有 下 面 结果 。 

@ 所 有 稳定 映射 1:M"->R 在 C"(Mn,R) 里 作成 稠 
窗子 集 。 

@ 了 在 点 PEM 是 稳定 的 充 要 条 件 是 可 以 分 别 在 点 
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PEM 和 f(p)ER 的 邻 域 里 引进 局 部 坐标 (xX1,Xs，…sXm) 
和 ys, 使 得 在 此 坐标 系 中 了 为 下 面 m+2 个 映射 之 一 
(Mi:y=x, 
MD) :一 好 十 …… 十 芒 一 2 一 …… 一 2 
(k=0,1,.,m), 

加 f:M>R 是 稳定 的 充 要 条 件 是 ，f 在 每 点 都 是 稳 
定 的 ， 即 了 的 所 有 临界 点 都 是 非 退化 的 ;f 的 临界 值 两 两 
皆 不 相同 。 

其 二 , 设 M? 是 紧 致 曲面 , 则 有 下 面 结果 。 

@ 所 有 稳定 映射 f:M*>R? 在 C”(M?,R?) 里 作成 
稠密 子 集 。 

@@ 了 在 点 PEM 是 稳定 的 充 要 条 件 为 可 分 别 在 P 和 
f(p) 的 邻 域 里 引进 局 部 坐标 (x,y) 和 (u,v) 使 得 在 此 坐 
标 系 中 为 下 面 三 个 映射 之 一 :4~X, 5 一 其 正常 点 Du 一 zy 


v= 她 ( 折 要 点 ),4 一 x，0 一 2y 一 二 妨 ( 尖 点 )。 


@ 1:M:>R? 是 稳定 的 充 要 条 件 是 ,f 在 每 点 都 是 
稳定 的 , 折 又 点 在 了 下 的 像 仅 成 双 地 相交 成 非 零 角 ,而 且 
尖 点 在 了 下 的 像 不 与 折 重点 的 像 相交 。 

参考 书目 

M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable Moppings ond 
Their Singulorities, Springer-Verlag, New York, 1973. 

J. Martinet, Singulorities of Smooth Functions and 
Maps, Cambridge Univ. Press, London, 1982. 


(地 培 信 ) 
kezhon qumlon 
可 展 曲面 (developable surface) 见 拘 面 。 
Kelolbushl 
克 莱 布 什 ,R. F. A. (Rudolf Friedrich Al- 


fred Clebsch 1833 一 1872) ”德国 数学 家 ,19 世 纪 
代数 几何 德国 学 派 的 领导 者 之 一 。1833 年 1 月 19 日 生 
于 柯 尼斯 堡 ( 今 苏联 加 里 宁 格 惑 ),1872 年 11 月 7 日 卒 于 
格 丁 根 。 

1854 年 以 流体 动力 学 方面 的 论文 获 柯 尼斯 堡 大 学 
博士 学 位 。 后 专攻 射影 不 变量 和 代数 几何 课题 。 他 先后 
在 几 所 大 学 任教 授 ，1868 年 与 C. G. von 诺 伊 更 创办 了 
《数学 年 刊 》。 他 的 主要 工作 是 完成 了 由 S. 孔 . 阿 隆 翟 尔 
德 开 创 的 关于 型 和 不 变量 的 符号 演算 法 ， 讨 论 了 各 种 有 
理 曲 面 ， 特 别 是 一 般 三 次 曲面 的 平面 表示 ， 并 得 到 了 第 
一 个 代数 曲面 的 双 有 理 不 变量 ， 成 为 代数 曲面 论 研究 的 
开创 者 之 一 ; 与 P. A. 哥 尔 丹 合 作 , 研究 B. 你 更 的 代数 
函数 论 思 想 ,撰写 了 《 阿 贝尔 函数 理论 X1866), 在 建立 纯 
代数 几何 的 黎 曼 理论 方面 迈 出 了 本 质 性 的 一 步 。 


( 诅 向 东 ) 
Kelalluo 
克 莱 罗 ，A. -C. (Alexis-Claude Clairaut 
1713 一 1765) 又 译 克 莱 洛 , 法 国 数学 家 、 力学 家 。 


1713 年 5 月 7 日 生 于 巴黎 , 1765 年 5 月 17 日 卒 于 同 
地 。9 岁 时 ， 父 亲 就 教 他 学 习 解 析 几 何 和 微 积 分 学 ，16 


岁 被 选 入 法 国 科学 院 ,其 后 参与 了 支持 工 牛顿 学 说 的 活 
动 。 他 提出 随 纬度 变化 的 地 球 
重力 公式 〈 现 称 克 莱 罗 公式 ， 
1743)。 他 在 研究 天 体力 学 三 体 
问题 时 ， 第 一 个 给 出 了 这 个 
问题 的 近似 解 (1752 一 1754)。 
1705 年 ,E. 哈雷 曾 预 测 哈雷 蔡 
星 将 在 1758 或 1759 年 出 现 。 
克 莱 罗 于 1758 年 提前 半年 相 
当 精确 地 计算 了 哈雷 替 星 到 达 
近日 点 的 日 期 ， 为 此 获 彼 得 堡 
科学 院 的 奖 。 他 原 想 再 进行 许多 天 体力 学 的 计算 ， 但 因 
病逝 而 未 如 愿 。 

克 莱 罗 是 最 早 研究 二 重 曲率 曲线 的 人 之 一 ， 他 还 研 
究 了 曲面 的 平面 截 线 。 他 的 《 极 大 极 小 的 某 些 问题 》 
《1733) 是 变 分 法 历史 上 的 第 一 篇 重要 论著 。 他 在 1734 年 
建立 了 克 革 罗 微 分 方程 。1739 一 1740 年 间 证 明了 混合 二 
阶 偏 导数 的 求 导 次 序 的 可 交换 条 件 ， 还 证 明了 一 阶 线 
性 微分 方程 的 积分 因子 的 存在 性 问题 。 他 在 力学 方面 的 
工作 还 包括 单 摆 振 动 等 时 性 的 证 明和 对 运动 中 物体 的 动 
力学 和 相对 运动 的 研究 。 《 井 秆 君 ) 


Kelalyin 
克 莱 因 ，(C,) F。 (Christian Felix Klein 
1849~1925) 德国 数学 家 。1849 年 4 月 25 日 生 于 
德国 杜 塞 尔 多 夫 。1925 年 6 月 22 日 逝世 于 格 丁 根 。1865 
年 人 波恩 大 学 学 习 数 学 和 物理 
学 ， 在 学 习 期 间 任 数学 家 和 物 
理学 家 布 吕 克 尔 的 助教 并 合作 
开展 了 线 几 何 学 的 研究 ，1868 
年 获 博 士 学 位 。1869 年 到 格 丁 
根 ,就 学 于 R.F. A, 克 菜 布什 。 
同年 到 柏林 ,就 学 于 EE. FE. 库 骏 
尔 、 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 、L. 克 罗 
内 克 等 知名 数学 家 ， 学 习 并 开 
展 了 几何 学 ,数论 、 函 数论、 不 
变 式 论 等 方面 的 研究 。 在 柏林 ,他 与 来 此 地 游学 的 M. S. 
地 相识 。 
1869 年 克 莱 因 和 李 同 时 到 巴黎 游学 ， 结 识 了 G. 达 
布 、C. 若 尔 当 等 人 , 若 尔 当 的 《变换 群 X1870), 给 他 们 以 
重要 的 启示 和 影响 。 回 到 德国 以 后 , 克 莱 因 于 1871 年 发 
表 了 从 射影 几何 学 的 观念 出 发 对 非 吹 几 里 得 几何 进行 综 
合 表述 的 研究 。1872 年 (23 岁 ), 在 他 就 任 埃 尔 朗 根 大 学 
教授 时 ,以 6 关于 近代 几何 研究 的 比较 考察 ?为 题 ,发 表 就 
职 演说 ,进一步 发 挥 了 这 一 思想 ， 此 即 著名 的 《 埃 尔 朗 根 
纲领 )。 其 中 , 克 莱 因 从 变换 群 的 观念 出 发 ,把 当时 已 有 的 
各 种 几何 学 综合 起 来 ,并 给 出 了 明确 的 几何 学 的 定义 。 用 
他 自己 的 话说 就 是 ,“ 给 出 一 个 流 形 和 这 个 流 形 的 一 个 变 
换 群 "， 则 几何 学 就 是 “以 在 这 个 变换 群 的 变换 下 其 性 质 


保持 不 变 的 观点 研究 这 个 流 形 的 实体 "的 学 问 , 亦 即 , “给 
出 一 个 流 形 和 这 个 流 形 的 一 个 变换 群 ， 建 立 关于 这 个 群 
的 不 变性 理论 。" 这 就 是 克 茉 因 在 《纲领 》 中 所 阐述 的 主要 
观点 。 他 实现 了 把 当时 已 有 的 看 起 来 彼此 毫 无 关系 的 几 
何 学 ,在 群 的 概念 下 ,加 以 统一 和 分 类 。 虽 然 在 《纲领 ) 诞 
生 的 当时 就 已 经 存在 着 不 能 被 这 一 思想 所 包容 的 黎 曼 空 
间 ， 但 其 思想 对 以 后 数 十 年 间 几 何 学 的 发 展 仍 有 极 大 的 
影响 。 

克 莱 因 于 1875 年 到 慕尼黑 高 等 工业 学 院 ，1880 年 
去 莱比锡 大 学 任教 。 这 期 间 他 的 关于 自 守 函数 的 研究 是 
他 毕生 的 重要 成 就 。 他 与 H. 斋 加 莱 同 是 自 守 函 数 研 究 
的 创始 人 。 

1886 年 , 他 回 到 格 丁 根 大 学 任教 直至 去 世 。 除 了 在 
理论 数学 的 各 个 领域 作出 的 许多 成 就 之 外 ， 克 莱 因 同时 
作 了 不 少 应 用 数学 方面 的 工作 ， 此外， 他 还 热心 于 数学 
教育 工作 的 改革 ， 是 出 色 的 科学 组 织 者 。 由 于 他 的 努力 
和 D. 硕 尔 伯 特 (1895)、H. 闵 科 夫 斯 基 (1902) 先 后 来 到 
格 丁 根 , 从 而 形成 了 坚强 的 格 丁 根 学 派 ,使 格 丁 根 变 成 了 
19 世纪 末 和 20 世 纪 初 数学 研究 的 重要 中 心 ,而 克 莱 因 就 
是 格 丁 根 学 派 的 前 期 领袖 。 

克 莱 因 的 主要 著作 有 :《 自 守 函 数论 讲义 (与 R. 弗 
里 克 合 著 ，1897 一 1912)、《 从 高 的 观点 看 初等 数学 》 
(1924 一 1928)《 十 九 世纪 数学 发 展 史 》(1926 一 1927) 等 。 
他 的 论文 收集 在 1921 一 1923 年 出 版 的 3 卷 本 全 集中 。 

《柱石 扰 ) 

Kelisituofel'er 

克 里 斯 托 费 尔 ,E. B。 (Elwin Bruno Chris- 
toffel 1829~1900) 。 瑞士 数学 家 。1829 年 11 月 
10 日 生 于 亚 琛 附近 的 蒙 茹 瓦 ( 今 蒙 绍 )，1900 年 3 月 15 
日 在 施 特 拉 斯 堡 去 世 。1850 一 
1854 年 到 柏林 大 学 学 习 ，1856 
年 获 博士 学 位 后 ， 回 到 蒙 茹 瓦 
独自 攻读 。1859 年 任 柏林 大 学 
讲师 。1862 年 被 聘 为 瑞士 苏 歼 
世 联 邦 工业 学 院 教授 。 1869 年 
到 柏林 职业 学 院 任教 。1872 年 
就 任 施 特 拉 斯 堡 大 学 教授 。 
1882 年 摔 断 胸 营 ,健康 开始 恶 
化 ,不 久之 后 退休 。 

克 里 斯 托 费 尔 在 数学 上 的 研究 课题 涉及 数值 分 析 、 
函数 论 , 位 势 理论 ,微分 方程 微分 几何 学 .不 变 式 理论 等 
许多 方面 。 他 在 微分 几何 学 的 贡献 使 他 享有 盛名 。1869 
年 发 表 的 三 篇 文章 中 ， 研 究 两 个 齐 次 二 阶 微分 形式 相互 
变换 的 条 件 ,从 中 发 展 了 微分 不 变 式 的 理论 ,其 中 运用 了 
忆 于 前 的 由 共 妇 全 代 : 他 还 引进 了 第 一 类 克 里 斯 托 费 


尔 符 导 [jb 问 =Tiui= 二 (3 + 让 到) 及 第 = 类 
训 里 斯 托 费 尔 符号 {} = Z。 这 些 工作 成 为 后 来 张 重演 
算 的 基础 
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1868 年 推广 匠 . A. 施 瓦 兹 关于 加 内 到 三 角形 内 的 
保 角 映射 公式 ， 得 出 一 般 的 贺 内 到 多 角形 内 保 角 映射 公 
式 。1877 年 关于 平面 波 在 具有 不 连续 面 的 介质 中 传播 的 
论文 是 微波 理论 的 最 早 文献 。 

他 的 30 多 篇 论文 收集 在 2 卷 《数学 全 集 》(1910) 中 。 

(〈 胡 作 去 ) 

Kelifude 
克利 福 德 , W.K。 (William Kingdon Cliffod 
1845 一 1879) 英国 数学 家 。1845 年 5 月 4 日 生 于 
英格兰 埃 克 塞 特 ,1879 年 3 月 3 日 卒 于 马 德 拉 。15 岁入 
伦敦 国王 学 院 ， 1863 年 入 剑桥 
大 学 三 一 学 院 , 1868 年 任 伦敦 
大 学 学 院 应 用 数学 教授 ，1874 
年 当选 为 皇家 学 会 会 员 。 

克利 福 德 在 非 哆 几 里 得 几 
何 与 射影 几何 方面 有 许多 贡 
献 。1870 年 他 发 表 的 《物质 的 
空间 理论 ) 发 展 了 B. 袭 腕 的 空 
间 观 念 。 他 所 定义 的 一 类 二 阶 
直 纹 曲面 ,后 经 F. 克 某 国 等 人 
进一步 研究 而 以 克利 福 德 - 克 莱 因 空间 著称 。 在 代数 方 
面 , 他 继 W. R. 哈密 顿 之 后 引进 了 新 型 超 复数 一 一 八 元 
数 (又 称 复 四 元 数 ), 后 又 推广 为 更 一 般 的 克利 福 德 代数 ， 
并 将 其 成 功 地 应 用 于 非 欧 几 里 得 空间 中 运动 的 研究 。 

《 李 文 林 ) 


Kelleyin 

克 列 因 ,M.『。 (Mapk Tpuronbeuy Kpenu 
1907~ ) 苏联 数学 家 。1907 年 4 月 3 日 生 于 
基辅 。 犹 太 人 。1922 年 起 先后 在 基辅 和 赦 德 萨 等 地 大 学 
就 读 。1934 年 任教 德 萨 大 学 教授 ,1938 年 任 莫斯科 大 学 
数学 力学 系 教授 。 第 二 次 世界 大 战 以 后 回 数 德 萨 的 建筑 
工程 学 院 研究 数学 ， 以 后 又 在 乌克兰 科学 院 物理 化 学 研 
究 所 ( 歼 德 萨 ) 任 职 。 多 年 来 ,他 在 函数 论 、 算 子 理论 、 概 
率 论 和 数学 物理 的 许多 问题 上 的 工作 ， 为 分 析 数 学 注入 
了 活力 。1982 年 , 他 由 于 对 污 函 分 析 及 其 应 用 的 基础 性 
贡献 荣获 沃 尔 夫 关 。 《〈 张 英 窗 ) 


Keluonelke 

克 罗 内 克 ,L. (Leopold Kronecker 1823 一 
1891) 德国 数学 家 。 对 代数 和 代数 数论 , 特别 是 椭 
圆 函 数理 论 有 突出 贡献 。1823 年 12 月 7 日 生 于 德国 布 
雷 斯 劳 附 近 的 利 格 尼 艾 ( 现 属 波兰 的 莱 格 尼 察 ), 1891 年 
12 月 29 日 卒 于 柏林 。 他 1841 年 入 柏林 大 学 ,兴趣 广泛 ， 
选 听 数 学 、 天 文 .气象 .化 学 和 哲学 等 课程 , 曾 参 加 学 生 的 
民主 活动 !1845 年 以 有 关 代数 数 域 中 可 逆 元 的 论文 K 论 复 
单位 元 ? 获 博士 学 位 。 之 后 返 乡 继承 遗产 ,经 营 田庄 和 银 
行 ,其 间 仍 以 数学 自 娱 。1855 年 返回 学 术 界 ,发 表 大 量 有 
关 数 论 . 椭 加 函数 ,代数 学 及 其 交 又 领域 的 论文 。1861 年 
经 EE. EE. 库 默 尔 推荐 , 成 为 柏林 科学 院 正式 成 员 , 并 以 此 
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身份 在 柏林 大 学 授课 。1868 年 当选 为 巴黎 科学 院 通讯 院 
士 。 1880 年 任 著名 的 《 克 雷 尔 
杂志 》 的 主编 。1883 年 接替 库 
默 尔 成 为 柏林 大 学 教授 ， 时 年 
60 岁 。1884 年 成 为 伦敦 皇家 学 
会 国外 成 员 。 

克 罗 内 克 最 主要 的 功绩 在 
于 努力 统一 数论 、 代 数学 和 分 
析 学 的 研究 。 他 循 着 N. H. 阿 
贝尔 的 工作 研究 代数 方程 ， 用 
椭 贺 模 函 数 解 出 一 般 五 次 方 
程 ， 发 现 有 理 数 域 的 任 一 阿 贝尔 扩张 一 定 是 一 分 圆 域 的 
子 域 ， 并 提出 著名 猜想 ( 即 克 罗 内 克 的 青春 之 梦 )， 椭 贺 
函数 具有 复数 乘法 的 模 方程 与 虚 二 次 域 的 阿 贝尔 扩张 有 
类 似 性 。 他 创立 了 有 理 函 数 域 论 ， 引 进 在 域 上 添加 代数 
量 生成 扩 域 的 概念 和 “ 模 系 ”( 相 当 于 现代 的 “理想 ") 概 
念 ， 实 际 上 证 明了 有 理 系数 多 项 式 环 Q[x] 模 一 个 不 可 
约 多 项 式 了 所 生成 的 模 系 的 同 余 类 域 同 构 于 Q[6] (0 是 
了 的 一 个 根 )， 因 而 使 代数 数 的 理论 独立 于 代数 基本 定 
理 。 他 还 提出 研究 代数 曲线 的 重要 方法 。 

克 罗 内 克 的 数学 观 对 后 世 有 极 大 影响 。 他 主张 分 析 
学 应 莫 基 于 算术 ,而 算术 的 基础 是 整数 ,他 的 名 言 是 “上 
帝 创造 了 整数 ,其余 都 是 人 做 的 工作 ”， 反映 了 他 对 当时 
的 分 析 学 持 批判 态度 。 他 作为 直觉 主义 的 代表 人 物 ， 还 
曾 极力 反对 G. 康 托 尔 的 集合 论 。 

他 的 著作 由 KK. 可 泽 尔 编辑 ， 以 《 克 罗 内 克 全 集 》 
(5 卷 ,1895 一 1931) 出 版 。 (这 向 东 ) 


kongzhi lllun 
控制 理论 (control theory) ”研究 系统 的 调节 
与 控制 的 一 般 规律 的 科学 。 这 里 令 述 的 控制 理论 是 指 20 
世纪 50 年 代 末 至 60 年 代 初 形成 和 发 展 起 来 的 现代 控制 
理论 。 它 现在 已 成 为 一 门 独立 的 学 科 , 不 仅 有 完整 的 理论 
体系 ,而 且 已 经 在 诸如 工程 ,生物 ,生态 、 社 会 经 济 等 许多 
领域 有 广泛 的 应 用 。 现 代 技 术 特 别 是 现代 空间 技术 的 发 
展 是 形成 控制 理论 的 推动 力 ， 数 学 研究 积累 的 成 果 为 控 
制 理论 的 形成 和 发 展 提供 了 重要 工具 ， 电 子 计算 机 的 广 
泛 应 用 使 控制 理论 的 成 果 用 于 实际 成 为 现实 。 当 前 ， 控 
制 理论 为 实际 系统 的 描述 分析 综 合 和 设计 ,预测 和 决策 
等 问题 提供 了 系统 的 理论 和 方法 。 由 N. 维 纳 创立 的 控 
制 论 (cybernetic) 是 一 门 控制 和 通信 的 科学 。 由 JI. C. 庞 
特 里 亚 金 ,R. 贝尔 曼 ,R. E. 卡尔 曼 等 人 作出 了 杰出 贡献 
的 现代 控制 理论 则 是 系统 科学 的 一 个 组 成 部 分 ， 又 是 形 
成 信息 科学 的 一 个 基本 方面 ,控制 理论 涉及 的 范围 很 广 , 
它 的 方向 很 多 。 这 里 就 其 中 几 个 目前 被 认为 是 主要 研究 
内 容 、 并 在 实际 应 用 中 十 分 广泛 的 方面 作 一 介绍 。 
控制 理论 不 是 直接 研究 现实 世界 中 的 受 控 对 象 ， 而 
是 研究 受 控 对 象 的 模型 。 这 里 说 的 “模型 "是 受 控 对 象 在 
一 定 程度 上 的 数学 描述 ， 即 数学 模型 ， 简 称 为 控制 系统 。 


如 果 描写 受 控 对 象 的 数学 模型 是 线性 的 ， 则 称 为 线性 控 
制 系统 ， 相 仿 地 有 非 线性 控制 系统 的 称呼 。 现 实 世界 的 
受 控 对 象 多 种 多 样 ， 例 如 受 控 刚 体 运动 与 受 控 弹性 体 振 
动 两 者 的 受 控 机 制 和 结果 都 不 一 样 ， 有 随机 因素 影响 的 
受 控 刚 体 与 没有 随机 因素 影响 的 受 控 刚体 的 运动 也 很 不 
一 样 ,因而 描写 它们 的 数学 模型 的 区 别 就 很 大 。 通 常 , 数 
学 模型 由 常 微分 方程 或 差分 方程 或 微分 -差分 方程 表示 
的 称 为 集中 参数 系统 ， 由 随机 微分 方程 或 随机 差分 方程 
表示 的 称 为 随机 控制 系统 ;而 由 偏 微 分 方程 或 偏 微 分 - 积 
分 方程 表示 的 称 为 分 布 参数 榨 制 系统 。 
线性 控制 系统 理论 ” 它 是 控制 理论 的 一 个 重要 分 
支 , 所 研究 的 对 象 是 线性 控制 系统 ,涉及 的 问题 主要 有 系 
统 描述 能 控 性 和 能 观测 性 ,极点 配置 ,观测 器 等 内 容 。 
系统 描述 ”线性 控制 系统 是 由 下 列 向 量 微 分 方程 和 
代数 方程 描述 的 。 
了 L(t)=A(t)r(t)+ B(t)u(t), (1) 
Y(t)=C(t)r(t), (2) 


式 中 x(t) ,u(t) ,y(t) 分 别 是 系统 了 的 n 维 状态 向 量 、r 维 
控制 向 量 、m 维 量 测 向 量 , 记 之 以 xzE R"、uE R"、yE R"， 
R"、R"、R" 分 别 表示 nn 维 \r 维 、m 维 欧 几 里 得 空间 ;A(t)、 
BLt).C(4) 分 别 是 nxn.nxr, mxn 依赖 于 时 间 的 矩阵 。 


微分 方程 (1) 称 为 系统 的 状态 方程 , 它 表征 了 系统 状态 的 . 


动力 学 特征 。 代 数 方程 (2) 称 为 系统 的 量 测 方程 , 它 反映 
了 系统 的 内 部 状态 与 外 部 观测 之 间 的 关系 。 当 4(t)= 4、 
B(t)=B.C(t)=C,A、B.C 全 是 常 值 短 阵 时 , 2 称 为 定常 
系统 。det[sI 一 4] 为 定常 系统 3 的 特征 多 项 式 ，det[sI 一 
4]=0 为 它 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 称 为 系统 的 极点 。 
这 里 1 为 nxn 单 位 矩阵 ,s 表示 复 变量 ,det['] 表 示 和 矩阵 
5] 的 行列 式 。 状 态 方程 (1) 的 所 时 刻 以 ze=z(to) 为 初 
态 的 解 可 写作 ， 


z(t rot | obr)B(eDatr)dr， 


短 阵 0(t,) 叫 做 系统 2 的 状态 转移 短 降 。 

能 榨 性 和 能 观测 性 ”这 是 由 卡尔 曼 于 1960 年 提出 
来 的 两 个 基本 概念 ,它们 刻画 了 系统 了 的 结构 性 质 。 

如 果 对 在 如 时 刻 任 意 给 定 的 初 态 x, 存在 革 个 时 刻 
生生 > 如， 和 定义 在 时 间 区 间 [fo 6] 上 的 控制 输入 函数 
wb， 使 得 在 这 个 控制 作用 下 ， 系 统 了 的 状态 <(t7 满 足 
z() ~ Own 维 零 向 量 )， 那 么 就 说 系统 在 拍 时 刻 是 完 
全 能 控 的 。 如 果 该 系统 在 t> 0 的 每 个 时 刻 都 是 完全 能 
控 的 ,就 说 它 是 完全 能 控 的 ,简称 系统 3 是 能 控 的 。 系 统 
了 在 锯 时 刻 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是， 存在 某 时 刻 
和 > 名 使 得 矩阵 

wetsst)= | ot BC Br gr hs)de 
是 正定 的 。 当 习 是 定常 系统 时 ， 其 能 控 的 充分 必要 条 件 
是 rank [BAB-… hn-:B] 一 ms 

给 定 初 始 时 肇 刀 ,如 果 存 在 某 个 有 限时 刻 ,根据 时 


问 间隔 Cto, 6] 上 量 测 输 出 3(*) 和 控制 给 入 u( .) 能 够 叭 
一 地 决定 系统 了 的 初 者 z(tb), 则 称 了 在 饭 时 刻 是 完全 能 
观测 的 。 如 果 系统 了 在 +> 0 的 每 个 时 刻 部 是 完全 能 观 
测 的 , 则 称 它 是 完全 能 观测 的 。 简 称 系统 了 是 能 观测 的 。 
系统 了 在 名 时 刻 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 某 
个 时 刻 > ,使得 矩阵 

Mb 区 一 | ordtos tC) Dt dr 
是 正定 的 。 当 了 是 定常 系 统 时 ， 其 能 观测 的 充分 必要 条 
件 是 rank [Cz A?C? … (4z)n-IC7] 一 mo。 

机 点 配置 ”对 于 线性 定常 系统 , 它 的 一 些 特性 (如 稳 
定性 、 某 些 动态 性 质 等 ) 主 要 由 其 极点 决定 ， 因此 在 设计 
系统 时 ， 要 配置 极点 。 设 系统 了 是 定常 的 ， 如 果 存在 线 
性 状态 反馈 控制 了 数 ut) =Kz(t)， 使 闭环 系统 z(t) = 
[A+ BKJz(t) 以 事先 任意 给 定 的 n 个 复数 为 它 的 极点 ， 
则 称 系统 了 是 能 任意 极点 配置 的 ， 或 者 说 (A, B) 是 能 任 
意 极点 配置 的 。 这 里 K 是 rxn 短 阵 。 定常 系统 了 能 任 
意 极点 配置 的 充分 必要 条 件 是 系统 完全 能 控 。 

观测 器 ”在 系统 设计 中 ， 由 于 系统 状态 常常 不 能 直 
接 量 测 到 ， 仅 依靠 状态 反馈 不 能 设计 出 物理 上 能 实现 的 
闭环 系统 ;而 能 直接 基 测 的 是 系统 的 给 入 和 输出 9, 所 
以 可 以 利用 系统 的 量 测 输出 y 得 到 系统 的 一 种 估计 状 
态 。 假 如 定常 系统 了 是 能 观测 的 ， 用 极点 配置 的 办 法 可 
知 , 存在 nxm 短 阵 G, 使 A 一 GC 的 特征 值 都 具有 负 实 
部 。 于 是 下 列 线性 定常 系统 

&(t)=[A-GCIRt) + Bu(t)+ Gyt) (3) 
具有 性 质 lim[z(t) 一 和 (t)]=0，， 称 系统 (3) 为 系统 3 的 


状态 观测 器 。 人 (t+) 叫做 系统 了 的 估计 状态 。 使 用 估计 
状态 反馈 和 观测 器 可 以 得 到 系统 了 的 一 个 动态 补偿 器 
u(t)=K$(t), 
4(t)=[A—GCIS(t) + Bu(t)+Gy(t), 
由 此 得 到 的 闭环 系统 
z(t)) [A BK z(t) 
[iad | ee) Lo] 
是 渐 近 稳定 的 。 

最 优 控制 理论 ”是 控制 理论 中 最 早 发 展 的 分 支 之 
一 。 对 于 控制 系统 ,常常 要 求 找到 控制 函数 ,在 它 的 作用 
下 ,系统 从 一 个 状态 转移 到 所 希望 的 状态 ,并 且 还 希望 控 
制 方式 是 最 好 的 。 这 就 是 最 优 控制 问题 。 

问题 的 提 法 ” 设 有 非 线性 受 控 系统 ， 它 由 下 列 非 线 
性 向 量 微分 方程 描述 

Z(t)=f(t,x(t) ,u(t)), (4) 

这 里 , 控制 向 量 通常 不 能 任意 取 值 , 它 受 有 限制 , 用 uw 

属于 R" 中 某 个 有 限 闭 区 域 U0, 来 表示 , 即 WEU。CR"。 设 

z 是 给 定 的 初 态 ,xy 是 控制 作用 结束 或 控制 过 程 结束 时 

系统 (4) 的 状态 ,简称 为 终端 状态 或 末 状 态 。 它 可 以 是 自 
由 的 ,也 可 以 是 受 限制 的 。 用 定义 在 某 YW 上 的 泛 函 
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JEu( = fd zt) sult (5) 


来 表示 控制 方式 的 优 劣 , 称 为 系统 (4) 的 性 能 指标 。 其 中 
加、 与 分 别 是 控制 过 程 的 初始 时 刻 和 终止 时 刻 ( 可 以 是 事 
先 指定 的 ， 也 可 以 是 待 求 的 ),% 是 定义 在 有 限时 间 区 则 
上 、 把 系统 (4) 的 名 时 刻 的 状态 ze 转移 到 ty 时 刻 的 状态 
xy 并 在 Ur 中 取 值 的 控制 函数 u(t) 的 全 体 , 称 为 容许 控 
制 函 数 集合 。z(t) 是 系统 (1) 的 相应 于 w(t) 的 解 。f*(t， 
x，W) 是 t,x, 的 已 知 函数 。 所 谓 最 优 控制 同 题 是 指 在 
WW 中 寻找 一 个 控制 函数 , 使 (5) 中 JCu(*)] 取 极 小 (或 极 
大 )。 如 果 使 J[w(*)] 取 极 小 (或 极 大 ) 的 控制 函数 存在 ， 
记 为 wx(t), 称 它 为 (4)、(5) 的 最 优 控制 。 在 uw*(t) 的 作用 
下 ， 系 统 (4) 的 如 时 刻 以 x。 为 初 态 的 解 x*(t) 称 为 (4)、 
(5) 的 最 优 轨 线 ,对 应 于 wx(t)、z*(t) 的 性 能 指标 值 


六 
下 -Te 人 (tme(D urdt) ye 


称 为 最 优 指标 值 ,而 艺 是 最 优 过 程 终止 的 时 刻 。 
机 大 值 原理 这 是 1958 年 由 并 . C. 斋 特 里 亚 金 等 
人 提出 的 , 它 是 最 优 控制 满足 的 必要 条 件 。 这 里 就 下 列 特 
殊 情 况 来 叙述 , 即 , (4)、(5) 中 的 了 及 了 不 显 含 时 间 t 
加 对 W 中 任 一 控制 函数 w(t),f(z,u(t)) 满 足 使 (4) 的 初 
值 问题 的 解 存在 唯一 性 条 件 ; 回 终端 状态 zz 受 形 如 
gxy)=0 的 约束 ，g(zx) 是 的 连续 可 微分 标量 函 数 , 且 
部 -OF。 定 义 系统 (4) 和 性 能 指标 (5) 的 哈密 领 函 数 
H(z yer,u) 为 : 
H(zopop u) Apf xu) tf ru), 
站 
A(x,po,p)A mp H(z ,Yost), 
极 大 值 原理 的 内 容 是 ,如 果 u*(t) 是 (4)、(5) 的 最 优 控制 ， 
zx(t) 是 (4)、(5) 的 最 优 轨 线 ， 那 么 必定 存在 非 零 函数 
okt) ,p(t)， 它们 和 wx(t)、z*(t) 一 起 在 [ts 夫 J 上 满足 
© Ext) =f Er) Mt)), H(t) =Xo, 
fe sD yc) 


Ofo(zx(t), uxdt)) 下 
=[ 5z ]， 


bt)=— 


ot), 
$lt)=0 
在 [ta, 此 ] 上 除 有 限 个 时 刻 外 处 处 成 立 。we* 多 叫做 (4)、 
《5) 的 共 二 变 量 或 协 态 ， 它 们 满足 的 微分 方程 叫做 共 亏 
方程 。 
回 在 [tw 好 ] 上 成 立 
(EE) polt) ,lt)) = Hr) spolt), Gt) ,ust)), 
图 当地 时 ,有 
Wo( 矿 ) 坟 0-ACz8( 售 )，yo( 壤 )，4( 丰 )) 一 0， 


3g 
“= [CE) | op] 
4 为 非 零 的 待定 常数 。 
又 ,如 果 @、@ 成 立 , 则 y(t) ACz*Ct) ,yo(t), (1)) 
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在 区 间 [t, 好 ] 上 恒 等 于 常数 。 
极 大 值 原理 包含 了 为 确定 w(t)、z(t)wyolt)、 中 (t) 的 
全 部 关系 式 ， 但 要 具体 确定 出 这 些 函 数 并 不 容易 。 当 
f(z， Ww) 是 x、w 的 线性 函数 ( 即 (4) 是 线性 定常 系统 ) 且 
J[u《*)] 是 工程 实际 中 有 意义 的 特殊 性 能 指标 时 ,从 极 大 
值 原理 可 以 唯一 地 确定 出 最 优 控制 和 最 优 轨 线 。 
时 间 最 优 控制 (快速 控制 ) 问 题 即 
z=Ar+Bu, (6) 
Z(t) =x0, (ts)=O0n, (7) 
Jw) = [ladoty-h (fr=1), (8) 
Ur lw jls2 7, >0， 
式 中 了 = [bb … br],W" 一 [twa，… Ur] 表示 4 的 行 向 量 。 
如 果 ，@W 非 空 加 rank [by Aby… A"?by]=n, j= 
1,…,7， 则 系统 (6) 的 把 x 转移 到 zx( 纹 )= On 的 时 间 最 
优 控制 wT*(t)=[ut(t) zt(t) … ut(t)] 存在 且 唯 一 ， 并 
具有 下 列 形式 
地 (t)= 一 asgn(urett3-0.b) (jj=1,2，)， 


式 中 sgn(') 表 示 (' ) 的 符号 函数 ，w” 是 待 求 的 4 维 的 行 


向 量 。 
线性 二 次 最 优 控 制 (LQ) 问 题 即 
=Ar+Bu, (9) 
Zz() 一 z(t) 自由 ， (10) 
1 [ez 
tu)=3 | tre) 
Fu Ct) RuCt) dt, GD) 


式 中 @ 是 !4.x7 非 负 定 对 称 和 矩阵 ! R 是 rxr 正定 对 称 矩 
阵 ,ty 固定 。 由 极 大 值 原理 知 (9)、(10)、(11) 的 最 优 控制 
wx(t) 和 最 优 轨 线 z*(t) 满 足 
Wr(t)= — RBTP*(t)r*(t), 
式 中 P*(t) 是 下 列 黎 卡 提 和 矩阵 微分 方程 终 值 问题 
-P=PA+ATP+Q-PBR-'B'P, 
P(ts)=0, 
的 nxn 非 负 定 矩 阵 解 ,其 中 bn 为 nxn 零 方 阵 。 

非 线性 控制 理论 ”是 现代 控制 理论 中 较 晚 发 展 起 来 
的 一 个 分 支 , 60 年 代 末 发 展 起 来 , 70 年 代 以 后 愈 来 愈 多 
地 为 人 们 所 重视 。 与 线性 系统 理论 相似 ,能 控 性 、 能 观测 
性 、 稳 定性 .调节 问题 、 系 统 解 攀 问 题 、 干扰 解 看 问题 、 最 
优 控制 问题 .微分 对 策 问题 等 等 是 它 研究 的 重要 内 容 。 不 
同 的 是 ,近年 来 ,分 岔 \ 失 稳 与 控制 ,混沌 等 问题 也 出 现在 
非 线性 控制 理论 的 研究 领域 内 。 非 线性 控制 系统 由 下 列 
非 线性 向 量 微分 方程 和 非 线性 函数 方程 描述 ， 

宇 一 了 ba ， (12) 
y=h(t,r,u), (13) 
式 中 tw.z,y 的 意义 同 前 ! fh 是 txt.u 的 非 线性 向 量 
函数 。(12) 描 述 了 非 线性 控制 系统 状态 z 的 动力 学 特 
征 ,(13) 表 示 系 统 状态 .控制 输入 与 量 测 输出 y 之 间 
的 非 线性 关系 。 
能 控 性 问题 对 于 非 线性 定常 控制 系统 


圭一 和 za)， (14) 
如 果 存 在 7 维 向 量 控制 函数 w(t), 使 (14) 的 时刻 以 x。 
为 初 态 的 解 z(t, xo) 在 某 时 刻 (> 包 ) 满 足 (x6) 一 
0,, 则 称 x。 是 系统 (14) 的 能 控 状态 ;如 果 R" 中 每 个 上 都 
是 (14) 的 能 控 状 态 ， 则 称 系统 (14) 是 完全 能 控 的 。 如 果 
RR" 中 某 区 域 了 内 的 每 个 z 都 是 (14) 的 能 挖 状态， 则 说 系 
统 (14) 在 刀 内 是 能 控 的 。 如 果 系 统 (14) 在 原点 = On 的 
某 邻 域内 是 能 控 的 , 则 称 它 是 局 部 能 控 的 。 
设 (14) 中 了 是 x,w 的 二 次 连续 能 微分 向 量 函 数 ， 且 
f(0,,0.)=0,, 记 
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如 果 秩 条 件 rank[B 4B … A"-0B]=n 成立， 则 系统 
(14) 是 局 部 能 控 的 。 当 贝尔 曼 型 偏 微 分 方程 
tmin Ofcz, w+LCz, tw)}=0, (15) 
VCtyz(6)) 一 0y (16) 
在 R 中 存在 正定 解 时 , 非 线性 控制 系统 (14) 是 完全 能 控 
的 ， 并 且 (14) 的 以 | (z(t)， wkt))dt 为 性 能 指标 的 最 
优 控制 函数 存在 。 这 里 L(z,%) 是 某 个 给 定 的 在 RxUr 
上 定义 的 正定 标量 函数 ,b 是 某 个 大 于 零 的 时 刻 。 
调节 问题 ”对 于 非 线性 控制 系统 (14)， 如 果 存 在 依 
识 于 状态 zx 的 控制 函数 w(z)， 使 得 将 w(z) 代 入 (14) 后 
得 到 的 系统 一 一 闭环 系统 
z=f(x,u(r)) (17) 
是 渐 近 稳定 系统 , 则 称 系统 (14) 是 能 调节 的 ;如 果 (17) 是 
全 局 渐 近 稳定 的 ， 则 说 系统 (14) 是 全 局 能 调节 的 ， 如果 
《17) 在 包含 原点 z= On 为 内 点 的 某 区 域 Q 内 是 渐 近 稳定 
的 , 则 称 (14) 在 9 内 是 能 调节 的 ! 如 果 (17) 在 原点 z= On 
的 某 邻 域内 是 渐 近 稳定 的 , 则 称 (14) 是 局 部 能 调节 的 这 
样 的 控制 函数 w(z) 叫 做 (14) 的 非 线性 状态 反馈 ,又 叫做 
《14) 的 调节 器。 
设 (14) 中 了 是 xz, w 的 二 次 连续 能 微分 向 量 函 数 , 且 
了 (0。,0,) =O。, 如 果 秩 条 件 rank[B AB … A 0B]=n 
成 立 (4,B 的 意义 同 前 )， 则 非 线性 系统 (14) 是 能 局 部 调 
节 的 。 如 果 贝 尔 曼 型 偏 微分 方程 
mi 让 fz +Lz)}=0, (187 
V(OW)=0 (19) 
在 BR" 中 存在 正定 解 , 则 非 线 性 控制 系统 (14) 是 全 局 能 调 
节 的 。 这 里 L(x，w) 是 定义 在 R" x R" 中 的 正定 标量 函 
数 , 且 当 |z|?+ | 十 co 时 ,LIKZ) 一 十 co。 
自 70 年 代 以 来 ,R. W. 布 劳 克 特 、H. J. 萨 斯 曼 、H. 
赫 姆 斯 、B. 雅 库 布 奇 乌 克 等 人 运用 李 代 数 、 微 分 几何 等 
数学 工具 研究 流 形 上 的 非 线性 控制 系统 ， 在 系统 的 能 控 
性 .能 观测 性 ,可 逆 性 、 系 统 的 干扰 解 看 .最 优 控制 等 方面 
得 到 了 很 有 启发 性 的 结果 。 同 时 ， 人 们 还 研究 了 通过 非 
线性 坐标 变换 和 非 线性 状态 反馈 将 一 类 非 线 性 控制 系统 
(如 双 线 性 系统 ) 局 部 地 或 全 局 地 变换 为 线性 系统 的 问 


题 ,从 而 能 够 利用 线性 系统 的 理论 和 方法 进行 讨论 。 
随机 控制 系统 ”是 指 带 有 随机 干扰 的 动态 系统 ， 对 
它 的 主要 研究 内 容 有 系统 辨识 \. 适 应 控制 ,状态 滤波 和 随 
机 控制 。 
系统 状 识 对 一 个 客观 的 物理 系统 ， 为 了 控制 它 或 
预测 它 的 发 展 ， 必 先 根据 系统 的 输入 和 输出 建立 起 它 的 
数学 模型 ， 这 就 是 系统 辨识 。 如 果 用 随机 差分 方程 来 描 
述 要 辨识 的 动态 系统 ， 
Yn = Aiyn-1t + Asyn- ot Bln-s + 
十 Bean-o 十 sny (20) 
则 系统 辨识 的 任务 就 是 依据 输入 {ww} 及 输出 {} 来 估 
计 系 统 的 阶 数 (p,q)、 系 统 的 未 知 参数 9 =[A,… ApBi… 
Bu] 以 及 系统 噪声 ee 中 可 能 出 现 的 未 知 参数 。 当 系统 
的 阶 数 已 知 ， 并 且 不 计 em 中 的 未 知 参数 时 ， 动 态 系统 
《20) 变 成 线性 回归 模型 
Wn= "pnt eno (21) 
但 它 不 同 于 数理 统计 学 中 经 典 的 线性 模型 ， 因 为 这 里 的 
个 =[ 电 所 -prt 品 … 中 -evt] 是 随机 的 。 
对 9 的 估计 ,最 常用 的 是 最 小 二 来 法 ,在 n+1 时 刻 ， 
它 表达 为 
es=( 避 p01) Dowrn, 
并 且 可 以 递 推 地 计算 。 如 果 én 是 一 个 滑动 平均 过 程 6 = 
Wn 二 Citpn-i 十 … 十 Cragn-r， 其 中 CA(i=1,…，7) 也 要 估 
计 ， 那 么 只 要 把 6 和 ww 相应 地 扩大 为 
b=[-4 ~ AsB .BoC C,], 
hd EE 
Le 
最 小 二 乘 辩 识 的 公式 仍 可 用 。 使 0, 收敛 到 9 的 条 件 , 收 
敛 速度 ,对 系统 阶 数 的 估计 等 都 是 系统 辨识 研究 的 内 容 。 
志 应 控制 如 果 不 仅 参数 9 未 知 ， 同 时 又 要 按 一 定 
性 能 指标 选 控制 作用 {ws}( 前 述 的 , 对 输入 ww 没有 要 求 )， 
这 就 是 适应 控制 。 最 简单 的 一 种 是 适应 跟踪 , 即 :9 未 知 ， 
并 要 选 (un) 使 输出 yn 尽 可 能 好 地 跟踪 一 个 已 知 的 确定 
性 讯号 晟 。 从 (21) 可 以 看 出 , 当 噪 声 sn 不 能 预报 时 ， 对 
Vn 的 最 优 预 报 是 67g-4, 但 6 是 未 知 参数 ,只 知道 对 它 的 
估计 值 gu- 所 以 对 加 可 采用 的 预报 值 是 后-:pn-15 为 了 
使 名 与 起 的 差别 尽 可 能 地 小 ， 很 自然 地 要 选 w-i 使 
县 -gw-:= 城 。 这样 选 取 的 适应 控制 ,可 使 系统 在 下 列 意 
义 下 稳定 : 
Im 2 luli<”, 


亚 去 中 lwl*<=， 
并 且 跟踪 误差 可 以 渐 近 地 达到 最 小 。 当 起 取 不 依赖 于 
对 的 常 值 时 ,适应 跟踪 器 通常 叫做 自 校正 调节 器 。 
适应 控制 也 考察 比 跟踪 问题 更 一 般 的 指标 。 
状态 滤波 ”上面 讨论 的 是 输入 输出 模型 ， 没 有 把 中 
闻 状 态 的 发 展 情况 刻画 出 来 。 实 际 的 随机 系统 经 常用 一 
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对 随机 差分 方程 来 描述 , 即 状态 x 的 转移 方程 
二 Bi 二 De (22) 
和 量 测 方程 ( 它 可 能 只 观测 部 分 状态 ,而 不 是 全 部 zx) 
Y= Cur t+ Fa (23) 
{ 包 } 表 示 系 统 的 随机 干扰 。 当 系统 的 系数 矩阵 6、Bs、 
Du、Cx、\Fx 已 知 时 ,状态 滤波 就 是 用 量 测量 (yo，…, ys) 求 
人 次 的 最 小 方差 估计 ( 见 点 估计 )2x。 2 的 递 推 表达 式 叫 卡 
尔 曼 滤 波 ( 见 滤波 )， 
n= Dirtst Bt t+ Koryer 
— Cini(Deritst Bats)], 
它 的 前 两 项 是 依 状态 方程 来 发 展 的 ,最 后 一 项 是 修正 项 ， 
Kx 叫 增益 矩阵 , 它 可 以 递 推 地 计算 。 当 系统 的 系数 矩阵 
为 常 和 矩阵 时 ,Ks 可 能 趋 于 常 矩 阵 ， 这 时 就 得 到 稳 态 沥 波 
器 ， 它 便于 计算 。 

对 连续 时 间 的 非 线性 系统 ， 斌 波 方 程 由 无 穷 个 随机 
微分 方程 组 成 , 一 般 只 能 近似 求解 , 但 对 条 件 正 态 过 程 ， 
它 是 封闭 的 方程 组 。 对 线性 系统 ,滤波 方程 叫 卡 尔 曼 - 布 
西 滤波 。 

随机 榨 制 ”对 系统 (20)、(21) 或 (22)、(23), 设 系数 
和 矩阵 已 知 ,ax 只 依赖 于 过 去 的 量 测 ,并 要 使 某 一 性 能 指标 
达 最 小 ,这 就 是 随机 控制 问题 。 对 此 ,解决 得 最 完整 的 是 
二 次 性 能 指标 。 对 系统 (22)、(23), 就 是 要 使 


Ployt (rut uum) 


达 最 小 ,QuQuvQ: 为 非 负 定 矩 阵 ,了 为 数学 期 望 。 当 { 吉 ) 
为 零 均值 的 不 相关 随机 向 量 时 ， 最 优 控制 是 zu 一 Lo， 
锡 就 是 上 面 得 到 的 滤波 值 ， L。 是 反馈 增益 ， 它 就 是 系统 
退化 为 确定 性 系统 时 ,二 次 指标 下 最 优 控制 的 反馈 增益 。 
这 个 事实 叫 分 离 原理 。 对 连续 时 间 系 统 ， 尽 管 有 随机 极 
大 值 原理 ,但 除了 二 次 指标 问题 已 解决 外 ,其 他 方面 实质 
性 的 结果 不 多 。 

分 布 参数 控制 系统 ”现代 控制 理论 的 一 个 重要 分 
支 ， 研 究 的 对 象 是 用 偏 微分 方程 或 偏 微分 -积分 方程 描 
述 的 系统 。 例 如 ,描述 温度 场 、 弹 性 振动 、 核反应 堆 等 系 
统 都 是 分 布 参数 系统 。 它 同 前 面 讲 的 用 常 微分 方程 描述 
的 集中 参数 系统 不 同 , 其 状态 空间 是 某 一 个 函数 空间 ,在 
每 一 瞬间 的 状态 是 函数 空间 中 的 一 个 函数 。 这 就 是 说 ， 
系统 在 每 一 瞬时 的 状态 ， 不 能 用 有 穷 个 参数 来 确定 ， 必 
须 用 无 穷 个 参数 才能 确定 。 研 究 这 类 系统 需要 用 泛 函 分 
析 、 现 代 偏 微 分 方程 理论 等 现代 数学 工具 。 

分 布 参数 系统 研究 的 内 容 是 系统 的 辨识 、 系 统 的 滤 
波 和 系统 的 控制 。 

分 布 参数 系统 的 辨识 ， 从 某 种 意义 上 讲 也 是 一 种 建 
立 模型 。 辨 识 研究 的 问题 是 一 个 分 布 参数 系统 的 结构 已 
知 ,但 这 个 系统 有 一 部 分 是 未 知 的 ,对 该 系统 的 菜 些 物理 
量 进 行 量 测 ( 这 些 物理 量 含有 未 知 部 分 的 信息 ), 依 据 这 
些 量 测量 来 确定 出 系统 的 未 知 部 分 。 辨 识 问 题 在 工程 、 
技术 中 很 多 也 很 重要 。 

例如 ,油田 在 开发 过 程 中 , 油 的 压力 变化 规律 用 下 面 
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的 偏 微分 方程 来 描述 ， 
Bp _ 9 /hkK(x,y) 8 
pa 

9 /hkK(xy) op 
toy\ 动 ) 
十 六 az 一 z0309 一 wd 
xyst) ED X(T), 

Pe-~0, Garyst) ETx0,T), 

P(xsYy,0)=Pp(X,Yy), (X,Yy)EQ, 

式 中 p(x,y, t) 表示 在 + 时 刻 坐 标 为 (x, y) 点 处 油 的 压 
力 , h 是 油层 的 厚度 ,4 是 石油 的 粘度 ，B 是 压缩 系数 ， 
quit) 是 第 i 口 井 的 产量 密度 ,(X,,y,) 是 第 i 口 油井 位 置 
坐标 ,9 是 油 储 区 域 , 7 是 油层 区 域 的 边界 , o 是 孔 队 度 ， 
K(x,y) 是 渗透 系数 ,未 知 的 地 质 参 数 。 

在 打 井 的 位 置 (zx,,ay4)(i= 1,2,…* N) 可 以 直接 得 到 
K(xi， Yi) 但 是 在 油田 的 其 他 点 处 ,不 能 直接 得 到 K(x， 
y)， 通 过 在 每 口 井 处 量 测 的 压力 和 流量 来 确定 出 渗透 率 
K(x,y)， 窜 所 了 K(x,y) 的 变化 规律 ， 就 可 以 了 解 油 田 
每 口 井 的 产量 的 变化 。 

辨识 出 系统 的 未 知 部 分 后 ， 系 统 就 完全 确定 。 如 果 
外 部 随机 干扰 对 系统 有 影响 ,还 需要 对 系统 进行 滤波 ,以 
减少 噪声 对 系统 的 影响 。 系 统 经 过 辨识 和 滤波 后 ， 如 果 
还 需要 选择 系统 的 某 些 参数 ， 使 其 具有 人 们 需要 的 某 种 
最 好 的 性 能 ,这 就 是 最 优 控制 问题 。 

例如 ,一 细 长 的 金属 杆 一 端 加 热 ,热量 在 杆 中 的 传导 
服从 下 面 的 热传导 方程 , 


给) (xpetoDxto7)， 


tE(0,T)， 


uatut) -Qt teco,r), 

Q(x,0)=Q(x)。 
式 中 1 是 金属 杆 长 度 ,a(x) 是 热传导 系数 ,u(t) 是 未 知 函 
数 , 称 为 控制 量 。 问 题 是 要 选择 一 种 加 温 方 法 , 即 选择 一 
控制 函数 0<w(b)<<A(A 为 常数 )， 使 得 加 温 到 了 时刻， 
金属 杆 中 的 温度 分 布 为 所 要 求 的 温度 分 布 Q*(x)， 也 就 
是 选择 一 个 ur(t), 使 得 证 函 

10w= | Q(x,T) -Qt(x) de 
达到 极 小 , 即 J(u*) ~, min_ J(u)。 
〈 秦 化 汽 陈 痊 盘 王 康宁 ) 

kongzhitu 
控制 图 (control chart) ”根据 似 设 检验 的 原 
理 构造 一 种 图 ,用 于 监测 生产 过 程 是 否 处 于 控制 状态 。 它 
是 统计 质量 管理 的 一 种 重要 手段 和 工具 在 生产 过 程 中 
产品 质量 由 于 受 随 机 因素 和 系统 因素 的 影响 而 产生 变 
差 前 者 由 大 量 微小 的 偶然 因素 看 加 而 成 ,后 者 则 是 由 可 


辨识 的 ,作用 明显 的 原因 所 引起 ,经 采取 适当 措施 可 以 发 
现 和 排除 。 当 一 生产 过 程 仅 受 随机 因素 的 影响 ， 从 而 产 
品 的 质量 特征 的 平均 值 和 变 差 都 基本 保持 稳定 时 ， 称 之 
为 处 于 控制 状态 。 此 时 ， 产 品 的 质量 特征 是 服从 确定 概 
率 分 布 的 随机 变量 ， 它 的 分 布 (或 其 中 的 未 知 参 数 ) 可 依 
据 较 长 时 期 在 稳定 状态 下 取得 的 观测 数据 用 统计 方法 进 
行 估计 。 分 布 确定 以 后 ,质量 特征 的 数学 模型 随 之 确定 。 
为 检验 其 后 的 生产 过 程 是 否 也 处 于 控制 状态 ， 就 需要 检 
验 上 述 质量 特征 是 否 符合 这 种 数学 模型 。 为 此 ， 每 隔 一 
定时 间 , 在 生产 线 上 抽取 一 个 大 小 固定 的 样本 ,计算 其 质 
量 特征 , 若 其 数值 符合 这 种 数学 模型 ,就 认为 生产 过 程 正 
常 , 否则， 就 认为 生产 中 出 现 某 种 系统 性 变化 ,或 者 说 过 
程 失去 控制 ,这 时 ,就 需要 考虑 采取 包括 停产 检查 在 内 的 
各 种 措施 , 以 期 查 明 原因 并 将 其 排除 , 以 恢复 正常 生产 ， 
不 使 失控 状态 延续 而 发 展 下 去 。 

通常 应 用 最 广 的 控制 图 是 W. A. 休 哈 特 在 1925 年 
提出 的 ， 一 般 称 之 为 休 哈 特 控 制图 。 它 的 基本 结构 是 在 
直角 坐标 系 中 画 三 条 平行 于 横 轴 的 直线 ， 中 间 一 条 实 线 
为 中 线 (CL), 上 ,下 两 条 虚线 分 别 为 上 、 下 控制 界限 (UCL 
和 LCL)。 横 轴 表 示 按 一 定时 间 间 隔 抽 取样 本 的 次 序 , 纵 
轴 表 示 根 据 样本 计算 的 、 表 达 某 种 质量 特征 的 统计 量 的 
数值 ,由 相继 取得 的 样本 算出 的 结果 ,在 图 上 标 为 一 连 串 
的 点 子 , 它 们 可 以 用 线段 连接 起 来 (如 图 )。 
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休 哈 特 控 制图 


根据 所 考察 的 质量 特征 的 性 质 是 计量 的 还 是 计数 的 
《包括 计件 和 计 点 的 )( 见 拍 样 检验 )， 以 及 所 采用 的 统计 
量 的 不 同 ,控制 图 有 不 同 的 类 型 ,常用 的 有 以 下 几 类 ，@ 
适用 于 旷 循 正 才 分布 的 计量 特征 的 平均 数 又 控 制图 和 极 
差 忆 控 制图 ,这 两 个 图 必须 合用 ， 一般 称 之 为 -ER 控 制 
图 。 其 中 叉车 用 中 位 数 义 代替 ， 即 成 为 多 -控制 图 。 
@ 适 用 于 遵循 二 项 分 布 的 计件 特征 的 不 合格 品 率 控制 
图 和 不 合格 品 数 np 控制 图 。@ 适 用 于 遵循 治 松 分 布 的 
计 点 特征 的 缺陷 数 (或 每 单位 缺陷 数 )c 控制 图 。 

以 -RB 控制 图 为 例 来 说 明 休 哈 特 控制 图 的 构造 原 
理 和 使 用 方法 。 设 所 考察 的 产品 的 质量 特征 ， 在 生产 过 
程 处 于 控制 状态 时 ,服从 正太 分布 NC4,07), 则 样本 大 小 
为 n 的 样本 平均 数 呈 服从 NC4s0:/n)。 因 此 对 中 控制 图 ， 
若 以 到 的 数学 期 望 4 为 中 线 值 ,以 4 士 kx/MVn 为 上 、 下 
控制 界限 , 则 适当 选择 上 值 ,可 以 保证 当 过 程 处 于 控制 状 
态 时 ， 样 本 平均 数 以 很 高 的 概率 位 于 上 下 控制 界限 之 


闻 , 而 且 应 呈 随 机 排列 。 例 如 当 k=3 时 ,此 概率 为 99.7%。 
如 果菜 个 样本 点 落 到 控制 界限 之 外 ， 就 认为 生产 过 程 失 
去 控制 ， 这 种 情况 虽然 在 生产 过 程 处 于 控制 状态 时 也 有 
可 能 发 生 ,但 其 概率 只 有 0.3%， 可 能 性 很 小 。 在 控制 图 
中 ,一 般 取 k=3, 并 称 所 得 出 的 上 、 下 控制 界限 是 按 3r 原 
则 取 的 。 虽 然 落 在 这 些 界限 中 的 概率 都 很 大 ， 但 并 不 都 
是 99.7 驳 。 采 用 假设 检验 的 想法 ， 宁 可 时 微小 的 风险 犯 
第 一 类 错误 而 认为 生产 失控 。 还 有 一 种 可 认为 是 失控 的 
标志 ， 是 点 子 的 排列 呈现 一 种 系统 性 的 特征 。 比 如 有 连 
续 7 个 点 子 位 于 中 线 的 一 侧 ,或 连续 7 点 呈现 上 升 (或 下 
降 ) 或 某 种 周期 性 排列 ,这 些 有 规律 的 非 随机 排列 都 可 能 
是 失控 的 敬告。 同样 ,生产 过 程 中 产品 质量 特征 的 变 差 
可 用 样本 极 差 表 示 , 根 据 正 态 分 布 ,R 的 数学 期 望 和 标 
准 差 o 的 函数 关系 就 可 确定 及 控制 图 的 中 线 位 置 和 上 、 
下 控制 界限 (ER 的 下 控制 界限 如 为 负数 ， 改 取 为 0)。 如 
果 样本 点 落 到 控制 界限 之 外 ， 或 出 现 上 面 所 讲 的 那 种 
有 规律 的 非 随 机 排列 ， 都 应 作为 敬告 予以 注意 。 由 于 
和 -R 控制 图 是 联合 使 用 的 ,不 论 是 在 哪 一 张 图 上 ， 只 要 
出 现 了 落 到 控制 线 以 外 的 点 子 ,就 要 考虑 停产 检查 ,以 防 
止 失控 状态 继续 发 展 下 去 。 在 制作 -R 控制 图 时 ， 由 
于 4 和 0o 都 是 未 知 , 需要 根据 过 去 长 期 积累 的 资料 估 
计 ， 也 可 以 在 确认 生产 过 程 处 于 控制 状态 时 ， 抽 取 多 个 
(一 般 大 于 20 个 ) 样 本 ， 每 个 样本 大 小 和 为 n 计算 每 个 
样本 的 只 与 RR 以 及 它们 的 平均 值 呈 及 及 , 则 员 、 及 可 
分 别 作为 区 控制 图 和 下 控制 图 的 中 线 值 ， 而 上 ,下 控制 界 
限 也 可 以 根据 公式 计算 。 下 表 列 出 各 类 休 哈 特 控制 图 的 
中 线 值 和 控制 界限 。 表 中 的 控制 界限 都 按 3 的 原则 , 即 
k=3, 而 取 的 ,A;、As、 Ds、D,、m, 都 是 与 有关 的 常数 ， 
称 为 控制 图 常数 ， 有 专用 的 数 表 可 查 。 根 据 实际 问题 的 
性 质 , k 也 可 取 别 的 数值 。k 值 减 小 ， 犯 第 一 类 错误 ( 虚 
报 ) 的 概率 就 增 大 ,而 犯 第 二 类 错误 ( 漏 报 ) 的 概率 减 小 。 

除了 上 述 的 休 哈 特 控制 图 外 ， 近 年 来 出 现 了 某 些 新 
形式 的 控制 图 ,其 基本 思想 与 休 哈 特 图 相似 ,但 作 图 根据 
的 原理 则 各 有 不 同 。 其 中 较 重 要 的 是 累积 和 控制 图 ， 这 
种 控制 图 的 对 象 , 即 标 在 图 上 的 每 一 点 ,是 在 该 点 以 前 所 
有 样本 统计 量 的 总 和 。 累 积 和 图 的 提出 ， 是 考虑 到 在 休 
哈 特 控制 图 中 ， 判 定 过 程 是 否 处 于 控制 状态 全 靠 最 新 的 
一 个 或 几 个 样本 点 ， 而 忽略 了 较 早 的 样本 值 中 所 包含 的 
信息 。 累 积 和 图 把 样本 统计 量 累 加 起 来 ， 从 而 综合 了 较 


特征 值 性 质 及 | 所 用 统计 量 | 中 线 

明和 的 分 布 | 印 控制 图 类 型 值 | 控制 界限 

, 平均 数 邓 叉 了 邓 圭 4sR 
洪 区 入 | 要 关 RE。 | 入 | DR,DR 

EN 中 位 数 完 时 | 室 mAsR 

计件 特征 值 | 不 合格 曲率 | 5 | 万 十 SVG 
(二 项 分 布 ) | 不 合格 品 数 rp | np | n5+3VNEGIE 
二 | ae6 数 | 5 | zt3VE 
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多 的 信息 ， 在 效率 上 有 所 提高 。 它 在 外 形 上 与 休 哈 特 控 
制图 有 所 不 同 ,其 控制 界限 不 是 常数 ,因此 控制 界线 不 是 
平行 的 而 是 围 成 一 个 角形 区 域 ， 角 的 顶点 及 夹 角 大 小 取 
决 于 样本 观测 结果 及 错误 概率 的 规定 。 《 狐 宗 舒 ) 


kucunlun 

库存 论 〈theory of inventory) ”研究 物资 储备 
的 控制 策略 的 理论 。 在 工业 ,农业 、 商业 、 军事 以 及 其 他 
的 各 行 各 业 中 ,要 想 不 断 维持 正常 的 生产 和 工作 ,就 必须 
储备 一 定数 量 的 所 需 物资 。 储 量 过 多 ,会 引起 积压 ,或 因 
存放 过 久 产 生变 质 而 造成 浪费 ， 占 用 仓库 和 需要 保持 一 
定 人 数 的 维护 人 员 也 会 带 来 经 济 上 的 损失 。 但 是 ， 储 量 
过 少 ,又 会 供不应求 , 在 工厂 则 引起 停工 待 料 , 在 商店 则 
引起 顾客 转移 他 处 ， 在 农业 上 和 军事 上 都 会 因 失去 时 机 
而 造成 重大 的 影响 。 如 何 控制 物资 的 库存 数量 ， 即 何 时 
补充 库存 ,应 该 补充 多 少 ,是 库存 论 的 基本 课题 。 

就 仓库 的 管理 体系 的 规模 与 复杂 程度 来 说 ， 单 级 管 
理 与 多 级 管理 ， 在 处 理 方法 上 大 不 相同 。 就 补充 物资 的 
方式 来 说 ,是 随 要 随 有 ,还 是 通过 订货 后 一 定时 期 必然 到 
货 ， 或 不 一 定 到 货 ， 这 些 都 会 对 处 理 方法 产生 严重 的 影 
响 。 就 存储 费用 方面 来 说 ， 物 资 在 仓库 中 可 能 发 生 自然 
的 或 人 为 的 损耗 , 可 能 出 现 失 盗 以 及 保险 费 、 纳 税 .租金 、 
正常 的 维护 和 管理 费 等 等 因素 ,都 会 引起 策略 上 的 差异 。 
在 需要 方面 ， 也 会 出 现 许多 不 同 的 情况 。 库 存 问题 可 以 
分 为 许多 不 同 的 类 型 ,其 中 有 些 较 易 处 理 ,有 些 较 难 。 如 
何 处 理 ,举例 说 明 如 下 。 

@ 假设 有 某 种 零件 在 生产 过 程 中 需求 量 是 稳定 的 ， 
例如 在 每 单位 时 间 里 总 共 需 要 mm 个 这 种 等 件 。 设 在 缺少 
这 种 零件 时 可 以 订货 ， 并 且 立 即 得 到 供应 。 假 定 每 次 的 
订购 的 固定 费用 (如 手续 费 等 ) 是 k， 一 个 零件 的 单价 是 
5, 若 将 多 余 的 零件 储存 起 来 ， 则 每 一 个 零件 在 单位 时 间 
内 的 储存 费用 为 h。 试 问 每 次 订购 多 少 个 零件 为 合理 ? 

由 于 这 种 零件 在 需要 时 能 立即 获得 ， 因 此 所 采取 的 
策略 应 为 ， 等 零件 用 完 时 再 订购 。 设 一 次 订购 的 数量 为 
@, 则 订购 一 次 所 花费 用 为 k+ c@ ,至 于 存储 费用 ,由 于 订 
购 的 @ 个 零件 共 在 Q/m 个 单位 时 间 用 完 , 则 在 第 i 个 单 
位 时 间 所 需要 的 m 个 零件 的 存储 费 为 hm(i 一 1)。 因此 总 


的 存储 费 为 二 m( 人 -1)@。 所 有 这 些 费用 都 是 在 长 为 
@y/m 的 这 妇 时 间 里 消耗 的 ， 因 而 单位 时 间 的 平均 费用 是 
hrQ_ 118 
reeram 人 -8 及 
km h 
=mt-t+ T(Q—m)。 (1) 
将 (1) 对 @ 求 导数 后 并 令 其 为 0, 然后 解 之 , 得 
Q, = NE 。 


分 别 以 [9@] 和 [@u]+I 代入 (1)， 并 比较 所 得 结果 的 大 
小 , 以 豆 记 其 中 较 大 者 。 于 是 可 知 ,每 次 订购 豆 个 零件 为 
最 合理 。 
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加 假设 有 一 种 货物 只 在 某 一 时 期 的 开始 可 以 买 到 。 
其 购 进 价格 每 件 为 c, 卖 出 价格 每 件 为 S$。 设 在 这 一 时 期 
卖 出 zx 件 的 概率 为 p(x)。 若 在 这 一 时 期 顾客 来 买 时 过 上 
缺 货 即 转向 他 处 ， 则 因 失 去 顾客 而 蒙受 损失 每 件 为 *。。 
设 在 这 一 时 期 终了 没有 卖 掉 的 货物 可 以 按 每 件 价格 为 
L(L<c) 全 部 卖 出 。 试 问 在 开始 时 应 购 进 多 少 货物 可 使 
期 望 的 利润 最 大 ? 

设 购 进 件 货物 , 则 期 望 的 利润 为 


GD=S 访 zp rs 晤 Ce) + 罚 w-mpm 
-h(i pr) (SL) Dxp(x) 
—(c—L)h—(S+4,—L) (rh)p(x), (2) 

二 


使 得 期 望 利润 达到 最 大 的 最 小 的 h, 也 就 是 使 得 差分 
AG(h)>0 的 最 大 的 如。 由 于 


4AG(D-(S+m- 蕊 局 ptz)+L-e， 


因此 所 求 之 为 使 加 p(x)> SE 三 工 成 立 的 最 大 的 h。 


在 库存 管理 体系 中 ,常用 的 信息 处 理 方式 有 两 种 :一 
为 成 交汇 报 制 ,一 为 定期 检查 制 。 所 谓 成 交汇 报 制 , 是 指 
所 有 有 关 的 交易 诸如 顾客 的 需求 ,定货 、 托运 、 货 物 的 到 
达 、 接 收 、 入 库 等 等 出 现时 ,立即 记录 在 案 ,并 将 信息 送 与 
有 关 主 管 人 员 。 所 谓 定期 检查 制 , 是 指 按 一 定时 期 (通常 
是 等 长 ), 将 上 述 有 关 数 字 检 查 一 次 。 近 年 来 , 由 于 计算 
机 的 普遍 使 用 ,成 交汇 报 制 用 得 较 多 ,以 前 则 常用 定期 检 
查 制 ， 因 为 它 所 需要 的 费用 较 低 。 

通常 所 采用 的 储备 控制 策略 有 <Q@,r>,《R,r>,《R,T》， 
《BR, 7， 了) 等 。 所 谓 (Q@,，r) 制 是 指 当 某 种 物资 库存 数量 下 
降 到 7 时, 即 申请 数量 为 @ 的 订货 。 显 然 , 在 此 种 情况 ， 
一 定时 期 的 需要 量 必 为 定数 ， 否 则 库存 不 可 能 正好 下 降 
到 r， 在 例 O 中 ,r= 0,Q=9。 兰 需求 量 为 随机 时 ， 与 之 
相应 的 是 《4R,r> 制 , 即 发 现 库存 数量 下 降 到 x<r 时 ,就 申 
请 数量 为 R 一 x 的 订货 ,以 使 库存 量 恢复 到 R。 这 里 的 @、 
R、r 是 根据 上 述 与 问题 有 关 的 各 种 因素 所 建立 的 数学 模 
型 作出 决定 的 。《Q@,7) 与 <R,r> 只 适用 于 成 交汇 报 制 。 对 
于 定期 检查 制 ， 则 需 决 定 检查 周期 的 长 度 T。 例 如 ， 
《R，T) 是 指 在 每 隔 时 间 了 就 检查 一 次 库存 ,并 申请 订货 
将 库存 水 平 上 升 到 R。T 的 确定 也 是 根据 具体 问题 所 建 
立 的 数学 模型 作出 的 。 

上 述 例 @ 是 最 早出 现 的 用 数学 方法 来 处 理 的 库存 问 
题 ， 公 式 (1) 称 为 简单 批量 公式 , 是 由 F. 哈里 斯 于 1915 
年 得 出 的 ， 直 至 第 二 次 世界 大 战 发 生 ， 所 考虑 的 库存 问 
题 ， 基 本 上 仅 限于 决定 性 的 情形 ， 例 @ 就 是 在 战 时 得 出 
的 。 战 后 ,由 于 成 批 生 产 的 日 益 普遍 , 同时 , 由 于 运筹 学 
与 管理 科学 的 出 现 ,使 库存 论 相 应 地 得 到 发 展 ,许多 带 随 
机 性 的 模型 得 到 了 深入 的 研究 。 

最 早 的 专门 著作 是 T, M. 惠 廷 的 著作 。 其 后 ， 系 统 
性 的 著作 相继 出 现 。 从 20 世纪 50 年 代 开始 ， 就 不 断 有 


人 致力 于 库存 论 中 的 一 些 理论 问题 的 研究 。 例 如 ， 对 于 
定期 检查 制 ,H. E. 斯 卡 夫 在 某 些 假设 之 下 证 明了 《<R, 7>》 
是 最 优 策略 。 ( 越 民 义 》 


Kumo’er 
库 默 尔 ,E. E. (Ernst Eduard Kummer 1810~ 
1893) “德国 数学 家 。1810 年 1 月 29 日 生 于 索 拉 乌 
( 今 波 兰 扎 雷 ),1893 年 5 月 14 日 卒 于 柏林 。 他 1828 年 入 
哈雷 大 学 ,开始 学 习 神学 ,后 来 
又 转学 数学 。1831 年 获 博 士 学 
位 ,后 在 中 学 教书 ,一 直到 1842 
年 成 为 布雷 斯 劳 大 学 教授 。 
1855 年 继 P.G.L. 狄 利 克 雷 任 
柏林 大 学 教授 , 1861 年 在 柏林 
大 学 建立 第 一 个 纯粹 数学 讨论 
班 ,同时 在 军事 学 校 授课 。 他 曾 
任 柏林 大 学 校长 (1868~1869》， 
1883 年 退休 。 

库 默 尔 早 期 研究 超 几何 级 数 ,第 一 个 计算 单 值 群 , 晚 
期 研究 光学 系统 和 弹道 问题 ,发 现 著名 的 库 默 尔 曲面 .他 
最 重要 的 成 就 是 在 数论 方面 ， 特 别 是 在 试图 证 明 费 马 大 
定理 时 引进 了 对 代数 数论 发 展 有 重要 影响 的 “理想 数 " 概 
念 。1844 年 ， 库 默 尔 经 狄 利克 雷 指点 ， 搞 清 了 在 一 般 代 
数 数 域 中 唯一 因子 分 解 定理 不 成 立 ， 例 如 在 ac+bw 一 5 
(ab 为 整数 ) 生成 的 域 中 ，b=2.3=(1+wW 二 5). (1 一 
MM 一 5)。 在 1845~1847 年 间 , 他 引进 了 理想 数 概念 ,使 
在 他 研究 的 数 域 中 ,存在 素 理想 数 唯一 因子 分 解 定理 。 他 
利用 理想 数 证 明了 费 马 大 定理 在 一 些 情况 下 是 正确 的 。 
在 库 默 尔 理想 数 的 基础 上 ，R. 戴 他 金 发 展 了 “理想 论 ， 
为 现代 代数 数论 和 代数 的 发 展开 辟 了 道路 ,19 世纪 50 年 
代 ， 库 默 尔 隐 含 地 发 展 了 p- 进 方法 以 及 高 斯 和 的 工具 来 
研究 高 次 互 反 律 ,得 出 一 组 “ 补 律 "公式 。 

他 的 主要 论文 收集 在 二 卷 4 库 默 尔 全 集 》%(1975) 中 。 

《〈 胡 作 支 ) 

Kumo'er kuozhang 
库 默 尔 扩张 (Kummer extension) ”一 种 阿 
贝尔 扩张 , 因 首先 由 E. 卫 . 库 默 尔 研究 而 得 名 。 阿 贝尔 扩张 
是 代数 数论 研究 的 主要 对 象 。 库 默 尔 扩张 和 分 圆 域 则 是 
阿 贝 尔 扩张 的 两 个 重要 类 型 。 一 个 阿 贝尔 扩张 K/k 称 为 
库 默 尔 扩张 ， 指 的 是 存在 一 个 正 整数 n 使 得 ，@ 域 的 
特征 ch(k) 不 能 整除 m， 而 且 上 包含 m 次 本 原单 位 根 了 
@K/k 的 伽 罗 瓦 群 Gal(K/k) 的 每 个 元 素 的 阶 整除 m。 此 
时 K/k 又 特别 称 为 指数 是 避 的 库 默 尔 扩张 。 以 下 考虑 的 
都 是 在 一 个 给 定 的 满足 条 件 @ 的 基 域 上 上 的 一 切 指数 为 
mn 的 库 默 尔 扩张 。 用 k* 表示 下 中 非 零 元 素 乘 法 群 ， 用 
km 表示 k* 中 元 素 的 mm 次 暑 构成 的 子 群 。 

库 默 尔 扩张 的 子 扩 张 是 库 黑 尔 扩张 。 任 意 多 个 库 默 
尔 扩张 的 复合 域 还 是 库 默 尔 扩张 。 

在 域 k 满 足 条 件 @ 的 前 提 下 , 则 在 上 上 添加 k* 的 一 


库 


个 元 素 4 的 m 次 根 而 得 到 根 扩张 Kk(Y& ) 是 一 个 指 
数 为 m 的 库 默 尔 扩 张 ,而 且 Gal(K/k) 是 一 个 循环 群 。 反 
之 , 任 一 指数 为 m 的 循环 库 默 尔 扩张 K/k 是 一 个 根 扩张 
Kk(9),6"Ek*, 而 且 9 可 由 拉 格 朗 日 的 预 解 式 求 得 。 设 
[K:k]=n, Gal(K/k) 一 《>，% 为 下 的 任 一 个 本 原 元 素 。 
为 上 中 任 一 个 n 次 本 原单 位 根 ， 于 是 预 解 式 
= (yl,2,.0n—1) 

中 任 一 个 非 零 的 9, 都 可 取 作 6。 但 9 的 取 法 不 是 唯一 的 。 

任 一 库 默 尔 扩张 K 人 是 一 些 循环 库 默 尔 扩张 
Kk( 允 a ) 的 复合 域 ,其 中 取 亿 ix 的 一 个 子 集 8 的 元 素 。 
KK 确定 K* 的 一 个 子 群 P={aEK*|a"Ek*}, 则 K= 
k(P),P"Ck*CP。 子 群 P 由 这 些 条 件 唯一 确定 。 令 H= 
Pn，K( 尽 再) 表示 所 有 根 扩张 K 以 a )( 其 中 aEH) 的 复合 
域 ， 则 有 天 =K( 尽 吾 )，k"CHCkx。 子 群 卫 由 上 述 条 件 
唯一 决定 。 反之 ， 给 定 ix 的 一 个 子 群 H' 使 得 "CH'， 
则 KY 可)=K' 是 k 上 的 一 个 库 默 尔 扩张 。 令 P'= 
{a€EK'|anEk*}, 则 P'"m=H' 有 K'=k(P')。 这 样 ,k 上 
库 默 尔 扩张 天 和 ie 的 包含 km 的 子 群 且 成 一 一 对 应 ， 而 
且 对 应 关系 由 天 =K( 愉 互 ) 确 定 。 

设 K/k 为 任 一 库 默 尔 扩张 ，G=Gal(K/k) 而 且 设 PP 
和 五 定义 如 上 。 对 于 EG,aEP, 有 vc(a)=frtcoaEP。 
定义 映射 GxP~ 人 六 如 下 ，("，a) 一 六 oo。 它 满足 @ 
(ota)=(0, ot, a), Oe, ap)=(0, ato, p), @ 
(0,P)=190=1, @(G, a)=1PaEk+， 每 个 rEG 确 
定 P 的 一 个 特征 xo 使 得 xo(a)=(o, a)。 而 且 Ker(xo) 
如 kg, 因 而 xc 诱导 出 商 群 P/k* 的 一 个 特征 。 反 之,P/k* 
的 每 个 特征 x 可 以 提升 为 了 的 一 个 特征 x' 使 得 Ker(x') 
号 k*， 而 且 x' 决定 了 的 一 个 自 同 构 am> x'(a)*a, 并 且 
保持 k* 的 元 素 不 动 , 这 个 自 同 构 可 以 开拓 成 库 默 尔 扩张 
的 一 个 k 自 同 构 。 所 以 G 宕 (P/ks)*， 其 中 (P/Ks)# 表 
示 P/k* 的 特征 群 。 另 一 方面 , P 到 的 的 宕 映射 4 am 
诱导 出 同 构 P/tx* 兰 H/km, 最 后 得 Gal(K/k) 空 (H/k")*。 
这 个 同 构 可 以 由 双 线 性 映射 Gx 瑟 >， (0, oa) 一 
( 尽 a )” 天 来 实现 ， 即 每 个 rEG 映 到 五 的 特征 ye: ar 
(Vay 

特别 , 若 K/k 是 有 限 库 默 尔 扩张 ， 则 有 

Gal(K/K)S(H/k™ SH/k", 

EE. 阿 廷 和 0. 施 赖 埃 尔 推广 了 库 默 尔 扩张 的 理论 。 
设 k 为 一 个 特征 p>0 的 域 , 若 K/k 是 阿 贝尔 扩张 ,其 徊 
罗 瓦 群 的 指数 是 P, 则 称 K/k 是 指数 为 的 阿 贝尔 扩张 ， 
或 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 。 令 第 (X) 表 示 X? 一 X, 叫 (a) 表 
示 多 项 式 争 (X) 一 a 的 任 一 根 。 令 第 (R) 一 《第 (ao)laEk)， 
则 利 (k) 是 加 法 群 k 的 一 个 子 群 ,多 项 式 P(X) 一 a 在 k 上 
不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 aEk, 但 ag 第 (k)。 

设 K/k 为 一 个 Pp 次 阿 贝尔 扩张 ，, Gal(K/k)=<o》。 则 
存在 一 个 元 素 aEK 使 得 Trz/(a)=a 取 0, 令 

0=—a (at+20(@)+*+(p— 1)or-2(a)), 
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则 下 一 KK6)，9 为 第 (X) 一 Kb 一 8? 一 9Ek) 的 一 根 。 反 之 ， 
设 aEK 但 ae 第 (6 ， 则 第 (X) 一 a 在 k 上 的 分 裂 域 是 k 上 
一 个 ?次 阿 贝尔 扩张 。 

设 Kk 是 任 一 指数 为 ?的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 ， 
GGal(K/k)。 则 K 是 一 些 P 次 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 
k( 季 -!'(a)) 的 复合 域 ，aESCk，S 为 的 一 个 子 集 。 令 
T={aEK|P(a)Ek}), 则 了 为 K 的 一 个 加 法 子 群 ， 而 且 
K=k(T), 包 (T)CkcT。 令 =P(T), 则 NN 为 的 一 个 加 
法 子 群 。 令 K( 第 -KK(N)) 表 示 K( 第 -Ka)) (其 中 aE N) 的 复 
合 域 , 则 有 K=k(P-'(N)), 纠 (k)CNCk。 反 之 , 设 N' 为 k 
的 一 个 加 法 子 群 , 且 第 (kb)CN， 则 开 ' 一 K 第 -KKN'7) 是 一 
个 指数 p 的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 。 总 之 , k 上 指数 了 的 阿 
廷 -施琅 埃 尔 扩张 和 中 包含 御 (k) 的 加 法 子 群 N 成 一 一 
对 应 , 而 且 对 应 关系 由 下 式 确定 : KK 一 K( 第 -K(N))。 

设 K/k 为 任 一 指数 P 的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 , G= 
Gal(K/k),T、N 定义 如 上 ,并 设 ,为 特征 p 的 素 域 ， 定 
义 GxT 到 Fe 的 映射 (0;q)=o(a) 一 a。 这 是 一 个 双 线性 
映射 ， 而 且 (c, T)=0Po=1，(G,a)=0PaEk。 每 个 
0EG 确定 了 的 一 个 特征 xo:xo(a) 一 (cy,a),xe 又 诱导 出 
商 群 T/k 的 一 个 特征 。 

反之 ,T/k 的 每 个 特征 x 可 提升 为 了 的 一 个 特征 x'。 
x' 决定 了 的 一 个 自 同 构 w*a+x'(a)。 这 个 自 同 构 可 
以 开拓 成 的 一 个 自 同 构 。 所 以 G 宕 (T/k)*。T 到 N 的 
同 态 映射 第 (a) 诱导 出 同 构 T/k 宕 N/ 和 P(k)。 于 是 
GS(N/P(k))*。 这 个 同 构 可 由 双 线 性 映射 GXN 一 
Fo:(o, oa)=(o 一 1) 第 -Ka) 来 实现 ， 即 每 个 rcEG 决 定 
NN/ 思 (k) 的 一 个 特征 yo:a>(o 一 1)P-'(a)。 

.维特 引进 了 一 个 特征 p>0 的 域 上 上 的 向 量 运算 ， 
从 而 得 到 维特 向 量 环 。E. 维特 利用 这 个 向 量 环 将 E. 阿 
廷 和 0. 施 赖 埃 尔 关于 指数 p 的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 理 
论 推广 到 任意 指数 pe> 1) 的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 扩张 上 去 。 

关于 数 域 上 的 库 默 尔 扩张 的 算术 理论 ， 在 这 里 仅 介 
绍 一 个 最 简单 的 情况 。 设 为 一 个 数 域 ， 而 且 包含 一 个 
素数 1 次 本 原单 位 根 f, 又 设 K=k(Wa),aEk*, 但 
Gt，Pp 是 的 一 个 素 理 想 。P 在 KK 中 的 分 解 只 有 三 种 
情况 , p 在 K 中 仍然 保持 为 素 理想 , 称 之 为 惰性 的 ; 或 者 
?在 K 中 等 于 一 个 素 理想 的 ! 次 矫 , 称 之 为 分 层 的 ;或 者 
?在 K 中 分 解 成 1 个 不 同 素 理想 的 积 , 称 之 为 分 裂 的 。 设 
主 理想 (4) 含 p 的 方 蹇 为 P'。 于 是 有 下 列 结果 ; 

若 1+e，。 则 Pp 在 KK 中 分 歧 ; 若 te 但 p+ (1), 则 Pp 在 K 
内 不 分 歧 , 此 时 可 将 化 为 e= 0 的 情况 ,于 是 , 若 还 有 同 
余 式 X'=a(modp) 在 k 内 有 和 解 ， 则 Pp 在 K 中 分 裂 ,否则 p 
在 K 中 为 惰性 的 ; 设 lle,， 且 Pp1(1)。 此 时 首先 将 化 为 
e=0 的 情况。 设 主 理想 (1 一 ?) 含 素 因 子 p 的 方 宕 为 p"， 
则 有 ，@ 若 同 余 式 X'=a(mod p"*!) 在 k 中 有 和 解 ， 则 p 
在 K 内 分 裂 。@ 若 关 =a(modp"*') 在 k 中 无 解 , 但 
加 =o(mod pn) 在 k 中 有 解 ， 则 Pp 在 K 内 是 情 性 的 。@ 
车 次 =a(mod p") 在 k 中 无 解 , 则 Pp 在 KK 内 分 歧 。 

( 委 灵 沼 ) 
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kualsu Fullye bionhuan 
快速 傅 里 叶 变换 (fast Fourier transforma- 
tion) 简称 FFT， 是 指 进行 "有 限 离散 传 里 叶 变换 ” 
(简称 DFT) 的 快速 算法 。 一 维 DFT 是 把 N 元 数组 4(0)， 
A(1),…,A(N 一 1) 按 线性 关系 式 

x =AW G0 ND (OD) 


变 为 N 元 数组 x(0)，x(1),…，zx(N 一 1) 的 一 种 线性 变 
换 ,其 中 记号 W 是 一 个 复 常 数 ,满足 wy 一 1, 其 值 为 


,Et fe 
W=e/”=c0s Ny +isinN (i=M -1)。 


传统 算法 是 直接 计算 (1), 大 约 需 要 N* 次 运算 (这 里 所 说 
的 运算 每 一 次 包含 一 个 复数 乘法 和 一 个 复数 加 法 ) ,1965 
年 , 美国 人 库 利和 图 基 提 出 的 FFT 算法 把 运算 次 数 缩减 
为 Nlog;N。 因 此 ，FFT 算法 比 传统 算法 提高 工效 约 为 
N/logsN 倍 。 当 NN 很 大 时 ,这 是 巨 量 的 提高 。 例 如 , 在 图 
像 处 理 问题 中 ,一 个 图 像 分 为 10000x 10000 个 点 , 因而 
对 所 进行 的 DFT 来 说 ,应 有 N=10*, 于 是 用 FFT 算法 提 
高 工效 约 为 10%/(10"ogs10*) 和 =3 750 000 倍 。 如 用 每 秒 
能 作 一 千 万 次 运算 的 电子 计算 机 进行 计算 ， 按 FPT 算 
法 , 几 百 秒 即 可 完成 ,着 按 传统 算法 要 几 十 年 才能 算 完 。 

算法 的 基本 思想 ”总 的 来 说 是 利用 复 常数 W 的 性 质 
把 关系 式 (1) 的 各 项 重新 组 合 为 新 的 算式 ,并 使 用 递 推 的 
步骤 , 以 维 减 运算 次 数 。 以 N=2" 为 例 ， 设 二 是 j 除 以 
2"-: 时 的 余数 ,新 的 算式 是 


(和 D= 名 4A(2D-Cw)， 


ZiD=" DAI+ Dw 
人 = 0,1，y2n-: 一 1)， 

xz( 力 =Y(h)+W4+Z0D) (j=0,1, 

即 先行 计算 两 个 2"…: 元 数组 Y(j) 和 2Z(j), 然 

个 乘法 和 2" 个 加 法 算出 2" 元 数组 x( 力 。 类 似 地 ， 可 把 

2"… 元 数组 的 计算 化 为 两 个 2"… 元 数组 的 计算 ， 等 等， 

如 此 递 推 ， 最 后 把 计算 M 元 数组 的 运算 次 数 记 为 TCM)， 

按 上 述 计 算 步 骤 有 关系 式 ，T(2") 一 2.T(2"-0) 二 2， 

T(2"- 0 一 27(2 3) 二 209yT(2) 一 2.T(1) 二 2 一 2， 由 

此 可 得 T(N)=T(2")=2".n=NlogsN。 如 果 N 不 是 2" 的 

形式 ,而 是 有 分 解 式 N= PiXpzx…Xpn， 则 可 建立 运算 
次 数 不 超 过 N' (pi+ps 十 … 十 Pn) 的 FFT 算法 。 

在 数值 计算 和 实际 问题 中 的 应 用 上述 算法 同样 可 

应 用 于 逆 DFT, 即 从 N 元 数组 x(0),z(1)，……x(N 一 1) 近 


线性 关系 式 Ab) 一 六 号 =(jDW-4 变换 为 数组 ACO)。 


4(1)，…，4(N 一 1)。FFT 算法 在 数值 计算 中 的 一 个 
重要 应 用 是 计算 卷 积 , 即 从 N 元 数组 A(0)，A(1) ，…， 
A(N 一 1) 及 具有 周期 的 数组 B(0), B(1),…,B(N 一 1) 
(B(-1)= BON 一 1),B( 一 2) 王 B(N 一 2),…) 按 关系 式 


CGO)- 剖 ADBG-D Go ND, 


计算 N 元 数组 C(0),C(1),…,C(N 一 1)。 采 用 如 下 步骤 : 
首先 把 两 个 数组 4(k) 和 BCk) 用 FFT 算法 分 别 得 数组 
XX(j) 和 Y(j), 其 次 作 数组 (只 需 轩 个 乘法 ) 
2Z(j)=X(DYD (j=0,1,.,N-1), 

最 后 用 FFT 算法 把 数组 Z(j) 作 逆 DFT， 得 卷 积 C(0)， 
C(1) ,…,C(N 一 1)。 上 述 算法 的 运算 次 数 约 为 SNlog:N， 
而 传统 算法 则 是 N:。 除 用 于 计算 卷 积 外 , FFT 算法 还 可 
用 作 计 算 两 个 多 项 式 的 乘积 等 等 。 

FFT 算法 在 实际 问题 中 已 广泛 应 用 ,在 光谱 、 声 谱 、 
地 震 谱 分 析 、 晶 体 结构 分 析 、 滤 波 、 数 字 信 号 处 理 、 图 像 信 
息 处 理 , 物 探 \ 天 线 、 雷 达 、 卫 星 摄影 分 析 , 全 息 图 ,以 及 医 
疗 卫生 上 的 心电图 \ 脑 电 图 `.X 光 相片 强化 等 等 方面 ， 已 
大 量 应 用 ,很 有 发 展 前 途 。 

算法 本 身 的 发 展 近 况 ” 近 年 来 ，FFT 算法 本 身 不 断 
增添 新 的 内 容 。 在 一 维 DFT 的 算法 方面 有 , 素 因 子 " 法 、 
不 要 调换 排列 顺序 法 , 修 甬 法 、N 为 素数 的 算法 .余弦 变 
换算 法 、 一 维 DFT 的 二 维 处 理 方法 基底 3-FFT 的 新 算 
法 、 维 诺 格拉 特 算 法 (这 是 DFT 算法 的 一 个 重要 进展 ) 以 
及 雷 德 - 布 莱 纳 算法 等 ;二 维 DFT 的 算法 除 以 一 维 FFT 为 
基础 的 算法 外 ， 也 建立 了 若干 直接 对 二 维 数组 进行 运算 
(分 解 和 变换 ) 的 算法 。 

快速 数论 变换 ”如 上 所 述 ,计算 卷 积 要 做 三 次 FFT， 
这 在 NN 很 大 时 的 计算 量 仍然 很 大 。 此 外 ， 还 存在 由 于 会 
入 误差 而 不 能 得 到 高 精度 的 卷 积 以 及 要 贮存 三 角 函 数 以 
保证 有 关 W% 的 计算 需要 等 缺点 .以 上 缺点 为 70 年 代 发 展 
起 来 的 快速 数论 变换 算法 所 克服 。 设 M 是 大 于 1 的 正 整 
数 ，2Zw 表示 从 0 到 M 啤 一 1 的 非 负 整数 全 体 ,使 用 同 余 概 
念 , 即 4 三 b(mod M ) 表 示 两 整数 4 与 b 的 差 4-b 是 M 的 
倍数 。 设 a 是 Zw 中 任 一 数 ,N 是 使 av 三 1(mod M) 成 立 
的 最 小 正 整数 ， 称 “为 Zu 中 的 N 次 本 原单 位 根 。Zw 中 
的 数组 4(0),4(1)，…4(N 一 1) 按 线性 同 余 关系 式 


XH) = A emodM) Go 5N-D， 


变 为 Zw 中 的 数组 x(0),x(1) ,…, x(N 一 1), 称 为 数论 变 
换 。 在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 把 FFT 算法 平行 地 移植 到 Zu 
上 以 进行 NTT, 称 为 快速 数论 变换 。 仿 照 上 述 利用 FFT 
算法 计算 卷 积 的 步 又， 同样 可 用 快速 数论 变换 来 计算 卷 
积 。 它 具有 速度 更 快 ,没有 伟人 误差 和 不 需要 贮存 三 角 函 
数 或 其 他 基础 函数 等 优点 。 但 变换 本 身 没有 物理 意义 。 
1979 年 出 现 了 把 维 诺 格拉 特 算 法 和 数论 变换 相 结 
合 的 计算 DFT 的 新 混合 算法 ,进一步 缩 威 了 乘法 次 数 。 
参考 书目 
游 兆 永 著 :< 线 性 代数 与 多 项 式 的 快速 算法 *, 上 海 科学 技术 出 
版 社 , 上海 ,1980。 
孙 琦 、 郑 德 助 , 沈 仲 琦 著 :< 快 速 数论 变换 >, 科 学 出 版 社 , 北京， 
1980。 
《( 游 兆 永 孙 琦 沈 仲 琦 ) 


kualsu shulun blonhuon 


快速 数论 变换 (fast number theory trans- 
formation) 见 快速 传 里 叶 变 接 。 

kuondu 

宽度 (width) 刻画 已 拿 赤 空间 内 对 称 点 集 的 


“ 宽 狭 "程度 的 一 个 数量 表征 。 作 为 逼近 论 的 一 个 基本 要 
念 是 苏联 数学 家 A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 在 1935 年 首先 提 
出 来 的 。 它 的 基本 思想 可 以 从 下 面 的 几何 问题 提炼 出 来 。 


在 网 氏 平面 如 上 给 出 点 集 员 = jz,0): 其 + 其 


<1,>6b>0|, 观 是 梢 加 等 -+ 化 一 1 图 成 的 图 形 ,原点 


《0, 0) 是 听 的 对 称 中 心 。 考虑 RR 的 任何 一 维 的 线性 子 空 
闻 F, 和 驶 的 偏差 程度 。 每 一 P, 就 是 过 原点 0 的 一 条 直 
线 。 作 椭 贺 的 平行 于 下 , 的 两 条 切线 Fi ,Fr ,Fi 对 纲 的 : 
偏差 度 乃 是 F; ,Fs 所 夹带 形 区 域 的 宽度 的 一 半 。 变 动 F， 
的 斜率 ,F, 与 对 的 偏差 度 也 随 之 改变 。 当 F, 与 * 轴 重合 
时 ,这 个 量 最 小 ,等 于 椭圆 的 半 短 轴 。 这 个 最 小 值 就 称 为 
点 集 叫 在 Rz 空间 内 的 一 维 宽度 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 宽度 )。 


现 的 仿 基 度 和 宽度 


一 般 地 说 ， 寺 9 是 巴 拿 赫 空间 内 的 关于 O 点 的 对 
称 集 ,Fn 是 X 的 任 一 维 线性 子 空间 ,9 中 任 一 点 到 Fn 
的 距离 是 PCz,Fn) = intlz—ul, 了 K 和 F, 之 间 的 (整体 


的 ) 偏 差 度 是 e( 观 ;F。) = Sup 2(z,Fn)。 如 果 变 动 Fu(n 不 


变 ), 要 选择 Fs 使 对 到 Fw 的 整体 偏差 最 小 。 这 就 自然 提 
出 下 面 的 极 值 问题 ， 计 算 量 dn MX) =int eM Pn) 


且 求 出 使 下 确 界 实现 的 所 有 F。。 这 里 的 量 4,( 观 ;X) 称 为 
味 在 X 内 在 柯 尔 莫 哥 阁 夫 意 义 下 的 维 宽度 。 

在 通 近 论 中 对 宽度 的 研究 ， 主 要 包括 两 个 方面 的 问 
题 , 即 给 出 dn( 观 ;X) 的 数量 估计 ， 和 找 出 所 有 能 使 宽度 
实现 的 n 维 线性 子 空间 。 这 些 问题 的 研究 不 但 具有 理论 
意义 ， 而 且 也 具有 实际 价值 。 因 为 这 样 会 引导 找到 驶 的 
新 的 、 更 好 的 逼近 方法 。 

柯 尔 英 哥 洛 夫 在 1935 年 研究 了 X=L? (平方 可 和 的 
函数 空间 ) 内 某 些 函 数 类 的 宽度 。 对 宽度 理论 的 系统 研 
究 是 从 50 年 代 由 基 哈 米 洛 夫 开始 的 ， 近 20 年 来 这 一 方 
面 的 研究 取得 了 很 大 进展 。 (和 孙 永 生 ) 
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Lagelangrl 
拉 格 朗 日 ,J.-L. (Joseph-Louis Lagrange 
1736 一 1813) ”法 国 数学 家 。1736 年 1 月 25 日 生 于 
意大利 西北 部 的 都 灵 ，1813 年 4 月 10 日 卒 于 巴黎 。19 
岁 就 在 都 灵 的 皇家 炮兵 学 校 当 
数学 教授 ,他 少年 时 读 了 EE. 哈 
雷 介绍 I 牛顿 的 微 积分 的 著 
作 , 开始 钻研 数学 , 与 工 . 欧 拉 
经 常 通信 ,在 探讨 数学 难题 “等 
局 问题 "的 过 程 中 ,他 用 纯 分 析 
的 方法 发 展 了 欧 拉 所 开创 的 变 
分 法 ， 为 变 分 法 莫 定 了 理论 基 
础 。 他 的 论著 使 他 成 为 当时 欧 
洲 公认 的 第 一 流 数学 家 。1764 
年 ,法 国 科学 院 悬 赏 征文 ,要 求 用 万 有 引力 解释 月 球 天 平 
动 问题 。 他 的 研究 获奖 。 接 着 又 成 功 地 运用 微分 方程 理 
论 和 近似 解法 研究 了 科学 院 提出 的 一 个 复杂 的 六 体 问题 
《木星 的 四 个 卫星 的 运动 问题 )， 为 此 又 一 次 于 1766 年 
获奖 。 

1766 年 德国 的 腓 特 烈 大 帝 向 拉 格 朗 日 发 出 邀请 时 
说 ， 在 “欧洲 最 大 的 王 " 的 宫廷 中 应 有 “欧洲 最 大 的 数学 
家 "。 他 应 邀 去 柏林 ,居住 达 20 年 之 久 。 在 此 期 间 , 他 完 
成 了 《分 析 力 学 》(1788) 一 书 ， 这 是 牛顿 之 后 的 一 部 重要 
的 经 典 力学 著作 。 书 中 运用 变 分 原理 和 分 析 的 方法 ， 建 
立 起 完整 和 谐 的 力学 体系 ， 使 力学 分 析 化 了 。 他 在 序言 
中 宣称 ， 力 学 已 经 成 为 分 析 的 一 个 分 支 。 

拉 格 朗 日 在 方程 论 方面 作出 了 有 价值 的 贡献 ， 推 动 
了 代数 学 的 发 展 ,他 提交 给 柏林 科学 院 两 篇 著名 的 论文 
《关于 解数 值 方程 1767) 和 《关于 方程 的 代数 解法 的 研 
究 X1771)。 他 考察 了 二 次 、 三 次 和 四 次 方程 的 一 种 普遍 
性 解法 , 即 把 方程 化 为 低 一 次 的 方程 ( 称 辅助 方程 或 预 解 
式 ) 以 求解 。 但 是 这 种 方法 不 能 用 于 五 次 方程 ,在 他 关于 
方程 求解 条 件 的 研究 中 已 蕴含 群 论 的 萌芽 ,成 为 下. 伯 允 
瓦 建立 群 论 的 先导 。 

在 数论 方面 ， 拉 格 朗 日 也 显示 出 非凡 的 才能 。 他 对 
了 P. de 费 马 提出 的 许多 问题 作出 了 解答 。 如 ,一 个 正 整数 
是 不 多 于 4 个 平方 数 的 和 的 问题 ; 求 方程 x 一 Ay*==1 
(4 是 一 个 非 平方 数 ) 的 全 部 整数 解 的 问题 等 等 。 他 还 证 
明了 + 的 无 理性 。 这 些 研究 成 果 丰 富 了 数论 的 内 容 。 

1786 年 腓 特 烈 大 帝 去 世 以 后 , 他 接受 了 法 王 路 易 十 
六 的 邀请 ,定居 巴黎 (1787)， 直 至 去 世 。 这 期间 , 他 曾 出 
任 法 国米 制 委员 会 主任 ， 又 先后 在 巴黎 高 等 师范 学 院 和 
巴黎 综合 工科 学 校 任 数学 教授 。 他 相继 完成 了 《解析 函 
数论 X1797) 和 《函数 计算 讲义 》(1801) 两 部 重要 著作 ,总 
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结 了 那 一 时 期 的 特别 是 他 自己 的 一 系列 研究 工作 。 

在 《解析 函数 论 》 以 及 他 早 在 1772 年 的 一 篇 论文 (也 
收入 此 书 ) 中 ,在 为 微 积分 莫 定 理论 基础 方面 作 了 独特 的 
尝试 ,他 企图 把 微分 运算 归结 为 代数 运算 , 从 而 抛弃 那 自 
牛顿 以 来 一 直 令 人 困惑 的 无 穷 小 量 。 他 把 函数 f(x) 的 导 
数 定义 为 人 x+h) 的 泰勒 展开 式 中 的 h 项 的 系数 ， 并 想 
由 此 出 发 建立 全 部 分 析 学 。 但 是 由 于 他 没有 考虑 到 无 穷 
级 数 的 收敛 性 问题 ,他 自 以 为 摆脱 了 极限 概念 ,其 实 只 是 
回避 了 极限 概念 ,并 没有 能 达到 他 想 使 微 积分 代数 化 、 严 
密 化 的 目的 。 不 过 ， 他 用 等 级 数 表示 函数 的 处 理 方法 对 
分 析 学 的 发 展 产生 了 影响 ,成 为 实 变 函 数论 的 起 点 。 

近 百 余年 来 ， 数 学 领域 的 许多 新 成 就 都 可 以 直接 或 
间接 地 疹 源 于 拉 格 朗 日 的 工作 。 所 以 他 在 数学 史上 被 认 
为 是 对 分 析 数 学 的 发 展 产生 全 面 影响 的 数学 家 之 一 。 

《和 孙 小 礼 ) 

Loagelonerl chazh! duoxlongshi bljin 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 通 近 (approximation by 
Lagrange interpolation polynomials) 拉 
格 朗 日 插值 多 项 式 是 一 种 最 常见 的 多 项 式 插值 法 ， 也 是 
一 种 最 常用 的 通 近 工具 。 设 fx) 是 定义 在 区 间 [a, 站 上 
的 函数 , 又 设 zi, zay…zxo 是 [a,b] 上 的 n 个 互 不 相同 的 
点 。 早 在 1795 年 十 -L. 拉 格 期 日 就 证 明 : 如 果 在 点 * 处 
的 函数 值 失 一 所 zx) (k 一 1,2，……m) 是 已 知 的 , 则 存在 唯 
一 的 次 数 不 高 于 n 一 1 的 代数 多 项 式 In(f,z) 使 得 

Lalfsx) fx) (k=l,2,.,n), 
倘若 记 

WX) KX— XT— A) (一 Xp)， 


wax) 
CAE 
则 Ls(f,x) 有 表达 式 
Lalf ,x) -六 fx x), 


常 称 Ltf x) 为 了 x) 的 拉 格 角 日 插值 多 项 式 ， {1 为 
其 结 点 组 。 若 x) 是 个 次 数 不 高 于 n 一 1 的 代数 多 项 式 ， 
则 Lof x) = 了 x)。Ln(f x) 的 几何 意义 是 有 且 仅 有 一 条 
一 1 次 代数 曲线 通过 平面 上 预先 给 定 的 个 模 华 标 互 
不 相同 的 点 。 又 称 lax) 为 拉 格 明日 插 信 的 基本 多 项 式 。 
不 论 在 理论 上 还 是 在 实用 上 ， 拉 格 角 晶 插值 多 项 式 都 是 
一 种 重要 的 通 近 工具 。 假 设 人 x) 在 [a, J 上 存在 阶 导 
数 , 则 Lo(f,x) 通 近 f(x) 的 偏差 有 这 样 的 表达 式 

了 一 La 人 wz) (acxeb), 
式 中 是 [a, 吕 中 菜 一 与 < 有 关 的 点 。 当 然 ,这 里 对 被 
近 函 数 的 要 求 太 高 ， 研 究 低 度 光 请 函数 的 插值 通 近 是 很 
重要 的 。 

对 于 给 定 的 结 点 组 (xz)?-1, 记 

= 六) |, N= max h(x), 


常 称 Xw(z) 为 此 结 点 组 的 勤 贝 格 函 数 ，Xx。 为 其 勒 贝 格 党 
数 。 如 果 记 E。-1(f) 为 次 数 不 高 于 n 一 1 的 代数 多 项 式 对 


连续 函数 fx) 的 最 佳 逼 近 值 , 则 

1fz) 一 In(f,z)| Str) Ef) (a<x<b), 
而 且 有 

max |f(x)—Ln(f,x) | <(1+X) En-1(f), 
因此 , 应 该 选取 使 x。 尽 可 能 小 的 结 点 组 ， 或 说 让 诸 结 
点 {X%)8-! 在 [a,，b] 上 均匀 分 布 是 合理 的 。 但 事实 并 非 
这 样 , 即使 对 于 函数 f(x)=|2x-a-b|, 此 时 相应 的 
Ln(f，x) 也 不 能 实现 对 也 zx) 的 逼近 。 至 于 选择 其 他 结 点 
组 ， 仅 要 求 函数 连续 也 未 必 可 行 。 因 为 G. 费 伯 曾 经 证 
明 , 对 于 [4,b] 上 的 任意 一 列 结 点 组 {Xen)3-1,n=1,2,…， 
都 有 [a,b] 上 的 连续 函数 有 (x), 使 得 相应 的 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 序列 {Ln(f,x)} 避 ,在 [a,b] 上 不 一 致 收敛 于 f(x)。 
此 外 ,还 有 
Inn 
和 > aVR 

因此 ， 选 择 使 勒 贝 格 函数 n(x) 关 于 n 的 增长 速度 
接近 于 ln n 的 结 点 组 序列 是 人 们 所 期 望 的 。 最 常用 的 是 
在 [一 1,1] 上 取 切 比 雪夫 多 项 式 Ta(*)~cos(n arccosx) 
的 零点 全 体 


be 
作为 结 点 组 。 
其 相应 的 勒 风 格 常数 不 超过 8 二 二 ln n。 于 是 只 要 


2k—1 
an 


n (k=1,2,.…,n) 


函数 f(x) 合 平 迪 尼 - 李 普 希 获 条 件 kJ， 3). In 地 > 
0(3>+0), 则 它 的 拉 格 衣 日 插值 多 项 式 (fx) 在 n->oo 
时 , 在 [一 1,1] 上 就 一 致 收敛 于 人 Xx)。 这 里 w(f,3) 是 fx) 
的 连续 性 模 。 用 这 种 结 点 组 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 通 近 
连续 函数 ， 其 逼近 度 与 最 佳 通 近 值 相 比较 ， 还 有 一 个 对 
数 因子 。 如 何 修改 插值 多 项 式 的 构造 以 改善 它 的 逼近 性 
能 ， 是 人 们 所 重视 的 问题 。 修 改 的 办 法 很 多 ， 常 用 的 是 
由 C. H. 伯 思 斯 坦 所 提出 的 线性 求 和 法 。 例 如 , 令 
X=cos0 (0<0<r)， 
定义 


Gudf,z)= 去 [sfeos(e+ 亚 )) 
sito) 
或 令 mn zawizusbn= xn 定义 
Ru(fz)= 开 六 (fzi-oo)+2f(xoo) 


+f (Xavin) Nin( x) 


如 仍 取 Tw(x) 的 零点 全 体 作为 结 点 组 ， 则 存在 绝对 常数 
c, 使 得 在 [一 1,1] 上 都 有 


1Gsf,#) -fa)l <eo(f, 


+ 
| 


-x 和 


|B -fe)| Sou (fs E+). 


这 说 明 ， 上 述 两 种 多 项 式 对 于 低 度 光滑 函数 都 有 良好 的 


逼近 性 能 。 

代 荐 有 限 区 间 上 的 一 臻 逼近， 也 可 以 考虑 积分 平均 
逼近 ， 以 及 无 限 区 间 上 的 逼近 。 代 替 切 比 雪夫 多 项 式 的 
零点 ， 可 以 考虑 用 雅 可 比 多 项 式 的 零点 作 结 点 。 而 在 周 
期 的 情况 下 ， 代 替代 数 多 项 式 的 插值 允 近 自然 以 三 角 多 
项 式 的 插值 逼近 为 宜 。 此 时 ， 用 周期 区 间 的 均匀 分 布 的 
结 点 组 是 较 合适 的 ， 可 以 建立 类 似 于 傅 里 叶 级 数 部 分 和 


逼近 函数 的 结果 。 〈 谢 庭 落 ) 
Lomonujin 
拉 马 努 金 , S. A。 (Srinivasa Aaiyangar Ra- 


manujan 1887~1920) 印度 现代 数学 家 。1887 年 
12 月 22 日 生 于 印度 南方 坦 焦 尔 区 的 埃 罗 德 ，1920 年 4 
月 26 日 卒 于 马 德 拉 斯 附近 。 幼 
年 时 即 显示 出 数学 才能 ， 家 境 
贫困 , 1904 年 获奖 学 金 入 贡 伯 
让 讷 姆 学 院 ,潜心 研习 数学 ,但 
因 忽 视 其 他 科目 而 失去 奖 学 
金 。 转 至 马 德 拉 斯 大 学 ， 仍 未 
能 毕业 。1907 年 以 后 为 生活 奔 
该 , 备 尝 艰 苦 。1912 年 在 印度 
数学 会 杂志 上 发 表 论文 《 伯 努 
利 数 的 一 些 性 质 》， 崭 露头 角 。 
后 在 友人 的 协助 下 , 给 著名 数学 家 G. H. 哈代 去 信 , 陈 述 
自己 对 素数 分 布 的 研究 ， 并 列举 在 数学 各 个 领域 里 所 得 
到 的 定理 及 狂想。 哈代 奇 其 才 , 邀请 他 到 英国 去 工作 。 几 
经 周折 ,终于 在 1914 年 得 到 资助 进入 剑桥 大 学 ， 和 哈代 
共同 研究 。 数 年 间 成 果 累 累 。 在 堆 人 又 数论 特别 是 整数 分 
拆 方面 有 突出 贡献 。 此 外 在 椭 加 函数 、 超 几何 函数 ,发 散 
级 数 等 领域 也 有 不 少 工作 。 他 有 较 强 的 直觉 洞察 力 ， 常 
能 预见 某 些 数学 的 结论 ， 日 后 有 许多 得 到 了 证 实 。1918 
年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 。1919 年 因 患 肺结核 病 被 迫 
回 到 家 乡 ,次 年 病逝 ,年 仅 33 岁 。 《 梁 宗 巨 ) 


Lomel 

拉 梅 ,G。(Gabriel Lamé 1795 一 1870) 法 国 
数学 家 、 工程 师 。1795 年 7 月 22 日 生 于 图 尔 , 1870 年 5 
月 1 日 座 于 巴黎 。1813 年 入 巴 
牧 综 合 工科 学 校 ; 1817 年 入 矿 
业 学 校 就 学 ， 毕 业 后 执教 于 彼 
得 堡 大 学 (1820 一 1832)、 巴 黎 
综合 工科 学 校 (1832 一 1844)、 
巴黎 大 学 (1844 一 1862)，1851 
年 为 巴黎 大 学 教授 ,于 1862 年 
退休 。 

拉 梅 的 研究 领域 涉及 微分 
几何 ,数论 、 热力 学、 应 用 力学 
及 公路 、 桥 梁 等 许多 方面 。 他 对 数学 的 最 大 贡献 是 引进 
曲线 坐标 并 把 它 应 用 于 纯粹 数学 和 应 用 数学 中 。 如 把 椭 
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球 坐 标 用 于 解 拉 普 拉 斯 方程 和 研究 物体 弹性 的 数学 理 
论 、 光 在 晶体 中 的 传播 理论 等 。 在 对 曲线 坐标 的 研究 中 
导致 他 研究 费 马 大 定理 , 并 证 明了 当 n=7 时 , 即 刀 十 太 
一 ,不 可 能 有 正 整数 解 (1840)。 

拉 梅 的 重要 著作 有 《曲线 坐标 及 其 各 种 应 用 》(1859)。 

( 李 炳 仁 》 

Lopulos! 
拉 普 拉 斯 , P. -S$S. (Pierre-Simon Laplace 
1749~1827) 法 国 数学 家 、 天 文学 家 。1749 年 3 月 
23 日 生 于 法 国 西北 部 卡尔 瓦 多 斯 的 博 蒙 昂 诺 日 1827 年 
3 月 5 日 卒 于 巴黎 。 年 幼 时 就 
显露 出 数学 才能 ，1767 年 他 到 
巴黎 拜见 本 leR. 达 溉 贝尔 , 经 
过 周折 ， 终 于 以 自己 对 力学 原 
理 的 论述 受到 了 达 朗 贝尔 的 称 
赞 ， 随 即 被 介绍 到 巴黎 军事 学 
校 任 数学 教授 。1785 年 当选 为 
法 国 科 学 院 院士 , 1795 年 任 巴 
黎 综合 工科 学 校 教授 ， 后 又 在 
高 等 师范 学 校 任教 授 。1816 年 
被 选 为 法 兰 西学 院 院士 , 1817 年 任 该 院 院 长 。 

拉 普 拉 斯 的 研究 领域 很 宽广 ,涉及 天 文 数学 ,物理 、 
化 学 等 方面 的 许多 课题 ， 他 一 生 中 最 主要 的 精力 是 花费 
在 天 体力 学 上 面 的 。 他 把 数学 当 作 解决 问 题 的 重要 工 
具 ， 而 他 在 运用 数学 的 同时 又 创造 和 发 展 了 许多 新 的 数 
学 方法 。 在 微分 方程 、 复 变 函 数论 ,代数 学 和 概率 论 等 方 
面 都 有 点 越 贡献 。 在 微分 方程 中 有 以 他 的 名 字 命名 的 拉 
普 拉 斯 方程 ， 


dy dw dw 
x7 + yr + B27 

他 在 1782 年 就 考虑 过 形 如 
f(x)= sg 


的 积分 方程 ， 后 来 人 们 称 它 为 9(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 他 
是 复 变 函 数论 的 先驱 者 之 一 ， 较 早 地 考虑 了 复 函 数 求 积 
法 ， 并 把 实 积 分 转换 为 复 积分 来 计算 实 积分 的 值 。 在 代 
数学 中 有 关于 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 定理 。 他 还 被 公认 
为 概率 论 的 葛 基 人 之 一 。 

拉 普 拉 斯 的 研究 成 果 大 都 包括 在 他 的 三 部 总 结 性 的 
名 著 中 ，《 字 宙 体 系 论 X(1796)， 其 中 有 著名 的 关于 太阳 
系 起 源 的 星云 假说 ， 因 为 康德 也 曾 发 表 过 类 似 的 假说 ， 
所 以 在 科学 史上 通常 称 为 "康德 - 拉 普 拉 斯 星云 说 "。《 天 
体力 学 (1799~1825)， 这 部 5 卷 16 册 的 巨著 实际 上 是 
I. 牛顿 \A.-C. 充 菜 罗 、 工 . 欧 拉丁 -L. 拉 格 期 日 以 及 他 本 
人 的 天 文学 研究 工作 的 总 结 和 统一 。 书 中 以 很 多 篇 幅 阐 
述 位 势 理论 ， 这 对 物理 学 的 许多 分 支 的 发 展 有 深远 的 影 
响 。 传 说 拿破仑 曾 指责 他 在 这 部 论述 宇宙 的 大 书 中 竟然 
没有 提 到 宇宙 的 创造 者 一 上帝, 拉 普 拉 斯 回答 说 :“ 陛 
下 ， 我 不 需要 这 种 假设 《概率 的 分 析 理论 》(1812) 是 概 
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率 论 方面 的 一 部 内 容 丰 富 的 疯 基 性 著作 。 书 中 首次 明确 
给 出 了 概率 的 古典 定义 ， 系 统 叙 述 了 概率 论 的 基本 定 ， 
理 ,建立 了 观测 误差 理论 (包括 最 小 二 乘法 ), 并 把 概率 论 
应 用 于 人 口 统计 。 书 中 大 量 运 用 了 拉 普 拉 斯 变换 ,生成 函 
数 和 许多 数学 工具 。 拉 普 拉 斯 把 他 的 一 篇 著名 论文 :《 关 
于 概率 的 哲学 探讨 》， 作 为 该 书 第 二 版 (1814) 的 序言 ， 文 
中 提出 了 关于 概率 论 的 重要 见解 ， 概 率 论 终 将 成 为 人 类 
知识 中 最 主要 的 组 成 部 分 。 生 活 中 那些 最 重要 的 问题 绝 
大 部 分 正 是 概率 问题 。 

由 于 拉 普 拉 斯 在 科学 上 的 重要 成 就 ,他 有 "法 国 的 牛 
顿 "之 称 。 拿 破 仑 曾 任命 他 作 内 政 部 长 ,但 不 久 又 认为 他 
不 称职 而 把 他 免职 ， 并 训 讽 他 把 “无 穷 小 的 精神 " 带 入 政 
府 工作 。 《 孙 小 礼 ) 


Lopulosi blonhuon 
拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform) 一 种 
特殊 的 积分 变 捷 ， 是 狄 利克 雷 级 数 到 积分 的 推广 。 从 已 
知 一 般 可 取 复 值 的 函数 f(t) 〈0<t< +co)， 用 下 式 定 
义 的 函数 (如 果 下 式 中 积分 存在 ) 

Fos)= | so 二 (GD 


称 为 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 或 简称 拉 氏 变换 ， 式 中 s= 

o+ 可 以 是 复数 , f(t) 称 为 原 像 函数 ，F(s) 称 为 其 像 函 

数 。 为 了 强调 F(s) 是 从 f(t) 经 (1) 式 变换 得 来 ,也 常 记 
F=f, 


在 一 定 条 件 下 ,从 式 (1) 可 以 解 出 f(t)， 
fi -Br Fes)erds (0<t<+oo)， (2) 


式 中 积分 是 沿 着 无 穷 长 直线 Res=o 进行 的 。 式 (2) 称 为 
拉 氏 反 变换 , 记 作 f= ~'F。 

式 (1) 与 式 (2) 称 为 一 对 互 为 反 演 的 公式 ， 其 成 立 有 
各 种 的 充分 条 件 。 例 如 , 设 式 (1) 对 于 任何 "(= Re s)>oo 
绝对 收敛 (或 在 勒 贝 格 意义 下 可 积 )， 这 里 0。 为 某 常数 ， 
且 f(t) 在 任何 有 限 区 间 内 是 有 界 变 差 的 , 则 式 (2) 对 任何 
o>o。 成立, 但 已 假定 f(t) 规 范 化, 即 

f(t) = 于 [fdt+oO)+Tt-0)]。 

容易 看 出 ,如 果 (1) 对 于 s%= ro+ire 收敛 , 则 对 一 切 
s= “+ir, 只 要 o>co， 它 也 收敛 。 因 此 F(s) 在 这 里 是 解 
析 的 , 亦 即 ,存在 一 个 收敛 横 坐 标 ro 使 得 F(s) 在 半 平 面 
Re s>o。 中 解析 (除非 9。= + ce)。 这 时 ,有 以 下 求 导 公 式 

Ponts)= | ere tf et (p=1,2,°…)。 
若 满 足 反 演 条 件 ,这 时 有 

ne (0<t<+ oo), 
换 句 话说 
iFin = —t)f(t), 


这 样 ， 拉 氏 反 变换 就 把 像 函 数 的 求 导 运算 变 成 了 原 像 函 
数 和 (一 62 的 乘积 运算 。 


拉 氏 变换 还 有 所 谓 卷 积 公式 ,把 
Fu afatt) =] ffsce wd 


叫做 访 , 思 的 卷 积 , 且 F=f,,F, 一 2f, 这 时 有 
Fi-F,=2(f1#f,)。 
关于 了"(t) 的 拉 氏 变换 ,由 分 部 积分 法 (在 一 定 条 件 
下 ) 可 得 
fe fern) pn) 


—f(0)se-! + vert, 
。 


即 kfm)= 一 fo-p(0) 一 fp-a(0)s 一 … 
—f(0)sr!+ se(f), 


比 ，f(t) 的 常 系数 线性 微分 方程 的 初 值 问题 就 可 化 为 
有 关 2(f) 的 代数 方程 问题 , 而 后 者 是 极 容易 求解 的 。 求 
出 (了 ) 后 ， 再 利用 拉 氏 反 变换 公式 (2)， 便 可 求 得 f 本 
身 。 这 样 ， 拉 氏 变换 就 成 为 求解 常 微分 方程 的 一 个 有 力 
工具 。 同 样 道理 ,用 拉 氏 变换 的 方法 ,可 以 把 含 两 个 自 变 
量 的 偏 微分 方程 化 为 常 微分 方程 ,或 一 般 , 把 含 " 个 自 变 
量 的 偏 微分 方程 化 为 含 n 一 1 个 自 变 量 的 偏 微分 方程 ,使 
问题 得 以 简化 。 

以 上 说 的 是 单 边 拉 氏 变换 ， 还 有 所 谓 双边 拉 氏 变换 


Fo) = ewe, 3) 
在 一 定 条 件 下 ,有 反 演 公式 
1 = FCsyerds, (4) 


式 中 c=Res 取 在 使 (3) 绝 对 收敛 之 处 。 
此 外 , 还 可 以 在 不 同 空间 ， 例 如 (0,co) 内 考虑 拉 

氏 变 换 。 此 时 积分 的 收 伍 也 就 要 在 相应 的 极限 意义 下 来 
理解 ,也 有 相应 的 一 系列 理论 。 另 外 ,还 可 考虑 更 一 般 的 
拉 普 拉 斯 -斯 蒂 尔 杰 斯 变换 

Fos) = [erudact), (5) 
拉 氏 变换 概念 还 可 推广 到 广义 函数 上 。 例 如 ， 对 于 著名 
的 5 函数 ,可 定义 其 拉 氏 变换 为 

[ermacarm1, 


拉 氏 变换 的 理论 可 从 传 里 叶 变 换 转 化 而 来 。 


几 个 简单 的 函数 的 拉 氏 变换 如 下 表 。 
f(t) Fo | 用 范围 
1 + Res>0 
em 去 Res>Reo 
cos bt i Res>lIm6l 
sin bt 这 二 Re s>lImbl 
ta,a>0 Tetn Res>0 
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Lapulasl fangcheng 


拉 普 拉 斯 方程 (Laplace equation) 见 精 国 
型 偏 徽 分 方程 。 

Laolbunicl 

莱 布 尼 茨 ,G. W. (Gottfried Wilhelm Leib- 


niz 1646 一 1716) 。 又 译 菜 布 尼 效 , 德国 数学 家 、 哲 
学 家 ,和 工 半 地 同 为 扒 积 分 学 的 创建 人 。1646 年 7 月 荆 卓 
生 于 莱比锡 ，1716 年 11 月 14 
日 卒 于 德国 西北 的 汉诺威 。 他 
的 多 才 多 艺 在 历史 上 很 少 有 人 
能 和 他 相 比 。 他 的 著作 包括 历 
史 , 语 言 ,生物 ,地 质 、 机 械 、 物 
理 、 法 律 、 外 交 、 神 学 等 方面 。 
他 父亲 是 莱比锡 大 学 伦理 学 教 
授 ， 莱 布 尼 欧 6 岁 时 次 父 ， 家 
庭 丰富 的 藏书 引起 他 广泛 的 兴 
趣 。1661 年 莱比锡 大 学 学 习 
法 律 ， 又 曾 到 那 拿 大 学 学 习 几 何 , 1666 年 在 纽伦堡 阿尔 
特 多 夫 取得 法 学 博士 学 位 。 他 当时 写 出 的 论文 《 论 组 合 
的 技巧 ) 已 含有 数理 逻辑 的 早期 思想 ,后 来 的 一 系列 工作 
使 他 成 为 数理 逻辑 的 创始 人 。 

1667 年 他 投身 于 外 交界 ， 在 美 因 欧 的 大 主教 二 了 . 
von 含 恩 博 恩 的 手下 工作 。 在 这 期 间 ， 他 到 欧洲 各 国 游 
历 ,接触 数学 界 的 名 流 , 同 他 们 保持 密切 的 联系 。 特 别 是 
在 巴黎 受到 C. 惠 更 斯 的 启发 ,决心 钻研 数学 。 在 这 之 后 
数 年 ,他 迈 入 数学 领域 ,开始 创造 性 的 工作 。1676 年 , 来 
到 汉诺威 , 任 陡 特 烈 公 画 顾问 及 图 书馆 馆 长 ,此 后 40 年 ， 
常 居 汉 诺 威 ,直到 去 世 。 

业 布 尼 获 终生 奋斗 的 主要 目标 是 寻求 一 种 可 以 获得 
知识 和 创造 发 明 的 普遍 方法 。 这 种 努力 导致 许多 数学 的 
发 现 ,最 突出 的 是 微 积分 学 牛顿 建 立 微 积分 主要 是 从 运 
动 学 的 观点 出 发 ,而 芋 布 尼 欧 则 从 几何 学 的 角度 去 考虑 。 
特别 和 1 已 多 的 微分 三 角形 有 密切 关系 他 的 第 一 篇 微分 
学 文章 (一 种 求 极 大 极 小 和 切线 的 新 方法 ，……》(1684) 
在 《学 艺 ) 杂 志 上 发 表 ,这 是 世界 上 最 早 的 微 积分 文献 , 比 
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牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 早 3 年 。 这 篇 仅 6 页 纸 ， 
内 容 并 不 丰富 ,说 理 也 颇 含混 的 文章 , 却 有 着 划时代 的 意 
义 。 它 已 含有 现代 微分 符号 和 基本 微分 法 则 ， 还 给 出 极 
值 的 条 件 曲 = 0 和 拐点 条 件 diy=0。 运 算 规则 只 作 简短 
的 叙述 而 没有 证 明 ， 使 人 很 难 理解 。1686 年 他 在 《学 艺 》 
上 发 表 第 一 篇 积分 学 论文 。 他 所 创设 的 微 积分 符号 远 远 
优 于 牛顿 的 符号 ， 这 对 微 积 分 的 发 展 有 极 大 的 影响 。 可 


是 在 这 篇 最 早 的 积分 学 论文 中 ， 却 没有 今天 的 积分 号 |。 
不 过 这 符号 确实 早已 创设 ,只 是 因为 制版 不 便 ,印刷 时 没 
有 用 。 积分 号 | 出 现在 他 1675 年 10 月 29 日 的 手稿 上 ， 


它 是 字母 s 的 拉 长 。 微 分 符号 dx 出 现在 1675 年 11 月 
11 日 的 另 一 手稿 上 。 他 考虑 微 积分 的 问题 ,大 概 开始 于 
1673 年 。 

莱 布 尼 艾 设计 了 一 个 能 作 乘 法 的 计算 机 ,1673 年 特 
地 到 巴黎 去 制造 。 这 是 继 帕 斯 卡 加 法 机 (1642) 之 后 ， 计 
算 工具 的 又 一 进步 。 他 还 系统 地 阐述 了 二 进 制 记 数 法 ， 
并 把 它 和 中 国 的 八卦 联系 起 来 。 在 哲学 方面 ， 他 倡导 客 
观 唯 心 主义 的 单子 论 。 ( 梁 宗 巨 ) 


Lalfuxlec! 
莱 夫 谢 获 ,$S. (Solomon Lefschetz 1884~ 
1972) 美国 数学 家 。1884 年 9 月 3 日 生 于 莫斯科 ， 
1972 年 10 月 5 日 卒 于 普林斯顿 。 他 在 巴黎 长 大 。1905 
年 在 巴黎 中 央 学 校 毕业 ， 同 年 赴 美 , 1911 年 在 克拉 克 大 
学 获 博士 学 位 。1924 年 成 为 普林斯顿 大 学 教授 ,1925 年 
当选 为 美国 国家 科学 院 院士 。1953 年 退休 ,1964 年 获 美 
国 国家 科学 奖章 。 

他 的 早期 工作 是 在 古典 代数 几何 学 中 运用 拓扑 观 
念 ,弥补 了 意大利 代数 几何 学 的 一 些 不 严格 之 处 1923 一 
1942 年 他 主要 研究 代数 拓扑 学 。1926 年 证 明了 以 他 的 
名 字 命 名 的 不 动 点 定理 ,是 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 推广 。 
为 此 他 发 展 了 相交 指数 理论 ， 后 来 发 展 为 上 同调 的 乘 
法 。 他 写 了 《拓扑 学 X1930)， 后 来 修改 为 《代数 拓扑 学 》 
(1942)，, 这 是 第 一 次 出 现 “代数 拓扑 学 "的 名 称 。1942 年 
以 后 ， 他 开始 转向 常 微分 方程 和 控制 理论 的 研究 。 他 的 
重要 论文 收集 在 《 茉 夫 谢 茨 文选 %1971) 中 。 

( 胡 作 去 ) 

Lolwel 
莱 维 ,P. (Paul Levy 1886~1971) 法 国 数 
学 家 ， 现代 概率 论 开拓 者 之 一 。1886 年 9 月 15 日 生 于 巴 
黎 ,1971 年 12 月 15 日 卒 于 巴黎 。 他 1904 年 考 和 巴黎 高 
等 师范 学 校 , 后 入 巴黎 综合 工科 学 校 。1910 年 毕业 后 到 
巴黎 圣 艾 蒂 安 矿业 学 校 任教 , 1913 年 起 在 巴黎 综合 工科 
学 校 任 数学 分 析 补 课 教师 ,1919 年 为 代课 教师 ，1920 年 
升 为 教授 。 

莱 维 于 1919 年 开始 研究 概率 论 ,他 重新 发 现 并 完善 
了 特征 函数 理论 ,特别 是 给 出 了 逆转 公式 和 连续 性 定理 ， 
他 将 古典 中 心 极限 定理 收敛 于 正 态 律 的 提 法 改变 为 收敛 
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于 稳定 律 ， 他 提出 (而 为 A. 开 . 辛 多 所 证 明 ) 无 穷 小 三 角 
序列 的 极限 律 类 为 无 穷 可 分 分 
律 类 。 作 为 研究 分 布 律 收敛 的 
工具 ， 他 提出 了 分 布 律 的 莱 维 
距离 、 散 布 函数 和 集结 函数 的 
概念 。 

莱 维 另 一 个 重要 贡献 是 从 
样本 函数 角度 研究 随机 过 程 的 
思想 。 他 引进 一 般 可 加 过 程 并 
研究 了 它 的 样本 函数 结构 ， 作 
为 推论 得 到 了 无 穷 可 分 分 布 的 
明显 表达 式 。 为 了 研究 大 数 律 的 推广 ， 他 创造 了 热 的 概 
念 ,并 且 利用 随机 时 间 技 巧 证 明了 灶 的 一 些 极限 性 质 ,如 
业 维 0-1 律 、 鞍 的 重 对 数 律 。 莱 维 研究 了 布朗 运动 的 最 
大 值 函数 与 最 小 值 函数 及 它们 与 布朗 运动 的 关系 。 引 进 
了 “局 部 时 "这 个 在 随机 过 程 研究 中 的 重要 概念 。 这 些 是 
执 和 可 加 过 程 的 样本 函数 上 的 随机 时 间 技 巧 深化 的 结 
果 , 这 种 考察 方法 对 其 后 研究 随机 过 程 有 重要 的 影响 他 
还 研究 了 多 参数 马尔 可 夫 过 程 ， 他 关于 可 列 状态 的 齐 次 
马尔 可 夫 过 程 的 论文 对 这 个 分 支 的 发 展 有 很 大 的 影响 。 

( 严 士 健 ) 
Lancheslte fongcheng 
兰 彻 斯 特 方 程 (Lanchester's equation) 
又 称 兰 彻 斯 特 战斗 理论 或 战斗 动态 理论 ， 是 应 用 数学 方 
法 研究 敌对 双方 在 战斗 中 的 武器 、 兵 力 消灭 过 程 的 运筹 
学 分 支 。1915 年 ， 英 国 工程 师 F. W. 兰 彻 斯 特 在 《战斗 
中 的 飞机 ?一 文中 ,首先 提出 用 常 微分 方程 组 描述 敌对 双 
方 兵力 消灭 过 程 ， 定 性 地 说 明了 集中 兵力 的 原理 。1945 
年 ， 丁 H. 思 格 尔 撰文 肯定 了 兰 彻 斯 特定 律 的 实践 意义 。 
他 曾经 根据 在 第 二 次 世界 大 战 中 美军 攻占 日 军 防守 的 琉 
琪 岛 之 役 的 作战 数据 ,计算 了 各 方 的 消灭 率 系数 , 且 用 这 
两 个 系数 结合 美军 的 兵力 增补 率 构成 一 个 特殊 的 兰 彻 斯 
特 方程 。 它 的 数值 解 相当 准确 地 与 该 次 作战 中 的 实际 兵 
力 变化 进程 相 吻合 。 从 此 ， 这 门 理论 得 到 不 断 发 展 。 它 
主要 研究 两 类 问题 :一 是 作战 对 抗 过 程 的 描述 , 即 根据 典 
型 的 对 抗 态势 和 火力 条 件 建立 兵力 消灭 过 程 的 微分 方程 
组 及 其 解法 ,借以 预测 作战 进程 和 获胜 条 件 ; 二 是 战术 策 
略 的 优化 , 即 寻找 投入 兵力 、 分 配 火力 和 支援 保障 行动 等 
的 最 优 策略 序列 。 

兰 彻 斯 特 方程 ”假设 甲 、 乙 两 方 在 上 时 拥有 的 现存 
实力 (或 者 比率 , 即 现存 的 与 初始 的 实力 之 比 ) 分 别 为 x*、 
ah, 且 在 单位 时 间 内 被 对 方 一 个 实力 单位 所 消灭 的 实力 单 
位 分 别 为 a、 b, 称 作 消 灭 率 。 双 方 实力 单位 不 能 同时 被 消 
灭 ， 而 且 从 已 被 消灭 的 实力 单位 向 现存 实力 单位 转移 火 
力 的 时 间 为 零 。 于 是 ， 假 设 单位 时 间 内 火力 对 抗 次 数 为 
G(t), 则 双方 的 实力 变化 可 表述 为 


全 --mcb， 于 -=--txcd， 
初始 条 件 为 *(0)=x。,y(0) =y。。 这 就 是 兰 彻 斯 特 方程 。 


在 引入 甲 方 对 乙方 的 损失 比 E=o1b 后 ,由 驹 了 基 , 立 
刻 解 得 x*? 一 x3 一世 (太一 妇 )。 这 个 等 式 称 为 兰 彻 斯 特 平方 
律 。 显然 ,x 之 0,y=0 表示 甲 方 获胜 , 且 由 平方 律 可 知 , 甲 
方 获胜 条 件 为 :zi 之 Zi。 类 似 的 ,可 写 出 乙方 获胜 条 件 。 
1940 年 ,B. 9. 库 普 曼 求 得 上 述 微分 方程 的 显 式 表示 式 ， 
xf) 一 xzochr 一 (go/WV 巨 )shr， 
3(r) = 加 cht 一 (xu/AW 巨 )shr， 


式 中 r= 主语 | Gdpodt， chr， shr 是 的 双 曲 函数 。 


推广 型 兰 彻 斯 特 方程 ”为 适应 其 他 形式 的 对 抗 态势 
和 火力 条 件 ,又 发 展 了 兰 彻 斯 特 方程 的 几 种 推广 型 式 ( 初 
始 条 件 一 般 不 变 )。 
含 自然 损失 与 兵力 补充 率 的 兰 彻 斯 特 方程 ” 它 可 表 
述 为 
yar+pt), 


器 - -xbz-Aby+acby 


式 中 a、B 分 别 表示 由 于 自然 环境 (包括 敌 方 破坏 的 ) 条 
件 引起 甲 、 乙 方 每 一 实力 单位 的 损失 率 , p,q 分别 表示 
各 方 实力 的 补充 率 。P. M, 莫 尔 斯 在 6 运筹 学 方法 》 一 书 
中 给 出 了 常 系数 时 的 方程 的 解 。 

大 威力 消灭 符 的 兰 彻 斯 特 方程 ”现代 武器 不 但 杀伤 
力 大 ， 而 且 它 给 对 方 造成 的 实力 递减 率 既 和 投入 的 武器 
数量 成 正比 ,也 和 对 方 现存 实力 成 正比 (如 化 学 武器 )。 这 
种 方程 可 表述 为 


坚 - -om， 型- -bgr， 
这 里 x*、y 是 现存 实力 比率 ,从 而 初始 条 件 为 x(0)=y(0) 
一 1， 其 解 为 
xD 95 WD- re 

如 果 在 方程 的 右 端 增添 自然 损失 、 补 充实 力 和 消灭 率 诸 
项 ,就 得 到 了 更 一 般 的 推广 。 

这 三 类 方程 都 是 确定 型 的 ， 或 者 说 是 平均 性 质 的 。 

概率 型 兰 彻 斯 特 方程 ” 它 是 为 分 析 作 战 进程 的 状态 
概率 而 建立 的 一 类 方程 。 一 般 形式 是 假设 甲 方 实力 为 
xz 乙方 实力 为 ! 时 , 甲 方 获胜 的 概率 为 p(x,y), 从 而 , 乙 
方 获胜 的 概率 为 1 一 p(x, y); 又 实力 单位 损失 属于 甲 , 乙 
方 的 概率 分 别 为 a(x,y), b(x,y)， 且 双方 不 可 能 同时 损 
失 , 即 a(x,y)+b(x,y) 二 1。 于 是 ,可 建立 递 推 式 

P(x,Y)=a(x,Y P(X—1,y) +b(xYy) P(x,Yy—1), 
显然 ，x> 0 时 ,， P(x,0)=1; y>0 时, p(0,y) 0。 特别 
地 , 若 令 a(x,y)=a，b(x,y)=b, 以 p(x,y) 表 示 双 方 损 
失 之 和 为 tt>0) 时 , 甲 方 损失 x*, 乙方 损 失 y=t 一 x 的 损 
失 状 态 概 率 , 则 在 用 p,(x,y) 代 震 pP(x,y) 后 ,对 于 x<x。， 
y<yo， 上面 的 递 推 式 依然 成 立 , 其 中 x。、y。 分 别 为 双方 
的 初始 实力 。 以 上 概率 型 方程 经 过 均值 关系 的 变换 ， 可 
以 推出 确定 型 方程 。 


朗 Long 


优化 型 兰 彻 斯 特 方程 ” 它 是 为 选择 最 优 战 术 决 策 提 
出 的 方程 ， 比 较 典 型 的 有 火力 分 配 问 题 。 在 最 简单 的 情 
况 下 ， 假 设 甲 方 拥 有 两 种 实力 ， 分 别 为 yy, 个 单位 ,对 
乙方 的 消灭 率 各 为 n ba， 乙方 拥有 实力 单位 zx 个 ， 需 
要 组 成 两 群 按照 ?1 一 9? 的 比例 分 别 对 甲 方 的 两 种 如、 办 
单位 进行 攻击 ， 消 灭 率 各 为 a,/、0。。 问 题 是 如 何 选择 分 
配 率 $( 它 是 时 间 序列 ), 在 双方 实力 消灭 过 程 满 足 


剖 - —Paxt+r, 学 - 一 (1 一 pcoxz 十 Tray 
dx 
= by- bay, 


(0)=Yy, y(0)=y, xX(0)=xo, 
0Sp<1, yy>0 
等 诸 条 件 下 ， 使 得 在 过 程 终止 时 了， 乙方 的 现存 实力 相 
对 价值 函数 达到 最 大 。 式 中 ri\r 分 别 表示 甲 ,乙方 的 实 
力 补 充 率 ，; r、p、9 为 价值 系数 ，7 为 过 程 终止 时 间 。 这 
是 研究 兰 彻 斯 特 方程 的 新 近 理论 模型 ， 反 映 了 与 控制 理 
论 结合 的 趋向 。 
兰 彻 斯 特 方程 理论 虽 有 相当 的 进展 ， 但 由 于 作战 现 
象 的 复杂 性 ,只 在 大 量 重复 、 独 立 运用 同类 火力 和 简单 条 
件 下 的 作战 问题 上 取得 了 一 些 宏观 分 析 的 成 果 。 为 了 解 
决 实用 的 需要 ,从 20 世纪 60 年 代 以 来 ,计算 机 作战 模拟 
技术 发 展 很 快 ， 可 用 于 取得 近似 结果 和 验证 兰 彻 斯 特 方 
程 。 它 与 兰 彻 斯 特 方程 的 结合 是 今后 的 重要 发 展 方向 
参考 书目 
P. M. Morse and G. E. Kimball, Methods of Operations 
Research, John Wiley & Sons, New York, 1951. 
P. W. Zehna, et al., Selected Methods and Maclels in 
Militory Operotions Research, U.S. Naval Postgraduate 
School, Monterey, California, 1972. 


《〈 潜 如 铺 ) 
Langbo 
朗 伯 ,J. H. (Johann Heinrich Lambert 
1728~1777) 又 译 兰 伯 特 ,德国 数学 家 、 天 文学 家 、 


物理 学 家 。1728 年 8 月 26 日 生 于 阿尔 萨 斯 的 米 卢 斯 ( 原 
属 瑞士 , 今 属 法 国 ), 1777 年 9 
月 25 日 卒 于 柏林 。 父 亲 是 载 
颖 ,家 境 贫 困 。12 岁 即 辍学 , 协 
助 其 父 工作 ,后 刻苦 自学 成 才 。 
曾 任 小 职员 , 1748 年 受聘 为 家 
庭 教师 。 他 利用 东家 的 显贵 地 
位 和 丰富 藏书 ， 继 续 深造 ， 并 
结识 许多 学 者 。1759 年 移居 奥 
格 斯 堡 , 1764 年 接受 腓 特 烈 大 
帝 的 邀请 ， 进 入 柏林 科学 院 ， 
成 为 工 欧 拉 和 J.-L. 拉 格 朗 日 的 同事 。 

朗 伯 研究 的 范围 很 广 。1761 年 证 明了 x 和。 的 无 理 
性 (1768 年 发 表 )， 这 是 很 有 名 的 工作 。1766 年 完成 k 平 
行 线 理论 》(1786)， 试 图 证 明 欧 几 里 得 几何 中 的 平行 公 
设 ， 虽然 没 有 成 功 ， 但 对 非 欧 几何 的 诞生 起 了 一 定 的 作 
用 。 他 首次 系统 地 研究 了 双 曲 函数 (1770), 并 引入 sinhx， 
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coshx 等 符号 。1759 年 和 1773 年 , 朗 伯 发 表 了 关于 透视 
学 及 画 法 几何 的 文章 ,是 G. 蒙 日 工作 的 先驱 。 他 为 了 简 
化 在 星 轨道 的 计算 ,得 到 若干 关于 圆锥 曲线 的 定理 。《 新 
工具 论 X1764) 一 书 是 他 的 主要 哲学 著作 ,其 中 使 用 了 形 
式 逻 辑 以 及 概率 论 等 数学 工具 。 此 外 ,在 球面 几何 、 热 学 、 
光学 、 气 象 学 ,天 文学 等 方面 也 都 有 贡献 ， 还 制作 了 1 一 
100. 的 7 位 自然 对 数 表 。 ( 梁 宗 巨 》 


Lebelge 
勒 贝 格 ,H. L. (Henri Léon Lebesgue 1875~ 
1941) 法 国 数学 家 。1875 年 6 月 28 日 生 于 博 韦 、 
1941 年 7 月 26 日 本 于 巴黎 。1894~1897 年 在 巴黎 高 等 
师范 学 校 学 习 。 毕 业 后 在 该 校 
图 书馆 工作 两 年 ， 其 间接 触 到 
R.L. 贝尔 的 工作 。1899 一 1902 
年 在 南 锡 中 心中 学 任教 ，1902 
年 在 巴黎 大 学 获得 博士 学 位 ， 
学 位 论文 提出 了 现在 熟知 的 勒 
贝 格 积分 概念 。1902 一 1906 年 
在 雷 因 大 学 任教 ,他 的 《积分 讲 
义 》(1904) 和 《三 角 级 数 讲义 》 
《1906)， 使 他 的 思想 很 快 得 到 
普及 。1906 一 1910 年 在 普 瓦 蒂 埃 大 学 任教 , 1910~1919 
年 被 任命 为 巴黎 大 学 文理 学 院 数学 分 析 讲 师 , 1919 年 逢 
为 几何 应 用 于 分 析 讲座 的 教授 。 1922 年 任 法 兰 西学 院 教 
授 ,同年 被 选 为 巴黎 科学 院 院 士 。 

勒 贝 格 的 主要 贡献 是 测度 和 积分 理论 。 在 他 以 前 ， 
C, 著 尔 当 及 雇 . 波 策 尔 等 人 已 试图 把 面积 ,体积 长 度 等 
概念 推广 到 任意 点 集 而 得 出 一 般 的 “测度 "观念 。 勒 贝 格 
采用 无 穷 个 区 间 来 覆盖 点 集 ， 使 许多 特殊 的 点 集 的 测度 
有 了 定义 ,他 一 反 过 去 先 求 积分 后 求 测度 的 作法 , 先 定义 
测度 后 定义 积分 。 在 定义 积分 时 他 也 采取 划分 值 域 而 不 
是 划分 定义 域 的 办 法 ,使 积分 归结 为 测度 ,从 而 使 黎 曼 积 
分 的 局 限 性 得 到 突破 ， 进 一 步 发 展 了 积分 理论 。 他 的 理 
论 为 20 世 纪 的 许多 数学 分 支 如 泛 函 分 析 、 概 率 论 ,抽象 积 
分 论 、 抽 象 调 和 分 析 等 英 定 了 基础 。 利 用 勤 贝 格 积分 理 
论 , 他 对 三 角 级 数论 也 作出 基本 的 改进 。 另 外 ,他 在 维 数 
论 方面 也 有 贡献 。 晚 年 他 对 初等 几何 学 及 数学 史 进 行 了 
研究 。 他 的 论文 收集 在 k 勒 贝 格 全 集 》(5 卷 ) 中 。 

( 胡 作 去 ) 


Lebelge jifen 

勒 贝 格 积分 (Lebesgue integral) 

的 重要 推广 ,分 析 数 学 中 普遍 使 用 的 重要 工具 。 
19 世纪 的 微 积分 学 中 已 经 有 了 许多 直观 而 有 用 的 

积分 , 例如 黎 曼 积分 (简称 积分 )、 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积 

分 (简称 R-S 积分 ) 等 。 只 要 相应 的 函数 性 质 良好 ,用 这 

些 积 分 来 计算 曲 边 形 面 积 .物体 重心 , 物理 学 上 的 功 、 能 

等 ,是 很 方便 的 。 然 而 , 随 着 认识 的 深入 ， 人 们 念 来 愈 经 

常 地 需要 处 理 复杂 的 函数 ,例如 ,由 一 列 性 质 良好 的 函数 
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黎 曼 积分 


组 成 级 数 所 定义 出 来 的 函数 ， 两 个 变 元 的 函数 对 一 个 变 
元 积分 后 所 得 到 的 一 元 函数 等 。 在 讨论 它们 的 可 积 性 、 
连续 性 、 可 微 性 时 ,经 常 遇 到 积分 与 极限 能 否 交换 顺序 的 
问题 。 通 常 只 有 在 很 强 的 假设 下 才能 对 这 问题 作出 肯定 
的 回答 。 因 此 ,在 理论 和 应 用 上 都 迫切 要 求 建立 一 种 新 的 
积分 , 它 既 能 保持 下 积分 的 几何 直观 和 计算 上 的 有 效 , 又 
能 在 积分 与 极限 交换 顺序 的 条 件 上 有 较 大 的 改善 。1902 
年 法 国 数学 家 H. L. 勒 贝 格 出 色 地 完成 了 这 一 工作 ， 建 
立 了 以 后 人 们 称 之 为 勒 贝 格 积分 的 理论 ,接着 又 综合 R-S 
积分 思想 产生 了 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (简称 L-S 积 
分 )。20 世纪 初 又 发 展 成 建立 在 一 般 集合 上 的 测度 和 积 
分 的 理论 ,简称 测度 论 。 

黎 更 可 分 的 回顾 “改进 RR 积 分 的 主要 想法 是 要 扩大 
可 积 函数 类 , 使 得 原来 是 及 可 积 函数 ， 按 新 积分 仍 可 积 ， 
且 积分 值 相同 ,而 许多 原来 不 是 及 可 积 函数 ,能 按 新 积分 
可 积 。 着 能 合理 地 扩大 可 积 函 数 类 ， 也 就 必然 能 在 积分 
与 极限 交换 顺序 的 条 件 上 有 某 种 改进 。 典 型 的 例子 是 著 
名 的 狄 利克 雷 函数 D(X)= i qrn(x)， 式 中 Prn(x) 


在 有 理 数 r 上 取 值 为 1， 在 [0，1] 的 其 余 点 上 的 值 都 是 
零 , 和 式 ” "表示 对 [0,1] 中 一 切 有 理 数 求 和 。 显 


nels 
然 , 每 个 wrw(z) 是 及 可 积 的 ,积分 值 是 零 , 然 而 D(z) 不 是 
下 可 积 的 ， 自 然 更 谈 不 上 积分 与 级 数 求 和 交换 顺序 。 但 
车 有 新 的 积分 ,使 得 D(z) 可 积 ,并 且 积分 值 是 等 ， 那 么 ， 
,型 .gm() 按 新 积分 就 可 交换 积分 与 求 和 的 顺序 。 
对 于 [4,b] 上 有 界 实 函 数 及 x) 和 [a,b] 上 任 一 分 点 组 
Dia=x。<x4<…<x。=b, 作 大 ,小 和 数 


SD)= DMA x) Ms sup 1) 
be t-te 


sD)= 六 mx 一 xD m= inf f(#)), 
Ce bn i 
称 w= M, 一 


是 天 x) 在 [x4-14,x4] 上 的 振幅 。 记 和 (D)= 
max (x4 一 x4-1)。f(X) 在 [a,b] 上 RR 可 积 的 充分 必要 条 件 


cn 
是 lim (S(f3D) 一 s(f3D))=0, 或 等 价 地 ,对 任何 9>0， 
im。. 习 (ze 一 二 -0 一 0. 这 一 条 件 揭示 了 及 可 积 函 数 
的 本 质 。D(z) 在 任何 小 区 间 [x,-bwzxt] 上 振幅 w= 1， 所 
以 不 是 尽 可 积 的 。 如 果 考 虑 将 分 点 组 改 在 ! 轴 上 ,例如 ， 
对 于 [4,6] 上 的 有 界 实 函 数 f 人 x)(|f(x)| <c), 在 [一 csc] 
上 取 分 组 点 了 :一 c 一 g%< 扩 <…< 加 =c, 记 
E={x|y f(r) <y) (i=1, 2,%,n), 
A(D)=max (y,—Y-1), 
een 


类 似 于 及 积分 ， 作 和 式 rf D)= 六 41E, 式 中 hE 
[ys-1sy4]，|E,| 表 示 集 ,的 "长 度 "。 这 时 ， 相 应 于 DD 的 
大 ,小 和 数 SCf5D)= 访 WIE 与 :(f;D) 一 启 gil 的 
差 S(f; D)--s(f;D)= Sey-y dE lAD)b-0), 
将 随 着 X(D) 趋 于 零 而 趋 于 零 。 这 样 就 可 以 避免 因 函 数 


在 任何 [x,-+*xz 中 上 频繁 振动 而 出 现 不 可 积 的 情况 了 。 但 
这 也 产生 了 另外 的 问题 :对 于 复杂 的 函数 f(x), 相 应 的 集 
孔 是 否 一 定 有 “长度 "|B|。 因 此 ， 如 要 沿 上 述 途 径 改进 
R 积分， 首先 就 要 把 过 去 只 对 区 间 有 意义 的 长 度 概念 推 
广 到 尽 可 能 多 的 复杂 的 集 上 去 ,这 就 导致 了 测度 概念 的 
出 现 。 

勒 贝 格 测度 ”简称 工 测度 , 它 是 区 间 的 长 度 ,矩形 的 
面积 ,长 方 体 的 体积 的 推广 。 

对 于 直线 上 的 开 集 G， 必 存在 唯一 的 有 限 个 或 可 列 
个 互 不 相交 的 开 区 间 {(oovrb)}， 使 得 G (ovbo)。 利 
用 这 个 事实 ,规定 G 的 长 度 |G|= 习 (be 一 %w)。 再 利用 开 
集 的 长 度 ,定义 复杂 点 集 的 "长 度 ", 即 测度 。 设 E 是 直线 
上 任 一 点 集 , 称 m*(E)~inf{ |G||1G>E, G 是 开 集 ) 是 EE 
的 外 测度 。m*(， ) 对 直线 上 一 切 点 集 都 有 意义 ， 但 还 不 
是 长 度 的 理想 的 推广 ,例如 它 不 满足 可 加 性 ( 即 对 两 个 互 
不 相交 集 E, 和 E,, m*(E,U Paz) 并 不 一 定 等 于 mx(Ei) 十 
ms(E:))。 如 果 一 个 点 集 瑟 具有 以 下 性 质 :对 任何 自然 数 


nn 存在 开 集 Go 使 得 Ga 并且 ms(Gs 一 BE)< 二 ,就 称 


互 是 勒 贝 格 可 测 集 , 简 称 工 可 测 集 。 工 可 测 集 有 很 多 等 价 
定义 方式 )。 直 线 上 工 可 测 集 全 体 记 为 多 ,对 于 名 中 的 EE， 
定义 m(E)=m*(E), 称 m( ) 为 (直线 上 的 )L 测 度 m(*》 
是 区 间 的 长 度 在 复杂 的 一 类 集 ( 即 乡 中 的 集 ) 上 的 推广 。 
包 具 有 下 列 基本 性 质 。 

@ 空 集 @、 区 间 1、 开 集 G、 闭 集 都 属于 红 ， 并 且 
m( 多 ) =0,m(1)=|I|(I1| 表 示 区 同 长 度 ), m(G)=|G|。 
这 样 ， 有 长 度 的 集 必 在 名 中 ， 并 且 其 工 测度 就 是 长 度 。 
轿 可 列 可 加 人 性。 如果 {Eo} 是 乡 中 一 列 互 不 相交 的 集 , 则 


Umer,¥am( U5)- 总 meo。 @ 如 果 E,FEZ， 
则 已 一 PEZ。 特 别 , 当 下 二 P, 并 且 m(F)< co 时， 
m(E\F)=m(E)—m(F), 
利用 以 上 三 个 基本 性 质 , 又 可 推出 多 的 一 系列 其 他 
性 质 , 例如 @@ 有 限 可 加 性 。 当 E,, E,,…，E。€ 终 时， 


吕 E. 再 当 互 ，…, Es 互 不 相交 时 m( Bi)- 


为 m(PD。@EE 的 充 要 条 件 是 也 的 余 集 (= (一 co 
吕 )-E)E zg。 @ 单 调 性 。E, FE 当 EDF 时 ， 必 有 
m(EE) 之 m(F)。@ 次 可 列 可 加 性 。 如 果 {E,) 是 名 中 一 列 
集 ， 则 剖 忆 Eee, 并 且 m 器 书 )< 辟 m(ED)。 加 单调 
极限 交换 性 。 设 {Es} 是 多 中 一 列 集 ,如果 ECEsC… 
EC…， 则 m(lim E,)=lim m(E,)， 如 果 EE, 汪 … 二 
B27 有 mB) < ,NM mlim En) =lim m(E,)。 

此 外 ,多 还 具有 回 平移 、 反 射 不 变性 。 如 果 EE 
则 -E={ 一 x*|xEE) 以 及 E+a={x+alxEE}(a 是 任 一 
实数 ) 都 属于 名 ,并 且 m( 一 E)=m(E+4)=m(E)。 

利用 上 述 性 质 可 以 举 出 属于 2 的 一 些 较 复杂 的 集 。 


勒 


例如 , 单 点 集 {a} 可 视 为 [a,a], 而 且 m([a,0])=0; 直 线 上 
有 理 点 全 体 @ 是 可 列 集 , 由 加 可 知 QE ,并 且 m(@)== 
0; 由 @ 可 知 , [0,1] 上 无 理 点 全 体 DE 2, 并 且 m(D) 一 
1; 再 由 @.@、@ 可 知 ,直线 上 任何 一 列 闭 集 的 并 集 、 一 列 
开 集 的 交集 都 在 乡 中 。 实 际 上 , 直线 上 一 切 波 莱 尔 集 都 
在 多 中 。 

工 可 测 集 的 判别 ”判断 直线 上 集 E 是 工 可 测 集 的 党 
用 方法 有 如 下 几 种 。@ 对 任何 s> 0, 存在 闭 集 FcE, 使 
得 m*(E 一 F)<s。@ 对 任何 s>0, 存在 开 集 G, 闭 集 F， 
使 得 GEF, 且 m(G\F)<s。@ 对 直线 上 任何 集 H， 
都 有 m*(H) =m* (HNE) + ms*(HNE)， 这 称 做 卡拉 
西 奥 多 里 条 件 。@ 仅 当 m*(E)<co 的 情况 ,mx(E) 一 
sup{m(F)|FCE,F 是 闭 集 }。 这 些 条 件 中 任何 一 个 都 可 
作为 工 可 测 集 的 定义 。 

勒 贝 格 可 测 函 教 ”因为 不 是 直线 上 所 有 集 都 是 工 可 
测 的 , 所 以 不 是 每 个 函数 了 x) 都 具有 下 列 性 质 ， 对 任何 
轴 <yss 集 E={x|y<1(x)<y:} 都 是 可 测 集 。 因 此 要 
引入 新 的 积分 ,还 得 引进 可 测 函数 概念 。 

设 f(x) 是 定义 在 工 可 测 集 M 上 的 有 限 实 值 函数 , 如 
果 对 任何 c<d, 集 E~ {xlc<f(x)<d} 是 工 可 测 集 , 那么 
称 f(x) 为 M 上 的 勒 贝 格 可 测 函数 ,简称 为 可 测 函 数 。 常 
见 的 等 价 定义 方式 有 , @ 对 任何 实数 c， ={z| 了 zx) 
之 c) 是 工 可 测 集 。@ 对 任何 实数 c,E={x|f(x)<c) 是 工 
可 测 集 。@O 对 任何 实数 c，E~ {x|f(x)<c) 是 工 可 测 集 。 
@ 对 任何 实数 c，E= {z|f(z)>c)} 是 工 可 测 集 。 常 用 的 
一 些 函数 ,如 [a,b] 上 连续 函数 .单调 函数 阶梯 函 数 、 只 
有 有 限 个 或 可 列 个 不 连续 点 的 函数 都 是 工 可 测 的 ,C0,1] 
上 的 狄 利克 雷 函 数 也 是 工 可 测 的 。 

工 可 测 函 数 有 如 下 常用 的 基本 性 质 。@ 代 数 性 质 。 
如 果 f,9 是 M 上 两 个 可 测 函数 ,那么 af+ Bg(a、8 都 是 
实数 ),max(f,9),min(f,g), |f|,f9,M 了 ( 当 了 是 非 负 
函数 )，f/9( 当 9 不 取 零 值 ) 等 都 是 工 可 测 函 数 。@ 极 限 
性 质 。 设 (如 }) 是 上 一 列 工 可 测 函数 ,那么 ipn fslimf， 
lim 所 (只 要 它们 处 处 有 定义 ) 都 是 工 可 测 函数 。@L 可 


测 函 数 的 结构 ( 卢 津 定理 )。 如 果 了 是 M 上 的 工 可 测 函 数 ， 
那么 对 任何 s> 0, 必 有 ( 一品 ,oo) 上 连续 函数 k, 使 得 集 
E={zx|f(x)*k(x),， xEM) 的 测度 m(E)<s。 它 是 用 
连续 函数 刻画 可 测 函 数 的 深刻 定理 。 

几乎 处 处 “几乎 处 处 "是 测度 和 积分 理论 中 的 重要 
概念 。 设 P 是 与 集 M 中 的 点 有 关 的 命题 ， 如 果 使 命题 P 
不 成 立 的 点 的 全 体 E 是 工 测 度 等 于 零 的 集 ， 就 称 命题 P 
在 M 上 关于 工 测度 mm 几乎 处 处 成 立 。 例 如 函数 fh 在 M 
上 关于 m 几 乎 处 处 相等 ， 就 是 指 集 E={x|f(x) 关 h(x)} 
的 工 测度 m(E) 一 0, 记 为 了 =h。 依 此 就 有 狄 利克 雷 函数 


D(x) 志 0。 又 如 函数 列 {所} 在 M 上 关于 mm 几乎 处 处 收敛 
于 了 是 指 集 E={x|fs(x)>f(x)} 的 工 测 度 m(E)=0, 记 
为 lmfn=f。 有 关 “ 几 乎 处 处 "， 工 可 测 函 数 还 有 下 列 性 
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质 : 如 果 f 志 hs 则 了 与 同时 是 工 可 测 或 不 可 测 函 数 ;如 
果 { 加 } 是 M 上 一 列 工 可 测 函 数 , 且 lmforls 则 了 必 是 了 
上 工 可 测 函数 。 从 积分 的 观点 来 看 ,几乎 处 处 相等 的 函数 
可 视 为 同一 个 函数 。 

几乎 处 处 收敛 与 一 致 收敛 的 差别 显然 很 大 ， 但 它们 
之 间 仍 有 如 下 重要 联系 (时 戈 罗 夫 定 理 ): 设 {fs} 是 M 上 
一 列 工 可 测 函 数 ,m(M)<co。 如 果 lm 人 =f 那 和 ， 对 任 


何 3>0, 必 存在 M 的 工 可 测 子 集 Be, 使 得 m(M 一 Es)<3， 
并 且 { 加 } 在 Es。 上 一 致 收敛 于 了。 

勒 贝 格 积分 定义 和 性 质 ” 设 了 是 工 可 测 集 ,m(M) 过 
o,f 是 M 上 有 界 可 测 函 数 ,|f(x)|<C (C 是 正 的 常数 )。 
任 取 分 点 组 D; 一 C=y。< 册 <…<yn=C, 作 和 式 S(f;D》 


= 总 bm(ED, 其 中 B= {zlyi<f(x) <y hE Lye] 
i129)。 记 X= max (一 -1)。 如 果 存在 lim 
S(J1D)=4, 称 了 在 M 上 勒 贝 格 可 积 , 简称 可 积 ,又 称 
A 是 了 在 M 上 的 葵 由 格 积分 ,简称 工 积分 , 记 为 | ，fdm。 


当 MM 是 区 间 Ca,bJ 时 ,也 记 | fam 为 fa 也 党 用 | jar、 


ei 
上 .ru 等 来 表示 。 


工 积分 具有 如 下 性 质 。@ 当 m(M)<ee 时 ，M 上 任 
何 有 界 的 工 可 测 函 数 都 是 工 可 积 的 。 特 别 ， 狄 利克 雷 函 


数 D(z) 是 可 积 的 ,并 且 | , D(x)de=0。@ [a,b] 上 R 


可 积 函 数 了 ( 它 必 是 有 界 的 ) 必 是 工 可 积 的 ， 并 且 两 种 积 
分 值 相同 。@@ 如 果 眉 是 工 可 测 集 (m(E) 可 以 无 限 大 ), f 
是 已 上 非 负 工 可 测 函 数 ，{E} 是 满足 ECEsC:…cE, 


Csm(Eo)<o%, 并 且 E~ 迪 的 一 列 工 可 测 集 ,又 {os} 
是 单调 上 升 趋向 无 限 大 的 数列 , 记 fa(z)= min( 帮 zz) an)， 
那么 极限 lim |，f,(x)dx 与 {Ew)} 及 (ow} 的 选取 无 关 。 


另外 ,利用 @@ 可 以 定义 一 般 的 工 可 测 集 也 上 工 可 测 函数 了 
的 工 积分 : 当 了 是 马上 非 负 工 可 测 函 数 时 ,如 果 @@ 中 极限 


lim ,fre 是 有 限 值 ,就 称 f 在 EE 上 工 可 积 ,并 称 这 个 极 


限 值 是 了 在 E 上 的 工 积分 ， 记 为 | fax。 当 f 是 E 上 一 


般 L 可 测 函 数 时 ， 作 了 *(x)=max(f(x), 0), f(x)= 
一 min(J(x),0),f* 和 人 都 是 非 负 的 ,并 且 f=f* 一 全 。 如 
果 f?,f" 都 是 EE 上 工 可 积 的 ,就 称 f 在 E 上 工 可 积 ， 并 称 


上 ar-| ,fae 为 在 F 上 的 工 积分 , 仍 记 为 | fax, 这 


就 是 直线 上 最 一 般 的 工 积分 概念 -L 积 分 还 有 如 下 常用 性 
质 。 线性 性 质 。 当 fg 在 E 上 工 可 积 时 ,对 任何 两 个 实 


数 a 和 ,af+Bg 在 EB 上 必 工 可 积 ,并 且 ,of+Bg)dx= 
a ,fdr+a| gax。@ 各 果 f=9 在 上 成 立 , 则 了 在 E 上 


414 


工 可 积 的 充 要 条 件 是 9 在 马上 工 可 积 。 当 了 可 积 时 ， 有 
J f-| sa。 @ 单 调 性 。 如 果 了 9 在 了 上 都 是 可 


积 的 ,并 且 了 之 9, 则 | fd ,gdx。 特 别 , 非 负 函 数 的 


积分 必 是 非 负 值 。 GO 如 果 非 负 函数 了 的 积分 | 。 fax=0， 
则 必 在 E 上 f 坟 0。@ 绝 对 可 积 性 。 f 在 E 上 工 可 积 的 


充分 必要 条 件 是 |f| 在 E 上 工 可 积 ， 并 且 有 ||,fax|< 
J fiax。@ 可 列 可 加 性 。 设 {E) 是 一 列 互 不 相交 的 
可 测 集 ， 则 了 在 局 EF, 上 工 可 积 的 充 要 条 件 是 了 在 每 个 
上 可 积 ,并 且 澡 |， lflde<e. 当 1 在 号 上 L 


可 积 时 ，| faz- 
Dn 

设 f 在 上 工 可 积 , 则 对 任何 6>0, 必 存在 3>0, 只 要 

中 二 可 测 集 。 满足 m(e) <3, 就 有 | 1flax<s。 四 积分 


逼近 。 如 果 了 是 已 上 工 可 积 函数 ， 则 对 任何 s> 0， 必 有 
(-co,co) 上 连续 函数 h， 阶 梯 函 数 "， 使 得 


-nlar<e [lf-olar<s. 


下 面 是 经 常用 的 三 个 重要 极限 定理 。@ 列 维 引 理 。 
设 { 名 ) 是 E 上 一 列 工 可 积 函 数 ， 且 也 志 人 志 … 记 加 记 …。 


| fr。 @ 全 连续 性 (绝对 和 连续 性 )。 


如 果 lim ,fdx<oo， 则 {fj 必 在 上 关于 mm 几乎 处 处 


收 全 于 某 个 可 积 函 数 f， 并 且 fox=lim | fdx.@ 

法 图 引 理 。 设 (fn} 是 忆 上 一 列 可 积 函 数 ， 如 果 有 上 

可 职 函 数 h 合 得 hb fn=1,2,…), 且 lim| fdz< 
> ml]; 


= 则 J 加 必 在 了 上 工 可 积 ， 并且 | lim fix < 


| fe。@ 租 由 格 控制 收 全 定理 。 设 (f') 是 E 上 一 列 
可 积 函数 ,如 果 有 忆 上 二 可 积 函数 F, 使 得 |f,| Fn 
1,2,…), 且 {在 E 上 关于 史 几 乎 处 处 收 伊 于 f， 则 了 必 
在 B 上 L 可 积 ， 且 | fdr=lim | ,far。 上 述 三 个 定理 是 
等 价 的 , 即 其 中 之 一 成 立 , 另 两 个 也 必 成 立 。@ 较 @@ 更 
党 用。 

此 外 , 工 积分 还 有 一 个 重要 性 质 。@ 平 移 、 反 射 不 
交 性 。 如 果 了 在 (一 co。 co) 上 工 可 积 ， 则 对 任何 实数 
f(x+a) 及 代 一 x*) 痢 在 (一 oo) 上 可 积 , 且 fx 


+adz=| Hz)az=| 六 -zar。 积 分 的 平移 、 反 身 
不 变性 产生 于 工 测度 的 平移 ,反射 不 变性 , 它 是 建立 调和 


分 析 理 论 的 基础 。 

在 处 理 积分 与 极限 交换 顺序 问题 上 ， 工 积分 所 要 求 
的 条 件 (@@、 四 、@ 中 的 条 件 ) 比 下 积分 所 要 求 的 条 件 ( 通 
常 是 一 致 收敛 ) 弱 得 多 ,因此 工 积分 远 比 下 积分 有 效 。 利 
用 工 积分 的 极限 定理 ， 还 可 进一步 揭示 及 可 积 函数 的 本 
质 , [a,b] 上 有 界 函 数 fx) 为 玉 可 积 的 充 要 条 件 是 也 z) 
的 不 连续 点 全 体 是 工 测度 为 零 的 集 。 

度量 收 和 和 积分 平均 收效 ”在 工 积分 理论 中 ， 除 几 
乎 处 处 收 化 这 一 个 重要 收敛 概 念 外 ， 还 有 两 个 重要 收敛 
概念 。@ 设 {fn} 是 集 E 上 一 列 工 可 测 函 数 ， 如 果 存 在 EE 
上 函数 人 使 得 对 任何 。>0, lim m({x| fn(x) 一 fx)|>> 


引 ) 一 0， 那 么 称 {f} 在 E 上 度量 收敛 或 依 测度 收敛 于 了 
度量 收敛 在 概率 论 中 ， 具 有 特别 重要 的 地 位 。 下 面 是 度 
量 收 敛 的 常用 性 质 , 设 {f。}、{gn)} 是 EE 上 工 可 测 函 数列 ,并 
且 分 别 度量 收敛 于 了 和 9g, 则 了 和 9% 必 是 马上 工 可 测 函 数 ,并 
且 对 任何 数 <“ 和 B,{afn+ Bgn) 在 E 上 度量 收敛 于 af + Bg; 
如 果 进一步 又 假设 m(E)<oo, 则 {fw9a} 在 E 上 度量 收 全 
于 如 ,而 当 gn(n=1,2,…) 和 9g 都 是 几乎 处 处 不 等 于 零 的 
函数 时 ，{fsg5'} 在 EE 上 度量 收敛 于 fg*! (在 gn 或 9 取 值 
等 于 零 的 点 上 可 任意 规定 ga',g! 的 值 )。 度 量 收效 和 几 
乎 处 处 收敛 的 关系 如 下 ， 如 果 { 坟 ) 在 上 度量 收敛 于 f， 
那么 必 有 子 序列 { 加 } 在 马上 几乎 处 处 收敛 于 疡 当 m(E) 
<<ce 时 ，{ 扩 ) 在 上 几乎 处 处 收敛 于 了 必 也 度量 收敛 于 
加 而 { 名 ?度量 收敛 于 了 当 且 仅 当 在 任何 子 序列 { 名 。} 中 还 
可 找到 在 上 几乎 处 处 收敛 于 了 的 子 序 列 。@ 设 p>0， 
如 果 记 上 工 可 测 函 数 公 x) 的 | 所 x)1? 是 工 可 积 的 ， 则 称 
f(x) 为 EE 上 Pp 次 工 可 积 函 数 。 如 果 {f)} 是 EE 上 一 列 p 次 


工 可 积 函 数 ,并 且 存 在 EE 上 函数 人 使 得 lim | 。 | 名 一 下? 


de=0， 则 称 { 名 }》 在 上 Pp 次 (积分) 平均 收敛 于 f。 当 
n=1,2 时 ,分 别 简称 为 积分 平均 收敛 .平方 平均 收敛 。 下 
面 是 p 次 平均 收敛 常用 的 性 质 , 设 {所 } 和 {gn} 在 EE 上 分 别 
Pp 次 平均 收敛 于 f 和 g, 则 f 和 g 必 在 E 上 P 次 工 可 积 ,并 
且 对 任何 数 a 和 B,{afa+ Bgn) 必 在 E 上 Pp 次 平均 收敛 于 
是 +Bg， 如 果 { 加 } 在 上 P 次 平均 收敛 于 f, 则 必 有 于 序 
列 {fmw} 在 E 上 度量 收敛 于 f， 从 而 在 {fw} 中 又 可 以 找到 
一 个 子 序列 关于 m 几 乎 处 处 收敛 于 了 但 逆 命题 不 成 立 。 

度量 基本 序列 和 了 次 平均 基本 序列 ”类 似 于 柯 西 基 
本 数列 ,可 以 引入 如 下 概念 : 设 { 名 } 是 卫 上 一 列 工 可 测 函 
数 (或 p 次 荆 可 积 函数 ), 如 果 对 任何 6>0, limm({x| | 


(0) 一 Xz)1>))=(( 或 lim || 所 一 雇 |?ax 一 0)， 则 称 


{所 ) 为 E 上 的 度量 基本 序列 (或 p 次 平均 基本 序列 )。 和 
实数 的 完备 性 一 样 , 有 如 下 的 完备 性 定理 , 如 果 { 加 } 是 已 
上 的 度量 基本 序列 (或 p 次 平均 基本 序列 )， 则 必 存 在 EE 
上 的 工 可 测 函 数 (或 p 次 可 积 函数 ) 了 ,使 得 {fs} 度 量 收敛 
(或 了 次 平均 收敛 ) 于 f。 

重 积分 和 时 次 积 分 "类 似 于 直线 情况 ， 从 7 维 空间 
长 方 体 的 “体积 "出 发 可 以 引出 n 维 空间 中 一 般 点 集 的 外 


测度 .L 可 测 集 、 工 测度 m、 工 可 测 函 数 、L 积分 等 概念 及 
其 相应 的 性 质 。 下 面 以 二 维 空间 的 情形 为 例 ， 设 是 平 
面 上 点 集 ， 对 每 个 数 x 称 集 E。={y|(x, y)EE) 为 EE 
在 x+ 的 戴 口 。 同 样 , 称 妈 一 {x|(x,y)EE} 为 EE 在 y 的 截 
口 。 如 果 巨 是 平面 上 工 可 测 集 ， 那 么 对 于 几乎 所 有 的 
(或 办, 。( 或 芭 ) 是 y 轴 上 (或 x* 轴 上 ) 的 工 可 测 集 , 如 果 
也 zx,) 是 马上 的 工 可 测 函 数 , 那么 对 于 几乎 所 有 的 x( 或 
,f(y) 二 fx,y)( 或 人 (Xx) 二 f(x,y)) 是 Es( 或 2) 上 工 
可 测 函 数 。 对 于 平面 上 工 可 测 函 数 f(x,y), 如 果 了 是 平 


面 上 可 积 的 (其 积分 记 作 x，yyax ey)， 则 对 几乎 
所 有 的 x， 万 (9) 是 办 上 工 可 积 函数 ， 而 函数 Vx) 一 
fp 四 = 六 Tray( 在 fg) 不 可 积 的 = 上 ,可 任 


意 规 定 Y(z) 的 值 ) 是 办 上 工 可 积 函数 ， 且 | rcz,pdz 电 
= 全 wpar= 人 (| Taopyap)ar. 对 调 zfny 地 位, 关 


似 地 也 有 [er,pdz 电 =|( [fxyyax)ay dx。 反 之 ， 
如 果 对 几乎 所 有 的 *，|f。(y)| =|fx,5)| 是 y 轴 上 世 可 
积 本 数 ,并 且 9(z)= | ”| 了 (9)1dy (对 于 | 声 (9)1 不 可 积 
的 x, 可 任意 规定 p(x) 的 值 ) 也 是 < 轴 上 工 可 积 函 数 ， 则 
(x,y) 是 平面 上 二 可 积 函 数 。 因 此 ,得 到 f(x,iWdx 由 = 


[frmwa)ae=] (| feedr) ty, 这 一 结 
果 被 称 为 关于 重 积分 和 累 次 积分 的 富 比 尼 定 理 。 简 单 说 ， 
就 是 对 nn 维 空间 都 成 立 。 重 积分 存在 时 ， 两 个 累 次 积分 
必 存 在 ,并 且 相等 ;反之 ， 只 要 它 的 绝对 值 函数 的 一 个 累 
次 积分 存在 , 则 重 积分 也 就 存在 。 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 与 积分 ”由 黎 曼 积分 发 展 
出 勒 贝 格 积分 ， 由 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 就 发 展 出 勒 贝 
格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (简称 为 L-S 积 分 ) , 设 g(x) 是 (一 00， 
co ) 上 单调 增加 的 右 连 续 函 数 。 对 于 区 间 工 规定 它 的 9 
长 度 g(DD) 如 下 :9((a,b])=g(b) 一 g(a); g((a,b))=g(b 一 
0)—g(a); g([a, b])~g(b)—g(a—0); 9([a,b)) 一 9(b 一 
0) 一 g(a 一 0)。 特 别 ， 当 g(x) 二 x 时 ，9 长 度 就 是 普通 长 
度 。 利 用 区 间 的 9 长 度 就 可 引入 直线 上 开 集 G 的 g 长度 
g(G)，, 以 及 直线 上 任何 点 集 E 的 g 外 测度 g*(E)==inf{g 
(G)1G>E,G 是 开 集 }。 与 引入 可 测 集 、L 测度 一 样 ,只 
要 将 ms 换 成 9*, 就 可 定义 关于 9 的 L-S 可 测 集 , 其 全 体 
记 为 2,。 对 于 EE 2v， 规定 mo(E) 一 g*(E), 称 mo 为 由 
9(z) 产 生 的 工 -S 测度 。 同 样 , 可 以 引入 关于 g 的 L-S 可 
测 函 数 和 关于 9 的 5-S 积分 。 这 些 分 别 简称 为 关于 9 的 
测度 ,关于 9 的 可 测 函数 ,关于 9 的 积分 等 。 有 关 工 可 测 
集 .测度 .L 可 测 函 数 、 工 积分 的 一 切 性 质 除去 平移 、 反 
射 不 变性 以 外 ， 对 相应 的 关于 9 的 可 测 集 , 测 度 、 可 测 函 
数 、 积 分 也 成 立 。 

建立 高 维 空间 上 的 工 -S 积分 理论 ,一 般 有 两 种 方式 。 
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@ 乘 积 测度 形式 。 即 设 9(x)，ga(z) 是 (一 covco) 上 两 个 
单调 增加 右 连续 函数 ， 利 用 它们 可 以 规定 " 左 开 右 闭 " 矩 
形 J= (oa 的 x(c, d] 的 gsxgs 面积 : g1 xg:(])=gi((a， 
妇 )gx((cyd])， 以 及 有 限 个 互 不 相交 的 “ 左 开 右 闭 " 矩形 


Ta 7 的 并 集 岂 74 的 1 xg 面积 :gxgs)( [ri)- 
高 grxgx(7; 利 用 它们 引入 平面 上 任何 点 集 忆 的 gu xo 


外 测度 (gxga)*(E)=intfg xgx( 7)| 中 =B, 而 Tu 


Ji,…*Jm 是 互 不 相交 的 “ 左 开 右 闭 "矩形 }。 还 可 相应 地 引 
入 gixg: 可 测 集 ,测度 moixvz* 可 测 函 数 和 积分 。 和 工 积 
分 一 样 ， 对 关于 gx gs 的 积分 也 有 重 积分 和 累 次 积分 的 
富 比 尼 定 理 , 只 要 将 工 积分 的 富 比 尼 定 理 中 x 轴 \y 轴 上 
的 工 测 度 分 别 换 成 测度 mw mvs 即 可 。@ 一 般 形式 。 设 
p(x,y) 是 平面 上 的 函数 ,固定 一 个 变 元 时 , 它 是 另 一 个 变 
元 的 右 连续 函数 。 如 果 对 任何 区 间 J=(a, b] x (c, d]， 
值 P(7)=p(b,d) 一 p(a,d) 一 pb,c)+9(a,c) 之 0， 则 称 
9(J) 为 了 的 9 面积。 由 此 又 可 引入 平面 上 任何 一 个 集 的 
9 外 测度 or 和 相应 的 关于 p 的 可 测 集 , 测 度 m。、 可 测 函 
数 及 积分 。 关 于 9 的 积分 ， 一 般 说 来 没有 相应 的 富 比 尼 
定理 。 

波 菜 尔 可 测 与 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 测 、” 如 果 给 定 
直线 上 两 个 或 两 个 以 上 单调 增加 右 连 续 函 数 g(x)， 
ga(xz)， 这 时 相应 地 就 有 关于 g,,9: 的 可 测 集 , 可 测 函 数 ， 
积分 等 。 对 于 直线 上 的 点 集 E( 或 函数 了), 可 能 会 发 生 EE 
(或 及 是 关于 g 可 测 的 ， 但 不 是 关于 9 可 测 的 。 所 以 ， 
在 讨论 的 问题 中 如 果 有 几 个 L-S 测度 、 积 分 同时 出 现 ,就 
很 不 方便 。 这 就 要 求 有 一 集 类 (或 一 函数 类 )， 它 一 方面 
包含 足够 丰富 的 集 ( 或 函数 )， 能 够 适应 代数 和 极限 运算 
的 需要 ， 另 一 方面 它 的 每 个 集 (或 函数 ) 对 一 切 9 来 说 都 
是 可 测 的 。 适 合 这 种 要 求 的 最 理想 的 类 就 是 该 菜 尔 集 类 
和 波 莱 尔 可 测 函 数 类 ( 见 贝尔 西数)。 

测度 问题 和 不 可 测 集 以 直线 而 论 ， 人 们 总 希望 直 
线 上 的 某 个 测度 ,关于 它 的 可 测 集 越 多 越 好 。 可 测 集 多 ， 
意味 着 可 测 函 数 多 ,从 而 可 积 函 数 也 多 。 从 调和 分 析 看 ， 
工 测度 平移 不 变性 是 建立 调和 分 析 基 础 。 从 逐 项 积分 看 ， 
总 希望 测度 具有 可 列 可 加 性 《〈 它 与 控制 收敛 等 极限 定理 
等 价 )。 所 谓 测度 问题 就 是 直线 上 是 否 存 在 具有 下 面 性 
质 的 测度 ，@ 具 有 可 列 可 加 性 ，@@ 直 线 上 所 有 子 集 痢 可 
测 ，@ 具 有 平移 不 变性 ，@L9，1] 的 测度 是 非 零 的 有 限 
值 。 这 个 问题 已 经 完全 解决 。 结 论 如 下 : 去 掉 @、@、 
图 中 任何 一 条 ， 满 足 其 余 三 条 的 测度 是 容易 举例 说 明 其 
存在 的 。@、@、@、@ 全 都 满足 的 测度 是 不 存在 的 ， 特 
别 , 直 线 上 必 存 在 不 是 工 可 测 的 集 。 如 果 将 @ 换 成 O' 有 
限 可 加 性 , 则 满足 @'、@、@、@ 的 测度 是 存在 的 。 

( 严 绍 宋 舒 五 昌 ) 
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就 读 于 巴黎 高 等 师范 学 校 。 1933 年 在 巴黎 大 学 获 科学 博 
士 学 位 。1947 一 1978 年 任 法 兰 西学 院 的 微分 和 泛 函 方程 
教授 。 基 于 他 把 拓扑 方法 用 于 研究 微分 方程 方面 的 先驱 
性 工作 , 1979 年 获 沃 尔 夫 美 。 早 在 1934 年 他 就 在 " 拟 导 


数 "的 名 称 下 系统 地 引进 了 了 = 的 广义 微分 算 子 ， 


以 及 给 出 局 部 可 积 函数 正则 化 的 过 程 。1934 年 他 和 J. 
了 . 绍 德尔 合作 给 出 勒 雷 - 绍 德尔 不 动 点 定理 ,这 是 当时 代 
数 拓扑 在 泛 函 方程 求解 中 富有 成 果 的 应 用 ， 至 今 仍 是 研 
究 非 线性 微分 方程 解 的 存在 性 的 有 力 工具 。 他 和 其 他 人 
一 起 开创 了 对 粘性 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 
的 边 值 问题 的 解 的 存在 性 和 解 的 性 质 的 研究 他 在 40 年 
代 开创 了 谱 序列 理论 和 层 理论 的 研究 ， 这 两 种 理论 现在 
已 成 为 许多 数学 分 支 中 的 重要 的 基本 工具 。 勒 雷 对 双 曲 
型 偏 微分 方程 组 和 拉 格 朗 日 分 析 等 方面 有 重要 贡献 。 他 
是 法 兰 西 研究 院 的 院士 ， 也 是 美国 科学 院 和 苏联 科学 院 
以 及 另外 一 些 国家 的 科学 院 的 国外 院士 。 
( 叶 其 学 》 

Lerangde 
勒 让 德 ,A.-M. (Adrien-Marie Legendre 
1752~1833) 。 法 国 数学 家 。1752 年 9 月 18 日 生 
于 巴黎 ,1833 年 1 月 10 日 卒 于 巴黎 。1770 年 毕业 于 马 节 
林学 院 。 1782 年 以 外 弹道 方面 
的 论文 获 柏林 科学 院 奖 。1783 
年 被 选 为 巴黎 科学 院 助理 院 
十 ,两 年 后 升 为 院士 ,1795 年 当 
选 为 法 兰 西 研究 院 常任 院士 。 
1813 年 继任 J.-L. 拉 格 期 日 在 
天 文 事务 所 的 职位 , 直至 1833 
年 去 世 。 

勤 让 德 的 主要 研究 领域 是 
分 析 学 (尤其 是 椭圆 积分 理 
论 )、 数论 、 初 等 几何 与 天 体力 学 。 他 在 这 些 领域 中 解决 
了 不 少 问题 ,取得 了 许多 成 果 , 导 致 了 一 系列 重要 理论 的 
诞生 。 

甚 让 德 是 棋 加 积分 理论 英 基 人 之 一 。 从 1786 年 起 ， 
他 就 这 一 课题 写 了 大 量 论著 ,包括 《积分 学 演习 》(3 卷 )， 
《椭圆 函数 论 》(2 卷 ) 他 在 这 方面 的 主要 贡献 是 ,提出 三 
类 基本 的 椭 贺 积分 ， 证 明 每 个 椭 贺 积分 可 以 表示 为 这 三 
类 积分 的 组 合 ;编制 详尽 的 椭 贺 积分 数值 表 。 在 L. 欧 拉 
提出 椭圆 积 分 加 法 定理 后 的 40 年 中 , 他 是 仅 有 的 在 这 一 
领域 提供 重大 新 结果 的 数学 家 。 但 他 未 能 象 N. H. 阿 贝 
尔 和 C. G. J. 夏 可 比 那 样 洞察 到 关键 在 于 考察 梢 贺 积 分 
的 反 函 数 , 即 椭 贺 函数 。 

在 关于 行星 形状 和 球体 引力 的 研究 中 ， 勒 让 德 引 进 
了 著名 的 “ 勤 让 德 多 项 式 "， 发 现 了 它 的 许多 性 质 。 他 还 
研究 了 B 函 数 和 IT 函数 〈 他 把 这 两 个 函数 分 别称 为 第 一 
类 和 第 二 类 欧 拉 积 分 ) ,得 到 了 T 函数 的 倍 量 公式 。 他 陈 
述 了 最 小 二 乘法 ,提出 了 关于 二 次 变 分 的 “ 勒 让 德 条 件 ”。 


勤 让 德 对 数论 的 主要 贡献 是 二 次 互 反 律 ， 这 是 同 余 
式 论 中 的 一 条 基本 定理 。 早 在 1785 年 ,他 已 概述 了 这 一 
定理 及 其 应 用 ， 但 证 明 不 够 完整 。1823 年 , 他 对 费 马 大 
定理 中 n=5 的 情形 ( 即 方程 %5 十 态 一 六 没有 整数 解 ) 提 
出 了 一 个 完满 的 证 明 。 他 还 是 解析 数论 的 先驱 者 之 一 , 归 
纳 出 了 素数 分 布 律 ,促使 许多 数学 家 研究 这 个 问题 。 
勤 让 德 的 4 几何 学 原理 》， 第 一 版 出 版 于 1792 年 ,是 
将 近 一 个 世纪 中 初等 几何 的 权威 教科 书 ,再 版 多 次 ,并 有 
多 种 语言 的 译本 。 他 对 欧 几 里 得 平行 线 公 设 进行 了 近 20 
年 的 研究 ,试图 “证 明 "这 一 公设 ,当然 每 次 证 明 中 都 隐 含 
着 漏洞 。 但 在 研究 过 程 中 ， 他 也 得 到 了 一 些 重要 定理 。 
〈 李 二 仁 ) 
Lelgemengtanusl 
雪 格 蒙 塔 努 斯 ,上 )， (Johannes Regiomontanus 
1436~1476) 德国 数学 家 、 天 文学 家 。1436 年 6 月 
6 日 生 于 柯 尼斯 堡 ( 今 苏联 加 里 宁 格 勒 ), 1476 年 7 月 6 
日 卒 于 罗马 。 原 名 约 输 * 缪 勒 。 
早年 就 学 于 莱比锡 大 学 ，1452 
年 到 维也纳 在 G. von 波 伊 尔 
巴赫 教授 的 指导 下 学 习 天 文学 
和 数学 ， 并 协助 波 伊 尔 巴赫 翻 
译 、 校 对 托 勒 密 的 著作 。1462 
年 以 后 到 罗马 等 地 收集 和 研究 
希腊 数学 手稿 。 1671 年 定居 纽 
伦 堡 ， 在 B. 瓦尔 特 的 资助 下 ， 
翻译 ,注释 并 出 版 了 托 勒 密 , 阿 
波 罗 尼 奥 斯 , 阿 基 术 他 和 海伦 等 希腊 数学 家 的 著作 。 这 
些 工作 对 欧洲 数学 的 发 展 起 了 重要 的 推动 作用 。 其 主要 
著作 《 论 各 种 三 角形 兴 1464) 在 欧洲 是 第 一 本 与 天 文学 独 
立 的 三 角 学 著作 。 书 中 对 平面 和 球面 三 角 有 系统 的 阐述 ， 
他 总 结 出 的 某 些 公式 一 直 被 应 用 。 他 还 编制 了 很 精确 的 
正弦 表 和 正切 表 。 《〈 杜 殉 芝 ) 


lelyulun 
类 域 论 (class field theory) 研究 数 域 上 阿 
贝尔 扩张 的 理论 。 它 的 基本 思想 是 用 基 域 的 算术 性 质 去 
刻画 它 上 面 的 阿 贝尔 扩张 。 设 大 是 一 数 域 ，I 是 K 的 一 切 
非 零 的 分 式 理想 构成 的 乘法 群 ，I 也 记 作 IIk)。 对 于 上 
上 的 任 一 阿 贝尔 扩张 K， 存 在 1 的 一 个 狭义 子 群 H 与 K 
对 应 ,使 得 k 的 每 个 素 理 想 p 在 K 中 分 裂 的 充分 必要 条 
件 是 ?属于 五 。 

DD. 希 尔 伯 特 于 1898 年 至 1899 年 间作 了 如 下 的 猜 
想 ， 设 C 是 卡 的 理想 类 群 ， 于 是 存在 一 个 唯一 的 阿 由 
尔 扩张 K/k 适合 下 列 条 件 ，@@K/k 的 伽 罗 瓦 群 G(K/ 
k) 尖 C, @@k 中 每 个 素 理想 在 K 中 非 分 歧 ! 轿 设 上 的 
素 理想 ?在 Cs 中 所 代表 的 类 的 阶 为 f。 则 flh，h= 
1Cs1。 令 及 =g"f, 于 是 p 在 K 中 分 解 成 g 个 不 同 的 素 因 
子 的 积 , 它们 对 Pp 的 公共 剩余 次 数 为 f。 

希 尔 伯 特 就 办 = 2 的 情形 给 出 了 证 明 , 以 他 的 洞察 力 


a 
雷 


对 一 般 情况 作 了 如 上 的 猜想.P. H. 富 特 文 格 勒 于 1907 
年 证 明了 如 上 的 猜想 。 这 个 K/k 被 称 为 希 尔 伯 特 类 域 。 

在 推广 希 尔 伯 特 类 域 的 道路 上 ,H. 韦伯 做 了 一 步 重 
要 的 准备 工作 ， 他 在 他 的 著作 《& 代 数学 教程 第 3 卷 中 推 
广 了 理想 类 群 的 概念 。k 的 每 个 素 理想 p 决定 一 类 互相 
等 价 的 p 进 赋值 ， 这 个 等 价 类 称 为 k 的 一 个 有 限 素 点 ， 
仍 用 p 表示。 此 外 ,k 还 有 7 个 到 实数 域 R 的 实 嵌 入 
ED + 和 m 对 到 复数 域 C 的 共 辆 的 复 散 入 or,,1， 
srrrar Fritrs (Ti+272= [Ck:Q]), Titra 个 0, 
决定 出 的 r,+7: 个 阿 基 米 德 绝对 值 | ||-, 如 下 ;1all。,= 
lek)1,i=1,2,…,r1+rsaEk， 其 中 | | 表示 复数 绝对 
值 .由 | ,决定 的 等 价 类 称 为 上 的 无 限 素 点 ,依次 记 作 
PossPes，…sPeri+ras 前 mn 个 称 为 实 素 点 ， 后 7; 个 称 为 复 
守 点 。 用 P 表 示 k 的 全 部 案 点 ， 用 P 的 元 素 作 形式 积 
亚 - ,了 本 证 p2， 其 中 以 >0, ww>0, 而 且 只 有 有 
限 多 个 v, 不 为 0。 观 称 为 上 的 一 个 整除 子 。 所 有 整除 子 
构成 一 个 乘法 么 半 群 , 而且 是 一 个 高 斯 半 群 。 ,= IIpY 
称 为 于 的 有 限 部 分 。 

每 个 整除 子 观 如 下 定义 Kk) 的 一 个 模 对 的 束 子 
群 ， 元素 aEk*(k* 一 k 一 {0)) 称 为 满足 下 列 乘法 同 余 
式 (* )a=1(mod"9i)， 是 指 @ 将 理想 (a-1)/9y。 表 
成 互 素 整 理想 的 商 /GE, 要 求 E 与 gj, 互 素 , 而 且 @ 
oi(a)>0 对 所 有 上 >0 的 实 素 点 peie 所 有 满足 C * ) 的 a 
生成 的 主 理想 (4) 的 集合 ， 记 作 Sm， 构 成 I(k) 的 一 个 子 
群 ， 称 为 模 对 的 束 子 群 。 当 观 为 单位 整除 子 时 , S,=I 
即 主 理想 子 群 。 

用 Im(k)=Ism 表示 1 中 由 一 切 与 观 , 互 素 的 整理 想 
生成 的 子 群 。 于 是 SmC1m 而且 Im/Sm 的 阶 有 限 。1 的 一 
个 子 群 H 称 为 严格 意义 下 的 理想 群 ， 是 指 存在 k 的 一 个 
整除 子 球 使 得 SmCHCIm。 以 下 说 的 理想 群 都 是 这 种 严 
格 意义 下 的 理想 群 。 设 H, 和 H; 为 任意 两 个 理想 群 ， 分 
别 由 整除 子 JW, 和 吊 , 所 规定 ,Sm,CH,cCIm,si=1,2。 如 
果 (Hi)as= 革 站 Ja: 一 Ha 站 Tai= (H,)ms 那 么 H, 和 Hs 称 
为 是 等 价 的 , 记 作 H,~H,。 于 是 ,所 有 理想 群 分 成 一 些 等 
价 类 ,包括 理想 群 于 的 等 价 类 记 作 (H)。 若 属于 同一 类 的 
理想 群 H, 和 H:, 分 别 由 观 ,、 员 , 所 规定 , 则 有 Ia/HS 
Ims/H;。 因 而 每 个 等 价 类 (H) 决 定 了 一 个 唯一 的 商 群 , 称 
为 理想 类 群 。 对 每 个 等 价 类 (H)， 存 在 一 个 整除 子 人 使 
得 (了 H) 包 含 一 个 由 于 规定 的 理想 群 ， 而 且 若 一 个 由 整除 
子 对 规定 的 理想 群 属于 (H), 则 全 整除 味 .3 由 (H) 唯 一 
决定 , 称 为 (H) 的 导 子 。(1) 的 导 子 为 1。 

高 木 真 治 在 1920 年 发 表 的 文章 中 , 应 用 HH. 韦伯 的 
理想 类 群 ,成 功 地 推广 了 希 尔 伯 特 的 结果 ,并 且 建立 了 完 
整 的 类 域 论 。 设 天 /k 为 数 域 K 上 一 个 ”次 伽 罗 瓦 群 扩张 ， 
G 为 它 的 伽 罗 瓦 群 。k 的 一 个 有 限 素 点 ? 称 为 在 K 中 分 
上 故 ， 是 指 素 理想 p 在 K 中 分 歧 ; 的 一 个 实 素 点 p 称 
为 在 K 中 分 歧 ， 是 指 与 Ps 对 应 的 大 的 实 嵌入 在 K 上 
的 每 个 开拓 都 是 复 嵌入 。 对 于 任 一 aEG 和 K 的 任 一 分 
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式 理想 95， 令 gp {orlaca，Nani(3D= 开设 名 
为 K 的 一 个 素 理想 ， 且 位 于 k 的 素 理 想 p 之 上 , 令 吕 对 
Pp 的 剩余 次 数 为 f。 则 Nz/s(3)=PF。 令 Na/a(1(k)) 
{Nz/x9D | 外 取 这 的 非 零 的 分 式 理想 }。 高 机 治 得 到 
以 下 的 重要 结果 ， 

@ 基本 定理 设 K/k 为 数 域 上 上 一 n 次 阿 贝尔 扩 
张 , 则 存在 上 的 一 个 整除 子 97t 仅 含 在 丈 内 分 歧 的 素 点 (有 
限 或 无 限 ) 作 为 素 因子 ,使 得 理想 群 H=Nz/,(Im(K))Sa 
在 In(k) 内 的 指数 为 n。 

@ 分 层 定理 设 (H) 的 导 子 为 3, 则 上 的 一 个 素 点 
P 在 K 内 分 歧 的 充分 必要 条 件 是 P13。 

加 同 构 定理 K/k 的 伽 罗 瓦 群 与 Ta(k)/H 同 构 。 

@ 分 解 定理 设 p 为 k 的 与 3 互 案 的 任 一 罕 理 
想 ; 设 Hs E (H) 为 由 针 规 定 的 理想 群 ， 设 了 是 最 小 正 
整数 使 得 EHs ， 则 p 在 K 中 分 解 成 = 于 个 素 理想 
的 积 。 

@ 存在 定理 设 有 为 k 的 任 一 理想 群 ,由 整除 子 
观 所 规定 ,指数 (Im(k):H) =n。 则 存在 一 个 次 阿 贝尔 
扩张 K/k 使 得 H= Ns(Im(K))Sm。 

于 是 ， 在 上 上 有 限 阿 贝尔 扩张 K 人 和 上 k 的 理想 群 
(等 价 类 ) 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 。K/k 称 为 对 应 于 下 
的 类 域 ， 同 时 和 称 为 对 应 于 K/k 的 类 群 。(H) 的 导 子 称 
为 K/k 的 导 于 。 

也, 阿 站 于 1927 年 证 明了 著名 的 一 般 互 反 律 , 设 K/k 
为 数 域 E 上 一 个 二 次 阿 贝尔 扩张 ，GCK/K 为 它 的 如 罗 
瓦 群 ，O 为 K 的 整数 环 。 设 p 为 上 的 任 一 个 在 中 不 分 
歧 的 素 理想 ，Z 为 p 在 天 中 的 一 个 素 因子 轧 的 分 解 群 ,2 
包含 一 个 对 应 于 罗 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 置换 = 使 得 中 一 arp 
(mod8), a€ 0, 其 中 Np 表示 的 绝对 范 数 。 这 个 5 与 
罗 的 选取 无 关 , 由 ?唯一 决定 ,因而 可 记 成 "= (到 他 )， 


称 为 网 适 符 号 。 它 还 可 以 推广 如 下 ， 设 = 症 py 是 天 
的 任 一 个 非 堆 分 式 理想 ，P.C1<i<m) 在 K 中 都 不 分 歧 ， 
则 定 X( 和 人 )- 站 (< 人 六 。 


网 延 互 反 律 ” 设 天 作为 数 城 丰 上 -个 n 次 阿 贝 尔 
扩张 为 它 的 判别 式 , 1 的 定义 如 前 ， 则 有 ，@ 阿 廷 映 
射 wat- (2 全 ) 是 于 到 KE 的 徊 罗 瓦 群 GCK/ 的 一 
个 满 同 态 。@ 存 在 k 的 一 个 整除 子 9W, 仅 以 在 K 中 分 歧 
的 素 点 为 它 的 素 因 于 ,使 得 SaC Ker(w)(Ker(w) 表 的 
核 )， 从 而 Ker(w) = Nx/x(Im(KK))Sm。 适 合 Sm Ker(w) 
的 一 切 整 除 子 吕 的 最 大 公 因子 守 就 是 K/k 的 导 子 。 

同 构 定理 和 分 解 定理 是 阿 迁 互 反 律 的 直接 推论 。 

除了 存在 定理 @ 以 外 ， 还 有 一 个 具有 给 定 的 局 部 性 
质 的 有 限 阿 贝尔 扩张 存在 的 定理 ,就 是 1932 年 发 表 的 格 
重 因 瓦尔 德 定理 . 王 湘 洛 于 1948 年 发 现 该 定 再 包含 的 错 
误 ,并 于 1950 年 给 出 了 正确 的 更 一 般 的 路 述 和 证 明 。 从 
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此 以 后 人 们 称 之 为 格 鲁 轴瓦 尔 德 - 王 定 理 。 它 是 著名 定 
吾 “ 数 域 上 中 心 单 (结合 ) 代 数 为 循环 代数 "成 立 的 主要 根 
据 之 一 。 

有 理 数 域 上 的 分 贺 域 是 类 域 的 一 个 锥 形 。 设 K= 
Q(2) 为 m4m>>1) 分 圆 域 ,$ 为 一 个 m 次 本 原单 位 根 , 当 m 
为 偶数 时 , 假定 4|m。 此 时 K 是 @ 上 w(m) 次 阿 贝尔 扩 
张 ， 它 的 伽 罗 瓦 群 G 兰 Z/%,，K 的 每 个 自 同 构 " 由 它 在 
人 上 的 作用 唯一 决定 , 若 癌 =,o 可 记 成 vv,(rym) 一 1， 
@ 只 有 一 个 无 限 素 点 即 实 素 点 pe。 在 天 内 分 歧 的 素 点 恰 
由 mm 的 案 因 子 和 ps 组 成 。 设 p 是 任 一 个 与 内 互 素 的 素 
数 , p 为 p 在 K 中 的 一 个 素 因子 , f 为 p 对 p 的 剩余 次 
数 。 于 是 Nr/e(p)=p{， 而 且 对 应 于 p 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 


置换 是 verirotz. 于 是 (人 )-wo。 共 次 ，@ 的 每 个 非 
等 分 式 理想 是 一 个 主 理想 ,而 且 可 由 一 个 正 有 理 数 生成 ， 
与 m 互 案 的 分 式 理想 可 写成 (0) 一直 (po 其 中 每 个 素 


K/Q )- 1i 二 (ce 四 


数 p, 与 由 互 束 ，wEZ。 于 是 (0 A 


起. 由 北 可知 ，(a) 属 于 阿 廷 映射 。 的 核 , 其 充 


分 必要 条 件 是 a=1(mod*mps)。 所 以 Ker(w)= Snp。。 
这 就 是 有 理 数 域 上 m 分 贺 域 的 互 反 律 。 

C. 谢 瓦 菜 于 20 世纪 30 年 代 未 引进 了 伊 代 尔 (idele) 
概念 以 蔡 代 理想 概念 ， 从 而 将 有 限 阿 贝尔 扩张 的 阿 延 映 
射 推广 到 任意 (有 限 或 无 限 ) 阿 贝尔 扩张 上 去 。 对 于 数 域 
上 的 每 个 素 点 P， 有 一 个 局 部 域 kp (局 部 紧 致 拓扑 域 ) 
kp 的 乘法 群 上 是 局 部 紧 致 交换 群 。 除 有 限 多 个 无 限 索 
点 外 ， 对 每 个 有 限 素 点 Pp, 局 有 一 个 极 大 紧 子 群 即 雁 
的 单位 群 Up。 作 直 积 IIk， 它 的 元 素 可 写作 a= 
《op)，apEk。 如 果 @ 除去 有 限 多 个 分 量 (其 中 包括 全 部 
无 限 素 点 上 的 分 量 ) 外 ， 其 余 每 个 分 量 都 是 i 的 单 位， 
那么 a 称 为 一 个 伊 代 尔 。 所 有 伊 代 尔 集合 是 TIk 的 一 
个 子 群 ， 记 作 Jr。7u 显然 是 所 有 这 种 子 群 休 Ks Us 
的 并 集 ， 其 中 8 是 k 的 素 点 集 的 任 一 个 包含 全 部 无 限 素 
点 的 有 限 子 集 。 因 而 ， 由 ITk$ 的 乘积 拓扑 诱导 出 的 J。 
的 拓扑 是 局 部 紧 的 。 若 a= (ap) 的 所 有 分 量 ap=aEk*， 
则 9 显然 是 一 个 伊 代 尔 , 称 为 主 伊 代 尔 。 所 有 主 伊 代 尔 构 
成 基 的 一 个 子 群 , 且 与 x 同 构 ， 仍 记 作 kr。 于 是 商 群 
C=J。/k*, 称 为 伊 代 尔 类 群 。 

自从 HH. 哈 塞 利用 局 部 域 上 的 布 饶 尔 群 以 建立 局 部 
类 域 论 以 来 ， 人 们 逐步 认识 到 群 的 上 同调 理论 和 类 域 论 
之 间 的 联系 , 经 过 许多 人 的 努力 , 应 用 群 的 上 同调 理论 ， 
对 类 域 论 作 了 系统 处 理 。 首 先 建 立 局 部 类 域 论 ,然后 由 局 
部 类 域 论 组 织 成 整体 类 域 论 。 设 KK 为数 域 k 上 任 一 
有 限 阿 贝尔 扩张 ，G 为 它 的 伽 罗 瓦 群 。 对 的 每 个 素 点 
P， 取 定 K 的 一 个 素 点 号 使 得 加 |p。Ks 和 Kg 分别 为 K 
和 上 对 加 和 p 的 完备 化 。Gp 表示 名 的 分 解 群 ，Gp 
就 是 Ks/kp 的 伽 罗 瓦 群 。 根据 群 的 上 同调 理论 , 可 以 直 
接 定 义 同 态 峥 >Gp: a (a, Ks/kp)。(a, Ke/kp) 


称 为 范 剩余 符号 。 这 个 映射 是 一 个 满 同 态 而 且 
(a, Ka/kp)=1m0E Nxrg/p(K$)。 这 就 是 局 部 域 上 阿 
贝尔 扩张 的 互 反 律 ， 称 为 局 部 互 反 律 。 然 后 用 范 剩余 符 
号 去 定义 阿 廷 符号 (a, K/k) 如 下 ， 对 卡 的 每 个 伊 代 尔 
a=(ap)， 规 定 (a， K/R) = Hop Ke/ke), 映射 >(a，、 
K/k) 是 伊 代 尔 群 J 到 K/k 的 伽 罗 瓦 群 G 的 一 个 满 同 
态 , 而 且 (4,K/k)=1mraEk*Nx/s(Jx)。 这 就 是 用 伊 代 
尔 群 表述 的 阿 廷 互 反 律 。 这 样 ， 阿 廷 符号 就 可 以 以 自然 
的 方式 开拓 到 的 任意 阿 贝尔 扩张 上 去 。 
应 当 指 出 ， 数 域 上 的 类 域 论 可 以 平行 地 推广 到 有 限 
常数 域 上 一 元 代数 函数 域 上 去 。 
阿 廷 在 他 与 J. 人. 塔 特 合 写 的 类 域 论 (1951~1952) 
的 讲稿 中 提出 了 类 结构 的 概念 ， 将 局 部 的 和 整体 的 、 数 
域 的 和 代数 函数 域 的 类 域 论 纳入 同一 个 公理 化 体系 中 。 
参考 书目 
E. Artin, Algebraic Numbers and Algebraic Functions, 
Gordon and Breach, New York, 1967. 
E. Artin and J. Tate, ed., Class Field Theory, Benja- 
min, New York, 1967. 
A. Weil, Bosic Number Theory, 3rd ed., Springer-Ver- 
lag, Berlin, 1967. 
(生灵 沼 ) 
Liman 
黎 曼 ,(G. F.) B. (Georg Friedrich Bernhard 
Riemann 1826 一 1866) 19 世 纪 富 有 创造 性 的 德 
国 数学 家 ,数学 物理 学 家 。1826 年 9 月 17 日 生 于 汉诺威 
的 布 列 斯 伦 欧 ,1866 年 ?月 20 
日 卒 于 意大利 的 塞 那 斯 加 ， 终 
年 40 岁 。 早 年 从 父亲 和 一 位 
当地 教师 接受 初等 教育 ， 中 学 
时 代 就 热衷 于 课程 之 外 的 数 
学 。1846 年 人 格 丁 根 大 学 读 神 
学 与 哲学 ， 后 来 转学 数学 , 在 
大 学 期 间 有 两 年 去 柏林 大 学 就 
读 ， 在 那里 受到 C. G. J. 礁 可 
比 和 P. G. L. 狄 利克 雷 的 影 
响 。1849 年 回 格 丁 根 。1851 年 以 关于 复 变 函数 与 黎 曼 曲 
面 的 论文 获 博 士 学 位 。 其 后 两 年 半 为 取得 在 格 丁 根 任教 
的 资格 做 准备 , 1853 年 底 提交 了 一 篇 关于 传 里 叶 级 数 的 
求职 论文 和 做 就 职 演说 的 三 个 可 能 的 讲 题 。C. 了 . 高 斯 选 
定 其 中 的 第 三 个 , 即 关于 几何 学 的 基本 假设 , 黎 曼 于 1854 
年 6 月 10 日 宣讲 这 一 论文 。 以 后 成 为 格 丁 根 大 学 的 讲 
师 ,1857 年 升 为 副教授 ,1859 年 接 蔡 狄 利克 雷 成 为 教授 。 
1862 年 7 月 患 肋 膜 炎 及 结核 病 , 其 后 4 年 的 大 部 分 时 间 
到 意大利 疗养 。 
黎 曼 的 著作 不 多 ,但 却 异常 深刻 , 极 富 于 概念 的 创造 
与 想象 。 他 的 主要 工作 有 以 下 几 个 方面 。 
在 1851 年 的 博士 论文 中 ,论证 了 复 变 函 数 可 导 的 必 
要 充分 条 件 ( 即 现在 通称 的 “ 柯 西 - 黎 曼 方程 ")。 他 借助 狄 
利克 雷 原理 阐述 了 著名 的 “ 黎 曼 映射 定理 "， 成 为 函数 的 


几何 理论 的 基础 。 

在 1853 年 求职 论文 中 ,定义 了 黎 曼 积 分 并 研究 了 三 
角 级 数 收 全 的 准则 。 

在 1854 年 的 就 职 演说 中 ,发扬 了 高 斯 关于 曲面 的 微 
分 几何 研究 ,提出 用 流 形 的 概念 理解 空间 的 实质 ,用 微分 
弧 长 度 的 平方 所 确定 的 正定 二 次 型 理解 度量 ,建立 了 黎 
曼 空间 的 概念 ,并 给 出 了 此 类 研究 的 第 一 批 成 果 , 如 引进 
黎 曼 曲率 , 说明 它 的 内 昔 性 质 , 还 把 欧 氏 几何 、 非 欧 几何 
包 进 了 他 的 体系 之 中 。 

1857 年 发 表 的 关于 阿 贝尔 函数 的 研究 论文 , 引出 黎 
又 曲面 的 概念 (1851 年 的 学 位 论文 中 已 有 所 阐述 ), 将 阿 
贝尔 积分 与 阿 贝尔 函数 的 理论 带 到 新 的 转折 点 并 做 系统 
的 研究 。 其 中 对 黎 曼 曲面 从 拓扑 、 分 析 、 代 数 几何 各 角度 
作 了 深入 研究 。 创 造 了 一 系列 对 代数 拓扑 发 展 影响 深远 
的 概念 ,阐明 了 后 来 为 G. 罗 赫 所 补足 的 黎 曼 - 罗 赤 定理。 

在 1858 年 发 表 的 关于 素数 分 布 的 论文 中 , 研究 了 
黎 曼 了 函数 ， 给 出 了 * 函数 的 积分 表示 与 它 满足 的 函数 
方程 ,并 提出 ，@ 5(s) 的 所 有 非 平凡 根 的 实 部 很 可 能 都 
是 1/2( 即 黎 曼 猜想 ,至 今 还 是 悬案 )。@s(s) 拥 有 虚 部 在 

1 1+log 2r 
0 与 了 之 间 的 根 的 个 数 是 3 了 logT 一 27 了 十 
ollogT)(1905 年 为 H. von 曼 格 尔 德 特 证 出 )。 

另外 ， 他 对 偏 微分 方程 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 有 重 
大 贡献 。 甚 至 对 物理 学 本 身 ,如 对 热学 ,电磁 非 超 距 作用 
和 激 波 理论 等 也 作出 重要 贡献 。 

但 是 , 获 曼 的 创造 当时 未 能 得 到 数学 界 的 一 致 公认 ， 
一 方面 由 于 他 的 思想 过 于 深 童 ,当时 人 们 难以 理解 ,如 无 
自由 移动 概念 的 非常 曲率 的 黎 受 空间 就 很 难为 人 接受 ， 
直到 广义 相对 论 出 现 ， 才 平息 了 指责 。 另 一 方面 也 由 于 
他 的 部 分 工作 不 够 严谨 ,如 在 论证 黎 曼 映射 定理 和 黎 曼 - 
罗 赫 定理 时 ,滥用 了 狄 利克 雷 原理 ， 曾 经 引起 了 很 大 的 
争议 。 

黎 曼 的 工作 直接 影响 了 19 世纪 后 半期 的 数学 发 展 ， 
许多 杰出 的 数学 家 重新 论证 黎 受 断言 过 的 定理 ， 在 黎 曼 
思想 的 影响 下 数学 许多 分 支取 得 了 辉煌 成 就 。 

( 磺 言 林 ) 

Liman jihexue 

黎 曼 几何 学 〈Riemannian geometry) ”德国 
数学 家 B. 繁 理 在 19 世纪 中 期 所 提出 的 几何 学 理论 。 
1854 年 ,他 在 格 丁 根 大 学 发 表 的 就 职 演说 , 题目 是 k 论 作 
为 几何 学 基础 的 假设 》, 可 以 说 是 黎 曼 几何 学 的 发 凡 。 从 
数学 上 讲 , 他 发 展 了 空间 的 概念 ,首先 认识 到 几何 学 中 所 
研究 的 对 象 是 一 种 “多 重 广 延 量 "， 共 冲 的 点 可 以 用 nt 个 
实数 作为 坐标 来 描述 , 即 现代 的 微分 流 形 的 原始 形式 ,为 
用 抽象 空间 描述 自然 现象 打下 了 基础 .更 进一步 ,他 认为 ， 
通常 所 说 的 几何 学 只 是 在 当时 已 知 测量 范围 之 内 的 几何 
学 ， 如 果 超出 了 这 个 范围 ， 或 者 是 到 更 细 层 次 的 
面 ,空间 是 否 还 是 欧 几 里 得 的 则 是 一 个 需要 验证 的 问题 ， 
需要 靠 物理 学 发 展 的 结果 来 决定 。 他 认为 这 种 空间 〈 也 
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就 是 流 形 ) 上 的 几何 学 应 该 是 基于 无 限 邻 近 点 之 间 的 下 
离 。 在 无 限 小 的 意义 下 ,这 种 距离 仍然 满足 勾 股 定理 .这 
样 , 他 就 提出 了 黎 曼 度量 的 概念 。 这 个 思想 发 源 于 C.F. 
高 斯 但 是 黎 曼 提出 了 更 一 般 化 的 观点 在 欧 几 里 得 几何 
中 ,邻近 点 的 距离 平方 是 di: dxi+ dxi+drji( 在 笛 卡 儿 
坐标 下 ), 这 确定 了 欧 几 里 得 几何 。 但 是 在 一 般 曲 线 坐标 


下 , 则 应 为 一 以 pv(z)dridry, 这 里 gu) 是 相当 特殊 


的 一 组 函数 。 如 果 gu(x) 是 一 般 的 函数 ,又 (9u) 仍 构成 正 
定 对 称 阵 ,那么 人 dz: 一己 gw(x)dxsdxs 出 发 ,也 可 以 定义 
一 种 几何 学 ,这 便 是 黎 曼 几何 学 由 于 在 每 一 点 的 | 都 
可 以 选取 坐标 使 得 在 这 点 成 立 ds*= dzi+ dzi+… 二 dx? 
所 以 在 非常 小 的 区 域 里 面色 股 定理 近似 成 立 。 但 在 大 一 
点 的 范围 里 一 般 就 和 欧 几 里 得 几何 学 有 很 大 的 区 别 了 。 

黎 曼 认识 到 距离 只 是 加 到 流 形 上 的 一 个 结构 ， 因 此 
在 同一 流 形 上 可 以 有 众多 的 黎 曼 度量 ， 从 而 摆脱 了 经 典 
微分 几何 曲面 论 中 局 限于 诱导 度量 的 束缚 。 这 是 一 个 杰 
出 的 贡献 。 

其 后 ，E. B. 克 里 斯 托 费 尔 、G. 里 坷 等 人 又 进一步 
发 展 了 黎 曼 几 何 ， 特 别 是 里 奇 发 展 了 张 重 分 析 的 方法 ， 
这 在 广义 相对 论 中 起 了 基本 的 作用 。1915 年 A. 爱 因 斯 
坦 创立 了 广义 相对 论 ， 使 歼 曼 几何 在 物理 中 发 挥 了 重大 
的 作用 ， 对 黎 曼 几何 的 发 展 产生 了 巨大 的 影响 。 广 义 相 
对 论 真正 地 用 到 了 黎 曼 几何 学 ， 但 其 度量 形式 不 是 正定 
的 , 现 称 为 洛 伦 茨 流 形 的 几何 学 ( 见 广义 相对 论 )。 

广义 相对 论 产 生 以 来 , 黎 曼 几何 获得 了 蓬 描 的 发 展 ， 
特别 是 外 . 嘉 当 在 20 世纪 20~30 年 代 开创 并 发 展 了 外 微 
分 形式 与 活动 标 架 法 ， 建 立 起 李 群 与 黎 曼 几何 之 间 的 联 
系 ， 从 而 为 歼 曼 几何 的 发 展商 定 了 重要 基础 且 开 辟 了 广 
阔 的 园地 ,影响 极为 深远 ,由 此 还 发 展 了 线性 联络 及 纤维 
从 方面 的 研究 。 半 个 多 世纪 以 来 ， 黎 曼 几 何 的 研究 也 已 
从 局 部 发 展 到 整体 ， 产 生 了 许多 深刻 的 并 在 其 他 数学 分 
支 和 现代 物理 学 中 有 重要 作用 的 结果 。 随 着 60 年 代 大 
范围 分 析 的 发 展 , 黎 曼 几 何 和 偏 微分 方程 (特别 是 微分 算 
子 的 理论 ) ,多 复 变 函数 论 ,代数 拓扑 学 等 学 科 互 相 渗 透 、 
互相 影响 。 在 现代 物理 中 的 规范 场 理论 (又 称 杨 -未 尔 斯 
理论 ) 中 , 黎 曼 几 何 也 成 了 一 个 有 力 的 工具 。 

歼 腕 流 形 ” 黎 曼 几 何 是 黎 受 流 形 上 的 几何 学 。 黎 曼 
流 形 指 的 是 一 个 维 微分 流 形 M， 在 其 上 给 定 了 一 个 黎 
曼 度 量 9, 也 就 是 说 ,在 微分 流 形 MM 的 每 一 个 坐标 邻 域 (U， 
x) 内 ,用 一 个 正定 对 称 的 二 次 微分 形式 d= 如 gu(zDdzxt 
“dx! 来 度量 二 个 无 限 邻 近 的 点 (x!, x?，…，x*) 和 (xX! 十 
dr! x+dxz n+dx") 之 间 的 距离 ,这 里 (gu) 构 成 一 
个 正定 对 称 的 nxn 阵 , 并 假设 gs(z) 关 于 (xz 有 一 定 的 
可 微 性 ,而 M 上 连接 两 点 P.Q 的 曲线 C;x'=x'(t),a<t< 


6 的 长 度 1C) 就 用 积分 KC)= ow) ae 人 志 


来 计算 .为 了 保证 距离 的 度量 与 坐标 邻 域 的 选取 无 关 ,还 
要 求 gu 满足 二 阶 协 变 张 量 的 变换 规律 ,用 整体 歼 曼 几何 
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的 语言 来 说 , 就 是 在 微分 流 形 M 上 给 定 了 一 个 由 分 量 gu 
决定 的 正定 对 称 二 阶 协 变 张 量 场 9。M 连同 g, 即 (M,9) 
称 为 一 个 ” 维 黎 曼 流 形 , 9 称 为 度量 张 量 或 基本 张 量 。 由 
于 历史 的 原因 ， 黎 曼 流 形 又 常 称 黎 曼 空间 ， 但 后 者 偏重 
于 局 部 意义 ， 即 常 指 黎 曼 流 形 的 一 个 开 子 集 或 一 个 坐标 
邻 域 。 

度量 张 量 9 在 流 形 M 每 点 P(X!， zx …， 知 ) 的 切 空 
间 了 Ts(M) 中 就 规定 了 一 个 内 积 ge (或 记 为 :(,>) 用 来 
计算 切 向 量 的 长 度 、 交角 。 即 若 向 量 X，YETs(M)， 


而 X 一 X17， Y= 加 Yr 则 X 的 长 度 |z|= 
NVIs Ks KI ND oT XY 的 交角 8 由 cos 0= 
(X,Y) 


g, gu XY 

-区 站 pw/ SY， <9<" 决 定 ,如 
果 cos9=0， 即 忆 gwsX*Y4= 0， 就 称 X、Y 为 互相 正 交 。 
1zl= 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ，Ts(M)》 中 由 两 两 互相 
正 交 的 单位 向 量 组 成 的 基 称 为 正规 正 交 基 , 对 任 一 点 
PEM， 在 P 点 的 某 一 邻 域 U 内 总 存在 nn 个 单位 向 量 场 
@1sE2…sEns 使 得 在 U 的 每 点 它们 构成 切 空间 的 一 个 正规 
正 交 基 ， 这 ”个 局 部 向 量 场 称 为 一 个 局 部 正规 正 交 基 或 
局 部 正规 正 交 标 架 。 运 用 局 部 正规 正 交 标 架 来 研究 黎 曼 
几何 的 方法 称 为 活动 标 架 法 。 黎 曼 几 何 中 的 许多 公式 和 
几何 量 在 活动 标 架 下 有 特别 简单 明了 的 表达 式 ， 例 如 取 
waa ya 为 局 部 正规 正 交 标 架 ea， ez，…en 的 对 偶 形 
式 ,也 称 对 偶 基 , 即 满足 wi(ei) 一 au，i j=1,2，… 和 的 中 
个 一 次 微分 形式 ,于 是 在 基 {ei} 下 ， 由 于 g(e,@y) =84, 度 
量 形式 可 写 为 de 寥 wo 

任 一 仿 紧 微分 流 形 总 具有 歼 曼 度量 ， 这 种 黎 曼 度量 
的 数目 是 非常 繁多 的 ， 但 也 不 是 完全 任意 的 。 微 分 流 形 
的 度量 结构 是 受 它 的 拓扑 结构 所 制约 的 ， 而 这 种 制约 关 
系 正 是 黎 曼 几何 研究 的 一 个 重要 内 容 ， 还 存在 许多 没有 
解决 的 问题 。 

有 了 计算 曲线 长 度 的 方法 ， 黎 曼 流 形 (M, g) 上 任意 
两 点 P、Q 之 间 的 距离 d(P，Q@) 就 可 以 用 M 中 连接 P、 
@ 的 所 有 分 豚 可 微分 曲线 的 长 度 的 下 确 界 来 定义 ， 即 

d(P,Q)=inf(!(C)), 
(连接 P, @ 的 分 段 可 微分 曲线 C)。 
于 是 , M 在 上 述 距离 下 成 为 一 个 度量 空间 ,还 可 以 证 明 ， 
它 所 导出 的 度量 拓扑 与 流 形 M 原 有 的 拓扑 是 等 价 的 。 

联络 、 平 行 移动 ” 欧 氏 空间 中 两 不 同 点 的 切 向 量 可 
以 用 平行 移动 的 方法 移动 到 同一 点 处 加 以 比较 ， 而 且 这 
种 平行 移动 与 移动 的 道路 无 关 。 黎 曼 流 形 上 不 同 点 的 切 
向 量 也 可 以 用 平行 移动 的 方法 加 以 比较 ， 但 一 般 说 来 ， 
这 时 由 于 流 形 的 弯曲 ， 平 行 移动 与 移动 的 道路 有 关 。 设 
P(x') 为 流 形 上 任 一 点 ,{es} ,i=1,2,…,n 为 P 点 附近 的 
一 个 局 部 标 架 ，P+ dP 为 卫 的 一 个 无 限 邻 近 点 ， 坐 标 为 
Xx! 十 dx'。 定义 P+dP 点 的 切 空间 和 P 点 的 切 空间 的 一 个 
线性 对 应 ,使 得 P+ dP 点 的 ex+ dx) 对 应 于 P 点 的 向 


量 eX)+ 字 f(x,dx)ex), 这 里 (x,dx) 是 品 个 一 次 


微分 形式 , 称 为 联络 形式 ,这 样 引入 的 对 应 称 为 无 穷 小 平 
行 移动 设 习 X(x)et(z) 是 了 点 附近 的 一 个 局 部 向 量 场 ， 


那么 在 点 P+ dp 的 向 量 习 NM(x+dz)ei(z+dxr) 经 无 穷 


小 平行 移动 至 P 点 后 就 得 到 向 量 ZX(z+dz)et(z) 十 
Xx+ dr)wi(x,dx)es(x), 它 与 P 点 的 向 量 2X(x)es(x) 
在 一 阶 无 穷 小 范围 内 的 差 2(dX(x) + 和 (x)wj(x))e(x) 
称 为 向 量 场 X= ZAK《x)e,(x) 的 协 变 微分 又 称 绝对 微 
分 ， 记 为 DX， 即 DX= 2(dA'+Xiw})e,， 特 别 有 标 架 基 
el 的 协 变 微分 为 De,= Zwfey。 

为 了 可 以 在 流 形 上 整体 地 定义 平行 移动 ， 自 然 要 求 
这 样 定义 的 无 穷 小 平行 移动 与 标 架 的 选取 无 关 ， 即 应 该 
保证 在 标 架 改 变 时 这 样 所 确定 的 平行 移动 和 协 变 微分 不 
受 影响 。 令 es= ZA 全 (det| A 去 0) 表 示 标 架 的 变换 ， 则 

D(x,dx)= ZE(dAI(x)+ Arwl(x,dxr))AIx) 

Ci,j=1,2,.",m), (1) 

就 是 在 标 架 变换 下 联络 形式 的 变换 规律 ， 这 里 〈Af) 是 
《4 人 的 逆 阵 。 

如 果 在 黎 曼 流 形 (M, 9) 的 各 点 关于 每 个 标 架 给 定 了 
型 个 一 次 微分 形式 {of} ， 它 们 之 间 满 足 变换 规律 (1) ,就 
称 在 M 上 给 定 了 一 个 仿 射 联络 或 称 线性 联络 ( 见 联 络 
论 ),{w4) 为 相应 的 联络 形式 。 

设 {o9) 为 标 架 {ef] 的 对 偶 基 ,那么 ds:= ZguotGQw!, 这 
里 gy=9g(e,,@/)。 容易 看 出 在 标 架 变 换 e,= 了 4 和 下 ,应 
有 厂 ~2Ajw/。 由 此 ， 在 标 架 变换 下 还 成 立 下 述 两 个 
关系 ， 


di'— ZoNGt= AS (dot —wt Nwk), 
ib A LC 
因此 ,如 记 


du'— Bo Nwt= Erh AN, (2) 
dd— Zo} 人 = 到 >Rhuooy， (3) 
那么 7， RXw 都 分 别 是 一 个 张 量 的 分 量 。 这 就 是 说 , 在 
标 架 的 变换 下 ， 应 成 立 T 了 一 2T8,ALAYA2， Fj, R$。 
人: 羽 人 2A4, 相 应 的 张 量 分 别称 为 仿 射 联络 的 找 率 张 量 和 
曲率 张 量 。 找 率 张 量 等 于 零 的 仿 射 联络 则 称 为 无 找 率 的 
联络 。 
和 化 更 联络 、 列 维 - 齐 维 塔 平行 移动 ” 黎 曼 联络 是 黎 曼 
流 形 上 最 重要 和 最 常用 的 一 种 联络 。 构 造 如 下 : 设 {ei) 为 


关于 坐标 系 (x) 的 自然 标 架 ， 即 ae= 可 = 2j…ym， 
此 时 wdztogu(z)=g( 本， Br)。 令 oilz，dz)= 
ade, 式 中 僵直 2304 (各 + 丽人) 和 为 
第 二 类 这里 斯 托 费 尔 符号 ,(g# 为 (gu ) 的 间 隆 , 则 不 难 验 


证 { 地 } 决定 了 一 个 仿 射 联络 而 且 满足 下 列 二 个 性 质 : 
@ 是 无 找 率 的 ，@ 相 应 的 无 穷 小 平行 移动 保持 向 量 的 内 


积 。 满 足 @ 和 回 的 仿 射 联络 称 为 黎 曼 联络 ， 也 称 列 维 - 
齐 维 塔 联络 ,这 种 联络 是 唯一 的 ,在 自然 标 架 下 它 就 是 如 
上 决定 起 来 的 。 黎 曼 流 形 上 如 果 无 特殊 说 明 都 是 用 黎 曼 
联络 。 


在 自然 标 架 下 ,向 量 场 X= ZX 的 协 变 微分 DX 
可 以 表达 为 DX= (+4) er 即 分 量 为 
X= 2 十 (2 的 张 量 。 如 果 Y 一 2p es 为 另 一 


个 向 量 场 ， 称 向 量 Ey Ber 为 X 关 于 Y 的 协 变 导数 ， 
记 为 VyX。 容 易 看 出 成 立 下 面 的 性 质 ， 
VX.Y.ZET(M),fECM), 
Vx(Y+2)=VxY + VrZ, 
Vzrr(Z)=VxrZ+VrZ， 
VrY=IVrY, 
Vz(fY)= (Xf)Y+f1VzxY, 
应 用 这 个 符号 ， 黎 曼联 络 的 二 个 性 质 可 表达 为 ，VYzxY 一 
VrX—[X,Y]=0 和 XY, 2Z>=《VxY,Z》+《Y,VzxZ), 这 
里 [X,Y]=XY 一 YX 是 向 量 X，Y 的 换 位 运算 。 特 别 在 
正规 正 交 标 架 下 ,由 (es,@/》 =3w 可 以 推 得 联络 形式 叫 关 
于 指标 i,j 反 称 , 即 of+wy=0。 
设 了 表示 黎 曼 流 形 (M,9) 上 一 条 曲线 。 的 切 向 量 ,X 
是 < 上 的 向 量 场 ,如 果 VzX= 0， 即 X 关 于 的 切 向 量 的 
协 变 导数 为 零 ， 就 称 X 沿 着 曲线 “ 平行 或 称 X 是 曲线 c 


上 的 平行 向 量 场 。 在 局 部 坐标 系 (x) 下 , 老 X= ZX ， 
c:xt=xt(t), 那么 ,六 沿 c 平 行 的 条 件 为 入 (x) 满足 常 微 
分 方程 组 ，- 呈 -+ 了 (2 一 0 G=1,2,…mD, 反 之 ， 


在 任意 点 P(x) 给 定 初始 向 量 X= ZX , 解 上 述 常 和 


分 方程 组 就 可 得 到 c 上 的 一 个 平行 向 量 场 , 称 为 向 量 X。 
沿 “平行 移动 生成 的 向 量 场 ， 这 种 关于 黎 曼 联络 的 平行 
移动 也 称 为 列 维 - 齐 维 塔 平行 移动 。 

和 乐 群 ”从 上 面 所 述 不 难看 出 一 个 向 量 沿 着 不 同 的 
曲线 平行 移动 到 同一 点 所 得 到 的 向 量 一 般 是 不 同 的 ， 这 
种 差异 刻画 了 黎 曼 流 形 的 弯曲 程度 。 设 也 是 (M,9) 的 任 
一 点 ，L(P) 表 示 以 了 为 始点 和 终点 的 闭 曲 线 的 集合 ， 如 
果 ctcs 是 L(P) 中 的 元 素 ， 则 复合 曲线 ccs 也 是 L(P) 
中 的 元 素 。 对 XETs(M) 沿 着 L(P) 中 元 素 C 平行 移动 
回 到 P 点 就 得 到 X'ETo(M)， 这样 L(P) 中 的 一 个 元 素 
就 对 应 于 Te(M)~>Ts(M) 的 一 个 同 构 。 这 种 同 构 全 体 构 
成 的 群 就 称 为 在 P 点 处 的 和 乐 群 , 当 M 是 连通 流 形 时 ,不 
同 点 的 和 乐 群 是 同 构 的 ， 和 乐 群 在 黎 曼 几 何 的 研究 中 有 
重要 的 作用 。 

张 量 的 协 变 微 分 ”由 向 量 的 协 变 微分 还 可 引出 张 量 
场 的 协 变 微分 。 在 任意 的 标 架 {e,} 下, 设 对 偶 基 为 {人 )， 
联络 形式 为 {of}, a 阶 反 变 b 阶 协 变 的 张 量 场 了 在 (x*) 点 
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的 分 量 记 为 7 和 -多 (xz), 则 了 的 协 变 微分 就 是 
DT= (da 外 -大 二 oh T H+ + TH 
一 中 7 如 久 一 … 一 时 ?人 
-01@ GonBeiG@…Qen 
= ET OD Du D Oe 


tb, 


了 外 多 。 是 一 个 a 阶 反 变 b+1 阶 协 变 的 张 量 的 分 量 , 称 
为 外 如 的 协 变 导 数 。 特 别 , 若 T 引 和 是 了 在 自然 标 架 
下 的 分 量 , 那 么 ， 
Wi 
Th = a + TE 
+ {的 TT 和 一人) 了 抑 
一 72 
结构 方程 \ 比 安 基 恒等式 ”关于 黎 曼联 络 方程 (2) 和 
(3) 成 为 ， 
dut— Ew/N\wi=0 
dh— Dol Nw = 去 RhuAor。 
方程 (4) 称 为 黎 曼 流 形 的 结构 方程 。 
在 自然 标 架 下 ， 从 结构 方程 可 以 算得 曲率 张 量 的 分 


(4) 


量 
= 
-了 0。 

用 基本 张 量 gu 将 指标 hh 拉 下 得 到 分 量 为 Rwww = ZwRiw 
的 一 个 四 阶 协 变 张 量 ,也 称 为 曲率 张 量 , 它 反映 出 一 个 向 
量 沿 无 限 小 环 路 平行 移动 回 到 原 处 所 受到 的 变 差 ， 体 现 
出 空间 的 弯曲 。 不 难 验证 下 述 关系 式 ， 

Rum™= 一 Ruiy 

Bun Ru 十 Ruuv= 0 《第 一 比 安 基 恒 等 式 )， 

Rum= — Rms 

Rum= Rywe 
进一步 外 微分 结构 方程 中 的 第 二 式 并 利用 第 一 式 可 得 下 
面 的 第 二 比 安 基 恒 等 式 ， 

Bisnit Rynsst Rowwn = 0。 

曲率 张 量 是 歼 曼 几何 中 最 重要 的 张 量 之 一 。 在 mn=2 
的 场合 ， 可 以 看 出 唯一 的 独立 分 量 是 Ra。 而 当 MM 是 三 
维 欧 氏 空间 E 中 曲面 时 ,关于 诱导 度量 在 正规 正 交 基 下 
的 Rusts 恰好 是 曲面 的 高 斯 曲率 K。 高 斯 - 博 内 公式 揭示 
了 曲率 张 量 与 流 形 的 欧 拉 示 性 数 的 内 在 联系 ， 用 纤维 从 
的 思想 证 明了 它 的 高 维 推广 是 陈省身 的 杰出 成 果 之 一 。 

扒 面 向 率 、 里 寺内 让、 数 呈 由 让 在 任 一 点 处 的 二 
个 独立 切 向 量 X= 2Xt327，Y 二 pt 决定 点 的 
一 个 一 维 切 平面 (X,Y), 称 

ERuN prps 


KX Y= CF) Tgp ) — (Faun yr 
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为 xs( 民 ,Y) 的 截面 曲率 也 称 黎 曼 曲率 可 以 验证 同一 二 
维 切 平面 的 截面 曲率 与 基 向 量 X,Y 的 选取 无 关 。 

截面 曲率 完全 决定 了 曲率 张 量 ,也 就 是 说 ,如 果 在 一 
点 了 知道 了 所 有 的 截面 曲率 ， 那 么 在 这 点 的 曲率 张 量 就 
决定 了 。 另 外 ,截面 曲率 满足 下 面 的 舒 尔 定理 ,如 果 在 连 
通 的 黎 曼 流 形 (M，9) (n 宇 3) 的 各 点 ， 截 面 曲率 与 方向 
XX，Y 无 关 , 那么 它 与 点 也 无 关 , 因而 是 常数 。 这 种 黎 曼 
流 形 称 为 常 曲率 黎 曼 空间 。 常 曲率 为 K 的 黎 曼 流 形 的 曲 
率 张 量 满足 条 件 Ruw=K(gugs 一 gu9ss)。 

由 曲率 张 量 缩 并 而 得 的 张 量 ， 即 分 量 为 Ry RY 


的 二 阶 协 变 对 称 张 量 称 为 里 麻 张 量 。 设 X= Zr， 
ETs(M)， 由 对 和 决 定 的 量 称 为 在 P 点 X 方 向 的 里 
奇 曲率 。 由 S= 2g%R。 决定 的 数量 函数 S 称 为 在 点 的 
数量 曲率 。 

截面 曲率 、 里 奇 曲率 以 及 数量 曲率 是 非常 重要 的 几 
何 量 。 研 究 这 些 量 与 黎 曼 流 形 的 几何 性 质 以 及 拓扑 性 质 
之 间 的 关系 是 黎 曼 几何 的 一 个 重要 课题 。 例 如 , 宫 当 - 阿 
达 马 定理 断言 ， 若 一 个 维 单 连通 完备 歼 曼 流 形 的 截面 
曲率 处 处 不 大 于 零 ,那么 它 与 R 微分 同 肥 。 再 如 允 尔 斯 
定理 断言 ， 若 完备 黎 曼 流 形 的 里 奇 曲率 处 处 大 于 一 个 正 
常数 也 ,那么 它 必 是 紧 流 形 而 且 基本 群 有 限 。W. 克 林 格 
贝 格 和 M. 从 热 证 明 的 球 定理 断言 ， 如 果 完 备 单 连通， 


维 黎 曼 流 形 M 的 截面 曲率 Kw 满足 1>Ky>4+， 那么 M 


与 维 软 氏 球面 5* 同 胚 。 这 些 结果 显示 了 流 形 的 拓扑 
性 质 与 度量 性 质 之 间 有 密切 的 联系 。 在 这 方面 还 有 许多 
未 解决 的 问题 。 

测 地 线 、 完 备 歼 受 流 形 nn 维 欧 氏 空间 Er 中 连接 两 
点 P、 日 的 直线 段 P@ 是 连接 PQ 的 所 有 曲线 中 最 短 的 ， 
而 BO 的 长 度 就 等 于 P、@ 的 距离 。 假 设 C? 曲线 C: x'= 
zt(t),0<ts1 是 连接 P.Q@ 的 最 短线 ,+ 是 C 的 弧 长 参数 ， 
即 Zoutx(D)) 秘 -车 -一 1. 考虑 C 的 任意 一 族 变 分 曲线 
C,: Xi=Xit)， 0<tsl， -sgsss, 即 对 固定 的 s， 
曲线 C, 是 连接 P、Q@ 的 曲线 ， 且 Cu= C。 显 然 C 应 满足 
下 和 ?| ，-。， 也 了 最 短线 必 是 长 度 泛 函 的 临界 点 ,由 


了 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 得 到 C 应 满足 下 列 微分 方程 组 ， 
各 + 及 拉稀 电 -o (i=1,2,",m)。(5) 
称 满足 方程 (5) 的 曲线 为 测 地 线 , 欧 氏 空间 中 的 测 地 

线 就 是 直线 ， 欧 氏 球面 中 的 测 地 线 是 大 圆 弧 。 最 短线 必 

是 测 地 线 ， 但 反之 则 不 一 定 成 立 。 例 如 ， 欧 氏 球面 上 以 

了 P、@ 为 端点 的 大 圆 优 弧 虽 是 测 地 线 却 不 是 连接 P、Q@ 的 

最 短线 (应 为 劣 弧 )。 然 而 ， 在 局 部 范围 内 测 地 线 总 是 最 

短线 ,也 就 是 说 , 任意 点 卫 总 存在 一 个 局 部 邻 域 U, 使 得 

对 UU 中 任意 点 8， 唯 一 存在 一 条 完全 蓝 在 U 内 的 测 地 线 

C 连结 P,Q@, 而 且 C 的 长 度 等 于 P、@ 的 距离 。 一 条 连接 


两 点 P、@ 的 测 地 线 ， 如 果 它 的 长 度 恰 好 等 于 P、 @ 的 距 
离 , 就 称 为 极 小 测 地 线 。 显然 它 就 是 连接 P、Q@ 的 最 短线 。 

从 (5) 不 难看 出 测 地 线 的 另 一 说 法 是 : 测 地 线 是 切 向 
量 沿 自身 平行 的 曲线 , 即 VsT =0。 

方程 组 (5) 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 ,因此 任意 给 定 
一 点 P 和 P 点 的 一 个 单位 切 向 量 习 ， 总 唯一 地 存在 一 条 
测 地 线 过 P 点 且 在 P 点 与 六 相 切 。 然 而 它 未 必 能 够 无 限 
地 延伸 。 而 且 任意 两 点 间 就 也 不 一 定 能 用 一 条 极 小 测 地 
线 连接 。 例 如 , 设 5 一 {P) 为 二 维 欧 氏 球面 S* 去 掉 一 点 
P 而 得 到 的 曲面 ， 于 是 处 在 过 P 点 的 同一 大 贺 上 充分 接 
近 P 点 而 分 居 P 的 两 侧 的 两 点 Pi、P 之 间 就 没有 极 小 测 
地 线 。 

如 果 一 个 黎 曼 流 形 (M,9) 的 任意 测 地 线 都 能 被 开拓 
成 在 整个 tE(- co,+ co ) 上 定义 的 测 地 线 ， 则 (M, 9) 称 
为 完备 黎 曼 流 形 ,或 称 度量 张 量 9 是 完备 度量 。 例 如 , 欧 
氏 空 间 、 欧 氏 球面 等 都 是 完备 黎 曼 流 形 。 任 何 紧 黎 曼 流 
形 (M,g)( 即 M 本 身 是 紧 流 形 ) 都 是 完备 歼 曼 流 形 。 完 备 
黎 曼 流 形 上 任意 两 点 总 能 用 一 条 极 小 测 地 线 连接 。 这 就 
是 著名 的 答 普 夫 -里 诺 定理 所 断言 的 事实 。 

指数 映射 ” 设 卫 为 黎 曼 流 形 (M, 9) 上 任意 点 ，V 为 
P 点 切 空间 Tp(M) 中 一 个 向 量 ， 用 Yr(t) 表示 从 P 点 出 
发 以 V 为 初始 切 向 量 的 测 地 线 , 即 Yr(0)= P7r(0) 一 V， 
若 yr(1) 有 定义 ， 则 映射 expp: Vr*yr(1) 称 为 P 点 的 
指数 映射 ， 可 以 证 明 ， 存 在 Tp(M) 中 原点 的 一 个 开 邻 
域 U， 使 得 exp 是 U 到 expe(U) 的 微分 同 胚 ， 此 时 将 
expp(U)C M 中 点 采用 局 中 原 像 点 的 坐标 为 坐标 得 到 的 
坐标 称 为 法 坐标 ， 相 应 的 邻 域 expP(U) 称 为 P 点 的 法 坐 
标 邻 域 。 采 用 法 坐标 系 ,许多 几何 量 有 简明 的 表达 式 ,所 
以 法 坐标 系 是 黎 曼 几 何 研究 中 常用 的 坐标 系 。 对 于 完备 
黎 曼 流 形 ,指数 映射 expe 在 整个 Te(M) 上 都 有 定义 , 但 
一 般 不 是 一 对 一 的 。 

黎 蝎 子 流 形 ”用 三 维 欧 氏 空间 中 的 度量 来 计算 曲面 
上 的 曲线 长 度 就 在 曲面 上 诱导 了 一 个 度量 ， 由 此 展开 的 
微分 几何 就 是 经 典 的 曲面 论 ,在 黎 曼 几何 中 ,设计 是 mm 维 
黎 曼 流 形 (N,6) 的 一 个 n 维 温 入 于 流 形 , i:M->N 是 包含 
映射 。 如 果 用 和 的 黎 曼 度量 5 来 计算 M 的 曲线 长 度 ， 那 
么 在 上 得 到 一 个 诱导 的 黎 曼 度量 9( 记 为 #6),M 关于 
诱导 度量 称 为 N 的 一 个 n 维 黎 曼 子 流 形 ,m 一 n 称 为 子 流 
形 的 余 维 数 。 如 果 (xz5 Xx?,…, Xx") 和 CV'， 矿 ,…，y") 分 别 
是 M 和 N 的 局 部 坐标 系 , 9 goadyrdy” ,9 一 29gudx'dx?， 
那么 auto os 和 (a, B=1, 2 
记 ,j=1,2,…5,n),，N 上 在 点 PEM 的 一 个 向 量 纪 ,如 果 
与 MM 在 P 点 的 每 一 切 向 量 都 正 交 ， 就 称 为 MM 在 P 点 的 一 
个 法 向 量 。 可 以 取 NN 的 局 部 正规 正 交 标 架 {e。), 使 得 限制 
在 M 上 时 ，{et} 是 下 的 一 个 局 部 正规 正 交 标 架 ， 而 {er)， 
r=n+1，…, m, 是 肝 的 mn 个 互相 正 交 的 单位 法 向 
量 。 设 (wr) 是 对 偶 基 ，{o3} 是 入 的 黎 曼 联络 形式 ，N 的 
结构 方程 为 : 


tur — Zu Nws=0 
| 
du 一 Toy N= TE Ne, 


这 里 肠 w。 是 的 曲率 张 量 ,ds# = Z(w")* 限 制 在 MX 上 时 ， 
人 si Z(o0?， 即 0 一 0， 因 此 从 第 一 个 方程 得 到 Zw 人 
wf=0。 由 宫 当 引 理 of= Zhfyo/， 且 hy 二 h5s， 称 Zhiyot 
@oi@e 为 子 流 形 M 的 第 二 基本 形式 ， 正 象 三 维 欧 氏 空 
间 曲 面 论 中 一 样 ， 第 二 基本 形式 在 子 流 形 的 研究 中 起 着 
十 分 重要 的 作用 。N 的 结构 方程 中 的 第 二 个 方程 限制 于 
M 上 ,并 取 指标 a=i, B=j, 与 M 的 结构 方程 相 比较 ,可 以 
得 到 M 的 曲率 张 量 Ryn 一 wm 十 习 (hh 一 hh$o)， 称 


为 子 流 形 的 高 斯 方程 。 如 果 再 取 其 他 的 指标 值 ， 还 可 得 
到 子 流 形 的 科 达 齐 方程 和 里 奇 方程 。 


由 有 = 二 加 htie 定义 的 法 向 量 称 为 歼 曼 子 流 形 的 


平均 曲率 向 量 , 如 同 曲面 论 一 样 ,平均 曲率 向 量 等 于 等 的 
子 流 形 称 为 极 小 子 流 形 。 特 别 当 子 流 形 的 维 数 等 于 2 时 ， 
称 为 极 小 曲面 。 而 余 维 数 等 于 1 时 称 为 极 小 超 曲面 ,一 维 
的 极 小 子 流 形 就 是 测 地 线 。 

极 小 子 流 形 具 有 明显 的 变 分 意义 ， 它 是 体积 泛 函 的 
临界 点 。 历 史上 , 极 小 子 流 形 的 研究 与 J. 普 拉 托 问 题 有 
密切 的 联系 ， 设 给 定 了 空间 中 一 条 闭 的 可 求 长 的 若 尔 当 
曲线 C, 能 否 找到 一 个 以 C 为 其 边界 的 极 小 曲面 ? 极 小 子 
流 形 ,特别 是 极 小 曲面 的 存在 性 ,唯一 性 的 分 类 问题 构成 
了 黎 曼 几何 研究 的 一 个 重要 方面 。 

当 第 二 基本 形式 恒 等 于 零 ， 即 ij= 0 的 极 小 子 流 形 
称 为 全 测 地 子 流 形 。 这 时 M 中 的 任意 一 条 测 地 线 也 是 NN 
中 的 测 地 线 ,或 者 说 ,M 中 的 平行 移动 与 在 外 围 空间 N 中 
的 平行 移动 是 完全 一 致 的 。 

如 果 两 个 黎 曼 流 形 (M, 9) 与 (N,) 之 间 存 在 映射 了 
MN, 使 得 KM)CN 是 N 的 一 个 浸入 子 流 形 , 且 9 正好 
是 5 诱导 而 成 的 ,就 称 f 是 (M,g) 到 (N,5) 的 一 个 等 距 温 
入 。 当 也 M) 还 是 嵌入 子 流 形 时 ,就 称 为 等 距 嵌 入 。 

一 个 黎 曼 流 形 (M, g) 能 否 等 距 地 浸入 或 懂 入 到 高 维 
的 欧 氏 空间 中 成 为 黎 曼 子 流 形 以 及 这 种 浸入 或 嵌入 的 刚 
性 问题 是 黎 曼 几何 中 由 来 已 久 的 重要 而 且 有 兴趣 的 研究 
课题 。 

关于 局 部 等 距 嵌 入 ， 即 黎 曼 流 形 的 一 个 局 部 区 域 等 
距 嵌 入 到 高 维 欧 氏 空间 的 问题 ，N- 雅 内 特 (1926) 和 色 . 
嘉 当 (1927) 证 明了 ， 每 个 p 维 的 黎 曼 流 形 能 局 部 等 距 凤 
入 到 本 中 , 如 果 n> PPz 。 

关于 整体 等 距 嵌 入 问题 ,J.F. 纳什 (1956) 证 明了 : 任 
何 P 维 紧 黎 曼 流 形 能 整体 等 距 嵌 入 到 


音 p(sp+1) 
维 欧 氏 空间 中 ,而 非 紧 的 黎 曼 流 形 能 整体 等 距 嵌 入 到 
到 pp+1)(3p+1) 
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维 欧 氏 空间 中 。 

等 距 映射 、 共 形 映射 \` 调 和 映射 ” 黎 曼 几何 研究 中 另 
一 个 重要 的 课题 是 研究 黎 曼 流 形 之 间 的 一 些 有 重要 几何 
意义 和 物理 学 背景 的 映射 ,其 中 包括 等 距 映 射 , 共 形 映射 
和 调和 映射 等 。 

两 个 黎 曼 流 形 (M,g) 和 (4N,g') 之 间 的 一 个 映射 了, 如 
果 满 足 j*g'=e*”g, 其 中 o 是 某 一 函数 , 即 X,YET,(M) 
成 立 gpm(fxX,fxY)=ex*t9go(XX,Y)， 则 称 了 为 共 形 映 
射 。 特 别 当 M 与 N 的 维 数 相等 而 且 了 是 微分 同 胚 时 ， 则 
称 (M, g) 共 形 同 胚 于 (N, g')， 如 果 此 时 还 有 o=0， 即 
f*g'=g, 则 称 了 是 等 距 映 射 。 

从 定义 可 以 看 出 ， 在 共 形 映射 下 两 向 量 的 夹 角 保持 
不 变 ， 而 在 等 距 映 射 下 向 量 的 长 度 也 保持 不 变 。 如 果 一 
个 n 维 黎 曼 流 形 (M, g) 的 任意 点 都 有 一 个 坐标 邻 域 (U， 
*)，, 使 得 在 口内 度量 张 量 gw=e**3w, 即 9 局 部 共 形 于 平 
坦 度量 gw, 就 称 为 共 形 平坦 黎 曼 流 形 。 

任何 一 个 二 维 黎 曼 流 形 都 是 共 形 平坦 的 ， 这 是 由 于 
在 等 温 坐 标 下 ， 度 量 张 量 可 表 为 e”"(dx*+ dy") 的 形式 。 

在 n>3 时 , 共 形 平坦 黎 曼 流 形 的 特征 是 用 下 面 定义 
的 张 量 来 刻画 的 , 设 在 局 部 坐标 系 下 , 黎 曼 流 形 (M, 9) 的 
度量 张 量 、 曲 率 张 量 、 里 奇 张 量 的 分 量 分 别 为 gy、R%y。、 
RR, 数量 曲率 为 s, 那 么 分 量 为 


1 
Chu= Ry ~ a Rd — Rud + guR}— guR)) 


— ngn2), 

式 中 Ry= ZNRn, 
所 确定 的 张 量 场 称 为 (M,9) 的 共 形 曲率 张 量 。 

共 形 曲率 张 量 在 共 形 映 射 下 不 变 ， 由 平坦 度量 gu 一 
3 决定 的 共 形 曲 率 张 量 便 为 零 ,所 以 共 形 平坦 歼 曼 流 形 
的 共 形 曲率 张 量 等 于 零 。 实 际 上 ， 有 下 面 的 更 进一步 的 
结论 :mn(#>3) 维 的 黎 曼 流 形 是 共 形 平坦 的 充 要 条 件 为 它 
的 共 形 曲率 张 量 等 于 零 。 常 曲率 空间 总 是 共 形 平坦 的 。 

设 f 是 nn 维 黎 曼 流 形 (M,g) 到 m 维 黎 曼 流 形 (N,g') 
的 C* 阶 映射 ,在 局 部 坐标 系 (U,x)CcM 和 {V,y}CN 下 ， 
可 以 表示 为 y= 人?(x? x，… x)(a,B,y=1,2,…,m), 
(人 和 (Sr) 分 别 表示 (M, 9 和 (N, g') 的 第 二 类 克 里 斯 
托 费 尔 符号 ,那么 用 分 量 


| 


9:fo afe fr 
+ 


(a=1,2,°,m), 
决定 的 向 量 场 称 为 映射 1 的 张力 场 ， 当 人 =0 (a=1， 
2,…,m) ,就 称 了 为 黎 曼 流 形 (M,g) 到 (N,g') 的 调和 映射 。 

调和 映射 是 一 类 十 分 重要 的 映射 ， 有 着 深刻 的 几何 
意义 并 和 规范 场 理 论 有 着 广泛 的 联系 。 例 如 ， 当 M 的 维 
数 n=1 时 , 调和 映射 就 是 N 上 的 测 地 线 , 特别 当 M=s! 
时 ,就 是 闭 测 地 线 ; 当 NN 是 实数 轴 时 , 调和 映射 就 是 黎明 
流 形 M 上 的 调和 函数 ; 当 了 是 等 距 漫 入 或 等 距 嵌 入 时 , 调 
和 映射 就 是 极 小 子 流 形 。 


424 


由 于 * 二 0 是 一 个 二 阶 偏 微分 方程 组 ,因此 ,调和 映 
射 和 二 阶 椭 贺 型 偏 微 分 方程 的 理论 有 密切 的 联系 。 

调和 映射 的 存在 性 基本 问题 可 叙述 如 下 ;: 设 fo:(M， 
9 一 (N,9 ) 是 黎 曼 流 形 同 的 上 映射， 那么 在 f。 的 同 伦 类 中 
是 否 存在 调和 映射 如 

假定 MM 和 都 是 紧 无 边界 流 形 ，J. 伊 尔 斯 和 J H. 
桑 普 森 证 明了 ， 当 N 具 有 非 正 截面 曲率 时 ， 答 案 是 肯定 
的 , 而 工 . 勒 梅 韦 、J 萨克斯 和 区 . K. 乌 伦 贝克 证 明了 ， 
当 M 的 维 数 等 于 2, 且 ra(N)= 0 时 ,答案 也 是 肯定 的 。 

如 果 M 和 N 都 是 紧 的 ,而 且 M 有 边界 时 ，R. S, 哈密 
顿 首先 证 明 : 当 N 具 非 正 截 面 曲率 时 ,具有 给 定 边界 值 的 
调和 映射 是 存在 的 。 

也 可 类 似 地 定义 洛 伦 欧 流 形 和 黎 曼 流 形 间 的 调和 映 
射 ,这 在 理论 物理 中 有 作用 ,但 还 很 少 研究 。 谷 超 豪 证 明 
了 从 闵 科 夫 斯 基 平面 到 任意 完备 黎 曼 流 形 的 调和 映射 的 
初始 值 问题 和 边 值 问题 整体 解 总 是 存在 的 。 
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Limon lluxing de blonhuonqun 
黎 曼 流 形 的 变换 群 (transformation groups in 
Riemannian manifolds) 黎 曼 流 形 上 的 具有 特 
殊 性 质 的 各 种 变换 群 ,其 中 最 重要 的 是 等 距 变 换 群 (又 称 
运动 群 ) ,射影 交换 群 和 共 形变 换 群 ， 它 主要 研究 效 曼 流 
形 上 的 各 种 变换 群 的 不 变性 质 以 及 容 有 各 种 变换 群 的 黎 
曼 流 形 的 几何 性 质 和 拓扑 性 质 。 

设 了 是 歼 曼 流 形 (Mg) 到 自身 上 的 一 个 微分 同 胜 。 
在 局 部 坐标 系 下 , 设 f: (zxom2=JKz)， 如 果 成 立 
gu(x) 一 2gu(z) -3 , 即 了 保持 度量 张 量 9 不 变 , 则 
称 了 是 一 个 等 距 变换 (又 称 运动 )。 它 是 欧 氏 空间 的 运动 
在 黎 曼 流 形 上 的 推广 。 在 等 距 变 换 下 , 切 向 量 的 长 度 \ 交 
角 以 及 两 点 之 间 的 距离 均 保持 不 变 , 测 地 线 变 到 测 地 线 。 
N- P. 斯 迁 罗 德 和 S. B. 迈 尔 斯 证 明了 ,MK 上 所 有 的 等 距 
变换 依 变换 的 乘法 构成 一 个 李 群 。 这 个 群 称 为 M 的 最 大 
等 和 将 (和 完全 运 动 有, 相应 的 子 必 区 为 的 和 


变换 群 (或 运动 群 )。 设 M 上 一 个 向 量 场 XX= 2X-5xr zr 所 生 


成 的 单 参数 变换 群 为 mw:(z0r 天 一 PKz 切 ， 即 凡 满 足 
方 pg), 9K《x, 0)=x!， 如果 对 任 一 tp, 都 是 
等 距 变换 ， 就 称 p, 为 单 参数 等 距 变 换 群 或 称 X 为 无 穷 小 
运动 (又 称 基 灵 向 量 场 )。X 为 无 穷 小 运动 的 充 要 条 件 为 
xX 满足 基 灵 方程 + 和 一 0， 这 里 "表示 协 变 导数 ， 
X= gw。 

， 维 黎 曼 流 形 M 的 最 大 等 距 变 换 群 的 参数 个 数 至 多 
是 去 n(n+ 1) 个 ,而 达到 这 个 数目 时 ,M 必 是 常 曲率 空间 。 


由 此 可 以 看 出 ， 一 个 黎 曼 流 形 最 多 能 容许 含有 多 少 个 参 
数 的 某 种 变换 群 是 与 流 形 本 身 的 几何 性 质 和 拓扑 性 质 密 
切 相关 的 。G. 富 比 尼 首 先 发 现 黎 曼 流 形 的 最 大 等 距 变 
换 群 的 参数 个 数 是 有 空 阶 的 。 后 经 H. II. 叶 戈 罗 夫 、 矢 
野 健太郎 , 若 桑 英 清 、 王 宪 钟 等 人 的 研究 ,确定 了 第 一 空 


股 , 即 n 维 禾 曼 流 形 不 容许 参数 个 数 7 介 于 二 n(n 一 1) 十 


1 与 这 n(n+1) 之 同 的 最 大 等 距 变换 群 ， 并 且 在 mn> 243 


的 条 件 下 确定 了 第 二 空 阶 。1964 年 , 胡 和 生 给 出 了 确定 
空隙 的 一 般 方法 并 完全 确定 了 开 首 八 个 空隙 和 相应 空间 
的 局 部 线 素 形式 。 

如 果 黎 曼 流 形 (M, 9) 到 自身 上 的 微分 同 胚 了 将 测 地 
线 变 到 测 地 线 ， 就 称 了 是 射影 变换 。M 上 所 有 的 射影 变 
换 依 变 换 乘 法 构成 的 群 称 为 最 大 射影 变换 群 ， 相 应 的 子 
群 称 为 射影 变换 群 。 在 局 部 坐标 下 ，f 是 射影 变换 的 充 
要 条 件 为 ， 存 在 函数 mw， 使 得 成 立 { 名 } (元 ) 一 { 和 ex) 十 
84( 丈 ) 站 十 gx( 丈 ) 站 ， 这 里 { 各 } 是 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符 
号 ， 射 影 变换 下 最 重要 的 不 变 张 量 是 下 式 定义 的 射影 曲 
率 张 量 


Wh = Rst a ICR Bd), 
式 中 Rhy Ry 分 别 是 虹 的 曲率 张 量 和 里 奇 曲率 张 量 。 一 
个 黎 曼 流 形 的 最 大 射影 变换 群 的 参数 个 数 至 多 是 下 + 2n 
个 ， 而 达到 这 个 数目 时 ， 它 必 是 常 曲率 空间 。 向 量 场 
X~ 3X - 训 。 生成 单 参数 身影 变换 群 的 充 要 条 件 为 X 满 
尼 方 程 ， 
和 一 和 RR 和 十 9 二 oo 

如 果 黎 曼 流 形 (ML，9) 到 自身 上 的 微分 同 胚 了 保持 向 

量 的 夹 角 不 变 ， 即 在 局 部 坐标 系 下 成 立 2guo(2) 了 二- 


; 
站 etogul(x)， 式 中 0。 是 某 -一 函数 ， 就 称 f 是 共 形 


变换 。M 上 所 有 的 共 形 变换 依 变换 的 乘法 构成 的 群 称 为 
了 的 最 大 共 形 变换 群 ,相应 的 子 群 称 为 共 形 变换 群 . 共 形 
变换 下 最 重要 的 不 变 张 量 是 由 下 式 定义 的 共 形 曲 率 张 量 


1 
Chn=Rin— na3(RuW — Rady+ guRd— guR}) 


下 
一 EDGE 末 (9 修一 gu 的 )， 


这 里 了 是 数量 曲率 。 一 个 黎 曼 流 形 的 最 大 共 形变 换 群 的 
参数 个 数 至 多 是 于 (n+ 1)(n+ 2) 个 。 疝 量 场 X= ht 
生成 单 参数 共 形变 换 群 的 充 要 条 件 为 X 满 足 方程 
Xs+ Ms,4— 209ue 
参考 书目 
S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differen- 
fial Geometry, Vol. 1,John Wiley & Sons, New York, 1963, 
苏 步 青 编著 : “现代 疝 分 几何 学 概论 »， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
上 海 ,1961。 
( 海 养 康 ) 
Limon qumion 
黎 曼 曲面 (Riemann surface) B. 黎 曼 为 了 
给 多 值 解析 函数 设想 一 个 单 值 的 定义 域 而 提出 的 一 种 曲 
面 。 用 现代 的 语言 说 , 黎 曼 曲面 就 是 连通 的 一 维 复 流 形 。 
黎 曼 曲面 的 研究 不 仅 是 单 复 变 函数 论 的 基本 问题 之 一 ， 
而 且 与 众多 的 现代 数学 分 支 有 紧密 联系 ， 如 多 复 变 函数 
论 、 复 流 形 .代数 几何 代数 数论 . 自 守 函数 等 。 
单 值 解析 函数 的 反 函 数 可 以 是 多 值 的。 例如 ， 宕 函 
数 和 指数 函数 的 反 函数 为 根 式 函 数 和 对 数 函数 ， 它 们 都 
是 多 值 的 。 另 外 ， 从 一 个 解析 函数 元 素 出 发 沿 一 个 闭 曲 
线 作 解析 开拓 ,最 后 可 能 得 到 不 同 的 元 素 。 因 此 ,完全 解 
析 函 数 往往 是 多 值 的 。 在 研究 多 值 函数 时 ， 人 们 先 把 它 
分 解 为 一 个 个 单 值 解析 分 支 ， 然 后 按 这 些 分 支 之 间 的 关 
系 把 它们 连接 起 来 。 
为 研究 w= Wz ,把 扩充 的 复 平 面 沿 正 实 轴 割 开 , 记 
为 C, 它 的 边界 是 两 条 正 实 轴 及 和 于， 分 别 镶 在 第 一 象 
限 的 下 边 和 第 四 象限 的 上 边 ,在 C, 上 令 
(VEN ls" (0cargze2n), 
就 得 到 Vz 的 一 个 单 值 解析 分 支 , 它 在 Ci 的 内 部 是 解析 
的 , 并 且 连 续 到 边界 信和 上 上, 但 在 和 同一 个 正 实数 
对 应 的 分 别 位 于 如 和 把 上 的 两 个 点 上 ，(wW 了 ); 却 分 别 
取 不 同 的 值 YX(MX>0) 和 一 NX。 设 忆 ,是 另 一 个 沿 
正 实 轴 割 开 的 扩充 的 复 平 面 ， 它 的 边界 记 为 太 和 王 。 令 
(WE Da= ze 就 得 到 Vz 的 另 一 个 单 值 解 
析 分 支 。 与 (Vz) 不 同 ,在 遇 和 二 上 与 正 实数 x 对 应 
的 两 个 点 处 , (MV z ) 的 值 分 别 是 一 Wx 和 /x。 由 于 
(YZ) 在 上 和 全 上 的 值 分 别 与 (Wz )s 在 信和 妨 上 的 
值 相同 , 人 们 自然 地 把 忆 入 以 及 二 入 两 两 粘 接 起 
来 ,而 把 C, 和 C: 拼接 成 一 个 整体 ,这 就 是 Wz 的 黎 曼 曲 
面 。MV 作为 定义 在 这 个 曲面 上 的 函数 ， 包 含 了 它 的 两 
个 分 支 ， 同 时 是 单 值 的。 蔡 多 值 函数 构造 一 个 适当 的 定 
义 场所 ,而 使 得 它 成 为 一 个 完整 的 单 值 解析 函数 ,这 是 黎 
曼 的 原始 的 思想 。 这 样 构 造 出 来 的 Vz，A/z 和 ilnz 的 
黎 曼 曲 面 如 图 1 所 示 。 
把 以 工 的 黎 曼 曲面 按 原来 的 位 置 放 在 扩充 的 复 平面 
上 就 成 了 扩充 复 平 面 的 一 个 时 覆盖 曲面 。 曲 面 上 的 点 
O 和 co 叫做 m 一 1 级 枝 点 。 同 样 ，lnz 的 黎 曼 曲面 是 〈 除 
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去 原点 后 的 ) 复 平面 的 无 


pe 
枝 点 的 覆盖 曲面 。 一 般 地 

说 , 复 平面 (或 扩充 的 复 平 

面 ) 的 任意 的 一 个 覆盖 曲 ey 一 
面 都 可 看 作 一 个 黎 曼 曲 和 
面 。 设 覆盖 曲面 中 的 点 P a Vz 的 当归 让 面 


位 于 复 平面 中 的 点 z 之 
上 , 则 称 z 为 P 的 投影 . 定 
义 在 曲面 上 的 一 个 函数 在 
非 枝 点 处 是 否 解析 ， 就 看 
它 作为 投影 z 的 函数 是 否 
是 解析 的 ; 而 在 投影 为 z。 
的 n 一 1 级 枝 点 处 , 则 要 看 
它 对 于 f=Vz 一 圳 是 否 
是 解析 的 。 这 就 是 黎 曼 本 


人 的 原始 的 黎 曼 曲 面 的 概 
念 。 黎 曼 曲 面 的 经 典 理论 。 y= [和 人 
是 在 这 样 的 概念 上 发 展 起 和 
来 的 。 止 症 一 个 让 

一 个 完全 解析 函数 或 
完全 解析 构 形 ， 把 其 中 以 
2 为 中 心 的 函数 元 素 看 作 
放 在 z 上 的 点 ,自然 就 成 9 
了 扩充 平面 的 覆盖 曲面 ， 
这 就 是 它 的 黎 曼 曲 面 。 一 
个 代数 函数 = w(z) 的 歼 
曼 曲 面 是 扩充 平面 的 n 叶 ” 
覆盖 曲面 (n 为 对 应 的 方程 laz 的 克昌 而 面 

图 1 


中 必 的 最 高 次 数 )。 例 如 ， 
的 黎 曼 曲面 的 构造 如 图 2 所 示 。 把 上 下 两 个 平面 中 连接 
0, 1 和 连接 2, 3 的 两 个 线段 都 割 成 裂缝, 每 一 裂缝 产生 
两 条 边 ,分 别 与 平面 上 半 部 分 和 下 半 部 分 相连 ,用 实 线 与 
虚线 表示 。 然 后 把 上 平面 中 实 线 (虚线 ) 所 示 的 边 和 下 平 
面 中 虚线 ( 实 线 ) 所 示 的 边 粘 接 起 来 。 

了 HH. 外 尔 首先 给 出 黎 曼 曲面 的 近代 定义 ,与 此 同时 ,他 
也 给 出 了 " 流 形 "这 个 近代 数学 的 基本 概念 的 严格 定义 。 
按照 外 尔 的 观点 , 黎 曼 曲 面 就 是 一 维 的 复 流 形 。 在 一 个 曲 
面 ( 局 部 与 欧 氏 平面 同 胚 的 ,连通 的 豪 斯 多 夫 空间 ) 上 , 定 
义 了 一 族 局 部 参数 《曲面 的 某 一 个 开 集 上 的 一 个 连续 单 
叶 复 值 函 数 , 也 叫 局 部 坐标 ), 若 在 任意 两 个 相 邻 的 局 部 


图 2 w= Vz(z 一 1)(z 一 2)(z 一 3) 的 获 概 曲面 
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参数 的 定义 域 的 公共 部 分 上 ， 其 中 的 一 个 参数 作为 另 一 
个 参数 的 函数 是 解析 的 ， 并 且 这 些 参数 的 定义 域 覆 盖 了 
闽 个 央 面 , 那么 , 这 个 曲面 连同 这 族 局 部 参数 (叫做 共 形 
结构 ) 就 构成 了 一 个 黎 曼 曲面 。 复 平面 C 或 者 C 上 任 一 
个 区 域 按 其 自然 参数 都 是 黎 曼 曲面 在 扩充 复 平面 C 上 ， 
除了 在 C 上 已 有 一 个 自然 参数 外 ,再 在 区 域 {z 11z|>>0} 
(包括 无 穷 远 点 ) 上 令 5 一 二 ,得 另 一 参数 ,而 使 成 为 一 
个 黎 受 曲面 。 一 个 黎 受 曲面 到 黎 曼 曲面 里 的 连续 映射 称 
为 是 解析 的 ， 如 果 它 用 两 个 曲面 上 的 局 部 参数 表示 出 来 
是 解析 函数 。 一 个 黎 曼 曲面 到 里 的 解析 映射 就 是 该 曲 
面 上 的 半 纯 函 数 ( 亚 纯 函 数 )。 黎 曼 曲 面 上 的 调和 《或 次 
调和 ) 函 数 的 定义 为 关于 局 部 参数 是 调和 (或 次 调和 ) 的 
函数 。 黎 曼 曲 面 的 引入 大 大 地 开 扩 了 复 变 函数 论 的 研究 
范围 

由 紧 曲面 作成 的 黎 曼 曲 面 叫做 闭 黎 曼 曲面 ， 否 则 就 
叫做 开 黎 曼 曲 面 。 若 一 个 闭 曲面 (或 开 曲面 ) 上 的 一 维 同 
调 群 (或 模 理想 边界 的 一 维 同 调 群 ) 的 秩 是 29, 则 称 9( 非 
负 整 数 或 无 穷 ) 为 此 黎 曼 曲面 的 亏 格 。 开 曲面 的 亏 格 可 
能 为 无 穷 。 两 个 黎 曼 曲面 称 为 是 共 形 等 价 的 ， 如 果 存在 
一 个 从 一 个 曲面 到 另 一 个 曲面 上 的 一 一 的 解析 映射 共 
形 映射 )。 同 一 个 亏 格 9(9>1) 的 闭 歼 曼 曲面 的 所 有 闪 
形 等 价 类 组 成 所 谓 模 空 间 。 黎 曼 首先 发 现 ， 模 空间 中 的 
元 素 由 39 一 3 个 复 参数 确定 。 从 模 空间 的 研究 中 产生 出 
丰富 多 采 的 条 希 米 勒 空间 的 理论 。 

人 们 还 把 开 歼 曼 曲面 作 了 分 类 。 不 存在 非常 数 的 负 
次 调和 函数 的 开 曲 面 叫做 抛物 型 曲面 ， 其 他 的 开 曲面 就 
叫做 双 曲 型 曲面 ,抛物 型 曲面 所 成 的 类 用 Oo 表示。 不 存 
在 非常 数 的 有 界 解析 或 调和 函数 ， 狄 利克 雷 积分 为 有 穷 
的 解析 或 调和 函数 ， 或 正 调和 函数 的 开 曲 面 分 别 组 成 英 
0 或 Oaa,Oip 或 0zn; 或 Oap。 在 这 些 曲 面 类 之 间 存 在 
如 下 的 包含 关系 : 


om 
oocomecom 攻 “om。 
oum 


按照 黎 曼 本 人 的 原始 概念 ， 黎 曼 曲面 是 @ 的 覆盖 曲 
面 。 所 谓 曲面 了 是 曲面 的 覆盖 曲面 是 指 存在 曲面 外 
到 曲面 下 里 的 映射 1， 对 于 每 一 个 名 EF, 都 存在 名 和 
f(B) EF 的 开 邻 域 人 和 V, 使 得 限制 在 人 和 V 之 间 ,f 拓 
扑 等 价 于 单位 圆 到 自身 的 映射 z-* 一 ze(% 是 正 整 数 , 它 
与 和 有 关 ; 当 n>1 时 ,后 叫做 枝 点 )。 定 义 中 的 映射 了 叫 
做 投影 。 当 下 是 一 个 黎 曼 曲面 时 ， 可 使 上 面 的 是 的 
局 部 参数 。 令 z 为 了 的 局 部 参数 , 就 在 上 定义 了 一 个 
共 形 结构 ,而 使 它 成 为 一 个 歼 曼 曲面 ， 并 且 ，f 是 一 个 解 
析 喘 射 。 一 个 完全 解析 函数 w=g(z) 的 黎 曼 曲面 就 是 和 
的 覆盖 曲面 ， 并 按 上 面 的 方法 赋 以 共 形 结构 。 在 这 个 曲 
面 上 有 两 个 半 纯 函数 :把 w=g(z) 看 作曲 面 上 的 单 什 
函数 , 记 以 w=G(P); 还 有 从 曲面 到 上 的 投影 ， 记 以 
z=Z(P),P 是 曲面 上 的 点 。 这 里 的 完全 解析 函数 可 以 包 
含 极 元 素 和 分 枝 元 素 ,以 及 分 梳 的 极 元 素 。 


在 一 个 曲面 上 有 相同 的 起 点 和 相同 的 终点 的 两 条 曲 
线 (连续 曲线 )y4: t>9(t) (0<t<1,i=1,2) 称 为 是 同 伦 
的 ， 如 果 存 在 到 这 个 曲面 里 的 连续 映射 (t， 4)>9(t, uw) 
(0<t<1,0<u<1), 使 得 p(t,0)=p1(t),9(t,1)=9:(t)， 
9(0,4) 三 P14(0),p(1,4) 三 9,(1)。 曲面 上 固定 端点 的 闭 曲 
线 组 成 的 所 有 同 伦 等 价 类 以 曲线 的 连接 作为 乘法 运算 组 
成 一 个 群 ， 叫 做 曲面 关于 这 个 定点 的 基本 群 。 关 于 不 同 
点 的 基本 群 是 互相 同 构 的 。 基 本 群 只 包含 一 个 元 素 的 曲 
面 叫做 单 连通 曲面 。 

没有 枝 点 的 覆盖 曲面 叫做 光滑 覆盖 曲面 。 设 了 使 和 
成 为 下 的 光滑 覆盖 曲面 。 车 *= 世 六， 其 中 的 五 和 ?分 
别 是 fF 和 上 的 曲线 , 则 称 F 是 Y 的 提升 。 若 对 于 任意 
的 YCF 和 任意 的 以 7 的 起 点 为 投影 的 EEF，y 的 以 
为 起 点 的 提升 总 是 存在 的 ， 则 称 了 是 的 正规 覆盖 曲 
面 。 光 滑 性 保证 指定 起 点 的 提升 的 唯一 性 。 单 值 性 定理 
称 ， 若 外 是 了 的 正规 覆盖 曲面 , 则 对 于 F 上 的 任意 两 条 
互相 同 伦 的 曲线 w% 和 wv 以 及 中 任意 的 以 v， 和 wv 的 
公共 起 点 为 投影 的 点 B,v, 和 > 的 以 为 起 点 的 提升 了 
和 二 总 有 公共 的 终点 , 并且， 和 也 是 同 伦 的 (在 外 
上 )。 复 变 函数 论 中 关于 解析 函数 元 素 沿 曲线 解析 开拓 
的 单 值 性 定理 是 这 个 定理 的 一 个 具体 应 用 。 

单 连通 的 正规 覆盖 曲面 叫做 万 有 覆盖 曲面 。 对 于 任 
意 的 一 个 曲面 ， 它 的 万 有 覆盖 曲面 了 总 是 存在 而 且 在 
共 形 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 。 当 下 是 一 个 黎 又 曲面 时 ， 
可 使 所 也 成 为 一 个 黎 曼 曲面 ,而 投影 了 是 解析 映射 。 著 
名 的 单 值 化 定理 称 ， 单 连通 的 黎 曼 曲面 一 定 共 形 等 价 于 
( 闭 ).C( 抛 物 型 或 单位 贺 ( 双 曲 型 )。 若 让 =C, 则 F=C。 
如 果 F=C， 则 P=C，C\{0}, 或 是 环 面 ( 环 面 就 是 亏 格 
为 1 的 闭 曲 面 ; 反 过 来 , 环 面 的 万 有 覆盖 ( 黎 盟 ) 曲 面 一 定 
是 C)。 当 是 单位 加 时， 所 有 满足 fop=f 的 共 形 映射 
9( 叫 做 覆盖 变换 ) 组 成 一 个 富 克 斯 群 。 因 此 ,除去 上 面 几 
种 特例 外 ， 每 一 个 黎 曼 曲面 都 可 表示 成 单位 加 关于 一 个 
富 克 斯 群 的 商 ! 因 而， 分 式 线性 变换 组 成 的 间断 群 ( 即 克 
莱 因 群 ,包括 富 克 斯 群 ) 的 理论 和 黎 曼 曲 面 理论 有 紧密 的 
联系 。 若 这 里 的 是 完全 解析 函数 w=g(z) 的 黎 曼 曲面 ， 
则 GCt)) 和 2Z(f(t))(tEC, C， 或 单位 圆 ) 都 是 半 纯 函 
数 ,多 值 函数 岂 一 9(z) 经 参数 尼 叫 做 单 值 化 参数 ) 单 值 化 
了 。 从 而 就 解决 了 著名 的 希 尔 伯 特 第 22 问题 即 单 值 化 
问题 。 

在 一 个 黎 曼 曲面 上 ， 若 对 每 一 个 局 部 参数 z 都 定义 
了 一 个 微分 f(z)dz (f(z) 是 半 纯 函数 ), 而 与 相 邻 的 两 个 
参数 z 和 ?对 应 的 fz)dz 和 pb?)dz 满足 关系 f(z(2)) 
21(#) =p(?), 则 称 在 曲面 上 定义 了 一 个 半 纯 微分 。 半 纯 
函数 (或 半 纯 微分 ) 在 某 一 点 的 零点 或 极点 的 级 等 于 在 取 
定 一 个 局 部 参数 后 该 函数 或 该 微分 在 这 个 参数 下 的 表 
示 形式 中 的 系数 》 作为 这 个 局 部 参数 的 函数 在 该 点 的 夫 
点 和 极点 的 级 。 黎 曼 - 罗 赫 定理 称 ， 在 一 个 亏 格 为 9 的 
闭 曲 面 上 ,指定 了 点 pbypay…puigi, ga…， 9 和 正 整数 
is Kage ky i Ra My 令 Mi 二 ks 十 … 十 隐 一 1h 一 


… 一 m4。 设 以 PD4 为 至 多 k, 级 极点 (或 至 少 此 级 等 点 ， 
i=1, 2，…，s)， 并 且 以 9 为 至 少 mm 级 零点 (或 至 多 辐 
级 极点 ,i=1,2,…,t) 的 所 有 半 纯 函数 (或 半 纯 微分 ) 组 成 
的 复数 域 上 的 线性 空间 的 维 数 为 A( 或 B)， 那么 ,A= 
B+m 一 g+1。 这 个 定理 是 闭 黎 曼 曲 面 理论 的 一 个 基本 结 
果 ; 在 一 定 条 件 下 ,也 被 推广 到 开 曲 面 和 高 维 复 流 形 。 
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Liman-SidI"erjies! jfen 

黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (Riemann-Stieltjes in- 
tegral) 数学 中 常用 的 一 种 积分 。 它 是 黎 曼 积 分 的 
推广 。 通 常 利用 黎 曼 积分 可 以 计算 几何 形体 的 面积 、 体 
积 ， 物 理 和 力学 中 的 功 ,能 ,物体 的 重心 和 转动 惯量 以 及 
更 一 般 的 矩 等 等 。 例 如 , 设 [a,b] 上 分 布 了 一 些 有 质量 的 
物质 (或 电荷 )。 如 果 分 布 是 非 均 匀 的 ,但 有 密度 ,并 且 密 
度 函 数 p(x) 在 [a,b] 上 是 连续 的 或 禾 曼 可 积 的 ， 那 么 物 
质 (或 电荷 ) 对 [a, 外 某 点 的 矩 (或 电位 ) 可 用 形式 为 


了 f(x)p(x)dx 的 黎 曼 积分 来 计算 。 如 果 计 算 ” 次 矩 ， 


f(x) 便 是 (x 一 e)"; 如 果 计算 位 能 ,f(x) 便 是 6。 然而 ， 
当 分 布 根本 没有 密度 函数 时 ， 黎 曼 积分 对 上 述 问题 就 失 
效 了 。 因 此 ,数学 上 有 必要 引入 下 面 更 广泛 的 积分 概念 
设 f(x)，g(x) 是 [a ,0] 上 两 个 函数 (可 以 是 复 值 函 
数 ). 对 [ab 上 任何 分 点 组 Dia= mu<zi<…<xzn=b 作 
和 式 > 
of,g1D)= BE) gz) gr)), 
式 中 8E[z-obzi], 记 入 =max(x, 一 X41)， 如 果 存在 S， 
使 得 limo (f,9,D)=S, 则 称 信 x) 关 于 g(x) 在 [a,b] 上 是 


歼 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 积 的 ， 并 称 S 为 f(x) 关于 g(x) 的 多 
曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (简称 R-S 积分 )。 通 常 记 S 为 


六 roag(z?。 特别, 当 g(z)= +e (是 常数 ) 时 ,上 面 


的 积分 S 就 是 f(x) 的 黎 曼 积分 。 又 如 果 g(*) 表 示 [a,x] 
上 总 质量 或 总 电荷 量 ， 那 么 9CX4) 一 9(X41) 便 是 (Xs， 
xi] ( 当 zz1=a 时, 应 是 [x,-1，x*4]) 上 总 质量 或 总 电荷 
量 。 因 此 ， 上 述 新 积分 就 能 用 来 计算 非 均匀 分 布 ， 特 别 
是 密度 函数 不 存在 时 非 均 匀 分 布 关于 某 点 “的 矩 或 电 
位 。R-S 积分 是 建立 一 般 的 曲线 积分 的 基础 。 

黎明 -斯 鞍 尔 杰 斯 积分 有 下 面 常 用 性 质 。 

@ 如 果 f(x)、g(x) 有 一 个 公共 的 不 连续 点 ， 则 积分 
不 存在 。 

回 线性 性 质 。 设 a,8 是 任何 两 个 复数 ,如 果 fx) 关 
于 g(x) 和 g(x) 可 积 ， 则 
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J fsacagrt p00)(#) 


K 5 
= sewa0cw) + ef foaoz) 
如 果 到 (x)、 斑 (x) 关于 9(*) 都 可 积 ， 则 
fatafit ef)ogc) 


» 5 
-ed fizodgtz)+ 直 f(x)dg(x), 
a a 


@ 区 间 可 加 性 。f(x) 关 于 g(x) 在 Ca,b] 上 可 积 ， 当 
且 仅 当 对 任何 cE [a，b], f(x) 关 于 g(x) 分别 在 [a,，c]， 
[ec,b] 上 都 可 积 ,此 时 


J seya0cw)= [ofox)00 6) + {foxyagc). 


@ 分 部 积分 公式 。 如 果 f(x) 关于 g(x) 可 积 , 则 g(x》 
关于 f(x) 也 必 可 积 ,并 且 


人 rearco= Ke fagce)— [fer)dox), 


@ 如 果 f(x) 是 [a,b] 上 连续 函数 , g(x) 是 [a, b] 上 有 
界 变 差 函 数 , 则 f(x) 关于 g(x) 可 积 。 

@ 设 1(x) 是 [a,b] 上 有 界 函 数 , g(x) 是 [ayb] 上 的 
有 界 变 差 函 数 ，w, 表示 f(x) 在 [x 


= sup fz) 
serorl, eg 


则 fx) 关于 9 宁 钠 当 且 仅 当 对 任 从 信守 的 7>0, 和 
对 任何 分 点 组 
am<zi<…<xzo=b 


lim D1gx) -gr)|=0, 
hg 


式 中 A=max(xX,— Xi) 
，@M-L 不 等 式 。 如 果 f(x) 是 有 界 函 数 ，g(x) 是 有 
界 变 差 函 数 , 并 且 f(x) 关 于 g(x) 可 积 , 则 


| feat |< sap, fol- Vm), 


式 中 V9) 是 9 的 全 变 凑 ( 见 有 界 变 关 夯 数 )。 


加 如果 g(*) 是 [a,b] 上 有 界 变 差 函数 ，{ 加 (zx)} 是 
[a,b] 上 关于 g(x*) 可 积 的 一 列 有 界 函数 ,并 且 一 致 收敛 于 
了 2%), 则 有 x) 必 关 于 q(x) 可 积 , 并 且 


. . 
tim [facx)egcw)= [fxgcx), 
ss | 


轿 设 也 xz) 是 [a, b] 上 连续 函数 ，{g,(x)} 是 [a, b] 上 
一 列 有 界 变 差 函数 ， 且 处 处 收敛 于 函数 g(x)， 又 设 存 


在 常数 KK， 使 V9) <K, 那 么 人 f(x) 关于 g(x) 可 积 , 且 


lim [* fox)ogsw) = fx)dg(x), 


随 着 黎 曼 积 分 发 展 成 勒 贝 格 积分 , 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 
积分 也 发 展 成 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 ( 见 勒 贝 格 积 分 )。 
( 严 绍 宗 舒 五 昌 ) 
Liman £ hanshu 
黎 曼 上 函数 (Riemann &-function) 复 变 函 


数 f(9)= 忆 二 ,其 中 s= e+ 六 是 复数 ,o>1。 实 变数 傅 形 


428 


的 黎 曼 7 函数 , 工 . 欧 拉 早 就 讨论 过 。 利 用 算术 基本 定理 
可 以 证 明 : 当 o>1 时 有 恒等式 


f(s)= D0 二 (ny 
式 中 机 表 对 所 有 的 素数 求 积 。 这 一 著名 全 等 式 是 工 . 欧 拉 


提出 的 。 复 变数 s 的 函数 ?(s) 是 B. 歼 腕 于 1859 年 发 表 
的 “ 论 不 大 于 一 个 给 定 值 的 素数 个 数 "著名 论文 中 第 一 次 
提出 的 ,他 严格 证 明了 : CD(s) 可 解析 开拓 到 全 平面 , 且 


满足 函数 方程 (1 一 s)=21-x~*cos 字 了 (s)t(s); @ 除 了 


s=1 是 一 个 残 数 为 1 的 一 次 极点 外 ，?(s) 在 整个 平面 上 
是 正则 的 ， 图 当 ">1 时 , f(s) 没 有 零点 ; @ 当 o<0 时 ， 
5 二 一 2, 一 4,…, 一 2n,… 是 它 的 一 级 零点 , 这 些 零点 称 为 
f(s) 的 “无 聊 零 点 "。 除 此 之 外 ,f(s) 没有 零点 。 回 当 0< 
9<1 时 ,fo) 关 0，@#(s) 可 能 有 的 其 他 零点 一 定 是 都 位 
于 带 形 区 域 0<o<1 中 的 复 零 点 ， 它 们 称 为 “ 非 无 聊 零 
点 "。 此 外 ,他 还 给 出 了 一 些 深刻 的 结果 ,而 为 后 来 的 其 他 
人 所 证 明 ， 例 如 ，@ 在 带 形 区域 9<o<1 中 f(s) 有 无 穷 
多 个 复 零点 ,于 1893 年 为 芽 阿达 马 所 证 明 。 轿 设 7>0， 
以 N(T) 表 ey Vy 0<t<T 中 的 零点 个 数 ， 


则 有 N(T)~ 站 In 让 -去 ， 于 1905 年 为 H. von 曼 格 


尔 所 证 明 。@@ 建 立 了 ¢(s) 的 非 无 聊 零 点 与 *(x)( 不 超过 
工 的 素数 个 数 ) 之 间 的 一 个 关系 式 ， 于 1894 年 为 曼 格 尔 
所 证 明 。 这 一 关系 式 揭示 了 素数 定理 与 $s) 的 非 无 聊 零 
点 的 分 布 有 密切 关系 ， 指 明了 研究 素数 定理 的 方向 。 
黎 曼 还 在 他 的 这 篇 著名 论文 中 提出 了 一 个 影响 深远 
的 猜测 ,f(s) 的 所 有 非 无 聊 零 点 都 位 于 直线 Res 一 1/2 上 ， 
即 所 谓 黎 曼 假设 , 简 记 作 RH。1974 年 N, 莱 温 松 证 明了 
了 (5) 至 少 有 多 于 1/3 的 零点 位 于 直线 Res~1/2 上 。1982 
年 R. P. 布 伦 特等 四 人 证 明了 ?(s) 在 答 形 0<o<1, 0< 
经 81702130.19 中 的 零点 ,全 部 位 于 直线 Res= 1/2 上 , 共 
有 200000001 个 零点 ， 都 是 一 级 零点 。 但 是 黎 曼 这 个 假 
设 还 没有 被 证 明 或 被 否定 。 从 黎 曼 假设 可 推出 一 系列 重 
要 的 数论 和 函数 论 方面 的 结果 ,虽然 都 是 些 假设 性 的 (其 
中 有 的 在 后 来 被 证 明 ), 但 是 这 些 结果 指出 了 研究 f(s) 零 
点 的 重要 意义 和 方向 。 1896 年 阿达 马 和 C. dela 瓦 
莱 普 桑 各 自 独立 证 明了 x(s) 在 直线 "= 1 上 没有 零点 ,并 
推出 了 素数 定理 。 瓦 莱 - 普 桑 又 于 1900 年 证 明了 存在 一 
个 正常 数 A,, 使 得 !(s) 在 区 域 "1 一 4(ln(| 村 十 2))”: 
中 没有 和 零点， 并 得 到 了 有 误差 项 的 素数 定理 。M. M. 维 
诺 格拉 多 夫 于 1958 年 证 明了 存在 一 个 正 常数 A,, 使 得 


对 任意 的 se>0,(3) 在 区 域 c>1 一 4:(ln(| 引 十 2))- 中 
没有 零点 , 其 中 A, 和 。 有关 ，, 并 改进 了 有 误差 项 的 素数 
定理 。 素 数 定理 的 进展 是 严格 按照 获 曼 所 提出 的 思想 、 
方法 和 结果 而 取得 的 。 关 于 +(s) 还 有 下 面 重 要 结果 。1918 
年 G. H. 哈代 和 了 本 也. 李 特 尔 伍德 证 明了 


a (全 + 二 | earInr. 


1926 年 A. E. 英 厄 姆 证 明了 
上 4 
[| + ~ 去 rin。 
他 于 1940 年 又 证 明了 当 1/2<o<1 时 ， 
Na, T)=O(T -ennT), 
式 中 T>2，1/2<a<1，N(a，T) 表 8(s) 在 矩形 “< 
90<1, |t| <T 中 的 零点 个 数 ( 见 素数 分 布 )。 此 结果 已 被 
不 断 改进 。 通 常 把 这 类 结果 称 为 零点 密度 定理 。 
歼 曼 首先 提出 用 复 变 函数 论 特别 是 5(s) 研 究 数论 的 
新 思想 和 新 方法 ,开创 了 解析 数论 的 新 时 期 ,并 对 单 复 变 
函数 论 的 发 展 有 深刻 的 影响 。 
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(陈景润 ) 
Li 
李 ,M, 5S. (Marius Sophus Lie 1842~1899) 
挪威 数学 家 ， 李 群 和 李 代数 的 创始 人 。1842 年 12 月 17 
日 生 于 挪威 的 努 尔 菲 尤 尔 埃 
德 ，1899 年 2 月 18 日 卒 于 奥 
斯 陆 。1859 年 入 克里斯蒂 安 尼 


亚 ( 今 奥斯陆 ) 大 学, 1865 年 毕 
业 。1868 年 受到 J.-V. 彭 赛 列 
和 J. 兽 吕 克 著作 的 影响 ,决心 
专攻 数学 。1869 年 ,获奖 学 金 ， 
去 柏林 学 习 , 与 了. 克 菜 国 一 起 
工作 并 结 为 好 友 。 在 此 期 间 , 他 
开始 研究 连续 群 。1870 年 夏 和 
克 莱 因 一 起 到 巴黎 ， 与 法 国 数学 家 C. 若 尔 当 等 人 相识 ， 
并 受到 法 国学 派 的 影响 。1871 年 回 挪威 , 次 年 获 博 士 学 
位 并 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 任教 。1886 年 到 莱比锡 继任 
克 莱 因 的 职务 。1889 年 不 幸 患 精神 分 裂 症 ， 治 愈 后 ， 健 
康 大 受 影响 。1898 年 应 友人 之 请 回 到 奥斯陆 执教 , 直至 
去 世 。 

李 在 代数 不 变量 理论 、 微 分 方程 理论 及 几何 学 方面 
都 作出 了 贡献 。 但 其 中 最 大 贡献 当 推 以 他 的 名 命名 的 李 
群 、 李 代数 。 

他 在 研究 微分 方程 解 的 分 类 时 ， 引 入 了 一 般 的 连续 
变换 群 。 这 个 群 的 每 个 变换 以 及 两 个 变换 之 乘积 都 依赖 
于 参数 ， 而 且 这 种 依赖 关系 是 解析 的 ， 后 来 称 之 为 局 部 
李 群 。 

他 还 讨论 了 连续 变换 群 的 单位 元 附近 取 导 数 构成 的 
无 穷 小 变换 集合 ,这 个 集合 不 仅 是 一 个 线性 空间 ,而 且 对 
于 换 位 运算 [x,y]=xy 一 yx 适合 雅 可 比 法 则 ， 即 [x, [y， 
2]]+[y,[z,x]]+[z， [X,Yy]]=0。 这 种 代数 结构 , 称 之 


李 
为 李 代数 。 他 当时 已 注意 到 李 群 与 李 代 数 之 间 的 对 应 关 
系 。 他 的 主要 著作 《变换 群 理论 X(3 卷 ) 由 他 的 学 生 E. 思 
格 尔 协助 整理 出 版 (1893)， 这 是 一 部 内 容 广博 而 深刻 的 
著作 。 然 而 李 的 工作 在 其 生前 一 直 得 不 到 足够 的 重视 ， 
直到 20 世纪 初 由 于 W. K. J. 基 灵 、 外 嘉 当 和 HH. 外 尔 


等 的 工作 才 得 以 发 扬 。 ( 汉 绪 宁 ) 
Lidaishu 
李 代数 (Lie algebra) ”一 类 重要 的 非 结 合 代 


数 。 最 初 是 由 19 世纪 挪威 数学 家 M. S. 地 创立 李 群 时 
引进 的 一 个 数学 概念 , 经 过 一 个 世纪 ， 特别 是 19 世纪 末 
和 20 世纪 的 前 叶 , 由 于 W. 基 灵 、E. 嘉 当 、H. 外 尔 等 人 
卓有成效 的 工作 ， 李 代数 本 身 的 理论 才 得 到 完善 ， 并 且 
有 了 很 大 的 发 展 。 无 论 就 其 理论 的 完整 性 还 是 就 其 应 用 
的 广泛 性 来 说 ， 李 代数 都 已 成 为 一 个 非常 重要 的 数学 分 
支 。 它 的 理论 和 方法 已 经 渗透 到 数学 和 理论 物理 的 许多 
领域 。 

定义 ”如果 令 了 是 一 个 域 ， 集 合 9 称 为 F 上 的 一 个 
李 代 数 是 指 ，@ 9 是 了 上 一 个 向 量 空间 。@@ 9 带 有 一 个 
二 元 运算 , 称 为 换 位 运算 , 即 对 于 任意 X,YE9,， 有 9 中 
唯一 确定 的 元 素 ( 记 为 [X,Y]) 与 之 对 应 。@ 满 足下 列 三 
条 件 即 对 于 任意 a.bEF,X,Y,ZE9， 有 [aX+bY, 2]= 
a[X,Z]+b[Y ,2],CX,aY +bZ]=aLX,Y]+bCX,2]3CX, 
XI]=0;[CX,Y],2]+[CCY,2],X]+[CCZ,X],YJ~0( 雅 可 
比 恒等式 )。 

李 代 数 9 作为 了 上 向 量 空间 ， 它 的 维 数 称 为 李 代数 
9 的 维 数 。 

由 @ 中 的 前 两 个 条 件 可 推出 , 对 于 任意 X,YEg, 有 
[X,Y]= 一 [Y,X]; 反 之 , 当下 的 特征 不 为 2 时 可 由 此 式 
推出 @ 中 的 第 二 个 条 件 。 

设 9 是 域 P 上 一 个 向 量 空间 ,在 9 中 定义 换 位 运算 
对 于 X,YE9, 令 [X,Y]=0, 则 9 作成 一 个 李 代数 ， 称 为 
交换 (或 阿 贝尔 ) 李 代数 。 

在 P={(x1sx4,x)|x4ER,R 是 实数 域 ,i=1,2,3} 
中 ， 设 X= (Xx25X3) ,Y= (Ws Ya 43) ER’, CX, YJ]= 
(x — Ty XY — Xda XY — XY1), ly BR 作 成 及 上 一 
个 李 代数 。 

令 V 是 域 F 上 一 个 向 量 空间 。 可 知 V 的 一 切线 性 变 
换 作成 了 了 上 一 个 向 量 空间 , 设 f、g 是 V 的 线性 变换 ， 令 
如 表示 了 与 9 的 合成 ， 并 定义 [f,g]=fg 一 gf, 直接 验证 
可 知 ,V 的 全 体 线性 变换 所 组 成 的 向 量 空间 ,对 于 这 样 定 
义 的 换 位 运算 ， 作 成 F 上 一 个 李 代数 。 这 个 李 代数 称 为 
全 线性 李 代数 , 记 作 9L(V)。 

类 似 地 ， 域 F 上 全 体 半 xz 矩阵 所 组 成 的 向 量 空 间 ， 
对 于 换 位 运算 [A，B] 一 AB 一 BA(A、B 是 nxn 和 矩阵 )， 
作成 F 上 一 个 李 代数 ， 并 称 之 为 F 上 全 阵 李 代数 ， 记 作 
gl(n,F), 

更 一 般 地 ， 设 对 是 域 F_ 上 一 个 结合 代数 。 对 于 a、 
bE 并 定义 [a,b]=ab 一 ba, 则 所 作成 F 上 一 个 李 代数 。 
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子 代数 、 理 想 、 商 代数 、 同 态 . 令 9 是 域 F 上 一 个 李 
代数 ,ab 是 9 的 子 空间 。 记 [a,b]={2[A,B]( 有 限 和 )| 
AEa,BEb}， 则 [a, bJ 是 9 的 一 个 子 空间 。 设 a 是 9 的 
一 个 子 空间 。 如 果 [a,a9]Ca, 那么 就 称 a 是 9 的 一 个 子 
代数 ;如 果 [a, 9]ca; 那么 a 就 称 为 9 的 一 个 理想 。 由 
于 [a,9]= [9,a], 因 此 李 代数 的 理想 都 是 双边 的 。 如 果 a 
是 9 的 一 个 理想 ,在 商 空间 9/a 里 , 定义 [X+a,Y+a]== 
[X,ZY]+a， 那 么 9/a 作成 F 上 一 个 李 代数 ， 称 为 8 模 a 
的 商 代数 。 

设 91、 9 是 域 天 上 李 代 数 。f: 91->9: 是 一 个 线性 映 
射 。 如 果 对 于 X.YE9,f([X,Y]) 一 [f(X)，f(Y)], 那 么 
了 就 称 为 一 个 同 态 映 射 。 如 果 了 还 是 一 个 双 射 ， 那 么 就 
称 了 是 一 个 同 构 映 射 ， 这 时 9, 与 9: 就 称 为 同 构 ， 记 作 
和 会 91。 设 f:91>9; 是 一 个 同 态 映 射 , 则 Im f= 了 (9 是 9: 
的 一 个 子 代数 ， 而 Kerf= 全 !(0) 是 91 的 一 个 理想 , 并 且 
了 导出 一 个 同 构 9/Kerf 估 Imf。 

设 了 是 域 了 上 一 个 # 维 向 量 空间 。 通 过 取 定 V 的 一 
个 基 , 可 以 在 全 线性 李 代数 gl(V ) 与 全 阵 李 代数 gl(n, F) 
之 间 建 立 同 构 ， 因 而 常 把 这 两 个 李 代数 看 成 是 一 样 的 。 
gl(n,F)( 或 8l( V )) 的 子 代数 称 为 线性 李 代数 。 一 些 重要 
的 线性 李 代数 如 下 

tn,F)={(aw)| (oy) Eqn,F),ay=0, 若 i>), 它 
是 下 上 一 切 nxn 上 三 角形 矩阵 所 组 成 的 集合 。 

n(n,F)={(a0)| (ay) Etn,F),av=0, 1<icn)}, 
即 主 对 角 线 上 元 素 都 是 0 的 nxn 上 三 角形 矩阵 所 组 成 
的 集合 。 

容易 验证 ,tn,F) 和 n(n,F) 都 是 9l(n,FP) 的 子 代数 。 

域 上 一 切 迹 是 0( 即 主 对 角 线 上 元 素 的 和 等 于 0) 
的 ”xm 和 矩阵 ,作成 gl(mwP) 的 一 个 理想 , 记 作 sl(n,F)。 当 
下 是 复数 域 , 而 =1+ 1(1>1) 时 , 这 个 李 代数 通常 记 作 
如，, 称 为 特殊 线性 李 代数 。 

取 定 域 耻 上 盖 个 mx 对称 或 反对 称 矩 阵 M。 令 9= 
{XEgln,P)1XM+MX=0)(〈 民 表示 X 的 转 置 )， 则 9 
是 9l(n,F) 的 子 代数 。 现 设 F 是 复数 域 ，M 是 一 个 非 退 
化 对 称 矩 阵 , 于 是 M 与 以 下 两 个 矩阵 之 一 合同 ， 


当 n=2!+1,， 
10 0 
00 ID 
0 Im 0 


oy 
Cin): 
在 前 一 情形 ， 与 之 相当 的 9 记 作 为 ， 在 后 一 情形 ， 记 作 


DD,。 这 两 类 地 代数 都 称 为 正 交代 数 。 如 果 M 是 一 个 非 姐 
化 反对 称 矩 阵 ,那么 mn 一 定 是 偶数 :mn 一 20, 因 此 M 与 


0 
Ca 6) 

合同 。 与 此 相当 的 李 代数 8 称 为 六 代数 , 记 作 Ci。 
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可 解 李 代 数 、 和 村 替 李 代数 ” 设 9 是 域 F 上 一 个 李 代 
数 ，a.b 是 9 的 理想 , 那么 [a,b] 仍 是 9 的 一 个 理想 , 特 
别 , 9‘?=[g, 9], 9‘»=[g'", gH], .…, gm*0 [gm, 
9 中 ],… 都 是 9 的 理想 .于 是 有 9 二 9 二 9 二 …， 称 为 
9 的 导出 链 。94? 称 为 9 的 导出 代数 。 如 果 存 在 一 个 正 整 
数 n, 使 得 9"m={0), 那 么 就 说 9 是 可 解 的 。 

再 定义 9!' 一 9,9? 一 [9,9']，…s9"!=[9,9"]，…, 又 可 
得 到 9 的 一 个 理想 序列 外 二 9: 二 …， 称 为 9 的 降 中 心 链 。 
如 果 存在 一 个 正 整数 "， 使 得 9"={0}, 那么 就 说 8 是 寡 
零 的 。 因 为 989Cg', 所 以 等 零 李 代数 一 定 是 可 解 的 。 

例如 , 线性 李 代数 t(n,F) 是 可 解 的 , 而 n(n,F) 是 宕 
零 的 ,事实 上 ,t(n,F) 中 ={0},n(n,F)"={0)}。 这 两 个 例 
子 具 有 普遍 的 意义 ,因为 有 以 下 两 个 定理 。 

思 格 尔 定理 令 V 是 域 P 上 一 个 n( 大 于 零 ) 维 向 量 
空间 ,9 是 L(V ) 的 一 个 子 代数 。 如 果 9 的 元 素 都 是 V 的 
敌 零 线性 变换 ,那么 存在 V 的 一 个 非 零 向 量 v， 使 得 对 于 
每 一 个 XE9 都 有 X-v=0, 因 此 ,适当 选取 V 的 基 , 并 且 
将 9l(V) 与 gl(m,F) 看 成 一 样 的 ,就 有 9Cn(n,F)。 

李 定 理 令 了 是 一 个 特征 为 0 的 代数 闭 域 ，V 是 F 
上 一 个 n (大 于 等 ) 维 向 量 空间 ,9 是 8L(V) 的 一 个 可 解 子 
代数 , 则 存在 V 的 一 个 非 零 向 量 v， 使 得 对 于 每 一 XE9 
都 有 Xv=Pp(X)v，p(X)EF。 因 此 适当 选取 V 的 基 可 以 
使 得 8cCt(n,F)。 

单 李 代 数 、 半 单 李 代 数 ” 域 上 一 个 李 代 数 9 是 所 
谓 单 的 , 即 指 除了 9 本 身 和 {0} 以 外 , 9 不 含 其 他 理想 。F 
上 一 个 有 限 维 李 代数 9 是 所 谓 半 单 的 ， 即 指 9 不 含 非 堆 
可 解 理想 。 每 一 个 有 限 维 李 代数 9 都 含有 唯一 的 最 大 可 
解 理想 ", 就 是 这 样 一 个 理想 , 它 包 含 9 的 一 切 可 解 理 想 ， 
称 为 9 的 根基 。9 是 半 单 的 当 且 仅 当 它 的 根基 +={0}。 除 
一 维 李 代数 外 ， 有 限 维 单 李 代数 都 是 半 单 的 。 特 征 为 0 
的 域 上 每 一 个 半 单 李 代数 都 是 一 些 单 李 代 数 的 直 和 。 

李 代 数 的 表示 令 9 是 域 F 上 一 个 李 代 数 ，V 是 王 
上 一 个 向 量 空 间 。 李 代数 的 一 个 同 态 p:9->91(V), 称 为 
9 在 V 上 的 一 个 线性 表示 ,简称 表示 。 用 (p,V ) 代 表 9 在 
VV 上 的 表示 p,V 称 为 p 的 表示 空间 。 当 dimV =n 时, 取 
定 V 的 一 个 基 , 将 gl(V ) 与 9l(n,F) 看 成 一 样 , 于 是 就 得 
到 一 个 李 代 数 同 态 p:99l(n,F), 仍 记 作 p, 称 为 8 的 一 
个 矩阵 表示 。 如 果 9 的 一 个 表示 P 是 单 射 ,那么 就 称 (p， 
V) 是 一 个 忠实 表示 。 有 阿 多 - 岩 涡 定 理 ， 域 上 每 一 个 
有 限 维 李 代数 都 有 一 个 忠实 表示 。 

设 (p,V) 是 李 代数 9 的 一 个 表示 。V 的 一 个 子 空间 
W 称 为 p(98) 不 变 的 ， 即 指 W 在 一 切 p(X)(XE9) 之 下 不 
变 。 李 代数 9 的 一 个 表示 (p，V ) 称 为 不 可 约 的 ， 是 指 除 
{0} 和 V 本 身 外 ,V 没有 其 他 p(9) 不 变 子 空间 所谓 (p,V) 
是 完全 可 约 的 , 意 即 V 是 一 些 (9) 不 变 的 子 空间 的 直 和 ， 
并 且 p 在 每 一 个 这 样 的 子 空间 上 的 限制 都 是 不 可 约 的 。 
有 外 尔 定理 ,特征 为 0 的 域 上 半 单 李 代数 的 每 一 (有 限 
维 ) 表 示 都 是 完全 可 约 的 。 

最 重要 的 一 种 表示 就 是 所 谓 伴随 表示 。 设 羡 是 李 代 


数 9 的 一 个 元 素 。 对 于 每 一 YEg， 定义 adX(Y)=[X， 
Y], 则 adX 是 9 的 一 个 线性 变换 ,并 且 ad:X->adX(XE9) 
是 8 到 91(9) 的 一 个 同 态 映射 (利用 雅 可 比 恒 等 式 很 容易 
验证 )。 因 此 ，(ad,9) 是 9 的 一 个 表示 。 表 示 空 间 就 是 9 
本 身 , 称 为 9 的 伴随 表示 。 

设 (P,Y) 是 9 的 一 个 有 限 维 表示 。 定 义 一 个 对 称 双 
线性 型 <:9xg 一 Fi 对 于 X\YEg, 定 义 k<(X,Y)=Tre(X) 
'P(Y)(P(X)P(Y) 的 迹 )。 特 别 , 当 9 是 有 限 维 的 而 p 是 伴 
随 表示 ad 时 , « 称 为 9 的 基 灵 型 。 基 灵 型 在 研究 李 代 数 
的 结构 中 起 重要 的 作用 。 例 如 有 嘉 当 判定 准则 特征 为 
0 的 域 上 一 个 (有 限 维 ) 李 代数 是 半 单 的 ， 必 要 而 且 只 要 
9 的 基 灵 型 非 退 化 。 

复 半 单 李 代 数 的 根系 和 分 类 ”复数 域 (或 一 般 地 , 特 
征 为 0 的 代数 闭 域 ) 上 的 半 单 李 代数 的 结构 和 分 类 , 早 在 
19 世纪 末 就 已 经 得 到 。 

令 9 是 域 了 上 一 个 李 代数 。9 的 一 个 子 代数 b 称 为 
一 个 嘉 当 子 代数 ,是 指 日 是 等 零 子 代数 , 且 b 与 它 在 9 内 
的 正规 化 子 N(b) {XE9|[X,b]Sb} 相 重合 。 

设 9 是 复数 域 上 一 个 半 单 李 代 数 ， 这 时 9 的 一 个 子 
代数 9 是 嘉 当 子 代数 ， 必 要 而 且 只 要 日 是 具有 以 下 两 个 
性 质 的 极 大 子 代数 ，@ 是 交换 的 ， 四 对 于 昌 的 每 一 个 
元 素 H,adH 是 9 上 一 个 可 对 角 化 的 线性 变换 。9 一 定 有 
嘉 当 子 代数 ,并 且 9 的 任意 两 个 嘉 当 子 代数 都 可 以 通过 9 
的 一 个 内 自 同 构 将 其 中 一 个 变 成 另 一 个 。 

取 定 9 的 一 个 嘉 当 子 代数 b。 设 dimb=b 并 称 为 9 
的 秩 。 令 b* 是 b 的 对 偶 空 间 ( 即 b 上 一 切线 性 函数 所 成 
的 空间 )。 设 aEb*, 令 gs={XE9|[H,X]=a(H)X, 对 
一 切 HEb}, 则 9。 是 9 的 子 空间 ， 并 且 9。={XEg8|[H， 
X]=0, 对 一 切 HE90)}=b。 如 果 a*0 且 9 大 {0}, 那么 就 
称 a 是 9 关于 b 的 一 个 根 ， 而 bs 称 为 属于 根 a 的 根子 
空间 。 令 4 表示 9 关于 的 根 全 体 ， 称 为 6 关于 日 的 根 
系 , 那 么 9 可 以 分 解 成 子 空间 的 直 和 :9 一 9@(.@,9e)， 其 


中 每 一 个 根子 空间 9。 都 是 一 维 的 。 这 种 分 解 (在 同 构 意 
义 下 ) 不 依赖 于 9 的 选取 。 

9 的 基 灵 型 * 在 b 上 的 限制 是 非 退 化 的 ， 因 而 对 于 
b* 中 每 一 元 素 ,存在 唯一 的 元 素 HE9, 使 得 XH)= 
kx(Hx H) 对 于 一 切 HE 成 立 .因而 就 有 一 个 同 构 b*->b， 
使 得 ->H，。 于 是 * 在 四 上 诱导 出 一 个 非 退 化 对 称 双 线 
性 型 (X,4) =x《H，,H,), 对 一 切入 4Eb*。 

令 4 是 9 关于 一 个 嘉 当 子 代数 9 的 根系 。4 的 一 个 
子 集 刀 = {a va，…,m)} 称 为 4 的 一 个 基础 系 ， 是 指 4 的 
每 一 元 素 “ 可 以 唯一 地 表 成 m，aa,…， a 的 整 系数 线性 
组 合 ,a= 骨 maiv mi 是 整数 ， 并 且 要 么 都 >0， 要 么 都 
<0。4 的 一 个 基础 系 所 含 的 根 的 个 数 等 于 9 的 秩 1, 因而 
作成 b 的 一 个 基 。9 是 单 的 ， 当 且 仅 当 基 础 系 卫 不 能 分 
解 成 两 个 不 相交 的 非 空子 集 卫 , 与 1, 的 并 集 , 并 且 对 于 
任意 aEN, 和 BEJ,, 都 有 (a,8)=0。 

复数 域 上 单 李 代数 (在 同 构 的 意义 下 ) 由 它们 根 的 基 


础 系 完全 刻画 。 有 以 下 的 结果 ;在 同 构 的 意义 下 ,复数 域 
上 单 李 代数 只 有 Ai(!>1).B,(!>1)、 Ci(1>1) .Di(1>3) 
这 四 类 和 五 个 例外 李 代数 ,分 别 记 作 Gs、Fs、E。、E1、E\ 它 
们 的 维 数 分 别 是 14、.52、78、133 和 248。 除 了 AB 
C1,B,C,,A,<D, 外 ,这 些 李 代数 互 不 同 构 。 

复 半 单 李 代数 的 实 型 和 谢 瓦 菜 基 设 9 是 复数 域 C 
上 一 个 半 单 李 代数 。 实 数 域 尺 上 一 个 李 代 数 g, 称 为 9 
的 一 个 实 型 ,是 指 9= CQag,, 这 时 9 称 为 9, 的 复 化 。 设 
9 是 9 的 一 个 实 型 , 于 是 9, 总 可 以 看 成 9 的 一 个 实 子 代 
数 ,并 且 9=9o+ 和 M196,9on M1 9。={0)。9 的 一 个 
实 型 9. 称 为 紧 的 ， 是 指 9 的 基 灵 型 在 g。 上 的 限制 是 负 
定 的 。 一 个 复 半 单 李 代 数 9 (在 同 构 意义 下 ) 只 有 唯一 的 
紧 实 型 ,然而 可 以 有 若干 互 不 同 构 的 非 紧 实 型 ,一 个 实 李 
代数 9。 是 半 单 (或 单 ) 的 ， 当 且 仅 当 它 的 复 化 是 半 单 (或 
单 ) 的 。 实 单 李 代数 的 分 类 问题 与 不 可 约 对 称 黎 曼 空 间 
的 分 类 问题 是 密切 相关 的 。 这 个 问题 也 已 完全 解决 。 

在 一 个 复 半 单 李 代数 9 里 ， 总 存在 着 这 样 一 个 基 
{HisH,… ,HiyEs,4€ 4), 这 里 H,,H,,…,H, 是 一 个 嘉 当 
子 代数 b 的 基 , 而 4 是 9 关于 的 根系 ,EsEgo,aE 4, 具 
有 以 下 性 质 ，@a(H,),i=1,2,…,1,a€ 4, 都 是 整数 | @ 


(Bo, Ea) = Ta aE4; @ 如 果 a、B 及 a+B 都 是 


根 ， 那 么 [Ea, Es] =N。，sEasa， Naa 是 整数 且 No,a= 
一 N-。-e。 这 样 的 一 个 基 称 为 9 的 一 个 谢 瓦 莱 基 。 取 定 9 


的 一 个 谢 瓦 业 基 ,于 是 gz= 以 ZHi+ 沼 ZE。 是 整数 环 Z 
上 一 个 李 代数 。 令 ga 一 R@z9z， 于 是 9s 是 9 的 一 个 实 
型 而 ba= 沿 RH 是 8s 的 一 个 高 当 于 代数 ， 并 且 adH 


(HEba) 在 9a 上 的 特征 值 都 是 实数 。 这 样 一 个 实 型 称 为 
9 的 正规 实 型 。 一 个 复 半 单 李 代数 9 的 正规 实 型 是 彼此 
共生 的 ( 即 在 9 的 内 自 同 构 作用 下 是 传递 的 )。 

特 任 为 p>0 的 域 上 的 李 代 数 和 卡其 - 穆 过 代数 令 
9 是 一 个 复 单 李 代 数 。 取 定 9 的 一 个 谢 瓦 莱 基 ， 可 以 作 
出 9z。 设 K 是 任意 域 ,于 是 gx=K@zgz 就 是 K 上 一 个 李 
代数 。 当 下 是 一 个 特征 为 p>0 的 代数 闭 域 时 ,通过 这 种 
途径 得 到 的 gx 记 作 5。 那 么 与 复 单 李 代数 相对 应 , 就 得 
到 K 上 李 代数 所 .所 .Ci、5,.G,、F.、E、E, 和 名 .这 些 李 代 
数 ,除了 所 在 1+1=0(modp) 的 情形 外 ,也 都 是 单 的 , 然 
而 和 特征 为 0 的 情形 不 同 ， 这 些 李 代数 远 远 没有 穷尽 特 
征 为 p>0 的 代数 闭 域 上 的 单 李 代数 。K 上 另 一 类 重要 
的 李 代数 是 所 谓 嘉 当 型 李 代数 。 这 种 李 代数 与 症 . 嘉 当 
的 伪 群 中 所 产生 的 无 限 维 单 李 代数 极其 类 似 。 这 种 李 代 
数 分 成 四 类 ,通常 分 别 记 为 W。、5。、H。 和 Kn, 其 中 Wa 是 
单 的 ,而 其 他 三 类 也 很 接近 于 单 的 。 

1968 年 ，V. 卡 区 和 R. 穆 迪 彼此 独立 地 提出 了 一 类 
新 的 李 代 数 ， 这 种 李 代数 可 以 看 成 复 半 单 李 代数 在 无 限 
维 的 很 自然 的 类 比 , 称 之 为 卡 欧 - 穆 迪 代数 。 

特征 为 p>0 的 域 上 的 李 代 数 和 卡 欧 - 穆 迪 代数 的 研 
究 正方 兴 未 艾 ,与 其 他 学 科 的 联系 也 很 广泛 ,许多 问题 有 
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待 解决 。 
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《 厚 钙 新 ) 

Lipuxicl 

李 普 希 茨 ,R.(0.S.) (Rudolph Otto Sigismund 
Lipschitz 1832 一 1903) 。 德国 数学 家 。1832 年 5 
月 14 日 生 于 柯 尼斯 堡 ( 今 苏联 加 里 宁 格 勤 )，1903 
年 10 月 7 日 卒 于 波恩 。1847 年 入 柯 尼 斯 堡 大 学 , 1853 
年 获 柏林 大 学 博士 学 位 ,1864 年 起 任 波 思 大 学 教授 。 先 
后 当选 为 巴黎 、 柏 林 , 格 丁 根 .罗马 等 科学 院 的 通讯 院士 。 

李 普 希 茨 的 数学 研究 涉及 数论 、 贝 塞 尔 函数 论 、 传 
里 叶 级 数论 , 常 微分 方程 、 分 析 力 学 、 位 势 理论 及 黎 受 微 
分 几何 ,其 中 在 微分 方程 和 微分 几何 方面 尤为 突出 .1873 
年 他 对 A.-L. 柯 西 提出 的 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 唯 
一 性 定理 作出 改进 ， 提 出 著名 的 “ 李 普 希 蒋 条 件 "。 存 在 
性 定理 的 证 明 有 力 地 推进 了 对 微分 方程 定性 理论 以 及 解 
的 近似 计算 的 研究 。 

李 普 希 区 被 认为 是 B. 黎 受 事业 的 继承 者 之 一 。 黎 
曼 于 1854 年 系统 地 阐述 了 高 维 流 形 微分 几何 的 主要 内 
容 ， 并 于 1868 年 发 表 了 研究 n 维 流 形 的 度量 结构 的 文 
章 。1869 年 起 李 普 希 欧 对 黎 曼 的 思想 作出 进一步 阐述 
和 推广 ， 其 中 对 呈 维 歼 受 流 形 的 子 流 形 性 质 以 及 对 伍 分 
不 变量 的 研究 ， 取 得 了 开创 性 的 成 果 。 他 还 是 最 早 使 用 
共 变 微分 研究 微分 不 变量 的 人 ,这 个 概念 后 来 被 G. 里 坷 
有 效 地 用 于 张 量 分 析 。 《 衣 小 明 ) 


Liqun 
李 群 (Lie group) ”由 挪威 数学 家 M.S. 李 创 立 
的 一 类 群 。 李 群 理论 在 最 初 的 相当 长 一 个 时 期 内 仅 与 一 
些微 分 方程 或 偏 微分 方程 的 积分 问题 有 联系 ， 而 与 数学 
的 其 他 分 支 关 系 不 大 , 但 是 ， 自 1920 年 以 来 有 了 迅速 的 
发 展 ,成 为 数学 的 一 个 重要 分 支 。 

定义 ”所 谓 抽象 群 G 是 一 个 李 群 ， 其 意 是 指 ，@ G 
是 一 个 实 ( 复 ) 解 析 流 形 ，@ 对 于 GG 的 元 素 x、y,(x,y)> 
2Xy"! 所 定义 的 GxG 到 GG 的 映射 是 一 个 解析 映射 ,例如 ， 
DGL(n,B) (或 GL(n,C)) 全 线性 群 ，n 维 实 ( 复 ) 向 量 空 
间 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 ， 是 一 个 李 群 。 在 向 量 空间 V 
内 取 一 基底 (e1,e,,…,en)， 任 一 x*E GL(n,R) 可 以 表 为 
所 一 以 zz)a (i=1,2，…, 员 ), 短 阵 (xw(x)) 是 非 奇异 
的 ,zr(zu(z))》 (i, j=1,2,…,n), 便 使 GL(n,R) 成 为 
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一 个 解析 流 形 。@SL(n,R)(SL(n,C)) 称 为 么 模 线性 群 。 
它 是 GL(n,R)(GL(n,C)) 的 和 矩阵 行列 式 为 1 的 集合 构成 
的 群 。@ 令 (8,7) 是 向 量 空间 上 的 一 个 非 奇 异 双 线性 型 ， 
于 是 ， 在 GL(n,R)(GL(n,C)) 中 使 (x#,xn)=(#,9) 的 所 
有 x* 的 集合 构成 群 ， 当 (#,7) 是 正定 对 称 时 ,就 称 为 正 交 
群 O(n, R)(O(n, C)); 当 (#, 9) 是 反对 称 时 ， 就 称 为 辛 
群 SP(n,R)(SP(n,C))。 它们 均 为 李 群 , 称 为 典型 群 。 

长 期 以 来 ， 人 们 想 了 解 上 述 定 义 中 的 解析 流 形 能 否 
代 之 以 拓扑 流 形 ,而 将 解析 映射 代 之 以 连续 映射 ,这 就 是 
希 尔 伯 特 的 猜想 ， 即 所 谓 希 尔 伯 特 第 5 问题 。 这 个 猜想 
的 正确 性 ,其 后 为 A. M. 格 利 森 、 D. 蒙 哥 马 利和 工 . 齐 平 
所 证 实 。 

李 群 的 李 代 数 ” 李 的 重要 贡献 ， 在 于 引进 李 代数 的 
概念 。 令 G 是 一 个 李 群 ， 考 虑 流 形 G 上 的 左右 ) 平移 ， 
设 9EG, 则 G 上 的 一 个 变换 zr*g'z，zEG， 称 为 由 9 
所 定 的 左 平移 re。 所 谓 流 形 上 的 向 量 场 ， 是 指 流 形 上 
的 微分 算 子 X, re 定义 G 的 向 量 场 间 的 “平移 "， 考 虑 左 
( 右 ) 平 移 下 不 变 的 向 量 场 ， 这 样 的 向 量 场 X 在 9 点 的 向 
量 Xo， 可 以 唯一 的 从 单位 元 素 e 处 的 向 量 X, 用 平移 ry 
得 到 , X,=roX,。 因 此 , 左 不 变 向 量 场 的 集合 9 可 以 看 作 
G 的 单位 元 e 处 的 切 向 量 空间 , 它 是 有 限 维 的 。 在 9 内 引 
进 运算 [X，Y]= XY 一 YX，X、YE9， 这 就 赋 子 了 9 一 
个 代数 的 结构 ， 称 为 对 应 于 G 的 李 代数 。 李 代数 的 运算 
显然 有 [X,Y]= 一 [Y，X] 以 及 微分 算 子 应 适合 的 雅 可 比 
恒等式 LX,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]= 0。 任何 
适合 于 以 上 两 式 的 代数 , 即 称 为 李 代 数 。 

两 个 单 连通 李 群 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 同 构 
的 李 代数 ， 任 一 抽象 的 李 代数 必 为 一 单 连通 李 群 的 李 代 
数 。 这 就 是 李 的 基本 定理 。 由 此 可 以 看 出 ， 李 代数 的 讨 
论 是 李 群 论 的 重要 组 成 部 分 。 李 群 论 最 基本 的 内 容 就 是 
从 李 群 的 某 些 概念 和 性 质 ， 找 出 对 应 李 代 数 的 性 质 。 例 
如 李 群 间 的 同 态 对 应 于 李 代数 间 的 同 态 ， 子 群 (正规 子 
群 ) 对 应 于 于 代数 (理想 ) 等 等 。 

音节 群 与 单 李 代数 ”它们 的 分 类 是 极为 重要 的 工 
作 . 为 了 便于 叙述 ,首先 考虑 李 群 的 流 形 是 紧 的 情形 ,这 样 
的 李 群 称 为 紧 李 群 , 它 所 对 应 的 李 代数 称 为 紧 李 代数 。 例 
如 酉 群 即 由 本 矩阵 构成 的 线性 群 ,就 是 一 个 紧 李 群 , 记 为 
U(n)， 而 它 所 对 应 的 李 代数 即 是 所 有 反 埃 尔 米 特 矩 阵 构 
成 的 李 代数 ， 记 为 Ww(n)。u(n) 的 复 化 4(n)?=9L(n,C)， 
所 有 复 和 矩阵 构成 的 李 代数 ,就 是 GL(n,C) 对 应 的 李 代 数 。 

W.K. 丁 基 灵 、 记 . 考 当 得 出 紧 单 李 代数 分 类 , 么 模 西 
群 对 应 的 李 代数 su(n); 么 模 正 交 群 SO(n) 所 对 应 的 李 代 
数 so(n); 紧 辛 群 SP(n) 一 U(n) 几 SP(n,C) 所 对 应 的 李 代 
数 u(n) nsp(n,C); 以 及 维 数 为 14,52,78,， 248 的 五 类 特 
殊 单 李 群 所 对 应 的 单 李 代数 ,分 别 记 为 G:,F,,Ee,E ,Pi。 

实数 域 非 紧 单 李 代 数 的 分 类 ,是 根据 嘉 当 分 解 定理 ， 
9 是 一 个 实 半 单 李 代数 ， 则 存在 分 解 9 一 吕 十 囊 ， 其 中 时 
是 9 的 最 大 紧 李 代数 ,这 时 9。= 英 + 事 是 一 个 紧 李 代数 。 

应 该 指出 ,在 9 的 复 化 9? 内 ,对 应 ro:X+Y->X 一 Y， 


XE9%,YE 第 分 别 在 9 及 g。 上 诱导 一 个 对 合 自 同 构 。 由 
于 9 的 结构 已 经 确定 ， 所 以 8 的 结构 就 是 由 9 和 它 的 
一 个 对 合 自 同 构 "所 确定 。 利 用 这 个 定理 可 得 出 非 紧 单 
李 代数 的 分 类 。 

半 单 李 代数 是 单 李 代数 ( 非 交换 ) 的 直 和 。 

线性 表示 与 分 类 理论 相关 的 是 表示 论 。 李 群 G 到 
GL(n,C) 的 一 个 同 态 连续 对 应 ， 称 为 G 的 一 个 表示 。 为 
简单 起 见 ， 这 里 将 表示 理论 限制 在 复 向 量 空间 上 。 所 谓 
表示 是 完全 可 约 的 ， 意 即 表示 向 量 空间 X 可 以 分 解 为 一 
些 子 空间 X 的 直 和 ， 而 每 一 个 X 都 是 G 的 不 变 子 空 
间 , 且 是 不 可 约 的 ( 即 不 存在 真 的 不 变 子 空间 )。 

友 高 当 作出 所 有 紧 半 单 李 群 表示 的 分 类 。H. 外 尔 得 
出 一 个 重要 定理 ,连通 半 单 李 群 的 表示 是 完全 可 约 的 。 他 
还 得 出 不 可 约 表示 的 特征 标 公式 。 

权 系 和 根系 令 允 是 紧 李 代数 8 的 最 大 可 换 子 代 
数 。 一 线性 表示 p 在 罗 上 的 诱导 表示 的 特征 根 和 的 集 
合 , 称 为 p 的 权 系 。9 的 伴随 表示 (对 8 中 任 一 A， 定义 9 
上 线性 变换 adA， 对 9 中 所 有 x， 使 adX=[A,X]) 的 权 
系 , 称 为 8 的 根系 。 紧 李 代数 的 表示 属 于 su(n), 所 以 权 
是 允 的 对 偶 空间 9* 上 的 纯 虚 向 量 , 即 9* 上 的 实 向 量 。 
对 于 半 单 李 代数 询 * 还 是 一 个 欧 氏 空间 (例如 9 的 基 灵 
型 在 i9* 诱导 所 定 的 度量 ), 所 以 权 可 看 作 是 欧 氏 空间 的 
向 量 。 

所 谓 9 的 根系 中 的 子 系 是 素 根系 (或 单 根系 )， 即 指 
任意 根 可 以 表 作 它 们 的 线性 组 合 ， 而 且 系数 全 为 正 整数 
或 全 为 负 整数 。 了 . B. 邓肯 指出 , 素 根系 的 合同 是 对 应 半 
单 紧 李 代数 同 构 的 充分 必要 条 件 。 利 用 嘉 当 分 解 定理 ， 
严 志 达 得 到 非 紧 半 单 李 代数 9 的 最 大 紧 代 数 完 的 素 根系 
和 表示 ad 的 最 低 权 是 9 同 构 的 充分 必要 条 件 。 因 此 
他 们 分 别 给 出 了 紧 单 李 代数 和 非 紧 单 李 代数 分 类 的 简单 
方法 。 关 于 后 者 ， 村 上 信 吾 、V. 卡 欧 等 人 也 进行 过 类 似 
的 讨论 。 

关于 半 单 紧 李 群 表示 分 类 有 定理 ， 半 单 紧 李 群 线性 
表示 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ,它们 有 相同 的 首 权 。 

对 称 得 更 空间 ”从 微分 几何 学 角度 ， 一 种 特殊 的 黎 
曼 流 形 为 对 称 黎 曼 空间 或 对 称 黎 曼 流 形 ， 是 用 如 下 方式 
来 定义 的 ,以 流 形 上 任 一 点 x 为 中 心 ,把 过 x 的 测 地 线 两 
边 到 x 距离 相等 的 点 互相 对 应 得 到 的 所 谓 以 x 为 中 心 的 
“对 称 "是 流 形 的 等 距 对 应 。 对 称 黎 曼 流 形 的 分 类 如 下 ， 
@ 欧 氏 空间 ， 回 非 紧 型 不 可 约 对 称 空间 ， 即 实 单 李 群 G 
和 它 的 最 大 紧 子 群 K 所 定义 的 商 空 间 G/K，@ 紧 型 不 可 
约 对 称 空间 ， 即 @ 中 G 的 复 化 Go 中 满足 GunG=K 的 
紧 致 群 G。 所 定义 的 紧 空间 G./K,， 以 及 上 述 三 类 空间 的 
直 和 。 

所 述 对 称 黎 曼 空间 包括 了 所 有 古典 几何 学 研究 的 对 
象 ， 以 常 曲率 的 黎 曼 流 形 为 其 特例 。 半 单 紧 群 也 是 对 称 
黎 曼 流 形 。 因 此 ，F. 克 茉 因 关 于 “几何 学 "是 研究 容许 可 
递 变换 群 空间 的 思想 ,在 这 里 得 到 极 大 的 丰富 和 发 展 。 

古典 分 析 学 以 空间 Rr" 或 C" 作为 它 的 基础 , 而 黎 曼 


空间 理论 使 得 分 析 学 向 更 复杂 的 流 形 扩展 ， 特 别 是 容许 
复 结构 对 称 黎 曼 流 形 上 函数 的 研究 ， 成 为 多 元 复 变 函数 
论 中 重要 的 内 容 。 

分 类 中 @ 的 情况 是 明显 的 ， 略 而 不 论 。 不 难看 出 ， 
加 和 @@ 是 与 半 单 李 代 数 的 嘉 当 分 解 相 联 系 的 ,实际 上 从 
G 和 天 对 应 的 李 代数 9 和 咒 就 可 得 到 9 的 嘉 当 分 解 ， 
9 一 袖 十 第 ,而 对 合 的 同 构 " 就 是 "对 称 "在 切 空间 的 反映 。 
就 整体 范围 而 言 ,对 非 紧 对 称 黎 曼 流 形 ,所 有 对 应 于 同一 
单 李 代数 9 的 流 形 都 是 等 距 同 构 的 , 而 且 同 胚 于 R"。 但 
是 ， 对 于 @ 型 的 紧 对 称 流 形 则 不 然 ， 它 们 只 是 局 部 等 距 
的 , 即 只 能 在 对 应 的 邻 域 同 建立 等 距 关 系 。, 对 同一 李 代数 
9。 所 决定 不 同 的 紧 歼 曼 流 形 ,根据 拓扑 学 覆盖 空间 理论 ， 
即 是 要 计算 它们 的 基本 群 , 它们 通常 是 对 应 9 的 单 连通 
紧 李 群 G. 的 中 心 的 某 些 子 群 ,已 为 嘉 当 所 详细 讨论 。 

关于 对 称 的 准 黎 曼 流 形 的 分 类 ， 局 部 问题 由 M, 伯 
热 和 严 志 达 解决 。 整 体 问题 在 非 紧 群 流 形 情况 下 同 由 后 
茧 以 纪 、 小 林 昭 七 和 上. 工 西 罗 塔 、A. S. 索 罗 多 夫 尼 科 
夫 等 人 解决 。 

列 维 分 解 与 阿 多 定理 ”对 于 一 般 李 群 有 下 述 两 个 重 
要 结果 。 

一 个 连通 且 单 连通 李 群 G 含 有 一 个 最 大 正规 连通 可 
解 闭 子 群 称 为 根基 ， 记 为 E, 商 群 G/R 是 半 单 的 。 列 维 
分 解 定 理 表明 G 是 尺 和 G/R 同 构 的 半 单 子 群 的 半 直 积 。 

在 表示 论 方面 有 阿 多 定理 ”连通 且 单 连通 李 群 G 恒 
有 一 个 真实 的 线性 表示 。 

近代 发 展 从 外 尔 和 嘉 当 葛 基 以 来 ， 对 李 群 和 它 的 
齐 性 空间 的 拓扑 结构 的 研究 ， 十 分 活跃 。 紧 半 单 李 群 及 
其 齐 性 空间 的 一 些 拓扑 不 变量 ， 决 定 于 对 应 的 李 代数 及 
与 之 有 关 的 组 合 结构 (如 权 、 根 .外 尔 房 等 )。 为 了 具体 解 
决 李 群 拓扑 问题 ,产生 了 各 种 不 同 的 方法 和 理论 ,如 同调 
代数 (特别 是 J 勒 雪 的 谱 序 列 》 微 分 几何 ( 韦 伊 代数 ) 以 
及 莫 尔 斯 理论 等 。 关 于 同调 论 的 结果 十 分 完备 ， 而 同 伦 
论 的 结果 则 较 少 。 

嘉 当 和 外 尔 关于 紧 李 群 表示 论 的 工作 指出 ， 古 典 会 
里 叶 分 析 和 球 调和 函数 应 该 与 李 群 论 的 概念 相 联 系 。 这 
个 思想 从 1950 年 以 来 有 很 大 发 展 ,形成 了 所 谓 非 交换 调 
和 分 析 理论 ,这 方面 的 工作 主要 有 巧 . M. 盖 尔 范 估 ,哈里 
什 - 钱 德 拉 等 人 。 

代数 群 和 谢 瓦 莱 群 理论 也 是 从 半 单 李 群 理论 得 到 启 
发 而 发 展 起 来 的 新 分 支 ,虽然 它们 与 流 形 、 解 析 性 等 概念 
完全 无 关 。 

C. 谢 瓦 菜 从 单 李 代数 的 结构 出 发 ， 建 立 任意 域 上 的 
谢 瓦 莱 群 。 有 限 域 上 的 谢 瓦 莱 群 都 是 有 限 单 群 。 这 对 有 
限 单 群 的 研究 起 了 重要 的 作用 。 信 . 博 雷 尔 则 用 代数 几何 
学 的 工具 将 紧 半 单 李 群 的 许多 性 质 推 广 到 更 一 般 的 情形 
即 线性 代数 群 上 。 

外 尔 在 他 的 名 著 《 群 论 和 量子 力学 》 一 书 中 第 一 次 将 
李 群 表示 论 应 用 于 量子 力学 , 主要 是 利用 SO(3) 的 线性 
表示 。 近 年 来 ,物理 学 家 已 将 其 他 紧 群 的 线性 表示 用 于 基 
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本 粒子 的 研究 ,特别 是 SU(n)，mn<12。 
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( 严 志 达 ) 

LiRul 
李 锐 〈1769 一 1817) 中 国清 代数 学 家 。 字 尚之 ， 
号 四 香 ,江苏 元 和 ( 今 苏州 ) 人 , 生 于 乾隆 三 十 三 年 十 二 月 
八 日 (1769 年 1 月 15 日 )， 卒 于 嘉庆 二 十 二 年 六 月 三 十 
日 (1817 年 8 月 12 日 )。“ 幼 开 敏 , 有 过 人 之 资 , 从 书 热 中 
捡 得 工法 统 宗 》， 心 通 其 义 ， 遂 为 九 章 八 线 之 学 。" 长 大 
后 受 业 钱 大 昕 门下 ,潜心 研习 数学 !“ 是 时 大 昕 为 当代 通 
偶 第 一 ， 生 平 未 尝 轻 许 人 ， 独 于 锐 则 以 为 胜 已 。" 李 锐 后 
入 阮 元 、 张 敦 仁 幕府 , 参与 古代 数学 典籍 的 整理 ; 又 结交 
焦 循 , 江 茉 , 李 瑛 等 数学 家 ,共同 研讨 数学 ,对 乾 嘉 学 派 在 
数学 领域 复兴 古典 学 术 起 了 重要 作用 。 他 对 高 次 方程 的 
研究 则 突破 了 中 国 古 典 数学 的 案 白 ， 成 为 清 代数 学 史上 
最 富 创造 性 的 理论 成 果 之 一 。 其 主要 著作 收集 在 《 李 氏 
算 学 遗书 ) 之 中 。 

中 国 第 一 部 大 型 的 天 文 、 数 学 家 评传 6 味 人 传 》 的 编 
写 工作 , 实 由 李 锐 主持 。 他 还 先后 对 《 测 圆 海 镜 》、《 益 古 
演 段 》、《 星 古 算 经 》、《 数 书 九 章 》、《 九 章 算术 》》、《 和 孙子 算 
经 》《 张 皇 建 算 经 9》 杨辉 算法 》>《 四 元 玉 鉴 } 等 古代 数学 
名 著 进 行 了 校 释 或 整理 。 他 又 自 撰 《 弧 矢 算术 细 草 》《 勾 
股 算术 细 草 》、《 方 程 新 术 草 》 等 书 ， 阐 发 中 国 古代 数学 的 
精 革 。 

李 锐 “于 古 历 尤 深 , 自 三 统 以 迄 授 时 悉 能 洞 溅 本 原 ”， 
对 三 统 . 四 分 , 乾 象 . 奉 元 , 占 天 等 多 部 历法 进行 了 注释 和 
数理 上 的 考证 。1799 年 读 《 宋 史 律 历 志 》, 悟 得 何 承 天 调 
日 法 ， 爱 列 《开元 占 经 ?>《 授 时 术 议 》 所 载 五 十 一 家 日 法 、 
朔 余 之 数 , 一 一 考 其 强 弱 ", 成 《日 法 朔 余 强 弱 考 一 书 ,使 
这 一 行 用 八 百 余年 、 但 自 元 明 以 来 * 竟 无 知 其 说 者 "的 中 
国 古代 分 数 近似 法 重 现 光 彩 。 李 锐 在 书 中 提出 的 “有 日 
法 求 强 弱 " 术 ,沟通 了 一 次 同 余 式 组 和 二 元 一 次 不 定 方程 
的 关系 ， 为 路 腾 风 、 时 日 酵 等 人 以 求 一 术 解 百 鸡 问题 的 
先 声 。 

1802 年 李 锐 在 汪 茉 《 衡 帝 算 学 》 第 五 册 的 基础 上 , 归 
纳 出 高 次 方程 正 根 个 数 与 系数 关系 的 三 条 规律 ,其 中 一 、 
三 两 条 用 现代 数学 语言 可 表述 为 :对 于 方程 
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@ 车 oo、om 异 号 ，as 至 m-! 车 同 号 ， 则 方程 仅 有 一 个 
正 根 ，@@ 若 oo、 四 同 号 ， 方 程 如 有 正 根 则 不 止 一 个 。 多 
年 以 后 ， 李 锐 又 在 《 开 方 说 ?中 提出 更 加 完备 的 方程 正 根 
个 数 的 判定 法 则 ， 用 现代 数学 语言 可 表述 为 ，@ 方 程 各 
项 系数 出 现 一 次 变 号 ,可 有 一 个 正 根 ，@ 出 现 两 次 变 号 ， 
可 有 两 个 正 根 ; @ 出 现 三 次 变 号 ,可 有 三 个 或 一 个 正 根 ; 
@ 出 现 四 次 变 号 ， 可 有 四 个 或 两 个 正 根 。 这 些 论断 与 现 
代 方 程 论 中 的 笛 卡 儿 符 号 法 则 是 一 致 的 。 

除了 有 关 正 根 个 数 的 判定 法 则 之 外 , 《 开 方 说 》 还 总 
结 了 李 锐 在 方程 理论 方面 的 其 他 成 就 ,主要 内 容 有 :讨论 
了 负 根 与 无 实 根 的 方程 (统称 “无 数 "), 认 为 “ 凡 无 数 必 两 ， 
无 一 无 数 者 "， 在 整数 范围 内 提出 了 无 实 根 的 二 次 方程 
与 双 二 次 方程 的 判别 条 件 ; 讨 论 了 重 根 问题 ;叙述 了 由 在 
降低 方程 次 数 的 “ 代 开 法 "， 对 宋 元 算 家 所 创造 的 方程 变 
换 进 行 了 一 般 性 的 概括 , 特别 由 倍数 为 一 1 的 倍 根 变换 
的 规律 导出 相应 的 方程 负 根 个 数 的 判定 法 则 。 李 锐 在 当 
时 能 够 得 出 这 些 与 现代 方程 理论 相 一 致 的 内 容 ， 可 以 说 
既 受 惠 于 中 国 古 代 高 度 发 达 的 代数 学 ， 也 是 运用 科学 的 
归纳 方法 和 抽象 化 的 原则 对 传统 数学 的 实用 主义 格局 进 


行 突破 的 结果 。 ( 刘 印 ) 
LI Shonlon 
李 善 兰 〈1811 一 1882) ”中 国清 代数 学 家 、 天 文 


学 家 、 翻译 家 和 教育 家 , 近代 科学 的 先驱 者 。 原 名 心 兰 ， 
字 况 芳 , 号 秋 纠 , 别 号 王权 ,浙江 海宁 县 碳 石 镇 人 , 生 于 嘉 
庆 十 六 年 , 卒 于 光绪 八 年 。 

李 善 兰 自 幼 酷爱 数学 。 十 
岁 时 学 习 《 九 章 算术 》。 十 五 岁 
时 读 明 末 徐光启 、 利 玛 赛 合 译 
的 欧 几 里 得 《几何 原本 》 前 六 
卷 , 尽 解 其 意 。 后 来 , 他 到 杭州 
应 试 , 买 回 元 代 李 冶 的 《 测 圆 海 
钱 沙 清 代 戴 霜 (1724 一 1777 ) 的 
《 勾 股 割 圆 记 》 等 算 书 ， 认 真 研 
读 ; 又 在 嘉兴 等 地 与 数学 家 顾 
观光 (1799 一 1862), 张 文 虎 (1808 一 1888),. 汪 日 桢 (1813 一 
1881) 以 及 吉 购 、 罗 士 琳 (1774 一 1853)、 徐 有 王 (1800~ 
1860) 等 人 相识 ， 经 常 在 学 术 上 相互 切磋 。 自 此 数学 造 
庄 日 到 精深， 时 有 心得 ， 轰 复 著 书 , 1845 年 前 后 就 得 到 
并 发 表 了 具有 解析 几何 思想 和 微 积分 方法 的 数学 研究 成 
“ 尖 锥 术 "。 

1852 一 1859 年 ， 李 善 兰 在 上 海 黔 海 书馆 与 英国 传 
数 士 、 汉 学 家 伟 烈 亚 力 等 人 合作 翻译 出 版 了 《几何 原本 》 
后 九 卷 , 以 及 《代数 学 》、《 代 微 积 拾级 》《 谈 天 》《 重 学 》、 
《圆锥 曲线 说 》、《 植 物 学 》 等 西方 近代 科学 著作 ,又 译 
《 奈 端 数理 》( 即 牛顿 《自然 哲学 的 数学 原理 》) 四 册 (未 
刊 ), 这 是 解析 几何 、 微 积分 哥 白 尼 日 心 说 ,牛顿 力学 、 近 
代 植 物 学 传 入 中 国 的 开端 。 李 善 兰 的 翻译 工作 是 有 独创 
性 的 ,他 创 译 了 许多 科学 名 词 ,如 “代数 "、“ 函 数 "、“ 方 程 


地 普兰 “ 尖 锥 术 " 书 影 
式 "“ 微 分 "“ 积 分 " “级 数 "“ 植 物 "、“ 细 胞 "等 , 匠心 独 
运 , 切 贴 恰当 , 不 仅 在 传 , 而 且 东 渡 日 本 , 沿用 至 
今 。 李 普兰 为 近代 科学 在 中 国 的 传播 和 发 展 作出 了 开创 
性 的 贡献 。 

1860 年 起 , 他 先后 在 徐 有 王 、 曾 国 藩 军 中 作 幕 僚 , 与 
化 学 家 徐 寿 、 数 学 家 华 蔚 芳 等 人 一 起 ,积极 参与 洋务 运动 
中 的 科技 学 术 活动 。1867 年 他 在 南京 出 版 k 则 古 普 帝 算 
学 汇集 了 二 十 多 年 来 在 数学 、 天 文学 和 弹道 学 等 方面 
的 著作 , 计 有 《 方 四 阐 幽 》《 弧 矢 启 秘 》《 对 数 探 源 》、《 摊 
积 比 类 》、《 四 元 解 >.《 巴 德 术 解 >.《 椭 加 正 术 解 《椭圆 新 
术 》.《 椭 加 拾遗 》《 火 器 真 识 了 《对 数 尖 锥 变法 释 》《 级 数 
回 求 和 《天 算 或 问 » 等 13 种 24 卷 , 共 约 15 万 字 。 

1868 年 , 李 善 兰 被 着 任 北京 同文 馆 天 文 算 学 总 教习 ， 
直至 1882 年 他 逝世 为 止 , 从 事 数学 教育 十 余年 , 其 间 审 
定 了 《同文 馆 算 学 课 艺 》《 同 文 馆 珠算 金 钴 ) 等 数学 教材 ， 
培养 了 一 大 批 数 学 人 才 , 是 中 国 近代 数学 教育 的 鼻祖 。 

李 普 兰 生 性 落 拓 , 潜心 科学 , 淡 于 利禄 。 晚 年 官 至 三 
品 , 授 户 部 正 郎 、 广东 司 行走 、 总 理 各 国事 务 衙门 章 京 等 
职 ,但 他 从 来 没有 离开 过 同文 馆 教学 岗位 ,也 没有 中 断 过 
科学 研究 特别 是 数学 研究 工作 。 他 的 数学 著作 , 除 k 则 古 
莹 毅 算 学 》 外 , 尚 有 《 考 数 根 法 》、《 票 布 演 草 》、《 测 团 海 镜 
解 》《 九 容 图 表 》 而 未 刊行 者 ， 有 《 造 整数 勾 股 级 数 法 》、 
《 开 方 古 义 》《 群 经 算 学 考 y《 代 数 难题 解 ) 等 。 

地 普兰 在 数学 研究 方面 的 成 就 ,主要 有 人 尖 锥 术 、 吉 积 
术 和 素数 论 三 项 。 

尖 锥 术 理 论 主要 见于 《 方 加 冰山 >《 弧 矢 启 秘 》、《 对 
数 探 源 》 三 种 著作 ,成 书 年 代 约 为 1845 年 ,当时 解析 几何 
与 微 积分 学 尚未 传人 中 国 。 李 善 兰 创立 的 “ 尖 锥 " 概念， 
是 一 种 处 理 代数 问题 的 几何 模型 ， 他 对 “ 尖 锥 曲线 "的 描 
述 实质 上 相当 于 给 出 了 直线 、 抛 物 线 .立方 抛物 线 等 方程 


b b b 
y=b, y=hr y= YY 


他 创造 的 “ 尖 锥 求 积 术 "。 相 当 于 等 函数 的 定 积分 公式 


ei bh 
| nT 


和 还 项 积分 法 则 
申 (， 言 eao-|( 旺 记 =)m 
他 用 "分离 元 数 法 "独立 地 得 出 了 二 项 平方 根 的 竺 级 数 展 


结合 “ 尖 锥 求 积 术 ", 得 到 了 x 的 无 穷 级 数 表达 式 
(tt 
各 种 三 角 函 数 和 反 三 角 函数 的 展开 式 ， 以 及 对 数 函数 的 
展开 式 
n=le(n-1)+leeS A 
在 使 用 微 积分 方法 处 理 数学 问题 方面 取得 了 创造 性 的 成 
就 。 吉 积 术 理论 主要 见于 《 吉 积 比 类 》, 写 于 1859 一 1867 
年 间 ， 这 是 有 关 高 阶 等 差 级 数 的 著作 。 李 善 兰 从 研究 中 
国 传统 的 吉 积 问题 入 手 ， 获得 了 一 些 相当 于 现代 组 合 数 
学 中 的 成 果 。 例 如 ,三角 霖 有 积 求 高 开 方 廉 隅 表 " 和 " 乘 
方 燥 各 廉 表 ”实质 上 就 是 组 合 数学 中 著名 的 第 一 种 斯 特 
林 数 和 软 拉 数 。 驰 名 中 外 的 “ 李 善 兰 恒等式 ” 
mm 二 gz /Iq\:/n+2g—k 
a 
自 20 世纪 30 年 代 以 来 ， 受 到 国际 数学 界 的 普遍 关注 和 
答 货 。 可 以 认为 ,《 才 积 比 类 》 是 早期 组 合 论 的 杰作 。 
素数 论 主要 见于 《 考 数 根 法 》 发 表 于 1872 年 ， 这 是 
中 国 素数 论 方面 最 早 的 著作 。 在 判别 一 个 自然 数 是 否 为 
素数 时 , 李 善 兰 证 明了 著名 的 费 马 素数 定理 ,并 指出 了 它 


的 逆 定理 不 真 : ( 王 渝 生 ) 
Lite'erwude 
李 特 尔 伍德 ,上 E， (John Edensor Littlewood 


1885 一 1977) 英国 数学 家 。1885 年 6 月 9 日生 于 
罗 彻 斯 特 ,1977 年 9 月 6 日 卒 于 剑桥 。 从 1928 年 起 任 英 
国 剑桥 大 学 教授 ,至 1950 年 退 
休 。 他 和 G. H. 哈 代 长 期 合作 ， 
在 20 世纪 上 半 叶 建立 了 英国 

的 具有 世界 水 平 的 分 析 学 派 。 
他 的 大 量 工作 是 和 哈代 合 
作 的 。 他 在 数论 中 的 素数 分 布 
理论 、 华 林 问 题 、 黎 曼 函数 ， 
调和 分 析 的 三 角 级 数理 论 、 发 
散 级 数 求 和 与 陶 伯 型 定理 ， 不 
等 式 ， 单 叶 函 数 以 及 非 线性 微 
分 方程 等 许多 方面 都 有 重要 的 贡献 。 他 的 工作 对 分 析 学 
的 发 展 有 深刻 的 影响 。 从 1931 年 开始 , 他 同 R. E. A. C. 
侯 利 合作 ,研究 传 里 叶 级 数 与 告 级 数 ,建立 了 以 他 们 的 名 
字 命 名 的 李 特 尔 伍德 - 修 利 理论 ,这 一 理论 在 近代 调和 分 
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析 中 占有 重要 的 地 位 ,并 且 仍 在 继续 发 展 中 。 哈 代 - 李 特 
尔 伍德 极 大 函数 ， 也 经 常 被 引用 。1982 年 出 版 了 他 的 两 
卷 本 全 集 。 他 的 主要 著作 还 有 《函数 论 讲义 》《 不 等 式 》 
《与 哈代 和 G. 波 伊 亚 合作 )。 ( 邓 东 篆 》 


Lite'erwude-Peili lilun 
李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 (Littlewood-Paley 
theory) 关于 Lr(p>1) 空间 中 伟 里 叶 级 数 的 理 
论 ,1931~1940 年 由 丁 也. 李 特 尔 伍德 .R. E. A. C. 佩 利 
首创 ,后 由 A. 赞 格 蒙 、J. 马 钦 凯 维 奇 等 加 以 发 展 。 它 包 
括 以 下 两 个 方面 。 

@ 引进 两 个 重要 函数 (或 算 子 ); 


ga)= (J -nlcre) lar)t, 


g*(f)(x) 


: a 1 六 
-Pa-nar] 上 re 537 costrr: dt» 


式 中 f(z2)=f(re“) 是 单位 贺 |z| <1 内 的 解析 函数 ,f"(z) 
是 1(2) 的 导 函 数 。 主 要 结果 是 , 设 p>1, 那么 存在 着 仅 
与 P 有 关 的 常数 A,,B。, 使 


A Heo) rd] loc lras 
<4,]* lf(e®) lsdx, (1) 
Bl) lfcer) rave | lgrcf)) lrar 


Bl fe 2) 
成 立 。 式 (1) 和 (2) 的 第 一 个 不 等 式 ， 还 要 加 上 了 (0)=0 
的 条 件 。 
@ 三 角 级 数 的 二 进 分 块 。 假设 "(z) 为 实 值 函数 ,并 
且 9(x)ELr(0,2n), 又 设 p(x) 的 傅 里 叶 级 数 
6[P]- 寺 co+ 六 (oo cosrz+bsinrz)。 (3) 
把 (3) 分 成 如 下 的 三 角 多 项 式 块 ， 
B= BX)= | 《avcos vx + b,sin vx) 


yat 
(k=1,2,.") (4) 

叫做 三 角 级 数 (3) 的 二 进 分 块 。 
从 (1) 可 以 得 到 以 下 的 结论 ,存在 常数 As(p>1), 使 


Ao le rar (Ben) ar 
<4| lelrde (5) 


不 等 式 (5) 是 研究 L? 空间 中 傅 里 叶 级 数 的 基本 工具 ， 它 
的 作用 相当 于 刻画 LX0, 2 x) 空间 特征 性 质 的 帕 舍 伐 尔 
等 式 : 设 JEZ(0，2r)， 又 设 了 的 傅 里 叶 级 数 S[ 们 = 


局 oew ,那么 
zx 
下 | lfeolbar- 习 al (6) 
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反之 ,一 个 三 角 级 数 加 cyew 的 系数 满足 条 件 咏 |61:<oo 
时 , 它 就 是 LX(0, 2x) 空 间 中 某 函 数 的 传 里 叶 级 数 。 这 就 
是 说 ， 三 角 级 数 系数 的 模 的 大 小 ， 能 够 确定 它 是 否 属于 
Lx(0, 2x)。 对 L?(0, 2x),p 关 2, 类 似 的 问题 , 复杂 得 多 
了 。 下 面 是 一 个 例子 。 

任 取 一 个 函数 f(x)EL?(0, 2x) (1<p<2), 并 设 


Juz) 香 (0,2), 假 如 [fo]= 己 cu en", 那么 可 以 证 明 ， 


当 随 机 地 取 士 号 时 ， 级 数 加 +ae"“ 基 本 上 "( 以 概率 D 


都 不 是 传 里 叶 级 数 。 这 说 明 ， 不 可 能 期 望 以 三 角 级 数 的 
系数 的 大 小 来 刻画 L?(p 关 2) 空 间 中 函数 的 特征 性 质 。 李 
特 尔 伍德 - 佩 利 理 论 正 是 从 这 个 目的 出 发 去 研究 L? 空间 
的 。 上 述 @ 中 的 gg* 函数 , 以 及 @ 中 对 三 角 级 数 的 二 进 
分 块 ,都 是 研究 L? 空间 的 重要 工具 。 
李 特 尔 伍德 - 侯 利 理论 的 建立 , 在 很 大 程度 上 依靠 了 
复 变 函数 论 中 解析 函数 的 许多 重要 性 质 。 但 是 ， 多 元 复 
变 函 数论 的 情况 很 不 一 样 ,影响 了 李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 
在 高 维 空间 的 推广 。 1952 年 出 现 了 考 尔 德 伦 - 移 格 莹 研 
究 高 维 空间 奇异 积分 的 葛 基 性 论文 ， 其 中 采用 的 实 变 函 
数论 方法 ,对 研究 高 维 空间 很 有 成 效 。 在 他 们 影响 下 , E. 
MM. 施 坦 把 李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 的 g 函数 与 H. H. 户 津 
的 面积 函数 s 推广 到 高 维 空间 ， 并 建立 了 相应 的 定理 。 
1961 年 ,斯 坦 又 把 g* 函数 推广 到 高 维 空间 ， 他 是 利用 调 
和 函数 来 建立 的 ， 这 些 函 数 已 经 成 为 高 维 空间 中 健 里 叶 
分 析 的 基本 工具 。 
参考 书目 

E. M. Stein, Singular Integrols ond Differentiabi- 
lity of Functions, Princeton Univ. Press, Princeton, 
1970. 

《〈 王 斯 雷 ) 


Liyopunuofu 

李 亚 普 诺 夫 ,A. M. (AmekcaHnp MuxanoBny 
Tanynos 1857~1918) 苏联 数学 家 、 力 学 家 。 
1857 年 生 于 俄国 雅 罗斯 拉夫 尔 ，1918 年 11 月 3 日 逝世 
于 苏联 示 德 萨 。1876 年 入 圣彼得堡 大 学 ,1892 年 获 博士 
学 位 ,1893 年 起 任 哈 尔 科 夫 大 学 教授 。1901 年 初 被 选 为 
圣彼得堡 科学 院 通讯 院士 ,同年 底 被 选 为 院士 ,并 担任 应 
用 数学 协会 主席 。 曾 先后 在 圣彼得堡 大 学 、 哈 尔 科 夫 大 
学 和 略 山大 学 执教 ,并 被 选 为 名 誉 教授 。1909 年 被 选 为 
意大利 国立 林 琴 科学 院 国外 院士 。 1916 年 被 选 为 巴黎 科 
学 院 国外 院士 。 李 亚 普 诺 夫 最 初 从 事 流体 静 力学 理论 研 
究 ，1884 年 完成 了 《 论 一 个 旋转 液体 平衡 之 椭 球 面 形状 
的 稳定 性 一 文 。1888 年 他 发 表 《 关 于 具有 有 限 个 自由 度 
的 力学 系统 稳定 性 ?的 论文 。1892 年 在 博士 论文 《运动 稳 
定性 的 一 般 问题 ?中 ,开创 性 地 提出 求解 非 线性 常 微分 方 
程 的 李 亚 普 诺 夫 函 数 法 ， 亦 称 直接 法 ， 它 把 解 的 稳定 性 
与 否 同 具有 特殊 性 质 的 函数 (通常 称 为 李 亚 普 诺 夫 函数 ) 
的 存在 性 联系 起 来 ， 这 个 函数 沿 着 轨 线 关于 时 间 的 导数 


具有 某 些 确定 的 性 质 。 正 是 由 于 这 个 方法 的 明显 的 几何 
直观 和 简明 的 分 析 技巧 ， 所 以 易于 为 实际 和 理论 工作 者 
所 掌握 ， 从 而 在 科学 技术 的 许多 领域 中 得 到 广泛 地 应 用 
和 发 展 ,并 葛 定 了 常 微 分 方程 稳定 性 理论 的 基础 。 李 亚 普 
诺 夫 直 接 法 已 发 展 成 为 不 仅 是 用 来 解决 稳定 性 问题 的 基 
本 方法 ,而 且 亦 是 研究 常 微分 方程 定性 理论 的 重要 手段 。 

此 外 ,1886 一 1902 年 ， 李 亚 普 诺 夫 在 苏联 领导 和 开 
展 了 数学 物理 的 研究 ; 1900 一 1901 年 期 间 领导 和 开展 了 
概率 论 的 研究 ， 在 这 两 个 领域 里 都 获得 了 显著 的 成 果 。 

( 王 联 ) 

LIYon 
李 促 〈1892 一 1963) 中 国 数学 史家 、 铁 路 工程 
师 。 原 名 禄 骆 , 字 乐 知 ,福建 闽 侯 人 。1892 年 8 月 22 日 生 
于 福州 ，1963 年 1 月 14 日 逝 
世 于 北京 。1912 年 入学 于 唐山 
路 矿 学 堂 , 1913 年 考 入 院 海 铁 
”路 局 ,历任 实习 生 、 测量 员 、 助 
理工 程 员 、 总 段 长 , 工务 处 长 、 
副 总 工程 师 等 职 ， 为 陀 海 铁路 
的 建设 ,工作 达 40 余年 。 特 别 
是 对 洛阳 以 西 路 段 的 建设 ， 从 
测量 选 线 , 直至 土方 .隧洞 、 桥 
梁 、 铺 轨 等 各 方面 多 所 贡献 。 

约 自 1911 年 开始 从 事 中 国 数学 史 的 整理 和 研究 工 
作 ， 是 中 国 数学 史 研 究 的 学 科 奠基 人 ， 在 国内 外 享有 盛 
名 。 毕 生 共 发 表 中 国 数学 史 方面 的 论文 百 余 篇 ， 其 中 重 
要 者 自 编 为 《中 算 史 论 从 并 一 5 集 (1954 一 1955， 科 学 出 
版 社 )。 此 外 尚 有 专著 多 种 ,《 中 国 算 学 史 》(1937 年 初版 ， 
1955 年 修订 ， 商务 印 书馆 )、《 中 国 数学 大 纲 》( 上、 下 册 ， 
1958, 科 学 出 版 社 ) 可 为 代表 。 

1955 年 任 中 国 科学 院 历史 研究 所 研究 员 。1957 年 中 
国 科 学 院 自然 科学 史 研 究 室 成 立 , 出 任 室 主任 直至 逝世 。 


曾 任 中 国 科学 院 社会 科学 哲学 部 学 部 委员 。 

(柱石 然 ) 
LiYe 
李 冶 (1192~1279) 。 中 国 金 ,元 时 期 数学 家 。 字 


仁 卿 ,号 敬 帝 , 真 定 栾 城 ( 今 河北 京城 县 ) 人 。 生 于 大 兴 城 
(北京 ) 童年 到 元 氏 县 求学 。 金 哀 宗正 大 七 年 (1230) 中 进 
士 ， 在 钓 州 (河南 各 县 ) 任 知事 两 年 。1232 年 ,蒙古 年 破 
钧 州 , 李 冶 弃 职 北 走 ,隐居 于 贬 山 ( 今 山 西峰 县 ), 以 研究 
学 问 为 乐 1251 年 回 到 元 氏 封 龙山 隐居 讲学 , 与 张 德 辉 、 
元 裕 友善 ， 号 称 "龙山 三 老 "。 忽 必 烈 大 举 进攻 南宋 的 前 
一 年 (1259), 曾 在 上 都 (内 蒙 多 伦 附 近 ) 召 见 李 冶 ,向 他 请 
教 用 人 治国 之 道 。1261 年 忽 必 烈 登 位 后 , 欲 以 高 官 厚 禄 
聘请 他 为 官 ,但 李 冶 以 老病 为 名 ,婉言 拒绝 。1264 年 , 元 
萌 为 编写 辽 、 金 元 历史 ,设立 翰林 学 士 院 。 1265 年 李 冶 
被 召 为 翰林 学 士 , 就 职 一 年 后 ,又 以 老病 辞去 ,继续 在 封 
龙山 隐居 ,直至 去 世 。 

李 冶 从 1232 年 放弃 功名 后 ， 便 终生 从 事 数学 研究 。 


他 不 完全 同意 理学 家 的 主张 ， 认 为 朱熹 著作 不 通 的 地 方 
也 很 多 ,他 说 :“ 术 数 昌 居 六 艺 之 末 , 而 施 之 人 事 , 则 最 为 
切 务 。" 他 反对 象 数 神秘 主义 ， 说 ;“ 请 数 为 难 穷 斯 可 , 谓 
数 为 不 可 穷 斯 不 可 。" 他 认为 数学 来 自 客观 的 自然 界 ,“ 苟 
能 推 自然 之 理 , 以 明 自 然 之 数 , 则 虽 远 而 乾 端 坤 倪 , 山 而 
神情 鬼 状 ， 未 有 不 合 者 疾 。" 这 些 思想 在 当时 是 十 分 可 贵 
的 ,是 他 在 数学 上 取得 重大 成 就 的 重要 因素 之 一 。 

地 冶 的 主要 著作 有 《 测 国 海 钱 》 十 二 卷 (1248) 久 益 古 
演 段 》 三 卷 (1259) ,《 泛 说 3 四 十 卷 ,《 获 帝 古 今 座 》 四 十 卷 ， 
《文集 》 四 十 卷 ,《 壁 书 从 前 》 十 二 卷 。 其 中 《 泛 说 》、《 文 集 》 
和 《 壁 书 从 前 3 已 傣 ， 现 传 残 本 《 数 裔 古今 讼 有 《 泛 说 》 的 
Lp 9 

《 测 圆 海 镜 》 这 本 中 国 古 代 的 重要 数学 著作 的 贡献 
主要 有 两 点 。 

@ 天 元 术 就 是 设 "天 元 一 "为 未 知 数 ,根据 问题 的 
已 知 条 件 , 列 出 两 个 相等 的 多 项 式 ,经 相 减 后 得 出 一 个 高 
次 方程 (天 元 开 方 式 ), 亦 即 和 设 x 为 未 知 数列 方程 一 样 。 
其 表示 法 为 ,在 一 次 项 系数 旁 记 一 “元 " 字 ( 或 在 常数 项 旁 
记 一 “ 太 " 字 )，“ 元 " 以 上 的 系数 表示 各 正 次 短 ，“ 元 ”以 
下 的 系数 表示 常数 和 各 负 次 宕 (或 “ 太 " 以 上 的 系数 表示 
各 正 次 等 ,“ 太 ”以 下 的 系数 表示 各 负 次 宏 )。 例 如 方程 
2 za+18x+316=0 的 天 元 表示 式 如 下 ， 

1 

一 元 

一 T 

这 在 中 国 传统 数学 发 展 中 是 一 个 重要 的 创造 ， 是 符号 代 
数学 的 开端 。 自 从 贾 完 提出 二 项 系数 表 与 增 来 开 方 法 以 
后 ， 高 次 方程 求 正 根 的 解法 得 到 了 迅速 发 展 。 高 次 方程 
的 发 展 要 求解 决 建立 方程 的 方法 。13 世纪 的 数学 家 们 都 
在 力图 解决 这 个 问 
题 . 李 冶 在 《 散 帝 古 
今 带 》 中 提 到 东平 
《 算 经 》 和 《 复 轨 ; 两 
部 著作 ,前 者 用 仙 、 
明 、 霄 、 汉 、 又 、 层 、 
高 上、 天 、 人 、 地 、 吉 
下 \ 低 、 减 、 落 、 逝 、 
泉 、 暗 、 鬼 十 九 个 字 
来 表示 正 、 负 次 宕 
和 常数 ;后 者 用 天 、 
地 两 个 字 分 别 表示 
正 次 寡 和 负 次 宕 。 
李 冶 改善 这 些 表示 
法 ， 从 而 得 到 他 的 
方法 。 从 李 冶 著作 
的 细 草 中 知道 ， 多 
项 式 加 减 是 同 次 宕 
系数 相 加 或 相 减 , 
常数 乘 多 项 式 是 将 
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常数 乘 各 项 的 系数 ， 未 知 数 或 未 知 数 告 乘 多 项 式 是 将 

“元 " 字 移 下 一 层 或 数 层 ， 未 知 数 或 未 知 数 罕 除 多 项 式 是 

将 “元 " 字 移 上 一 层 或 数 层 。 多 项 式 除法 李 冶 是 用 下 列 

方法 解决 的 ， 根 据 问题 的 已 知 条 件 列 出 两 个 多 项 式 

Pi(x)=A, pz(z) 一 A， 

车 p(x) = =A 

时 ， 则 令 

Da(x)ga(z) 
ga(xF 

相 减 后 得 g(x) 一 p(x)q:(x) 一 0。 关 于 高 次 方程 的 建立 

方法 ,由 于 当时 的 天 元 术 著 作 多 已 失传 ,无 从 比较 ， 仅 就 

《 测 圆 海 镜 2 引 用 的 洞 渊 与 《 铃 经 》 的 方法 来 看 ， 李 冶 的 方 

法 无 疑 是 更 为 便捷 的 。 

@ 色 股 形 解法 ”已 知 勾 股 形 的 三 边 、 任 二 边 之 和 、 
任 二 边 之 差 .及 勾 股 积 等 14 渍 向 的 项 ， 求解 色 服 形 # 
求 色 股 形容 方 (内 宇 
接 正方 形 ) 边 长 和 
容 圆 (内 切 圆 ) 直 径 
等 ， 是 古代 传统 数 “ | 第、 
学 的 重要 内 容 之 目的 
一 。 李 冶 在 《 测 圆 海 
镜 》 中 把 勾 股 形 分 
成 4 个 相似 的 小 
匆 股 形 ， 得 到 692 
条 “识别 杂 纪 "和 9 
种 容 圆 ( 勾 上 容 团 、 
股 上 容 圆 、 弦 上 容 
姻 、 勾 股 上 容 圆 、 勾 
外 容 贺 \ 股 外 容 辑 、 固 
驼 外 容 团 、 勾 外 容 
半圆 、 股 外 容 半圆 ) 
的 公式 。 他 除 按 传 
统 的 方法 给 各 勾 股 形 以 专门 名 称 〈 如 通 勾 股 形 、 边 勾 股 
形 、 底 勾 股 形 等 ) 外 ， 还 给 每 个 勾 股 形 以 专门 的 记号 (如 
天 日 旦 色 股 形 , 其 勾 为 日 旦 , 股 为 天 旦 , 弦 为 天 日 等 )。 这 
与 他 在 代数 中 引入 天 元 作为 未 知 数 符号 一 样 ， 在 几何 图 
形 表 示 方 面 他 也 突破 传统 的 方法 。692 条 “识别 杂 纪 " 实 
际 上 相当 于 692 个 几何 公式 ， 把 一 个 容 加 问题 推广 到 9 
个 , 虽 不 是 李 冶 所 创 ,但 他 显然 是 能 够 证 明 9 个 容 贺 公式 
的 。 因 此 无 论 在 内 容 上 或 方法 上 对 传统 数学 都 是 较 大 的 
扩充 与 发 展 。 

《 益 古 演 长 》 李 冶 在 《 测 圆 海 镜 》 以 后 写成 的 另 一 部 
天 元 术 著 作 ， 是 用 天 元 术 解 释 蒋 周 所 著 的 《 益 古 》( 约 成 
书 于 1078 一 1224)。 当时 称 方程 式 各 项 系数 为 “条 段 ”， 
“ 演 段 "就 是 “条 段 " 的 演算 。 在 天 元 术 产生 以 前 ,这 些 “ 条 
段 "的 演算 是 十 分 复杂 的 。《 益 古 集 ? 一 书 ,内 容 十 分 简单 ， 
都 不 出 二 次 方程 的 问题 , 但 由 于 还 没有 掌握 天 元 术 ，“ 条 
段 "演算 “ 阅 匿 而 不 尽 发 "。 因 此 李 冶 用 天 元 术 加 以 阐明 。 
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Pi(z) 一 一 4， 


< 测 国 海 镜 ? 中 的 “识别 杂 纪 ” 


他 在 & 测 贺 海 镜 》 序 中 曾 感 叹 地 说 ,“ 览 吾 之 编 , 察 吾 苦心 ， 
其 山 我 者 当 百 数 ， 其 笑 我 者 当 于 数 ." 可 见 天 元 术 在 当时 
学 者 中 仍 多 不 理解 ，《 益 古 演 段 》 的 写作 就 有 普及 天 元 术 
的 意思 。 

清 代 学 者 对 李 冶 的 数学 著作 曾 给 以 高 度 的 评价 。 阮 
元 认为 《 测 圆 海 镜 》 是 “中 土 数学 之 宝 书 "， 手 普兰 称赞 它 


是 “中 华 算 书 实 无 有 胜 于 此 者 "。 ( 梅 荣 照 ) 
Licifa 

里 茨 法 (Ritz method) ” 见 里 英 - 加 摩 金 方法 。 
Lici~Jioliaojin fongfo 

里 芯 - 加 雇 金 方法 (Ritz-Galerkin method) 


求解 数学 物理 方程 的 近似 方法 ， 主 要 用 于 椭 贺 型 边 值 问 
题 ，W. 里 茨 于 1908 年 对 此 做 了 开创 性 的 工作 。 这 类 方 
法 从 变 分 原理 出 发 ， 选 定 有 限 个 试探 函数 p1,92，… ,Py， 


用 它们 的 线性 组 合 加 Cr 构造 近似 解 ,从 而 把 问题 归结 


为 确定 组 合 中 的 系数 。 
极 小 值 原理 ”表达 物理 基本 定律 的 一 种 形式 ， 其 表 
达 可 概括 如 下 ， 给 出 一 个 依赖 于 物理 状态 (为 一 函数 》 
的 变量 了 (v)( 数 学 上 称 为 泛 函 ), 同时 给 出 Ju) 的 容许 函 
数 集 V, 即 一 切 容许 取 的 物理 状态 , 则 真实 的 物理 状态 就 
是 V 中 使 1(v) 达 到 极 小 值 的 函数 w。 例 如 弹性 力学 中 著 
名 的 极 小 能 量 原理 的 表述 是 ， 弹 性 体 在 外 力作 用 下 的 平 
衡 位 移 使 总 势能 达到 极 小 。 这 里 ， 总 势能 是 位 移 函 数 的 
泛 函 。 现 讨论 小 变形 的 均匀 弹性 膜 ， 腊 在 区 域 O 上 的 垂 
直 位 移 用 函数 v(x,y) 表 示 ， 假 定 在 边界 99 上 膜 固定 在 
坐标 平面 上 , 即 
zao= 0y (1) 
在 外 力 f(x,y) 作 用 下 弹性 膜 的 总 势能 为 
; 
0 EE) + 人 的 
它 的 容许 函数 集 V 是 满足 边界 条 件 (1) 并 使 积分 (2) 存 在 
的 全 体 函 数 。 由 极 小 能 量 原理 得 出 ， 弹 性 膜 的 平衡 位 移 
4 是 V 中 使 总 势能 (2) 达 到 极 小 的 函数 , 即 
TW =min7(v), (3) 
虚 功 原理 又 称 虚 位 移 原理 ， 在 力学 中 与 极 小 能 量 
原理 同属 变 分 原理 。 它 的 一 般 表述 是 ， 平 衡 系 的 力 对 虚 
位 移 所 作 的 虚 功 为 零 。 在 弹性 膜 的 例子 中 ， 如 果 仍 以 
表示 平衡 位 移 , 则 虚 功 原理 可 表达 为 : 对 所 有 vEV,u 使 


1 富 + 合 +D)wvarw=0 (4) 
2 
成 立 。 变 分 问题 (3) 或 (4) 确 定 的 平衡 位 移 4, 也 是 泊 松 方 
程 第 一 边 值 问题 的 解 , 即 4 满足 
—4u=f, 


ulao=0, 


式 中 4 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 


]-fv}axoy, (2) 


里 英法 ”从 与 微分 方程 问题 等 价 的 极 小 值 原 理 出 
发 ， 选 择 有 限 个 试探 函数 p1,9，,…,px, 在 它们 的 线性 组 


合 吕 com 中 去 技 近似 解 。 一 般 而 言 ,试探 孙 数 gy 须 属于 
容许 函数 集 V。. 把 = 蕊 Cypy 代入 (2), 得 到 


攻 训 G0)= 主 久久 ow cc 加 fc 5) 
式 中 


3p，3p dp ps 
wl + ey, 


f= J 


由 多 元 微分 学 可 推出 极 小 解 次 cy py 的 系数 C} 应 满足 


六 osc la 


故 问题 归结 为 求解 线 代数 方程 组 (6)。 
加 摩 金 法 ”从 虚 功 方程 (4) 出 发 ,把 近似 解 表 为 试探 


函数 gu 9g:,……vgy 的 线性 组 合 访 C7 py, 另 选 定 函 数 y， 


yz，…yw 作 为 (4) 中 的 虚 位 移 ,Y, 也 须 满足 边界 条 件 (1)， 
称 为 检验 函数 。 将 线性 组 合 代 入 虚 功 方程 (4), 得 到 


- gemma 


sN), (6) 


=Jfwaroy (= 12 N)， (7) 
0 

利用 分 部 积分 公式 得 

-ee 全 路: 吕 各 ja 


若 取 w=94s 可 看 出 方程 组 (7) 即 方程 组 (6), 也 就 是 说 这 
时 里 艾 法 与 加 摩 金 法 一 致 。 由 于 检验 函数 的 选择 可 
不 同 于 试验 函数 p,, 另 外， 对 非 自 共 二 问 题 Lu=f 不 存 
在 等 价 的 极 小 值 问 题 ， 但 可 建立 等 价 的 广义 虚 功 方程 


fn, 


加 订金 法 仍 可 用 ， 所 以 加 雇 金 法 是 里 茨 法 的 推广 ， 它 比 
里 获 法 更 灵活 和 广泛 。 

里 茨 -加 雇 金 法 的 有 效 使 用 依赖 于 试探 函数 和 检验 
函数 的 选取 ， 传 统 的 做 法 是 选取 代数 或 三 角 多 项 式 之 类 
的 解析 函数 ， 其 优点 是 ， 对 光滑 解 只 需 很 少 几 个 py, 近似 
解 就 能 达到 很 高 的 精度 。 在 电子 计算 机 出 现 之 前 ， 这 种 
方法 比较 切合 实际 。 但 这 样 选取 的 函数 只 当 区 域 0 的 形 
状 很 特殊 才能 满足 给 定 的 边界 条 件 ， 故 在 应 用 上 受到 很 
大 限制 。 随 着 电子 计算 机 的 出 现 , 产 生 了 有 限 元 方法 , 它 
继承 了 里 茨 -加 摩 金 法 从 变 分 原理 出 发 的 基本 特点 ,但 不 
用 多 项 式 之 类 的 解析 函数 ， 而 是 用 剖 分 插值 的 方法 构造 
试探 函数 和 检验 函数 ， 从 而 使 方法 具有 极 大 的 灵活 适用 
性 ,能 很 好 地 处 理 复杂 的 几何 形状 ,间断 介质 以 及 麻 性 载 


荷 等 情况 , 在 科学 与 工程 的 计算 中 获得 广泛 的 使 用 。 

( 黄 渔 怠 ) 
Liq! 
里 奇 ,G6. (Gregorio Ricci- Curbastro, 1853 一 
1925) 又 译 格雷 戈 里 奥 - 里 奇 - 库 尔 巴 斯 托 罗 。 意 大 
利 数学 家 、 理 论 物 理学 家 ， 张 量 分 析 创 始 人 之 一 。1853 
年 1 月 12 日 生 于 卢 戈 , 1925 年 8 月 6 日 座 于 博洛尼亚 。 
1869 一 1872 年 学 于 罗马 大 学 、 博洛尼亚 大 学 ， 后 转 至 比 
萨 高 等 师范 学 校 ,1875 年 获 博士 学 位 。1877 一 1878 年 在 
幕 尼 黑 学 术 访问 。 1880 年 以 后 一 直 在 帕 多 瓦 大 学 任 数 
学 物理 教授 。 

1884 一 1894 年 里 奇 通过 研究 B. 笨 蝎 、R. 地 普 希 英 
以 及 EE. B. 克 里 斯 托 葛 尔 微分 不 变量 的 理论 ， 荫 发 了 绝 
对 微分 学 〈( 现 称 张 一 分 析 ) 的 思想 。1896 年 发 表 了 内 草 
几何 学 的 论文 ， 使 用 了 绝对 微分 学 ， 进 而 提出 缩 约 张 量 
《里 奇 张 量 ) 的 概念 ， 以 后 成 为 理论 物理 的 重要 工具 。 
1900 一 1911 年 里 奇 和 他 的 学 生 T. 列 维 - 齐 维 塔 进一步 扒 
动 了 这 一 学 科 的 发 展 ,然而 直到 A. 爱 因 斯 坦 在 广义 相对 
论 中 使 用 了 里 奇 理论 之 后 , 张 量 分 析 才 受到 普遍 的 重视 。 

( 梁 宗 巨 ) 

LIsI 

里 斯 ,F.(F.) (Frigyes Frederic Riesz 1880~ 
1956) 。 又 译 黎 兹 ,匈牙利 数学 家 , 泛 函 分 析 创始 人 之 
一 。1880 年 1 月 22 日 生 于 匈牙利 杰 尔 城 ，1956 年 2 月 
28 日 卒 于 布达佩斯 。 父亲 是 物 
理学 家 。 曾 就 学 于 瑞士 苏 黎 士 
理工 科大 学 ,布达佩斯 大 学 , 德 
国 格 丁 根 大 学 ， 最 后 在 布 达 佩 
斯 大 学 获 博士 学 位 。1911 年 任 
教 于 科 洛 斯 堡 大 学 , 1920 年 创 
办 波 尔 约 数学 研究 所 并 兼任 该 
所 机 关 刊 物 《数学 科学 学 报 》 的 
编辑 ， 该 杂志 不 久 就 在 世界 数 
学 杂志 中 占据 了 显著 的 地 位 。 
1946 年 起 任 布达佩斯 大 学 数学 教授 。 他 在 泛 函 分 析 基础 
研究 方面 的 许多 工作 和 波兰 数学 家 S. 巴 拿 林 的 工作 并 
著 。1907 年 他 和 E. 菲 舍 尔 相互 独立 地 得 到 的 著名 的 里 
斯 - 菲 舍 尔 定理 ， 并 明了 L? 可 积 函 数 的 空间 同 平方 和 收 
敛 序列 的 希 尔 伯 析 空 间 等 价 ， 是 早期 量子 论 数 学 理论 基 
础 方面 的 一 个 重大 贡献 。 线 性 泛 函 的 里 斯 表现 定理 是 他 
在 泛 函 分 析 基础 方面 的 又 一 重要 贡献 .他 在 点 集 拓扑 、 遍 
历 理 论 、 正 交 函 数 系 、 侍 里 叶 分 析 、 解 析 函 数 边界 值 问 题 、 
位 势 论 ,函数 逼近 论 、 积 分 方程 、 半 序 向 量 空间 理论 等 方 
面 都 有 建树 。 

里 斯 同时 是 著名 的 教育 家 ， 培 养 了 许多 优秀 的 数学 
家 ,1952 年 他 和 纳 吉 合 著 的 《 泛 函 分 析 教程 ,是 他 根据 多 
年 的 教学 经 验 写成 的 一 本 很 好 的 入 门 教材 。 先 以 法 文 出 
版 ,后 有 英 、 德 等 文 译本 ,中 译本 分 两 卷 于 1963 年 和 1980 
年 出 版 。 ( 程 民 掩 ) 
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Li 


llun Jisuonjl kexue 
理论 计算 机 科学 (theoretical computer sci- 
ence) “信息 加 工 的 数学 理论 , 又 称 为 计算 理论 或 计 
算 机 科学 的 数学 基础 。 

计算 是 信息 加 工 或 信息 活动 的 过 程 。 反 之 ， 在 广泛 
的 意义 上 讲 ,任何 一 种 形式 的 信息 加 工 或 信息 的 活动 ( 包 
括 大 脑 的 思维 活动 中 的 信息 加 工 和 信息 活动 》 都 可 以 看 
作 是 一 个 计算 的 过 程 。 信 息 的 表示 与 信息 的 加 工 要 有 一 
个 物质 载体 ,但 是 并 不 一 定 要 依赖 于 某 一 个 特定 的 载体 。 
不 同 载体 上 的 信息 活动 又 有 其 共性 。 由 于 信息 加 工 的 普 
遍 性 和 相对 于 载体 的 独立 性 ， 以 信息 加 工 为 研究 对 象 的 
理论 计算 机 科学 必然 是 一 门 抽象 的 精密 科学 。 它 广泛 地 
采用 数学 的 方法 ， 因 此 在 某 种 意义 下 可 以 看 成 是 数学 的 
一 个 分 支 。 

理论 计算 机 科学 最 早 的 分 支 是 20 世纪 30 年 代 发 展 
起 来 的 可 计算 性 理论 。 随 着 40 年 代 计算 机 科学 技术 的 迅 
猛 发 展 ,在 60 年 代 前 后 相继 发 展 了 自动 机 与 形式 语言 理 
论 ,程序 设计 和 形式 语义 理论 ,以 及 算法 分 析 与 计算 复杂 
性 理论 。 这 些 学 科 构成 了 目前 理论 计算 机 科学 的 主要 内 
容 。 它 是 一 门 年 轻 的 学 科 , 正在 迅速 地 发 展 。 

可 计算 性 理论 计算 的 本 质 是 什么 ? 什么 样 的 问题 
是 可 计算 的 ? 什么 样 的 问题 是 不 可 计算 的 ? 这 些 应 当 算 
作 是 理论 计算 机 科学 中 最 根本 的 问题 。 谈 论 问题 的 可 计 
算 性 ,总 是 就 一 个 问题 类 而 言 的 ,而 这 个 问题 类 中 原则 上 
应 包含 无 穷 多 个 个 别 问题 比如 说 , 求 两 数 的 乘积 就 是 一 
个 问题 类 ， 求 3 与 7 或 4 与 6 的 乘积 则 是 这 类 问题 中 的 
一 些 个 别 问题 ,说 乘法 是 可 计算 的 ,意思 是 能 够 给 出 一 个 
统一 的 机 械 的 办 法 去 解决 这 个 问题 类 中 的 任何 问题 。 所 
谓 一 个 统一 的 机 械 的 办 法 至 少 应 该 是 ，@ 每 一 步 都 是 完 
全 确定 的 。 回 每 一 步 都 是 机 械 地 可 执行 的 。@@ 在 有 限 步 
之 内 得 到 答案 。@@ 这 个 统一 的 办 法 本 身 有 一 个 有 穷 的 描 
述 。 这 些 条 件 要 求 计算 是 一 个 严格 精确 的 过 程 。 但 这 些 
条 件 本 身 却 是 很 不 精确 。 为 了 精确 地 刻画 计算 的 过 程 ， 
A, M, 图 灵 提 出 了 一 个 计算 的 数学 模型 ， 后 来 被 称 为 图 
灵机 器 。 这 个 机 器 由 一 个 有 穷 的 控制 器 和 一 条 两 边 无 限 
长 的 带 组 成 , 带 上 分 成 一 串 方 格 , 每 格 中 可 以 写 上 一 个 符 
号 。 控 制 器 有 一 个 读 写 头 指向 带 上 某 方 格 ， 可 读 到 格 中 
的 符号 ,并 把 它 改写 成 另 一 个 符号 ,还 可 以 左 移 或 右 移 一 
格 。 有 穷 控制 器 在 任何 时 刻 都 处 在 有 穷 多 个 状态 中 的 某 
个 状态 。 它 总 是 根据 目前 所 处 的 状态 9 E@) 和 读 到 的 符 
号 a( E32) 决 定 把 这 个 符号 改写 成 什么 符号 bLE 3) 和 自 
已 该 转 入 哪个 状态 9(E@) 以 及 读 写 头 是 否 向 左 移 一 格 
( 工 ) 或 向 右 移 一 格 (R) 或 停留 不 动 (8)。 如 果 开始 计算 时 
机 器 处 于 开始 状态 qo, 并 把 要 计算 的 问题 放 在 带 上 ,让 机 
器 一 步 一 步 地 执行 下 去 ， 最 后 在 带 上 就 应 该 得 到 计算 的 
答案 。 机 器 的 有 穷 控制 可 以 用 列表 的 方法 表示 ， 表 中 的 
每 一 项 都 有 

gq,a>q,b,D 

的 形状 , 其 中 DD 为 R,L,S 之 一 。 这 个 表 就 是 所 谓 的 统一 
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的 机 械 的 办 法 ,也 就 是 程序 。 

图 灵机 器 还 可 以 推广 成 具有 多 条 带 的 图 灵机 器 。 这 
时 它 有 一 条 输入 带 ,一 条 输出 带 , k 条 工作 带 。 每 条 带 上 
有 一 个 读 写 头 联 向 有 穷 控 制 。 它 根据 当前 状态 以 及 输入 
带 和 K 条 工作 带 上 目前 被 扫描 的 符号 ， 决 定 下 一 步 应 转 
到 什么 状态 ， 应 该 在 k 条 工作 带 上 和 输出 带 上 写 下 什么 
符号 ,以 及 各 个 读 写 头 的 移动 方向 。 

图 灵 在 设计 了 上 述 的 单 带 的 模型 后 提出 ， 凡 是 可 计 
算 的 函数 都 可 以 用 这 样 一 个 机 器 来 实现 。 这 就 是 著名 的 
图 灵 论题 。A. 丘 奇 在 提出 入 演算 时 也 说 , 可 计算 的 函数 
都 是 入 可 定义 的 ,这 就 是 丘 奇 论题 。 而 后 S. C. 克 林 证 明 
这 两 个 论题 是 等 价 的 ， 以 后 称 之 为 图 灵 - 丘 奇 论题 。 这 
一 论题 本 身 是 不 能 用 数学 方法 加 以 证 明 的 ， 只 能 够 为 历 
史 所 检验 。 半 个 世纪 以 来 ， 数 学 家 提出 的 各 种 各 样 的 合 
理 的 计算 模型 都 被 证 明 是 和 图 灵机 器 等 价 的 。 这 一 论题 
已 被 当 作 公理 一 样 地 使 用 着 ， 它 不 仅 是 计算 机 科学 的 基 
础 ,也 是 整个 数学 的 基石 之 一 。 

给 了 一 个 有 穷 字母 表 2 了 后 , 它 上 面 所 有 “ 字 ”( 字 母 的 
有 限 序列 ) 的 集合 记 为 于 。3+ 的 任何 子 集 工 (三 中) 称 为 
卫 上 的 一 个 语言 。 如 果 有 一 个 图 灵机 T， 使 得 对 于 任何 
输入 字 wE 8, 都 在 有 穷 步 之 内 停机 ,并 且 停机 时 ,T 处 
于 一 个 特殊 的 接受 状态 @ 当 且 仅 当 wEL， 就 说 工 是 可 
判定 的 。 如 果 有 一 个 图 灵机 T， 从 空白 带 开始 无 穷 地 运 
行 下 去 ,可 以 把 工 中 的 字 一 个 不 漏 也 不 多 余地 写 在 带 上 ， 
就 说 工 是 可 枚 举 的 。 

可 判定 的 语言 一 定 是 可 枚 举 的 。 因 为 如 果 工 中 的 每 
个 字 可 判定 ,就 可 以 依次 把 属于 工 的 字 枚 举 出 来 。 另 外 ， 
工 是 可 判定 的 当 且 仅 当 工 和 工 在 路 中 的 补 集 绕 一 L 都 是 
可 枚 举 的 。 因 为 若 工 可 判定 , 则 型 一 当然 可 判定 ,因而 
都 是 可 枚 举 的 。 逆 之 , 若 工 和 路 一 L 都 可 枚 举 , 则 不 难 同 
时 运行 两 台 机 器 ,分 别 枚 举 工 和 琴 一 工 中 的 字 , 于 是 任何 
输入 字 w， 迟 早 总 会 被 其 中 一 台 枚 举 出 来 。 因 此 总 能 判 
定 w 是 属于 工 还 是 不 属于 工 。 

不 难 证 明 ， 图 灵机 的 字母 表 卫 中 的 元 素 的 多 少 是 无 
关 紧 要 的 。 一 般 讲 ,有 两 个 字母 {0,1} 再 加 上 空格 就 足够 
了 。 每 个 图 灵机 了 的 程序 总 可 以 用 0,1 来 编码 , 记 为 Cr。 
了 从 空 带 开始 运行 , 枚 举 出 某 些 0,1 上 的 字 。 那么 存在 两 
种 相反 的 可 能 性 ， 

Q@ 7 终究 会 枚 举 出 Cr 

回 了 永远 不 枚 举 出 Cr。 

把 所 有 满足 条 件 (2) 的 Cr 放 在 一 起 ,构成 集合 工 一 {CzlT 
不 枚 举 Cz}。 可 以 断定 也是 不 可 枚 举 的 。 因 为 若 不 然 , 则 
有 一 个 图 灵机 T。 枚 举 民 。 设 T。 本 身 的 编码 是 Cro。 那 么 ， 
T。 是 否 能 枚 举 出 Cr。 呢 ? 如 果 Te 枚 举 Cr， 则 Cz 应 属 
于 工 ,于 是 Te 不 应 该 枚 举 Cros 蔬 盾 。 反 之 , 如 果 T 不 枚 
举 Cr,, 则 Cr。 属于 工 ,于 是 Te 又 应 该 枚 举 Cr 同样 得 到 
矛盾。 所 以 , 枚 举 工 的 图 灵机 Te 是 根本 不 能 存在 的 。 换 
言 之 民 不 是 可 枚 举 的 ,因此 更 不 可 判定 。 以 上 的 证 明 方 
法 叫做 对 角 线 方法 。 


由 工 的 不 可 判定 性 出 发 ， 可 以 得 到 许多 数学 问题 的 
不 可 判定 性 。 例 如 ,停机 问题 不 可 判定 ,波斯 特 字 的 对 应 
问题 不 可 判定 , 群 上 字 的 问题 不 可 判定 , 希 尔 伯 特 第 10 问 
题 (代数 不 定 方程 是 否 有 解 问题 ， 见 希 尔 伯 特 数学 问题 ) 
不 可 判定 等 等 。 具 有 加 法 和 乘法 的 算术 是 不 可 判定 的 , 即 
不 能 判定 任 一 给 定 的 算术 命题 是 否 为 一 条 定理 。 谓 词 逻 
辑 ( 见 一 阶 远 辑 ) 也 是 不 可 判定 的 。 

自动 机 与 形式 语言 理论 一 个 图 灵机 器 可 以 看 作为 
在 某 种 环境 下 工作 的 一 个 有 穷 控制 器 。 它 的 环境 包括 输 
入 ,输出 带 和 上 条 工作 带 。 如 对 环境 作 某 些 限制 ,就 可 得 
到 各 种 名 样 的 自动 机 。 

如 果 限 制 工作 带 的 总 长 不 超过 输入 字 的 长 度 ， 就 得 
到 线性 有 界 自动 机 :限制 工作 带 的 数目 k= 1, 输 入 带头 只 
许 向 右 移动 ,并 且 工 作 带头 右 方 的 符号 不 保留 ,就 得 到 栈 
自动 机 ;限制 输入 输出 带头 都 只 能 向 右 移动 ,并 且 没 有 工 
作 带 ， 就 得 到 有 穷 自动 机 。 栈 自动 机 如 果 要 读 工作 带 上 
的 一 个 符号 ， 就 必须 把 其 右 的 符号 全 部 丢掉 。 这 就 好 象 
要 从 子弹 夹 里 取出 一 颗 子弹 就 必须 先 把 它 上 面 的 子弹 全 
部 拿 走 一 样 。 如 果 把 工作 带 画 成 一 个 子弹 夹 ， 栈 自动 机 
的 工作 方式 如 图 1 所 示 。 

一 个 有 穷 自动 机 的 工作 方式 则 如 图 2 所 示 。 


输入 带 


输出 带 


( 夫 壳 H ) 范 


图 1 栈 自动 机 工作 方式 示意 图 


图 2 有 穷 控 制 器 工作 方式 示意 图 


如 果 有 穷 控制 器 在 任何 一 个 时 刻 ， 它 的 下 一 动作 都 
是 完全 确定 的 ,就 说 它 是 确定 型 的 。 否 则 ,如 果 存 在 若干 
种 可 能 的 选择 ,就 叫做 非 确定 型 的 。 

自动 机 常 作为 一 个 语言 接受 器 来 研究 ， 这 时 ， 输 出 
带 没有 什么 意义 。 自 动机 有 若干 个 接受 状态 。 对 于 确定 
型 的 自动 机 而 言 ,给 了 输入 字 也 以 后 ,机 器 一 步 步 动作 下 
去 ,如 果 机 器 最 后 停机 并 且 停 在 一 个 接受 状态 ,就 说 机 器 
接受 了 字 ww, 否 则 就 说 机 器 拒绝 了 w。 所 有 被 机 器 接受 的 
字 的 集合 称 为 机 器 接受 的 语言 。 对 于 非 确定 型 的 自动 机 


而 言 ， 就 存在 着 不 同 的 计算 路 径 的 选择 。 有 的 路 通 向 一 
个 接受 的 状态 ， 有 的 则 不 然 。 这 时 如 何 定义 机 器 的 接受 
与 否 ,有 不 同 的 方式 。 

一 种 最 自然 的 方式 就 是 ， 只 要 存在 一 条 通 向 某 接受 
状态 的 路 ， 就 算 机 器 接受 了 输入 , 这 种 方式 一 般 叫 做 ( 狂 
义 的 ) 非 确定 型 。 也 可 以 这 样 来 规定 ， 当 所 有 的 路 都 通 
向 某 个 接受 状态 时 才 算 机 器 接受 了 输入 ， 这 种 方式 叫 合 
取 型 。 还 可 以 把 所 有 的 状态 分 成 甲乙 两 类 ， 如 果 机 器 在 
甲 类 状态 有 几 种 可 能 的 选择 ， 则 只 要 求 存在 一 种 接受 的 
选择 ， 如 果 在 乙 类 状态 有 几 种 可 能 的 选择 ， 则 要 求 所 有 
的 选择 都 是 接受 的 ， 这 种 混合 情况 称 为 交错 型 。 还 可 以 
这 样 规定 ， 凡 碰 到 有 多 种 可 能 选择 的 情况 就 用 某 种 随机 
的 办 法 (例如 振 般 子 ) 来 确定 一 个 选择 ， 若 这 样 计算 下 去 
达到 一 个 接受 状态 的 概率 大 于 1/2 就 认为 机 器 接受 w。 否 
则 ,从 接受 概率 不 大 于 1/2 可 推出 接受 概率 为 0, 机 器 拒 
绝 w。 这 种 类 型 叫 随机 型 。 合 取 型 ,交错 型 .随机 型 等 也 都 
是 非 确定 型 。 但 一 般 说 , 非 确定 型 常 指 狭义 的 非 确定 型 。 

自动 机 在 另 一 个 方向 上 的 推广 ， 就 是 多 个 自动 机 组 
合成 大 的 自动 机 ,其 中 各 个 部 分 都 在 不 断 地 并 行 工作 。 这 
种 自动 机 的 研究 对 于 并 行 计算 和 模拟 生命 现象 很 有 意 
义 。 硬 件 可 修改 机 器 (HMM) 是 一 个 有 趣 的 例子 。 

HMM 起 初 只 有 一 个 细胞 ， 它 可 以 发 育成 许多 个 互 
相 联结 在 一 起 的 细胞 群 。 每 个 细胞 都 是 一 个 完全 一 样 的 
有 穷 自动 机 ,每 个 细胞 在 任何 时 候 都 处 于 某 个 状态 9€ @， 
这 里 是 一 个 有 穷 的 状态 集合 。 每 个 细胞 有 上 个 突 触 ， 
联 向 它 的 “邻居 "， 也 可 以 联 向 自己 。 根 据 它 自身 的 状态 
以 及 它 的 邻居 的 状态 ,每 个 细胞 可 以 做 下 面 几 件 事情 ， 

@ 改变 到 某 个 新 状态 ， 

@ 把 自己 的 突 名 从 现在 的 某 邻 居 移 到 该 邻居 的 某 
个 邻居 (因此 变 成 新 的 邻居 )， 

@@ 若 有 某 个 突 触 指向 自己 则 可 以 分 裂 出 一 个 和 自 
己 完 全 一 样 的 "儿子 ", 把 该 突 触 指向 儿子 ,儿子 的 所 有 突 
触 指向 自己 ,并 令 儿 子 处 在 某 特定 状态 。 

如 果 把 HMM 当 作 一 个 计算 模型 ， 可 以 假定 输入 的 
字符 串 是 放 在 一 棵 二 又 树 的 叶子 上 (图 3)， 这 棵 二 叉 树 
的 每 个 结 点 《图 中 用 轿 表 示 ) 都 是 一 个 “ 死 的 "HMM 细 


图 3 HMM 模型 示意 图 


箭头 表示 ) 都 不 变化 。 只 有 树 根 上 《图 的 下 方 ) 联 着 的 那 
个 细胞 是 “ 活 的 ", 可 以 发 展 成 许多 细胞 ,并 且 把 自己 的 突 
和 触 伸 到 树叶 上 (图 的 上 方 ) 去 读 取 输 入 信息 。 

HMM 是 具有 很 强 功能 的 一 种 模型 。 如 果 取 消 它 的 
第 二 种 功能 ,再 加 以 种 种 限制 , 就 得 到 各 种 工 系统 , 在 描 
述 生 命 的 发 展 过 程 时 很 有 用 处 。 如 果 取 消 它 的 第 
两 种 功能 ， 并 且 假定 整个 的 细胞 网 络 的 编码 由 一 架 图 灵 
机 给 出 ,并 且 每 个 细胞 都 是 某 个 逻辑 门 ,就 得 到 聚合 的 模 
型 。 把 它 布线 在 平面 上 就 得 到 超大 规模 集成 电路 (VLSI) 
的 模型 。 如 果 在 某 一 维 数 的 空间 格子 上 布线 ， 且 假定 只 
有 相 邻 的 格子 才 有 联系 ,就 得 到 各 种 细胞 自动 机 的 模型 。 

和 自动 机 理论 密切 相关 的 是 形式 语言 理论 的 研究 。 
1956 年 N. 乔 姆 斯 基 创 立 了 形式 语法 。1960 年 算法 语言 
ALGOL-60 的 报告 使 用 了 巴 科斯 范式 (BNF) 来 描述 。 此 
后 形式 语言 学 的 研究 便 茵 勃发 展 了 起 来 。 

在 形式 语言 学 中 ,一 个 语法 G 由 四 部 分 组 成 G=( 了 ， 
V,S,P), 其 中 了 是 字母 表 ;V 是 和 了 不 相交 的 变 元 表 ;3 是 
V 中 的 一 个 变 元 , 称 为 初始 符号 ; P 是 一 组 产生 式 , 每 个 
产生 式 都 有 形状 a->p, 其 中 a 和 B 都 是 混合 字母 表 了 UV 
上 的 一 个 字 ,a 至 少 要 含有 V 中 的 一 个 变 元 , 而 8 可 以 是 
长 度 为 0 的 空 字 ,a->p 意 为 用 8 来 代 换 a。 这 种 语法 称 为 
一 个 0 型 文法 。 下 面 是 语法 的 一 个 例子 ， 

B={abs 7 )s+ sn), 

V={S}， 

P={S»>(S), S>S+S, S>S#*S, S>a, S—>b}。 

从 初始 符号 S 出 发 ,不 断 用 产生 式 代 换 ,一 直到 全 部 
由 中 的 字母 组 成 ， 就 得 到 一 个 了 上 的 字 。 下 面 是 一 种 
可 能 的 代 换 过 程 ， 

SS¥S—>S#(S)->S#(S+S) 
>an(S+S)—>a# (b+S)->a# (b+a), 
所 有 能 这 样 推演 出 来 的 字 就 构成 了 一 个 语言 ， 叫 做 该 语 
法 所 生成 的 语言 。 

如 果 限 制 8 的 长 度 不 小 于 «的 长 度 ， 则 得 到 1 型 语 
法 (又 称 上 下 文 有 关 语 法 ); 若 限制 < 仅 由 一 个 变 元 组 成 ， 
则 得 到 2 型 语法 (又 称 上 下 文 无 关 语法 )， 若 再 进一步 限 
制 产 生 式 右 端 的 8 为 oB 或 4 的 形式 , 其 中 aE 2,BEV， 
则 得 到 3 型 语法 (又 称 正规 语法 )。 由 0、1、2、3 型 语法 所 
生成 的 语言 分 别称 为 0.1、2、3 型 的 语言 。 它 们 怡 愉 是 图 
灵机 器 , 非 确定 线性 有 界 自 动机 、 非 确定 栈 自动 机 、 有 穷 
自动 机 接受 的 语言 。 

各 类 语言 可 以 作 各 种 代数 运算 .例如 , 求 交 (Lin La)。 
求 并 (DiUL:), 求 补 (2~ 工 ), 克 林 闭 包 , 同 态 , 代 换 ， 商 ， 
等 等 。 研 究 各 类 语言 在 代数 运算 下 的 封闭 性 是 形式 语言 
理论 中 的 一 个 方向 。 

给 定 了 一 个 语法 之 后 ， 自 然 要 问 它 是 否 具有 某 种 性 
质 。 例如 两 个 语法 是 否定 义 了 同一 个 语言 ? 对 于 0、1、2 
型 语法 ,这 一 问题 是 不 可 判定 的 ,但 对 3 型 语法 则 是 可 判 
定 的 。 在 这 一 方向 上 有 丰富 的 成 果 。 

对 于 自动 机 和 形式 语言 的 研究 ， 已 形成 了 一 些 抽象 
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的 代数 理论 ,例如 自动 机 的 半 群 理论 、 范畴 理论 等 等 , 并 
取得 了 一 些 积极 的 成 果 。 
程序 设计 方法 与 形式 语义 学 ”为 了 达到 某 种 目的 ， 
如 何 编 出 一 个 程序 ? 编 出 程序 以 后 又 如 何 证 明 该 程序 的 
确 能 达到 预期 的 目的 ? 这 是 一 个 在 实践 中 具有 十 分 重要 
意义 的 问题 。 例 如 要 求 非 负 整数 x。 和 y。 的 最 大 公 因 子 ， 
可 以 采用 下 面 的 程序 : 
input (Xo,yo); 
(x eTo, Yo)s 
more: if x=0 then goto enoughy 
if yx then yy—x else (x,y)*(Yy,X)y 
goto morei 
enough: output(y)。 
符号 (x*,y)<-(x。sy。) 的 意思 是 同时 把 x。 和 的 值 
赋 给 x 和 y。 因 此 若 一 开始 (x。,y。)=(6,10), 那 么 (Xx,y) 
的 变化 情况 为 (6,10)->(6,4)->(4,6)->(4，2)->(2,4)-> 
(2,2) 一 (2,0)~(0,2)。 最 后 输出 ! 一 2， 它 是 6 和 10 的 
最 大 公 因子 。 但 这 个 程序 为 什么 总 能 给 出 x 和 加 的 最 
大 公 因 子 并 不 是 很 显然 的 。 另 一 方面 , 若 把 其 中 
if y>x then eg 一 else(x,y) (YX) 
改 为 
if y>x then yy—x else xex—y 
程序 就 不 再 是 正确 的 。 这 是 因为 对 于 某 些 输入 而 言 ， 程 
序 不 停机 。 而 这 一 点 也 不 是 立即 可 以 看 出 来 的 。 因 此 程 
序 的 正确 性 需要 证 明 。 
所 谓 证 明 程 序 正确 ,就 是 要 证 明 , 若 程 序 乙 的 输入 满 
足 某 种 输入 断言 ， 则 经 过 P 作用 之 后 的 输出 满足 某 个 输 
出 断言 。 在 上 面 的 例子 中 , 输入 断言 可 表示 为 
2>0 并 且 Vo>0 并 且 (yo#0 或 如 六 0)。 
输出 断言 可 表示 为 
y—max{u:u| xo,u| Yo} 
为 了 证 明 上 面 程序 的 正确 性 ， 在 标号 more 处 引进 
一 个 不 变 的 性 质 ， 
xz>0 并 且 4>0 并 且 (z 关 0 或 1 关 0) 并 且 
max{u:u|x,uly} =max{u:ul xo,u|yo} 
然后 用 归纳 法 证 明 每 次 程序 执行 到 more 时 ,上 面 的 不 变 
式 都 成 立 。 因 而 , 执行 到 enowgh 时 ,就 满足 输出 断言 。 如 
果 能 证 明 上 面 的 程序 的 确 会 停机 ,就 证 明了 它 的 正确 性 。 
数理 逻辑 对 于 程序 设计 方法 的 应 用 主要 有 下 面 四 个 
方面 ， 
@ 程序 正确 性 证 明 ; 
@ 停机 证 明 证 明 一 个 程序 终于 会 停机 ; 
@ 程序 展开 从 给 定 的 输入 输出 断言 出 发 , 逐渐 构 
造 出 一 个 正确 的 程序 ， 
图 程序 优化 ”从 一 个 给 定 的 程序 出 发 ,构造 出 一 个 
等 价 的 但 更 优 的 程序 。 
以 上 各 方面 的 研究 对 程序 设计 的 理论 和 实践 都 有 着 
非常 积极 的 意义 。 但 是 另 一 方面 ,由 于 开 , 相 德尔 的 不 完 
备 性 定理 ,以 及 不 可 判定 性 的 结果 ,以 上 问题 的 彻底 解决 


是 非常 困难 的 甚至 是 不 可 能 的 。 它 们 的 困难 程度 可 从 下 
面 的 例子 看 出 来 。 

input (x), 

while x#1 do, 

1f even (x) then x<«x/2 else x«3x+1; 
output ( 工 )。 

也 就 是 说 ,如 果 整 数 x 是 偶数 则 除 以 2, 否 则 乘 3 再 加 1。 
对 于 小 于 3x10* 的 所 有 的 数 , 可 以 知道 最 后 的 x 都 会 变 
成 1 而 停机 。 但 是 尚 不 知道 ， 上 面 的 程序 是 否 对 于 任意 
的 都 会 终止 (x 变 成 1)。 

为 了 证 明 程序 的 正确 性 ， 对 程序 的 性 质 作 深入 的 研 
究 ， 还 发 展 了 形式 语义 学 。 形 式 语义 学 目前 主要 有 操作 
语义 学 ,指称 语义 学 ,代数 语义 学 和 公理 语义 学 等 分 支 。 

操作 语义 学 把 语言 的 语义 看 做 是 在 计算 系统 中 所 执 
行 的 某 种 操作 。 这 种 操作 应 当 被 理解 为 在 一 种 标准 的 抽 
象 的 机 器 上 执行 的 ， 而 不 依赖 于 一 个 特定 的 机 器 。 以 算 
术 表 达 式 的 求 值 为 例 ,就 是 假定 了 一 个 抽象 机 器 , 它 有 栈 
区 、 环 境 区 和 控制 区 三 个 存储 区 。 把 这 三 个 区 中 的 内 容 
用 两 个 竖 杠 分 开 ,再 用 括号 括 起 来 ,就 表示 了 机 器 的 一 个 
状态 。 例 如 

< 11,2,5| (x + Xx) x> 
表示 栈 区 为 空 ,环境 区 有 数据 1,2,5 分 别 代表 x ,x 和 zx 
的 当前 值 ， 控 制 区 放 有 符号 串 (zx,+ x:)sxs。 算 术 表 达 式 
求 值 的 语义 可 由 下 面 四 大 类 状态 转移 规则 给 出 ， 
Q@® StlEl(e, op e3),C»3 St|Ele,e,0p,C», 
《St| 卫 |el op e1,C)D St|Ele ,es,0p,C>, 

@ 《St|Eln,C> 一 (asSt|IBIC>， 

©@ st|Elx,C3 eSt|ElC>, 

图 n,m,stlElop,C)3m op 1,St|EIC>. 

其 中 St,E,C 分 别 代 表 栈 区 ,环境 区 和 控制 区 中 的 某 些 内 
容 。 第 一 个 式 子 表示 , 若 控制 区 的 第 一 串 符号 是 (ei,0p， 
ez) 或 ea op ez 的 形状 ,其 中 elyez 是 表达 式 ,op 是 运算 符 ， 
那么 把 它 拆 开 成 evez*op 三 串 符号 , 放 在 控制 区 的 前 面 ， 
其 余 内 容 不 动 ; 第 二 个 式 子 说 , 若 控制 区 的 第 一 个 符号 串 
是 某 个 自然 数 n, 则 把 该 自然 数 的 表示 2 送 入 栈 区 的 第 
一 个 位 置 ; 第 三 个 式 子 说 , 若 控 制 区 的 第 一 个 符号 串 是 变 
元 x4, 则 把 环境 区 中 第 i 个 值 ae 放 入 栈 区 (因为 它 代表 x 
的 当前 值 ); 最 后 一 个 式 子 说 , 若 控 制 区 的 第 一 串 符号 是 
某 运算 符 op, 则 把 栈 区 中 前 两 个 值 mn 和 z 作 相应 的 运算 ， 
得 到 值 mopn 一 k, 把 k 放 入 栈 区 第 一 个 位 置 。 


上 面 例子 的 相应 操作 如 下 : 
《4112,51(xi 十 za)exs》 
> 11,2,5| (xX + x2),X3,#> 
6 11,2,5|X1 X25 + X34》 

S11,2,5|x2s+ x3,#) 

S21 |1,2,5|+ 5X) 
S63 11,2,5|x3,%> 
05,3 |1,2,5|#> 
S315 |1,2,5|>。 
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意 为 表达 式 (zi+ za)wzs 在 环境 区 =1,X, 一 2,x%， 一 5 下 语 
义 为 执行 上 述 一 系列 的 操作 ,最 后 得 到 15。 

在 操作 语义 学 中 ,如 果 操作 的 次 序 不 同 ,尽管 操作 的 
结果 相同 ， 也 被 认为 具有 不 同 的 语义 。 但 在 指称 语义 学 
中 ， 结 果 相同 就 认为 具有 相同 的 语义 。 所 以 指称 语义 学 
只 是 关心 语句 引起 的 状态 的 改变 ,如 果 用 Statements 表 
示 所 有 语句 的 集合 ,语义 就 是 一 个 从 Statements 到 状态 
集合 State 的 改变 之 间 的 映射 ,也 即 一 个 映射 C， 

C: Statements->(State->State)。 

用 代数 方法 和 公理 化 方法 研究 形式 语义 ， 又 形成 了 
代数 语义 学 和 公理 语义 学 。 以 上 四 种 语义 虽然 已 取得 了 
很 大 进展 ,但 是 ,只 有 操作 语义 学 可 以 较 好 地 描述 程序 的 

复杂 性 理论 和 算法 分 析 ”可 计算 性 理论 在 逻辑 上 的 
进一步 发 展 ， 就 是 计算 复杂 性 理论 。 著 名 的 图 灵 - 丘 奇 
论题 说 ,凡是 合理 的 计算 模型 都 是 等 价 的 , 即 一 个 模型 能 
计算 的 ,在 别 的 模型 下 也 能 计算 ,否则 都 不 可 计算 。 但 是 
对 于 一 个 问题 类 而 言 ,只 知道 能 不 能 计算 是 很 不 够 的 ,更 
有 实际 意义 的 是 要 知道 计算 需要 多 少时 间 ， 多 大 的 内 存 
等 等 。 由 此 产生 了 计算 复杂 性 理论 和 算法 分 析 。 

计算 所 需 的 时 间 、 存 储 大 小 等 等 都 算 为 资源 。 严 格 
地 讲 ， 每 一 种 资源 的 定义 都 依赖 于 一 个 计算 模型 。 各 种 
计算 模型 的 资源 的 定义 虽 不 一 样 ， 但 是 主要 的 有 三 种 。 

@ 串 行 时 间 简称 时 间 ， 它 是 计算 过 程 中 的 总 运 
算 量 。 也 即 把 计算 分 成 一 些 原始 的 步骤 ， 完 成 这 此 步骤 
所 需 的 总 时 间 。 

@ 空间 它 是 为 了 保存 计算 的 中 间 结果 所 需 地 盘 
的 大 小 。 例 如 在 计算 时 用 一 块 黑板 来 打 草稿 ， 假 定 每 一 
单位 黑板 面积 可 以 写 一 个 符号 , 且 可 以 擦 掉 重 写 ,空间 就 
相当 于 打 草 稿 所 需 的 黑板 面积 。 

图 并 行 时间 ” 即 并 行 计算 所 需 的 时 间 。 也 即 多 人 或 
多 机 协同 计算 ,解决 一 个 问题 所 需要 的 时 间 。 

复杂 性 总 是 对 于 一 个 特定 的 问题 类 来 讨论 的 ， 其 中 
包括 无 穷 多 个 个 别 问题 ， 有 大 有 小 。 例 如 对 矩阵 乘法 这 
一 问题 类 而 言 ， 相 对 地 说 100 阶 答 阵 相 乘 就 是 一 个 较 大 
的 同 题 ,而 二 阶 甜 阵 相 乘 则 是 个 较 小 的 问题 ,6 所 以 可 以 把 
阶 n 作为 衡量 问题 大 小 的 尺度 。 但 是 最 一 般 地 ,是 把 输入 
的 总 长 度 n 作 为 问题 大 小 的 尺度 。 因 此 , 当 给 定 一 个 算法 
以 后 ,计算 一 个 大 小 为 n 的 问题 所 需 的 时 间 , 空 间 等 就 可 
以 表 为 n 的 函数 。 这 个 函数 就 叫做 该 算法 的 时 间或 空间 
的 复杂 性 之 度量 ,或 称 为 复杂 度 。 严 格 地 讲 , 它 是 这 个 特 
定 的 问题 类 在 某 一 特定 计算 模型 中 的 某 一 算法 下 的 复杂 
度 。 当 要 解决 的 问题 越 来 越 大 时 ,时 间 、 空 间 等 资源 的 耗 
费 将 以 什么 样 的 速率 增长 ， 也 即 当 n 趋 于 无 穷 时 这 个 函 
数 增长 的 阶 是 什么 ? 这 就 是 复杂 性 理论 所 关心 的 问题 。 

在 计算 同一 个 问题 类 时 ， 算 法 有 好 坏 之 别 。 例 如 要 
判定 一 个 具有 个 顶点 的 无 向 图 中 有 没有 回路 ， 早 期 的 
算法 所 需 的 空间 复杂 度 为 S(n) O(log? n), 但 是 后 来 设 
计 了 更 精细 的 算法 , 它 的 空间 复杂 度 只 有 O(log n)。 这 说 
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明 O(log* n) 只 是 早期 算法 的 空间 复杂 度 , 而 并 非 这 个 同 
题 本 身 的 内 在 复杂 度 。 或 者 说 O(log? mn) 只 是 回路 问题 空 
间 复 杂 度 的 一 个 上 界 ， 而 O(log n) 则 是 一 个 新 的 更 好 的 
上 界 。 对 于 回路 问题 , 任何 算法 都 至 少 需要 正比 于 log n 
的 工作 空间 。 这 就 是 说 ， 对 于 任何 算法 ,空间 复杂 度 
Sln) 一 Q(logn)。 因 此 可 以 认为 0(log n) 是 回路 问题 空间 
复杂 度 的 一 个 下 界 。 问 题 内 在 的 复杂 度 介 于 上 界 和 下 界 
之 间 。 在 这 个 例子 中 ， 二 者 重合 了 。 因 此 可 以 说 回路 问 
题 的 空间 复杂 度 正 比 于 log n, 记 为 S(n)=8(logn)。 

又 如 两 个 nt 位 二 进 整 数 的 乘法 在 多 带 图 灵机 模型 
下 ， 一 般 的 算法 需 时 O(m)。 但 改进 的 算法 可 以 达到 
Oln'*5)。 现 在 最 好 的 算法 可 以 达到 O(n log nlog log n)。 
如 果 采 用 存储 可 修改 机 器 做 模型 , 则 可 以 达到 O(n)。 可 
以 看 出 一 个 问题 的 内 在 计算 复杂 性 还 因 计算 模型 的 不 同 
而 有 高 低 。 

较为 重要 而 且 具 有 特色 的 计算 模型 主要 有 多 带 图 灵 
机 器 ,多 带 多 维 多 头 图 灵机 器 ,硬件 可 修改 机 器 (HMM) ， 
随机 存 取 机 器 (RAM)， 并 行 随机 存 取 机 器 (PRAM), 向 
量 机 器 ,VLSI, 等 等 然而 没有 一 个 适合 一 切 问题 的 统一 
的 模型 。 这 样 ， 复 杂 性 的 问题 有 没有 一 个 相对 统一 的 标 
准 呢 ? 相似 性 原理 解答 了 这 一 问题 。 按 此 原理 ， 计 算 一 
个 问题 类 使 用 的 并 行 时 间 、 空 间 和 串 行 时 间 的 复杂 程度 
在 所 有 理想 的 计算 模型 中 都 没有 本 质 的 差异 。 用 数学 语 
言 来 说 ， 各 种 模型 不 仅 可 以 相互 模拟 而 且 模拟 者 所 需 的 
并 行 时 间 、 空 间 和 串 行 时 间 都 分 别 不 超过 被 模拟 者 需 用 
的 并 行 时 间 、 空 间 和 串 行 时 间 的 一 个 多 项 式 。 所 以 在 只 
差 一 个 多 项 式 的 范围 内 ， 复 杂 性 还 是 有 其 客观 依据 而 是 
不 依赖 于 模型 的 。 对 于 上 面 提 到 的 各 种 模型 ， 以 及 各 种 
计算 类 型 ,相似 性 原理 已 被 证 明 是 正确 的 。 

对 于 串 行 计算 模型 都 可 以 定义 一 个 虚拟 的 并 行 时 
闻 , 叫 做 巡回 所谓 巡 回 ,是 指 计算 过 程 中 的 周 相 数 。 而 一 
个 周 相 则 是 计算 过 程 中 的 一 个 阶段 ， 在 此 阶段 中 新 计算 
出 来 记 在 工作 空间 上 的 信息 不 准 在 同一 阶段 内 被 读 到 。 
例如 ,对 于 多 带 图 灵机 器 而 言 ,一 个 周 相 就 是 工作 带头 不 
改变 方向 的 一 段 时 间 。 所 以 巡回 相当 于 工作 带头 改变 方 
向 的 总 次 数 。 因 此 可 以 说 ， 一 个 问题 类 有 快速 的 并 行 算 
法 当 且 仅 当 它 有 一 个 具有 小 的 巡回 数 (虚拟 并 行 时 间 ) 的 
串 行 算法 。 另 外 并 行 时间 和 空间 之 间 具 有 某 些 对 称 的 性 
质 。 例 如 可 以 证 明 ， 它 们 之 间 是 多 项 式 相关 联 的 。 所 以 
说 ， 一 个 问题 类 有 一 个 快速 并 行 时 间 算 法 当 且 仅 当 它 有 
一 个 高 度 节省 内 存 的 算法 。 

既然 在 多 项 式 关 联 意义 下 复杂 性 不 依赖 于 模型 ， 就 
可 以 用 也 代表 所 有 具有 多 项 式 时 间 算法 的 问题 类 ;用 NP 
代表 所 有 具有 非 确定 多 项 式 时 间 算法 的 问题 类 ;用 NC 代 
表 所 有 能 同时 在 对 数 多 项 式 并 行 时 间 和 多 项 式 空间 解决 
的 问题 类 ， 等 等 。 

一 般 认为 ，P 中 的 问题 才 具 有 现实 的 可 计算 性 ， 但 
有 许多 实际 问题 属于 NP, 却 未 能 找到 一 个 确定 起 多 项 式 
时 间 算法 。 所 以 许多 人 猜想 P 持 NP.。1971 年 库 克 在 NP 
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中 找到 一 个 问题 类 ， 叫 做 布尔 合 取 范式 的 可 满足 性 问题 
《SAT)。 证 明了 NP 中 任何 一 个 问题 类 的 计算 均 可 归 约 
为 SAT 的 计算 。 因 此 ， 称 SAT 为 一 个 NP 完全 性 问题 
《 见 组 合 最 优化 )，NP 一 P 当 且 仅 当 对 SAT 存在 一 个 确 
定型 多 项 式 时 间 的 算法 。 以 后 C. 卡 普 等 人 又 把 S4T 归 
约 为 许多 其 他 的 组 合 问题 ， 得 出 了 许多 其 他 的 NP 完 全 
性 问题 。 目 前 NP 完全 性 问题 几乎 涉及 到 一 切 数 学 的 分 
支 ， 形 成 了 一 个 专门 的 理论 。 但 是 NP 是 否 等 于 P 的 问 
题 尚未 解决 。 有 人 猜想 它 是 独立 于 现 有 的 数学 公理 系统 
的 。 完 全 性 的 研究 不 限于 NP 完全 性 。 对 于 各 个 复杂 性 
类 ,都 有 完全 性 问题 。 

在 复杂 性 基本 理论 的 基础 上 ， 对 各 类 具体 数学 问题 
的 复杂 性 研究 构成 了 算法 分 析 的 主要 内 容 , 60 年 代 以 来 
取得 了 长 足 的 进展 。 例 如 n 维 的 快速 伟 里 叶 变 换 和 次 
多 项 式 的 乘法 , 只 需要 O(n log n) 次 算术 运算 ;n 位 的 数 
乘 在 多 带 图 灵机 上 只 需 O(n log n log log n) 的 时 间 ; 判 定 
一 个 n 位 数 是 否 为 素数 需 时 OCne Yelor1o5") 在 出 度 限定 
情况 下 ,图 同 构 的 判定 问题 存在 多 项 式 时 间 的 算法 ;判定 
整 系数 线性 规划 问题 是 否 存 在 有 理解 ， 存 在 多 项 式 时 间 
算法 ;n 阶 和 矩阵 乘法 只 需 4.7 n*" 次 算术 运算 ;后 来 又 改 
进 为 O(nm**9*)， 还 证 明了 ，, 这 个 阶 可 以 无 穷 地 改进 下 去 ， 
等 等 。 

对 比 于 上 界 的 情况 ,下 界 的 研究 却 碰 到 了 许多 困难 ， 
尤其 是 对 一 些 具有 实际 意义 的 问题 。 例 如 对 任何 一 个 NP 
完全 性 问题 ,猜想 至 少 需 要 指数 的 时 间 , 但 多 年 来 连 一 个 
非 线性 的 下 界 都 证 不 出 来 。 

除了 计算 的 复杂 性 ,还 有 描述 的 复杂 性 , 这 是 A, H. 
柯 尔 英 哥 洛 夫 和 察 廷 提出 来 的 。 一 个 01 串 由 的 信息 量 
I(w) 被 定义 为 输出 的 最 小 程序 的 长 度 。 因 为 名 个 模型 
可 以 互相 模拟 ， 故 以 上 的 定义 在 只 差 一 个 常数 值 的 意义 
下 ， 是 不 依赖 于 模型 的 。 因 为 任何 一 个 数学 公理 系统 所 
包含 的 信息 量 是 有 限 的 ， 因 而 在 这 个 系统 中 不 可 能 证 出 
Itw)>c 形 的 定理 ,这 里 “ 是 只 依赖 于 公理 系统 的 一 个 常 
数 。 但 容易 知道 ,除了 有 限 多 个 岂 以 外 ,所 有 的 也 都 满足 
1(w)>c ( 却 无 一 能 被 证 明 )。 这 一 结果 简化 和 加 强 了 哥 
德尔 不 完备 性 定理 。 ( 洪 加 威 ) 


lipo fangfa 
力 迫 方法 (forcing method) ”一 种 构造 公理 
系统 的 模型 的 方法 。 由 P. J. 科恩 于 1963 年 为 证 明 连 续 
统 假设 的 否定 (一 CH) 与 ZF 相 协 调 而 提出 ,当时 证 明了 
Con(ZF)—>Con(ZF + AC) 及 Con(ZFC)—»>Con (ZFC+ 
一 CH) 等 ， 其 后 D. S. 斯 科 特 及 R. M. 索 洛 韦 发 展 了 布 
尔 值 模型 处 理 方法 。J. R. 休 思 菲尔德 认识 到 斯 科 特 及 案 
洛 韦 的 构造 可 以 直接 用 偏 序 集 而 不 必 嵌 入 一 完全 布尔 代 
数 ， 流 行 的 是 休 因 菲尔德 的 既 具 一 般 性 又 与 科 思 的 思想 
比较 接近 的 处 理 方法 。 

给 定 一 个 ZFC 的 可 数 可 传 模型 M。 想 象 一 个 外 来 
物 G, 把 G 加 到 M 上 扩充 成 一 个 可 数 可 传 的 MLG], 使 得 


MLG]FZFC,MCSM[G],GEM[G], 而 且 WM[G] 是 具有 这 
三 条 性 质 的 最 小 的 。 在 某 种 意义 下 ,M[G] 中 的 个 体 是 可 
以 由 G 经 过 在 M 中 可 定义 的 集 论 过 程 得 到 的 .M[G] 中 的 
每 一 个 体 在 必 中 就 能 讨论 , 知道 G 后 ,就 知道 M[G] 的 每 
一 元 。 一 般 的 情况 下 GgM, 但 是 G 可 以 用 M 中 的 元 素 
迫近 。 

为 了 在 M 中 能 讨论 M[G] ， 给 出 一 个 有 很 多 常量 的 
新 语言 : 令 P 为 一 偏 序 集 , PE M，MF -emZFC(ctm 表示 
可 数 可 传 模型 ); 定义 也- 标号 ,然后 令 M2? 人 {rEMI* 是 
卫 -标号 }。 这 些 rE MP 可 看 作 形式 符号 。 把 原来 的 语言 
={E) 拓 展 成 ZuP=2U{r:rE MP}。 这 样 的 一 个 P 叫 
做 一 个 力 迫 概念 ，&ur 叫做 人力 迫 语言 ，P 中 的 元 素 叫 
做 力 迫 条 件 。 两 个 条 件 P,q, 在 偏 序 < 下 ,p<q 称 作 P 比 
9 强 ( 此 处 由 于 历史 因素 造成 了 符号 运用 的 倒置 )。 一 个 
GSP, 若 G 是 非 空 浪子 ， 而 且 跟 每 一 在 慌 中 的 稠密 子 集 
DSP 有 交 , 则 称 为 在 M 上 P- 脱 殊 的 。 给 定 一 个 G, 不 论 
GE M 与 否 ,可 以 定义 一 赋值 ,使 每 一 rE M? 都 有 一 解释 
Ye。 把 所 有 新 常量 的 G- 解释 收集 起 来 成 为 语言 Yu? 的 
一 个 结构 M[G] S{fre:rEM2)。 对 gu? 一 句 于 ysy 就 是 
M[G] 的 一 个 断言 ,其 真 假 视 G 而 定 。 对 PEP, 是 ZuP 
一 句子 ,定义 pi-y( 读 作 P 力 迫 y) 如 下 

PFy 汪 YG(G 在 M 上 P- 脱 殊 的 
且 PEG, 则 MLG]JHy)。 
若 MEomZFC, P 是 M 中 的 一 偏 序 集 , poEP, 则 总 有 含 
有 Po 的 ,在 M 上 P- 脱 殊 的 GSP, 而 且 当 G 是 在 M 上 P- 
脱 殊 的 时 候 ， 上 面 所 定义 的 M [GJEZFC, M [G]>M， 
GEM[G]。 这 样 就 从 一 个 模型 ,扩张 成 另 一 个 模型 。 应 用 
不 同 的 偏 序 集 ， 可 以 得 到 一 些 附加 公理 (假设 ) 在 M[G] 
中 成 立 。 相 对 协调 性 结果 就 可 如 此 样 得 到 。 利 用 这 种 方 
法 得 到 的 相对 协调 性 结果 的 数目 已 经 相当 可 观 了 。 

力 迫 方法 的 很 多 工作 ， 包 括 上 面 那 个 主 定理 的 证 明 
都 用 到 下 面 三 条 引 理 。 

@ 可 定义 性 引 理 ”上 述 上 上 的 定义 不 是 能 行 的 。 可 用 
递归 定义 法 得 到 I*#, 使 给 定 py rpIFy(r) 对 应 于 Qu 
中 一 了 公式 ,而 且 PIHY(r)MFCPH*p(r))。 

@ 真理 引 理 对 每 一 在 M 上 P- 脱 殊 的 G=P， 
M[G]=w[re] 扫 PEG(PHP(r))。 

图 稠密 引 理 对 任 一 Yu? 一 语句 p(*), 对 每 一 pEP， 
都 有 一 比 ?p 强 的 条 件 9,9 或 力 迫 p(s), 或 力 迫 一 p(7)。 

以 上 是 力 迫 的 理论 。 如 果 想 要 一 个 满足 2%== 86 的 
模型 ,就 想象 一 个 从 到 2(w) 的 满 射 9。G 中 元 素 就 是 
这 个 未 知 函数 9g 的 一 些 可 数 迫 切 。 自然 令 P={pEMIPp 
是 函数 , ME 1domp| <w 人 dompSwN\rangepC 92(w))} 
这 个 P 在 M 中 可 定义 , PEM。 用 己 作 偏 序 和 ,因此 任 一 
在 M 上 P- 脱 殊 的 GSP 是 一 相 容 函 数 集 , 而 且 UG 是 of 
到 24(w) 的 满 射 。 此 处 只 是 在 中 看 到 的 第 一 个 不 可 
数 基 数 ,9*(w) 是 中 看 到 的 全 体 品 的 子 集 。 可 以 由 了 的 
性 质 , 证 明 在 MLGJ 中 没有 多 出 % 的 子 集 来 , 尽管 M[G] 
确 比 M 大 。 而 且 可 以 证 明 ， 在 M[G] 中 扮演 着 第 一 个 不 


可 数 基数 的 角色 的 序数 ,就 是 刚才 的 o.*, 所 以 MC[G] 中 的 
函数 UG ( 亦 即 原来 的 未 知 函 数 9)， 就 见证 了 有 一 函数 ， 
从 M[G] 认 为 是 第 一 个 不 可 数 的 基数 ,到 M[G] 认 为 是 中 
的 全 体 子 集 上 。 即 M[G]P 习 9(9 是 w 到 9 (o) 上 的 函 
数 ) 从 而 MG]F2x%<%:， 即 M[G]FCH。 这 不 等 于 
构造 了 一 个 CH 的 模型 , 而 是 由 一 个 ZFC 的 可 数 可 传 模 
型 ,得 出 一 个 2FC+ CH 的 可 数 可 传 模型 M[G]。 

如 果 取 P={pEMIMF|1p|<w 人 P 是 函数 人 domp 
三 “1Xw 人 range pS{0,1}}, 用 己 作 专 , 得 到 的 扩张 M[G] 
中 至 少 有 器 :个 从 到 {0,1} 的 函数 。 从 而 M[GJEZFC+ 
ee 

为 了 使 在 原来 的 M 中 作为 基数 的 序数 到 了 M[G] 中 
保持 不 变 ,要 对 力 迫 概念 , 也 就 是 偏 序 集 , 加 上 限制 。 在 
这 个 理论 的 发 源 期 就 提出 来 的 有 链条 件 和 闭 性 质 等 ， 随 
着 力 迫 理论 方面 的 突破 即 选 代 力 迫 的 创立 , 以 及 J 鲍 姆 
格 特 纳 和 S. 谢 拉 赫 等 的 正常 力 迫 法 的 工作 即 除了 又 有 许 
多 命题 的 相对 和 谐 性 得 到 证 明之 外 ， 提 出 来 的 相应 的 条 


件 又 促进 了 组 合集 论 的 发 展 。 (胡静 坑 ) 
lionfenshu 
连 分 数 (continued fraction) 繁 分 数 
oa+ 一 -一 二 -一 
Qi 十 m+ 
入 1 
本寺- 


叫做 有 限 连 分 数 。 常 简 记 为 [a。,04,… ,4m]。 当 a。 是 整数 、 
a，…s4n 是 正 整数 时 , 则 叫做 有 限 简单 连 分 数 , 当 ? 无 限 
时 ,[ao,04,…] 称 为 无 限 简单 连 分 数 。 通 常 连 分 数 均 指 简 


单 连 分 数 。 给 定 一 有 理 数 名 《b>0), 用 熟知 的 银 转 相 除 


法 ,可 展 成 有 限 连 分 数 即 多 [aos04，…，aw]， 其 中 cu 


aa，…，aw 是 驾 转 相 除法 中 依次 得 到 的 不 完全 商 ， 规 定 
ax>1, 则 表 法 唯一 。 如 果 a 是 一 个 无 理 数 , 那么 a 可 展 
成 无 限 连 分 数 ， 且 表 法 唯一 。 反 之 ， 一 有 限 连 分 数 表 一 
有 理 数 ,一 无 限 连 分 数 表 一 无 理 数 。 

渐 近 分 数 和 完全 商 “在 连 分 数 [ao, al oa] 中 
取 


tl 

[oJ= 鱼 [aw 
Cammtota 
Qatl ?~ 


而 写 [oo ob ,ou 一 于, 叫 化 连 分 数 [ou 01…,0w…] 的 
第 ”个 渐 近 分 数 。 定 义 os=[ans an+ty …] 为 连 分 数 [av， 
osan，…] 的 第 ?个 完全 商 。 

渐 近 分 数 有 如 下 简单 关系 : @po=a6, pi 一 cao+1l， 
Po—anPa-t+ Po-: (n>2), g,=1, gl 一 cl， 9 一 onqn-i 十 
Qa-: (n>2); @pn gu- 一 pa-igo 一 (一 1D)” (n>1), 
pn gn-: 一 Pa-:ga 一 (一 1)"a。 (n>2); @ (pas9n)=1 和 
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[oo,atyaz] 一 


Ga>n (n>2); OP < Bont, 到 > 到 ,由 此 可 


得 lim 你 存 在; 回 设 < 一 [auo …， oo，…]，n>1， 
0<q<q， 且 配 姑妈, 则 名 -a|<| 加 -a|, 放 在 分 母 
不 大 于 q 的 诸 分 数 中 ， 如 与 a 最 接近 ，@ 设 a=[o。 
sao] 则 |e 一 如 |< 走 反之, 者 有 一 个 有 理 数 
旦 适合 |- 怠 |< 可， 则 了 必 为 a 的 某 个 靳 近 分 数 。 
完全 商 有 如 下 简单 性 质 ，Oa= ,a 全 + 一 


般 地 ,a 名 (n>2); @mw=[a]， n=0, 


1,2,…， 由 此 可 推出 实数 展 成 连 分 数 时 表 法 唯一 。 该 实 
数 为 有 理 数 时 ,规定 最 后 一 个 ax >>1。 

祷 环 连 分 数 ” 设 4=[aos 44,…， an，…]， 如果 [ 宇 m 
时 ,对 某 个 固定 的 正 整数 k, 有 a,=a4,, 那么 这 样 的 连 分 
数 叫 做 循环 连 分 数 ， 这 种 最 小 的 大 叫做 它 的 周期 ， 记 为 
一 [ao …， an-ly fn，dnwh-]。 例 如 W3 = 一 [1，2]， 
M3 =[1,1,2] 等 。 运 用 渐 近 分 数 .完全 商 的 性 质 以 及 要 
层 原理 ,J,-L. 拉 格 朗 日 证 明了 有 关 循环 连 分 数 的 一 个 重 
要 定理 ,一 个 连 分 数 为 循环 连 分 数 , 则 此 数 是 某 个 有 理 系 
数 的 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 ;反之 亦 然 。 

当 D>0 且 不 是 平方 数 , 则 VD=[CVD], d,, a,， 
…wqayaub2[W 万 ]], 其 中 函数 [xz] 表 示 不 超过 xz 的 最 大 整 
数 。 此 外 , 设 佩 尔 方程 x? 一 Dy*=1 的 最 小 解 为 @ 则 w 万 


应 用 举例 连 分 数 有 许多 应 用 。 例如， @ 1891 年 ， 
人 A. 明 尔 维 英 证 明了 ;在 a 的 三 个 连续 渐 近 分 数 中 必 有 一 


个 适合 |a- 卫 |< 也 7。 由 此 可 得 ， 任 一 无 理 数 a， 有 
p 卫 1 噩 

无 穷 多 个 有 理 数 卫 使 | 卫 一 q| < -7 站。 式 中 是 最 侍 

的 , 即 设 4A>W 5 , 则 必 有 一 无 理 数 n, 使 |a- 卫 | < 起 


不 能 有 无 穷 多 个 解 , 如 = 人 本 二 就 是 这 样 一 个 数 ，@ 


设 D>0 且 不 是 平方 数 ，W 万 之 连 分 数 展开 式 中 os 可 表 


为 下 克 + 如， P=D(mod gu), 此 处 已 及 @u 半 为 


数 。 设 nn 是 最 小 的 正 整数 ,使 (二 1)"'@。=1, 则 X=pn-1， 
y=qgn-! 是 佩 尔 方程 x 一 D 灵 =1 的 最 小 解 ，@ 利 用 连 分 
数 可 以 证 明 数论 中 一 个 著名 的 定理 : 设 素数 p=1(mod4)。 
则 p 可 表 为 二 整数 的 平方 和 ; @ 在 近似 计算 方面 ， 如 求 
多 项 式 的 根 的 近似 值 ,等 等 。 (和 孙 琦 ) 


lianxumo 

连续 模 (modulus of continuity) 刻画 函数 
的 连续 性 的 一 种 尺度 。 假 设 人 x) 是 定义 在 闭 区 间 [a,b] 
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上 的 连续 函数 , 称 
2) 一 max |f(x+h)—f(x)| 
i 

为 了 的 连续 模 。w(f,3) 是 在 [0,1] 上 有 定义 的 函数 (1= 
5b 一 a)， 并 且 有 如 下 性 质 ， @ 当 3>0 时 , w(f,8)>0; @ 
入 (f,3) 是 非 负 增 函 数 ，@w(f,8) 是 半 可 加 的 ， 也 即 对 于 
DO) 
of，3) 是 3 的 连续 函数 ，@ 对 于 自然 数 n， 当 0<m<1 
时 ,有 w(1 屿 ) 生 no 人 5)， 对 于 非 整数 和 > 0, 当 0<XW<I 
时 ,有 w(f,23)<(X+1)w(f,3)。 将 wl(f,3) 看 作 连 续 函数 
空间 上 的 泛 函 , 则 它 具 有 半 范 数 的 性 质 ,也 即 满足 oaf， 
3)=1alo(f,3),0(f,+fi,3)<o(f ,3)+o(f,d), 连 续 模 不 


可 能 太 小 ,对 于 8>0, 若 人 1->0， 则 了 是 个 常数 ， 从 


而 wl(f,3) 恒 等 于 零 。 

连续 模 的 性 质 D@ 和 @ 是 本 质 的 , 倘若 定义 在 [0, 门 
上 的 函数 3) 满 足 这 三 个 性 质 , 则 它 必然 是 [a,b] 上 的 某 
个 连续 函数 的 连续 模 。 故 常 称 具有 性 质 D@ 和 @ 的 函数 
为 连续 模 函 数 。 

如 果 对 于 任意 的 x,yE [a,b] 和 a 宇 0,p 宇 0,a+ B=1， 
函数 g(x) 满足 不 等 式 ag(x) + Bg(y)<g(ax 二 有 说)， 则 称 
9 在 [a,b] 上 是 四 ( 上 凸 ) 的 。 如 果 在 [0, 门 上 满足 o(0)=0 
的 连续 的 增 函 数 w(x) 是 凹 (上 凸 ) 的 ， 则 它 必 然 是 连续 
模 函 数 .当然 ,连续 模 未 必 是 凹 的 ,但 是 ,对 于 每 个 连续 模 
函数 wx)(0<x<1) ,都 存在 四 的 连续 模 函 数 w(z) 使 得 

u(x) (x) S20(x) (0<3Y<1)。 

作为 连续 模 的 直接 推广 是 光滑 模 。 设 7 是 自然 数 ， 

对 于 [a,b] 上 的 连续 函数 f(x), 称 


wlf 0) = 总 (b(t)| 


max 
| 
名 
为 了 的 阶 光 请 模 ， 其 主要 性 质 是 ,对 于 >>0, 有 
wf,2) ENA+1)"wf,0), 
若 1 有 + 阶 连 续 导数 ， 则 
rsh) prosdf 0 8)s ro 人 fi 
oro) crs) sf ut max| fa， 


式 中 cr 与 c 是 与 1 及 3 无 关 的 正 数 。 ( 谢 许 落 ) 


lionxutong jloshe 

连续 统 假设 (continuum hypothesis) G. 
康 托 尔 在 1878 年 提出 的 关于 连续 统 的 势 ( 即 基 数 ) 的 一 
个 假设 。 通 常 称 实数 集 (直线 上 点 的 集合 ) 为 连续 统 ， 而 
把 连续 统 的 势 记 作 C。 远 在 亚 里 士 多 德 时 期 , 即 已 认为 没 
有 一 个 无 穷 集 比 另 一 个 无 穷 集 大 ， 这 一 观点 在 历史 上 延 
续 两 千年 之 久 , 迄 至 1847 年 G. 康 托 尔 证明 了;: 任 一 集合 
4 的 禾 集 2(4) 的 势 都 大 于 4 的 势 , 才 指 明 上 述 观 点 是 错 
误 的 。 康 托 尔 还 同时 证 明了 :， 连续 统 的 势 与 自然 数 集 之 
团 集 的 势 是 相等 的 。 所 亩 连续 统 问题 是 指 ， 是 否 存 在 其 
势 大 于 自然 数 集 的 势 而 又 小 于 实数 集 的 势 的 集合 。G. 康 
托 尔 猜测 :实数 集 的 子 集 除了 有 穷 子 集 , 可 数 无 穷 子 集 以 


及 与 实数 集 本 身 等 势 的 子 集 外 ， 再 没有 别 样 的 子 集 。 也 
就 是 说 ， 康 托 尔 猜测 ， 实 数 集 的 一 切 无 穷 子 集 或 者 与 自 
然 数 集 等 势 或 者 与 连续 统 等 势 。 康 托 尔 的 这 个 猜测 就 
称 连续 统 假设 。 在 有 选择 公理 的 条 件 下 ， 每 一 个 无 穷 集 
的 势 都 是 某 个 阿 列 夫 ， 自 然 数 集 的 势 是 %。， 连续 统 的 势 
C= 2%。 因 此 ,连续 统 假设 可 以 等 价 地 表 为 
2%0= Ws 

并 简 记 为 CH。 

把 上 式 等 式 推广 到 任意 的 势 ， 即 得 所 谓 广义 连续 统 
假设 : 

@ 对 任 一 序数 a 2%9 = Was 或 者 ， 

@ 对 任 二 无 穷 势 e,, 若 «< 和 <2*, 则 

和 =k 或 者 和 =2*, 
@ 与 @ 是 等 价 的 , 均 简 记 为 GCH。 

在 数学 研究 的 许多 领域 中 ,CH 是 不 可 或 缺 的 ,例如 ， 
在 讨论 实数 子 集 的 测度 性 质 和 拓扑 性 质 时 ， 其 中 的 一 个 
基本 问题 “与 R 不 等 势 的 于 集 是 否 测度 为 零 ? 是 否 属于 第 
一 范畴 (或 第 一 纲 )?" 在 没有 CH 的 情况 下 , 不 能 回答 ,所 
以 ， 在 从 事 这 一 方面 的 研究 时 ， 常 常 要 附加 CH 作为 前 
提 。 实 际 上 CH 等 价 于 下 述 命题 K 和 工 的 合 取 。 

KK: 每 一 XSR,|X|<<2*o,X 是 第 一 范畴 集 。 

ZL， 存在 一 LSR，|L| =2 且 工 和 每 一 无 处 稠密 集 
的 交 都 是 至 多 可 数 的 。 

CH 也 等 价 于 命题 M 和 S 的 合 取 。 

M， 每 一 势 比 2% 小 的 实数 子 集 测度 为 零 。 

5S， 存在 一 SSR, |S| = 2” 且 S 和 每 一 零 测度 集 的 
交 都 是 至 多 可 数 的 。 

此 外 ,以 下 的 每 一 命题 都 等 价 于 CH。 

了 Pi， 实 平面 可 以 分 成 两 个 集合 X, Y, X 和 每 一 水 平 
线 只 有 可 数 交 ，Y 和 每 一 垂直 线 只 有 可 数 交 。 

P,: 实 平面 是 可 数 多 条 曲线 的 并 。 

关于 实数 集 上 的 实 函 数论 ,在 假定 了 CH 的 前 提 下 ， 
就 有 

Ci: 存在 一 个 从 R 到 RR 的 函数 f, 它 在 任 一 不 可 数 的 
PSR 上 都 不 连续 ， 

Cu 存在 一 个 f:R>R, 和 一 个 PER,|P| =2%,f 在 
卫 上 连续 ,但 在 了 的 任 一 不 可 数 子 集 上 ,了 都 不 一 致 连续 。 

尽管 CH 在 数学 研究 的 许多 领域 中 作用 显著 ， 但 在 
纯粹 的 集合 论 研究 中 却 作用 不 大 。 例 如 对 于 势 的 畦 运 算 
的 简化 , CH 就 难以 为 力 。 所 以 人 们 才 又 进一步 考虑 了 
GCH ,利用 GCH 可 以 将 势 的 宕 运算 简化 如 下 : 

[Wa 当 关 6<@( 基 co)， 
EB 
Nar 当 久 和 >No 

连续 统 问题 在 D. 希 尔 伯 特 1900 年 提出 的 《数学 问 
题 》 中 位 居 第 一 ( 见 硕 尔 伯 特 数学 问题 )。 包 括 希 尔 伯 特 
在 内 的 许多 名 家 都 曾 致力 于 这 一 著名 难题 的 研究 ， 虽 历 
经 艰苦 奋斗 ,但 在 相当 长 的 一 段 时 期 内 ,没有 进展 。 因 而 
促使 人 们 怀疑 这 一 问题 在 数学 的 现状 下 是 无 法 解决 的 。 


“| 从 at 


直到 1938 年 ，K. 哥 德 尔 证 得 了 GCH (因而 CH) 相 
对 于 2F 系统 的 协调 性 , 即 ， 若 下 系统 是 协调 的 ， 则 在 
ZFC 系统 中 ，GCH 的 否定 是 不 可 证 明 的 。1963 年 , P.J。 
科 思 又 证 明了 CH( 因 而 GCH) 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 ， 
即 :; 若 ZF 系统 是 协调 的 ， 则 在 ZFC 系统 中 ，CH 是 不 可 
证 明 的 。 综 上 所 述 , 即 得 :在 ZF 系统 中 , CH 是 不 可 判定 
的 。( 见 集合 论 公理 系统 》 

哥 德 尔 和 科 思 的 成 果 被 誉 为 20 世 纪 数 学 基础 研究 中 
的 两 个 重大 成 就 。 科 轧 创立 的 力 迫 方法 已 在 集合 论 中 得 
到 广泛 的 应 用 。 运 用 这 一 方法 ， 人 们 已 经 证 明了 一 大 批 
数学 命题 的 独立 性 。 

由 于 ZFC 系统 无 法 决定 连续 统 问题 , 甚至 附加 直观 
上 可 靠 的 大 基数 公理 (例如 可 测 基数 存在 公理 ) 仍 然 无 法 
推出 CH, 因而 包括 哥 德 尔 在 内 的 一 些 数学 家 认为 CH 不 
可 信 ， 想 用 一 代 新 的 公理 来 取代 CH。 在 这 一 方面 ， 由 
D.A. 马 丁 等 人 在 1970 年 提出 的 马丁 公理 是 最 佳 的 选择 ， 
它 与 力 迫 法 相辅相成 ,结合 着 发 展 ,最 后 得 到 一 条 马丁 极 
大 原理 , 它 有 着 广泛 的 应 用 ,目前 尚 在 进一步 的 研究 中 。 

参考 书目 

Seirpinski, Hyhothese Du Continu, 2nd ed.,Chelsea, New 


York, 1956. 
(胡静 城 ) 


lionhe bijin 
联合 逼近 (simultaneous approximation) 
一 般 是 指 两 个 方面 的 逼近 ， 其 一 是 同时 逼近 函数 及 函数 
的 导数 ， 其 二 是 用 一 个 函数 同时 逼近 几 个 函数 或 者 一 列 
函数 。 

同时 通 近 函数 及 其 导数 是 指 用 一 个 函数 通 近 另 一 给 
定 函数 的 同时 ， 也 要 求 其 导数 实现 对 所 给 函数 之 导数 的 
逼近 。 这 样 的 逼近 是 可 能 的 。 假 设 函 数 刀 xz) 是 周期 为 2r 
的 连续 函数 ,如 果 它 有 r 阶 连续 导数 , 则 有 不 超过 阶 的 
三 角 多 项 式 tn(z) 使 得 

上 一 络 le<cES(f2)》 (和 -0017)， 

这 里 |f|* 一 max|f(x)| ,er 是 仅 与 + 有 关 的 正 数 ,EX(f) 


表示 不 超过 n 阶 的 三 角 多 项 式 对 了 的 最 佳 逗 近 值 。 假 设 
fx) 是 [一 1,1] 上 有 7 阶 连续 导数 的 函数 ， 则 有 + 次 代 
数 多 项 式 Pa(z) 使 得 
4 ] 
If9(x)—PID(x) | Se bax)) sn 
(j=0,1,. 
二 E33 


37; 一 1<x<1)， 
式 中 如 (z) 一 十 Ee EE(f) 表示 不 超过 nn 次 


的 代数 多 项 式 对 /的 最 住 通过 值 ， 
用 一 个 函数 同时 逼近 nt 个 或 一 列 函数 ,有 种 种 提 法 。 
对 于 [一 1,1] 上 的 可 测 函数 了 zx), 记 使 得 
Hi 站 eolmad “< 
的 函数 了 的 全 体 为 L?。 设 有 一 列 函数 {jCX)}s2,CL? 和 一 
列 非 负 实 数 {Ny}?-1s5 为 L? 的 一 个 给 定 的 子 集 , 如 果 
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Sr=1, 
妆 
而 有 有 s*ES 使 得 
ao) suplis—s*l ,= int suplf—sle» 
Q@ 上 suplfz) 一 sz) 中 
=intlsuplfs(*) s(x) ll,, 
© Bliss Ns, 
@ Isis) se), 
=int| Ss) scr) 1,, 
等 4 个 关系 式 中 任 一 式 被 满足 ， 则 称 s* 为 相应 意义 下 
的 ,在 S 中 对 了 的 最 佳 联合 带 近 元 。 这 种 S 常 取 L? 的 某 
一 有 限 维 线性 子 空间 ， 特 别 常 取 5 为 次 数 不 超 过 "的 代 
数 多 项 式 的 全 体 ， 或 给 定 阶 数 的 有 理 函 数 集 。 在 一 定 条 
件 下 ， 可 以 建立 联合 最 佳 下 近 元 的 存在 性 、 特 征 以 及 到 


近 度 的 估计 , 它 与 通常 的 切 比 雪夫 理论 有 相仿 之 处 。 
〈 谢 庭 落 ) 


Siers, 


llonluolun 
联络 论 (theory of connection) ”定义 在 纤 
维 从 上 的 一 个 重要 的 微分 几何 概念 ， 它 起 源 于 黎 曼 流 形 
的 列 维 - 齐 维 塔 联络 ， 后 来 被 扩充 到 一 般 的 具有 流 形 结 
构 的 纤维 从 上 去 ,对 研究 各 种 几何 空间 的 性 质 ,确定 纤维 
丛 的 拓扑 结构 ， 都 有 重要 作用 。 它 还 和 理论 物理 中 的 规 
范 势 等 价 。 

局 部 向 量 从 (来 积 向 量 丛 ) 上 的 联络 ” 设 口 是 微 分 流 
形 上 的 一 个 坐标 邻 域 ,局 部 坐标 为 x= (2X! ,x?，… x) 下 
是 一 个 m 维 实 (或 复 ) 向 量 空间 , 称 UxF={(x,0)|eeos 
wez} 为 以 U 为 底 了 为 标准 纤维 的 乘积 从 。 由 于 了 是 向 量 
空间 ，UxF 是 一 个 乘积 向 量 从 。r:(z,p)mz 为 UxF 到 
U 的 投影 算 子 。 设 有 可 微分 映射 r:U 习 UxF 使 0(x) 一 
(x,9(*))(p(x) EF), 就 称 映射 。 为 一 截面 (也 可 称 为 向 
量 场 )。 若 01，0s，…，om 是 m 个 截面 ， 相 应 的 ri(z)， 
9s(*)，…，Pm(X) 对 每 一 * 均 为 线性 无 关 ， 就 称 {cuy 
oay…som) 为 一 个 截面 基 , 简 称 基 。 那么 任何 一 截面 "(x) 
均 可 表示 为 (xz) 一 (xbe(z)aa(z)) (a=1,2,…,m)。 
从 UxF 的 线性 联络 关于 取 定 的 一 个 基 {r。) 是 由 一 系 一 
次 微分 形式 T8=T%(x)dx' (a, B=1, 2,…, ms i=1, 
2,…sn) 所 定义 的 ， 了 3 称 为 这 个 联络 关于 基 {ce)} 的 联络 
形式 ,TS(x) 称 为 联络 系数 。 线 性 联络 可 起 如 下 的 作用 。 

Q@ 利用 它 可 作出 截面 的 协 变 微分 : 

Do(x)= (dr + TS(X) dz)ou 
(特别 Doe(x)=T&(x)dr’o。) 


而 wz= (3 +T3Az) wjv。 (特别 yizo= TSpa)，(2) 


称 为 埠 画 "的 协 变 导数 。 更 一 般 地 说 , 若 区 =8 Br 是 
的 一 个 切 向 量 , 则 


(1) 


Vro=8 yr 
称 为 关于 切 向 量 的 协 变 导 数 。 为 保持 De(x*) 和 Vic 与 
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基 的 选取 无 关 起 见 ， 在 以 基 {5。} 来 代替 {0o} 时 (ce 一 
叭 (x)#a(x)), 相 应 的 联络 形式 总和 T3 之 间 应 满足 下 面 
的 关系 ; 


T= 0+ de, (3) 
这 里 西 是 4 到) 的 道 阵 4-! 的 元 素 。(3) 称 为 联络 形 
式 在 基 变 换 下 的 变换 规则 。 


@ 用 联络 可 以 定义 UxF 上 的 元 素 依 底 空 间 U 上 
的 曲线 C,x==x(t) 的 平行 移动 。 若 (x(t), ve(t)) 是 UxF 
中 依赖 于 + 的 一 列 元 素 而 v(t) 满足 
det 
亚 
则 称 这 一 列 元 素 依 C 平行 移动 ， 或 称 UXF 上 的 曲线 
Ci:(x(t),wP(t)) 是 U 中 曲线 C 的 水 平 提 升 。 
以 友 为 元 素 作 严 x 玫 阵 了 = [T3], 则 联络 就 成 为 取 
值 于 李 代 数 9(m,BR)( 或 gf(msc)) 的 一 次 微分 形式 ,这 时 


(3) 可 写成 为 
Y= ATA-!—(dA)A-! (5) 

的 形状 。 又 称 
OQ=dr+TAT=30u dr/Ndw (6) 


是 线性 联络 的 曲率 形式 ,这 里 八 是 外 积 , 0y={R3w} 对 固 
定 的 i,j 而 言 是 mxm 阵 。 

线性 联络 的 一 个 最 重要 的 特殊 情形 是 黎 曼 流 形 的 列 
维 - 齐 维 塔 联络 或 称 黎 曼 联络 ( 见 歼 受 几 何 学 )。 设 口 是 黎 
曼 流 形 M 的 一 坐标 邻 域 (假设 它 与 球 内 部 相同 胚 ), 考 察 
U 上 各 点 x* 的 切 向 量 的 全 体 得 出 一 个 以 UD 为 底 的 弛 积 从 
UxF， 它 是 M 的 切 从 TM 的 一 个 部 分 ,其 中 元 来 为 (x， 
5),xEU,v 属于 一 个 n 维 向 量 空间 , 当 x 固定 时 , (x,U) 
dit Ux 的 截面 就 是 U 上 的 切 向 量 


场 。 又 选取 | 825 | 为 截面 的 基 ( 称 为 自然 标 架 )， 那 么 , 列 


维 - 齐 维 塔 联络 由 T 和 dz 来 表示 ,这 时 联络 系数 由 
+ 7) 

决定 ， 此 即 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 记号 。 式 中 gsg* 是 黎 
曼 流 形 上 度量 张 量 的 反 变 和 协 变形 式 。 上 述 的 平行 移动 、 
曲率 等 概念 就 和 黎 曼 几何 中 的 意义 相 一 致 。 如 不 采取 自 
然 标 架 ， 而 采取 另外 的 基 {ei}, 利用 (5) 就 可 以 得 到 相应 
的 联络 形式 。 特 别 , 如 选取 es, 使 它们 在 各 点 都 是 单位 、 
正 交 的 ( 即 选取 正规 正 交 标 架 ), 那 么 了 就 是 反对 称 阵 , 即 
了 取 值 于 正 交 群 的 李 代 数 ， 这 时 每 点 x 的 切 空间 具有 欧 
氏 结 构 , 即 正 交 群 作用 下 不 变 的 结构 。 

向 量 从 上 的 联络 ”以 微分 流 形 M 为 底 的 向 量 丛 Za 
了 是 由 一 些 乘 积 向 量 从 相 作 而 成 的 ( 见 纤维 从 )。 设 为 
一 些 坐标 邻 域 所 覆盖 。M= UU。(p=1,2,…), 每 一 U。 
上 有 一 乘积 从 UsxF, 设 UsNnUs#p,xEUpNUa, 将 
UxF, 中 元 素 (x,Vs) 和 Ug xF 中 的 元 素 (x,Vo) 等 同 起 
来 ,如 果 它 们 满足 


det 
+T(x, v(t —0 (4) 


Vp=gpa Ve 
gra(zZ) 就 被 称 为 转换 函数 ， 是 取 值 于 GL (m，R) (或 
GL(m,C)) 的 函数 ， 且 当 xEU。bNUaNU, 时 成 立 


gpagar 一 gor， gra=gas 
经 过 这 样 的 粘 合 ， 便 得 到 整体 的 向 量 从 。 例 如 ，M 的 切 
从 TM 就 是 由 每 个 在 U。 上 的 切 从 粘 合 而 成 。 
和 如果 每 个 U。xF。 上 有 联络 形式 ,而 且 在 Us NU 
9 时 ,在 其 上 成 立 
To 一 gra Taegan— (d gra)gap» 
那么 在 FE 一 >M 上 就 有 一 整体 的 线性 联络 ,照样 可 以 定义 


截面 " 及 其 关于 切 向 量 场 X 的 协 变 导数 Vxo。.E 一 >M 的 
截面 是 到 瑟 的 一 个 映射 ", 使 r*o 是 M 上 的 恒 等 映射 。 设 
0 是 一 截面 ,X 是 MM 的 切 向 量 场 , 则 Vx o 仍 是 一 个 截面 ， 
它们 在 每 一 Ux 下 的 表达 式 由 (2) 及 Vxr=# Vo 给 
出 ,而 在 粘 合 之 处 ( 即 Us NUs*9), 它 们 是 一 致 的 。 如 把 
所 有 可 微分 截面 的 集合 记 为 C"(M,E) ,那么 V:(X,c)-> 
Vxo 是 TMxC*(M,E)->C~(M,E) 的 一 个 映射 ,并 且 有 
如 下 的 特征 , 设 X,Y 是 M 的 切 向 量 场 , 9,yEC*(M,E)， 
和 (x) 是 M 上 的 C” 函 数 ,那么 

© Vrrrp=VxP+ Vr 

©® Vr(9+y)=Vrp+ Vrys 

©@ Vhxzp=AVzyi 

© Vzr(Xp)=X(z)Vxp 十 (XA)9(z)。 
反之 也 可 以 从 这 4 个 性 质 出 发 ， 来 作出 向 量 从 上 联络 的 
定义 。 

照样 可 以 把 水 平 提升 的 概念 。 曲 率 的 概念 整体 地 定 
义 到 向 量 从 上 来 。 

如 果 可 以 选取 局 部 基 截 面 , 使 转换 函数 属于 GL(m， 
RR)( 或 GL(m，C)) 的 某 一 子 群 G，, 即 gr 属于 这 子 群 G, 
就 称 向 量 从 可 化 约 为 群 G 的 向 量 从 。 若 联络 形式 也 取 值 
于 群 G 的 李 代 数 g, 就 称 这 个 联络 为 化 约 于 群 G 的 
联络 。 

主 从 上 的 联络 设 UxXG={(x,w)|xEU, wuEG} 是 
一 个 局 部 乘积 从 ,这 里 G 是 一 个 李 群 ，x: (zu)rzx 称 为 
投影 ,可 用 取 值 于 G 的 李 代数 9 上 的 一 次 微分 形式 


b=bidxt 
来 定义 一 个 联络 ,以 
O=ab+ 雪 Cb, b]=ab+ 二 [bi bide/Ade 
(b=be dx!) 


为 它 的 局 部 曲率 形式 。 但 为 了 整体 描述 方便 起 见 , 取 
0=u!du+ (adu-!')b 

作为 主 从 联络 的 坐标 表示 ， 这 里 wdu 是 群 G 的 左 不 变 
形式 ,ad 是 伴随 表示 。 

当 M= UUs 时 ,把 Us。xG={(x,up)(x EU EG)} 
粘 合 起 来 便 得 主 从 P， 这 时 若 x*EU,NU6， 把 (x,u,) 和 
(x, te) 视 为 同一 元 素 ， 但 we 和 wo 之 间 要 由 转换 函数 
tp 一 gea a 所 联系 (这 里 goe 取 值 于 G， 满 足 gpa gar=ger 
(xEUsNUeNUr)gsa=9z3)， 在 每 一 U。xG 上 ，, 联络 形 


式 由 
0,=u5!'dus+ (adus')b, 
所 定义 ,在 Us NU 处 ,3 与 之 间 应 有 关系 


b,—ad(gas)bo— (dges)gpa 
这 样 ,在 U,NU。 处 6,=60。, 所 以 联络 确实 可 以 用 9 来 表 
示 。 曲 率 也 可 写成 


0 ag+ 到 [0,0]。 


当 底 流 形 M 是 仿 紧 空 间 ( 见 拓扑 空间 ) 时 ， 主 从 上 的 联络 
是 一 定 存在 的 。 
M 上 的 曲线 C;x=x(t) 按 微分 方程 


+odrDoiletb, 坚 )-9 


可 以 决定 主 从 P 上 的 一 条 曲线 , 称 为 C 的 水 平 提升 曲线 ， 
水 平 提升 曲线 的 切 向 量 称 为 水 平 向 量 。P 上 每 点 的 水 平 
向 量 全 体 构成 P 在 该 点 的 切 空间 的 一 个 n 维 子 空间 ， 称 
为 水 平子 空间 。P 上 的 联络 也 可 以 由 在 各 点 给 定 的 、 符 
合 一 定 条 件 的 水 平子 空间 所 定义 。 

M 上 以 定点 * 为 始点 和 终点 的 分 段 可 微 团 曲线 , 其 
水 平 提升 相应 于 在 x-'x 上 群 G 的 一 个 右 作用 。 所 以 
每 一 条 以 x 为 端点 的 分 自 可 微 团 曲线 对 应 群 G 的 一 个 元 
素 ， 且 为 同 态 , 称 这 同 态 为 和 乐 映射 ,其 群 为 和 乐 群 。 

和 乐 群 是 研究 主 从 联络 的 一 个 重要 工具 。 已 经 证 明 ， 
由 和 乐 群 出 发 可 以 重建 主 从 的 拓扑 结构 和 联络 本 身 。 

联络 论 的 作用 ”联络 在 微分 几何 和 理论 物理 中 有 很 
多 作用 。 

四 F. 友 策 因 在 埃 尔 朗 根 纲领 中 把 几何 空间 看 成 群 
的 作用 空间 , 且 作用 是 可 迁 的 ,把 几何 性 质 看 成 群 作用 下 
的 不 变 的 性 质 。 在 此 观点 下 , 欧 氏 空间 ， 仿 射 空间 , 射影 
空间 与 共 形 空间 等 等 都 有 相应 的 可 迁 变换 群 。 笋 曼 流 形 
是 弯曲 空间 且 在 其 上 一 般 没有 可 迁 变换 群 作 用 ， 因 而 歼 
曼 流 形 不 在 克 莱 因 的 几何 空间 之 列 。 但 从 纤维 从 的 观点 ， 
黎 曼 流 形 上 各 点 的 切 空间 仍然 是 克 莱 因 意义 下 的 几何 空 
间 ， 这 时 各 点 的 切 空间 之 间 由 联络 来 建立 联系 〈 要 通过 
曲线 的 水 平 提升 )。 从 而 对 于 种 种 克 莱 因 意义 下 的 几何 
空间 ,都 可 作 其 相应 的 联络 空间 , 如 仿 射 联络 空间 , 共 形 
联络 空间 ,射影 联络 空间 等 等 ,这 是 克 莱 因 理论 的 一 大 发 
展 ,这 种 概念 首先 是 由 它 . 嘉 当 提出 的 。 

@ 通过 联络 可 以 作出 曲率 ,利用 曲率 可 以 作出 纤维 
从 上 的 示 性 类 ， 它 们 是 流 形 M 上 的 闲 形式 ， 这 些 示 性 类 
(其 积分 称 为 示 性 数 ) 是 研究 纤维 从 的 拓扑 性 质 的 重要 工 
具 。 这 是 陈省身 等 人 的 贡献 。 

@ 1954 年 物理 学 家 杨振宁 等 提出 了 规范 场 理论 , 它 
在 研讨 自然 界 四 种 基本 作用 力 的 规律 中 起 了 极为 重要 的 
作用 。 实 际 上 ， 规 范 势 相当 于 联络 ， 场 的 强度 相当 于 曲 
率 ,截面 相当 于 该 函数 , 示 性 数 表 示 某 些 物理 量 (如 磁 荷 ， 
锤子 数 等 )。20 世 纪 70 年 代 起 ,纤维 从 联络 论 和 规范 场 论 
的 相互 沟通 对 数学 和 物理 学 都 起 了 巨大 的 推进 作用 。 

( 胡 和 生 ) 
lielianblao 
列 联 表 (contingency table) 观测 数据 按 两 
个 或 更 多 属性 (定性 变量 ) 分 类 时 所 列 出 的 频数 表 。 例 如 ， 
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对 随机 抽取 的 1000 人 按 性 别 ( 男 或 女 ) 及 色 沉 (正常 或 色 
盲 ) 两 个 属性 分 类 ， 得 到 二 行 二 列 的 列 联 表 ( 表 1)， 又 称 
2x2 表 或 四 格 表 。 


表 1 
性 别 
色 党 行 和 ms* 
男 
正 常 442 514 | 956 
色 盲 38 6 | 4 
列 和 ny 480 520 n=1000 


一 般 , 若 总 休 中 的 个 体 可 按 两 个 属性 4 与 B 分 类 , A 
有 ?个 等 级 4, 4A,,…,A.; B 有 c 个 等 级 B, B,,…,B,， 
从 总 体 中 抽取 大 小 为 n 的 样本 设 其 中 有 nw 个 属于 等 
级 A 和 Bs,nw 称 为 频数 ,将 rxc 个 ny (i=1,2,… ,ry 
j=1,2,…,c) 排 列 为 一 个 7 行 c 列 的 二 维 列 联 表 ( 表 2)， 
简称 7? xc 表 。 


表 2 
8B 
4 行 和 
B, 已 Bo 
A ma ma mo Mm 
A Mm mas mo a 
A ey Mes ro me 
列 和 | mt | ms no a 


车 所 考虑 的 属性 多 于 两 个 ， 也 可 按 类 似 的 方式 作出 列 联 
表 ， 称 为 多 维 列 联 表 。 由 于 属性 或 定性 变量 的 取 值 是 离 
散 的 ,因此 多 维 列 联 表 分 析 属 于 离散 多 元 分 析 的 范畴 , 列 
联 表 分 析 在 应 用 统计 ， 特 别 在 医学 、 生 物 学 及 社会 科学 
中 ,有 重要 的 应 用 。 

列 联 表 分 析 的 基本 问题 是 ， 判 明 所 考察 的 各 属性 之 
闻 有 无 关联 , 即 是 否 独立 。 如 在 前 例 中 ,问题 是 ,一 个 人 是 
否 色盲 与 其 性 别 是 否 有 关 ? 在 rxc 表 中 , 若 以 pp 和 
pu 分 别 表示 总 体 中 的 个 体 属于 等 级 4,, 属 于 等 级 Bs 和 同 
时 属于 4,B, 的 概率 (ps*,p's 称 边缘 概率 ,pw 称 格 概率 )， 
“4、B 两 属性 无 关联 "的 假设 可 以 表述 为 Hu:pu= pt-p-2 


(i=1,2,…,73j=1,2,…,) ,未 知 参数 pu、 了 P,* .py 的 最 
大 似 然 估 计 ( 见 点 估计 ) 分 别 为 
dj 及 ny/n, 
式 中 ny = ny 
1 i 


分 别 为 行 和 及 列 和 《统称 边缘 和 ); 


三 五 
为 样本 大 小 ,根据 KK. 皮尔 森 (1904) 的 拟 合 优 度 检验 或 似 
然 比 检验 〈 见 假设 检验 )， 当 He 成立 , 且 一 切 Pi->0 和 
?5>(0 时 ,统计 量 
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2 加 为 oo-zovBu 


的 渐 近 分 布 是 自由 度 为 7 一 1) (c 一 1) 的 x 分 布 ， 式 中 
Ew 一 m-n-s/n 称 为 期 望 频 数 。 当 n 足够 大 , 且 表 中 各 格 
的 Ew 都 不 太 小 时 ,可 以 据 此 对 H 作 检验 , 若 xz 值 足够 
大 ， 就 拒绝 假设 H。, 即 认为 4 与 有 关联 。 在 前 面 的 色 
觉 问题 中 , 曾 按 此 检验 ,判定 出 性 别 与 色觉 之 间 存 在 某 种 
关联 。 

若 样 本 大 小 n 不 很 大 ， 则 上 述 基于 渐 近 分 布 的 方法 
就 不 适用 。 对 此 ,在 四 格 表情 形 , R. A. 费 希 尔 (1935) 提 
出 了 一 种 适用 于 所 有 ? 的 精确 检验 法 。 其 思想 是 在 固定 
各 边缘 和 的 条 件 下 ,根据 超 几何 分 布 ( 见 概率 分 布 ), 可 以 
计算 观测 频数 出 现任 意 一 种 特定 排列 的 条 件 概率 。 把 实 
际 出 现 的 观测 频数 排列 ， 以 及 比 它 呈现 更 多 关联 迹象 的 
所 有 可 能 排列 的 条 件 概率 都 算出 来 并 相 加 ， 若 所 得 结果 
小 于 给 定 的 显著 性 水 平 ， 则 判定 所 考虑 的 两 个 属性 存在 
关联 ,从 而 拒绝 Hu 。 

在 判定 变量 之 间 存 在 关联 性 后 ， 可 用 多 种 定量 指标 
来 刻画 其 关联 程度 。 例如 ,对 一 般 的 rxc 表 ,可 用 列 联系 
数 表示 之 。 

对 一 般 的 rxc 表 , 特别 是 在 多 维 表 分 析 中 ， 若 无 关 
联 性 ( 即 独立 性 ) 的 假设 被 拒绝 ， 则 通常 还 需要 检验 进 一 
步 的 假设 。 例 如 对 三 维 表 ， 可 能 需要 考虑 一 个 变量 是 否 
与 另外 两 个 变量 独立 。 对 这 类 局 部 独立 性 的 检验 仍 可 用 
大 样本 的 x* 检验 法 。 但 是 在 多 维 情形 ,变量 之 间 的 关联 
性 可 能 相当 复杂 ,许多 假设 ,直接 用 格 概率 表示 是 不 方便 
的 。 一 种 处 理 方法 是 仿照 线性 统计 模型 ,将 格 概率 (或 期 
望 频数 ) 的 对 数 表示 成 各 变量 的 主 效应 及 各 阶 交互 效应 
等 未 知 参数 的 线性 形式 。 这 种 模型 称 为 对 数 线性 模型 ， 
在 此 模型 下 ， 变 量 独立 性 的 假设 等 价 于 交互 效应 等 于 堆 
的 假设 。 此 外 ,还 可 以 利用 对 数 线性 模型 ,根据 实际 观测 
频数 ， 对 各 种 具体 模型 进行 拟 合 ， 并 对 各 未 知 参数 进行 
估计 。 估 计 的 方法 一 般 采 用 最 大 似 然 方法 。 由 于 这 一 类 
似 然 方程 的 解 常 无 显 式 表示 ,通常 需 用 选 代 法 求解 ,计算 
工作 量 很 大 。 因 此 ， 多 维 列 联 表 分 析 只 在 近代 高 速 电子 
计算 机 的 使 用 日 益 普及 的 情况 下 ， 才 得 到 较为 充分 的 发 
展 ,逐渐 达到 可 以 实际 应 用 的 程度 。 
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( 汉 士 准 ) 
Liewel-Qiwelto 
列 维 - 齐 维 塔 ,T.。 (Tullio Levi-Civita 1873 一 
1941) ”意大利 数学 家 。1873 年 3 月 29 日 生 于 帕 多 
瓦 ，1941 年 12 月 29 日 卒 于 罗马 。1890 一 1894 年 在 帕 
多 瓦 大 学 学 习 。1894 年 毕业 后 留 校 任教 ，1897 年 任 力 
学 教授 。1918 年 受聘 任 罗马 大 学 教授 ,1938 年 因 是 犹太 


人 被 法 西 斯 政权 撤职 。 

列 维 - 齐 维 塔 的 前 期 工作 是 同 他 的 老师 G. 里 坷 一 起 
发 展 张 量 分 析 及 其 应 用 。1917 年 , 他 引进 弯曲 空间 的 平 
行 位 置 的 概念 ， 导 致 联络 理论 及 其 应 用 的 发 展 。 他 对 绝 
对 微分 法 和 相对 论 的 研究 总 结 于 《经 典 力学 及 相对 论 》 
(1924) 和 《绝对 微分 法 讲义 》 
(1927) 两 书 中 。 

列 维 - 齐 维 塔 对 解析 动力 
学 ,特别 是 三 体 问题 有 重大 贡 
献 , 1923 一 1927 年 出 版 三 卷 本 
的 《理性 力学 》( 与 阿 马尔 迪 合 
著 )， 成 为 这 方面 的 经 典 著 作 。 
他 对 流体 力学 、 偏 微分 方程 一 
般 理论 ,天 体力 学 ,原子 物理 等 
方面 也 有 贡献 。 他 的 全 集 4 卷 
收集 了 1893 ~ 1928 年 的 数学 论文 。 《 胡 作 去 ) 


LIn Jloqlao 
林家 独 (Lin Chia-Chiao 1916~ ) 弄 
代 流体 力学 家 、 应 用 数学 家 、 天 文学 家 。1916 年 7 月 7 
日 生 于 中 国 北京 。1937 年 毕业 于 清华 大 学 物理 系 。1941 
年 在 加 拿 大 多 伦 多 大 学 获 应 用 数学 硕士 学 位 ， 1944 年 在 
美国 加 州 理工 学 院 获 航空 博士 学 位 。1945~1947 年 在 美 
国 布朗 大 学 任教 。 从 1947 年 至 今 一 直 在 美国 麻 省 理工 
学 院 任教 。1953 年 任教 授 .1962 一 1966 年 任 该 学 院 第 一 
任 应 用 数学 委员 会 主任 。1966 年 当选 为 全 学 院 教授 。 他 
是 美国 科学 院 和 美国 文理 学 院 院士 。 又 受聘 为 北京 大 学 
名 誉 教授 。 历 任 美国 工业 和 应 用 数学 学 会 主席 、 美 国 数 
学 学 会 应 用 数学 委员 会 主席 。 曾 获 美国 机 械 工程 学 会 的 
铁 木 辛 柯 奖章 ,美国 科学 院 应 用 数学 奖金 美国 物理 学 会 
第 一 个 流体 力学 奖金 和 麻 省 理工 学 院 的 基 里 宁 奖金 。 他 
致力 于 应 用 数学 、 流 体力 学 和 天 体 物理 学 的 研究 。 最 杰 
出 的 工作 是 在 1944 年 成 功 地 解决 了 一 个 争论 几 十 年 的 
经 典 的 两 个 平行 平板 间 的 流动 稳定 性 问题 。 他 极 大 地 发 
展 了 微分 方程 渐 近 理论 的 研究 。 另 一 有 影响 的 工作 是 在 
1964 年 完成 了 螺旋 星系 的 密度 波 理论 , 成 功 地 解释 了 许 
多 天 文 观察 事实 。 

他 的 专著 有 《流体 动力 学 稳定 性 理论 X1955),《 应 用 
到 自然 科学 中 的 确定 性 问题 的 数学 X(1974, 与 A.A. 西 格 
尔 合 著 )。 《 黄 永 念 ) 


Liu Hul 

刘 徽 中 国 魏 晋 间 杰 出 的 数学 家 ， 中 国 古 典 数学 理 
论 的 英 基 者 之 一 。 籍 贯 及 生 卒 年 月 不 详 。 幼 年 曾 学 习 过 
《 九 章 算 术 》， 成 年 后 又 继续 深入 研究 ， 在 瑶 景 元 四 年 
《263) 注 6 九 章 算术 ,并 撰 k 重 差 》 作 为 6 九 章 算术 》 注 第 十 
卷 。 唐 初 以 后 ，《 重 差 》 以 《海岛 算 经 》 为 名 单行 。 刘 徽 全 
面 论述 了 《 九 章 算术 》 所 载 的 方法 和 公式 ， 指 出 并 且 纠 正 
了 其 中 的 错误 ， 在 数学 方法 和 数学 理论 上 作出 了 杰出 的 


贡献 。 

到 国术 刘 
徽 创造 的 运用 极 
限 思想 证 明 贺 面 
积 公式 及 计算 贺 
局 率 的 方法 .《 九 
章 算术 》 提 出 贺 
面积 公式 ,“ 半 周 
半径 相 乘 得 积 
步 "。 在 刘 徽 之 前 
是 将 圆 内 接 正 12 
边 形 分 割 拼 补 成 
一 个 长 为 加 内 接 
正六 边 形 周 长 之 
半 ， 宽 为 圆 半径 
的 长 方形 ， 近 似 
推断 这 个 公式 
的 。 刘 徽 指出 此 
“ 合 径 率 一 而 外 周 率 三 ", 极 不 准确 为 了 严格 证 明 这 个 公 
式 , 他 首先 从 圆 内 接 正 6 边 形 开始 割 圆 ， 依 次 得 正 12 边 
形 . 正 24 边 … 割 得 越 细 , 正 多 边 形 的 面积 与 圆 面积 
之 差 越 小 ,“ 割 之 又 割 , 以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆周 合体 而 无 
所 失 突 。" 另 一 方面 ,这 些 正 多 边 形 每 边 外 有 一 余 径 , 以 边 
长 乘 余 径 ,加 到 相应 的 正 多 边 形 上 , 则 大 于 圆 面积; 然而 ， 
当 正 多 边 形 与 贺 周 合体 时 ,“ 则 表 无 余 径 , 表 无 余 径 , 则 宕 
不 外 出 矣 。" 这 就 从 上 界 和 下 界 两 个 方面 证 明了 圆 面积 是 
两 个 多 边 形 面积 序列 的 极限 然后 ,将 与 圆 合体 的 正 多 边 
形 分 割 成 无 限 多 个 以 每 边 为 底 ， 以 圆心 为 顶点 的 等 腰 三 
角形 。 由 于 以 一 边 长 乘 半 径 ， 等 于 每 个 三 角形 面积 的 两 
倍 ，“ 故 以 半 周 乘 半 径 而 为 加 等 "， 从 而 完成 了 加 面积 公 
式 的 证 明 。 刘 徽 指 出 , 上 述 加 面积 公式 中 的 “ 周 径 , 谓 至 
然 之 数 , 非 周 三 径 一 之 率 也 "。 刘 徽 之 前 刘 坎 、 张 衡 等 人 
曾 改 进 圆 局 率 值 ,成 绩 都 不 佳 。 刘 徽 用 割 圆 林 , 从 直径 为 
2 尺 的 圆 内 接 正 6 边 形 开 始 割 圆 , 求 出 加 内 接 正 96、192 
边 形 的 面积 ,根据 不 等 式 Snz<<S 四 < See+ 2(Sua 一 Syo, 确 
定 314 平方 十 为 贺 面 积 近似 值 ,用 已 证 明 的 圆 面积 公式 ， 
求 得 圆周 长 为 6 尺 2 寸 8 分 ， 与 直径 2 尺 相约 ， 得 圆周 


率 x- 蕊 7 。 又 给 192 边 形 面积 314 臣 平方 十 增加 估 值 
询 方寸 得 314 区 平方 寸 为 近似 值 ， 用 同样 方 法 得 


到 图 周 率 为 3927, 并 计算 了 3072 边 形 面积 ,验证 了 这 个 


值 。 刘 繁 提出 的 计算 贺 周 率 的 科学 方法 ， 黄 定 了 此 后 千 
余年 中 国 圆周 率 计算 在 世界 上 的 领先 地 位 。 祖 冲 之 后 来 
进一步 将 其 可 靠 数字 推进 到 八 位 。 

刘 和 机 原理 ” 刘 短 用 无 限 分 割 的 方法 解决 锥 体 体积 时 
提出 的 一 条 重要 原理 ;将 一 个 章 堵 (用 一 平面 沿 长 方 体 相 
对 两 楼 切割 得 到 的 模 形 立体 ) 分 解 为 一 个 阳 马 (直角 四 榨 
锥 ) 与 一 个 束 恬 ( 四 面 均 为 直角 三 角形 的 四 面体 )， 则 “ 阳 
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马 居 二 , 鉴 属 居 一 ,不 易 之 率 也 ”, 即 一 个 覃 培 内 阳 马 的 体 
积 与 整 属 的 体积 之 比 恒 为 2:1。 这 个 原理 是 证 明 《 九 章 算 


术 ) 中 提出 的 阳 马 体积 公式 V 一 襄 obh 和 获 属 体积 公式 


VV -和 ci 的 关键 。 在 长 、 宽 、 高 相等 的 情形 中 上 述 原理 


和 公式 是 显然 的 ,但 是 刘 徽 认为 这 不 能 简单 地 推广 到 长 、 
宽 、 高 不 等 的 一 般 情形 。 于 是 他 提出 并 用 极限 方法 证 明 
了 上 述 原理 。 他 用 三 个 互相 垂直 的 平面 平分 理 堵 的 长 、 
宽 、 高 , 则 阳 马 分 成 一 个 小 立方 T，, 两 个 小 于 墙 I、 互 和 两 
个 小 阳 马 卫 、Y , 鉴 属 分 成 两 个 小 覃 堵 I、 下 "和 两 个 小 鉴 
用 本、7'…。 它们 可 以 拼 成 四 个 小 立方 : 工 .I- 工 、 下 -下 
T-W'-Y-T'。 显 然 ,在 前 三 个 小 立方 中 , 亦 即 在 三 墙 的 
四 分 之 三 中 ,属于 阳 马 与 属于 必 锋 的 体积 之 比 为 2:1, 第 
四 个 小 立方 中 体积 之 比 尚 未 知 ， 但 它 的 两 小 曾 培 的 构成 
与 原 遵 堵 完 全 相似 , 且 其 长 \ 宽 、 高 为 原 辫 堵 的 一 半 。 对 这 
两 个 小 章 堵 重复 上 述 的 分 割 拼 合 ， 即 “ 置 余 广 、 表 、 高 之 
数 各 半 之 , 则 四 分 之 三 又 可 知 也 "。 如 此 继续 下 去 ,“ 半 之 


丈 少 ,其 余 弥 细 , 至 细 日 微 , 微 则 无 形 。 由 是 言 之 , 安 取 余 
截 ?" 从 而 在 整个 于 堵 中 证 明了 刘 徽 原理 。 由 此 原理 ， 阳 
马 和 警 必 体积 公式 是 显而易见 的 。 刘 徽 把 四 面体 看 成 解 
决 多 面体 体积 问题 的 关键 ,明确 指出 :“ 不 有 鉴 导 ,无 以 审 
阳 马 之 数 ,不 有 阳 马 , 无 以 知 锥 亭 之 类 , 功 实 之 主 也 ”这 
完全 符合 现代 数学 的 观点 。 

刘 徽 关于 解决 球体 积 的 设想 《 九 章 算术 》 开 立 圆 术 


所 用 的 球体 积 公式 相当 于 V 一 - 疝 中 刘 徽 指出 这 个 公式 


是 错误 的 ， 其 原因 在 于 当时 错误 地 把 球 与 外 切 圆柱 体积 
之 比 看 成 为 3:4。 刘 
微 设计 了 一 个 第 合 
方 盖 (两 个 相等 的 
圆柱 体 正 交 所 得 公 
共 部 分 ， 参 见 彩 图 
插页 第 30 页 )， 提 
出 球 与 件 合 方 盖 的 
体积 之 比 才 是 x:4， 
指出 了 解决 球体 积 
公式 的 正确 途径 。 
但 他 未 能 求 出 件 合 
方 盖 的 体积 。 然 而 
刘 徽 为 人 谦虚 ， 相 
信 后 学 ,表示 "以 做 能 言 者 "二 百年 后 , 宜 颗 提出 “ 宕 势 既 
同 则 积 不 容 异 "的 原理 〈 即 祖 果 原理 )， 求 出 了 件 合 方 盖 
的 体积 ,得 出 了 正确 的 球体 积 公式 。 刘 徽 在 证 明美 除 ( 攀 
形体 ) 体 积 公 式 时 ,提出 了 “上 连 无 成 不 方 , 故 方 锥 与 阳 马 
同 实 "的 论断 ,他 还 提出 圆锥 、 四 亭 分 别 与 其 外 切 方 锥 \ 方 
亭 体 积 之 比 为 x:4, 从 而 证 明了 它们 的 体积 公式 。 刘 徽 的 
这 些 思想 为 后 来 祖 眶 原理 的 完成 作 了 准备 。 此 外 ， 刘 徽 
还 提出 回 锥 与 方 锥 侧面 积 之 比 为 *:4 的 论断 ， 从 而 求 出 
了 圆锥 侧面 积 公式 。 

关于 率 的 应 用 刘 徽 给 出 率 的 定义 是 ， 凡 数 相 与 者 
谓 之 率 "。 他 把 分 数 看 成 两 个 量 相 与 ,指出 率 具有 “ 粗 者 俱 
粗 , 细 者 俱 细 " 等 性 质 , 从 而 可 以 “ 乘 以 散 之 , 约 以 聚 之 , 齐 
同 以 通 之 "， 认 为 它们 是 数学 运算 的 纲 纪 。 并 提出 " 凡 九 
数 以 为 篇 名 ,可 以 广 施 诸 率 "， 而 k 九 章 算术 》 所 提出 的 今 
有 术 一 一 “以 所 有 数 乘 所 求 率 为 实 , 以 所 有 率 为 法 , 实 如 
法 而 一 "是 普遍 方法 。 他 用 率 特别 是 用 今 有 术 注 解 了 《 九 
章 算 术 》 的 大 部 分 术 文 , 近 200 个 问题 。 他 认为 ， 只 要 能 
根据 问题 的 数量 关系 找 出 各 物 的 率 ( 因 物 成 率 ), 并 “ 平 其 
偏 旺 , 齐 其 参差 ," 则 无 不 归于 今 有 术 。 所 谓 " 平 其 偏颇 , 齐 
其 参差 , "就 是 齐 同 原理 。 刘 徽 不 仅 用 齐 同 原理 论证 了 分 
数 运算 、 一 般 比 例 、 连锁 比例 和 比例 分 配 问题 (多 集中 在 
方 田 、 粟 米 、 误 分、\ 均 输 诸 章 中 ), 也 论证 了 盈 不 足 术 \ 方 程 
术 和 色 股 、 测 望 类 问题 解法 的 正确 性 。 

刘 微 在 数学 上 贡献 极 多 。 他 发 展 了 天 文 观测 中 的 重 
差 术 , 说 :“ 凡 望 极 高 . 测 绝 深 而 兼 知 其 远 者 必用 重 差 , 勾 
股 , 则 必 以 重 差 为 率 , 故 日 重 差 也 。" 他 在 《海岛 大 经 3) 中 提 


车 合 方 昔 


出 重 表 法 、 连 索 法 、 累 矩 法 三 种 基本 方法 ,总 结 出 “ 孤 离 者 
三 望 , 离 而 又 旁 求 者 四 望 "。 

刘 微 在 开 方 不 尽 的 问题 中 提出 求 微 数 的 思想 ， 这 方 
法 与 后 来 求 无 理 根 近似 值 的 方法 一 致 ， 它 不 仅 是 圆周 率 
精确 计算 的 必要 条 件 ， 而 且 促进 了 十 进 小 数 的 产生 。 在 
线性 方程 组 解法 中 ， 他 创造 了 比 直 除法 更 简便 的 互 乘 相 
消 法 ,与 现今 解法 基本 一 致 ,他 提出 整 行 整 行 相 减 不 影响 
方程 组 的 解 (" 举 率 以 相 减 ,不 害 余数 之 课 ") 的 论断 ,作为 
线性 方程 组 解法 的 基础 ， 他 还 将 衰 分 术 用 于 线性 方程 组 
解法 ,创造 了 方程 新 术 。 他 指出 “五 家 共 井 "的 解 是 “ 举 率 
以 言 之 "在 中 国 数学 史上 第 一 次 提出 不 定 方程 问题 ， 他 
还 建立 了 等 差 级 数 前 ”项 和 公式 〈 相 当 于 S 一 [+ (一 
1)d/2]m, 式 中 a.d 分 别 为 首 项 \ 公 差 )。 此 外 ,他 改进 了 重 
今 有 \ 勾 股 容 方 、 容 圆 以 及 某 些 盈 不 足 、 商 功 和 勾 股 问题 
的 解法 。 

刘 徽 认为 数学 所 探讨 的 范围 没有 止境 ， 但 是 并 不 是 
难于 研究 的 ， 因 为 它 的 方法 都 是 来 自 于 客观 世界 的 “ 规 
矩 "空间 形式 ) 和 "度量 ”( 数 量 关 系 ) 的 统一 。 刘 徽 通过 
“ 观 阴阳 之 割裂 ， 总 算术 之 根源 "， 深 刻 认 识 了 数学 的 精 
理 。 他 认为 “ 事 类 相 推 ,各 有 做 归 ”, 因此， 数学 象 一 株 大 
树 虽然 分 成 许多 枝条 却 有 同一 个 本 干 的 原因 ,是 “发 其 一 
端 ", 有 同一 本 源 , 形 成 了 一 个 体系 。 

刘 徽 提出 并 定义 了 许多 数学 概念 ,如 宕 (面积 );“ 凡 
广 从 相 乘 谓 之 寡 “ 方 程 ( 即 线性 方程 组 ),，“ 程 ,课程 也 。 群 
物 总 杂 ,各 列 有 数 ,总 言 其 实 。 令 每 行为 率 ,二 物 者 再 程 ， 
三 物 者 三 程 , 皆 如 物 数 程 之 ,并 列 为 行 , 故 调 之 方程 , 行 之 
左右 无 所 同 存 , 且 为 有 所 据 而 言 耳 "， 正 负 数 ,“ 两 算得 失 
相反 ， 要 令 正 负 以 名 之 ”; 等 等 , 从 而 改变 了 自 黑 学 衰微 
以 来 佑 约定 俗 成 确定 数学 概念 的 涵义 的 作法 。 刘 徽 还 提 
出 了 许多 公认 正确 的 判断 作为 证 明 的 前 提 。 他 的 大 多 数 
推理 、 证 明 都 合 平 逻 辑 ， 十 分 严 放 ， 从 而 把 《 九 章 算 术 》 
及 他 自己 提出 的 解法 、 公 式 建立 在 必然 性 的 基础 之 上 。 
尽管 刘 微 没有 写 出 自 成 体系 的 著作 ， 但 他 注 《 九 章 算术 》 
所 运用 的 数学 知识 实际 上 已 经 形成 了 一 个 独 具 特色 ， 包 
括 概念 和 判断 ,并 以 数学 证 明 为 其 联系 纽带 的 理论 体系 。 

参考 书目 

钱 宝 琼 校 点 :< 算 经 十 书 >, 上 册 , 中 华 书局 ,北京 ,1963。 
《 郭 书 春 ) 


Liluwel’er 
刘 维 尔 ,J. (Joseph Liouville 1809~1882) 
法 国 数学 家 。1809 年 3 月 24 日 生 于 法 国 圣 奥 梅 尔 。1882 
年 9 月 8 日 卒 于 巴黎 对 函数 论 、 微 分 方程 和 数论 有 重要 
贡献 ,著名 的 法 文 杂志 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 ?的 创始 人 。 
1830 年 毕业 于 路 与 桥梁 工程 学 院 .1838 一 1851 年 
任 巴黎 综合 工科 学 校 分 析 与 力学 教授 。1839 年 当选 为 科 
学 院 天 文部 成 员 。 1851~1879 年 任 法 兰 西学 院 教授 。 
1857 一 1874 年 兼任 巴黎 大 学 理学 院 理论 力学 教授 。 他 的 
教学 活动 对 19 世纪 中 叶 法 国 数学 有 重要 影响 。 

刘 维 尔 是 勇于 创新 的 多 产 数学 家 ， 发 表 论文 和 注 记 


约 400 篇 。 在 函数 论 方面 , 循 着 C. G. J. 夏 可 比 开辟 的 寻 
找 所 有 双 周 期 函数 的 方向 ， 提 出 建立 双 周 期 椭圆 函数 的 
一 套 理论 。 
在 微分 方程 方面 ， 首 先 用 逐次 逼近 法 证 明 一 个 二 阶 

常 微分 方程 解 的 存在 性 ， 提 出 通过 解 积分 方程 求解 微分 
方程 的 方法 ， 和 C.-F. 斯 图 姆 合作 开创 微分 方程 边 值 问 
题 的 研究 方向 。 在 数论 方面 ， 第 一 次 证 明了 超越 数 的 存 
在 ,指出 下 述 形式 的 任何 数 都 是 超越 数 ， 

a aa 

10 + 0 05 + 
式 中 a 是 从 0 到 9 的 任意 整数 。1836 年 ,他 创办 了 法 文 
的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 很 快 被 誉 为 4 刘 维 尔 杂志 》。 他 
具有 远见 卓识 ,首次 刊登 了 当时 鲜 为 人 知 的 卫 . 如 罗 瓦 关 
于 群 论 的 不 朽 论文 。 该 杂志 为 19 世纪 法 国 数学 的 兴旺 
建立 了 重大 功勋 。 《 训 向 东 ) 


llushu 
留 数 (residue) 又 称 残 数 ， 复 变 函 数论 中 一 个 
重要 的 概念 。 解 析 函 数 f(z) 在 孤立 奇 点 z=4 处 的 洛 朗 


展开 式 ( 见 洛 期 级 数 )f(2) 一 赎 c(z 一 a)" 中 ， 
项 的 系数 6-, 称 为 f(z) 在 z~a 处 的 留 数 ， 记 作 Res f(z) 


(z—a)™! 


或 Resfta)。 它 等 于 下 | f(z)dz, 式 中 是 以 0 为 中 


心 的 充分 小 的 四 周 。 

留 数 的 概念 最 早 由 A.-L. 柯 西 于 1825 年 提出 ,由 于 
对 函数 的 洛 朗 展开 式 进行 积分 时 只 留 下 一 项 〈z 一 0) 5 
因此 称 为 留 数 。 它 在 很 多 问题 上 都 有 重要 应 用 ， 如 定 积 
分 计算 ， 函 数 零点 与 极点 个 数 的 计算 ， 将 亚 好 函数 展开 
为 部 分 分 式 ,将 整 函数 展开 为 无 穷 乘积 ,稳定 性 理论 ， 渐 
近 估 计 等 。 

设 函 数 1(z) 以 dt 则 

Res f(0)= n= Hr! Um 每 各-onfz)]。 


当 n~1 时 ,就 有 
Res f(a)=lim(z—a)f(z)。 
pn 


特别 地 ， 当 fz) -2 ， 式 中 pz) 和 yz) 都 在 z=a 


处 解析 ,y(z) 以 z=a 为 一 级 零点 ,2(0) 寺 0, 则 
g(a) 
ya)® 

留 数 定理 ” 设 函 数 世 z) 在 区 域 G 内 除了 孤立 奇 点 外 
解析 ，? 是 G 内 不 经 过 f(z) 的 孤立 奇 点 的 闭 若 尔 当 可 求 
长 曲线 , 则 


Resf(a)= (ay 


| raaz- 2ni a Res fCo0,), 


式 中 {0,} (1<k<N) 是 内 的 全 部 孤立 奇 点 。 
设 函 数 有 z) 以 z= oo 为 孤立 奇 点 , 则 它 在 z= co 处 洛 
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朗 展开 式 中 荆 项 的 系数 c_， 加 上 负 号 ~c-:， 称 为 fz) 在 
= 处 的 留 数 , 记 作 Resf(z) 或 Res Xeo)， 它 等 于 


起 fz)de, 
式 中 了 -是 中 心 在 原点 、 半径 充分 大 的 圆周 , 且 沿 硕 时 针 
方向 绕 行 。 
由 留 数 定理 可 以 证 明 ， 函 数 f(z) 在 扩充 平面 上 若 只 
有 孤立 奇 点 ， 则 所 有 留 数 (包括 在 z= c 处 的 留 数 ) 之 和 
为 零 。 
应 用 留 数 定理 可 以 计算 一 些 定 积分 ,如 
Cos Mx 
[人 
辐 角 原理 ” 设 函 数 蕊 z) 在 单 连通 区 域 G 内 是 亚 纯 函 
数 ，7Y 是 G 内 不 经 过 1(z) 的 零点 与 极点 的 若 尔 当 可 求 长 
闭 曲线 , 则 
-a 和 Bi Mr gf(2)=N-P, 
式 中 Ay arg 也 z) 表 示 当 z 在 Y 上 按 逆 时 针 方向 绕 行 一 周 
时 ,函数 f(z) 的 辐 角 改 变量 ,N 与 P 分 别 表示 在 y 内 的 零 
点 个 数 及 极点 个 数 且 计 入 其 重点 的 个 数 。 
特别 地 , 当 函 数 f(z) 在 G 内 解析 ,就 可 以 求 得 y 内 替 
点 个 数 N。 由 此 可 知 , 若 n 次 多 项 式 Pw(z) 在 虚 轴 上 没有 
根 , 则 其 全 部 根 都 在 左 半 平 面 的 充 要 条 件 是 


lim, Msn argPo(2)= 一 ny 


式 中 La 是 右 半 平 面 上 以 原点 为 中 心 ,半径 为 尽 按 逆 时 针 
方向 绕 行 的 半 个 圆周 。 这 个 结果 在 研究 常 系数 线性 微分 
方程 的 解 的 稳定 性 时 有 用 。 应 用 辐 角 原理 可 以 知道 ， 解 
析 函 数 必 将 区 域 变 为 区 域 ， 区 域内 单 叶 解析 函数 的 导数 
处 处 不 为 零 , 且 其 反 函 数 仍 是 单 叶 解析 函数 ,还 可 研究 解 
析 函 数 序列 的 零点 个 数 与 其 极限 函数 零点 个 数 之 间 的 关 
系 等 等 。 

章 队 定理” 设 函数 fz) 与 9(z) 在 单 连 通 区 域 G 内 解 
析 ,Y 是 G 内 若 尔 当 闭 曲线 , 若 在 Y 上 |f(z)|>1g(z)|, 则 
函数 用 z)+9(z) 与 f(z) 在 Y 内 的 零点 个 数 相同 。 这 个 定 
理 在 计算 某 个 函数 在 Y 内 有 几 个 零点 时 很 有 用 。 

《 沈 炎 昌 ) 


dr em (a>0,m>0), 


lluxing 
流 形 (manifold) 一 类 特殊 的 连通 、 豪 斯 多 夫 
仿 紧 的 拓扑 空间 ， 在 此 空间 每 一 点 的 邻近 预先 建立 了 坐 
标 系 ， 使 得 任何 两 个 (局 部 ) 坐 标 系 间 的 坐标 变换 都 是 连 
续 的 。 这 里 所 说 在 一 点 邻近 建立 坐标 系 就 是 : 存在 这 个 
点 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 同 胚 映射 9:U->V, 其 中 V 是 某 个 
欧 氏 空间 Fr" 中 的 开 集 。 这 样 的 9 可 看 成 UU 上 n 个 函数 ， 
它们 就 给 出 品 中 点 的 坐标 。 在 上 面 流 形 的 定义 中 ， 若 坐 
标 变换 皆 是 连续 可 微 的 ， 则 进一步 称 空间 为 徽 分 流 形 。 
流 形 的 概念 最 早 是 由 B. 黎 曼 在 1854 年 提出 的 。 

下 面 是 流 形 的 例子 。& 是 通常 三 维 欧 氏 空间 中 的 单 
位 球面 , 易 见 5S? 是 连通 、 夺 斯 多 夫 、 仿 紧 的 拓扑 空间 。 对 
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5+ 上 任意 一 点 p, 做 过 Pp 点 的 切 平面 re， 在 rp 中 建立 笛 
卡 儿 坐 标 系 。 再 从 5? 的 球 心 做 射线 , 当 射线 与 5 和 也。 
同时 相交 时 ， 记 交点 分 别 为 9、9。 这 时 令 S: 中 4 点 的 
坐标 就 是 了 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 这 样 就 在 p 点 邻近 建立 了 局 
部 坐标 系 。 不 难 验证 ,用 上 述 办 法 建立 8 中 各 点 邻近 的 
局 部 坐标 系 , 其 坐标 变换 皆 是 可 短 的 , 从 而 5 是 微分 流 
形 。 仿 照 这 里 讨论 可 知 实数 集 、 初 等 曲线 ,圆周 、 环 面 、 欧 
氏 空间 都 是 流 形 。 

流 形 最 重要 的 特性 是 ， 有 局 部 坐标 系 。 这 个 特性 并 
不 奇特 , 以 至 流 形 能 广泛 地 出 现在 物理 、 几 何 问题 之 中 。 
同时 这 个 特性 又 使 人 们 可 系统 地 运用 坐标 方法 ， 从 而 导 
致富 有 成 效 的 研究 。 因 此 流 形成 为 数学 中 一 个 重要 概念 
是 不 会 令 人 惊讶 的 。 

有 了 局 部 坐标 ， 可 以 确定 微分 流 形 之 间 的 可 微 映 射 
概念, 那 是 指 一 个 映射 :MN, 其 中 以 和 人 是 微分 流 形 ， 
使 得 当 了 用 局 部 坐标 表示 时 ， 它 是 坐标 的 连续 可 微 函 数 
组 。 如 果 了 有 逆 映 射 入 "并且 广 :也 是 连续 可 微 的 , 则 称 
了 是 微分 同 胚 。 有 一 个 特别 的 情形 值得 注意 ， 当 N 是 实 
数 集 时 ， 称 上 述 可 微 的 了 为 以 上 的 可 微 函 数 。 不 难 在 M 
上 的 可 微 函 数 的 集合 中 引进 函数 加 法 、 乘 法 运算 ,于 是 可 
微 函数 集合 就 成 了 一 个 函数 环 。 利 用 这 个 函数 环 可 以 派 
生出 微分 流 形 上 的 下 列 诸 概念 , 切 向 量 场 (函数 环 的 导 算 
子 ), 李 括号 运算 以 及 它们 的 对 偶 陈 述 (外 微分 式 ,外 微分 
算 子 ), 此 外 还 有 定 积分 概念 。 借 助 于 这 些 基本 概念 ， 就 
可 以 开展 微分 流 形 上 的 各 种 研究 了 。 

对 流 形 的 研究 还 有 一 套 组 合 方法 , HH. 虎 加 莱 对 这 种 
方法 的 出 现 起 了 决定 性 作用 。 那 是 预先 假定 流 形 " 剖 分 ” 
成 一 些 单 形 之 和 ， 使 各 单 形 之 间 是 规则 相处 的 。 在 这 里 
单 形 是 指 ; 0 维 单 形 是 一 个 点 ,1 维 单 形 是 一 条 线段 ,2 维 
单 形 是 三 角形 , n 维 单 形 是 具有 n+1 个 顶点 的 广义 三 角 
形 。 从 “ 齐 分 "出 发 ,创造 出 链 群 和 边缘 算 子 概 念 ,再 用 有 
限 的 代数 算法 导出 同调 群 ,进而 开展 研究 ( 见 同调 论 )。 

关于 流 形 的 重要 结果 有 :斯 托 克 斯 公式 , 示 性 类 , 德 ， 
拉 姆 同 构 , 对 侦 定理 。 

考虑 上 面 对 流 形 研究 的 前 提 , 自然 要 问 ,一 个 流 形 是 
否 可 以 变 成 微分 流 形 ,是 否 可 以 剖 分 ? 也 就 是 说 ,一 个 流 
形 有 没有 微分 结构 、 剖 分 (组 合 ) 结 构 的 问题 。 当 考虑 一 
个 流 形 上 给 定 了 两 个 微分 结构 ， 这 便 得 到 两 个 微分 流 形 
Ms， Ma:。 如 果 存在 一 个 微分 同 胚 二 MiM:, 则 称 这 两 个 
微分 结构 是 相同 的 。 于 是 进一步 双 问 ， 一 个 流 形 上 的 微 
分 结构 有 多 少 个 ? 类 似 地 ， 组 合 结构 又 有 多 少 个 ? 对 流 
形 的 深入 研究 集中 在 : 流 形 上 的 微分 结构 ,组 合 结构 的 存 
在 性 ,唯一 性 问题 , 另外 还 研究 这 两 种 结构 的 关系 , 流 形 
的 各 种 意义 下 分 类 等 问题 。 对 流 形 的 研究 已 做 出 许多 令 
人 振 奉 的 结果 ,但 也 留 下 许多 未 解决 的 难题 。 

上 述 的 流 形 是 有 限 维 无 边 的 ， 类 似 地 有 有 限 维 带 边 
流 形 的 概念 。 此 外 , 在 许多 数学 场合 中 出 现 无 限 维 流 形 ， 
不 过 对 无 限 维 流 形 的 研究 远 不 及 有 限 维 情形 。 

( 席 言 林 ) 


liuxing shang de fenxl 
流 形 上 的 分 析 (analysis on manifolds) 
流 形 上 的 大 范围 分 析 与 整体 分 析 。 

从 局 部 看 ， 微 分 流 形 与 欧 氏 空间 中 某 个 开 集 同 胚 ， 
因此 流 形 上 的 局 部 分 析 与 欧 氏 空间 开 集 上 的 经 典 分 析 相 
仿 , 这 样 ,所 谓 流 形 上 的 分 析 主要 是 指 大 范围 分 析 与 整体 
分 析 。 这 时 也 会 旦 现 出 与 欧 氏 空间 开 集 上 的 分 析 相 同 的 
现象 例如 关于 C” 映射 的 萨 德 定理 和 可 微 函数 的 惠 特 尼 
开拓 定理 ,以 及 斯 托 克 斯 定理 等 ,但 更 受到 注意 的 是 由 流 
形 的 拓扑 结构 ,微分 结构 、 复 结构 等 给 分 析 带 来 的 影响 。 

英 尔 斯 理论 ” 微 积分 中 最 基本 的 问题 是 一 个 函数 的 
极 大 与 极 小 问题 。 达 到 极 值 的 必要 条 件 是 一 阶 导数 等 于 
0。 对 于 定义 在 n 维 流 形 M 上 的 实 值 函数 fp),pPEM, 如 
果 在 坐标 映射 pa: Us。>R",pEU。 作用 下 ,fo9a* 关于 R" 
的 坐标 (x1,xs,… xs) 的 各 个 偏 导数 在 P 点 均 为 0， 就 称 
?为 了 的 一 个 临界 点 。 它 不 依赖 于 坐标 的 选取 。 同 样 地 ， 
极 值 只 能 在 临界 点 达到 。 但 是 美国 数学 家 HH. M. 英 尔 斯 
首先 在 1930 年 前 后 认识 到 这 些 点 的 数目 与 流 形 的 拓扑 
有 着 密切 的 关系 。 以 H(f) 记 二 阶 偏 导数 31/3x,3xy 构 
成 的 甜 阵 , 着 H(f) 在 p 点 满 秩 ， 就 称 ? 为 非 退 化 的 临界 
点 。 这 时 候 , 可 以 选取 坐标 (zx,x,,…,xn) ,使 得 p 点 的 坐 
标 为 (0,0,…,0) 而 f(x) = 一 在 一 对 一 … 一 2 二 Xn 十 
十 左 ，7 就 称 为 这 个 临界 点 的 指数 。r= 0 时 了 达到 极 小 ; 
r=n 时 了 达到 极 大 ,0<r<n 时 了 不 一 定 达 到 极 值 . 这 时 
又 称 p 为 挝 点 。 这 些 非 退 化 的 临界 点 均 是 孤立 的 。 若 了 
的 所 有 临界 点 均 非 退 化 ， 就 称 了 为 莫 尔 斯 函数 。 这 类 函 
数 是 很 多 的 ,它们 按 适 当 的 拓扑 在 函数 空间 中 稠密 。 

假定 M 是 紧 的 微分 流 形 , f 为 它 的 一 个 莫 尔 斯 函数 。 
以 书记 指数 为 硅 的 临界 点 个 数 , 则 省 <co。 设 b, 为 M 的 第 
i 个 贝蒂 数 (以 有 理 数 作 系 数 的 第 i 个 同调 群 的 维 数 ) 。 那 
么 成 立 莫 尔 斯 不 等 式 b,<4,i=0,1,… ,ny bs 一 bi 十 … 
土 Bo 志 太一 苔 1 二 十 po 以 及 bb 十 … 二 (一 1)"b。 二 
X(M)= 内 一 内 十 … 二 (一 1)npm* 这 里 x(M ) 为 下 的 欧 拉 示 
性 数 。 由 这 些 关系 式 ， 可 以 从 M 的 拓扑 结构 推出 莫 尔 斯 
函数 的 极 值 性 质 。 例 如 对 于 二 维 环 面 7， 已 知 bo(T)= 
b(T)=1,bh(T)=2,x(T)=0, 那么 环 面 上 的 莫 尔 斯 函数 
的 极 大 值 点 个 数 与 极 小 值 点 个 数 均 为 1， 鞍点 个 数 为 2。 
另 一 方面 , 若 巧妙 地 构造 莫 尔 斯 函数 , 则 可 推出 流 形 的 拓 
扑 结构 。 

莫 尔 斯 函数 的 临界 点 与 流 形 的 拓扑 之 间 这 种 深刻 而 
明确 的 关系 使 这 个 理论 有 着 极为 广泛 的 应 用 。R. 博 特 的 
周期 性 定理 本 来 就 是 利用 莫 尔 斯 理论 证 明 的 。S. 斯 梅 尔 
及 其 他 数学 家 对 高 维 庞 加 茉 猜想 的 证 明和 流 形 的 分 类 等 
工作 均 是 建立 在 这 个 理论 的 基础 上 ， 莫 尔 斯 本 人 也 曾 将 
这 个 理论 应 用 于 微分 几何 中 的 雅 可 比 场 等 大 范围 变 分 的 
研究 。 

这 个 理论 已 被 直接 推广 到 无 限 维 的 希 尔 伯 特 流 形 ， 
这 种 流 形 与 希 尔 伯 特 空间 局 部 微分 同 肘 。 所 考虑 的 函数 
必须 满足 弱 紧 致 条 件 。 


积分 周期 理论 ” 流 形 上 分 析 的 另 一 重要 分 支 ， 述 及 
微分 形式 的 积分 周期 , 它 完全 反映 了 流 形 的 同调 特征 。 

如 果 拓 扑 空间 上 每 个 局 部 为 常数 的 函数 总 是 整体 
为 常数 的 话 , 那 么 XX 就 是 连通 的 。 于 是 , 若 记 H"(X) 为 局 
部 常数 的 实 值 函数 构成 的 向 量 空间 ， 则 dim H*(X) 就 是 
的 连通 分 支 数 了 。 这 种 现象 的 高 维 推广 ,在 1930 年 由 
法 国 数学 家 G.-W. 德 - 拉 姆 给 出 .由 于 局 部 常数 的 函数 
特征 为 df= 0, 因 此 对 于 微分 流 形 M, H'(M) 也 将 是 M 上 
的 某 些 微分 方程 的 解 。 考 虑 1 形式 9=2 asdx,, 这 里 0 
是 M 上 的 C” 函数 。 它 沿 着 道路 7 的 积分 成 为 道路 7 的 


函数 y*| o。 可 以 仿照 上 面 一 样 ， 要 求 当 y 固 定 端点 


作 小 的 形变 时 这 个 积分 重 为 常数 。 此 时 由 斯 托 克 斯 定理 
可 知 9=0, 这 里 d 为 外 微分 , 即 9as/ 3xy 一 3as/3x,=0。 


另 一 方面 ,| af= KKp)- fg), 这 里 pg 为 的 端点 , 即 对 


于 形式 时 , 其 积分 自然 地 为 局 部 常数 。 于 是 H'(M) 可 考 
虑 成 由 局 部 常数 的 线 积分 与 局 部 常数 函数 空间 取 商 构成 
的 向 量 空间 。 一 般 地 , 若 p 为 大 阶 微分 形式 ,dp= 0, 则 称 
?为 闭 的 微分 形式 。 若 存在 k 一 1 阶 微分 形式 a 使 P= da， 
称 p 为 正 合 的 微分 形式 。Hi,a(M)= { 闭 的 下 阶 C” 微分 
形式 }/{ 正 合 的 k 阶 C” 微分 形式 } 称 为 M 的 第 k 个 德 . 拉 
姆 上 同调 群 令 9 为 代表 德 拉 姆 上 同调 类 {8) 的 大 阶 闭 
形式 , o 为 代表 实 可 微 奇异 同调 类 {0} 的 一 个 上 循环 ， 那 


(oop)=|, ?与 代表 元 p、o 的 选取 无 关 , 定 义 了 从 


天 a(M) 到 实 可 微 奇异 同调 群 的 对 偶 空 间 上 的 线性 喘 射 
德 " 拉 妈 定理 肯定 这 个 映射 当 M 为 紧 答 分 流 形 时 是 同 构 ， 
因此 HaCM) 与 实 系数 的 阶 可 铀 奇异 上 同调 群 同 构 。 
由 微分 形式 在 一 个 可 和 循环 上 的 积分 确定 的 实数 称 作 这 
个 微分 形式 的 周期 。 由 斯 托 克 斯 公式 可 知 正 合 微分 形式 
的 周期 全 为 零 * 德 ` 拉 妇 定 理 表明 周期 为 夫 的 闭 形式 一 定 
正 合 , 且 若 mveay…yo 是 流 形 以 的 可 微 上 循环 的 任意 一 
组 基 ,04 为 + 个 任意 实数 ,那么 一 定 存在 闭 的 k 阶 0 微 
分 形式 9 使 得 | .ea 


英国 数学 家 W. V.D. 霍 奇 对 德 . 拉 姆 理论 作出 了 重 
要 改进 。 在 稚 奇 理论 中 ,一 般 假定 流 形 为 紧 的 ,并 具有 黎 
曼 度 量 。 利 用 这 个 度量 ， 构 造作 用 在 微分 形式 上 的 拉 普 
拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 4=B+834, 这 里 4d 为 外 微分 算 
子 避 为 4 的 形式 共 示 ( 按 所 给 度量 )。 对 于 欧 氏 空间 及 其 
通常 的 平坦 度量 ，4 即 为 作用 在 微分 形式 的 每 个 分 量 上 
的 拉 普 拉 斯 算 子 。 满 足 方程 4p= 0 的 称 为 调和 微分 形 
式 , 霍 奇 理论 肯定 在 每 个 德 " 拉 姆 上 同调 类 中 存在 唯一 的 
调和 形式 ， 也 即 总 是 存在 唯一 的 调和 形式 具有 预先 给 定 
的 周期 ( 见 窒 奇 理论 )。 
示 性 类 ” 流 形 上 分 析 常 与 流 形 的 度量 有 关 ， 但 将 受 
到 该 流 形 的 各 种 示 性 类 的 限制 。 这 些 示 性 类 虽然 可 以 用 
度量 的 曲率 矩阵 来 表示 ， 但 对 于 不 同 的 度量 它们 总 在 同 
一 个 上 同调 类 内 。 设 E 为 n 维 流 形 M 上 的 复 向 量 从 ,9 
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为 卫 的 容许 连 络 所 对 应 的 曲率 短 阵 ， 则 混合 籁 分 形式 
det (IT+ 二 9 )( 按 外 乘积 展开 ) 中 的 2j 次 分 量 为 实 值 半 


外 微分 形式 。 它 所 决定 的 德 拉 姆 上 同调 类 Cs(E) 与 的 埃 
和 尔 米 特 结构 和 连 络 的 选取 无 关 , 称 之 为 眉 的 第 j 个 陈 类 。 


高 斯 - 博 内 定理 肯定 | Cn(T(X))=x(X), 这 里 T(X) 为 


紧 复 流 形 X 的 切 从 。 假 定 记 为 M 上 以 V 为 纤维 型 的 1 维 
实 向 量 从 。 令 E@C 为 的 复 化 ,这 是 以 1 维 复 向 量 空间 
V@C 为 纤维 型 的 复 向 量 从 。 设 Cw 是 复 向 量 从 E@C 的 
第 妇 个 陈 类 ， 则 称 PE)=( 一 1)CwyEH4M,R) 是 第 j 
个 庞 特 里 亚 金 类 。 

层 论 复 分 析 中 的 基本 问题 是 具有 给 定性 质 的 全 纯 
函数 或 亚 纯 函数 的 存在 与 多 少 。 问 题 的 局 部 解 是 容易 的 ， 
关键 在 于 如 何 将 这 些 局 部 解 并 接 成 整体 解 。 层 论 正 是 提 
供 了 从 局 部 分 析 到 整体 分 析 这 个 过 程 的 有 力 工具 。 这 个 
理论 首先 由 法 国 数学 家 丁 勒 雷 为 研究 代数 拓扑 而 发 展 起 
来 ,但 是 最 重要 的 应 用 却 首先 在 复 分 析 (包括 复 的 代数 几 
何 ) 中 。 这 是 由 于 互 , 喜 当 、J.P. 塞 尔 、 小 平 邦彦 及 D.C。 
斯 潘 塞 等 数学 家 的 工作 。 

设 G,X 为 二 个 拓扑 空间 , x 为 到 XX 的 映射 且 满足 
下 列 条 件 , @ 连续 且 为 局 部 同 胚 映射 ! @ 对 每 个 xEX， 
=x-!(x) 是 个 阿 贝 尔 群 ， 且 群 运算 (a, br*a+b 关 于 
多 的 拓扑 是 连续 的 ， 那 就 称 为 尺 上 的 阿 贝尔 群 层 。 类 
似 地 可 以 定义 具有 其 他 代数 结构 的 层 。 在 复 分 析 中 最 常 
用 的 是 各 类 函数 与 各 类 微分 形式 的 芽 层 。 进 而 设 X 为 复 
流 形 , Ua, Us 为 xEX 的 二 个 邻 域 , fo,je 分 别 为 Ua,Us 
上 的 二 个 Cr 函数 。 如 果 在 x 的 更 小 邻 域 U'CU。NnUs 上 
fa。~fs， 就 称 这 二 个 函数 等 价 。C" 函数 的 每 个 等 价 类 称 
为 zx 点 的 一 个 Cr" 函数 芽 。 在 同一 点 的 芽接 普通 加 法 构 
成 阿 贝尔 群 。 将 X 上 各 点 的 所 有 Cr 函数 芽 并 在 一 起 即 
得 XX 上 的 Cr 函数 芽 层 。 映 射 可 取 成 将 芽 映 到 它 在 和 的 所 
在 点 。 例 如 在 点 的 全 纯 函 数 芽 全 体 记 成 0。, 并 在 一 起 
得 到 的 层 0 称 为 X 上 的 全 纯 函数 芽 层 。 映 射 +:0>X 为 
0。 一 x-!(x)。0 的 拓扑 这 样 定义 , 记 f 为 全 纯 函数 了 在 x 
点 确定 的 芽 , 那么 {fy:yEU, UCX 为 开 集 且 是 了 的 定义 
域 } 构 成 6 的 开 集 基 。 这 时 x 为 局 部 同 胚 且 客运 算 连续 。 
其 他 种 类 的 函数 芽 层 的 拓扑 ， 甚 至 各 类 微分 形式 芽 层 的 
拓扑 都 可 类 似 地 定义 。 

将 普通 上 同调 群 的 系数 代 之 以 层 的 元 素 ， 即 得 取 值 
在 某 个 层 内 的 上 同调 群 。He(X，29) 就 是 取 值 在 8 内 的 
第 9 个 上 同调 群 。 若 8 为 常数 函数 芽 层 ， 它 就 是 普通 的 
上 同调 群 如 果 为 其 他 函数 类 的 芽 层 , 那么 中 (X,9) 
就 代表 定义 在 整个 区 上 的 这 类 函数 的 多 少 。 它 往往 从 高 
阶 上 同调 群 的 信息 中 算得 。 

例如 设 {p4} 是 非 紧 歼 曼 面 S 上 的 一 个 离散 点 集 ， 要 
求 找 一 个 亚 纯 函 数 了 在 点 ps 具有 给 定 的 主 部 。 假 定 {U-)} 
为 M 的 一 个 开 覆 盖 ,9 为 Ua 上 的 亚 纯 函 数 且 在 {ps} NU。 
具有 给 定 的 主 部 〈 这 是 容易 做 到 的 局 部 问题 )。 于 是 在 
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Us。NUs 上 98。 一 9o==fas 就 是 全 纯 函 数 。 这 些 函 数 {fo9} 代 
表 了 HM,0) 中 的 一 个 元 素 , 在 H\(M,0)=0 时 ,就 会 在 
U。( 或 更 小 的 开 集 ) 上 存在 全 纯 函 数 y。， 使 得 在 Uo 几 Up 
上 Yao 一 ye 一 foe, 从 而 wa 一 一 9s 一 yp。 这样 {pa 一 Ya) 就 
是 定义 在 整个 S 上 又 满足 要 求 的 亚 纯 函数 。 所 以 ,具有 给 
定性 质 的 解 是 否 存在 就 变 成 某 个 上 同调 群 为 零 。 所 幸 总 
有 H'(S,0)=0。 在 高 维 , 这 类 问题 称 为 第 一 库 辛 问题 , 当 
X 为 施 泰 因 流 形 时 ,H'(XX,0)=0, 因 此 这 个 问题 有 解 。 类 
似 地 寻求 具有 给 定 零点 集 的 全 纯 函 数 的 问题 称 为 第 二 
库 辛 问题 。 除 了 X 的 施 泰 因 性 质 外 尚 需 其 他 条 件 ， 例 如 
HX, Z)=0, 才能 使 这 个 问题 有 解 ( 见 多 复 变 函 数论 )。 

对 于 nn 维 复 流 形 X, 当 多 为 X 上 的 O 模 层 时 ,又 称 多 
为 解析 层 。 记 P 个 层 2 的 直 和 为 0?= 0 四 … 四 2。 它 也 是 
层 。 若 每 个 x*EX， 存 在 令 域 U 及 整数 pq 使 得 Oz|o~ 
Oo 了 o>0 是 U 上 的 层 同 态 正 合 序列 ,就 称 多 为 凝聚 
解析 层 。22 本 身 即 为 凝聚 解析 层 。 这 时 候 对 一 切 9>m 成 
立 H(X,98)= 0。 如 果 X 为 施 泰 因 流 形 , 则 嘉 当 定理 也 意 
味 着 对 一 切 9>0, Ha(X,F)=0。 如 果 X 为 紧 复 流 形 , 那 
么 对 一 切 9>0，He(X,8) 为 有 限 维 的 。 

对 于 紧 黎 曼 面 S,dim H'(S,0)=g 即 为 8 的 亏 格 数 。 
S 上 的 一 个 因子 D 是 指 一 个 有 限 形式 和 Zripl, ptES, mn 
为 整数 。 以 v(f) 记 亚 纯 函 数 了 在 pk 的 洛 朗 展开 式 的 首 
项 指数 ,那么 对 于 任意 守成 立 w% 二 mi>>0 的 亚 纯 函 数 形成 
向 量 空间 1(D)。 微 分 形式 hdz 亚 纯 是 指 h 为 亚 缉 函 数 。 
对 任何 i 成 立 w(h) 宕 nm 的 亚 纯 微分 形式 全 体 记 作 放 DD)，、 
那么 黎 曼 - 罗 赫 定理 肯定 dim1(D)dimi(D)= Zn,+ 
1 一 g。 每 个 因子 D 对 应 一 个 全 纯 线 从 和 (D), 使 本 来 为 亚 
纯 的 对 象 在 XD) 内 成 为 全 纯 的 元 素 。 对 于 全 缉 向 量 丛 
x;E->M,， 以 Q(E) 记 EE 的 全 纯 截面 芽 层 (E 在 M 的 开 集 U 
上 的 全 纯 截 面 是 指 全 纯 映 射 F;U->E， 且 xoF 为 恒 同 映 
射 )。 利 用 赛 尔 对 侦 定理 ,上 述 公式 左边 可 写成 dim HS， 
Q(X(D))) 一 dimH'(S,Q(X(D))) 这 种 上 同调 维 数 的 交错 
和 形式 。J. P. 塞 尔 在 证 明了 他 的 对 偶 定理 并 重新 解释 了 
黎 曼 - 罗 赫 定 理 后 狂想, 当 M 是 代数 流 形 时 , x(M,E)= 
(一 1)HKM,Q(E)) 一 定 可 以 写成 一 个 只 包含 M 的 陈 类 
及 EE 的 陈 类 的 多 项 式 在 M 的 基本 同调 类 上 的 值 。 这 猜想 
立刻 被 德国 数学 家 F. 希 策 布 鲁 赫 在 1954 年 证 明 :x(M， 
瑟 ) 一 ch(E)'td(M)CM]， 式 中 的 ch(E)= Ze%, 5% 由 以 E 
的 陈 类 C 为 系数 的 形式 多 项 式 2 Cs x! 的 分 解 式 所 决 
定 , 即 Cyx!=II(H8x)， 习 惯 上 称 ch(E) 为 的 陈 特征 ， 
又 称 td(E)=II(8/(1 一 e-%)) 为 的 托 德 类 , 若 T(M) 表 
示 M 的 切 从 , 则 td(M)= td(T(M)@aC) 称 为 M 的 托 德 类 。 

黎 曼 - 罗 赫 - 希 策 布 鲁 赫 公 式 又 为 A. 格 罗 腾 迪 克 推 
广 。 他 利用 复 流 形 上 凝 误解 析 层 的 性 质 ,将 x(M,E) 的 计 
算 看 成 一 个 关于 全 纯 映 射 的 公式 。 如 果 M、N 是 两 个 代 
数 流 形 ,f:M->N 是 个 全 纯 映射 , 则 同时 也 由 了 建立 了 M 
和 对 的 所 谓 黎 曼 - 罗 赫 群 之 间 的 关系 。 对 应 的 公式 就 是 格 
罗 腾 迪克 - 黎 曼 - 罗 赫 定理 。 如 果 和 退化 为 一 点 ， 了 就 为 
常 值 映射 ， 公 式 就 变 成 希 策 布 鲁 赫 公式 。 这 个 观点 所 包 


含 的 许多 想法 使 之 成 为 代数 KK 理论 以 及 拓扑 天 理论 的 出 
发 点 。 

希 策 布 鲁 硅 公式 的 另 一 推广 就 是 阿 鞍 亚 - 辛 格 指 标 
定理 ， 由 这 个 定理 可 推出 希 策 布 鲁 赫 公式 对 任何 紧 复 流 
形成 立 。 

概 分 算 子 ” 流 形 上 分 析 的 许多 问题 常 与 作用 在 流 形 
上 的 微分 算 子 有 关 。 例 如 霍 奇 理论 中 出 现 的 4 就 是 二 阶 
椭 贺 型 算 子 ,这 里 主要 考虑 的 是 任意 阶 椭 贺 型 算 子 。 

设 MM 为 紧 的 可 定向 n 维 光滑 流 形 。E、F 为 M 上 的 二 
个 光滑 复 向 量 从 。T(E)、TCF) 分 别 记 E、F 的 光滑 截面 空 
间 。 线 性 微分 算 子 P: P(E)~T(F) 局 部 地 可 以 用 偏 导数 
的 矩阵 来 表示 。 设 T*(M) 为 M 的 余 切 从 ,SCM) 为 T*(M) 
中 的 单位 球面 从 (关于 某 个 黎 曼 度 量 )。 设 #:SC(M)>M 
为 射影 ,那么 有 一 个 与 P 有 关 的 向 量 从 同 态 "(P) :z*E-> 
sw*#F, 称 为 P 的 象征 。 当 o(P) 是 一 个 向 量 从 同 构 时 , 称 P 
为 椭 贺 型 的 ( 见 流 形 上 的 偏 柚 分 算 子 )。 椭 贺 型 算 子 的 基 
本 性 质 是 它 的 核 ker P (P 的 零 空间 和 余 核 Coker P= 
T(F)/PT(E) 都 是 有 限 维 的 。 其 维 数 之 差 YP)= dimker 
P 一 dim Coker P 称 为 P 的 解析 指标 。 如果 P*:T(F)> 
T(E) 为 了 的 形式 共 轰 算 子 (关于 已.F、M 的 度量 )， 那 么 
P* 也 是 椭 贺 型 的 ,并 且 Coker Pker P*, 因此 7(P) 一 
dimker P 一 dimker P+。y(P) 在 P 形 变 时 不 变 ， 因 此 韦 
夸 和 盖 尔 范 德 猜想 x(P) 可 以 用 拓扑 不 变量 来 表达 。 这 个 
猜想 为 M, 了. 阿 蒂 亚 和 1I. M. 辛 格 所 证 实 。 若 以 ch(P) 
记 由 EE.F、o(P) 所 决定 的 上 同调 环 H*(X,@) 中 的 一 个 元 
素 ,td(M) 为 M 的 托 德 类 ,那么 称 

T(P)= {ch(P)'tdCM)}CM] 
为 P 的 拓扑 指标 , 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 表明 
YP)=7(P), 

将 这 个 定理 应 用 于 P=d+8， 这 里 4 为 普通 的 外 微 
分 算 子 , ?是 d 的 形式 共 罗 , 那 就 得 到 霍 奇 理论 的 一 个 结 
论 ， 调 和 微分 形式 空间 维 数 的 交错 和 等 于 流 形 的 欧 拉 示 
性 数 ,以 及 希 策 布 鲁 赫 的 符号 差 定理 。 设 为 紧 复 流 形 ， 
再 将 这 个 定理 应 用 于 作用 在 X 上 的 全 纯 向 量 从 上 的 算 子 
P=5+ Br, 这 里 尿 为 的 形式 共 轩 , 那 就 会 表明 黎 曼 - 罗 
赫 - 希 策 布 鲁 赫 定理 对 一 切 紧 复 流 形成 立 。 由 于 许多 分 析 
问题 与 椭圆 型 算 子 有 关 , 因此 这 个 定理 还 有 许多 应 用 。 

阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 可 推广 到 更 一 般 的 椭圆 复 形 


E:O—>E, ECR PePin=0, 
它们 的 象征 在 SCM) 上 正 合 。 由 此 可 得 一 般 椭 回复 形 的 莱 
夫 谢 区 不 动 点 公式 。 应 用 于 德 * 拉 姆 复 形 , 即 得 本 来 的 莱 
夫 谢 茨 不 动 点 公式 ， 这 个 定理 也 可 推广 到 有 边界 的 紧 流 
形 的 椭 贺 型 边 值 问题 上 ,还 可 用 于 流 形 的 变换 群 的 研究 。 
在 非 紧 复 流 形 上 珀 算 子 是 经 常 出 现 的 。 它 与 重 奇 理 
论 与 超 定 微分 方程 组 理论 密切 相关 ， 是 高 维 复 分 析 研究 
中 的 一 个 基本 工具 。 
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( 张 锦 带 ) 
lluxing shong de pionweifen suonzi 
流 形 上 的 偏 微分 算 子 (partial differential 
operator on manifold) 定义 在 整个 微分 流 形 
上 的 偏 微 分 算 子 。 在 一 个 未 知 函 数 的 情形 ，m 阶 线性 的 
偏 微分 算 子 是 M 上 C“ 函 数 的 集合 C"(M) 到 C"(M) 的 一 
个 线性 映射 ,而 在 每 一 坐标 区 域 中 ,L 可 表示 为 
L= asx)D°, 
af 


a 
显然 ,在 两 个 坐标 区 城 的 重 迭 部 分 , 工 的 两 种 表示 可 以 通 


过 坐标 变换 互相 转换 。 例 如 ， 黎 曼 流 形 上 的 第 二 类 贝尔 
特 拉 米 算 子 ,在 每 一 个 坐标 区 域 中 可 表示 为 

4- 如 or( 5 一 人 训 ). 
这 里 g%(z) 是 度量 张 量 的 反 变 分 量 ，{%} 是 克 里 斯 托 费 
尔 符号 ( 见 黎 归 几何 学 )。 

多 个 未 知 函 数 的 线性 偏 微分 算 子 工 可 定义 如 下 ， 设 
一 >M 是 定义 在 M 上 的 向 量 从 ,T(E,) 为 0" 截面 的 全 
体 ， 同 样 T7(E,) 表 示 另 一 向 量 从 E>M 的 C” 截面 的 
全 体 ,是 T(E,) 到 TCE,) 的 线性 映射 , 它 满足 ;对 每 一 小 
的 坐标 区 域 吕 ,如 果 T(E,) 和 T(E,) 中 的 元 素 在 U 上 的 限 
制 可 以 用 m 元 和 ms 元 的 列 向 量 函 数 来 表示 , 则 工 可 以 
写 为 

Lm 六 Ga( x) De 
这 里 oa(z) 是 max mi 阵 ，mi 和 wm 分 别 是 E, 和 Es 的 纤 
维 的 维 数 。 
在 局 部 坐标 下 ,微分 算 子 的 主 符 c(L)(8) 可 表示 为 
a (8° = #1 ) 


偏 微分 算 子 的 类 型 可 由 其 主 符 《〈 和 通常 偏 微分 算 子 一 样 
地 ) 来 决定 。 特 别 ， 对 任何 t 关 0, 若 olL)(8) 恒 为 非 异 方 
阵 时 , 算 子 就 是 椭 加 型 的 , 例如 , 第 二 类 贝尔 特 拉 米 算 
子 4 的 主 符 可 表示 为 
宫 

由 于 黎 受 度量 是 正定 的 ,所 以 4 是 椭 加 算 子 。 

对 算 子 工 而 言 ， 可 以 定义 其 象 In(L)CTCE:)， 其 核 
ker(L)={wET(E,),L。=0}, 还 可 以 作 余 核 Coker(L)== 
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T(E:)/Iw(L)，, 它们 都 是 线性 空间 。 当 工 是 椭圆 型 偏 微 分 
算 子 时 ， 可 以 证 明 Ker(L) 和 Coker(L) 都 是 有 限 维 的 ， 
ker(L) 的 维 数 威 去 Coker( 工 ) 的 维 数 称 为 算 子 工 的 指标 。 
20 世纪 60 年 代 , M. F. 阿 蒂 亚 和 I M. 辛 格 得 到 著名 的 
指标 定理 ,椭圆 算 子 工 的 指标 是 由 向 量 从 E 向 量 从 E: 
和 主 符 o(L) 所 确定 的 一 个 拓扑 不 变量 。 

在 微分 几何 中 时 常 要 求解 由 微分 算 子 所 定义 出 来 的 
偏 微分 方程 ,这 种 方程 的 解 是 否 存在 , 有 多 少 , 往往 不 仅 
依赖 于 方程 本 身 ， 而 且 依赖 流 形 的 性 质 。 例 如 贝尔 特 拉 
米 - 拉 普 拉 斯 方程 

du=0 
在 紧 致 流 形 上 就 只 有 常数 解 。 

在 微分 流 形 中 也 可 以 定义 非 线性 的 偏 微分 方程 ， 其 
重要 性 也 与 日 俱 增 , 极 小 曲面 方程 , 蒙 日 -安培 方程 , 杨 - 
米尔 斯 方程 都 是 非 线性 的 偏 微分 方程 。 

( 谷 超 理 ” 沈 纯 理 ) 
Longge-Kutafo 
龙 格 - 库 塔 法 (Runge-Kutta method) 见 
常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 。 


Lujin 
卢 津 ,H. H， (Hukonat HagomaesHq JIy3uH 
1883~1950) 苏联 数学 家 。 1883 年 12 月 9 日生 
于 托 木 斯 克 ,1950 年 2 月 28 日 卒 于 莫斯科 。1906 年 毕业 
于 莫斯科 大 学 ,1905 年 和 1910 
年 曾 两 次 到 法 国 留学 ， 接 触 到 
当时 法 国 的 一 批 著名 学 者 ， 对 
他 以 后 的 科学 研究 产生 了 重要 
影响 。1916 年 获 纯粹 数学 博士 
学 位 。1917 年 成 为 莫斯科 大 学 
教授 。1927 年 当选 为 苏联 科学 
院 通 讯 院士 , 1929 年 为 院士 。 
1928 年 当选 为 第 8 届 国 际 数学 
家 大 会 的 副 主席 。 

1914~1924 年 , 卢 津 是 莫斯科 数学 学 派 的 中 心 人 
物 。1915 年 发 表 的 论文 《积分 和 三 角 级 数 ) 已 经 包含 了 对 
其 后 函数 可 测 性 与 测度 理论 的 发 展 有 决定 影响 的 重要 结 
果 。1916~1920 年 , 卢 津 和 M. 兄 . 苏 斯 林 、II. C. 亚 历 山 
德 罗 夫 共同 创建 了 新 的 数学 理论 一 一 描述 性 函数 论 。 后 
来 他 还 发 现 了 新 的 集 一 一 射影 集 。 关 于 射影 集 的 研究 ， 
他 提出 许多 猜测 ,特别 是 它们 的 可 测 性 ,在 古典 意义 下 是 
不 可 解 的 。 直 到 70 年 代 , 由 于 数理 逻辑 的 近代 发 展 , 他 
的 预见 才 被 证 实 。 1923 年 卢 津 关于 L? 可 积 函数 的 传 里 
叶 级 数 一 定 几乎 处 处 收敛 的 著名 猜测 在 1965 年 也 被 瑞 
典 数学 家 工 . 卡尔 森 所 证 明 。 卢 津 在 解析 函数 的 边界 性 质 
以 及 由 函数 的 边界 值 唯一 确定 函数 本 身 等 问题 上 也 曾 作 
出 过 重要 贡献 。 他 在 微分 几何 ， 微 分 方程 等 领域 都 有 建 
树 。 关 于 曲面 的 变形 问题 ， 在 某 种 意义 上 是 他 获得 了 最 
终 的 结果 。 他 还 建立 了 解析 集合 论 中 一 系列 重要 定理 。 
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他 在 莫斯科 大 学 执教 多 年 ,培养 了 许多 数学 家 。A. HH. 林 
尔 英 哥 洛 夫 和 A. 多 站 多 等 都 是 他 的 学 生 。 在 实 变 函 数 
论 方面 ， 他 同 他 的 学 生 们 的 工作 为 这 门 学 科 作 出 了 基本 
贡献 。 他 的 重要 专著 有 《解析 集合 论 及 其 应 用 (1930; 中 
译本 ,1958) 等 。 ( 程 民 德 ) 


Lujin wenti 
卢 津 问题 (Luzin problem) 又 称 卢 津 猜想 ， 
传 里 叶 级 数理 论 中 的 一 个 著名 问题 。 1913 年 俄国 数学 家 
H. H. 户 津 在 他 发 表 的 一 篇 论文 中 , 提出 了 如 下 的 猜想 ， 
区 间 [0,2x] 上 平方 可 积 函数 的 传 里 叶 级 教 ， 在 [0,2r] 上 
几乎 处 处 收敛 。 这 个 猜想 经 过 半 个 多 世纪 许多 数学 家 的 
努力 ,终于 被 瑞典 数学 家 L. 卡尔 森 于 用 非常 深刻 的 数学 
方法 所 证 实 。 

伟 里 叶 级 数理 论 是 19 世纪 初 ,从 关于 热传导 的 研究 


“中 产生 的 。 中 心 问题 是 :怎样 的 函数 可 以 用 它 的 传 里 叶 级 


数 来 表示 ? 随 着 勒 风格 测度 , 勒 贝 格 积分 理论 的 创立 , 伟 
里 叶 级 数 的 几乎 处 处 收敛 问题 逐渐 为 人 们 所 重视 。1906 
年 ,P.J. 工 .法 图 首先 证 明 ,假如 

W(n)=n, 


D+) we te, (1) 
总 
则 传 里 叶 级 数 
名 + 名 Ca, cos ne+b sin ne) (2) 
名 


在 [0, 2x] 上 几乎 处 处 收敛 。1909 年 ，H. 外 尔 指出 ， 当 
W(n)=nW 时 ， 结 论 仍 成 立 。1913 年 , E. W. 稚 布 森 把 
条 件 降低 为 WCn)=n*,s 是 任意 小 的 正 实数 ,同年 ,M. 普 
朗 歌 尔 和 G. 了 .哈代 把 WCn) 分 别 改进 到 log"m 和 1og*n。 
上 户 津 又 进一步 提出 他 的 猜想 ,认为 W(n)=1( 即 (2) 是 平 
方 可 积 函 数 的 伟 里 叶 级 数 ) 时 ,级 数 (2) 就 几乎 处 处 收敛 。 
卢 津 的 猜想 是 以 他 在 一 系列 研究 工作 中 得 到 的 两 个 
结果 为 根据 的 ，@ 以 2x 为 周期 的 平方 可 积 函数 了 的 传 

里 叶 级 数 几 乎 处 处 收敛 的 充分 必要 条 件 是 等 式 
lim|" Trt+D fet coon deo (3) 


m= or 


在 [0,2zx] 上 几乎 处 处 成 立 ,其 中 了 是 了 的 共 辆 函数 ,积分 
全 表示 柯 西 - 勒 由 格 积分 lim | ,@ 在 上 述 条 件 下 ,积分 


* Hxth) -Hx-t) 
+ t 
在 [0,2x] 上 几乎 处 处 存在 ,并 且 是 有 限 的 。 

考虑 到 mn->co 时 ，cos nx 在 [0,2r] 上 出 现 正 值 和 负 
值 的 机 会 相等 ,因此 卢 津 认 为 ,对 于 平方 可 积 函数 ,从 (4) 
的 几乎 处 处 有 限 性 很 可 能 导致 式 (3) 在 [0，2rx] 上 几乎 处 
处 成 立 , 从 而 了 的 傅 里 叶 级 数 几 乎 处 处 收敛 。 

卢 津 猜想 发 表 之 后 ， 引 起 了 世界 上 许多 第 一 流 数学 
家 的 关注 。 在 长 长 的 53 年 中 ， 这 个 猜想 既 不 能 被 证 实 ， 
也 无 法 被 否定 。 但 是 围绕 着 它 ， 出 现 了 从 正 反 两 方面 研 
究 的 一 些 重要 成 果 。1923 年 ,A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 构造 了 


(4) 


一 个 可 积 函数 ， 它 的 传 里 叶 级 数 几 乎 处 处 发 散 。1926 年 
他 又 发 现 了 一 个 传 里 时 级 数 处 处 发 散 的 可 积 函 数 。 但 这 
两 个 可 积 函数 都 不 是 平方 可 积 的 。 因 此 卢 津 猜想 不 能 被 
否定 。 从 肯定 方面 来 接近 卢 津 猜 想 的 ， 则 有 1925 年 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 、T. A. 谢 利 维 奥 尔 斯 托 夫 和 A. 普 莱 斯 纳 
的 工作 。 他 们 把 Wn) 进 一 步 降 低 到 log n, 但 这 离 卢 津 
猜想 的 证 实 仍 有 很 大 距离 。 以 后 的 40 多 年 没有 什么 显著 
的 进展 。 基 于 上 述 柯 尔 莫 哥 咨 夫 的 两 个 反例 ， 在 相当 一 
部 分 有 影响 的 数学 家 中 ， 逐 渐 产 生 了 否定 卢 津 猜想 的 倾 
向 。 例 如 1946 年 ， 在 为 纪念 美国 普林斯顿 大 学 建 校 200 
周年 举行 的 数学 问题 讨论 会 上 ,A. 赞 格 蒙 就 认为 ,在 三 角 
级 数理 论 方面 提出 猜想 ,根据 历史 的 经 验 ,往往 是 要 失败 
的 。 他 指出 ， 甚 至 连续 函数 的 传 里 叶 级 数 是否 必 有 收敛 
点 都 还 不 清楚 。 他 是 从 否定 卢 津 猜想 的 角度 来 考 虚 的 。 
其 后 ， 卢 津 猜想 一 般 就 改变 成 两 个 带 有 倾向 性 的 正 反 两 
方面 的 问题 ，@ 是 否 存在 连续 函数 ， 它 的 传 里 叶 级 数 在 
某 个 正 测 度 的 点 集 上 发 散 ? 回 是 否 所 有 连续 函数 的 传 里 
叶 级 数 都 几乎 处 处 收敛 ? 把 问题 集中 到 连续 函数 ， 这 就 
反映 了 一 定 程度 的 倾向 性 ， 即 认为 原来 的 卢 津 猜想 未 必 
成 立 。 可 是 改变 后 的 卢 津 问题 的 证 明 仍 没有 多 大 进展 。 
直到 1959 年 ,A. P. 考 尔 德 伦 指出 ,如 果 一 切 平方 可 积 函 
数 了 的 传 里 叶 级 数 的 部 分 和 序列 S,(f,x) 几 乎 处 处 收敛 ， 
那么 应 当成 立 以 下 的 不 等 式 ， 

mes{xEL0,2x] sup|S,(f,x)| >X} Cl/ (x>0), 


mes(…) 表 示 点 集 的 勒 由 格 测度 ，11 上 = | 1fCx) lrdx， 


C 是 绝对 常数 。 最 后 ,于 1966 年 , 卡尔 森 利 用 哈代 - 李 特 
尔 伍德 极 大 函数 和 考 尔 德 伦 的 上 述 原 理 ， 以 十 分 精巧 的 
数学 论证 ,证 实 了 卢 津 猜想 。 《 王 斯 雷 ) 


Luyl 
卢 伊 ,H. (Hans Lewy 1904~ ) 美 籍 波 
兰 数学 家 。1904 年 10 月 20 日 生 于 波兰 布雷 斯 劳 ( 现 称 
弗 罗 茨 瓦 夫 )。1926 年 获 德国 格 丁 根 大 学 博士 学 位 ， 后 
在 该 校 任教 。1933 年 去 美国 任 布朗 大 学 副教授 ,1937 年 
起 在 伯克利 加 州 大 学 任教 授 ,直至 1972 年 退休 。 他 为 偏 
微分 方程 及 其 应 用 的 许多 方向 商定 了 基础 。 如 偏 微分 方 
程 的 数值 方法 和 有 限 差分 方程 的 稳定 性 理论 ， 他 给 出 了 
一 个 光滑 的 线性 偏 微 分 方程 无 解 的 著名 例子 。 还 在 蒙 日 - 
安培 方程 (一 种 二 阶 偏 微分 方程 )、 流 体 动力 学 、 空 腔 理 
论 、 变 分 不 等 式 等 方面 做 了 许多 工作 。1984 年 因 在 偏 微 
分 方程 上 作出 被 认为 是 经 典 的 和 实质 性 的 贡献 而 获 沃 尔 
夫 奖 。 《 张 英 窗 ) 


lubo 

滤波 (filtering) 根据 观测 某 一 随机 过 程 的 结 
果 ， 对 另 一 与 之 有 关 的 随机 过 程 进行 估计 的 概率 理论 与 
方法 。 滤 波 一 词 起 源 于 通信 理论 ， 它 是 从 含有 了 噪声 或 干 
扰 的 接收 信号 中 提取 有 用 信号 分 量 的 一 种 技术 。 这 里 ， 


“接收 信号 "相当 于 被 观测 的 随机 过 程 ，“ 有 用 信号 "相当 
于 被 估计 的 随机 过 程 .例如 用 雷达 跟踪 飞机 , 测 得 的 飞机 
位 置 数据 中 ,含有 量 测 误差 及 其 他 随机 干扰 ,如 何 利用 它 
们 尽 可 能 准确 地 估计 出 飞机 在 每 一 时 刻 的 位 置 ,速度 .加 
速度 等 ,并 预测 飞机 未 来 的 位 置 ,就 是 一 个 滤波 与 预测 的 
问题 。 这 类 问题 在 电子 技术 、 航 天 科学 ,控制 工程 及 其 他 
科学 技术 部 门 中 都 是 大 量 存 在 的 。 

按照 小波 是 在 一 整 朋 时 间 上 进行 或 只 是 在 某 些 采样 
点 上 进行 ,可 分 为 连续 时 间 沈 波 与 离散 时 间 滤 波 。 前 者 的 
时 间 参 数 集 T 可 取 为 实 半 轴 [0,co ) 或 实 轴 ( 一 coyco); 后 
者 的 可取 为 非 负 整 数 集 {0,1,2,…} 或 整数 集 {…, 一 2， 
一 1,0,1,2,…}。 设 X={X,, tET),Y={Y,, tET) 是 两 
个 随机 过 程 , 它们 的 二 阶 矩 ( 见 拭 ) 有 穷 , 即 EX,|?<oo， 
ElY,|*< ,其 中 为 被 估计 过 程 , 它 不 能 被 直接 观测 ;了 
为 被 观测 过 程 , 它 包 含 了 X 的 某 些 信息 ,用 gr= {Y,，sE 
T,s< 儒 表示 到 时 刻 上 为 止 的 观测 数据 全 体 , 如 果 能 找到 
g! 中 诸 元 的 一 个 函数 人 8), 使 其 均 方 误差 E|X, 一 了 8)1* 
这 到 极 小 ,就 称 义 ,= 了 (9g) 为 Xi 的 最 优 滤 波 ! 如 果 取 极 小 
值 的 范围 限于 线性 函数 ， 就 称 义 ,= 了 (9') 为 X 的 线性 最 
优 涉 波 。 可 以 证 明 ， 最 优 涉 波 与 线性 最 优 涉 波 都 以 概率 
1 唯一 存在 。 对 于 前 者 ， 充 就 是 X, 关于 c(@*)(g: 生成 
的 0 域 ) 的 条 件 期 望 , 记 作 义 ,=E(X,|91'); 对 于 后 者 , 若 
进一步 设 均值 EX,=EY,= 0, 则 贸 , 就 是 X, 在 g' 所 张 成 
的 希 尔 伯 特 空间 上 的 投影 ， 记 作 色 = 全 Xs1g1)。 如 果 
《〈X,Y) 是 二 维 正 态 过 程 ， 则 最 优 涉 波 与 线性 最 优 涉 波 是 
一 致 的 。 

为 了 应 用 和 叙述 的 方便 ， 有 时 还 把 上 面 的 定义 更 细 
致 地 加 以 分 类 。 设 * 为 一 确定 的 实数 或 整数 ， 且 考虑 被 
估计 过 程 为 (XssotET)。 记名 ,ru=E (Xisr|191) 或 
Xssl ,Kass Xor Rr Disrts=ElR, rl?, 
按照 5=0、5>0、+<0, 久 ,wns 分 别称 为 最 优 沈 波 (" 步 ) 
预测 或 外 推 、(* 步 ) 平 滑 或 内 插 ， 久 ,1, 与 D,。r1s 分 别 
为 对 应 的 误差 与 均 方 误差 ,而 统称 这 类 问题 为 涉 波 问题 。 
滤波 问题 的 主要 课题 是 研究 对 哪些 类 型 的 随机 过 程 X 和 
YY, 可 以 并 且 如 何 用 观测 结果 9' 的 某 种 解析 表示 式 ,或 微 
分 方程 ,或 递 推 公式 等 形式 , 表达 出 贸 ,,51 及 Disr， 并 
进而 研究 它们 的 种 种 性 质 。 此 外 ， 上 面 所 指 的 一 维 随机 
过 程 X\Y, 都 可 以 推广 为 多 维 随机 过 程 。 

维 纳 溃 流 ”历史 上 最 先 考虑 的 是 宽 平稳 过 程 见 笠 
稳 过 程 ) 的 线性 预测 和 小 法 问 题 ， 它 的 一 般 模型 是 Y, 一 
Xi,+N,, 其 中 (X,N) 为 二 维 宽 平稳 过 程 或 序列 ,其 谱 分 布 
函数 已 知 ,其 均值 为 零 设 从 一 co 到 时 刻 + 为 止 的 全 部 立 
的 值 都 已 被 观测 到 , 求 X 的 * 步 线性 预测 及 其 均 方 误差。 
如 果 限于 考虑 对 =0、+>0 的 情形 , 则 变 成 在 无 误差 观测 
条 件 下 X 本 身 的 线性 预测 问题 ;如 果 Nt0.*<0, 则 变 成 
从 受到 噪声 对 干扰 的 接收 信号 Y 中 提取 有 用 信号 X 的 小 
该 问题 。1939 一 1941 年 ，A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 利用 平稳 
序列 的 沃 尔 德 分 解 ( 见 平稳 过 程 )， 给 出 了 线性 预测 的 一 
般 理 论 与 处 理 办 法 ,随即 被 推广 到 连续 时 间 的 平稳 过 程 。 
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NN. 维 纳 则 在 1942 年 对 于 平稳 序列 与 过 程 的 庶 密度 存在 
且 满足 某 种 正则 条 件 的 情形 ， 利 用 谱 分 解 导 出 了 线性 最 
优 预 测 和 滤波 的 明显 表达 式 , 即 维 纳 滤波 公式 ,并 在 防空 
火力 控制 、 电 子 工程 等 部 门 获得 了 应 用 。 上 述 模型 在 50 
年 代 被 推广 到 仅 在 有 限时 间 区 间 内 进行 观测 的 平稳 过 程 
以 及 某 些 特殊 的 非 平稳 过 程 ， 其 应 用 范围 也 扩充 到 更 多 
的 领域 。 至 今 它 仍 是 处 理 各 种 动态 数据 (如 气象 、 水 文 、 
地 震 勘 探 等 ) 及 预测 未 来 的 有 力 工具 之 一 。 

维 纳 波 波 公式 是 通过 平稳 过 程 的 谱 分 解 导出 的 ， 难 
以 推广 到 较 一 般 的 非 平稳 过 程 和 多 维 情形 ， 因 而 应 用 范 
围 受到 限制 。 另 一 方面 ， 在 不 断 增加 观测 结果 时 ， 不 易 
从 已 算出 的 渡 波 值 及 新 的 观测 值 较 简 单 地 求 出 新 的 小 波 
值 ， 特 别 是 不 能 满足 在 电子 计算 机 上 快速 处 理 大 量 数据 
的 需要 。 

证 尔 更 涝 波 ”由 于 高 速 电子 计算 机 的 发 展 以 及 测定 
人 造 卫星 轨道 和 导航 等 技术 问题 的 需要 ,R. E, 卡尔 曼 与 
R. $. 布 西 于 20 世 纪 60 年 代 初 期 提出 了 一 类 新 的 线性 滤 
波 的 模型 与 方法 ,通称 为 卡尔 曼 滤 波 。 其 基本 假设 是 ,被 
估计 过 程 X 为 随机 噪声 影响 下 的 有 限 阶 多 维 线性 动态 系 
统 的 输出 ， 而 被 观测 的 Y, 则 是 X, 的 部 分 分 量 或 其 线性 
函数 与 量 测 噪声 的 又 加 ,这 里 并 不 要 求 平稳 性 ,但 要 求 不 
同时 刻 的 品 声 值 是 不 相关 的 。 此 外 ， 观 测 只 需 从 某 一 确 
定时 刻 开始 ,而 不 必 是 无 穷 长 的 观测 区 间 。 更 重要 的 是 ， 
适应 电子 计算 机 的 特点 ， 卡 尔 曼 滤 波 公式 不 是 将 估计 值 
次 ,rn 表 成 观测 值 5! 的 明显 的 函数 形式 ,而 是 给 出 它 的 
一 种 递 推算 法 ( 即 实时 算法 )。 具 体 地 说 ， 对 于 离散 时 间 
滤波 ,只 要 适当 增 大 X 的 维 数 ,就 可 以 将 上 时 刻 的 谴 波 值 
从 表 成 为 前 一 时 刻 的 滤波 值 六 ,11,-， 与 本 时 刻 的 观测 
值 Y, 的 某 种 线性 组 合 。 对 于 连续 时 间 滤波 , 则 可 以 给 出 
四 与 Y, 所 应 满足 的 线性 随机 微分 方程 。 在 需要 不 断 
增加 观测 结果 和 输出 滤波 值 的 情形 ， 这 样 的 算法 加 快 了 
处 理 数据 的 速度 ， 而 且 减 少 了 数据 存 贮 量 。 卡 尔 曼 还 证 
明 ， 如 果 所 考虑 的 线性 系统 满足 某 种 “可 控 性 " 和 “可 观 
测 性 "(这 是 现代 控制 理论 中 由 卡尔 曼 提出 的 两 个 重要 概 
念 ), 那么 最 优 滤波 一 定 是 “ 渐 近 稳定 "的 。 大 致 说 来, 就 
是 由 初始 误差 、 含 入 误差 及 其 他 的 不 准确 性 所 引起 的 效 
应 ,将 随 着 滤波 时 间 的 延长 而 逐渐 消失 或 趋 于 稳定 ,不 至 
形成 误差 的 积累 。 这 在 实际 应 用 上 是 很 重要 的 。 

卡尔 曼 滤波 也 有 多 种 形式 的 推广 ， 例 如 放宽 对 噪声 
不 相关 性 的 限制 ,用 线性 系统 逼近 非 线性 系统 ,以 及 所 谓 
“ 自 适应 廊 波 ”, 等 等 ,并 获得 了 日 益 广泛 的 应 用 。 

非 线性 涛 法 ”前 已 说 明 ， 一 般 的 非 线性 最 优 读 波 可 
归结 为 求 条 件 期 望 信 ,一 下 ( 充 ,|g') 的 问题 。 对 于 有 限 多 
个 观测 值 的 情形 ， 条 件 期 望 原则 上 可 以 用 贝 叶 斯 公式 来 
计算 。 但 即使 在 比较 简单 的 场合 ， 这 样 得 出 的 结果 也 是 
相当 繁杂 的 ,无 论 对 实际 应 用 或 理论 研究 都 很 不 方便 .与 
卡尔 曼 滤波 类 似 ， 人 们 也 希望 能 给 出 非 线性 滤波 的 某 种 
递 推算 法 或 它 所 满足 的 随机 微分 方程 。 但 一 般 它们 并 不 
存在 ,因此 必须 对 所 讨论 的 过 程 XX 与 了 加 以 适当 的 限制 。 
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非 线性 滤波 的 研究 工作 相当 活跃 ， 它 涉及 随机 过 程 论 的 
许多 近代 成 果 ， 如 随机 过 程 一 般 理论 、 欣 、 随 机 微分 方 
程 .点 过 程 等 。 其 中 一 个 十 分 重要 的 问题 ,是 研究 在 什么 
条 件 下 ,存在 一 个 鞭 M, 使 得 在 任何 时 刻 , M 和 Y 都 包含 
同样 的 信息 ， 这 样 的 M 称 为 了 的 新 息 过 程 。 目 前 对 于 一 
类 所 谓 “ 条 件 正 态 过 程 "， 已 经 给 出 了 非 线性 最 优 滤波 的 
可 严格 实现 的 递 推算 式 。 在 实际 应 用 上 ， 对 非 线性 滤波 
问题 往往 采用 各 种 线性 近似 的 方法 。 
参考 书目 
中 国 科学 院 数 学 研究 所 概率 组 编著 ;< 离散 时 间 系统 就 波 的 数 
学 方法 >, 国 防 工业 出 版 社 ,北京 ,1975。 
J. L. Doob, Stochastic Processes,John Wiley & Sons, New 
York,1953. 
P. LI Jannep n A. H. llapaes, Cmamucmuxa cnyuad- 
nux npoueccoe, "Hayra”, Mocksa, 1974, 
《〈 潘 一 民 ) 
Luoboqiefusljl 
罗 巴 切 夫 斯 基 ，H. MW. (Hurona% IpaHoBuy 
JJo6ayeBcgH 丰 1792~1856) 。 俄国 数学 家 。1792 
年 12 月 1 日 生 于 俄国 下 诺 伏 哥 罗 德 ( 今 高 尔 基 城 ),1856 
年 12 月 24 日 卒 于 喀 山 。1807 
年 入 喀 山大 学 , 1811 年 毕业 并 
获 硕 士 学 位 。 毕 业 后 留 校 任职 ， 
历任 教授 助理 ,非常 任教 授 ,党 
任教 授 (1822)、 物 理 数学 系 主 
任 (1820~1821,1823~1825)、 
校长 (1827 一 1846) 等 职 。1846 
年 以 后 任 喀 山 学 区 副 督学 ， 直 
至 逝世 。 
罗 巴 切 夫 斯 基 与 本 波 尔 
的 以 及 高 斯 等 人 彼此 独立 地 创立 了 一 种 非 欧 几 里 得 几何 
学 , 即 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 对 几何 学 和 整个 数学 的 发 展 
都 起 了 巨大 的 作用 。 
人 们 很 早 就 尝试 证 明 欧 几 里 得 几何 学 中 的 第 五 公 
设 ， 但 是 直到 19 世纪 以 前 并 没有 获得 实质 性 的 进展 。 
1816 年 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 象 前 人 一 样 尝试 证 明 第 五 公设 ， 
但 不 久 发 现 ， 所 有 的 这 种 证 明 都 无 法 逃脱 循环 论证 的 错 
误 。 于 是 ， 他 作出 这 样 的 假定 ， 在 平面 上 ， 过 直线 外 一 
点 可 以 有 多 条 直线 不 与 原 直线 相交 。 这 是 一 个 与 第 五 公 
设 对 立 的 命题 ， 如 果 它 被 否定 ， 那 无 异 于 证 明了 第 五 公 
设 。 但 是 ,他 发 现 不 仅 无 法 否定 这 个 命题 ,而 且 将 它 与 绝 
对 几何 即 与 平行 公设 无 关 的 几何 学 中 的 定理 一 起 展开 推 
论 ,可 以 得 到 一 系列 前 后 一 贯 的 命题 ,它们 构成 了 一 个 逻 
辑 合理 ， 且 与 欧 氏 几何 彼此 独立 的 命题 系统 ， 他 称 之 为 
“ 虚 几 何 学 "。 这 是 一 个 非 同 寻常 的 发 现 , 它 告诉 人 们 数学 
允许 同时 成 立 两 个 对 立 的 公理 体系 ， 而 且 这 种 对 立体 系 
具有 同样 的 真理 性 。 
1826 年 2 月 23 日 罗 巴 切 夫 斯 基 以 《几何 学 原理 的 
扼要 冰 述 ， 暨 平行 线 定理 的 一 个 严格 证 明 》 为 题 , 宣读 了 
他 的 关于 非 欧 几何 的 论文 ， 但 这 篇 革命 性 的 论文 没有 被 


理解 而 未 子 通 过 。1829 年 他 将 这 一 卓越 发 现 写 进 了 《 论 
几何 学 基础 ,并 在 《 喀 山 通报 》 上 发 表 。 以 后 又 用 法 文 发 
表 了 《 虚 几 何 学 1837)。 用 德 文 写 了 《平行 线 理论 的 几何 
研究 3(1840)。 最 后 一 本 用 俄 、 法 两 种 文字 写 的 《 泛 几 何 
学 为 在 他 逝世 前 一 年 (1855 ) 发 表 。 

罗氏 几何 的 创立 没有 及 时 引起 重视 ， 直 到 他 去 世 后 
12 年 (1868) 意大利 数学 家 E. 贝尔 析 拉 来 证 明了 在 欧 氏 
空间 的 伪 球面 上 有 着 片断 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 的 几何 学 ， 
这 样 罗氏 几何 在 欧 氏 空间 的 曲面 上 才 得 到 解释 ， 并 在 数 
学 上 得 到 确认 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 分 析 和 代数 学 方面 也 有 一 定 成 
就 ,如 区 分 了 函数 的 可 微 性 与 连续 性 的 概念 ,提出 了 数字 
系数 高 次 方程 近似 解法 等 。 《 表 小 明 ) 
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罗素 ,B. A. W. (Bertrand Arthur William 
Russell 1872 一 1970) 英国 数学 家 、 逻 辑 学 家 、 
哲学 家 。 1872 年 5 月 18 日 生 于 英格兰 蒙 茂 斯 郡 特 里 莱 


赫 的 一 个 英国 自由 党 贵族 的 家 庭 。1970 年 2 月 2 日 卒 于 
梅里 奥 尼 斯 郡 彭 林 德 拉 那 斯 附近 。11 岁 开始 学 习 欧 几 里 
得 几何 学 ,18 岁 人 英国 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 。 他 从 研究 
数学 和 哲学 开始 ， 通 过 了 1893 年 剑桥 大 学 荣誉 学 位 考 
试 , 于 1894 年 毕业 。1895 年 他 以 《 论 几 何 基础 》 一 文 在 
剑桥 三 一 学 院 获得 了 研究 员 的 职位 。1901 年 他 发 现 了 著 
名 的 罗素 悖 论 , 这 曾 对 于 20 世纪 初 的 数学 英 基 的 争论 产 
生 过 极 大 的 影响 。 他 与 A. N. 怀特 海 合作 于 1913 年 完 
成 了 名 著 k 数 学 原理 》。 他 在 书 中 提出 了 所 谓 逻 辑 主义 的 
主张 : 把 全 部 数学 归结 成 逻 oo 
辑 。 他 在 相当 长 的 时 期 都 一 直 和 
坚持 这 一 观念 。 从 而 成 为 逻辑 “ij 入 
主义 的 主要 代表 人 物 。 但 由 于 1 
在 推导 过 程 中 还 必须 用 到 两 条 
非 逻辑 公理 ， 选 择 公理 和 无 穷 
公理 ， 因 而 从 逻辑 推出 全 部 数 
学 是 不 可 能 的 ,也 从 未 实现 过 。 
罗素 在 晚年 承认 了 远 辑 主义 的 
主张 是 不 可 行 的 。 

罗素 还 是 一 位 缆 声 国际 的 哲学 家 、 政 论 作 家 和 社会 
活动 家 。 他 的 文字 清新 流利 ， 受 到 各 阶层 的 广泛 欢迎 。 
他 是 三 一 学 院 的 终身 研究 员 ， 英 国 皇 家 学 会 的 终身 研究 
员 和 荣誉 勋章 获得 者 。1911 年 他 被 选 为 亚 里 士 多 德 学 会 
会 长 。1918 年 曾 因 反 对 第 一 次 世界 大 战 而 被 监禁 。1920 
年 曾 应 邀 来 中 国 讲学 一 年 ,他 盛赞 中 国 的 传统 文明 ,高 度 
评价 蔡元培 先生 在 北京 大 学 的 办 学 方针 ， 并 希望 中 国 能 
创造 一 种 极 好 的 新 文化 ， 以 弥补 西洋 文化 的 不 足 。 他 于 
1950 年 获 诺 贝 尔 文学 奖 。1964 年 创立 罗素 和 平 基金 会 。 

( 徐 云 从 ) 

Luosu beilun 


罗素 悖 论 (Russell's paradox) 


见 性 论 。 


luojl yonsuan 
逻辑 演算 (logical calculus) 用 形式 化 方法 
处 理 逻 辑 推理 ， 特 别 是 数学 中 所 用 推理 。 由 于 形式 化 了 
的 推理 过 程 与 代数 演算 具有 相似 性 ， 故 也 称 之 为 逻辑 演 
算 。 这 类 推理 的 正确 性 仅 依赖 于 它们 的 形式 ， 而 与 内 容 
无 关 ,例如 三 段 论 法 。 在 这 里 ,概念 、 推理 等 被 分 解 为 最 
基本 的 元 素 ， 推 理 过 程 被 表示 为 由 开始 公式 出 发 根据 某 
些 具体 规则 而 做 的 形式 变形 。 

逻辑 演算 的 思想 ,也 就 是 数理 逻辑 最 初 的 思想 ,首先 
由 G. W. 菜市 尼 英 明确 提出 ， 又 经 G. 布尔 ,G. 弗 雷 格 、 
B. A. W. 罗素 和 A. N. 怀 特 海 等 加 以 发 展 和 完善 。 现 代 
数理 逻辑 的 研究 已 远 远 超出 了 逻辑 演算 的 范围 而 发 展 成 
为 四 个 主要 分 支 一 一 模型 论 、 公 理 集合 论 、 递 归 论 和 证 
明 论 。 

由 于 形式 推理 在 公理 化 数学 中 用 得 最 多 ， 表 达 得 也 
最 精确 ， 因 此 你 辑 演算 的 主要 内 容 就 是 数学 公理 系统 的 
形式 化 。 形 式 化 了 的 公理 系统 称 为 形式 系统 。 一 般 说 ， 
形式 系统 是 由 它 的 语言 ,公理 和 推理 规则 三 部 分 构成 。 

形式 系统 的 语言 一 般 采用 人 工 语言 。 首 先 要 规定 语 
言 的 符号 。 符 号 的 有 穷 序 列 〈 允 许 一 个 符号 在 序列 中 重 
复出 现 ) 称 为 一 个 表达 式 。 正 如 自然 语言 中 并 非 所 有 字 
母 的 序列 都 是 句子 一 样 ,并 非 所 有 的 表达 式 都 有 意义 。 人 
们 希望 指出 有 意义 的 那 部 分 表达 式 ， 称 之 为 公式 。 但 判 
别 一 个 表达 式 是 否 为 公式 的 标准 ， 并 不 是 根据 它们 的 意 
义 而 是 根据 某 些 确定 的 形式 规则 ,因此 称 之 为 形成 规则 。 
形成 规则 表明 ， 语 言 中 的 符号 依 什么 样 的 规律 排列 才 形 
成 公式 ， 即 语言 中 某 一 符号 的 序列 是 否 为 公式 是 可 以 依 
照 形 成 规则 机 械 地 检查 的 。 形 式 系统 的 语言 也 称 为 形式 
语言 。 

形式 系统 中 的 公理 需 满足 的 唯一 条 件 是 它 是 该 系统 
语言 中 的 一 个 公式 。 推 理 规则 (简称 规则 ) 陈 述 如 何 由 有 
穷 个 确定 的 公式 ( 称 为 规则 的 假设 ) 得 到 某 一 确定 的 公式 
〈 称 为 规则 的 结论 )。 公 理 和 推理 规则 一 经 确定 ,系统 的 全 
部 定理 就 完全 确定 了 。 因 为 系统 的 定理 通常 是 这 样 定义 
的 ，@ 所 有 公理 是 定理 ，@ 若 形式 系统 推理 规则 的 假设 
都 是 定理 , 则 它 的 结论 也 是 定理 。 因 此 ,形式 系统 的 一 个 
公式 是 否 是 它 的 定理 也 是 可 以 机 械 地 检查 的 。 

由 以 上 说 明 可 知 ,一 个 形式 系统 是 由 它 的 符号 .表达 
式 及 其 排列 规则 等 完全 确定 了 的 。 虽 然 每 个 形式 系统 都 
有 逻辑 推理 系统 或 数学 公理 系统 作为 它 的 背景 ， 即 形式 
系统 可 以 被 解释 为 逻辑 推理 或 某 个 数学 结构 ， 但 是 形式 
系统 的 解释 或 意义 并 不 被 认为 是 形式 系统 的 一 部 分 。 这 
就 使 得 形式 系统 本 身 成 为 一 个 纯 语法 的 对 象 , 把 公理 、 定 
理 等 作为 形式 语言 中 的 公式 ,句子 研究 , 称 为 公理 系统 的 
语法 研究 。 

形式 系统 的 解释 或 意义 称 为 语义 。 例 如 形式 系统 中 
的 公式 或 句子 在 某 个 数学 结构 或 模型 中 的 真 假 性 就 是 一 
个 语义 性 质 。 

在 数理 逻辑 中 ， 建 立 形式 系统 的 主要 目的 在 于 将 通 
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常 所 说 的 “形式 的 "思维 、 公 理 系统 的 “形式 化 "等 概念 精 
确 化 ， 使 得 数学 中 的 语言 、 推 理 与 数 、 形 、 方 程式 等 一 
样 成 为 数学 研究 的 对 象 。 对 形式 系统 可 以 进行 严格 的 数 
学 处 理 , 讨论 其 性 质 , 包括 语法 与 语义 的 性 质 ,得 出 关于 
形式 系统 的 一 般 结论 。 例 如 勒 文海 姆 -斯 科 朗 定理 ( 见 楼 
型 论 )。 哥 德尔 完备 性 定理 ( 见 一 阶 辽 辑 ) 及 可 做 尔 不 完备 
性 定理 等 都 是 关于 形式 系统 性 质 的 定理 。 又 如 希 尔 伯 特 
第 1 问题 即 连续 统 假设 问题 的 研究 就 是 在 集合 论 公理 系 
统 形式 化 的 基础 上 才 廓 清 了 问题 ,并 取得 了 进展 。 因 此 ， 
数理 逻辑 中 对 形式 系统 的 研究 也 给 数学 研究 开辟 了 新 的 
途径 。 

那 种 认为 建立 逻辑 演算 的 形式 系统 是 为 了 进行 形式 
思维 ,或 者 为 了 形式 地 证 明 数 学 定理 的 想法 ,是 对 于 数理 
逻辑 的 研究 对 象 和 目的 的 一 种 误解 。 

另 一 方面 ， 数 理 罗 辑 中 形式 化 的 概念 和 方法 对 于 编 
制 计算 机 程序 、 建 立 计算 机 语言 以 及 试图 系统 地 用 计算 
机 证 明定 理 也 是 有 用 的 。 

对 于 不 同类 型 的 推理 可 以 构造 不 同 的 逻辑 演算 的 形 
式 系 统 ,其 中 主要 有 命题 还 辑 、 一 阶 还 辑 、 高 阶 示 辑 , 模 态 
逻辑 ,构造 逻辑 和 无 穷 还 辑 等 。 

参考 书目 
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( 黄 且 国 ) 
luojlzhuy! 
远 辑 主义 (logicism) 见 数学 基础 。 
Luobldo 
洛 必 达 ,G,-F.-A. de (Guillaume-Frangois- 
Antoine de 工 'Hospital 1661 一 1704) 法 国 
数学 家 。1661 年 出 生 于 法 国 贵族 家 庭 ,1704 年 2 月 2 日 
卒 于 巴黎 。 他 受 缆 侯 曙 衔 ， 曾 在 军队 中 任 骑 兵 军官 , 因 视 
力 不 佳 退出 ,转向 学 术 研究 。 在 
早年 就 显露 出 数学 才能 , 15 岁 
时 解 出 B. 帕斯卡 提出 的 摆 线 
难题 ， 引 起 人 们 的 注意 。 以 后 
又 解 出 约 葵 第 一 * 伯 努 利 向 欧 
洲 挑 战 的 "最速 降 曲线 ” 问题 。 
洛 必 达 最 重要 的 著作 是 《无 穷 
小 分 析 光 1696), 这 是 第 一 本 系 
统 的 微分 学 教科 书 ， 对 传播 新 
创建 的 微分 学 起 了 很 大 作用 。 
这 书 的 第 九 章 有 “ 洛 必 达 法 则 ”; 即 求 一 个 分 式 当 分 子 分 
母 都 趋向 零 时 的 极限 的 方法 。 这 法 则 实际 是 约翰 第 一 “ 伯 
努 利 在 1694 年 7 月 22 日 写 信 告诉 洛 必 达 的 , 后 者 在 
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1691 年 前 后 普 向 约翰 第 一 - 伯 努 利 学 习 微 积分 。1704 年 
洛 必 达 在 巴黎 过 早 地 去 世 , 留 下 关于 回 锥 曲线 的 书 1720 
年 才 出 版 ,计划 中 的 积分 学 教科 书 未 能 完成 。 
参考 书目 
D.]. Struik,A Source Book in Mathematics, 1200~1800, 
Harvard Univ. Press, Cambridge, 1969. 


Luolang jishu 

洛 朗 级 数 (Laurent series) 包含 有 正 的 和 负 
的 方 罕 的 睹 级 数 在 环形 区 域 r<|z-al<R(r>0, R< 
二 co) 内 的 解析 函数 f(z) 可 展 为 如 下 的 无 穷 级 数 


fa= 加 cz-om 


式 中 ou=- 栅 | 这儿 no +1,+2，0)7 是 
任意 一 个 圆周 |z 一 a| =p,r<p<R。 此 级 数 就 称 为 函数 
f(z) 在 给 定 贺 环 内 的 洛 朗 级 数 , 也 称 洛 朗 展开 式 。 

单 值 解析 函数 有 z) 在 国内 以 圆心 4 为 它 的 唯一 的 
奇 点 的 情形 特别 值得 注意 。 在 这 种 情况 下 ， 洛 朗 展开 式 
除去 点 4 外 ,在 贺 K 内 的 每 一 点 z 上 都 收敛 ,并 代表 一 个 
在 贺 K 内 ,除去 圆心 外 ,到 处 都 解析 的 函数 fz)。 点 4 称 
为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 。 根 据 单 值 函 数 f(z) 在 孤立 奇 
点 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 中 负 短 项 的 系数 的 不 同 ， 可 把 
孤立 奇 点 分 为 如 下 三 类 。 

可 去 奇 点 车 洛 朗 展开 式 中 根本 不 包含 (z 一 a) 的 负 
等, 则 点 4 称 为 也 z) 的 一 个 可 去 坷 点 。 关 于 可 去 奇 点 ,有 
如 下 的 定理 ,2=4 是 f(z) 的 可 去 奇 点 的 充分 且 必要 的 条 
件 是 ， 函 数 f(z) 在 z=a 的 某 个 除去 4 的 邻 域内 是 有 界 
的 。 这 时 ,函数 也 z) 的 洛 朗 展开 式 变 为 泰勒 展开 式 : 


Ta)= 忆 c(z-ow 并 有 limf(z)=co。 
在 这 种 情况 下 ,函数 也 z) 与 一 个 在 = 的 邻 域内 解析 的 
函数 重合 。 
”” 权 点 车 函 数 f(z) 的 阁 衣 展开 式 中 ， 只 含有 有 限 个 
(za) 的 负 竺 项 , 则 称 z= 为 f(z) 的 一 个 极点 。 阁 对 于 
正 整数 m, c-m*0, 而 当 n>>mm 时 , c-n=0, 则 称 z=4 为 
了 z) 的 mm 阶 极点 。 这 时 函数 也 2) 有 展开 式 ， 


pI 
1(2)= sam + "+ ae 


设 函 数 f(z) 在 0<|z-a|<R (0<R< + oo) 内 是 解析 
的 ,那么 z=a 是 f(z) 的 极点 的 充 要 条 件 是 
limf(z)=%。 
本 性 坷 点 。 若 函数 f(z) 的 洛 朗 展开 式 中 含有 无 穷 多 
个 (z 一 a) 的 负 团 项 , 则 称 点 z= 为 fz) 的 一 个 本 性 奇 点 。 
关于 在 本 性 奇 点 附近 坊 数 fz) 的 性 质 ,， 有 一 个 非常 
重要 的 定理 , 称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 设 z2~=a 为 f(z) 的 
本 性 奇 点 ,那么 对 于 在 任 一 复数 w 及 任意 的 s> 0.r>0， 
在 区 域 0<1z 一 a| <r 中 必 存 在 一 点 zo， 使 得 
If(z0) —wol <s, 
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马尔 可 夫 ,A. A. (Anpe 走 Annpeesuu Mapkoa 
1856 一 1922) 苏联 数学 家 。1856 年 6 月 14 日 生 于 
梁 热 。1922 年 7 月 20 日 卒 于 彼得 集 ( 今 列宁 格 勒 )。1874 
年 入 圣彼得堡 大 学 , 受 工 .可 . 切 
比 雪 夫 思想 影响 很 深 1878 年 
毕业 ,并 以 《用 连 分 数 求 微分 方 
程 的 积分 一 文 获 金 质 奖章 。 两 
年 后 ,取得 硕士 学 位 ,并 任 圣 彼 
得 堡 大 学 副教授 。 1884 年 取得 
物理 -数学 博士 学 位 ， 1886 年 
任 该 校 教授 。1896 年 被 选 为 圣 
彼得 保科 学 院 院士 。1905 年 被 
投 予 功 助 教授 的 称号 。 

马尔 可 夫 是 彼得 堡 数学 学 派 的 代表 人 物 。 以 数论 和 
概率 论 方面 的 工作 著称 。 在 数论 方面 ， 他 研究 了 连 分 数 
和 二 次 不 定式 理论 ,解决 了 许多 难题 。 在 概率 论 中 ,他 发 
展 了 “和 矩 法 "， 扩 大 了 大 数 律 和 中 心 极限 定理 的 应 用 范 
围 。 马 尔 可 夫 最 重要 的 工作 是 在 1906 一 1912 年 间 , 提 出 
并 研究 了 一 种 能 用 数学 分 析 方法 研究 自然 过 程 的 一 般 图 
式 一 一 马尔 可 夫 链 。 同 时 开创 了 对 一 种 无 后 效 性 的 随机 
过 程 一 一 马尔 可 夫 过 程 的 研究 。 K 可 夫 过 程 在 自然 科 
学 、 工 程 技术 和 公用 事业 中 有 广泛 的 应 用 。 他 的 主要 著 
作 有 《概率 演算 》 等 。 他 的 儿子 A. A. 马尔 可 夫 也 是 著名 
的 苏联 数学 家 。 《 张 洪 光 ) 


Mo'erkefu guocheng 

马尔 可 夫 过 程 (Markov process) ”一 类 重要 
的 随机 过 程 ， 它 的 原始 模型 马尔 可 夫 链 ， 由 俄国 数学 家 
A, A. 马 尔 可 夫 于 1907 年 提出 。 人 们 在 实际 中 常 遇 到 具 
有 下 述 特性 的 随机 过 程 ， 在 已 知 它 目 前 的 状态 (现在 ) 的 
条 件 下 ， 它 未 来 的 演变 (将 来 ) 不 依赖 于 它 以 往 的 演变 
(过 去 )。 这 种 已 知 “现在 "的 条 件 下 ,，“ 将 来 "与 过 去 " 独 
立 的 特性 称 为 马尔 可 夫 性 ， 具 有 这 种 性 质 的 随机 过 程 叫 
做 马尔 可 夫 过 程 。 荷 花 地 中 一 只 青蛙 的 跳跃 是 马尔 可 夫 
过 程 的 一 个 形象 化 的 例子 。 青 蛙 依 照 它 瞬间 或 起 的 念头 
从 一 片 茶叶 上 跳 到 另 一 片 茶叶 上 ， 因 为 青蛙 是 没有 记忆 
的 , 当 现 在 所 处 的 位 置 已 知 时 , 它 下 一 步 跳 往 何 处 和 它 以 
往 走 过 的 路 径 无 关 。 如 果 将 荷 叶 编号 并 用 XXXa，… 
分 别 表示 青蛙 最 初 处 的 荷 叶 号 码 及 第 一 次 、 第 二 次 、… 
跳跃 后 所 处 的 茶叶 号 码 ， 那 么 {Xs。，n 宇 0} 就 是 马尔 可 夫 
过 程 。 液 体 中 微粒 所 作 的 布朗 运动 ， 传 染病 受 感染 的 人 
数 ,原子 核 中 一 自由 电子 在 电子 层 中 的 跳跃 ,人 口 增 长 过 
程 等 等 都 可 视 为 马尔 可 夫 过 程 。 还 有 些 过 程 〈 例 如 某 些 


遗传 过 程 ) 在 一 定 条 件 下 可 以 用 马尔 可 夫 过 程 来 近似 。 
关于 马尔 可 夫 过 程 的 理论 研究 , 1931 年 A. H. 柯 尔 
英 哥 洛 夫 发 表 了 《概率 论 的 解析 方法 》， 首 先 将 微分 方程 
等 分 析 方法 用 于 这 类 过 程 ， 葛 定 了 它 的 理论 基础 。1951 
年 前 后 , 伊 茧 清 在 了 . 菜 维 和 C. H. 伯 思 斯 坦 等 人 工作 的 
基础 上 ,建立 了 随机 微分 方程 的 理论 ,为 研究 马尔 可 夫 过 
程 开辟 了 新 的 道路 。1954 年 前 后 ，W. 费 勒 将 泛 函 分 析 
中 的 半 群 方法 引入 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ,E.B. 登 金 (又 
译 邓肯 ) 等 并 赋予 它 概率 意义 (如 特征 算 子 等 )。50 年 代 
初 , 角 谷 静 夫 和 了 工 . 杜 布 等 发 现 了 布朗 运动 与 偏 微 分 方 
程 论 中 狄 利克 雷 问 题 的 关系 ,后 来 G.A. 享 特 研究 了 相当 
一 般 的 马尔 可 夫 过 程 ( 训 特 过 程 ) 与 位 势 的 关系 ,目前 , 流 
形 上 的 马尔 可 夫 过 程 、 马 尔 可 夫 场 等 都 是 正 待 深入 研究 
的 领域 。 
离散 时 间 马 尔 可 夫 链 ”以 上 述 荷花 池 中 的 青蛙 跳跃 
过 程 为 例 , 荷 叶 号 码 的 集合 叫做 状态 空间 ,马尔 可 夫 性 
表示 为 :对 任意 的 0<m<m<…<m<m， n>0, isis 
"hi,jEE, 有 
P(X sm= jlXm i Xn = Xn=i) 
=P(Xn.m=j|Xm=i), (1) 
只 要 其 中 条 件 概率 ( 见 概率 ) 有 意义 。 一 般 地 , 设 E={0， 
1,…,M)(M 为 正 整数 ) 或 E= {0,1,2,…},Xn,n 宇 0 为 取 
值 于 互 的 随机 变量 序列 ,如 果 (1) 式 成 立 , 则 称 {Xeym 之 0} 
为 马尔 可 夫 链 。 如 果 (1) 式 右 方 与 m 无 关 , 则 称 为 齐 次 马 
尔 可 夫 链 。 这 时 (1) 式 右 方 是 马尔 可 夫 链 从 i 出 发 经 %n 步 
转移 到 j 的 概率 , 称 为 转移 概率 , 记 为 p 信 。 对 于 马尔 可 夫 
链 , 人 们 最 关心 的 是 它 的 转移 的 概率 规律 ,而 n 步 转移 矩 
阵 P"m=(p49),i、jEE, 正好 描述 了 链 的 n 步 转移 规律 。 
由 于 从 诗 出 发 经 n 十 m 步 转移 到 j 必然 是 从 i 出 发 先 经 
于 步 转移 到 某 个 k, 然 后 再 从 大 出 发 与 过 去 无 关 地 ) 经 由 
步 再 转移 到 j, 因 此 有 
p39'™= Bp ph , 
这 就 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 查 普 曼 方程 。 根 据 这 一 方程 ,任意 
步 转移 矩阵 都 可 以 通过 一 步 转移 矩阵 计算 出 来 。 因 此 ， 
每 个 齐 次 马尔 可 夫 链 的 转移 规律 可 以 由 它 的 一 步 转移 矩 
阵 了 来 刻画 。P 的 每 一 元 素 非 负 且 每 行 之 和 为 1, 具 有 这 
样 性 质 的 矩阵 称 为 随机 和 矩阵 。 例 如 设 0<p<1，q= 1 一 
P; 则 M 阶 方 阵 
0100…000 
qo0p0...000 
1 


0000…90D 

0000…010 
为 随机 和 矩阵 ， 它 刻画 的 马尔 可 夫 链 是 一 个 具有 反射 辟 
的 随机 游 动 。 设 想 一 质点 的 可 能 位 置 是 直线 上 的 整数 
点 0,1,…,MM,0 和 M 称 为 壁 , 它 每 隔 单位 时 间 转移 一 次 ， 
每 次 向 右 或 左 移动 一 个 单位 。 如 果 它 处 在 0 或 M， 单位 
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时 间 后 质点 必 相应 地 移动 到 1 或 M 一 1, 如 果 它 处 于 0 和 
M 之 间 的 记 则 它 以 概率 了 转移 到 i+1, 以 概率 4 转移 到 
i 一 1。 又 如 果 把 P 的 第 一 行 换 成 (1,0,…,0), 则 此 时 表示 
0 是 吸收 壁 ,质点 一 旦 达到 0, 它 将 被 吸收 而 永远 处 于 0。 
如 果 不 设 置 壁 , 质 点 在 直线 上 的 一 切 整数 点 上 游 动 , 称 为 
自由 随机 游 动 ， 特 别 当 了 一 9 一 孔 时 , 称 为 对 称 随机 游 动 

为 了 进一步 研究 马尔 可 夫 链 的 运动 进程， 需要 对 状 
态 进 行 分 类 。 若 Pu>0, 则 称 i 可 以 直达 j, 记 作 i->j, 如 
还 有 pss>0， 则 记 作 ie*j, 采用 这 样 的 记号 , 可 以 用 图 形 
表示 运动 的 进程 。 例 如 图 形 


di dd > dm ds de> 


} + + 
b, Qa Ci 
巴 “二 1 
be-b, Qa ca 


表示 一 个 马尔 可 夫 链 的 运动 情况 , 当 链 处 于 by b,, bu 状 
态 时 , 将 永远 在 {b,,b;,b,} 中 运动 , 当 链 处 于 mazycayas 
状态 时 ， 将 永远 在 {aiyazyoyat} 中 运动 , 而 {d,d:,…} 不 
具有 这 种 性 质 ,因为 从 由 可 一 步 转移 到 忆 或 由 自 中 可 
到 m 或 d, 等 等 。 对 一 般 的 马尔 可 夫 链 ， 若 C 是 由 一 些 
状态 组 成 的 集合 ,如 果 链 一 旦 转移 到 C 中 的 状态 , 它 将 永 
远 在 C 中 转移 ，C 就 称 为 这 个 链 的 闭 集 。 对 闭 集 C, 如 果 
从 C 中 任 一 状态 出 发 经 有 限 步 转移 到 另 一 状态 的 概率 都 
大 于 0, 则 称 C 为 不 可 约 闭 集 , 例如 上 例 中 的 {b1,b,bs}。 
至 于 {bb,,by,C1,62) 盟 然 也 是 闭 集 , 但 却 是 可 约 的 。 如果 
从 状态 i 出 发 经 有 限 次 转移 后 回 到 i 的 概率 为 1, 则 称 i 
为 常 返 状态 。 状 态 空间 EE 可 以 分 解 为 由 一 切 非常 返 状态 
组 成 的 集 E。 (如 上 例 中 的 {di,d,,…}) 和 一 些 由 常 返 状态 
组 成 的 不 可 约 闭 集 Eo( 如 上 例 中 的 {b1,b25bs), {41,02,0， 
4),{ciscs)) 的 并 。 这 样 ,在 链 的 转移 中 , 它 或 者 总 是 在 E。 
中 转移 ， 或 者 转移 到 某 个 常 返 类 E。 中 ， 一 旦 转移 到 E。， 
它 将 永远 在 Es 中 转移 ， 而 且 不 时 回 到 其 中 的 每 一 个 状 
态 。 特 别 ,当下 本身 是 不 可 约 常 返 团 集 时 ,极限 limpg 
存在 ,其 中 0<r<t, 上 是 (na:p 爷 >0) 的 最 大 公约 数 , 即 链 
的 周期 ， 与 j 无 关 。 近 20 年 建立 起 来 的 马丁 边界 理论 ， 
更 细致 地 刻画 了 链 在 E 中 转移 的 情况 。 它 的 主要 思想 是 
在 链 的 状态 空间 已 中 引进 距离 并 将 瑟 完 备 化 ， 使 得 在 这 
个 距离 下 ,X。 以 概率 1 收敛 ( 见 概 特 论 中 的 收效 )。 

连续 时 间 马 尔 可 夫 链 、 设 EE 是 {0,1,…,M) 或 {0,1， 
2,…),{Xs,t 宇 0) 是 一 族 取 值 于 忆 的 随机 变量 ,如 果 在 (1) 
式 中 ， 将 msn,…,msn 理解 为 实数 ,(1) 式 仍 成 立 , 则 称 
{Xst 之 0) 为 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 。 若 P(X,,,=jlX,=i) 
还 与 s>0 无 关 ， 记 为 ps(t)， 则 称 链 为 齐 次 的 。 连 续 时 
间 齐 次 马尔 可 夫 链 也 由 它 的 转移 矩阵 P(t)= (put)) (i， 
jEE,t>0) 所 刻画 。P(t) 满足 下 述 条 件 ，@ pu(b)>0， 
己 pPw(D = 1 @ 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 查 普 曼 方程 py(s+1) 一 


导 Pa(s)pw(t)，s,t>0; 通 常 假定 @ 标 准 性 lim pu(t) 
= pu(0)=ju， 这 里 =1， Ww=0(i 关 j)。 有 时 直接 称 
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满足 @、@、@ 的 一 族 和 矩阵 P(t)= (pw(t)), t>0 为 转移 
和 矩阵 或 马尔 可 夫 链 。 当 人 @ 中 条 件 放宽 为 如 Pu(t)<1 时 , 


称 为 广 转 移 矩阵 , 它 有 很 好 的 解析 性 质 。 例 如 ,每 个 pu(t) 
在 t>0 时 具有 连续 的 有 穷 导数 pis(t); 在 t=0, 右 导数 
Ps(0) 存 在 , ij 时 pis(0) 非 负 有 穷 , 但 pt(0) 可 能 为 无 
穷 。 和 矩阵 @=(9qw) 三 (pw(0)) 称 为 链 的 密度 矩阵 ,又 称 @ 
甜 阵 。 对 于 每 个 齐 次 马尔 可 夫 链 {X,,t> 0}， 钟 开 莱 找 到 
一 个 具有 较 好 轨道 性 质 ( 右 下 半 连 续 ) 的 修正 {Xf，t 0 
〈 即 对 一 切 t 这 0,P(XRY+ 地 Xi)= 0, 且 对 每 个 轨道 对 一 切 t 
9 有 而 且 以 概率 1, 对 任意 t> 0,s 从 大 于 


上 的 一 侧 趋 于 上 时 ,X; 最 多 只 有 一 个 有 穷 的 极限 点 。 
以 @ 为 密度 矩阵 的 广 转移 矩阵 称 为 @ 广 转移 矩阵 或 
@@ 过 程 。 在 一 定 条 件 下 ，@ 广 转移 矩阵 P(tb，t>>0 满足 
向 后 微分 方程 组 
Pult) = Ba Pt) (t>0, i,jEE), 


或 者 向 前 微分 方程 组 
pul) = BPa ta (t>0, i,jEE), 


上 面 两 个 方程 组 的 更 普遍 形式 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 1931 年 
引入 。 他 并 提出 求解 上 述 方程 组 的 问题 ， 这 就 是 @ 和 矩阵 
问题 或 构造 问题 :给 定 一 个 矩阵 Q= (9u)， 满 足 0<qy< 
+ oo(it 记 ,加 qu< 一 qu<y=, 是 否 存在 @ 广 转移 矩阵 ?如 


果 存 在 , 何 时 唯一 ? 如 果 不 唯一 ,如 何 求 出 全 部 的 @ 广 转 
移 矩阵 ?对 于 9w 都 有 限 的 情形 , W, 费 勒 于 1940 年 构造 了 
一 个 最 小 解 pt(t)， 证 明了 @ 广 转移 矩阵 总 是 存在 的 ， 
中 国学 者 侯 振 括 于 1974 年 对 于 9u 都 有 限 的 情形 找到 了 
@@ 广 转移 矩阵 的 唯一 性 准则 ， 至 于 求 出 全 部 @ 广 转 移 矩 
阵 的 问题 ， 仅 仅 对 一 些 特殊 的 情形 获得 解决 。 对 于 @ 的 
对 角 线 元 素 全 为 无 穷 的 情形 ，D. 威 廉 斯 曾 获 得 了 完满 的 
结果 。 

生 灭 过 程 考察 一 个 群体 成 员 的 数目 ， 在 时 间 的 进 
程 中 可 增 可 减 ,假定 在 时 刻 上 群体 有 i 个 成 员 ,在 很 短 的 
时 间 间 隔 (tbt+ At) 中 ， 群 体 数 目 增加 或 减少 两 个 或 两 个 
以 上 几乎 是 不 可 能 的 , 它 只 可 能 增加 一 个 或 减少 ( 当 i>0 
时 ) 一 个 或 保持 不 变 。 而 增加 一 个 的 概率 为 pussa(At) 一 
bs At+o(At), 减少 一 个 的 概率 为 psii(At)=as At+ 
oAt), 保持 不 变 的 概率 为 pu(At)=1(ast+b)At+ 
ofAt)。(pu(t) 的 密度 矩阵 是 


一 (oo+bo) ba 0 4 
| a 一 (ai 十 bi) b 本 mv 


0 mm 一 (aa+b) bb 
式 中 am>0，b>0, 对 一 切 i>0, gs>0, b>0。 具有 上 
述 形状 的 密度 矩阵 的 齐 次 马尔 可 夫 链 称 为 生 灭 过 程 。 
物理 、 化 学 、 生 物 、 医 学 等 的 许多 实际 模型 都 可 以 
用 生 灭 过 程 来 描述 ， 因 此 生 灭 过 程 有 着 广泛 的 实际 应 
用 .不 仅 如 此 , 生 灭 过 程 还 有 重要 的 理论 研究 意义 。 关 于 
生 灭 过 程 的 结果 已 经 十 分 丰富 。 当 = 0，bo>0 时 ， 只 


有 一 个 生 灭 过 程 的 充分 必要 条 件 是 
(< 

对 上 述 条 件 不 成 立 的 情形 ,中 国学 者 王 梓 坤 于 1958 年 建 
立 了 “极限 过 渡 法 "， 构 造 了 全 部 生 灭 过 程 。 这 个 方法 的 
基本 思想 是 用 较 简单 的 杜 布 过 程 的 轨道 来 逼近 一 般 过 程 
的 轨道 。 此 外 ， 甚 至 对 co> 0，bo>0 的 情形 ， 或 更 一 般 
的 双边 生 灭 昌 算 阵 ( 即 qi-1=04>0, qwrt=b,>0,94= 
一 (as+bi) si 为 一 切 整 数 ) 的 情形 ， 全 部 日 广 转移 矩阵 也 
都 已 构造 出 来 。 

一 盘 马 尔 可 夫 过 程 ” 设 (E, 呈 ) 为 可 测 空间 ,X= {X,， 
t> 9) 为 一 族 取 值 于 忆 的 随机 变量 ,如 果 对 任意 的 0< 折 < 
<.…<hi<s,t>0,AE 号 ,以 概率 1 有 

POX, EAX Kis Xo =P EALX), (2) 
则 称 X 为 马尔 可 夫 过 程 。 

马尔 可 夫 过 程 的 定义 还 可 以 进一步 扩充 。 第 一 ， 所 
亩 "过 去 "可 以 作 更 广泛 的 理解 ， 即 (2? 中 由 Xe Xiay…， 
Xi，X 所 产生 的 o 域 ( 见 概率 ) 可 以 扩大 为 一 般 的 = 域 
多 ， 只 要 多 包含 由 (Xu< 引 产生 的 " 域 ， 而 当 s<t 时 ， 
元 C 画 。 如 果 对 任意 s>0,t>0,AE 号 ,以 概率 1 有 

P(X EAIF) PREAIX), (3) 
则 称 随 机 过 程 X= {X,,t>0) 为 马尔 可 夫 过 程 。 第 二 ,可 
以 允许 过 程 有 寿命 &, 其 中 * 是 停 时 ( 见 随机 过 程 )。 这 时 
过 程 为 X= {X,,t< 人。 上 述 定义 仍 保留 , 但 应 作 相应 的 
修改 ,如 {X,E A} 应 理解 为 (X,E A,s<f)，(3) 应 理解 为 
在 {s<?} 上 几乎 处 处 成 立 。 

马尔 可 夫 过 程 的 许多 性 质 可 以 通过 转移 函数 来 表 
达 。 转 移 函 数 P(s,x,t,A) (0<s<t,xEE,AE 8) 是 满足 
某 些 条 件 的 四 元 函数 ， 它 可 以 理解 为 过 程 在 时 刻 s 时 处 
在 x, 在 时 刻 上 时 转移 到 A 中 的 条 件 概率 。 如 果 P(s,x， 
t,A)=P(t 一 s,x,A) 只 依赖 于 t 一 s,x 及 A， 则 称 转移 函 
数 及 相应 的 马尔 可 夫 过 程 为 齐 次 的 。 设 EE 是 d 维 欧 几 里 
得 空间 Be， 号 为 R* 中 的 波 莱 尔 域 ( 见 概 弟 分 布 )3+, 而 
且 齐 次 转移 函数 满足 下 面 的 登 金 - 金 尼 条 件 ， 对 任意 s> 
0 lim 育 sap PtziVez))=0。 式 中 Vatz)= 人 :1 一 

和 
zx| >6}， 那 么 可 以 选取 轨道 连续 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 X， 
以 p(t,x,A) 为 转移 函数 ,一 类 重要 的 轨道 连续 马尔 可 夫 
过 程 是 d 维 布 朗 运动 。 

强 马 尔 可 夫 过 程 ”在 马尔 可 夫 性 的 定义 中 ，“ 现 在 ” 
是 指 固定 的 时 刻 ， 但 实际 问题 中 常 需 把 马尔 可 夫 性 中 的 
“现在 "这 个 时 刻 概念 推广 为 停 时 ( 见 随机 过 程 )。 例 如 考 
察 从 圆心 出 发 的 平面 上 的 布朗 运动 ， 如 果 要 研究 首次 到 
达 四周 的 时 刻 * 以 前 的 事件 和 以 后 的 事件 的 条 件 独 立 
性 ,这 里 * 为 停 时 ,并 且 认为 * 是 “现在 "。 如 果 把 * 现 在” 
推广 为 停 时 情形 的 “现在 "， 在 已 知 "现在 "的 条 件 下 ,将 
来 "与 “过 去 "无 关 , 这 种 特性 就 叫 强 马尔 可 夫 性 。 具 有 这 
种 性 质 的 马尔 可 夫 过 程 叫 强 马尔 可 夫 过 程 。 在 相当 一 自 
时 间 内 ， 不 少 人 认为 马尔 可 夫 过 程 必 然 是 强 马尔 可 夫 过 


程 ,首次 提出 对 强 马 尔 可 夫 性 需要 严格 证 明 的 是 J.L. 杜 
布 。 直到 1956 年 , 才 有 人 找到 马尔 可 夫 过 程 不 是 强 马 尔 
可 夫 过 程 的 例子 。 马 尔 可 夫 过 程 理 论 的 进一步 发 展 表明 ， 
强 马尔 可 夫 过 程 才 是 马尔 可 夫 过 程 真 正 研究 的 对 象 。 

扩散 过 程 ”历史 上 ,扩散 过 程 起 源 于 对 物理 学 中 扩 
散 现象 的 研究 。 虽 然 现 在 扩散 过 程 的 最 一 般 的 定义 是 轨 
道 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ,但 在 1931 年 柯 尔 莫 哥 洛 夫 对 于 
扩散 过 程 的 莫 基 性 研究 中 ， 却 是 按照 转移 函数 来 定义 扩 
散 过 程 的 ,直线 上 的 马尔 可 夫 过 程 , 它 有 转移 函数 P(s,x， 
已 4), 如 果 对 任意 s>0， 


im 总 | POsxst+ hbdy)=0, 4) 
ba Iy-el2e 


im 起 | (一 z)P(bzjt+At,dy)=adtiz)，(5) 


ra 


lim Kr (y—x)P(t,x,t+ At,dy)=b(t,x); (6) 
ly-2lce 

而 且 上 述 极限 关于 x 是 一 致 的 ， 则 称 此 过 程 为 一 维 扩散 
过 程 。 粗 赂 地 说 ,这 些 条 件 刻画 了 :在 很 短 时 间 At 内 ,位 
移 也 是 很 小 的 ,对 指定 的 正 数 > 0, 位 移 超过 s 的 概率 和 
时 间 At 相 比 可 以 忽略 不 计 ;， 在 偏离 不 超过 6 的 范围 内 
看 ,平均 偏离 与 At 成 正比 ,平均 方差 也 与 At 成 正比 。 称 
(5) 中 的 a(t,x) 为 偏 移 系 数 , 它 反映 偏离 的 大 小 ; 称 (6) 中 
的 b(t,zx) 为 扩散 系数 , 它 反映 扩散 的 程度 。 

设 转 移 函 数 具 有 密度 函数 p(s,x,t,y)， 则 在 适当 的 
附加 条 件 下 ,p(s,x,t,y) 满 足 方程 


3 1 az 
避 - -高 ratbmm+ 间 就 Cobzp， 07) 
3 ap_1 9 

如 =-als,z) 李 -bs Xx) 6， G8) 


(7) 和 (8) 分 别称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 向 前 方程 和 向 后 方程 ， 
也 称 为 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 。 如 果 转 移 函 数 是 齐 次 的 , 则 
a(s,x)=a(Xx), b(s,x)=b(x) 与 $ 无 关 , 且 p(t,x,y) 满 足 

3p a 1 9 

at= 一动 [ab)P]+ “ayoy)p]l, (9) 
侯 a(x) 人 + 二 bt) 全 。 a0) 
这 样 ,一 维 扩散 过 程 与 二 阶 偏 微分 算 子 有 密切 的 关系 。 反 
过 来 ,在 关于 系数 4。 和 b 的 某 些 假定 下 ,可 以 求 上 述 方程 
的 转移 密度 解 p, 从 而 可 以 决定 一 个 马尔 可 夫 过 程 ,然而 ， 
方程 的 转移 密度 解 即使 存在 也 未 必 唯 一 ， 因 此 还 要 对 方 
程 的 解 附加 某 些 边界 条 件 , 以 保持 解 的 唯一 性 。 例 如 , 当 


abz) 一 0, b(t,x)==2D( 和 常数 D>0) 时 的 向 前 方程 引 ~ 
DD 全 ,附加 边界 条 件 lim pCt, x, =0, lim 记 p (t 
癌 ， 件 lmptb x 一 0， li 各 《 
x,y) 二 0 的 解 是 
和 1 
phx BT 


这 是 称 之 为 维 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 的 扩散 过 程 的 转移 密度 
函数 。 又 例如 , 当 a(t,x*)= 一 Bx (8>>0), b(t,x)=2D>0 
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时 的 向 前 方程 名 一 Bp 如 [yp]+D 信 8 附加 与 上 例 同样 


的 边界 条 件 的 解 ,是 称 之 为 瑞 思 斯 坦 - -他 由 吉 过 的 扩 
散 过 程 的 转移 密度 函数 。 

50 年 代 , 费 勒 引 进 了 推广 的 二 阶 微分 算 子 ,用 半 群 方 
法 解析 地 研究 了 状态 空间 B= [rzrz] 的 扩散 过 程 ,解决 了 
在 ” 和 7; 处 应 附加 哪些 边界 条 件 ,才能 使 向 后 方程 (10) 
有 一 个 且 只 有 一 个 转移 密度 函数 解 的 问题 ， 而 且 找 出 了 
全 部 这 样 的 边界 条 件 。 对 于 眉 是 开 区 间或 半 开 半 闭 区 间 
的 情形 也 作 了 研究 。 登 金 、H. P. 麦 基因 及 伊 芯 清 等 人 
对 于 扩散 过 程 轨 道 的 研究 ， 盖 明了 费 勒 的 结果 的 概率 意 
义 ,从 而 使 一 维 扩散 过 程 有 了 较 完整 的 理论 。 

多 维 扩散 过 程 是 和 一 个 椭圆 型 偏 微 分 算 子 联系 在 一 
起 的 , 它 还 有 许多 未 解决 的 问题 ,但 核心 问题 之 一 是 多 维 
扩散 过 程 的 存在 性 和 唯一 性 问题 ， 借 助 于 偏 微分 方程 和 
概率 论 方法 已 经 得 到 一 些 结果 。 有 趣 的 是 ， 概 率 论 得 到 
的 结果 反 过 来 也 可 以 解决 微分 方程 的 求解 问题 ,例如 ,可 
以 把 方程 的 解 用 一 个 马尔 可 夫 过 程 表现 出 来 。 

近年 来 ， 人 们 重视 从 轨道 变化 的 角度 来 研究 扩散 过 
程 。 常 用 的 方法 是 随机 微分 方程 和 钠 问 题 的 求解 。 流 形 
上 的 扩散 过 程 理 论 是 近 十 年 来 日 益 受 人 们 重视 的 新 领 
城 , 它 是 用 随机 微分 方程 研究 扩散 过 程 的 必然 延伸 。 

马尔 可 夫 过 程 与 位 劳 理 论 在 空间 中 给 定 一 个 向 量 
场 ， 如 果 存 在 一 个 函数 u 使 得 它 的 负 梯 度 就 是 给 定 的 向 
量 场 ,这 个 函数 就 是 位 势 高 斯 在 研究 电荷 分 布 时 提出 了 
古典 位 势 理 论 。 例 如 ， 在 空间 BR 的 某 物体 S 中 给 定 了 
一 个 电荷 分 布 上 那么 空间 点 处 的 电位 势 为 


=C] ET 下 由 《C 是 党 数 )。 
一 般 地 ,对 于 空间 R* 中 的 测度 x (通常 假定 具有 支撑 S)， 
wx)=|, ET) 
称 为 测度 的 牛顿 位 势 。 如 果 不 计 常 数 因子 的 差别 ， 则 
4% 可 以 用 三 维 布朗 运动 的 转移 密度 函数 p(t, x*, y) 表现 
出 来 ， 
oO 下 ptr Cdyyd, 


如 果 假定 4 关于 惑 贝 格 测度 有 密度 函数 f， 则 wu 还 可 以 
通过 三 维 布朗 运动 Xut> 0} 表 现 出 来 


zz)= 马 |fx )dt， 


式 中 E。 表示 对 从 x 出 发 的 布朗 运动 取 数 学 期 望 。 再 以 
和 位 势 理论 紧密 联系 的 狄 利克 雷 问题 为 例 ， 它 的 解 也 可 
以 用 布朗 运动 来 表述 。 由 此 可 见 ,布朗 运动 与 古典 位 势 之 
间 存 在 着 自然 的 对 应 关系 。 这 种 对 应 关系 也 存在 于 享 特 
过 程 和 近代 位 势 理论 之 间 。 享 特 过 程 就 是 轨道 右 连续 且 
拟 左 连续 的 强 马尔 可 夫 过 程 。 所 谓 拟 左 连续 , 即 对 任何 停 
时 序列 refr, 在 (*<+ 一) 上 ， 以 概率 1 有 limX。 一 X:。 

马尔 可 夫 过 程 的 位 势 理论 主要 有 三 个 问题 ， 狄 利克 
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雷 问题 , 扫 问 题 和 平衡 问题 。 对 于 布朗 运动 ,这 三 个 问题 
都 得 到 了 很 好 的 解决 。 
参考 书目 
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R. M. Blumenthal and R. K. Getoor, Marhov Process and 
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K.L. Chung, Markou Chains with Stationary Transition 
Probabilities, 2nd ed., Springef-Verlag, New York, 1967. 


( 杨 向 群 ) 

Mo'erkefu juece guocheng 
马尔 可 夫 决 策 过 程 (Markovian decision 
process) 研究 一 类 可 周期 地 或 连续 地 进行 观察 的 
随机 动态 系统 的 最 优化 问题 。 在 各 个 时 刻 根据 观察 到 的 
状态 ,从 它 的 允许 决策 (控制 , 行动、 措施 等 ) 集 合 中 选用 
一 个 决策 而 决定 了 系统 下 次 的 转移 规律 与 相应 的 运行 效 
果 。 并 假设 这 两 者 都 不 依赖 于 系统 过 去 的 历史 。 在 各 个 
时 刻 选 取决 策 的 目的 ， 是 使 系统 运行 的 全 过 程 达到 某 种 
最 优 运行 效果 , 即 选取 控制 (影响 ) 系 统 发 展 的 最 优 策 略 。 

基本 概念 ”以 简化 的 机 器 维修 问题 为 例 来 说 明 。 设 
机 器 的 运行 有 两 种 状态 ， 正 常 ( 记 作 1) 和 故障 ( 记 作 2)。 
在 任 一 时 段 , 如 正常 运行 , 可 得 收益 10 元 , 到 下 一 时 段 ， 
机 器 仍 保持 正常 运行 的 概率 为 0.7， 出 现 故 障 的 概率 为 
0.3。 正 常 运行 时 ,唯一 可 供 选择 的 决策 是 继续 生产 ( 记 作 
a!), 如 出 了 故障 , 则 有 两 种 决策 可 供 选择 , 一 是 快 修 ( 记 
作 @), 需 费用 5 元 , 且 在 该 时 有 段 内 能 修复 的 概率 为 0.6， 
一 是 慢 修 ( 记 作 中 ), 需 费用 2.5 元 ,在 该 时 段 能 修复 的 概 
率 则 为 0.4。 状 态 转移 如 图 1 和 图 2 所 示 。 


CS 0.3 (rh 


图 1 决策 oi 与 a? 图 2 决策 a! 与 a 


图 中 的 方 框 表 示 状 态 ,箭头 表示 状态 转移 ,其 上 的 数字 表 
示 相 应 的 转移 概率 。 根 据 各 时 段 初 观察 到 的 状态 来 确定 
采取 的 决策 ， 使 得 整个 运行 期 的 某 种 期 望 收益 达到 最 大 
的 问题 ,就 是 此 例 的 最 优化 问题 。 

可 以 看 出 ， 每 个 时 段 的 状态 转移 概率 与 收益 依赖 于 
选取 的 决策 。 以 4(jli, ao) 表示 由 状态 i 采取 决策 4 的 时 
有 眉 到 下 一 时 段 初 转移 到 状态 j 的 概率 ， 以 7(i,a) 表 示 在 
状态 i 下 采取 决策 4 时 其 相应 时 段 的 收益 。 于 是 ， 此 例 
各 值 如 表 1 所 示 。 

表 1 


一 
| q(ili,o) 

| 。 I rli,0) 
| | glli,o) gq(2li,0) 


0.7 0.3 10 


上 


a 0.6 0.4 -5 


a 0.4 0.6 


从 状态 的 允许 决策 集 里 选取 决策 的 规则 称 为 决策 规 
则 。 这 里 可 供 选取 的 决策 规则 有 二 :一 是 在 观察 到 状态 
1 取 a!, 观察 到 状态 2 取 a?, 并 将 此 决策 规则 记 为 了 '; 一 
是 观察 到 状态 1 取 a!, 观 察 到 状态 2 取 中 ,并 将 此 决策 规 
则 记 为 六 。 它 们 对 应 的 转移 概率 分 别 由 表 2 和 表 3 给 出 。 


表 2 表 3 
2 ’ 下 了 
ts || 
1 |o0.7 |o0.3 1 |o.7 | os 
2 |0.6 |0.4 2 4 | 0.6 


机 器 在 t=0 时 所 用 的 决策 规则 是 从 俯 与 信 中 任 选 一 
个 ，- 记 为 有 ， 则 t=0 到 t=1 的 状态 转移 概率 为 qa(jli， 
fo()), i,j=1,2， 在 t=0 到 t=1 的 时 段 获 得 收益 7(i， 
了 (i)),i=1,2。 设 t=1 时 ,选用 的 决策 规则 记 为 有 , 它 也 
是 人 与 谷中 之 一 , 则 由 t=1 到 t=2 的 状态 转移 概率 为 
9q(jli,， (i)),i=1,2。 如 此 类 推 ， 可 得 决策 序列 (f。,f， 
…), 称 之 为 策略 , 并 记 作 <( 它 是 一 般 策略 的 一 种 特殊 形 
式 )。 当 t=0 时 从 某 一 初始 状态 出 发 并 使 用 这 种 策略 *， 
则 状态 的 演变 形成 一 马尔 可 夫 过 程 ,这 里 在 t=0 到 t=1 
时 有 段 获得 的 效益 是 确定 的 ,其 值 为 r(i,fo(i)), 而 t=1 到 
t=2 时 段 的 收益 则 是 随机 的 ， 它 的 期 望 值 为 Zaili, 


jobi))r(j,f(j))。 由 于 收益 是 从 t=0 开始 计算 的 , 基于 
经 济 上 利率 的 考虑, 未 来 时 段 的 收益 应 打折 扣 , 时 有 段 t=n 
的 收益 应 乘 以 er? (0<B<1)，8 称 为 折扣 因子 ,mn>1。 于 
是 长 期 的 期 望 折扣 总 收益 为 

T1002) + 8 Dadilisfodi) rdf) + (i=1,2)。 


这 种 收益 值 是 衡量 诸 维 修 策略 优 劣 的 一 种 指标 ， 它 显然 
是 初始 状态 i 和 策略 = 的 函数 。 

一 般 说 来 ,一 个 离散 时 间 马 尔 可 夫 决 策 过 程 ( 简 记 为 
MDP ) 必 须 包含 下 列 五 个 组 成 部 分 。@ 状 态 空间 5, 它 是 
系统 的 全 体 状态 所 成 之 集合 。 如 上 例 的 S={1, 2}。@ 
A(i) 是 状态 i 允许 的 决策 集 ,iES。 若 令 4 局 4GD, 则 


4 称 为 决策 空间 。 如 上 例 中 ，A4(1)={a')}, A(2)={a?， 
中}, 其 中 A(2) 就 是 在 状态 2 允许 采取 的 决策 ( 快 修 与 慢 
修 ) 集 。 回 转移 概率 q(jli,a), 式 中 iES, a€ A(i), 它 表 
示 在 任 一 时 刻 t, 观察 到 状态 i, 选取 决策 a€ 4(i), 到 时 
刻 t+1 系统 转移 到 状态 j 的 概率 ( 它 与 时 刻 上 以 前 的 历 
史 无 关 )。 图 收益 (或 费用 ) 函 数 r(ia)， 式 中 iES，aE 
A(i)， 它 表示 在 观察 到 状态 i 而 选取 决策 aE 4(i 的 时 
段 所 获得 的 收益 ( 它 也 与 系统 的 历史 无 关 )。@ 指 标 函数 
V(x, i); 它 依赖 于 初始 状态 iES 与 所 选用 的 策略 =E 卫 
( 刀 是 全 体 允 许 策略 之 集 )， 是 衡量 选用 策略 效果 好 坏 的 
指标 。 因 此 ,一 个 离散 时 间 马 尔 可 夫 决策 过 程 ,可 按 上 述 
意义 定义 为 五 元 组 {S,(A(i)|iES),q,r,V}. 每 个 组 成 部 
分 均 可 采取 各 种 不 同形 式 。 例 如 ,S 和 A(i) (iE€S) 各 自 
可 以 是 有 限 集 .可 数 无 穷 集 .完备 可 分 距离 空间 的 波 雷 耳 
集 或 解析 集 等 。 转 移 概率 可 以 是 时 间 齐 次 的 、 非 时 间 齐 


次 的 \ 半 马 氏 的 或 漂移 的 等 收益 函数 和 指标 函数 也 可 以 
有 多 种 形式 。 这 五 个 成 份 各 取 一 种 形式 就 是 一 种 MDP 
模型 ,因此 ,有 许多 不 同形 式 的 MDP 模型 。 

策略 与 指标 的 类 列 ”从 状态 的 允许 决策 集 里 选取 决 
策 的 所 谓 决 策 规则 ,就 是 指 ,从 状态 空间 8 到 决策 空间 A 
的 一 个 映射 了 ,对 所 有 iES 都 有 f(i) E 4(i 成 立 。 全 体 决 
策 规则 组 成 的 集合 , 记 作 F。 设 在 离散 时 刻 t+=0,1,3,… 
来 考察 系统 , 对 每 一 时 刻 上 选 定 一 个 决策 规则 f, EF, 于 
是 这 样 选 定 的 序列 (f。, 所, f,,…) 就 是 一 个 特殊 策略 ,其 
特殊 之 处 在 于 ， 每 个 时 刻 t 选取 决策 的 规则 既 与 系统 在 
时 刻 上 + 以 前 的 历史 无 关 ， 又 是 由 状态 i 所 对 应 的 一 个 确 
定 的 决策 fi(i) € A(i),i€S, 因 此 这 种 策略 称 为 决定 性 马 
氏 策 略 ,简称 马 氏 策略 。 如 果 各 个 时 刻 选取 的 决策 ,虽然 
不 依赖 于 系统 的 历史 , 却 不 是 确定 地 选取 ,而 是 按 某 一 条 
件 概率 分 布 在 允许 决策 集 上 选取 的 ， 条 件 是 当时 观察 到 
的 状态 ， 那 么 相应 的 策略 称 为 随机 马 氏 策略 。 一 般 策略 
是 各 个 时 刻 决 策 的 选取 ， 既 依赖 于 系统 的 历史 ， 又 要 根 
据 观 察 到 的 状态 随机 选取 的 情形 。 若 各 个 时 刻 的 决策 规 
则 都 是 相同 (决定 性 ) 的 马 氏 策略 ， 则 称 为 平稳 策略 。 即 
《J,f,f…)，, 记 作 大 。 类 似 地 可 定义 随机 平稳 策略 。 

由 于 平稳 策略 的 简单 性 ， 因 此 它 是 实际 应 用 中 特别 
重要 的 一 类 策略 。 全 体 一 般 策 略 构成 的 集合 ， 称 为 策略 
空间 ， 其 他 各 种 特殊 形式 的 策略 的 全 体 ， 就 称 为 相应 的 
策略 类 ， 如 马 氏 策略 的 全 体 称 为 马 氏 策略 类 等 。 它 们 的 
习 用 符号 如 下 :策略 空间 也 ,随机 马 氏 策略 类 11», 马 氏 策 
略 类 /1%, 随 机 平稳 策略 类 有 也, 平稳 策略 类 4。 各 类 之 间 
显然 有 下 列 包 含 关系 ， 

也 二 了 ns 二 了 了 mn 二 了 72， Dont, 

给 定 了 系统 在 t=0 的 初始 状态 Ye 和 使 用 的 策略 =， 
令 Y 和 4, 分 别 表示 系统 在 时 刻 上 的 状态 和 所 选取 的 决 
策 , 则 定义 一 随机 序列 (Yuydu,Yiy4，…)， 通常 称 为 由 严 
产生 的 马尔 可 夫 决策 过 程 。 常 用 的 指标 有 三 种 ， 分 别 定 
义 如 下 

@O 有 限 阶段 指标 Vs 为 


Vl) =BECrY Yi (ies), (1) 


式 中 N 是 给 定 的 正 整数 !r 是 收益 函数 ;Es 是 使 用 策略 < 
时 取 期 望 值 的 符号 ;Vy(x;i) 表 示 t=0 时 从 i 出 发 , 使 用 
策略 = 时 在 N+1I 阶段 内 的 总 期 望 收益 。 

图 折扣 指标 Vs 为 


Ves)=B Etr(Y,d) Y= (i€S), (2) 


式 中 B (0<B<1) 是 给 定 的 ， 称 为 折扣 因子 。Vel(x;i) 表 
示 t=0 从 i 出 发 ,使 用 策略 = 时 的 长 期 折扣 总 期 望 收益 。 
折扣 指标 也 可 用 于 有 限 阶段 情形 ,这 时 求 和 的 上 限 为 N。 
@ 平均 指标 7 为 
mp 和 和 


Eo 


V3i) = lim inf 
ye 


(i€S), (3) 


Ma 


式 中 Vw(zi 刘 由 (1) 给 出 。 立 (ij 刘表 示 夺 0 从 宇 出 发 ,使 
用 策略 = 时 的 长 期 的 时 间 平 均 期 望 收益 。 

对 于 不 同类 别 的 指标 ， 可 以 建立 不 同 的 策略 最 优 性 
概念 。 例 如 , 若 存在 ex*E 卫 ,使 得 对 于 所 有 iES，xE 卫 都 
有 Valz*3i) 宇 Va(x3i)《( 当 ?为 费用 时 , 则 为 Va(z*3i) 志 
Vealz3i)), 则 称 x* 关于 折扣 指标 是 最 优 的 , 简称 8 最 优 
的 。 类 似 地 可 以 定义 关于 有 限 阶段 指标 和 平均 指标 的 最 
优 性 。 对 同一 指标 也 可 以 定义 不 同 的 最 优 性 概念 。 研 究 
各 种 模型 中 最 优 策 略 的 存在 性 、 最 优 条 件 以 及 最 优 策略 
的 求解 方法 等 ,是 MDP 的 主要 内 容 。 

扣 析 模 型 ”假定 S 及 所 有 A(i) 〈iE S) 均 为 有 限 集 。 
其 指标 由 (2) 式 给 出 。 可 以 证 明 , 对 此 模型 存在 平稳 策略 
是 最 优 策略 。 因 此 , 在 卫 上 和 寻求 最 优 策略 ， 只 需 在 小 得 
多 的 平稳 策略 类 了 4 上 去 寻求 。 以 前 面 的 机 器 维修 问题 
为 例 来 说 明 寻 求 最 优 平稳 策略 的 一 种 算法 ， 亦 即 策略 达 
代 法 。 

首先 ， 策 略 求 值 。 对 给 定 的 或 前 一 轮 挝 代 求 出 的 平 
稳 策略 人 ?, 由 下 列 方程 组 求解 值 函 数 V(i)。 

1,0)) Bodilif VD VD) Es), (4) 


所 得 的 解 V(i) 满 足 V(i)~=Va(f";i) (iES)。 在 前 述 机 
器 维修 问题 中 ,给 定 8=0.9 与 平稳 策略 (f*)”， 于 是 方程 
组 (4) 即 为 
10+0.9[0.7V(1)+0.3V(2)]=V(1)， 
一 2.5+0.9[0.4V(1)+0.6V(2)] 一 V(2)， 
解 方程 组 ,得 。 V(1)=53.77， V(2) 一 36.64。 
其 次 , 策略 改进 。 对 于 前 一 步 求 得 的 值 函 数 V(i) 一 
Valf"5) 求 一 个 9EF, 使 得 
max [r(i,a)+ BD aili,aV(j)] 
ae40) 各 


‘=r(i,g(i)) + Bili,g) VD) (i€S), (5) 
Ea 


若 达 到 左 端 最 大 的 4 不 只 一 个 ， 则 任 取 其 一 ， 但 是 ， 如 
fi) 含 于 其 中 , 则 取 g(i)=f(i)。 又 如 在 机 器 维修 问题 中 ， 
上 一 步 已 求 得 V(1) 和 V(2), 再 解 (5) 式 : 当 i=1 时 ,A(1) 
仅 含 a', 故 (5) 的 解 就 是 a'; 当 i=2 时 ,(5) 即 为 
max[r(2,4:)+ B(q(1|2,0°)V(1)+q(2|2,0°)V(2)), 

7(2,0')+B(q(1|2,a)V(1)+q(2|2,a)V(2))] 

=max[37.23,36.64]=37.23 

=7(2,a:)+B(q(1|2,0)V(1)+q(2|2,a:)V(2)), 
即 9(1)=a',g(2)=a?, 故 g= 了 人。 

最 后 ,终止 规则 。 若 gf, 则 作 是 所 求 的 最 优 策略 ， 
而 终止 计算 。 若 gf, 则 以 9 代 f 再 转 入 第 二 步骤 , 由 
于 了 仅 包含 有 限 个 决策 规则 ， 因 此 经 有 限 次 和 迭代 必 终 止 
于 一 最 优 平稳 策略 。 例 如 机 器 维修 问题 中 ，F 仅 包含 两 
个 元 素 , 故 (了 )” 必 为 最 优 策略 ,再 经 第 一 步骤 可 解 得 

Vo.s(f'™,1)=55.50, Vs(j= 2) 一 39.56。 

莘 史 MDP 是 确定 性 动态 规划 与 马尔 可 夫 过 程 结 
合 的 产物 。1953 年 L. S. 沙 普 利 在 “随机 对 策 "一 文中 曾 
讨论 过 对 策 的 一 方 是 无 意志 的 情形 ,其 实 是 一 种 MDP 模 
型 。1957 年 ，R. 贝 尔 曼 正式 提出 MDP 的 名 称 和 借助 于 
468 


最 优 性 原理 求解 最 优 策略 的 方法 。1960 年 ,R.A,. 霍华德 
在 动态 规划 基础 上 对 一 类 MDP 模型 提出 了 策略 迭代 法 。 
同年 ， 有 人 发 现 寻 求 最 优 策略 问题 可 以 化 为 求解 相应 的 
线性 规划 问题 。 在 这 项 工作 中 , S 和 4 都 假定 为 有 限 集 ， 
而 且 只 在 码 或 也 上 探讨 最 优 策略 。1962 年 ,D. 布 莱克 
韦 尔 在 较 大 的 策略 类 J 上 探讨 最 优 策略 。 他 和 EE. 6. 登 
金 于 1965 年 分 别 研究 了 S、A 都 是 完备 可 分 距离 空间 中 
的 波 莱 尔 集 与 S、A 都 是 可 数 无 穷 集 且 转 移 律 是 非 时 间 
齐 次 的 MDP ,推动 了 MDP 的 理论 的 发 展 。 

MDP 已 在 设备 的 更 换 和 维修 以 及 库存 论 、 排 队 论 、 
控制 工程 \ 可 靠 性 理论 、 搜 索 论 、 水 库 调度 、 林 渔业 管理 、 
电话 网 络 等 的 最 优化 问题 中 都 有 应 用 ,并 正在 向 工程 , 生 
物 、 经 济 等 领域 渗透 。 

目前 ,MDP 的 工作 日 益 增多 ,有 独立 发 展 的 趋势 有 
关 的 文章 , 除 较 多 地 使 用 动态 规划 ,马尔 可 夫 决 策 过 程 的 
名 称 外 ,还 有 使 用 马尔 可 夫 决策 规划 、 序 贯 决策 过 程 、 受 
控 马 氏 链 等 名 称 的。 研究 者 注意 的 新 问题 主要 有 ， 模 型 
更 加 一 般 化 ;连续 时 间 、 状 态 部 分 可 观察 , 半 马 氏 、 适 应 性 
等 模型 的 理论 探讨 ;特殊 模型 更 有 效 的 解法 ;如 何 用 易于 


处 理 的 模型 去 允 近 复杂 的 模型 等 。 ( 董 泽 清 ) 
Mokelooln 
马克 劳 林 , C， (Colin Maclaurin 1698 一 1746) 


英国 数学 家 。1698 年 2 月 生 于 苏格兰 基 尔 莫 丹 ,1746 年 
1 月 14 日 在 爱丁堡 逝世 。1709 
年 入 格拉 斯 哥 大 学 , 1715 年 获 
硕士 学 位 ，1717 年 19 岁 时 任 
阿 伯 丁 马里 软 尔 学 院 数学 教 
授 , 1719 年 当选 为 皇家 学 会 会 
员 , 1725 年 任 爱 丁 堡 大 学 数学 
教授 。 

他 最 有 影响 的 著作 《 流 数 
论 %1742) 是 为 反 驭 G. 伯克利 
主教 对 I. 牛顿 流 数 术 的 攻击 而 
作 。 该 书 从 若干 "无 例外 的 原则 "出 发 来 推演 流 数理 论 , 为 
分 析 形 式 化 的 前 驱 。 他 在 书 中 还 叙述 了 级 数 收 敛 性 的 积 
分 判别 准则 ， 并 给 出 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 马克 劳 林 
级 数 ， 这 个 级 数 实际 是 泰勒 定理 (1715 ) 的 特例 。《 流 数 
论 》 中 对 转动 流体 平衡 问题 的 讨论 , 是 马克 劳 林 早 年 论文 
《 论 潮汐 ?思想 的 发 展 , 对 18 世纪 关于 地 球形 状 的 研究 有 
重要 影响 。 他 曾 因 《 论 潮汐 》 一 文 而 与 L. 欧 拉 、 升 尼 尔 
第 一 " 伯 努 利 共 获 1740 年 的 法 国 科学 院 奖 。 

马克 劳 林 其 他 重要 的 著述 有 :《 有 机 几何 学 》(1720)， 
推广 了 牛顿 和 J. 斯 特 林 等 关于 圆锥 曲线 和 高 阶 代数 曲 
线 的 研究 ;《 代 数论 》(1742), 其 中 载 有 用 系数 行列 式 解 一 
次 联 立 方程 组 的 公式 ， 这 个 公式 1750 年 由 G. 克 莱 姆 重 
新 发 现 , 后 称 为 克 莱 姆 法 则 。 

马克 劳 林 是 18 世纪 英国 数学 最 后 一 位 重要 的 代表 
人 物 ,他 的 《 流 数论 3 维护 了 牛 额 的 学 说 ,但 也 助长 了 英国 


学 术 界 对 牛顿 传统 的 保守 倾向 。 在 他 之 后 ， 英 国 数学 日 


益 落后 于 欧洲 大 陆 国家 。 (地 文 林 ) 
Maya shuxue 
玛雅 数学 (Maya mathematics) ”对 于 玛雅 数 


学 的 了 解 ， 主 要 来 自 一 些 残 剩 的 玛雅 时 代 石 刻 。 对 这 些 
石刻 上 象形 文字 的 释 读 表明 ， 玛 雅 人 很 早 就 创造 了 位 值 
制 的 记 数 系统 ,具体 记 数 方式 又 分 两 种 ,第 一 种 叫 横 点 记 
数 法 ， 第 二 种 叫 头 形 记 数 法 。 横 点 记 数 法 以 一 点 表示 1， 
以 一 横 表示 5, 以 一 介 融 状 四 表示 0, 但 不 是 0 符号 。1 一 
9 的 记 数 方法 和 中 国 筹 算法 很 相似 , 如 1~9 记 为 


玛雅 文化 记 数 基本 采用 20. 进 位 , 故 11、12、13、14 以 下 两 
横 表 示 ，16、17、18、19 以 下 三 横 表 示 。 到 20 则 进位 ,20 
以 上 进位 为 20x20=400, 再 进位 20x20x20~8000 等 ， 
玛雅 人 记 数 采用 竖 式 ,例如 ， 


g000 。 Po 


400 “» i 


20 ， 一 4 
1 宇 一 +. = 
29 916 10145 16741 40451 


第 二 种 头 形 记 数 法 , 共 14 种 头 形 图 样 ,分 别 从 0 一 13。 又 
3~9 图 样 ,再 加 上 一 个 代表 10 的 头 形 即 表示 13 一 19 等 。 

以 上 是 普通 记 数 法 ,至 于 时 间 记 数 法 则 进位 不 同 , 即 
第 一 位 仍 为 20， 第 二 进位 为 20x 18= 360， 第 三 进位 为 
20x360=7200 等 。 同 样 以 上 举例 ， 其 记 数 分 别 为 29、 
836、,9145、15101、36411 各 数 。 

迄今 所 知道 的 玛雅 数学 知识 就 是 如 此 ， 其 中 只 显示 
加 法 和 进位 两 种 。 关 于 形 的 认识 ， 只 能 从 玛雅 古 建筑 中 
体会 到 一 些 。 这 些 古 建筑 从 外 形 看 都 很 整齐 划一 ， 可 以 
判断 当时 玛雅 人 对 几何 图 形 已 有 一 定 的 知识 。 

(〈 严 救 本 ) 

Molbiwus! 
麦 比 乌 斯 , A. F。 (August Ferdinand M5bius 
1790~1868) ”德国 数学 家 天 文学 家 。 1790 年 11 月 
17 日 生 于 德国 瑞 姆 堡 附近 的 舒 尔 普 福 塔 ，1868 年 9 月 
26 日 卒 于 莱比锡 ,1809 年 入 莱 
比 锡 大 学 学 习 法 律 ， 后 转 攻 数 
学 、 物理 和 天 文 。1814 年 获 博 
士 学 位 ，1816 年 任 副教授 ， 
1829 年 当选 为 柏林 科学 院 通讯 
院士 , 1844 年 任 莱比锡 大 学 天 
文 与 高 等 力学 教授 。 

麦 比 鸟 斯 的 科学 贡献 涉及 
天 文 和 数学 两 大 领域 。 在 数学 
方面 ,首先 是 他 对 19 世纪 射影 
儿 何 学 的 影响 。 与 J.-V. 彭 赛 列 ,M. 沙 勒 等 人 的 综合 观 


点 不 同 ， 麦 比 鸟 斯 发 展 了 射影 几何 学 的 代数 方法 。 他 在 
其 主要 着 作 《 重 心计 算 》(1827) 中 ， 独 立 于 J. 普 吕 克 等 
人 而 创立 了 代数 射影 几何 的 基本 概念 一 一 齐 次 坐标 。 在 
同一 着 作 中 他 还 揭示 了 对 偶 原 理 与 配 极 之 间 的 关系 ， 并 
对 交 比 概念 给 出 了 完善 的 处 理 。 麦 比 乌 斯 最 为 人 知 的 数 
学 发 现 是 后 来 以 他 的 名 字 命名 的 单 侧 曲面 一 一 麦 比 乌 斯 
带 (1858)( 参 见 彩 图 插页 第 34 页 )。 他 较 早 对 拓扑 学 作 深 
入 的 探讨 并 给 出 恰当 的 提 法 。 此 外 , 麦 比 鸟 斯 对 球面 三 角 


等 其 他 数学 分 支 也 有 重要 贡献 。 (地 文 林 ) 
Meisenshu 
梅森 数 (Mersenne numbers) ” 形 如 2?-1 的 


数 , 记 为 M,, 这 里 p 是 素数 。1644 年 , M. 梅森 证 明了 当 
Pp 一 2,3,5,7,13,17,19,31 时 ,M，, 是 素数 。 到 目前 为 止 
只 知道 28 个 梅森 数 是 素数 , 除 已 提 到 的 8 个 以 外 ， 另 外 
20 个 是 M,=2? 一 1, p=61,89,107,127,521,607,1279， 
2203,2281,3217,4253,4423,9689,9941, 11213, 19937， 
21701,23209, 44497, 86243, 其 中 2824 一 1 是 所 知道 的 
最 大 素数 ,长 达 25962 位 。“ 

关于 梅森 数 有 一 些 简单 性 质 ，@ 设 p 是 奇 素数 ， 素 
数 q|M。， 则 gq 形 如 9=2kp+1。@ 设 P=4n+3 是 一 个 
素数 ， 则 2p+1=8n+7 是 一 个 素数 的 充分 必要 条 件 
是 2p+1|Me。 由 此 推出 ，23|Mi，471May 1671May 
263| Ms15359| Mins, 383| Muss, 479| M3, 503| Mss 等 。 
回 设 p#g, 则 (MoM)= Ms,0 = 1。 

19 世纪 , E. 拉 库 斯 给 出 了 一 个 判断 M， 是 否 为 素数 


的 方法 :着 有 4>0 使 ( 研 )= 1, 且 在 二 次 域 Q(W/T) 


中 有 一 个 单位 数 。 适合 N(s)= 一 1， 则 M， 为 素数 的 充 
分 必要 条 件 是 sz- :+Bz =0(mod M,), 式 中 为 8 的 
共 亏 数 。1930 年 ，D. H. 莱 黑 尔 改进 了 EE. 拉 库 斯 的 结 
果 , 得 到 判别 法 则 , 设 p 是 一 个 奇 素数 ,定义 序列 
Lo=4, ,Lui= Li—2)27—1 (n>0), 
则 2? 一 1 是 素数 当 且 仅 当 民 -~:*= 0。 对 于 大 的 M。， 一 般 
都 用 这 个 方法 在 计算 机 上 进行 计算 来 判断 它 是 否 为 素 
数 .梅森 数 与 偶 完全 数 密切 相关 ,求偶 完全 数 等 价 于 求 梅 
森 数 中 的 素数 。 是 否 有 无 穷 多 个 Pp 使 M。 为 素数 ,是 数论 
中 尚未 解决 的 著名 问题 。 还 有 一 个 未 曾 解决 的 猜想 是 ， 
M。 无 平方 因子 。1967 年 , L. J. 沃 伦 证 明了 涛 素数 9 满 
足 M,, 则 20!=1(mod 9*)。 
梅森 数 在 诸如 代数 编码 的 一 些 应 用 学 科 中 有 用 。 
( 孙 琦 ) 


Mel Wending 
梅 文昌 〈1633 一 1721) ”中 国清 初 天 文学 家 、 数 
学 家 。 字 定 九 ， 号 幻 讶 ,安徽 宣 城 人 。 生 于 明 烷 被 六 年 ， 
座 于 清 康 辕 六 十 年 。 少 年 时 从 私 整 老师 罗 王 宾 学 习 天 文 
知识 , 27 岁 跟随 倪 正 学 习 大 统 历 。 1675 年 以 后 专心 致力 
于 天 文 数学 的 研究 。1679 年 曾 在 泉 台 金 长 真 幕 下 当 教 
席 。1689 年 到 北京 教书 ,五 年 后 回 家 继续 研究 天 文 数学 ， 


469 


直至 去 世 。 据 他 自 撰 的 《 忽 庆 历 算 书目 》(1702)， 著 有 天 
文 数学 著作 七 十 余 种 ， 其 中 数学 著作 二 十 余 种 。 他 的 孙 
子 梅 红 成 对 魏 荔 彤 编 的 k 梅 氏 历 算 全 书 》(1723) 有 不 同意 
见 , 于 1761 年 重 编 《 梅 氏 丛书 辑 要 》 六 十 卷 ,其 中 数学 著作 
十 三 种 共 四 十 卷 , 即 :《 方 程 论 》 六 卷 (1672),《 筹 算 ) 二 卷 
(1678),《 平 三 角 举 要 》 五 卷 ，《 弧 三 角 举 要 》 五 卷 (1684)， 
《 勾 股 举 陋 》 一 卷 ,《 几 何 通 解 》 一 卷 ,《 几 何 补 编 》 四 卷 
《1692),《 少 广 拾遗 》 一 卷 (1692),《 笔 算 》 五 卷 (1693),《 环 
中 季 尺 》 五 卷 (1700),《 拍 堵 测 量 》 二 卷 ,方圆 寡 积 说 》 一 卷 
(1710),《 度 算 释 例 》 二 卷 (1717) 等 。 据 《教理 精 蔓 》 和 《 忽 
诺 历 算 目 》, 未 刻 的 著作 有 《比例 数 解 > 四 卷 ，《 几 何 摘要》 
三 卷 ,《 勾 股 测量 》 一 卷 ,《 九 数 存 古 》 十 卷 , 《正弦 简 法 补 》 
一 卷 ,《 数 学 星 楼 》 一 卷 ,《 西 镜 录 订 注 》 一 卷 ,《k 周 修 算 经 补 
注 2 一 卷 等 。 此 外 尚 有 诗 文 著作 《 绩 学 堂 诗 文 钞 》 十 卷 。 

明代 学 者 崇尚 理学 , 不 重视 科学 研究 ,以 致 许多 传统 
数学 名 著 已 经 失传 ,流行 的 数学 著作 水 平 较 低 , 对 古代 数 
学 精华 往往 不 得 其 解 。 明 末 清 初 传人 的 西方 数学 ， 由 于 
中 西 之 争 日 趋 剧 烈 ， 也 很 少 人 能 进行 实事 求 是 的 研究 。 
而 梅 文 瞻 当 时 坚信 中 国 传统 数学 “ 必 有 精 理 "”， 不 遗 余力 
地 表彰 古代 数学 ， 使 水 于 枯萎 的 老 树 发 出 新 芽 。 同 时 又 
能 正确 对 待 西方 数学 ， 认 为 " 技 取 其 长 而 理 唯 其 是 "， 法 
有 可 采 何 论 东 西 ， 理 所 当 明 何 分 新 旧 ", 应 该 “去 中 西 之 
见 , 以 平 心 观 理 "。 因 此 他 又 使 移植 过 来 的 西方 数学 在 中 
士 上 扎 下 根 ， 促进 了 这 个 时 期 数学 的 发 展 。 

在 传统 数学 研究 方面 ， 梅 文 易 比较 系统 地 整理 各 研 
究 了 一 次 方程 组 解法 ， 勾 股 形 解法 以 及 求 高 次 禾 正 根 的 
方法 。 在 《方程 论 ? 中 ， 他 纠正 了 当时 一 些 流行 著作 的 错 
误 ， 对 系数 为 分 数 的 一 次 方程 组 提出 新 的 解法 。 他 又 最 
先 对 数学 进行 分 类 , 把 传统 数学 分 为 算法 和 量 法 。 在 《 勾 
股 举 隅 》 中 ,已 知 色 、 股 , 弦 、 勾 股 和 、 勾 股 较 、 弦 和 和 、 弦 和 
较 以 及 勾 股 积 等 十 四 事 中 任 两 事 ， 可 求解 勾 股 形 ， 梅 文 
昂 举 出 若干 例题 来 说 明 这 种 算法 。 在 《 少 广 拾遗? 中 ， 他 
依据 二 项 定理 系数 表 , 举 例 说 明 求 平方 ,立方 到 十 二 乘 方 
的 正 根 的 方法 , 虽 未 能 恢复 和 发 展 增 来 开 方 法 ,但 已 使 明 
代 逐 渐 消失 的 求 高 次 寡 正 根 的 方法 重新 发 展 起 来 。 

对 当时 传 进来 的 西方 数学 , 梅 文 瞻 进 行 了 全 面 的 、 系 
统 的 整理 和 会 通 工作 , 并 且 有 所 创造 。《 笔 算 》 是 介绍 k 同 
文 算 指 》 的 算法 ,《 筹 算 》 是 介绍 纳 皮 尔 算 筹 的 计算 ,《 度 算 
炙 例 》 是 介绍 伽利略 比例 规 的 算法 。 根 据 中 国 书写 的 特 
点 和 传统 的 习惯 , 他 把 《同文 算 指 》 的 横 式 算式 改 为 直 式 ， 
把 直 式 的 纳 皮 尔 算 筹 改 为 横 式 。 在 介绍 比例 规 的 算法 
中 ,改正 了 罗 雅 谷 在 其 《比例 规 解 》 中 的 论 误 。《 平 三 角 举 
要 》 和 《 弧 三 角 举 要 ?是 系统 整理 当时 传 入 的 平面 三 角 和 
球面 三 角 ， 并 对 “不 详 其 理 " 的 公式 和 定理 进行 推导 与 证 
明 。 罗 雅 谷 的 《测量 全 义 》 记 有 四 面体 六 面体 \ 八 面体 ,十 
二 面体 和 二 十 面体 的 体积 公式 并 算出 边 长 为 100 的 上 述 
多 面体 的 体积 。 梅 文 易 在 《几何 补 编 》 中 证 明了 除 六 面体 
外 的 其 他 四 种 多 面体 的 体积 和 内 切 球 半径 的 公式 ， 纠 正 
了 《测量 全 义 》 计 算 二 十 面体 体积 的 错误 。 他 还 研究 了 许 
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多 复杂 的 有 关 正 多 面体 的 作 图 问题 ， 例 如 在 一 个 正六 面 
体内 作 一 个 正二 十 面体 ， 使 其 十 二 个 顶点 都 在 六 面体 的 
六 个 面 上 。 对 于 《几何 原本 》, 梅 文 虹 认为 此 书 " 以 点 线 面 
体 为 测量 之 资 , 制 器 作 图 颇 为 精密 ", 但 “篇 目 既 多 ， 而 取 
径 纤 过 , 波 调 阔 远 ,枝叶 扶 疏 ,读者 每 难 卒业 "。 因 此 他 用 
传统 的 勾 股 算法 进行 会 通 ， 证 明了 《几何 原本 》 卷 二 、 卷 
三 、 卷 四 、 卷 六 中 15 个 定理 。《 暂 堵 测 量 》 是 用 勾 股 算法 
会 通 球面 直角 三 角形 的 边 角 关系 公式 。《 环 中 徐 尺 》 是 用 
直角 射影 的 方法 证 明 球面 三 角 学 的 余弦 定理 。 结 合 球面 
三 角 计 算 的 需要 ， 梅 文 易 在 此 书 中 还 用 几何 方法 证 明 平 
面 三 角 学 的 积 化 和 差 公式 。 

梅 文 易 终生 从 事 天 文 数学 研究 ， 有 天 文 著作 六 十 二 
种 ， 在 《 梅 氏 从 书 辑 要 》 中 收入 十 种 二 十 卷 。 他 的 著作 有 
释义 , 有 理论 , 有 解法 , 有 应 用 , 既 坚 持 了 中 国 古代 数学 密 
切 联系 实际 的 传统 ， 又 十 分 重视 数学 理论 的 研究 。 他 的 
研究 范围 几乎 涉及 当时 可 能 接触 到 的 各 个 领域 。 并 在 一 
些 领域 中 取得 了 有 相当 水 平 的 研究 成 果 。 与 他 同时 或 在 
他 以 后 ， 幕 名 向 他 求教 的 学 者 很 多 ， 有 些 文献 甚至 记 有 
“ 衷 粮 走 千里 , 往 见 梅 文 易 "的 说 法 。 康 熙 皇帝 于 1705 年 
曾 三 次 召见 他 ， 向 他 请 教 天 文 数 学 。 清 代 著 名 学 者 钱 大 


昕 曾 誉 他 为 “ 国 朝 算 学 第 一 "。 ( 梅 荣 照 ) 
Mengdikelo 
蒙 蒂 克拉 ,小 E，(Jean Etienne Montucla 1725~ 


1799) 法 国 数学 家 ,数学 史家 。1725 年 9 月 5 日 生 于 
里 昂 ,1799 年 12 月 19 日 认 于 凡尔赛 ,他 从 1745 年 起 在 图 
户 兹 学 习 法 律 , 后 转 至 巴黎 ,从 

事 数学 史 研 究 。1754 年 发 表 

《加 面积 研究 的 历史 》， 这 是 最 

早 系统 地 研究 轩 周 让 历史 的 着 

作 ， 使 他 赢得 较 高 的 声誉 ， 从 

而 成 为 柏林 科学 院 通讯 院士 

1758 年 出 版 两 卷 本 《数学 史 》。 

1761 年 后 担任 数 种 政府 职 务 ， 

本 法国 大 革命 后 赤 失 财产 和 职 

业 ， 备 受 贫困 。 在 友人 的 支持 

下 奋力 扩充 6 数学 史 》， 使 它 成 为 世界 上 第 一 部 完整 的 数 
学 史 著作 。 新 版 共 四 卷 ,1799 年 开始 出 版 ,可 惜 未 及 完成 
而 卒 。 三 、 四 卷 由 他 的 童年 好 友 J. de 拉 朗 德 最 后 完成， 
1802 年 出 版 。 这 部 巨著 的 内 容 除数 学 外 , 还 包括 可 以 应 
用 数学 的 部 门 ， 如 天 文 .地 理 , 光 学 音乐、 航海、 机械 等 
等 ,实际 上 是 18 世纪 以 前 的 科学 史 。 它 的 影响 极为 深远 。 
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年 7 月 28 日 卒 于 巴黎 。 法 国 大 革命 时 期 学 术 界 的 领导 
eg 人 物 ， 享 有 画 法 几何 创建 者 的 
盛誉 ， 在 微分 几何 ,化 学 力学 
等 方面 也 有 贡献 。 他 早年 就 学 
于 梅 济 耶 尔 军事 学 院 ,1768 一 
1783 年 在 该 校 任教 .1780 年 定 
居 巴 黎 ， 曾 在 米 制 委员 会 任职 
(1791)。1792~1793 年 任 海军 
与 殖民 部 长 。 拿 破 仑 远征 埃及 
时 ,带领 一 批 专家 学 者 随行 , 蔡 
日 是 其 中 之 一 〈1798 一 1801)。 
他 参与 巴黎 综合 工科 学 校 的 创办 (1795)， 以 后 成 为 该 校 
的 领导 人 直到 1815 年 。 
法 国 大 革命 前 后 ,由 于 军事 上 筑城 术 等 方面 的 需要 ， 
画 法 几何 应 运 而 生 。 蒙 日 的 研究 使 它 成 为 一 个 独立 的 学 
科 ， 但 因 牵 涉 军事 秘密 ， 他 的 名 著 《 画 法 几何 》(1798 一 
1799) 的 出 版 已 在 该 学 科 开 始 建立 之 后 30 年 。 蒙 日 对 微 
分 几何 也 作 了 重要 的 推进 ， 这 方面 的 论著 开始 发 表 于 
1795 年 。 他 还 是 一 位 优秀 的 教师 ,在 他 的 直接 教导 和 影 
响 下 ,一 大 批 几何 学 家 成 长 起 来 ， 这 和 19 世纪 射影 几何 


在 法 国 再 度 兴 起 有 密切 关系 。 ( 梁 宗 巨 ) 
Mengtekoaluofa 
蒙特 卡 罗 法 (Monte Carlo method) ”以 概率 


和 统计 的 理论 ,方法 为 基础 的 一 种 计算 方法 ,将 所 求解 的 
问题 同一 定 的 概率 模型 相 联系 ， 用 电子 计算 机 实现 统计 
模拟 或 抽样 ,以 获得 问题 的 近似 解 , 故 又 称 统计 模拟 法 或 
统计 试验 法 。 

蒙特 卡 罗 是 摩纳哥 的 一 个 城市 ,以 赌博 闻名 于 世界 。 
蒙特 卡 罗 法 借用 这 一 城市 的 名 称 是 为 了 象征 性 地 表明 该 
方法 的 概率 统计 的 特点 。 

蒙特 卡 罗 法 作为 一 种 计算 方法 ， 是 由 S. M. 乌拉 姆 
和 了 冯 ' 诺 伊 更 在 20 世纪 40 年 代 中 叶 为 研制 核武 器 的 
需要 而 首先 提出 来 的 ,在 此 之 前 ,该 方法 的 基本 思想 实际 
上 早已 被 统计 学 家 所 采用 了 。 例 如 , 早 在 17 世纪 ， 人 们 
就 知道 了 依 频数 来 决定 概率 的 方法 。 

20 世纪 40 年 代 中叶 , 出 现 了 电子 计算 机 ,使 得 用 数 
学 方法 模拟 大 量 的 试验 成 为 可 能 。 另 外 ， 随 着 科学 技术 
的 不 断 发 展 , 出现 了 越 来 越 多 的 复杂 而 困难 的 问题 ,用 通 
常 的 解析 方法 或 数值 方法 都 很 难 加 以 解决 。 蒙 特 卡 罗 法 
就 是 在 这 些 情况 下 ， 作 为 一 种 可 行 的 而 且 是 不 可 缺少 的 
计算 方法 被 提出 和 迅速 发 展 起 来 的 。 

基本 原理 考虑 一 个 射击 运动 员 的 射击 成 绩 G。 令 
表示 弹 着 点 到 靶 心 的 距离 ,， g(x) 表示 得 分 , 而 f(x) 表 
示 该 运动 员 的 弹 着 点 的 分 布 密度 , 则 


G- | gzofemar。 


另 一 方面 ,如 果 该 运动 员 进行 了 实弹 射击 , 弹 着 点 依次 为 
XiX:，…Xw* 则 平均 得 分 为 


全 = 译 训 ox。 
很 明显 ，Gw 是 G 的 一 个 近似 估计 。 蒙 特 卡 罗 法 正 是 用 
Gu 作为 G 的 近似 估计 。 
假设 x 不 是 一 维 空间 的 点 ， 而 是 一 个 S 维 空间 的 点 
(xubza…yza), 则 上 述 积分 变 为 


G6= -feces dd 
蒙特 卡 罗 法 计算 此 积分 是 用 
人 r= 商 训 gCXms Kons Xn) 


作为 G 的 近似 估计 , 式 中 (Xin，Xsn，,…，Xwn) 是 由 f(x， 
罗 ，…， 为 ) 中 抽取 的 第 ”个 样本 点 。 同 上 述 一 维 积分 比 
较 , 相 同 点 是 ,都 以 某 随 机 变量 的 N 个 独立 抽样 值 的 算术 
平均 作为 近似 估计 ;不 同 点 仅仅 是 ,决定 随机 量 的 样本 点 
不 同 ， 一 个 是 一 维 空间 的 点 ， 另 一 个 是 8 维 空间 的 点 。 
由 上 式 可 见 ， 决 定 近似 估计 G 好 坏 的 仅仅 是 随机 变 量 
9(x) 或 g(x ,x，,…,xs) 的 分 布 情 况 ， 而 与 它们 是 由 怎样 
的 样本 点 对 应 过 来 的 无 关 。 换 言 之 , 如 果 随 机 变量 9(z) 
和 g(x1,x，,…,xs) 具 有 相同 分 布 ,在 不 计 抽样 ,不 计 计算 
g(x) 和 g(x ,x x*s) 的 差别 的 情况 下 ，S 维 情况 与 一 
维 情况 无 任何 差异 。 这 是 其 他 计算 方法 所 不 具有 的 、 一 个 
非常 重要 的 性 质 。 

蒙特 卡 罗 法 解 题 的 一 般 过 程 是 ， 首 先 构成 一 个 概率 
空间 ， 然 后 在 该 概率 空间 中 确定 一 个 随机 变量 g(x), 其 
数学 期 望 


Bo~ ez)agtz) 
正好 等 于 所 要 求 的 值 G, 其 中 (x) 为 x 的 分 布 函 数 ， 最 
后 ， 以 所 确定 的 随机 变量 的 简单 子 样 的 算术 平均 值 
-译名 q(x) 
作为 G 的 近似 估计 。 由 于 其 他 原因 ， 如 确定 数学 期 望 为 
G 的 随机 变量 9(x) 有 困难 ,或 为 其 他 目的 ,蒙特 卡 罗 法 有 
时 也 用 G 的 渐 近 无 偏 估计 代替 一 般 过 程 中 的 无 偏 估计 
Gu 来 作为 G 的 近似 估计 。 
收 生性、 误差 和 费用 ”蒙特 卡 罗 法 的 近似 估计 Cy 
依 概率 1 收敛 于 G 的 充分 必要 条 件 是 随机 变量 g(x) 满 
足 
Blgl= eceoldarcz<+o。 
如 果 随机 变量 g(x) 满 足 条 件 
lglr= loc Irar(x) <+ oo, 
式 中 1<r<2, 则 
PIN™T (Gs—G)>0}=1, 


亦 即 Gy 依 概率 1 收敛 于 G 的 速度 为 N ”。 总 之 ， 莹 
特 卡 罗 法 的 收 钙 性 取决 于 所 确定 的 随机 变量 是 否 绝 对 可 
积 ， 而 蒙特 卡 罗 法 的 收 华 速 度 取决 于 该 随机 变量 是 几 次 
绝对 可 积 的 。 
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根据 中 心 极限 定理 , 只 要 随机 变量 9(x) 具 有 有 限 的 
异 于 等 的 方差 "*， 当 了 足够 大 时 便 有 蒙特 卡 罗 法 的 误差 
公式 如 下 ， 


机 
P(IGr-Gl < 区 )- 二 1a, 
式 中 1 一 a 为 置信 水 平 , x 由 置信 水 平 所 唯一 确定 .根据 上 
述 误差 公式 ,为 满足 问题 的 误差 和 置信 水 平 的 要 求 , 子 样 
容量 入 必须 大 于 (x/s)*o?, 其 中 。 表 示 误差 。 进 一 步 假设 
每 观察 一 个 样本 所 需要 的 费用 是 C， 则 蒙特 卡 罗 法 的 费 
用 是 NC=(x/s)?0:C。 这 一 结果 表明 ， 在 相同 误差 和 置 
信 水 平 要 求 下 ， 一 个 蒙特 卡 罗 法 的 优 劣 完全 取决 于 cxC 
的 值 的 大 小 , 它 的 值 越 小 相应 的 方法 越 好 ,或 者 说 ， 蒙 特 

卡 罗 法 的 效率 与 ceC 成 反比 。 

提高 效率 的 方法 

降低 方 基 技巧 ”降低 方差 是 提高 蒙特 卡 罗 法 效率 的 
重要 途径 之 一 。 考 虑 二 重 积分 


Bg= fcc dy, 


式 中 人 x,y) 为 x 和 y 的 分 布 密度 函数 ，g(x,y) 的 方差 存 
在 。 蒙 特 卡 罗 法 计算 Eg 的 一 般 技巧 是 用 g=g(x,y) 作 为 
所 确定 的 随机 变量 ,其 中 x* 和 3 服从 分 布 人 x,y)。 降 低 
方差 的 具体 办 法 有 ， 

@ 统计 估计 技巧 用 人 x) 和 f。(y) 分 别 表示 分 布 
f(x，y) 的 边缘 分 布 和 条 件 分 布 。 计 算 Eg 的 统计 估计 技 
巧 是 用 y 的 统计 估计 量 


gon= {9x0)fe Cay 


作为 所 确定 的 随机 变量 ， 其 中 x 服从 分 布 f(x)。g 的 方 
差 恰好 为 两 个 方差 的 和 ， 它 们 分 别 是 对 随机 变量 x 和 随 
机 变量 y 采用 抽样 办 法 而 产生 的 。gss 的 方差 正好 等 于 
前 者 ， 因 此 gss 的 方差 一 定 比 9 的 方差 小 。 统 计 估计 技 
巧 的 一 般 原理 是 ,对 于 问题 中 所 出 现 的 诸 随机 变量 ,能 够 
确定 其 相应 的 统计 估计 量 的 ， 就 不 要 再 对 它们 采用 随机 
抽样 的 办 法 。 

@ 重要 抽样 技巧 ”引入 任意 分 布 密度 函数 六 (x， 
9)， 则 

Jrs= g(x,Y) 

的 数学 期 望 同样 为 Eg, 其 中 x 和 y 服从 分 布 其 (x,3)。 当 
(x,y)~|g(x,y)|f(x,y) 时 ，gus 的 方差 达到 最 小 。 在 
gx,a)>0 时 ， 方 差 等 于 零 ，gum 实际 上 变 成 了 与 其 中 出 
现 的 随机 变量 无 关 的 常数 。 重 要 抽样 技巧 的 一 般 原 理 
是 ， 尽 量 使 所 确定 的 随机 变量 与 问题 中 所 出 现 的 随机 变 
量 关系 不 大 。 

@ 相关 抽样 技巧 ”考虑 一 个 新 的 、 积 分 值 已 知 的 二 
重 积分 


Bar= ors fear ey, 
可 得 知 

gos=9(x,5) + ofEg* —g*(x,y)] 
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的 数学 期 望 同样 为 Pg， 式 中 * 和 服从 分 布 f(x,y)，a 
为 任意 常数 。 当 ap 对- 为 随机 变量 9(x,y) 和 gx(x,5) 


的 均 方差 9,、Xss 之 比 时 ,gos 的 方差 Dgos=(1 一 p*)o; 达 
到 最 小 。 此 时 的 方差 等 于 9 的 方差 1 一 p? 售 ,P 为 随机 变 
量 g(x,y) 和 g*(x,y) 的 相关 系数 。 当 p=1 时 ,方差 变 为 
零 。 相 关 抽 样 技巧 的 一 般 原 理 是 ， 寻 找 一 个 数学 期 望 已 
知 的 且 与 原 确定 的 随机 变量 正 相关 的 随机 变量 ,使 相应 
的 相关 系数 尽量 接近 1， 然 后 用 这 两 个 随机 变量 的 线 性 
组 合作 为 蒙特 卡 罗 法 最 终 所 确定 的 随机 变量 。 

降低 方差 的 技巧 还 有 对 偶 变 数 技巧 、 系 统 抽样 技巧 
和 分 层 抽 样 技巧 等 。 对 偶 变数 技巧 的 一 般 原理 是 ， 除 了 
原 确定 的 随机 变量 外 ， 寻 找 另 一 个 (或 多 个 ) 具 有 相同 数 
学 期 望 的 随机 变量 ,使 得 它们 之 间 尽 量 是 对 偶 负 相 关 的 ， 
然后 用 它们 的 线性 组 合作 为 蒙特 卡 罗 法 最 终 所 确定 的 随 
机 变量 。 系 统 抽样 技巧 的 一 般 原理 是 ， 对 问题 中 所 出 现 
的 某 些 随机 变量 按 相应 分 布 所 确定 的 比例 进行 抽样 ， 而 
不 是 进行 随机 抽样 。 分 层 抽样 技巧 的 一 般 原理 是 ， 对 问 
题 中 所 出 现 的 某 些 随机 变量 进行 分 层 ， 尽 量 使 所 确定 的 
随机 变量 在 各 层 中 相对 平稳 ， 各 层 间 的 抽样 按 相应 分 布 
所 确定 的 比例 进行 。 

其 他 途径 ”为 了 提高 蒙特 卡 罗 法 的 效率 ， 除 了 简单 
地 降低 方差 外 ， 还 有 为 降低 费用 设计 的 分 裂 和 轮 盘 赌 技 
巧 ,为 逐步 降低 方差 而 设计 的 多 极 抽样 技巧 ,为 改善 收敛 
速度 而 设计 的 拟 蒙特 卡 罗 法 ， 为 计算 条 件 期 望 而 设 计 的 
条 件 蒙 符 卡 罗 法 等 等 分裂 和 轮 盘 赌 技巧 的 一 般 原理 是 ， 
将 的 积分 区 域 分 为 重要 和 非 重要 两 部 分 ， 对 于 抽样 确 
定 的 X， 当 它 属于 重要 区 域 时 ， 对 相应 的 Y 进行 多 次 抽 
样 ; 当 它 属于 非 重要 区 域 时 ,只 有 在 赌 获胜 时 才 对 相应 的 
YY 进行 抽样 。 多 级 抽样 技巧 的 一 般 原理 是 ， 在 进行 某 一 
级 抽样 计算 的 同时 ,根据 它 所 提供 的 抽样 观察 值 ,设计 更 
好 的 抽样 技巧 ， 用 新 设计 的 抽样 技巧 进行 新 的 一 级 的 抽 
样 计算 ,依次 类 推 ,最 后 用 各 级 的 结果 的 线性 组 合作 为 蒙 
特 卡 罗 法 的 近似 估计 。 拟 蒙特 卡 罗 法 与 一 般 蒙特 卡 罗 法 
的 最 大 区 别 是 ， 前 者 不 象 后 者 那样 要 求 子 样 g(X,)， 
9(Xs),…,9(X。) 是 相互 独立 的 。 用 一 致 分 布点 列 替代 由 
随机 数组 成 的 点 列 的 所 谓 数论 方法 ， 实 际 上 就 是 一 种 拟 
蒙特 卡 罗 法 。 条 件 蒙特 卡 罗 法 的 一 般 原 理 是 ， 首 先 将 条 
件 期 望 问题 转化 成 为 非 条 件 期 望 问 题 ， 然 后 用 解 非 条 件 
期 望 的 一 般 方法 来 解决 条 件 期 望 计算 问题 。 由 于 条 件 蒙 
特 卡 罗 法 中 引进 了 任意 分 布 密度 函数 ,因此 ,可 以 选取 合 
适 的 分 布 密度 函数 来 实现 进一步 降低 方差 的 目的 。 

优 缺点 ”蒙特 卡 罗 法 的 最 大 优点 是 ， 在 方差 存在 的 
情况 下 , 问题 的 维 数 不 影 响 它 的 收敛 速度 ,而 只 影响 它 的 
方差 ;问题 几何 形状 的 复杂 性 对 它 的 影响 不 大 ; 它 不 象 其 
他 数值 方法 那样 对 问题 一 定 要 进行 离散 化 处 理 ， 而 是 常 
可 以 进行 连续 处 理 ; 它 的 程序 结构 简单 ,所 需 计 算 机 存 贮 
单元 比 其 他 数值 方法 少 ,这 对 于 高 维 问题 差别 尤其 显著 。 
蒙特 卡 罗 法 的 最 大 缺点 是 ， 对 于 维 数 少 的 问题 它 不 如 其 


他 数值 方法 好 ; 它 的 误差 是 概率 误差 ,而 不 是 一 般 意义 下 
的 误差 。 

应 用 ” 随 着 电子 计算 机 的 迅速 发 展 和 科学 技术 问题 
日 趋 复杂 ,蒙特 卡 罗 法 的 应 用 越 来 越 广泛 ,已 经 渗透 到 科 
学 技术 的 各 个 领域 。 

在 一 些 典 型 数学 问题 方面 的 应 用 主要 有 ， 多 重 积分 
计算 . 线 代数 方程 组 求解 .矩阵 求 着 、 常 微分 方程 边 值 问 
题 求解 , 偏 微 分 方程 求解 , 非 齐 次 线性 积分 方程 求解 、 本 
征 值 计 算 和 最 优化 计算 等 等 。 其 中 的 多 重 积 分 计算 、 非 
齐 次 线性 积分 方程 求解 和 齐 次 线性 积分 方程 本 征 值 计 算 
等 ,不 仅 非常 有 代表 性 ,而 且 有 很 大 的 实用 价值 ， 对 于 高 
维 问题 常 比 其 他 数值 方法 好 。 

在 一 些 实际 问题 方面 的 应 用 主要 有 ,屏蔽 计算 、 核 临 
界 安全 计算 、 反 应 堆 物理 计算 、 微 扰 计 算 、 实 验 核 物理 计 
算 、 高 能 物理 计算 、 核 物理 计算 、 统 计 物理 计算 、 真 空 技 
术 、 公 用 事业 ,信息 论 、 系 统 模拟 ,可 靠 性 计算 和 计算 机 科 
学 等 等 其 中 的 屏蔽 计算 、 核 临界 安全 计算 、 微 扰 计 算 、 实 
验 核 物理 计算 和 统计 物理 计算 等 ,不 仅 非常 有 代表 性 ,而 
且 应 用 得 很 广泛 , 按 蒙 特 卡 罗 法 解决 这 些 问题 的 能 力 讲 ， 
已 经 超过 了 其 他 计算 方法 的 水 平 。 

参考 书目 

裴 鹿 成 , 张 帮 泽 著 :< 蒙特 卡 罗 方法 及 其 在 粒 于 输 运 问题 中 的 
应 用 >, 科 学 出 版 社 ,北京 ,1980。 

IO. A. IlIpeanep, Memoa cmamucmuvecxux ucnumanud 
(Memod Monme-Kapno), Puauarrus, Mocksa, 1962. 

J. M. Hammersley and D. C. Handscomb, Monte Carlo 
Methods, Methuen, London, 1964. 

J. Spanier and E, M. Gelbard, Monte Corlo Principles 
ond Neutron Transport Problems, Addison-Wesley, 
Reading, Mass., 1969. 


(或 庆 成 ) 


Mita-Llefule 

米 塔 - 列 夫 勒 ,(M.)G。 (Magnus Gustaf Mittag- 
Leffler 1846~1927) 瑞典 数学 家 。1846 年 3 月 
16 日 生 于 斯 德 哥 尔 摩 ,1927 年 7 月 7 日 卒 于 同 地 。1865 
年 人 乌 帕 萨 拉 大 学 ,1872 年 获 
博士 学 位 。1873 年 赴 巴黎 旅行 
研究 , 不 久 受 C. 埃 尔 未 特 之 劝 
去 德国 从 K. 外 尔 斯 特 拉 斯 为 
师 , 这 对 米 塔 - 列 夫 勒 的 科学 生 
涯 影响 极 深 。 1877 年 任 赫 尔 辛 
基 大 学 教授 , 1881 年 回 到 斯 德 
哥 尔 摩 任 新 成 立 的 霍 格 斯 柯 拉 
大 学 〈 即 后 来 的 斯 德 哥 尔 摩 大 
学 ) 教 授 , 后 任 校长 。 

米 塔 - 列 夫 勒 的 数学 贡献 主要 在 解析 函数 论 方面 ,他 
推广 了 外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 亚 纯 函 数 表示 公式 ， 证 明 在 任意 
一 个 区 域 上 的 亚 纯 函 数 皆 可 表 为 两 个 函数 的 商 ， 其 中 每 
一 个 都 在 该 区 域内 解析 。 在 求 和 论 领 域 ， 他 引进 了 后 以 
他 的 名 字 命名 的 一 类 无 限 和 矩阵 。 


米 洪 - 列 夫 坦 是 一 位 卓越 的 数学 教育 家 和 组 织 家 。 
C. B. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 \I. O. 本 迪克 松 和 EE. I 弗 雷 德 窒 
姆 等 都 是 他 的 学 生 。 他 在 1882 年 创办 的 《数学 学 报 ? 成 
为 斐 声 欧洲 的 重要 数学 杂志 。 (地 文 林 ) 


Mizesi 
米 泽 斯 ,，R. von (Richard von Mises 1883~ 
1953) 。 奥地利 数学 家 和 空气 动力 学 家 。1883 年 4 月 
19 日 生 于 奥地利 的 莱 姆 伯 格 ( 今 苏联 的 里 沃 夫 ),1953 年 
7 月 14 日 在 美国 波士顿 去 世 。 父 亲 是 一 名 铁路 技师 ,长 
兄 是 一 位 经 济 学 家 。 他 于 1907 年 在 维也纳 获得 博士 学 
位 后 , 曾 先 后 在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 和 柏林 大 学 任教 ,同时 是 
著名 学 术 期 刊 应 用 数学 与 力学 杂志 》%( 柏 林 ) 的 创始 人 与 
编辑 (1921 一 1933)。1933 年 ,纳粹 在 欧洲 得 势 ,他 离开 德 
国 到 土耳其 伊斯坦布尔 大 学 任教 , 1939 年 去 美国 哈佛 大 
学 , 任 空气 动力 学 与 应 用 数学 教授 。 

米 泽 斯 早期 的 工作 集中 于 空气 动力 学 ， 尤 其 是 边界 
层 流 理论 和 机 器 设计 理论 。 第 一 次 世界 大 战 中 ， 他 为 奥 
地 利空 军 研制 了 一 种 600 马力 的 军用 飞机 ， 甚 至 本 人 还 
当 过 飞行 员 。 他 关于 飞行 理论 的 著作 曾 一 再 增订 出 版 ， 
此 外 ， 他 还 对 弹性 ,塑性 、 消 流 理 论 以 及 数值 分 析 等 学 科 
作出 过 贡献 

在 概率 论 与 数理 统计 学 方面 ， 米 译 斯 的 主要 工作 是 
概率 的 频率 定义 和 统计 定义 的 公理 化 ,他 继承 19 世纪 频 
率 理 论 的 先驱 者 5.-D. 泊 松 和 本 维 恩 等 人 的 思想 , 克服 
了 他 们 的 某 些 缺陷 和 不 严格 性 ,在 1919 年 发 表 的 两 篇 文 
章 中 提出 了 具有 概率 的 事件 必须 满足 的 基本 公设 一 一 随 
机 性 公理 。 概 率 的 频率 定义 在 直观 上 和 应 用 上 是 有 吸引 
力 的 ， 但 他 给 出 的 定义 排斥 了 在 概率 论 中 十 分 重要 的 诸 
如 某 个 事件 在 一 无 限 重复 的 试验 序列 中 无 穷 多 次 发 生 的 
概率 ， 虽 经 他 本 人 及 后 人 多 方 修饰 ， 仍 有 不 尽 如 入 意 之 
处 ,不 断 仍 有 人 在 继续 讨论 研究 从 30 年代 以 来 ,普遍 接 
受 的 是 A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 提出 的 测度 论 公理 系统 〈 见 
概率 论 )。 

米 泽 斯 在 哲学 上 是 一 个 实证 主义 者 , 著 有 : 《实证 主 
义 , 人 类 认识 研究 X1951)， 他 在 概率 统计 方面 的 观点 也 


受到 他 的 哲学 思想 的 影响 。 《 海 一 民 ) 

mijishu 

考级 数 (power series) 。 见解 析 画 数 项 级 数 。 
mianjl jifen 

面积 积分 (area integral) 又 称 面积 函数 ， 是 


苏联 数学 家 孔 . 蔚 . 户 津 1930 年 首先 引入 的 一 种 特殊 积 
分 。 假 设 f(z) 是 单位 贺 |z|<1 内 的 解析 函数 ， 了 (2z) 是 
它 的 导数 ,那么 积分 EA 
Se 一 ( I If'CD hdroy) (1) 
ote) 


称 为 了 在 点 z= e% 处 的 面积 积分 ， 这 里 3 是 小 于 1 的 某 
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Min 


个 正 数 ，Du(6) 是 由 点 ee 引 图 周 cx(|z| 一 2 的 两 条 切线 
与 cs 上 被 两 切 点 所 截 的 、 离 
en 较 远 的 加 弧 所 围 的 区 域 。 

SR 积分 (1) 中 的 被 积 函数 
上 f(z? 上 是 映射 z->f(z) 的 
雅 可 比 行列 式 , 当 f(z) 为 一 
一 映射 时 , 可 知 (Se( 了 )(9))* 
正好 是 区 域 0.(9) 在 映射 了 
下 的 映像 面积 。 面 积 积分 的 
名 字 由 此 而 来 。 
可 意 次 党 Se(J)(6) 在 某 些 点 ee 
处 ， 可 能 是 无 限 的 。 但 是 ， 卢 津 为 了 研究 一 类 解析 函数 
的 性 质 ,证 明了 当 fz) EH?, 即 
sup “lfcrew lrdreM 


oere! 


时 ,对 于 单位 圆周 上 几乎 所 有 的 e”， 面 积 函数 S4(f)(9》 
都 是 有 限 的 ,并 且 


ficscpe0) ya a ices sa, 2) 
i 


式 中 (es”) 是 了 的 边 值 函数 ; 当 0)=0 时 , 还 成 立 下 面 
的 相反 不 等 式 


[lfcew rao a spc0) ya0, (3) 


式 中 4。 是 常数 ,决定 于 3。 

后 来 ,J. 马 钦 凯 维 奇 和 A. 赞 格 蒙 把 上 述 定理 又 推广 
到 函数 类 H? (p>0), 即 满足 条 件 

Sa, fo larem 

的 贺 内 解析 函数 全 体 。 

面积 积分 的 重要 性 ， 还 在 于 它 本 质 上 可 以 局 部 地 刻 
画 圆 内 解析 函数 了 在 边界 z=e” 处 非 切 向 极限 的 存在 
性 。 确 切 地 说 ,除了 一 零 测 度 集 外 , 圆 内 解析 函数 了 在 边 
界 z=e% 处 具有 非 切 向 极限 的 充分 必要 条 件 是 

Sef)(0)< oo 

这 说 明 Ss(f)(9) 与 了 的 边界 性 质 有 着 十 分 深刻 的 内 在 联 
系 ， 因 此 它 是 表达 贺 内 解析 函数 边界 性 质 的 一 个 重要 工 
具 。 正 是 这 一 点 , 它 在 研究 高 维 空间 的 H? 理论 时 ， 发 挥 
了 非常 重要 的 作用 。 

参考 书目 

C. Fefferman and E.M. Stein，HP Spaces of Several 
Variables, Acta Mathematica, Vol. 129, pp. 137~193,1972. 
( 王 斯 雷 ) 

Minkef usijl 
闵 科 夫 斯 基 ,H. (Hermann Minkowski 1864~ 
1909) ”德国 数学 家 。 在 数论 与 代数 领域 作出 了 重大 
贡献 ,为 狭义 相对 论 美 定 了 数学 基础 。 1864 年 6 月 22 日 
生 于 立陶宛 ,1909 年 1 月 12 日 卒 于 格 丁 根 。 父母 是 德国 
人 。8 岁 时 全 家 定居 柯 尼斯 堡 ( 现 苏联 加 里 宁 格 勒 )。 在 
柯 尼 斯 堡 大 学 学 习 期 间 ,与 D. 希 汞 伯 特 及 全. 胡 尔 维 甘 结 
为 终身 挚友 。1892 年 任 波恩 大 学 副教授 ,1894 年 接 符 希 


474 


尔 伯 特 任 柯 尼斯 堡 大 学 教授 ,1896 年 到 苏黎世 执教 ,1902 
年 起 任 格 丁 根 大 学 教授 。 

1881 年 ， 巴 黎 科学 院 宣布 1883 年 大 奖 的 主题 是 一 
个 整数 分 解 为 五 个 平方 数 之 和 的 表示 法 的 数目 。 英 国 数 
学 家 HH. J. S. 史密斯 在 1859 年 已 得 到 该 问题 的 答案 18 
岁 的 头 科 夫 斯 基 在 长 达 140 页 的 论文 中 建立 了 ? 个 变量 
的 整 系数 二 次 型 的 理论 体系 ， 对 二 次 型 的 “ 属 ”提出 
了 更 一 般 \ 更 自然 的 定义 ,因而 
独立 地 得 到 了 更 好 的 公式 。 后 
与 史密斯 同时 获奖 。 此 后 他 经 
常 研究 的 一 个 主题 是 % 个 变量 
的 二 次 型 。 他 通过 三 个 不 变量 
刻画 了 有 理 系 数 二 次 型 在 有 理 
系数 线性 变换 下 的 等 价 性 ， 完 
成 了 实 系 数 正定 二 次 型 的 约 化 
理论 ， 提 供 了 在 每 个 类 中 只 给 
出 唯一 的 约 化 形式 的 约 化 过 
程 。 为 了 简化 P. G. L. 狄 利克 雷 和 C. 埃 尔 米 特 建立 的 
丢 番 图 允 近 的 解析 理论 ， 他 把 格 和 凸 集 等 几何 概念 引入 
数论 ， 他 称 由 这 一 简单 而 又 有 效 的 方法 所 建立 的 理论 为 
“ 数 的 几何 "。“ 丢 番 图 盟 近 "一 词 就 是 他 首创 的 。 利 用 这 
种 几何 方法 ,他 推动 了 连 分 数理 论 的 发 展 ,给 出 了 判定 一 
个 数 是 否 为 代数 数 的 算法 。 他 在 n 维 空间 中 定义 了 支撑 
超 平面 和 支撑 函数 的 概念 ， 证 明了 山体 在 其 任 一 边界 点 
处 存在 支撑 超 平面 。 他 看 出 通过 nn 维 空间 中 的 对 称 凸 体 
可 以 定义 一 种 新 的 "距离 "概念 ,因而 就 能 产生 相应 的 “ 几 
何 "。 这 一 想法 为 建立 线性 赋 范 空间 ( 见 巴 拿 林 空 间 ) 概 
念 铺 平 了 道路 。 他 还 引进 了 几 个 凸 体 的 “混合 体积 "的 概 
念 ,发 现 了 有 关 的 基本 关系 式 。 

闵 科 夫 斯 基 对 数学 物理 很 有 兴趣 。1905 年 , 他 同 希 
尔 伯 特 决定 在 他 们 主持 的 讨论 班 上 研究 运动 物体 的 电动 
力学 。 他 通过 ds: cidt? 一 dx? 一 dy? 一 dz? (c 为 光速 ) 为 狭 
义 相 对 论 提供 了 四 维 时 空 数 学 结构 ,被 称 为 " 闵 科 夫 斯 基 
世界 "。 诺 贝尔 物理 学 奖金 得 奖 人 M. 玻 思 曾 说 , 他 在 闵 
科 夫 斯 基 的 工作 中 找到 了 "相对 论 数学 的 整个 武 库 "。 

闵 科 夫 斯 基 的 主要 论著 有 :《 数 的 几何 (1896)，《 算 
术 等 价 的 不 连续 性 % 1905),《 丢 番 图 通 近 》(1907)，《 时 
间 与 空间 X1907),《 两 篇 关于 电动 力学 基本 公式 的 论文 》 
(1909 ) 等 。 《 沈 永 欢 ) 


Minkefusij! budengshl 
闵 科 夫 斯 基 不 等 式 
见 积分 不 等 式 。 


(Minkowski inequality) 


Minkefusijl kongjion 

闵 科 夫 斯 基 空 间 (Minkowski space) 爱 
因 斯 坦 狭义 相对 论 的 时 空 模型 。 物 理学 上 称 为 内 科 夫 斯 
基 时 空 , 它 是 德国 数学 家 HH. 闵 科 夫 斯 基 为 适应 狭义 相对 
论 的 需要 而 提出 来 的 。 一 般 说 来 ,n 维 的 闪 科 夫 斯 基 空间 


Ri 是 站 维 欧 氏 空间 Er? 的 一 个 变种 ， 和 维 欧 氏 空间 
一 样 ,R" 5 的 基本 刀 何 元 素 是 点 和 向 量 ， 其 中 照样 有 直 
线 和 各 种 不 同 维 教 的 平面 等 几何 图 形 。 和 狭义 相对 论 中 采 
用 的 是 四 维 时 空 R31。 

Rn 5 的 任何 两 个 向 量 1, m 也 有 数量 积 1 mm， 一 个 
向 量 也 有 其 长 度 的 平方 =1.1， 从 而 也 有 向 量 的 正 交 性 
的 概念 ,但 和 欧 氏 空间 E" 的 基本 区 别 在 于 ,在 Re 中， 
若 1 是 非 零 向 量 , 8 不 常常 是 正 的 。 更 具体 地 说 ,在 n 个 
相互 正 交 的 线性 无 关 的 单位 向 量 组 (e,,e,,…,e,) 中 ， 有 
n 一 1 个 向 量 的 长 度 平方 为 +1， 有 一 个 向 量 的 长 度 平方 
为 -~ l。 设 其 中 ely ez, …，eo-! 的 长 度 平方 为 +1， 而 en 
的 长 度 平方 为 一 1, 这 样 的 (e,,e;,… ,en) 就 称 为 标准 正 交 
基 , 参 考 于 这 一 组 基 , 向量 1 和 和 可 分 别 表示 为 

Be 和 m= dme, 
则 有 
Lm= lm tm amos 
P+ 一 柜 。 

长 度 平方 为 正 的 向 量 称 为 类 空间 量 ， 长 度 平方 为 负 的 向 
量 称 为 类 时 向 量 。 此 外 ,还 有 长 度 平方 为 零 的 向 量 , 称 为 
零 长 向 量 ， 或 类 光 向 量 。 以 零 长 向 量 为 方向 的 直线 称 为 
“光线 ", 过 一 点 P 的 光线 的 全 体 构成 一 个 二 次 锥 面 , 称 为 
光 锥 。 

在 闵 科 夫 斯 基 空间 中 ， 把 标准 正 交 基 {@1,e;,… ,en) 
变 到 另 一 组 标准 正 交 基 的 线性 变换 4 称 为 洛 伦 欧 变 换 ， 
洛 伦 茨 变换 所 成 的 群 称 为 洛 伦 茨 群 , 记 为 O(n 一 1,1), 参 
考 于 标准 正 交 基 , 洛 伦 欧 群 的 元 素 可 用 mxnm 阵 4= (ouw) 
表示 ,这 里 ow 是 由 


Aes= Sanes 
bd 


所 定义 的 ,如 记 


那么 洛 伦 蒋 群 的 元 素 所 相应 的 阵 满足 

A*JA=J。 
这 里 A* 是 4 的 转 置 ， 所 以 洛 伦 蒋 群 O(n 一 1, 1) 也 指 满 
足 44JA=J 的 nxm 阵 4 的 全 体 ， 一 组 标准 正 交 基 添 上 
一 个 定点 作为 原点 就 构成 R" :的 一 个 洛 伦 欧 标 架 ， 参 
考 于 洛 伦 茨 标 架 ， 可 以 得 出 R" “中 的 点 卫 的 坐标 (zj， 
xa xn) ,变换 


X= 


ayxstb, (ay) EOn—1,n) 


称 为 非 齐 次 的 洛 伦 欧 变 换 。 据 此 ， 点 了 的 坐标 从 (zi 


ay yo) 变 为 (1 Xi 
架 下 的 点 的 变换 。 
过 一 定点 (#u#:*…*z4) 的 光 锥 的 方程 是 
[C Th 7D Gi hk 2 
— (Xn #9) = 0 


… zx)。 它 也 可 解释 为 同一 标 


在 任 一 非 齐 次 的 洛 伦 蒋 变换 下 , 光 锥 仍 变 为 光 能 。 

和 欧 氏 空间 EF 一 样 ，R" "有 很 丰富 的 几何 内 容 ， 
由 于 O(n 一 1,1) 比 正 交 群 0(n) 复 杂 得 多 , R"™'"! 的 几何 
学 比 色 的 几何 学 复杂 得 多 。 

在 古典 的 时 空 观 念 中 ,时 间 和 空间 是 分 立 的 ,现实 空 
间 的 模型 是 三 维 的 欧 几 里 得 空间 ,时 间 是 一 维 的 数 轴 ,两 
个 事件 的 同时 性 是 绝对 的 ,也 就 是 说 ,不 论 用 什么 方式 去 
测量 ,两 个 事件 的 同时 性 是 不 可 改变 的 ,这 种 时 空 观 念 和 
和 牛顿 力学 十 分 协调 ,但 和 本 C. 麦克 斯 韦 的 电磁 场 理论 却 
不 相 协 调 ,这 因为 ,如 令 光束 为 常数 ， 麦 克 斯 韦 方程 是 在 
阁 伦 芯 变 换 下 不 变 的， 但 洛 伦 芯 变 换 会 变更 两 个 不 在 同 
一 地 点 发 生 的 事件 的 同时 性 , 米 切 尔 森 - 莫 里 实验 指示 了 
光速 不 因 光 源 的 运动 速度 而 变化 ， 使 人 们 不 得 不 去 修正 
牛顿 力学 而 导致 了 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 的 出 现 。 

在 狭义 相对 论 中 ， 采 取 四 维 的 闵 科 夫 斯 基 时 空 为 现 
实时 空 的 模型 ,对 于 一 个 固定 的 惯性 测量 系统 ( 即 洛 伦 茨 
标 架 ) 来 说 , (zuzayzayzi) 表 示 一 个 时 空 点 ， 说 明 一 个 事 
件 在 何 时 何 地 发 生 ，zi, zayzs 表示 位 置 ，x,=ct 表示 时 
间 ( 这 里 为 光速 ,是 不 变 的 正常 数 ), 在 一 点 的 光 锥 把 以 
这 点 为 始点 的 向 量 分 为 五 类 ( 见 表 )。 


向 量 上 的 分 类 |。 二 说 明 

| 指向 未 来 的 燃 时 向 量 

| 。 二 指向 未 来 的 关 光 向 量 
| - | ”一 | 指向 过 去 的 类 时 向 量 

| 指向 过 去 的 类 光 向 量 
| + |+,0,— 


类 空间 量 
Pm EN (| hd hell, Rete SS 


粒子 的 运动 可 由 Rr! 中 的 曲线 表示 ， 称 为 世界 线 ， 
它 的 切 向 量 必须 不 是 类 空 的 ， 可 规定 它 是 指向 未 来 的 向 
量 , 如 果 它 属于 第 工 类 , 则 它 的 速度 小 于 光速 ， 如 果 它 属 
于 第 工 类 ， 它 的 速度 等 于 光速 。 它 不 可 能 是 属于 第 了 类 
的 ,意义 是 :粒子 运动 的 速度 不 能 大 于 光速 。 另 一 面 ， 如 
果 P 与 P, 是 Rr 中 两 点 , 若 向 量 六 ,属于 第 1 或 第 I 关 ， 
则 P, 必 为 P 的 未 来 。 若 PP, 属于 第 下 .了 类 , 则 P, 必 为 
P 的 过 去 。 若 栈 , 属于 第 Y 类 ， 则 必 存 在 一 个 洛 伦 蒋 标 
架 ,使 局 和 Pi 具 同时 性 。 
使 5 的 符号 不 变 的 洛 伦 欧 变 换 ( 非 齐 次 ) 称 为 正常 
的 。 狭 义 相对 论 要 求 物理 定律 在 正常 洛 伦 欧 变换 下 为 不 
变 的 , J. C. 麦克 斯 韦 的 电磁 场 理论 已 适合 这 个 要 求 ， 而 
工 牛 顿 的 经 典 力学 作 了 修正 之 后 ， 也 能 符合 这 个 要 求 。 
由 于 运用 了 闵 科 夫 斯 基 空间 PR, 作为 时 空 模型 ， 爱 
因 斯 坦 狭义 相对 论 就 有 了 很 好 的 叙述 方式 ， 对 于 现代 物 
理学 的 发 展 起 了 很 大 的 作用 。 有 了 闵 科 夫 斯 基 时 空 之 后 ， 
爱 因 斯 坦 又 进一步 研究 了 引力 场 理论 , 即 广义 相对 论 , 从 
而 引入 阁 伦 英 流 形 的 概念 ， 闵 科 夫 斯 基 时 空 是 曲率 张 量 
为 0 的 咨 伦 菊 流 形 ， 因 而 闵 科 夫 斯 基 时 空 与 欧 氏 空间 均 
为 平坦 空间 ,而 不 是 弯曲 的 。 ( 耸 超 奉 ) 
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Ming Antu 
明 安 图 〈? 一 约 1764) 。 中 国清 代数 学 家 、 天 文学 
家 。 字 静 讶 。 蒙 古 族 正 白旗 人 。 生 年 不 详 ， 约 卒 于 赣 隆 
二 十 九 年 少年 时 为 官学 生 ,后 
被 选派 至 钦 天 监 ， 专 门 学习 天 
文 、 历 法 和 数学 。 当 时 康 申 帝 
正 热衷 于 学 习 和 研究 科学 技 
术 , 因 此 ,他 也 常 有 机 会 入 宫 听 
讲 。 康 辕 五 十 一 年 (1712)， 康 
辕 帝 至 避暑 山庄 ， 有 一 批 著名 
科学 家 随行 ， 他 是 随行 人 员 中 
唯一 列 名 的 官学 生 。 康 黑 帝 曾 
亲自 就 天 文 数学 问题 进行 提 
问 ， 并 解答 他 所 提出 的 问题 。 结 业 后， 毕生 在 钦 天 监工 
作 ， 曾 任 钦 天 监 时 完 科 五 官 正 近 四 十 年 ， 主 要 负责 推算 
日 月 五 星 运行 ， 编 订 时 宪 书 ( 即 民用 历 书 )， 以 及 主持 时 
帘 书 满 蒙 文本 的 翻译 等 。 乾 隆 二 十 四 年 (1759)， 升 任 钦 
天 监 监 正 。 在 天 文学 方面 ， 他 参加 了 三 部 重要 天 文学 著 
作 的 编著 。 第 一 部 为 《 历 象 考 成 》， 他 担任 考 测 工作 。 该 
书 分 上 下 两 编 ， 共 42 卷 ， 主 要 成 就 是 在 实测 方面 ， 如 
根据 实测 改进 了 第 谷 体系 的 黄 赤 交角 数据 等 。 第 二 部 为 
《 历 象 考 成 后 编 》 共 10 卷 。 其 理论 、 算 法 和 所 用 数据 都 
比 《 历 象 考 成 ?有 很 大 进步 。 他 任 该 书 副 总 裁 和 汇编 ， 是 
该 书 的 主要 作者 之 一 。 第 三 部 为 《 仪 象 考 成 2?， 共 32 卷 
他 担任 推算 工作 。 该 书 介绍 了 新 制造 的 大 型 天 文 仪器 现 
衡 抚 层 仪 的 性 能 和 用 法 。 它 所 载 录 的 星 表 ， 是 在 实测 和 
推算 的 基础 上 编 成 的 ,记录 了 3083 颗 恒 星 的 黄道 坐标 和 
因 道 坐标 ,达到 了 当时 的 世界 先进 水 平 。 

明 安 图 在 数学 上 有 很 深 的 造 误 ， 特 别 是 对 三 角 函 数 
和 反 三 角 函 数 的 寡 级 数 展开 式 问题 ,进行 了 深入 研究 , 获 
得 了 丰硕 成 果 。 清 初 ， 法 国 传教 士 杜 德 美 曾 向 中 国学 者 
介绍 了 三 个 无 穷 级 数 公式 ， 但 没有 给 出 证 明 。 这 三 个 公 
式 为 7 的 无 穷 级 数 公式 , 正弦 和 正 撩 的 宕 级 数 展开 式 ， 

@ 贺 径 求 周 


1 .8 
"a+r Hr 


@ 弧 背 求 正弦 
rsing.— Qa st 

轿 弧 背 求 正 矢 Fe 
rverst = fr -ir Be 
式 中 7 为 加 半径 ; a 为 AC 弧 
长 。 梅 靓 成 曾 将 其 收录 于 《 赤 
水 遗 珍 》。 明 安 图 花费 三 十 余年 
心血 ， 刻 苦 钻研 这 些 公式 的 证 
明 方法 。 他 的 功绩 在 于 把 中 国 
古代 传统 数学 知识 与 当时 传 入 D 
的 西方 数学 知识 结合 起 来 ， 融 
会 贯通 ， 创 用 割 圆 连 比例 法 和 
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12.32.52 
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弘 驴 关系 示意 图 


级 数 回 求法 ， 不 仅 圆满 地 证 明了 这 三 个 公式 ， 而 且 得 出 
了 有 关 弦 、 弧 \ 夭 和 半径 相互 关系 的 另外 六 个 公式 。 

@ 弧 背 求 通 弦 
《2 
434r5 

@ 弧 背 求 矢 

b (2o) 

4-217 


加 通 弦 求 弧 背 
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abd VT 


@ 正弦 求 弧 背 
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1 (2r vers?) 
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12.22(2r vers®) 
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@ 撩 求 弧 背 
《20 一 3 8 二 村 加 小 
式 中 c 为 AD 弦 长 ;2a 为 AD 弧 长 ;b 为 BC 中 矢 长 ( 即 
弓形 的 高 )。 所 谓 割 圆 连 比例 法 就 是 把 弧 等 分 ,利用 连 比 
例 的 方法 ,推算 弧 与 弦 的 关系 。 他 曾 自述 ,以 上 九 法 ,此 
至 精 至 密 , 任 有 加 线 求 直 线 , 有 直线 求 贺 线 , 虽 推 至 无 穷 ， 

靡 不 合 也 。” 

了 明 安 图 的 数学 成 就 总 结 在 《 割 圆 密 率 捷 法 》 一 书 中 。 
该 书 共 四 卷 , 卷 一 “ 步 法 ", 罗 列 了 所 得 到 的 各 无 穷 级 数 公 
式 , 卷 二 “用 法 ", 系 各 公式 在 数学 和 天 文学 问题 上 的 应 用 ， 
卷 为 “法 解 " 上 、 下 ,阐述 了 各 公式 的 证 明 方 法 。 这 部 
著作 在 他 生前 只 完成 一 部 分 ， 后 由 其 学 生 陈 际 新 、 张 肪 、 
其 子 明 新 续 成 (1774)。 他 的 成 就 和 所 创立 的 方法 ， 对 于 
清 代 竺 级 数 研究 领域 产生 了 很 大 影响 。 明 安 图 在 测绘 地 
图 方面 也 有 重要 贡献 ， 乾 隆 二 十 一 年 (1756) 和 二 十 四 年 
《1759)， 他 两 次 亲 往 新 疆 测 绘 地 图 ， 完 成 了 准噶尔 地 区 
和 天 山南 部 地 区 的 测量 与 绘图 任务 。 著 名 的 《乾隆 内 府 
与 图 》 就 是 在 《 康 辕 皇 与 全 图 》 和 这 两 次 实地 测量 的 基础 


上 绘制 而 成 的 。 《 何 绍 庚 ) 
mingti luojl 
命题 逻辑 (propositional logic) ”研究 由 命 


题 经 使 用 命题 连接 词 构成 的 更 复杂 的 命题 ， 以 及 这 样 构 
成 的 命题 之 间 的 推理 关系 。 命 题 演算 是 命题 逻辑 的 形式 
系统 ( 见 带 辑 演算 ), 它 是 19 世 纪 70 年 代 至 20 世纪 初 ,在 
对 数学 基础 及 数学 推理 规律 研究 的 推动 下 最 早 建立 起 来 
的 重要 的 完备 的 远 辑 演算 系统 。 其 芮 基 人 当 推 G. 弗 雪 
格 及 其 后 的 G. 皮 亚 诺 ， B. A.W. 罗 素 等 。 


在 命题 逻辑 中 ， 将 被 命题 连接 词组 合 的 初始 命题 作 
为 整体 处 理 , 即 不 再 分 析 它 们 的 内 部 结构 ,它们 的 性 质 只 
有 真 与 假 的 区 别 。 

在 命题 逻辑 中 通常 使 用 五 个 命题 连接 词 ， 非 (一 )”， 
“与 (人 )”， 或 (V)，“ 如 果 , 则 (一 ) 和 " 当 且 仅 当 (二 )”， 
它们 依次 称 为 否定 词 ",“ 合 取 词 ",“ 析 取 词 "，" 蕴 涵 词 ” 
和 "等 值 词 "。 由 命题 以 经 使 用 否定 词 构成 命题 " 非 wf”。 
由 命题 x 和 多 经 使 用 合 取 词 , 析 取 词 ,蕴涵 词 和 等 值 词 
依次 构成 命题 “wf 与 8”",“f 或 号 ”如果 <, 则 另 "， 和 
“f 当 且 仅 当 号 "。 

这 些 更 复杂 的 命题 的 真 假 性 由 构成 它们 的 命题 的 真 
假 性 及 命题 连接 词 的 性 质 决定 。“ 非 4" 当 .wv 真 时 为 假 ， 
当 必 假 时 为 真 ;“. 与 号 " 当 .wy 和 多 都 真 时 为 真 , 否则 
为 假 ;“.z 或 号 " 当 .wy 和 多 都 假 时 为 假 , 否 则 为 真 ;“ 如 果 
二 则 久 " 当 必 真 多 假 时 为 假 ， 否 则 为 真 ，“.z 当 且 仅 当 
号 " 当 必 和 号 的 真 假 性 相同 时 为 真 ,否则 为 假 。 

当 一 组 命题 中 的 每 个 命题 均 为 真 时 , 命题 也 必 
为 真 , 则 称 .是 的 逻辑 推论 , 记 为 了 三.z。" 瞩 "表示 多 
辑 推理 关系 。 例 如 ，--> 吕 ,片上 F-V 员 等 。 一 个 命 
题 .zx， 无 论 其 初始 命题 为 真 或 假 ，. 恒 为 真 , 则 称 .为 
重 言 式 ， 记 作 片 .wx。 例 如 片 -一 ( 员 于 一 mV 一 
等 等 。 

按照 建立 形式 系统 的 一 般 原 则 ( 见 辽 回 演算 )， 命 题 
演算 包括 以 下 几 个 部 分 ; 

符号 系统 包括 命题 变 元 p,q,… (表示 初始 命题 的 形 
式 符号 ) 及 命题 连接 词 ,例如 一 , 八 ,V ,一 及 一 等 。 

形成 规则 ，@ 每 个 命题 变 元 是 公式 , 称 为 原子 公式 。 
加 着 A 是 公式 , 则 一 A 是 公式 , 若 A 和 B 是 公式 , 则 A 八 
B,AVB,A>B,AwB 是 公式 。 

公式 表示 命题 ， 形 成 规则 描述 了 在 形式 系统 中 怎样 
由 简单 命题 用 逻辑 连接 词 构造 复杂 的 命题 。 以 上 两 部 分 
称 为 命题 演算 的 语言 。 

可 以 取 如 下 的 公式 作为 命题 演算 的 公理 ,例如 : 

A~(B->A)， 

(4~>B) 一 ((4~(B->C)->(4-C))， 

(A=B)=>((A>—B)>— 4A), 

一 一 4=>4, 

(ANB) >A,(AN\B)—»B, 

A=>(B>(AANB)), 

A>(AVB),B->(AVB), 

(4A=>0)>((B=>C)>((AVB)>C)), 等 
命题 演算 的 推理 规则 可 取 为 

A, A>B (假定 》 
B (结论 )“ 

公理 和 推理 规则 一 经 给 定 ， 命 题 演算 的 定理 就 完全 
确定 了 ( 见 逐 畦 演算 )。 公 式 4 是 命题 演算 的 定理 记 为 
上 4。 

命题 演算 的 公理 表示 永 真 的 命题 ， 即 重 言 式 。 推 理 
规则 则 保证 , 当 假 定 被 解释 为 真 命题 时 ,结论 的 解释 也 必 


为 真 命题 。 因 此 ， 命 题 演算 的 定理 一 定 是 重 言 式 ， 即 对 
于 任意 公式 4, 若 4， 则 片 4。 这 个 性 质 称 为 命题 演算 
的 有 效 性 或 可 靠 性 ， 即 形式 推理 可 靠 地 反映 了 直观 的 逻 
辑 推理 。 

反之 ， 若 公式 4 为 重 言 式 ， 则 4 必 为 命题 演算 的 定 
理 , 即 车厂 4, 则 -A4。 这 个 性 质 称 为 命题 演算 的 完备 性 ， 
即 形式 推理 完全 反映 了 命题 逻辑 中 的 直观 推理 而 无 遗 
漏 。 是 E.L. 波斯 特 于 1921 年 首先 证 明 的 。 

可 靠 性 与 完备 性 刻画 了 命题 演算 的 语法 与 语义 〈 命 
题 远 辑 ) 之 间 的 关系 。 可 以 说 ,命题 演算 就 是 具有 可 靠 性 
及 完备 性 的 命题 逻辑 的 形式 系统 。 

由 命题 变 元 的 合 取 式 构成 的 析 取 式 称 为 析 取 范式 ; 
类 似 地 ， 由 命题 变 元 的 析 取 式 构成 的 合 取 式 称 为 合 取 范 
式 。 任 何 一 个 命题 演算 的 公式 A 都 等 值 于 一 个 析 取 范式 
人 及 一 个 合 取 范式 A”, 即 AA' 及 AeA” 为 重 言 式 。 
A' 及 A” 分 别称 为 A 的 析 取 范式 及 合 取 范式 。 

如 果 将 命题 逻辑 中 的 命题 变 元 看 作 一 般 的 变 元 ; 用 
“0" 和 “1" 依 次 代 苦命 题 变 元 的 两 个 取 值 “ 假 "和 " 真 "， 用 
“5 十" 依次 代替 逻辑 连接 词 " 非 "“ 和 "”, “或 "而 保 
持 它们 原 有 的 意义 不 变 ， 这 样 就 得 到 了 一 个 定义 在 两 个 
元 素 0 和 1 上 的 布尔 代数 。 由 G. 布尔 于 1847 年 建立 的 
布尔 代数 (也 称 逻 辑 代数 ) 是 用 数学 方法 研究 逻辑 学 的 最 
初 尝试 。 
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mo 

模 (module) 在 线性 空间 的 基础 上 建立 起 来 的 


一 种 代数 系统 ， 其 概念 至 少 可 以 追溯 到 19 世纪 工 . 克 罗 
内 克 曾 考虑 的 多 项 式 环 上 的 模 。20 世纪 20 年 代 末 ,E. 诺 
特 研究 过 模 在 表示 论 以 及 代数 的 结构 理论 上 所 起 的 作 
用 ,而 使 模 成 为 代数 学 中 的 一 个 重要 工具 。20 世纪 40 年 
代 发 展 起 来 的 同调 代数 ,更 以 模 为 其 主要 的 研究 对 象 ,从 
而 对 环 论 的 发 展 又 起 了 促进 的 作用 。 

把 线性 空间 的 系数 域 改 用 环 %[ 来 代替 就 得 到 环 2 上 
的 模 。 由 于 一 般 的 环 不 是 可 交换 的 ， 所 以 模 有 左 模 与 右 
模 之 分 。 设 2[ 为 任意 的 一 个 环 ,X 为 一 个 加 法 交换 群 ,如 
果 有 一 种 乘法 ,使 得 对 任何 aE 久 ,xEX, 乘积 ax 必 属 于 
XX, 而 且 (2a) (2x)= 避 arealaax)=(aues)x, 那 么 X 


称 为 一 个 左 %[ 模 ,简称 %[ 模 。 特 别 , 车 % 有 单位 元 1， 且 
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1x=x， 则 X 称 为 一 个 西 站 模 。 如 果 外 的 元 素 在 乘积 的 
右边 即 za 那么 入 称 为 右 %[ 模 。 域 了 上 的 线性 空间 当然 是 
一 个 (双边 的 ) F 模 。 环 % 的 任 一 个 左 理想 必 是 一 个 时 
模 ,特别 , 环 中 本 身 也 是 一 个 对 模 ( 也 是 右 蜡 模 )。 对 于 任 
一 个 加 法 交换 群 X, 若 以 上 (X) 为 其 左 自 同 态 环 ， 则 XX 是 
一 个 左 L(X) 模 。 因 为 当 e EL(X) 时 ,可 定义 ox=o(x)， 
故 对 于 任意 的 环 %， 任 何 交换 群 X 都 可 由 环 同 态 3 一 > 
L(X) 来 定义 成 一 个 站 模 ,因为 这 时 可 取 ax=y(a)x。 

假定 X 是 一 个 虹 模 ， 而 4 是 和 的 子 群 ， 如 果 人 也 是 
一 个 站 模 (对 同样 的 乘法 ), 那 么 A 称 为 X 的 子 模 。 这 时 ， 
商 群 X/4 可 以 作成 一 个 六 模 ， 称 为 商 模 或 差 模 ( 因 X 是 
一 个 加 法 交换 群 )。 若 4 与 B 都 是 X 的 子 模 , 则 ANB 也 
是 X 的 一 个 子 模 ， 而 且 集 合 {a+bla€E A,bEB) 是 A 与 B 
的 和 , 记 为 A+B， 如 果 A+B 中 每 一 个 元 素 表 成 A 与 B 
的 元 素 之 和 的 表达 式 是 唯一 的 ， 即 ， 当 a+b=a'+b" 时 
必 有 a=a',b=b', 那 么 此 和 称 为 直 和 , 记 为 A@BB。 

以 下 假定 所 考虑 的 环 都 有 单位 元 ， 而 且 所 有 的 模 都 
是 西 模 。 设 X 与 Y 都 是 站 模 ,如 果 o 是 X 到 Y 的 群 同 态 ， 
而 且 o(ax)=ao(x), 那 么 0 称 为 一 个 模 同 态 。 由 X 到 Y 
的 所 有 模 同 态 组 成 之 集 Homu(X,Y) 是 一 个 加 法 交换 群 
((o+r)(z) 一 (xz)+T(z))。 于 是 ， 以 中 模 为 对 象 ， 
Hom(X,Y) 为 态 射 集 , 则 得 一 个 模范 时 aM。 右 昌 模 的 
范畴 常 以 Mu 表 之 。 由 于 模范 畴 xM 的 性 质 实际 上 取 
决 于 环 站, 因此 , 模 论 也 是 研究 环 的 一 个 重要 工具 。 

单 模 ”如果 除 了 0 与 XX 本 身 以 外 ，X 没有 其 他 的 子 
模 , 那么 X 称 为 一 个 单 模 。 例 如 ， 若 P 是 站 的 极 大 左 理 
想 , 则 商 模 %/P 是 一 个 单 模 , 而 且 任何 单 模 都 取 此 形式 。 
一 些 ( 有 限 或 无 穷 多 个 ) 单 模 的 直 和 称 为 半 单 模 。 

若 X 是 单 模 ， 则 Hom(X,X) 是 一 个 体 D。 这 就 是 许 
尔 引 理 。 因 此 ,XX 可 视 为 D 上 的 线性 空间 ， 而 且 每 一 个 
%E 外 都 对 应 于 这 个 空间 的 一 个 线性 变换 , 把 这 个 空间 的 
所 有 线性 变换 定义 成 某 一 个 拓扑 空间 T，N. 雅 各 布 森 曾 
证 明史 在 7 中 是 处 处 稠密 的 。 用 代数 的 语言 来 表达 稠 
密 性 定理 , 即 为 ,对 任意 % 个 D 上 线性 无 关 的 模 元 素 zy 
x2，… ,Xn 与 任意 的 nt 个 模 元 素 妇 ,y,,… ,yrs 必 有 一 个 
QaEM, 使 ax,=y, (i=1,2,…,n)。 

单 模 在 环 论 中 是 起 着 一 定 的 作用 的 ,例如 ,具有 忠实 
单 模 X 的 环 9 称 为 本 原 环 。 所 谓 忠 实 模 , 是 指 aX= 0 时 
必 有 a= 0。 在 雅 各 布 森 意 义 下 的 半 单 环 是 本 原 环 的 次 
直 和 。 

诺 特 模 与 阿 迁 楼” 设 X 为 一 个 娘 模 ,如果 X 的 任何 
一 些 子 模 之 集 S 都 有 一 个 极 小 的 模 A， 它 不 包含 S 中 任 
何其 他 的 模 ， 那 么 XX 称 为 一 个 阿 廷 模 。 如 果 任何 一 些 子 
模 之 集 S 一 定 有 一 个 极 大 的 模 B， 它 不 包含 在 S 的 任何 
其 他 的 模 内 ,那么 X 称 为 一 个 诺 特 模 。 

一 个 站 模 C 称 为 不 可 分 解 模 , 是 指 它 不 是 C 的 两 个 
真子 模 的 直 和 。 

若 X 既 是 一 个 阿 廷 模 , 又 是 一 个 诺 特 模 , 则 可 分 解 
成 有 限 个 不 可 分 解 模 的 直 和 ,而 在 某 种 同 构 的 意义 下 ,此 
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分 解 式 是 唯一 的 。 这 就 是 著名 的 克 和 鲁 尔 - 雷 马克 - 施 密 特 
定理 。 
自由 模 与 投射 模 ” 设 X 为 虹 模 ， 若 X 有 子 集 
S={s|XE4)， 
使 关中 的 每 一 个 元 x 都 可 表 为 如 下 形式 


z= Bas (n<xsmEANEN), (LD) 


则 S 称 为 X 的 一 个 生成 系 。 若 4 为 单元 集合 ， 则 X 称 为 
一 个 循环 模 。 若 (1) 中 的 mw 都 是 唯一 的 ， 则 和 称 为 一 个 
定义 于 集合 S 上 的 自由 模 。 当 8 为 任 一 个 非 空 集合 时 ， 
所 有 如 (1) 的 形式 也 组 成 一 个 自由 模 。 任 何 模 妇 都 是 一 
个 自由 模 的 同 态 象 ,因为 若 取 {ax)} 为 4 的 一 个 生成 系 , 再 
取 一 个 抽象 集合 S= {sa) 与 {x) 一 一 对 应 , 让 F 为 定义 于 
S 上 的 自由 模 ， 于 是 让 y:F>A 使 得 y(2as,) = Zo,， 
即 得 满 同 态 。 取 K=Kery, 得 短 正 合 列 
KsF—S3A, (2) 

其 中 ">>>" 表单 同 态 (或 嵌入 映射 ), “一 >>"” 表 满 同 态 。 
这 个 性 质 表达 了 自由 模 在 模 论 与 同调 代数 中 所 起 的 主要 
作用 。 

对 于 同一 个 A, (2) 中 的 了 并 不 唯一 ， 可 能 会 出 现 这 
样 的 现象 ! 对 于 某 一 个 F, 其 相应 的 K 是 自由 的 ,但 对 于 另 
外 的 一 个 下 ,相应 的 K 却 不 是 自由 的 (当然 可 能 所 有 的 K 
都 不 自由 )。 但 是 ,如 果 放 宽 条 件 ,把 自由 模 改 成 投射 模 ， 
那么 就 不 仅 每 一 个 A 都 是 一 个 投射 模 P 的 同 态 像 ， 而 且 
不 同 的 P 所 对 应 的 K 或 者 全 部 都 是 投射 模 ， 或 者 全 都 不 
是 投射 模 。 

如 果 对 于 任何 处 模 B, 任 何 模 同 态 ":P-*B， 以 及 任 
何 满 同 态 x: CB, 恒 有 思 P-~>C, 使 才 = , 即 可 交换 , 那 
么 也 称 为 一 个 投射 模 〈 图 1)。 不 难 证 明 以 下 四 种 叙述 是 
等 价 的 ，@P 是 投射 模 ，@@ 对 任何 满 同 态 Cx>P 必 有 @， 
使 C 宕 P@Q，@P=P,@BP; 时 ,P, 与 P: 均 为 投射 模 ，@ 
有 P' 及 自由 模 F, 使 ?= P 四 P'。 这 些 等 价 和 叙述 刻画 了 投 
射 模 的 基本 性 质 , 特别 ， 由 @ 可 知 ， 自 由 模 必 是 投射 模 。 
因此 ,对 每 一 个 4, 必 有 投射 模 P, 使 得 有 短 正 合 列 


K>>Py4。 (3) 
此 列 称 为 A 的 投射 表现 。 如 果 A 另 有 一 个 投射 表现 
K'»P'»A, (4) 


那么 由 沙 鲁 尔 引 理 ,K@P' 宏 K'@BP, 故 K 与 K' 或 者 都 是 
投射 模 ,或 者 都 不 是 投射 模 。 正 是 由 于 这 个 性 质 , 才 使 投 
射 模 在 模 论 与 同调 代数 中 处 于 特殊 重要 的 地 位 ， 而 在 模 
与 环 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 。 

内 射 模 ”这 是 一 个 与 投射 模 相 对 偶 的 概念 ， 只 要 将 
图 1 中 所 有 的 箭头 都 调转 方向 ,“ 满 " 改 为 " 单 " 即 得 内 射 
模 的 定义 ， 如 图 2 所 示 。 于 是 , 1 是 内 射 模 ; 对 任何 单 同 
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态 D*C 必 有 JJ 使 CI 四 Ti 当 I=1@E 时, 1 与 1 都 是 
内 射 模 ; 这 三 种 说 法 是 等 价 的 。 此 外 ,任何 % 模 人 都 可 族 
入 到 一 个 内 射 立 模 中 , 即 有 内 射 表现 
A»>I»W., (5) 
与 投射 模 的 情况 一 样 ， 如 果 另 有 一 个 内 射 表现 A>> 
IwW', 则 1@BW' 宇 I@W。 因 此 , 内 射 模 在 模 论 与 同调 
代数 中 的 某 些 方面 也 将 起 着 与 投射 模 相 类 似 的 作用 。 
对 锅 模 与 自 反 模 ” 设 4 为 半 模 ,把 站 本 身 也 看 成 一 
个 虹 模 , 则 Hom(A,90) 是 一 个 加 法 交换 群 。 若 在 
fTEHom(A,2) (a€A) 
时 ,定义 (fa)(a)=f(a)aE 并 , 则 faEHom( 4, 站)， 因 此 
后 者 是 一 个 右 虹 模 , 记 作 A*。 同 样 ， Hom(A*,3D)=A** 
可 定义 成 一 个 左 站 模 。A* 通常 称 为 A 的 对 偶 模 ， 因 而 ， 
4 是 h* 的 对 偶 模 。 在 a€ A 时 ,定义 ax#*E As 使 对 
任何 1E A*, 恒 有 a**(f)=f(a) EM, 于 是 ,让 4 对 应 a* 
就 得 出 A 到 As* 的 一 个 自然 映射 p。 若 "是 同 构 , 则 人 是 
自 反 模 。 若 ”是 同 态 , 则 A 是 半 自 反 模 。 
模 的 张 量 可 与 平坦 模 ” 设 有 A 为 右 几 模 ,X 为 左 六 模 ， 
G 是 一 个 加 法 交换 群 ,映射 ?:A xX>G 称 为 一 个 线性 平 


衡 映 射 ， 是 指 Deau+oovza+z)=, 匀 , oo xD)EG 


@r(aa,x)~p(a,ax)。 假定: 4xX-T 是 一 个 线性 平 
衡 映 射 , 且 有 泛 性 质 , 即 : 对 任何 线性 平衡 映射 p:4xX-~> 
G6, 住 有 唯一 的 f:T>G, 使 得 有 交换 图 (图 3)， 则 了 称 为 
4 与 X 的 张 量 积 ， 记 为 T=A@X 或 » 


A@X, 而 ya,x) 则 记 为 a@x. 可 以 证 |。 人 7 
明 , A@X 恒 存在 且 唯 一 ,而 T=~A@BX 1 
是 由 的 像 所 生成 的 。 例 如 ， 若 A 与 5 

X 依 次 为 城 K 上 的 nn 维 与 中 维 线性 空 yn. 

间 ， 基 底 依次 为 a4 与 太 ， 则 A@X 是 K 上 的 一 个 nm 维 
线性 空间 ， 其 基底 可 取 为 a.@% i=1, 2，…,m， j= 
ne 

假定 9:A->B 是 一 个 单 同 态 (9 的 核 等 于 0), 问 g@ 
1: AQ@X->BQX 使 (g@1)(a@x)=g(a)@x 是 否 一 定 是 
单 同 态 ? 答案 是 否定 的 , 即 9@1 可 能 不 是 单 同 态 。 例 如， 
设 4 与 了 相应 为 由 a 与 b 所 生成 的 无 穷 循 环 群 ，X 是 由 
x 所 生成 的 三 元 循环 群 (3x= 0)， 它 们 都 是 Z 模 ,2 是 
整数 环 。 令 9:4->B，9(a)= 30， 则 9 为 单 同 态 。 由 于 
A@X 与 BQX 相应 为 由 aQx 与 bQz 所 生成 的 三 元 特 
环 群 , 故 a@x 交 0。 但 (g @1)(a@x)=9g(a)@x=3b@x= 
b@3x=b@0=0, 所 以 g@1 不 是 单 同 态 。 然 而 ， 在 X 为 
一 个 由 x* 所 生成 的 无 穷 群 时 ， 若 9:A->B 是 单 同 态 ， 则 
9@1: A@X>B@X 仍 是 一 个 单 同 态 。 因 此 有 如 下 的 定 
义 : 若 对 任何 单 同 态 9:4>B,g@1:A@X->B@X 仍 是 单 
同 态 , 则 X 称 为 一 个 平坦 模 。 

模 表 示 ” 它 的 理论 在 群 论 与 环 论 中 都 是 非常 重要 
的 。 设 由 与 器 都 是 环 , 而 下 既是 一 个 左 虹 模 ,又 是 一 个 
右 罗 模 , 且 对 waE9lmEM,8BE 双 , 恒 有 (amD)8 一 amp)， 
于 是 有 对 应 p， 每 一 个 <E%[ 对 应 罗 模 M 的 一 个 模 自 同 


态 ",ar 一 cx， 这 个 对 应 是 一 个 环 同 态 "， 它 称 为 在 名 
上 的 一 个 表示 ，M 为 相应 的 表示 模 。 通 常 还 要 求人 以 多 
为 右 算 子 区 ,，(a8E, a(Bi 十 pa) 一 ap 二 ap， (api)B: 一 
aip:)) 且 (ap)m 一 (am)8 一 a(mB)， 再 定义 (cpB)(m) 一 
0(mp), 则 上 述 的 9 为 一 个 算 子 同 态 。 
例如 , 设 G 为 一 个 群 , 取 K 为 一 个 域 ，M 为 K 上 的 一 
个 线性 空间 。 于 是 ， 群 环 KG 在 域 K 上 的 一 个 表示 9, 就 
是 由 KG 到 MM 的 线性 变换 环 L(M) 的 一 个 环 同 态 。 由 于 
4EG 有 道 元 素 , 所 以 pCa) 是 MM 的 一 个 非 异 线性 变换 , 因 
此 9 给 出 G 的 一 个 线性 表示 。 特 别 ， 若 M 是 有 限 维 线性 
空间 , 则 在 固定 一 个 基底 后 , 给 出 G 的 一 个 矩阵 表示 。 
参考 书目 
T. S. Blyth, Module Theory, Clarendon Press, Oxford, 


1977. 
《〈 周 伯 琉 ) 


mohonshu 
模 函 数 (modular function) 定义 在 单位 贺 
(或 上 半 平 面 ) 内 部 且 以 其 周 界 为 自然 边界 的 某 种 特殊 解 
析 函 数 。 解 析 函 数 的 许多 经 典 理论 如 整 函数 理论 中 的 皮 
卡 定理 ,正规 旋 理 论 中 的 一 些 判定 定理 ,都 可 借助 模 函 数 
的 性 质 来 证 明 。 

如 图 1, 在 z 平 面 中 取 单 位 贺 |z| <1, 在 其 周 界 上 按 
反 时 针 向 依次 任 取 三 点 4, B,C, 并 作 一 圆 弧 三 角形 ABC， 
其 每 边 均 与 |z| =1 正 交 ， 构 成 一 区 域 De( 图 中 斜 线 区 )。 
在 由 平面 中 实 轴 上 取 定 三 点 a(=0), A(=1),y(=%)。 
由 共 形 映射 的 黎 曼 定理 ， 存 在 一 单 叶 解析 函数 岂 = 
f(z)， 把 De 映 到 也 的 上 半 平 面 ， 并 使 A,B,C 分 别 映 到 
&,8,Y。 根 据 对 称 性 原理 , w=f(z) 可 解析 开拓 到 贺 弧 三 
角形 D。 中 ， 这 里 Ds 是 De 关于 AB 弧 的 对 称 反 演 区 域 
《C 点 反 演 成 圆周 1z|= 1 上 另 一 点 C'), 而 函数 值 则 取 在 
也 的 下 半 平 面 ,此 下 半 平 面 与 原 上 半 平 面 沿 线段 xp8 相 粘 
连 。 同 理 ，w=f(z) 又 可 分 别 解析 开拓 到 D 的 关于 CA 
弧 和 BC 弧 的 对 称 圆 弧 三 角形 中 ， 其 函数 值 也 在 忆 的 下 
半 平 面 中 ， 它 们 分 别 与 上 半 平 面 沿 半 直 线 ya 和 By 相 粘 
连 。 这 样 ， 得 到 了 |z| <1 中 的 一 贺 弧 六 边 形 区 域 ，w= 
f(z) 在 其 中 解析 ， 取 值 于 整个 ww 平面 中 如 上 粘连 的 一 个 
上 半 平 面 和 三 个 下 半 平 面 。 再 以 此 六 边 形 的 各 边 进行 反 
演 , 则 w= 了 (2) 又 可 再 次 解析 开拓 到 |z| <1 中 边 数 更 多 
的 贺 弧 形 区 域 中 ( 仍 在 1z| <1 内 ), 取 值 又 回 到 ww 的 上 半 


(ww) 


图 1 模 重 数 ww 一 f(z) 
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平面 ,并 与 上 面 已 取得 的 下 半 平 面 分 别 沿 xp,py,?a 之 一 
相 粘 连 。 如 此 无 限 继续 下 去 ， 则 w=f(z) 就 开拓 成 为 整 
个 1z|<1 内 的 解析 函数 , 其 所 取 之 值 在 平面 上 形成 一 
无 限 层 的 黎 曼 曲面 。w=f(z) 称 为 模 函 数 。 其 反 函 数 z= 
9(w) 是 整个 ww 平面 除 0,1,c 外 的 多 值 解析 函数 ,或 者 可 
说 成 是 上 述 黎 曼 曲面 上 的 单 值 解析 函数 。 

模 函 数 w=f(z) 单 值 解析 于 |z| <1 内 , 显然 不 取 值 
0,1,co， 且 当 z 从 单位 贺 内 部 以 任意 方式 趋 于 其 周 界 上 
一 点 时 ,不 可 能 有 确定 的 极限 值 ,因此 |z| =1 是 其 自然 边 
界 ， 即 它 不 可 能 再 向 1z| =1 之 外 进行 解析 开拓 。 

也 可 用 一 分 式 线性 变换 t=wz)，|z|<1, 把 z 变 到 
t 平 面 的 上 半 平 面 ,使 A,B,C 分 别 变 成 实 轴 的 a,b 以 及 
c= 0, 而 Du 变 成 区 域 4( 图 2), 当 De 关于 其 一 边界 圆 弧 
作对 称 反 演 时 ,相应 地 4。 也 关于 其 相应 边 作 对 称 反 演 。 

设 t=w(z) 的 反 函 数 为 ?= 和 X(b， 则 

w=f(z)=f(X(t))=09(t) 
就 把 二 的 上 半 平 面 映 成 也 平面 的 上 述 黎 曼 曲面 。9(t) 也 
称 为 模 函 数 , 其 性 质 本 质 上 与 f(z) 相 类 似 。 


图 2 模 务 数 w=p(t) 


如 果 把 构成 模 函 数 w 一 fz) 过 程 中 所 作 的 种 种 关于 
圆 弧 的 反 演 变换 记 为 T，, T,,…, 则 对 于 任何 Ty,f(z) 与 
f(Tyz) 互 为 共 示 。 因 此 ,对 任何 两 个 Ts,Ts， 但 有 和 2)== 
也 TYTxz)， 即 当 z 经 过 两 次 这 类 反 演 后 ， 其 函数 值 f(z) 不 
变 。 如 果 把 偶数 个 这 种 反 演 及 其 逆 作 为 元 素 ， 它 们 生成 
一 变换 群 G， 则 当 z 经 G 任 一 元 变换 后 ， 函 数值 也 z) 不 
变 。 称 G 为 模 函 数 w=f(z) 的 不 变 群 ， 也 称 及 z) 为 关于 
群 G 的 自 守 函数 ( 见 梢 加 函数 )。 
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见 多 值 带 辑 。 


mohuxing shuxue 
模糊 性 数学 (mathematics of fuzziness) 
研究 和 处 理 模糊 性 现象 的 数学 理论 和 方法 。1965 年 美国 
控制 理论 学 者 L.A. 扎 德 发 表 了 论文 《模糊 集合 》( 或 译 不 
分 明 集合 \ 弗 晰 集合 ), 标 志 着 这 门 新 学 科 的 诈 生 。 

现代 数学 建立 在 入 合 论 的 基础 上 。 集 合 论 的 重要 意 
义 ,就 某 一 侧面 看 ,在 于 它 把 数学 的 抽象 能 力 延伸 到 人 类 
认识 过 程 的 深 处 。 一 组 对 象 确定 一 组 属性 ， 人 们 可 以 通 
过 指明 属性 来 说 明 概念 (内 活 )， 也 可 以 通过 指明 对 象 来 
说 明 它 。 符 合 概念 的 那些 对 象 的 全 体 叫做 这 个 概念 的 外 
延 ,外 延 实际 上 就 是 集合 。 从 这 个 意义 上 说 ,集合 可 以 表 
现 概念 ， 而 集合 论 中 的 关系 和 运算 又 可 以 表现 判断 和 推 
理 ， 一 切 现实 的 理论 系统 都 有 可 能 纳入 集合 描述 的 数学 
框架 。 但 是 ， 数 学 的 发 展 也 是 有 阶段 性 的 。 经 典 集合 论 
只 把 自己 的 表现 力 限制 在 那些 有 明确 外 延 的 概念 和 事物 
上 , 它 明 确 地 限定 ,每 一 个 集合 都 必须 由 确定 的 元 素 所 构 
成 ,元 素 对 集合 的 隶属 关系 必须 是 明确 的 , 绝 不 模棱两可 。 
对 于 那些 外 延 不 分 明 的 概念 和 事物 ， 经 典 集 合 论 是 暂时 
不 去 反映 的 ,这 属于 待 发 展 的 范畴 。 关 于 这 一 点 ,集合 论 
发 展 的 先驱 之 一 外 . 波 某 尔 就 早 有 察觉， 他 曾 借 一 个 希腊 
悖 论 提出 了 这 样 一 个 问题 :究竟 有 多 少 粒 种 子 才 够 得 上 
是 一 堆 ?“ 一 堆 " 这 个 概念 的 外 延 是 什么 ? 它 是 由 哪些 自然 
数 所 构成 1…… 界 限 在 哪里 ?能 不 能 说 325647 粒 种 子 不 
叫 一 堆 而 325648 粒 就 构成 了 一 堆 ?" 按 照 思 格 斯 的 观点 ， 
“辩证 法 不 知道 什么 绝对 分 明 不 变 的 界限 ,不 知道 
什么 无 条 件 的 普遍 有 效 的 * 非 此 即 彼 ""，“ 一 切 差异 都 在 
中 间 阶 段 融 合 ， 一 切 对 立 都 经 过 中 间 环 节 而 相互 过 渡 。” 
秃 与 不 秃 是 不 能 以 某 一 头发 根 数 来 分 界 的 ,人 与 狼 . 消 椎 
动物 与 非 消 椎 动物 、 生 物 与 非 生物 等 等 也 都 找 不 到 确切 
的 界线 。 从 差异 的 一 方 到 差异 的 另 一 方 ,中 间 经 历 了 一 个 
从 量变 到 质变 的 逐步 过 渡 的 过 程 ， 这 种 现象 叫做 差异 的 
中 介 过 渡 性 ;处 于 中 介 过 渡 的 事物 显示 出 亦 此 亦 彼 性 质 ， 
由 这 种 亦 此 亦 彼 性 所 引起 的 外 延 判 断 和 划分 上 的 不 确定 
性 就 叫做 模糊 性 。 具 有 模糊 性 的 事物 和 现象 不 能 用 经 典 
集合 论 来 刻画 。 

模糊 性 现象 是 一 种 普遍 存在 的 现象 。 以 前 人 们 回避 
它 ,但 是 ,由 于 现代 科技 所 面 对 的 系统 日 益 复杂 ， 模 糊 性 
总 是 伴随 着 复杂 性 出 现 ， 各 门 学 科 , 尤 其 是 人 文 、 社 会 学 
科 及 其 他 “ 软 科学 "的 数学 化 、 定 量化 趋向 把 模糊 性 的 数 
学 处 理 问题 推 向 中 心地 位 ;最 重要 的 是 , 由 于 计算 机 科学 
的 进展 ， 要 使 计算 机 能 象 人 脑 那样 对 复杂 事物 具有 识别 
的 能 力 ,就 必须 研究 和 处 理 模糊 性 。 从 经 典 集合 论 向 模糊 
集合 扩展 是 历史 发 展 的 要 求 。 扎 德 的 想法 是 很 自然 的 。 
对 论 域 U 中 的 子 集 4 可 以 通过 它 的 特征 函数 x4 来 描述 : 

1 (kxE4); 
A- we 

扎 德 把 Xa(z 叫做 对 A 的 隶属 度 , xs(4u)=1=100% 表 
示 4 百分之百 地 隶属 于 A，x4(u) ~0 表示 4 不 属于 A， 
经 典 集合 论 要 求 隶属 度 非 0 即 1， 模 糊 集合 则 突破 这 一 


限制 。 所 谓 给 定 口 的 一 个 模糊 子 集 4， 乃 是 指 给 定 了 映 
射 pu:U>[0,1]。p4 叫做 有 的 隶属 函数 ，p4(4) 叫做 
对 4 的 隶属 度 。 当 Au 的 值 域 只 包含 0.1 二 值 时 ,A 就 是 
一 个 经 典 集合 ,因而 模糊 集合 是 普通 集合 概念 的 推广 。 选 
定 阔 值 (0<A<1)， 当 上 (zw)> 和 时 , 视 ! 为 4 的 成 员 
《相对 于 阔 值 和 而 言 ), 否 则 便 不 是 4 的 成 员 , 于 是 4 可 以 
用 一 个 经 典 子 集 4A, {u| ua(z) 二 X} 来 近似 表示 ，A 叫 
做 4 的 和 截 集 。 当 入 从 1 下 降 至 0，4x 由 小 变 大 , {A4} 
说 明了 A 可 被 看 作 是 一 个 “可 变 的 "、“ 有 弹性 "的 、 具 有 
“ 游 移 边界 "的 集合 。 扎 德 用 隶属 度 概念 来 表现 处 于 中 介 
过 渡 的 事物 对 差异 一 方 所 持 有 的 倾向 性 程度 ,从 “ 亦 此 亦 
彼 " 中 提取 了 "“ 非 此 即 彼 " 的 信息 。 

用 [0,1] 中 的 一 个 实数 来 表示 某 一 对 象 对 某 一 概念 
的 隶属 度 ,这 是 一 种 抽象 。 那 么 这 种 抽象 究竟 是 否 正确 ? 
隶属 度 有 客观 意义 吗 ?如 何 确定 它 ?这 是 模糊 性 统计 所 研 
究 的 问题 。 波 莱 尔 在 解决 "一 堆 "问题 时 ， 隐 约 显露 出 这 
样 的 设想 ,每 次 让 人 报 一 个 区 间 [8, + e] 以 表示 "一 堆 " 
的 一 个 近似 的 外 延 ,是 一 个 自然 数 , 它 随 人 而 异 ,随时 而 
异 。 统 计 这 些 区 间 对 某 一 自然 数 的 覆盖 频率 ， 用 它 可 
以 表示 n 对 于 “一 堆 "概念 的 符合 程度 。 现 在 有 一 种 模糊 
统计 模型 正 是 按照 这 种 思想 建立 的 。 大 量 试验 表明 ， 类 
似 于 概率 统计 试验 中 事件 发 生 的 频率 稳定 性 ， 在 模糊 性 
统计 试验 中 也 存在 着 覆盖 频率 稳定 性 的 规律 ， 它 说 明了 
隶属 度 概念 是 一 种 符合 客观 实际 的 正确 抽象 。 模 糊 性 统 
计 每 次 试验 所 得 到 的 是 论 域 中 的 一 个 " 集 "， 它 是 一 种 集 
值 统计 。 随 机 性 反映 因果 律 的 破 缺 ， 它 是 由 于 条 件 不 充 
分 而 导致 的 关于 结果 发 生 与 否 的 不 确定 性 ， 模糊 性 反映 
排 中 律 的 破 缺 ， 它 是 由 于 外 延 不 分 明 而 导致 的 对 给 定 事 
物 在 是 非 判 断 上 的 不 确定 性 ， 二 者 是 有 区 别 的 。 但 它们 
之 间 又 有 联系 ,这 是 正在 深入 研究 的 一 个 课题 。 

就 象 "价值 "可 以 公 度 一 切 商品 那样 在 一 定 条 件 下 ， 
隶属 度 也 可 以 公 度 一 类 模糊 性 的 事物 。 诸 如 “效用 度 ”、 
“满意 度 " 等 这 样 一 些 特殊 的 隶属 度 ， 在 管理 决策 理论 中 
都 扮演 了 统一 量 纲 、 化 繁 为 一 的 重要 角色 。 隶 属 度 具 有 
可 运算 和 变换 的 品格 ,这 正 是 模糊 集合 论 应 用 ,发 展 的 前 
提 。 扎 德 最 初 定义 模糊 集合 运算 如 下 

Waya(u) Apa(u) Vua(t)s 

pana(W) A u) Nua 1) 

Waco(u)Al— pW), 
式 中 V、 人 分 别 表示 对 实数 取 上 、 下 确 界 的 运算 : aVb= 
sup(a,b),GAb=inf(a,b)，4UB、4nB 分 别 叫 4、B 的 
并 与 交 ,42 叫 A 的 补 集 。 当 4、B 虹 化 成 经 典 集合 时 ， 上 
述 运算 就 是 经 典 的 集运 算 ， 所 以 上 述 模糊 性 集运 算是 经 
典 集运 算 的 进一步 推广 。 但 是 这 种 推广 不 是 唯一 的 ， 已 
有 十 几 种 不 同 的 模糊 性 集运 算 定义 ， 研 究 各 种 运算 的 特 
性 、 适 应 条 件 、 相 互 关系 ， 这 是 “模糊 算 子 理论 "所 研究 的 
内 容 。 

隶属 度 就 是 一 个 模糊 性 命题 的 真确 程度 ， 隶 属 度 运 
算 联 系 着 逻辑 的 真 值 演算 。 布 尔 逻 辑 的 真 值 域 是 ({0， 


1),V, 人 ), 它 是 一 个 布尔 代数 。 扎 德 集运 算 所 对 应 的 是 
一 种 连续 值 逻辑 ， 其 真 信 域 是 ([0,1],V ,入 ); 它 不 再 
是 一 个 布尔 代数 ， 因 为 它 不 再 满足 互 余 律 ; aVa?=1， 
aNa9~0 (对 所 有 aE[0,1]), 互 余 律 反映 了 布尔 逻辑 的 
“ 非 此 即 彼 " 性 质 。([0,1],V ,人 入) 叫做 软 代数 。 软 代数 有 
什么 代数 性 质 ? 当 以 ([0,1],V ,人 ) 取代 《{0,1},V, 信 ) 
时 ,布尔 逻辑 会 变 成 什么 样子 ?更 一 般 地 ， 以 (2([0,1])， 
V， 人 ) 取代 (这 时 得 到 模糊 语言 值 罗 辑 )， 又 会 得 到 什 
么 结果 ? 这 里 2(U) 表示 由 的 一 切 子 集 构成 的 集合 
人 [0, 1]) 中 的 V . 八 按 并 、 交 运算 定义 。 这些 构 成 了 “ 模 
糊 逻 辑 代数 "理论 。 格 论 是 它 特别 重要 的 工具 。 

币 卡 儿 乘积 UxV ( 见 多 重 线性 代数 ) 的 模糊 子 集 玉 
叫做 从 UU 到 V 的 模 类 关系 。 模 糊 关 系 在 模糊 集合 的 理论 
中 占有 比 普通 关系 在 普通 集合 论 中 更 为 重要 的 地 位 。 设 
R、S 分 别 是 从 U 到 V、 从 V 到 W 的 模糊 关系 , 定义 合成 关 
系 R。eS 为 ， 

Upes(U,)= (Cao WwW) )。 
当 有 R ,S 赔 化 为 普通 关系 时 ， 上 式 变 为 普通 关系 的 合成 。 
若 只 考虑 U、V、W 为 有 限 论 域 的 情形 ， 则 模糊 关系 可 以 
用 元 素 在 [0,1] 中 的 矩阵 来 表示 ,而 关系 的 合成 转化 为 下 
面 这 样 的 矩阵 乘法 : 

Cr Doan Sms (ta) ons 

ta= Mru/Nsn) Gil,2," 
这 叫做 矩阵 的 模糊 乘法 。 它 与 普通 矩阵 乘法 步骤 一 样 , 
只 是 将 实数 乘法 *." 改 为 "人 "把 "十 ? 改 为 *V"。 一 个 有 
实用 价值 的 理论 问题 是 求解 X= (x1,x,,… ,xn) 使 满足 
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sm k=1,2,°,1), 


a 
a) 


= Cb,ba, e+ ,bmn) » 


Tm Tn Tam 
也 叫做 求解 模糊 线性 方程 组 。 它 的 解 结构 比 普通 线性 方 
程 组 复杂 。 现 已 证 明 ， 任 一 模糊 线性 方程 组 若 有 解 则 必 
有 唯一 的 最 大 解 zx 一 (zy zz)， 其 中 
八 {by|by<rw}, 当 存在 j 使 by<rw 时 
1, 否则 。 
但 是 不 一 定 存在 最 小 解 ， 寻 求全 体 极 小 解 的 各 种 解法 和 
程序 已 经 基本 给 出 。 类 似 一 些 问题 都 归结 到 这 样 一 点 ， 
车 以 ([0,1],V, 人 ) 代 替 实 数 域 (R,+，)， 将 出 现 什么 
样 的 线性 代数 理论 ?([0,1],V，, 八 ) 是 半 环 , V，* 八 均 无 道 
运算 ,因而 问题 变 得 复杂 化 ,但 仍 有 一 些 特有 的 性 质 和 规 
律 。 这 些 便 构 成 了 “模糊 线性 代数 "、“ 模 糊 和 矩阵 理论 "的 
研究 内 容 。 

从 纯 数学 角度 看 ， 集 合 概念 的 扩充 使 许多 数学 分 支 
都 增添 了 新 的 内 容 。 例 如 不 分 明 拓 扑 \ 不 分 明 线性 空间 、 
模糊 测度 与 积分 .模糊 群 、 模 糊 范 暑 、 模 糊 图 论 ， 等 等 。 
其 中 有 些 领域 ,尤其 是 不 分 明 拓扑 ,已 有 比较 深刻 的 研究 
内 容 ,为 由 来 已 久 的 格 上 拓扑 学 提供 了 新 的 背景 与 方法 。 

模糊 性 数学 发 展 的 主流 是 在 它 的 应 用 方面 。 既 然 模 
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糊 性 概念 已 经 找到 了 模糊 集 的 刻画 方式 ， 那 么 人 类 运用 
概念 进行 判断 .评价 ,推理 ,规划 ,决策 和 控制 的 过 程 也 可 
以 用 模糊 性 数学 的 方法 来 逐步 刻画 。 例 如 ，“ 覃 燃 聚 类 分 
析 ” 给 出 利用 模糊 关系 来 对 事物 进行 模糊 性 划分 的 方法 ; 
“模糊 模型 识别 "给 出 了 模糊 性 事物 的 识别 方法 ;“ 模 糊 综 
合 评判 ”在 多 因素 场合 给 出 了 对 事物 进行 评定 的 方法 ; 
“模糊 规划 ”给 出 了 模糊 性 限制 条 件 下 的 规划 模型 与 解 
法 ;“ 模 糊 决 策 "给 出 了 多 目标 情形 下 能 反映 决策 者 意志 
与 经 验 的 决策 方法 ;“ 模 糊 控 制 "给 出 了 模糊 性 系统 当 精 
确 数学 模型 难以 建立 而 又 有 人 的 实际 控制 经 验 可 以 采纳 
时 的 控制 方法 ,这 些 方 法 构成 了 一 种 模糊 性 系统 理论 , 构 
成 了 一 种 思 扒 数学 的 雏形 。 它 已 经 在 医学 ,气象 .结构 力 
学 心理 ,经 济 管理 .计量 ,石油 地 质 、 环 境 、 生 物 、 农 业 、 林 
业 、 化 工 , 纺 织 、 语 言 .控制 ,各 感 .雷达 教育、 体育 等 等 方 
面 有 了 应 用 。 在 气象 结构 力学 ,控制 .心理 等 方面 已 有 具 
体 的 研究 成 果 说 明 模糊 性 数学 是 该 领域 中 的 一 项 重要 的 
数学 工具 。 然 而 ， 模 糊 性 数学 最 重要 的 应 用 领域 是 计算 
机 智能 。 它 已 经 被 运用 于 专家 系统 和 知识 工程 等 方面 ,不 
少 人 认为 它 与 新 一 代 计算 机 的 研制 有 紧密 的 联系 。 

模糊 性 数学 还 没有 成 熟 ， 对 它 也 还 存在 着 不 同 的 意 
见 和 看 法 ,有 待 实践 去 检验 。 
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《证 培 庄 ) 

motal luojl 
模 态 远 辑 (modal logic) 。 数理 运 畔 的 一 个 重要 
分 支 ,研究 "必然 "“ 可 能 "" 不 可 能 "和 "偶然 "等 所 谓 " 模 
态 "概念 的 逻辑 学 说 。 这 里 “ 模 态 "一 词 是 英语 词 "modal” 
的 音译 ， 而 “modal" 又 来 自 “modes of truth”( 真 的 方式 ) 
中 的 “modes” 一 词 。 

模 态 概念 的 研究 可 一 直 济源 到 亚 里 士 多 德 时 期 。 在 
中 世纪 时 又 有 人 进行 这 种 研究 ， 直 到 19 世纪 末 至 20 世 
纪 初 才 有 位 叫 H. 麦 科 尔 的 逻辑 学 家 迈 出 了 近代 模 态 逻 
辑 研 究 的 第 一 步 。 他 在 他 的 著作 中 第 一 次 指出 了 所 谓 
“ 曹 洱 伴 己 "。 但 是 , 麦 科 尔 没有 提出 任何 公理 。 因 此 , 他 
的 系统 和 当代 的 研究 是 过 然 不 同 的 。 现 代 模 态 远 辑 的 公 
认 莫 基 人 是 C. 工 刘易斯 。 从 1912 年 , 即 B. A. W. 罗素 
和 A. N, 怀特 海 的 巨著 《数学 原理 》 出 版 后 的 两 年 起 , 刘 
易 斯 发 表 了 一 系列 论文 和 著作 ， 对 上 述 巨著 中 的 “实质 
蕴涵 "提出 异议 ,其 理由 和 麦 科 尔 一 样 ， 即 对 “蕴涵 伴 诬 ” 
深 为 不 满 。 他 于 是 在 上 述 巨著 的 基础 上 引进 新 的 公理 系 
统 ， 并 通过 引进 模 态 命题 算 子 在 其 中 加 入 了 模 态 概念 。 
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以 所 谓 " 严 格 草 池 "取代 实质 蕴涵 以 图 消除 “蕴涵 伴 雇 "。 
但 是 刘易斯 没有 预料 到 ， 在 他 提出 的 几 个 系统 中 同样 有 
着 类 似 于 实质 荀 涵 伴 雇 的 “严格 曹 涵 伴 雇 "， 问 题 仍然 没 
有 和 解决。 不 过 刘易斯 所 提出 的 五 个 模 态 系统 S1~S5, 特 
别 是 S4 和 S5 却 是 最 著名 和 研究 得 最 多 的 模 态 系统 。 他 
与 C.H. 兰 福 德 合 著 的 于 1932 年 出 版 的 名 著 《 符 号 逻辑 》 
仍然 是 现代 模 态 逻 辑 学 的 经 典 著作 。 

模 态 逻辑 和 古典 二 值 逻辑 一 样 ， 也 分 为 命题 逻辑 与 
谓词 逻辑 两 个 层次 ， 即 模 态 命题 逻辑 和 模 态 谓词 逻辑 两 
层次 。20 世 纪 50 年 代 以 前 逻辑 学 家 们 基本 上 只 对 模 态 
命题 逻辑 有 兴趣 ， 因 为 各 式 各 样 的 命题 模 态 逻 辑 系统 有 
着 极为 丰富 的 逻辑 问题 。 研 究 量词 模 态 系统 〈 即 模 态 谓 
词 逻 辑 ) 的 人 极 少 ， 成 果 也 不 足 道 。50 年 代 末 以 来 ， 特 
别 是 1959 年 S. A. 克 里 普 克 提出 关系 语义 概念 并 证 明 
S5*( 即 带 量词 的 S 5) 对 于 适当 的 关系 模型 概念 为 完备 的 
之 后 ,从 事后 一 方面 研究 的 人 才 多 起 来 ,所 获 成 果 也 甚 为 
显著 和 丰富 。 

一 般 认为 模 态 逻辑 有 三 个 主要 研究 方向 或 方法 , 即 ， 
公理 学 的 、 语 义学 的 和 代数 学 的 方向 或 方法 。50 年 代 末 
以 前 盛行 的 是 公理 学 研究 ， 即 提出 各 种 各 样 的 模 态 命题 
系统 ,研究 它们 与 熟知 系统 的 关系 ,研究 它们 有 多 少 个 模 
态 辞 (或 更 一 般 地 说 ,有 多 少 个 含 固定 有 限 个 变 元 的 模 态 
函数 )， 采 用 特定 的 (od hoc) 真 值 表 以 区 分 各 系统 ! 论证 
出 发 点 不 同 的 系统 的 演绎 等 价 性 ( 即 包 含 同样 的 定理 ) 等 
等 。 关 于 出 发 点 主要 分 两 大 类 ， 一 类 是 把 模 态 命题 逻辑 
建立 在 古典 二 值 系 统 PC 之 上 ,在 PC 的 命题 联结 词 基础 
上 再 加 入 模 态 算 子 如 "L ”( 指 "必然 "， 通 常 多 用 "“ 口 " 表 
示 ) 或 “M"( 指 “可 能 ", 通 常 多 用 " 0" 表示 ) 作 为 一 元 命题 
算 子 ， 相 应 地 增加 一 些 新 的 形成 规则 。 在 公理 系统 方面 
先 列 出 一 组 完备 的 PC 公理 及 推理 规则 ， 再 加 入 若干 条 
含 | 或 M 的 公式 为 附加 公理 ， 加 入 一 些 新 的 模 态 推理 规 
则 如 "上 ma 二 上 Ls”( 即 所 谓 N 规 则 ) 之 类 。 在 G. H. von 
赖 特 1951 年 的 专著 《 模 态 逻辑 》 一 书 附录 2 中 就 是 采用 
这 种 方式 建立 三 个 系统 M, M' 和 M" 的 , 已 知 M 即 为 R. 
费 斯 于 1937 年 提出 的 系统 T， 而 M' 和 M” 则 分 别 是 刘 
易 斯 的 系统 S4 和 S5。 另 一 类 可 以 用 刘易斯 和 兰 福 德 的 
《符号 逻辑 》 一 书 中 给 出 S1 一 85 的 方式 为 代表 ; 在 那里 ， 
全 部 公理 没有 一 条 属于 PC, 但 却 可 以 证 明 PC 中 的 全 部 
定理 ( 即 重 言 式 ) 均 是 S1 一 85 中 各 系统 的 定理 属于 这 一 
类 型 的 还 有 L. 西蒙 斯 1953 年 提出 的 S3.S4 的 新 公理 系 
统 , 他 同时 还 证 明了 新 公理 系统 中 各 条 公理 都 是 独立 的 ， 
对 S5 他 也 提出 了 新 系统 ,可惜 不 能 证 明 其 中 公理 的 独立 
性 。 为 了 把 S1~S5( 特 别 是 S1 一 S3) 的 公理 系统 化 归 入 
前 一 类 型 ，E. 了. 莱 蒙 1957 年 提出 了 4 个 系统 Kl1~K4， 
四 者 的 公理 系统 均 属 前 一 类 型 ， 并 证 明了 它们 分 别 演绎 
等 价 于 Sl1~S4。 

关于 语义 学 和 代数 学 方向 或 方法 更 确切 地 说 应 是 指 
关系 语义 学 和 代数 语义 学 方向 或 方法 ， 如 果 说 前 者 是 
1959 年 前 后 以 克 里 普 克 为 主 建立 的 ， 则 后 者 早 在 40 年 


代 即 已 由 本 C. C. 万 金 西 和 A. 塔 尔 斯 基 提出 。 麦 金 西 和 
塔 尔 斯 基 的 代数 方法 当时 主要 针对 S2 和 S4; 但 是 莱 蒙 在 
1966 年 指出 , 上 述 代数 方法 可 以 推广 到 大 量 的 模 态 命题 
系统 上 。 首 先 建立 每 个 被 讨论 系统 S 的 正则 真 值 表 与 某 
种 类 型 代数 间 的 联系 ,更 确切 地 说 , 称 5 为 正则 的 ， 如 果 
对 5 而 言 ， 实 质 等 价 “三 "是 模 态 合式 公式 之 间 的 相对 于 
命题 联结 词 和 模 态 算 子 而 言 的 合同 关系 。 这 时 得 合 等 价 
公式 而 得 的 代数 Ls 称 为 8 的 林 登 忽 姆 代数 。Ls 的 任何 
具有 两 个 以 上 元 素 的 同 态 像 均 称 为 8 代数 。 特 别 地 ， 若 
S 分别 为 7， S4 和 S5， 则 相应 的 S 代数 分 别 为 “外 延 代 
数 ",“ 团 包 代数 "和 "一 目 布尔 代数 "。 容 易 证 明 Ls 以 其 
中 单位 元 为 唯一 指定 元 是 8 的 特征 真 值 表 ， 亦 即 ， 上 sx 
当 且 仅 当 a 在 Ls 上 永 真 ,由 此 可 以 证 明 系 统 $ 具有 有 穷 
模型 性 质 ， 因 此 S 的 判定 问题 是 可 解 的 。 最 后 ， 可 以 限 
于 讨论 有 穷 5S 代数 ， 并 证 明 可 以 把 这 些 代数 表示 为 基于 
某 一 给 定 集合 的 一 切 子 集 的 集合 上 的 代数 的 定理 。 此 种 
表示 导出 了 代数 语义 方法 和 关系 语义 方法 间 的 联系 ， 从 
而 立即 可 得 关系 语义 完备 性 的 结果 。 莱 蒙 还 断言 ,这 些 讨 
论 可 以 推广 到 模 态 谓词 逻辑 上 ,并 准备 写 专文 论述 ;可 惜 
他 的 愿望 未 曾 实现 便 潭 然 长 泊 了 。 模 态 谓词 逻辑 的 代数 
语义 学 及 代数 完备 性 对 54 和 55 而 言 有 人 做 过 工作 。 对 
于 54 的 情形 结果 不 够 满意 ;而 对 S55 的 情形 结果 甚 好 ,而 
且 现 已 发 现 其 与 克 里 普 克 1959 年 得 到 的 对 于 S5* 而 言 
的 关系 语义 完备 性 定理 可 以 互 推 .后 者 似乎 部 分 地 ( 即 就 
55 而 言 ) 实 现 了 莱 束 的 遗愿 。( 见 权 态 模型 论 ) 

模 态 逻辑 在 哲学 、 计 算 机 科学 (特别 是 程序 理论 ) 和 
数理 逻辑 学 的 另 一 分 支 证 明 论 中 均 有 重要 的 应 用 ， 而 且 
它 目 前 仍 是 数理 逻辑 各 分 支 学 科 中 最 活路 的 领域 之 一 。 
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motal moxinglun 

模 态 模型 论 (modal model theory) 模 态 未 
畦 的 模型 论 。 特 别 是 指 量词 模 态 远 辑 即 一 阶 模 态 谓 词 远 
辑 的 模型 论 。 它 从 属于 模 态 逻辑 的 三 个 主要 研究 方向 ， 
即 公理 学 、 语 义学 和 代数 学 方向 之 一 的 语义 学 方向 。 模 
态 逻辑 的 关系 语义 学 (又 称 关系 模型 论 ) 一 般 公 认 是 由 
S. A. 克 里 普 克 开 创 的 。 他 于 1959 年 发 表 在 《符号 逻辑 
杂志 》 上 的 题 为 《 模 态 逻辑 的 一 个 完备 性 定理 》 一 文中 首 
先 提出 了 关系 模型 (或 称 关系 语义 解释 ) 的 概念 ， 并 证 明 
了 带 量词 的 S5( 在 该 文中 记 为 S5* ) 相 对 于 该 关系 模型 概 
念 为 完备 的 稍 后 又 接连 发 表 几 篇 论文 对 各 种 正规 和 非 


正规 模 态 系 统 提出 了 相应 的 关系 语义 解释 ， 即 关系 模型 
概念 。 

如 同 许多 重要 的 数学 概念 一 样 。 关 系 语义 学 的 提出 
也 并 非 克 里 普 克 一 人 的 功劳 。 在 他 的 前 后 若干 年 ， 有 近 
10 位 逐 辑 学 家 彼此 独立 地 , 正式 或 非 正 式 地 提出 了 相近 
的 或 略 有 不 同 的 语义 概念 。 其 中 值得 一 提 的 有 S. 坎 格 
尔 和 玉 . 本 本 欣 蒂 卡 二 人 。 欣 还 卡 在 1961 年 和 1963 年 
两 度 提出 的 “模型 集合 "与 克 里 普 克 的 关系 语义 解释 有 异 
曲 同 工 之 妙 ;而 坎 格 尔 则 在 1957 年 就 正式 提出 了 与 克 里 
普 克 的 关系 语义 几乎 完全 一 样 的 语义 概念 。 只 是 所 用 术 
语 不 同 而 已 。 

设 儿 为 古典 一 阶 语言 ( 见 模型 论 )， 作 为 非 罗 辑 常 项 
集合 的 乡 若 在 模 态 逻 辑 中 考虑 就 成 为 一 阶 模 态 语言 ， 此 
时 不 妨 记 作 儿 。 (注意; 和 与 和 作为 集合 是 完全 一 样 的 )。 

所 谓 与 语言 2。 相应 的 模 态 结构 妇 是 指 一 个 有 序 五 
元 组 (W，,A, 有 A,R,V》。 这 里 W 为 一 非 空 集合 ,其 中 元 素 称 
为 “可 能 世界 "。A 为 一 非 空 集合 ， 其 元 素 称 为 “可 能 个 
体 "。 对 于 每 个 wEW,Aw 为 A 的 一 个 子 集 ,REW XxW 
为 W 上 的 二 项 关系 ， 称 为 可 达 性 关系 。V (赋值 ) 为 定义 
在 名。 上 的 函数 ,使 得 , 对 于 多 。 中 的 任 一 个 体 常量 符号 
5，V(c)E A， 对 于 多。 中 的 任 一 ?元 谓词 符号 P, ">0， 
有 V(F)SEWxA"。 

2。 中 语句 在 W 的 元 素 几 上 的 真 定义 象 通常 那样 进 
行 ,所 须 注意 的 是 ， 

第 一 ，@wEc=d ( 式 中 cd 为 &s 中 的 个 体 常量 符 
号 ), 当 上 且 仅 当 VCc)~=V(d); @wFFFCcca cn)( 式 中 
下 是 纪 。 中 的 任 一 n 元 谓词 符号 ,C1,cs，…5cn 为 多 6 的 nn 
个 个 体 常量 符号 )， 当 且 仅 当 《w， Ve), …, V(cn)》€ 
V(F), 

第 二 ，w 丘 VYxp(x) 当 且 仅 当 wE9(c) 对 多 中 的 一 
切 适合 V(c) EA。 的 个 体 常量 符号 “《〈 假 定 每 个 可 能 个 
体 均 在 。 中 有 一 个 “名字 "”)。 

第 三 ，vwF 09 当 且 仅 当 存 在 某 一 可 能 世界 vEW， 
适合 Cw,v》ER, 使 得 v9 成 立 。 

所 谓语 言 2。 的 一 个 模型 讽 , 是 指 一 有 序 偶 <U,w>， 
这 里 也 为 2。 的 一 个 模 态 结构 ， 而 为 当中 的 一 个 可 能 
世界 , 即 wEW。 如 果 Fw, 则 称 语句 9 在 模型 项 上 为 
真 , 记 作 吏 Fw。 

需要 区 分 各 种 类 型 的 模型 (或 结构 )，9I( 或 忒 ) 称 为 
了 模型 (相应 地 ,了 结构 ), 如 果 忆 为 一 自 反 关系 ! 称 为 84 
模型 (相应 地 ,S4 结构 ), 如 果 届 为 一 自 反 和 传递 关系 ! 称 
为 S5 模型 (相应 地 , S5 结构 ), 如 果 玉 = W x W， 等 等 。 

一 结构 称 为 具有 常 论 域 的 。 如 果 对 于 任意 

w,0EW 均 有 A。=A。， 
也 需要 区 分 各 种 逻辑 系统 。 量 词 逻 辑 系统 TS4 和 55 等 
可 以 象 G. E. 休 斯 与 M.J. 克 雷 斯 韦 尔 合 著 的 《 模 态 远 辑 
引 论 X1972) 书 中 所 述 的 那样 公理 化 ,并 且 可 以 证 明 它们 
对 于 上 面 提 到 的 相应 的 模型 类 为 强 完备 的 。 设 工 为 一 逻 
辑 系统 ,那么 LB 就 表示 把 公理 模式 YX 口 ?= 口 YVxP( 通 
483 


称 巴 坎 公 式 ) 加 入 工 而 得 的 新 系统 。 此 时 ,量词 系统 TB、 
5S4B 和 S5B 等 便 对 于 以 上 提 到 的 相应 的 具有 常 论 域 的 模 
型 类 为 完备 的 。 

以 上 这 些 事实 均 是 在 60 年 代 以 来 获得 的 ,这 些 结果 
显然 促使 人 们 把 古典 模型 论 中 的 典型 定理 推广 和 移植 到 
模 态 逻辑 中 去 。 自 70 年 代 中 期 以 来 , KK. A. 鲍 思 在 这 方 
面 作 了 大 量 的 工作 。 他 成 功 地 把 古典 模型 论 中 的 许多 重 
要 结果 推广 和 移植 到 模 态 逻辑 中 。 他 所 著 的 《 模 态 模型 
论 》 一 书 可 以 说 是 集大成 的 著作 。 但 是 他 的 这 些 工作 却 
受到 了 另 一 位 模 态 模型 论 专家 K. 范 因 的 尖锐 批评 。 这 
些 批 评 主要 有 两 点 ，@ 钨 恩 的 那些 工作 没有 哲学 意义 ， 
@ 古 典 模型 论 中 的 许多 标准 定理 不 能 推广 和 移植 过 去 。 
这 些 定理 包括 E. W. 贝 思 的 可 定义 性 定理 《从 而 也 包括 
克 瑞 格 型 的 内 插 引 理 ) 以 及 S. 谢 拉 赫 的 关于 初等 等 价 模 
型 具有 同 构 的 超 宕 的 定理 等 。 范 因 已 经 证 明 对 于 包括 量 
词 逻辑 55 及 S5B 在 内 的 许多 模 态 谓词 逻辑 ， 贝 特 型 可 
定义 性 定理 (从 而 也 包括 克 瑞 格 型 内 插 引 理 ) 均 不 成 立 ， 
同时 还 指出 谢 拉 赫 的 上 述 定理 对 55B 成 立 , 而 对 量词 逻 
辑 $5 则 失败 ， 象 这 样 的 否定 性 结果 还 不 断 地 出 现 。 范 
因 认 为 模 态 模型 论 的 首要 任务 是 作出 具有 哲学 意义 的 模 
型 论 结果 ， 而 推广 和 移植 古典 模型 论 的 定理 只 有 在 能 用 
来 帮助 建立 这 些 有 哲学 意义 的 结果 的 时 候 才 是 可 取 的 。 
范 因 在 模 态 模 型 论 中 获得 的 一 个 重要 结果 就 是 :de re 怀 
疑 主义 和 反 哈 耶 塞 特 主义 至 少 对 于 一 阶 模 态 语言 而 论 是 
重合 的 。 范 因 曾 指出 ， 他 的 这 一 定理 ， 从 逻辑 上 讲 是 古 
典 模型 论 中 所 谓 的 保存 定理 的 一 个 例子 。 

应 该 指出 的 是 ， 鲍 思 所 著 的 《 模 态 模型 论 ? 一 书 中 错 
误 甚 多 ， 特 别 是 其 中 的 鲁 宾 孙 型 联合 无 矛盾 性 引 理 ， 克 
瑞 格 型 内 插 引 理 和 贝 特 型 可 定义 性 定理 象 范 因 指出 的 那 
样 , 均 不 成 立 。 
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moxingshilun 

模 形式 论 (theory of modular form) ”一 种 
特殊 的 自 守 形式 的 理论 。 由 卫 . 斋 加 和 所 发 展 的 一 般 的 
富 克 斯 群 上 的 自 守 形 式 ， 是 属于 单 复 变 函数 论 的 一 个 课 
题 。 由 卫 , 赫 克 所 创 的 模 形式 是 对 于 模 群 SC;(Z) 或 其 他 
算术 群 的 自 守 形 式 ， 就 其 内 容 和 方法 而 言 ， 则 应 为 数论 
的 一 部 分 。 它 在 以 后 的 发 展 中 与 椭圆 曲线 理论 、 代 数 几 
何 、 表 示 论 等 有 十 分 深刻 的 联系 而 成 为 数学 中 的 一 个 综 
合 性 学 科 。 

模 形式 与 很 多 重要 的 数学 问题 有 关 ， 在 现代 数学 的 
发 展 中 占有 重要 地 位 。 例 如 ， 对 阿 贝 尔 扩 域 已 建立 了 完 
整 的 类 域 论 而 使 D. 着 尔 伯 特 的 第 9 问题 得 到 解决 ， 目 
前 一 个 非常 重要 的 问题 是 关于 非 阿 贝尔 扩 域 的 类 域 论 的 
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研究 ,已 发 现 非 阿 贝尔 扩 域 与 模 形式 之 间 的 内 在 联系 ,又 
如 关于 希 尔 伯 特 第 12 问题 得 到 对 于 虚 二 次 域 的 结论 : 虚 
二 次 域 的 任 一 阿 贝尔 扩 域 必 是 该 域 添 加 模 函 数 j(z) 的 
某 些 值 所 得 到 的 域 的 子 域 。 著 名 的 高 斯 猜想 即 虚 二 次 域 
的 类 数 问题 的 解决 ,也 用 到 了 模 形式 论 。 

模 形式 是 指 满足 以 下 两 个 条 件 的 函数 fz); @ f(z) 
是 上 半 平 面 H={z=x+ 亡 |y>0} 上 的 全 纯 函 数 , 在 c 处 
的 伟 里 叶 展 开 式 为 a+g19+0s9? 十 …， 式 中 q=e'"”, a 


是 常数 @ 着 (< 9 )ET, 则 1( 23+ ) = (cz 二 defCz， 


式 中 了 表示 所 有 行列 式 等 于 1 的 二 阶 整数 方 阵 构成 的 
群 , 称 之 为 模 群 ，k 是 某 个 整数 ， 称 之 为 模 形式 1(z) 的 
权 。 因 而 ,f(z) 又 称 为 群 了 上 权 为 的 模 形式 。 
上 半 平 面 H 上 的 变换 
w= az+b (* b )er 


cz+d cd 

称 为 模 变换 。 

全 体 模 形式 构成 的 线性 空间 记 为 MA(T)， 它 是 复数 
域 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空 间 。 若 以 由 表示 它 的 维 数 , 则 
当 k<0,k=2 或 k 为 正 奇数 时 ,d=0; 当 k=0,4,6,8,10 
时 ,d=1; 当 k>12, 且 为 偶数 时 ,d=d,12+1。 

当 k>1 时 , 定义 函数 Gz)=2%n(mz+n)-*， 式 
中 求 和 号 2' 表示 对 不 等 于 (0，0) 的 所 有 整数 组 (m,n) 
求 和 ,等 号 右 端 的 无 穷 级 数 是 绝对 收 全 的 ,所 以 G,(z) 在 
HH 上 是 全 纯 函 数 。 且 可 证 明 Gu(z) 属 于 Mu(T)。GMz) 称 
为 艾 森 斯 坦 级 数 , 它 在 co 处 的 传 里 叶 展 开 式 为 


-| 2(2ri): 总 -| 
G2) 2 ns a 
ta + 于 =TT 富 (加 罗 Jr 


又 一 个 重要 的 例子 是 权 为 1 的 模 形式 
4(2= (2z)29 下 (1 一 


它 与 GG(z) 和 G3(z) 同 属于 Ms(T)， 因 为 d=2, 所 以 
在 4(z).G3(z) 和 G3(z) 之 间 一 定 存在 一 个 线性 关系 , 实 
际 上 有 4(z)=(60G,(z))* 一 27(140G,(z))*, 进 而 可 证 明 
M (T) 是 由 适合 4a+ 6b=k 的 诸 G8(z)G3(z) 在 复数 域 
上 张 成 的 ,这 里 a、b 为 非 负 整 数 。 


令 (27)-94(z)= 乙 r(n)g"， 这 些 *(n) 都 是 整数 。 


1916 年 ,S.A. 拉 马 努 金 关于 r(n) 的 性 质 提出 如 下 的 猜想 : 
当 m 与 n 互 素 时 , r(mn)=r(m)r(n); 当 Pp 为 素数 ，4 为 
正 整 数 时 ,rt(p”*!)=+(p”)r(p) 一 p"r(p!)。1920 年 ， 
工 ' 工 莫 德 尔 证 实 了 这 一 猜想 。 赫 克 在 MKT) 中 引入 了 一 
类 线性 算 子 ( 赫 克 算 子 ), 类 似 于 *(n) 所 具有 的 性 质 正 是 
这 类 算 子 的 公共 本 征 矢 的 傅 里 叶 系 数 所 具有 的 性 质 。 这 
些 公共 本 征 矢 组 成 了 Ms(T) 的 一 组 基 。 拉 马 努 金 关 于 
(nn) 的 另 一 个 猜想 是 1s(p)|<2p"?。1974 年 P. 德 利 涅 
证 实 了 这 一 猜想 。 

当 模 形式 fz) 的 侍 里 叶 展 开 式 中 常数 项 6 为 零 时 ， 
了 z) 称 为 歧 点 型 模 形式 。 

由 4(z) 的 乘积 表达 式 可 知 4(z) 头 04zEH)。 因 此 定 


义 函数 z)=(720G:(z))*/4(z)， 它 是 一 个 权 为 零 的 模 
形式 。 在 所 有 模 变换 之 下 不 变 的 亚 纯 函数 称 为 上 的 模 
函数 。 可 见 i(z) 是 模 函 数 ， 进 而 可 证 明了 上 任意 模 函 数 
都 可 表 成 i(z) 的 有 理 式 。 

对 于 了 的 子 群 ， 也 可 类 似 地 定义 模 形式 。 常 见 的 这 
类 子 群 有 


1,b=c=0(modN)}, 
TN)=}(e 8)er|e=omoan)}, 


式 中 NN 为 正 整 数 。 研 究 这 些 群 上 的 模 形式 空间 的 构造 ,是 
模 形 式 论 的 一 个 重要 课题 。 

模 形式 论 还 可 用 于 把 一 个 整数 表 成 几 个 整数 的 平方 
和 的 问题 。 以 7,(m) 表示 把 ” 表 成 * 个 整数 平方 和 的 所 


有 不 同 的 表 法 个 数 , 令 0(z) 一 ,党 qn， 显然 有 


oz 六 Te(n)gn 
着 r=(? 8 )ert， 
则 有 (4 )=ir,2)002), 
式 中 jr,z) = (FG)saezt dy, 


这 里 (所 ) 是 二 次 和 人 符号 ，ss 对 所 有 奇数 点 有 定义 ， 当 
d =1(mod4) 时 ,ss 一 1, 当 d=3(mod4) 时 , ssi, 平方 根 
(cz+d)i 的 幅 角 总 取 在 (一 子 ， 于 |] 之 内 。 设 为 正 奇 


数 ,在 模 形式 的 定义 中 ,用 j(7,z)* 代 符 条 件 @@ 中 的 (cz 十 
d)*， 即 为 权 是 半 整 数 k/2 的 模 形式 定义 ， 例 如 99(z) 是 
T,(4) 上 权 为 3/2 的 模 形式 。 《上装 定 一 冯 绪 宁 》 


moxinglun 

模型 论 (model theory) 数理 还 辑 的 一 个 分 
支 ,是 研究 形式 语言 及 其 解释 (模型 ) 之 间 的 关系 的 理论 。 
在 20 世 纪 20 年 代 , A. T. 斯 科 朗 等 人 在 数理 逻辑 研究 中 
就 已 得 到 模型 论 性 质 的 重要 结果 ;但 作为 系统 的 理论 , 模 
型 论 的 葛 基 人 应 推 A. 塔 尔 斯 基 ; 后 来 A. 鲁 宾 孙 也 对 模 
型 论 作 过 较 多 贡献 。 在 这 方面 有 贡献 的 数学 家 主要 还 有 
R.L. 沃 特 、 A. H. 马尔 采 夫 、 张 晨 钟 、H. J. 基 斯 勒 、M. 
莫 利 .S. 谢 拉 赫 等 人 。 

一 个 形式 语言 乡 的 解释 刀 称 为 此 语言 的 一 个 模型 或 
结构 。 世 是 一 个 具有 若干 运算 、 关 系 及 特 指 元 素 的 非 空 
集合 ,也 称 为 泛 代数 。 所 以 ,模型 论 又 被 形容 为 " 泛 代数 十 
逻辑 "。 由 于 所 涉及 的 逻辑 系统 不 同 ,模型 论 可 分 为 : 一 
阶 模型 论 、 高 阶 模型 论 .无 穷 长 语言 模型 论 . 模 态 模型 论 、 
具有 广义 量词 逻辑 的 模型 论 、 多 值 模型 论 等 。 由 于 在 数 
理 逻 辑 中 以 一 阶 有 逻 辑 发 展 最 成 熟 ,所 以 ,模型 论 也 是 以 一 
阶 模型 论 内 容 最 丰富 ,应 用 也 最 多 。 

模型 论 与 数理 逻辑 的 其 他 分 支 ( 逻 辑 演算 .证 明 论 、 


递归 论 、 公 理 集 合 论 等 ) 有 着 密切 的 联系 。 首 先 ,各 种 逻 
钴 演算 是 模型 论 的 基础 。 此 外 ,在 证 明 论 中 ,有 关 判定 问 
题 的 研究 广泛 使 用 着 模型 论 方法 。 在 公理 集合 论 中 ， 有 
关 大 基数 的 研究 与 模型 论 有 密切 的 联系 。 另外， 布尔 什 
模型 被 应 用 于 各 种 独立 性 问题 的 研究 。 又 如 ， 进 轨 论 中 
很 多 重要 概念 及 结果 被 推广 应 用 于 研究 各 种 代数 结构 
(模型 ), 公 理 集合 论 中 的 力 迫 方法 也 被 移植 于 模型 论 中 ， 
等 等 。 

模型 论 中 的 概念 与 方法 ， 除 了 主要 来 源 于 数理 逻辑 
之 外 ,也 有 不 少 来 源 于 代数 , 它 与 抽象 代数 ， 特 别 是 与 泛 
代数 理论 的 联系 很 密切 。 另 外 ， 由 重 宾 孙 所 创始 的 非 标 
准 分 析 ， 则 是 模型 论 与 分 析 数学 相 结合 的 产物 。 模 型 论 
与 其 他 数学 学 科 ， 例 如 数论 、 拓 扑 学 、 概 率 论 等 也 有 联 
系 。 在 不 少 场合 ， 模 型 论 的 成 果 不 但 是 作为 数学 性 的 结 
论 起 作用 ， 并 且 是 作为 逻辑 性 的 结论 而 起 着 推理 工具 的 
作用 。 

一 阶 模型 论 。 首 先 ,所 谓 一 阶 语言 ,就 是 用 狭义 谓词 
演算 范围 内 的 逻辑 概念 所 表达 的 语言 。 具 体 地 说 ， 也 就 
是 用 个 体 变 元 ,个 体 党 元、 函数 符号 .关系 符号 (或 称 调 词 
符号 ,一 般 包括 等 号 在 内 ). 与 .或 、 非 、 莉 活 等 合 题 连接 词 ， 
以 及 “存在 一 个 体 "、“ 对 一 切 个 体 "两 个 量词 所 表达 的 语 
言 , 例 如 代数 中 群 . 环 . 域 的 公理 。 其 特点 是 ,量词 "存在 "、 
“对 一 切 "只 允许 对 个 体 使 用 ， 而 不 许 对 集合 .函数 ,关系 
等 使 用 。 

一 阶 模型 论 中 一 个 基础 性 的 定理 是 ， 如 果 一 阶 语言 
中 一 个 命题 集 即 形式 理论 ) 7 的 每 一 有 限 子 集 都 有 模 
型 , 则 了 自身 有 模型 。 这 个 定理 称 为 紧 致 性 定理 , 它 建 立 
在 一 阶 逻 辑 中 著名 的 完备 性 定理 之 上 。 后 者 首先 由 K。 
哥 候 尔 证 明 又 经 马尔 采 夫 推广 及 工 . 字 金 等 给 出 新 证 法 。 
亨 金 的 证 法 后 来 被 发 展 为 模型 论 中 构 作 模型 的 重要 方 
法 。 紧 致 性 定理 的 应 用 很 广 。 例 如 ， 非 标准 分 析 的 基础 
是 实数 系 的 非 标准 模型 ， 其 存在 性 就 是 根据 紧 致 性 定理 
或 是 它 在 高 阶 语言 中 的 革 种 变形 。 

模型 论 中 一 个 发 现 较 早 的 重要 定理 是 勒 文海 姆 -斯 
科 朗 定理 ， 它 的 内 容 发 展 了 的 含意 是 ， 设 一 阶 语言 2 中 
所 能 表达 的 命题 个 数 为 (是 一 个 超 限 数 )， 如 果 色 中 的 
一 个 形式 理论 有 无 限 模 型 , 则 了 有 基数 为 任何 xc>》 的 
模型 。 这 个 定理 ,在 模型 论 及 公理 集合 论 中 常 被 使 用 。 

在 对 于 模型 的 一 阶 性 质 的 研究 中 ， 初 等 子 模型 及 初 
等 链 是 重要 的 概念 及 方法 。 与 此 有 关 的 还 有 形式 理论 的 
模型 完备 性 等 概念 及 其 对 代数 的 应 用 。 

如 果 一 个 形式 理论 了 的 任何 两 个 模型 都 具有 完全 相 
同 的 一 阶 性 质 , 则 称 了 为 完备 的 。 在 模型 论 中 , 可 数 完备 
理论 的 研究 是 一 个 比较 系统 而 带 有 典型 性 的 部 分 。 例 如 ， 
对 于 可 数 完备 理论 T, 沃 特 得 到 了 , 7 具有 合理 意义 下 的 
可 数 " 小 "模型 ( 称 为 原子 模型 ) 的 充分 必要 条 件 和 了 具有 
可 数 “大 "模型 ( 称 为 w- 饱和 模型 ) 的 充分 必要 条 件 。C. 
闽 尔 - 纳 尔 德 泽 斯 基 等 得 到 了 T 只 有 一 个 可 数 模 型 的 充 
分 必要 条 件 。 另 外 ， 沃 特 还 有 如 下 的 有 趣 定理 ,7 不 会 
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恰 有 两 个 不 同 构 的 可 数 模型 。 

斯 科 朗 函数 及 不 可 辩 元 在 构 作 模型 时 是 有 用 的 方 
法 。 例 如 ， 紧 致 性 定理 就 可 以 用 斯 科 朗 函数 来 证 明 。 又 
如 ， 用 它们 可 以 证 明 ， 任 何 无 限 模型 都 具有 任意 大 自 同 
构 群 的 初等 扩张 。 

超 积 是 模型 论 中 一 个 重要 的 由 已 知 模型 构 作 新 模型 
的 方法 。 

饱和 模型 是 模型 论 中 一 个 重要 概念 ， 它 是 一 种 内 部 
性 质 极 丰富 的 有 用 的 模型 。 例 如 ， 利 用 饱和 模型 可 以 比 
较 一 致 地 证 明 关于 形式 理论 的 各 种 保持 性 定理 。 又 如 ， 
在 下 述 莫 利 定理 的 证 明 中 以 及 E. 阿 廷 的 一 个 猜想 的 证 
明 中 ,都 用 到 饱和 模型 。 

一 个 形式 理论 T， 如 果 它 的 任何 两 个 基数 为 a 的 模 
型 都 是 同 构 的 ， 则 称 了 为 “范畴 的 。 莫 利 关于 范畴 性 的 
一 个 著名 定理 是 ， 对 于 可 数 语言 中 的 完备 理论 T， 如果 
它 对 于 一 个 不 可 数 基数 a 是 “范畴 的 ， 则 了 对 于 任何 不 
可 数 基数 8 也 是 8 范畴 的 。 范 畴 性 是 一 个 很 有 用 的 概 
念 。 一 些 模型 论 学 者 利用 范畴 性 及 另 一 个 重要 概念 稳定 
性 ， 对 于 群 、 环 、 域 等 代数 结构 进行 了 富有 成 果 的 研究 。 
另外 ， 谢 拉 赫 在 形式 理论 的 稳定 性 及 模型 个 数 方面 有 深 
入 的 研究 。 谢 拉 赫 还 解决 了 在 一 大 类 无 穷 长 语言 中 完备 
理论 的 模型 个 数 问题 。 

马尔 采 夫 和 他 的 学 生 们 ， 在 模型 论 对 代数 的 应 用 方 
面 做 了 不 少 工作 。 他 是 这 方面 的 创始 人 之 一 。 

模型 完备 性 ” 设 也 是 形式 语言 吧 的 一 个 模型 , 罗 是 
也 的 一 个 子 模型 。 如 果 对 多 的 每 一 你 元 组 = (bi,b,,…， 
bn),(n 一 1,2,3,…) 省 在 妇 中 及 器 中 具有 完全 相同 的 一 
阶 性 质 , 则 称 罗 为 叉 的 初等 子 模型 。 设 了 是 儿 中 的 形式 
理论 ,如 果 了 的 每 一 模型 也 的 每 一 子 模型 号 当 它 适 合 了 
时 必 是 也 的 初等 子 模型 , 则 称 T 为 模型 完备 的 理论 。 

初等 子 模型 是 塔 尔 斯 基 与 沃 特 在 20 世 纪 50 年 代 首 
先 研究 的 。 他 们 并 且 提 出 了 初等 链 这 一 有 效 的 模型 构 作 
方法 。 与 此 同时 ， 和 鲁 宾 孙 从 代数 中 抽象 出 模型 完备 性 
的 概念 ， 并 将 此 概念 及 模型 论 方法 应 用 于 代数 问题 的 研 
究 。 到 60 年 代 , 这 方面 已 有 不 少 成 果 。 例 如 ， 可 以 证 明 
代数 闭 域 理论 是 模型 完备 的 ， 并 可 由 此 得 出 希 尔 伯 特 等 
点 定理 的 一 个 新 证 法 。 又 如 ， 可 以 证 明 实 闭 有 序 域 理 论 
是 模型 完备 的 ， 重 宾 孙 并 由 此 重新 证 明了 阿 延 等 对 希 尔 
伯 特 第 17 问题 的 解答 。 

自 70 年 代 以 来 ， 鲁 宾 孙 等 人 进一步 发 展 了 这 方面 
的 研究 。 他 提出 了 形式 理论 的 模型 完备 化 及 一 些 有 关 概 
念 ， 并 借鉴 公理 集合 论 中 的 力 迫 方法 而 提出 一 种 模型 论 
力 迫 法 。 又 经 过 人 A, 麦 金 太 尔 ， 谢 拉 赫 等 不 少 人 的 有 关 
工作 ， 使 这 方面 的 研究 得 到 更 深入 的 发 展 以 及 对 代数 方 
面 新 的 应 用 。 

例如 ， 对 于 有 限 生成 的 群 得 到 了 它 具有 递归 可 解 字 
问题 的 充分 必要 条 件 ;， 对 于 微分 域 得 到 一 种 微分 闭 包 的 
概念 并 证 明了 这 种 闭 包 的 唯一 性 。 

超 积 ” 超 积 的 思想 起 源 于 斯 科 朗 ,到 50 年 代 由 于 J 
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沃 希 作 了 系统 的 莫 基 工作 而 开始 在 模型 论 及 其 他 数学 分 
支 中 起 了 重要 作用 。 

超 积 概念 建立 在 超 滤 子 基础 上 ， 后 者 的 定义 如 下 
设 工 为 一 非 空 集合 ， 刀 是 工 的 一 些 子 集 所 成 的 集合 。 如 
果 了 适合 下 列 条 件 @ 一 人 @@， 则 称 了 为 I 上 的 一 个 滤 子 。 
@IED, Ge&D (@ 为 空 集 )。@ 若 X, YED， 则 
XNYED。@ 着 XED 且 XCYCI, 则 YED。 如 果 除 此 
之 外 DD 又 适合 条 件 加 对 每 一 XCI, 或 XED, 或 I-XED。 
则 称 D 为 1 上 的 一 个 超 滤 子 。 超 滤 子 的 存在 性 是 容易 证 
明 的 。 

为 使 超 积 的 定义 叙述 简便 ， 以 作 可 数 多 个 域 F， 
F,, F,,… 的 超 积 为 例 。 以 1 记 这 些 F, 的 足 标 构成 的 集 
{1,2,3,…}， 并 设 D 为 1 上 的 任 一 个 超 滤 子 。 考 虑 一 切 
无 限 序列 (yaayq,…) (a, EF,)。 依 自然 方式 定义 序列 
间 的 加 法 和 乘法 ( 即 按 分 量 相 加 \ 相 乘 ) ,并 如 下 定义 序列 
间 的 关系 *~”，(Q4,04,03,…)~(b4,bs,b,，…) 当 且 仅 当 
{ia,=b} ED。 由 超 滤 子 的 性 质 易 证 “~” 是 一 等 价 关系 ， 
并 能 保持 + ，x 运算 。 因 而 ， 可 以 在 这 些 序列 的 等 价 类 
之 间 依 自然 方式 导出 + ，x 运算 而 得 到 一 个 模型 pF,， 
称 为 诸 F 以 DD 为 模 的 超 积 。 容 易 证 明 它 仍 是 一 个 域 。 特 
别 地 ， 若 Fi=Fi= 了 ,=…=F, 那么 称 超 积 pF, 为 PF 的 
超 等 。 

一 般 模 型 的 超 积 概念 可 以 仿 此 定义 。 

超 积 pF 的 主要 特性 是 ， 它 能 保持 “几乎 所 有 "” F， 
所 共有 的 一 阶 性 质 。 更 准确 地 说 就 是 ， 设 是 任意 一 个 
关于 域 的 一 阶 性 质 ， 则 JIpF, 适合 yy 的 充分 必要 条 件 是 
好 |P, 适合 ED。 

一 般 模型 的 超 积 也 有 类 似 的 特性 。 它 被 称 为 超 积 基 
本 定理 ， 是 由 沃 希 得 到 的 。 这 一 特性 ， 是 使 超 积 在 各 种 
数学 问题 中 起 独特 作用 的 基础 。 

在 模型 论 中 ， 超 积 常常 能 代替 重要 的 紧 致 性 定理 而 
起 到 类 似 的 作用 。 另 外 ， 利 用 超 吞 可 以 沟通 模型 的 初等 
等 价 及 同 构 这 两 个 基本 概念 ， 谢 拉 赫 证 明了 ， 语 言 名 的 
两 个 模型 由 、 罗 初等 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 同 
构 的 超 竺 。 

在 公理 集合 论 中 ， 超 积 与 大 基数 (例如 可 测 基数 ) 的 
研究 有 密切 联系 。 

超 积 在 代数 中 有 不 少 应 用 。 一 个 著名 的 例子 是 : J. 
阿 克 斯 与 S. B. 科 琴 以 及 IO, I. 叶 尔 绍 夫 把 超 积 以 及 饱 
和 模型 等 模型 论 工具 应 用 于 赋值 域 的 研究 ， 正 面 解决 了 
有 理 数 域 的 p 进 赋值 完全 化 域 8。 上 的 阿 廷 猜想 。 

在 非 标 准 分 析 以 及 起 源 于 斯 科 朗 的 非 标准 算术 中 ， 
其 基础 的 数 系 可 以 采用 由 普通 数 系 作 超 短 而 得 到 的 非 标 
准 数 系 ， 而 超 积 基 本 定理 则 是 沟通 普通 数 系 与 非 标准 数 
系 的 桥梁 。 

以 上 举例 介绍 了 一 阶 模型 论 的 一 些 内 容 。 模 型 论 是 
一 个 年 轻 的 数学 分 支 , 它 还 在 迅速 发 展 中 , 新 概念 新 方法 
不 断 出 现 。 特 别 是 , 它 向 代数 ,分 析 等 数学 学 科 中 深入 联 
系 的 趋势 很 明显 。 可 以 预料 , 随 着 模型 论 的 不 断 发 展 , 它 


将 为 其 他 数学 分 支 提供 更 多 的 新 工具 和 新 方法 。 
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莫 尔 斯 ,H.M. (Harold Marston Morse1892~ 
1977) 美国 数学 家 。1892 年 3 月 24 日 生 于 缅 因 州 
沃 特 维尔 ，1977 年 6 月 22 日 卒 于 普林斯顿 。 他 1914 
年 毕业 于 科 尔 比 学 院 。 1917 年 在 哈佛 大 学 获 博士 学 位 。 
第 一 次 世界 大 战 中 曾 在 美国 远征 军 中 服役 ， 后 在 康 奈 尔 
大 学 (1920~1925)、 布朗 大 学 (1926)、 哈 佛 大 学 (1927 一 
1934) 任 教 ,1935 年 任 普林斯顿 高 等 研究 所 教授 ,1962 年 
退休 。1932 年 当选 为 美国 国家 科学 院 院士 .1964 年 获 美 
国 国家 科学 奖章 。 

莫 尔 斯 继承 了 G. D. 伯 克 窒 夫 在 动力 学 上 的 工作 ， 
1925 年 推广 其 极 小 极 大 原理 ,第 一 次 得 出 莫 尔 斯 不 等 式 ， 
以 后 形成 了 莫 尔 斯 理论 。 

他 的 理论 总 结 于 1934 年 出 版 的 《大 范围 变 分 法 》 一 
书 中 。 这 一 理论 是 把 拓扑 学 与 分 析 学 结合 成 为 大 范围 分 
析 的 开端 。 

莫 尔 斯 还 先后 和 其 他 数学 家 合作 研究 动力 学 及 测 地 
流 (1917 一 1946)、 极 小 曲面 和 单 复 变 函数 论 的 拓扑 方法 
《40 年 代 )\ 积 分 表示 (40 一 50 年 代 )、 伪 调和 函数 (50 年 
代 ) 和 微分 拓扑 学 (60 一 70 年 代 )。70 年 代 以 来 ， 基 于 英 
尔 斯 工作 的 临界 点 理论 在 偏 微 分 方程 研究 中 发 挥 了 重要 
作用 。 


他 的 主要 著作 收集 在 4 莫 尔 斯 选集 ?中 。 
《 胡 作 去 ) 
Mo'ersl lllun 
葛 尔 斯 理论 (Morse theory) ”微分 拓扑 的 一 


个 重要 分 支 。 通 常 是 指 两 部 分 内 容 ， 一 部 分 是 微分 流 形 
上 可 微 函数 的 莫 尔 斯 理论 ， 即 临界 点 理论 ， 另 一 部 分 是 
变 分 问题 的 莫 尔 斯 理论 , 即 大 范围 变 分 法 。 确 切 地 说 , 假 
设 f 是 n 维 微分 流 形 M 上 的 
实 值 可 微 函数 , 了 的 临界 点 


了 是 指 梯度 向 量 场 gradf 的 4 的 值 | ao<f(p)| 


f(p)<o<f(q) f(q)<o<f(r) | f(r)<o<f(s) 


Ms— Mat .tM >R,— Rt+ +tR,, 
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式 中 RB 是 nn 维 闭 流 形 M 的 k 维 模 2 贝蒂 数 ， 即 同调 群 
Hi(MM,Z,) 的 秩 ，Ms 是 M 上 非 退 化 函数 了 的 指数 为 k 的 
临界 点 的 个 数 。 这 里 说 了 是 非 退 化 函数 ， 是 指 了 的 任何 
临界 点 p 均 非 退 化 ， 即 在 局 部 坐标 下 了 在 p 处 的 黑 塞 矩 
阵 | -让 (p)| 之 秩 为 mw 这 个 矩阵 的 负 特 征 值 的 个 数 
称 为 临界 点 Pp 的 指数 。 莫 尔 斯 不 等 式 是 H. M. 莫 尔 斯 本 
人 在 20 世 纪 20 年 代 建立 的 基本 结果 ,后 来 有 了 远 为 一 般 
的 结果 。 例 如 ,考虑 图 1 中环 面 M 关 于 水 平 切面 V 的 高 度 
函数 人 M>R, 其 中 p,q,r,s 是 了 的 四 个 非 退 化 临界 点 ， 
其 指数 分 别 为 0,1,1,2, 因为 可 以 适当 选择 局 部 坐标 ,使 
得 在 p 的 邻近 f=f(p)+x?+y( 旋 转 抛物 面 ), 在 q 的 邻 
近 f=f(q) 一 x 十 大 ( 园 面 ), 在 ?的 邻近 f=f(r) 一 x 二 
( 鞍 面 ), 在 s 的 邻近 f= 了 (3) 一 x? 一 (旋转 抛物 面 )。 命 
M°={xE MI|f(x)<a), 不 难看 出 , 当 a 由 小 变 大 经 过 各 
个 临界 值 时 ,Ms 的 同 伦 型 发 生 下 表 中 所 列 的 变化 。 

可 见 ， 当 4 从 小 变 大 经 
过 指数 为 ^ 的 临界 点 时 ,Me 
的 同 伦 型 变化 相当 于 粘 上 一 
个 和 维 胞 腔 ， 从 而 整个 环 面 
M 的 同 伦 型 相当 于 由 一 个 0 
维 胞 腔 、 两 个 一 维 胞 腔 以 及 
一 个 二 维 胞 腔 组 成 的 CW 复 
形 ， 这 样 就 把 M 的 同 伦 型 与 
了 的 临界 点 的 性 态 联系 起 来 
了 。 如 果 把 这 个 事实 推广 到 
一 般 情 形 就 是 ， 

临界 点 理论 的 基本 定理 。 命 MM 是 微分 流 形 ，f: M-~ 
B 是非 退化 函数 ,并 且 任 何 M。 都 是 紧 致 集 。 于 是 , 每 个 
Me 都 具有 一 个 有 限 CW 复 形 的 同 伦 型 ， 从 而 整个 M 具 
有 一 个 至 多 是 可 数 的 CW 复 形 的 同 伦 型 , 对 于 指数 为 入 


图 1 环 面 M 


f(s)<a 


零点 ， 即 在 局 部 坐标 下 使 得 
蜗 (p-o6-lm 的 


点 of 的 全 部 临界 点 的 性 态 与 
流 形 M 本 身 的 拓扑 结构 有 密 


Ms 的 同 胚 型 bd 
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十 一 


切 的 关系 ， 探 索 这 些 关系 就 

是 临界 点 理论 的 主要 任务 。 

例如 ， 著 名 的 莫 尔 斯 不 等 式 

就 是 这 样 一 种 关系 ， 
Mo>R, 


Ms: 的 同 伦 型 9 


Mi— MSR— Ro。, 


临界 点 的 指数 | 
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的 每 个 临界 点 ,这 个 复 形 有 一 个 入 维 胞 腔 。 

临界 点 理论 的 应 用 中 最 完美 的 是 对 测 地 线 问 题 的 应 
用 ,这 就 是 变 分 学 的 莫 尔 斯 理论 。 例 如 ,考虑 完备 黎 曼 流 
形 M 上 两 个 固定 端点 了 和 9 之 间 的 测 地 线 问题 ， 即 是 使 
弧 长 为 极 小 的 变 分 问题 


w= | lam 


式 中 :[0,1]>M 表示 M 上 的 逐 段 光滑 道路 , 4(0)==p， 
w(1)=q; 这 个 变 分 问题 的 泛 极 线 就 是 所 谓 测 地 线 。 于 
是 ， 从 Pp 到 9 的 所 有 光滑 测 地 线 的 性 态 与 流 形 M 的 拓扑 
结构 之 间 是 否 有 什么 关系 ， 这 就 是 大 范围 变 分 学 要 研究 
的 主要 问题 ， 可 以 应 用 临界 点 理论 的 框架 得 到 相似 的 结 
果 。 命 0=0 (M3;p,q) 表示 M 上 从 了 到 9 所 有 逐 段 光滑 
道路 组 成 的 空间 ,具有 尺度 拓扑 。 


dw,p)= max p(w(t), u(t)) 
Cr 


和 -多 "even, 


式 中 表示 M 上 由 黎 曼 尺 度 导出 的 距离 本 数 ， p(x,y)~ 
mt Ca)，zyEM Sb 站 | 营 | 到 示 。 上 


a€Q( Miey) 
的 弧 长 。 

大 范围 变 分 学 基本 定理 命 M 是 完备 黎 曼 流 形 ， 
了 , 9E M 沿 任何 测 地 线 不 共 辆 ， 则 9 (MPp,9) 具 有 可 数 
CW 复 形 的 同 伦 型 ， 对 于 从 ?到 9 每 条 指数 为 和 的 测 地 
线 , 这 个 复 形 有 一 个 入 维 胞 腔 。 

随 着 拓扑 学 的 发 展 ， 莫 尔 斯 理论 本 身 也 有 很 大 的 飞 
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跃 。 例 如 ,由 于 临界 点 定义 为 梯度 向 量 场 炙 adjy 的 零点 ， 
自然 可 以 考虑 nt 维 闭 流 形 M 上 一 般 向 量 场 X 的 零点 与 M 
的 拓扑 结构 之 间 的 关系 , 即 M 上 的 动力 系统 


Kis) 12 


的 奇 点 与 M 的 拓扑 结构 的 关系 。S. 斯 梅 尔 在 某 些 假设 下 
得 到 了 形式 相同 的 莫 尔 斯 不 等 式 ， 不 过 这 时 Mx= wx 十 
b+bswss 0 表示 向 量 场 X 的 型 零点 的 个 数 , bx 表示 
型 团 轨 线 的 条 数 。 斯 梅 尔 正 是 在 这 个 基础 上 完成 了 他 关 
于 高 维 庞 加 全 猜想 的 卓越 工作 ， 这 是 微分 拓扑 学 的 重大 
成 就 之 一 。 其 次 ， 由 于 测 地 线 问题 是 一 维 变 分 问题 ， 本 
来 是 无 限 维 的 空间 9 才能 化 为 有 限 维 流 形 应 用 临界 点 理 
论 来 处 理 。 但 一 般 的 多 维 变 分 问题 就 无 法 做 到 这 一 点 ， 
因而 要 求 发 展 无 限 维 流 形 上 的 临界 点 理论 ， 直 接 处 理 相 
应 的 无 限 维 空间 9， 从 而 把 原来 的 两 个 方面 统一 起 来 。 
参考 书目 

丁 Milnor 著 ， 江 嘉禾 译 : Morse 理论 ，< 数 学 译 林 >， 北 京 ， 
1980~1981。(]. Milnor, Morse Theory, Ann. Math. Studies, 
Princeton Univ. Press, Princeton, 1963, ) 

H. 赛 弗 尔 、W. 施 雷 法 著 , 江 嘉和 夏 译 :< 大 范围 变 分 学 ?»， 上 海 
科学 技术 出 版 社 ， 上海, 1963。(H. Seifert und W. Threlfall, 
Variationsrechnung im Grossen, Chelsea Pub, Co., 1948.) 

S. Smale, Morse Inequalities for a Dynamical Systems, 
Bull. Amer. Math. Soc, Vol. 66,pp. 43~49,1960. 

R. S, Palais, Morse Theory on Hilbert Manifolds, Topolo- 
gy, Vol. 2,pp. 299~340,1963. 

R. S. Palais and S. Smale, A Generalized Morse Theory, 
Bull. Amer. Math. Soc., Vol.70,pp.165~172,1964. 

《 江 融 未 ) 


N 


(John Napier 1550~1617) 曾 译 
纳 白 尔 。 苏 格 兰 数 学 家 ， 对 数 
的 创始 人 。1550 年 生 于 苏格兰 
爱丁堡 附近 , 1617 年 4 月 4 日 
卒 于 同 地 。1563 年 入 圣 安 德 鲁 
斯 大 学 ,后 留学 欧洲 大 陆 ,1571 
年 返回 苏格兰 。 他 对 数字 计算 
深 有 研究 。 球 面 三 角 中 纳 皮 
尔 比拟 式 、 纳 皮尔 圆 部 法 则 
(1614) 和 纳 皮 尔 算 筹 (1617) 都 
很 有 名 ， 而 最 大 贡献 是 对 数 的 
发 明 。 对 是 与 扒 基 有 内 补 的 并 有; 全 和 的 于 全 


Nopher 
纳 皮 尔 , 上 


并 不 是 从 指数 出 发 
的 ， 纳 皮尔 对 数 〈 记 
作 Nap'log) 与 自然 
对 数 ( 记 作 In) 也 不 
是 一 回 事 ， 两 者 的 关 
系 是 
Nap: I x= 
10'lnJ i 
纳 皮 尔 的 杰作 《奇妙 
的 对 数 定律 说 明 书 》 
1614 年 6 月 在 爱丁堡 
出 版 。 后 来 H. 布 里 
格 斯 将 它 改 为 常用 对 
数 (1624), 才 得 到 广泛 的 使 用 。 
参考 书目 
C. Naux, Histoire des 了 Logarithmes, de Neper a Euler, 
Librairie Scientifique et Technique, Paris, 1966. 
H. H. Goldstine, A History of Numerical Analysis 


from the 16th through the 19th Century, Springer-Verlag, 
New York, 1977. 


< 奇妙 的 对 数 定律 说 明 书 ?封面 


( 梁 宗 巨 ) 

Noxl'erding Tuxi 

纳西 尔 丁 .图 西 (Nasir al-Din al-Tasi 1201~ 
1274) 中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 、 哲 学 家 。 出 
生 于 图 斯 ( 现 属 伊朗 东部 霍 腊 散 省 ), 卒 于 巴格达 ( 另 一 说 
率 于 马 腊 格 )。 早 年 从 其 父辈 学 习 并 游学 于 内 沙 不 尔 、 巴 
格 达 等 地 。 曾 供职 于 纳赛尔 王朝 (伊朗 东部 ), 著 《纳赛尔 
的 道德 y。 蒙 古 旭 烈 雹 汗 攻 灭 纳 赛 尔 王朝 后 ,于 马 腊 格 城 
建 都 ， 并 在 此 地 修筑 了 著名 的 迈 拉 盖 天 文 台 ， 由 纳西 尔 
丁 ' 图 西 主持 其 事 。 一 时 四 方 学 者 云集 ,使 这 里 成 了 阿拉 


伯 世 界 的 又 一 科学 中 心 。 
纳西 尔 丁 图 西 在 数学 方面 的 主要 成 就 是 :关于 平行 

公理 问题 的 探讨 ( 开 了 欧洲 同类 问题 讨论 的 先 声 ); 把 三 角 
学 从 天 文学 的 附属 地 位 中 独立 出 来 ， 并 给 出 了 一 些 球面 

三 角 公 式 的 证 明 。 在 天 文学 方面 ,以 他 所 编 《 伊 尔 汗 星 表 》 
(1271) 最 为 著名 。 纳 西 尔 丁 .图 西 生平 著述 甚 多 ,就 数学 
著作 而 言 ， 他 翻译 注释 过 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》.《 芬 诺 
门 纳 3《 光 学 》， 阿 类 来 秆 的 K 贺 的 度量 》《 论 球 与 圆柱 》， 
阿波 罗 尼 奥 斯 的 《圆锥 曲线 论 》 等 。 他 自己 还 著 有 两 种 数 
学 著作 ,内 容 是 比例 理论 .球面 三 角 和 几何 学 。 

(柱石 然 ) 
Noiwanglinna 
奈 望 林 纳 , R. (Rolf Nevanlinna 1895 一 1980) 
芬兰 数学 家 。1895 年 10 月 22 日 出 生 于 芬兰 约 思 苏 ， 
1980 年 5 月 28 日 卒 于 赫 尔 辛 
基 。 1913 年 入 赫尔辛基 大 学 ， 
受 教 于 E. 工 . 林 德 勒 夫 。 1917 
年 获 哲学 硕士 学 位 ，1919 年 
又 获 哲学 博士 学 位 。 从 1922 年 
起 一 直 在 赫尔辛基 大 学 任教 直 
到 逝世 。 受 记 . 皮卡 、 孔 . 波 菜 
尔 、 丁 阿达 马 及 G. 瓦 利 隆 等 
人 所 形成 的 函数 论 学 派 的 影 
响 ， 奈 望 林 纳 建立 了 亚 外 函数 
的 一 个 一 般 性 理论 (1925 年 发 表 )。 随 后 他 又 加 以 发 展 并 
写 出 两 本 书 ,《 皮 卡 - 波 莱 尔 定理 与 亚 纯 函数 理论 》(1929) 
和 《 单 值 解析 函数 》(1935)。 这 个 理论 中 有 两 个 基本 定理 
分 别称 为 第 一 基本 定理 和 第 二 基本 定理 ， 从 它们 可 以 推 
出 一 系列 关于 亚 纯 函数 的 值 分 布 的 结果 ， 丰 富 并 推进 了 
前 人 的 工作 ,产生 深远 的 影响 ,使 他 成 为 现代 亚 纯 函数 理 
论 的 创始 者 。 他 的 另 一 著作 《 单 值 化 有 中 文 译本 。 
( 庄 折 秦 ) 


nigongxing yingshe 

拟 共 形 映射 〈quasi-conformal mapping) 
又 称 拟 保 角 映射 ， 即 在 定义 区 域内 把 每 一 微小 贺 映 成 微 
小 椭圆 的 映射 ， 是 共 形 映射 的 推广 。 如 果 所 映 成 的 椭圆 
的 长 轴 与 短 轴 之 比 在 定义 区 域内 恒 不 大 于 K， 则 此 映射 


为 - 拟 共 形 映射 。 在 可 微 点 处 ， 人 = 序 (fo+ 志 ) 与 f= 
计 (f 一 证 ?满足 不 等 式 | 广 |<kl 帮 |， 式 中 大 = 长 了 二 .这 
种 映射 较 共 形 映射 的 条 件 弱 ， 但 保留 着 共 形 映射 多 种 性 
质 ,灵活 而 便于 应 用 。 
最 早 提出 这 闫 新 映射 的 是 了 . 格 勒 奇 (1928) ,他 为 了 
包 术 与 证 明 皮 卡 定理 的 一 个 推广 而 引进 这 类 新 映射 。 他 
同时 给 出 了 伟 缩 商 概 念 ， 它 可 以 度量 这 类 新 映射 与 熟知 
的 共 形 映射 的 偏差 程度 。M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 (1935)， 
LV. 阿 尔 福 斯 (1936) 又 分 别 从 偏 微分 方程 与 数论 的 角 
度 研究 了 这 类 新 哆 射 。 这 样 ， 拟 共 形 映射 这 个 术语 开始 
出 现 。 
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拟 共 形 映射 的 概念 不 能 仅 限于 可 微 的 情形 ， 因 为 可 
微 的 拟 共 形 映射 类 缺乏 紧 性 。 在 这 个 概念 的 演变 过 程 中 ， 
形成 为 分 析 的 与 几何 的 两 种 定义 形式 ! 这 二 者 最 终 又 统 
一 了 起 来 (1957)。 

分 析 定 义 : 对 于 平面 上 的 复 值 可 测 函 数 A(z)，x(z) 
是 本 性 有 界 的 ,上 z(z)|。<k<1, 以 M(z) 为 系数 的 贝尔 特 
拉 米 方程 

3— A(2)f,=—0, (1) 


在 也 中 的 弱 正 则 同 肥 解 f, 称 为 K- 拟 共 形 映射 ,其 中 K= 


过 革 ， 对 于 上 述 的 4(z) ,方程 (1) 必 存在 一 个 同 且 解 .如 


果 还 有 另外 一 个 解 g, 则 =ge 人 "! 必 是 解析 的 , 此 时 g= 
F。f。 因 此 ,如 要 求 (1) 的 全 平面 的 同 胚 解 且 保持 0、1、oo 
为 不 动 点 , 则 这 样 的 解 是 唯一 的 ， 称 为 方程 (1) 的 基本 同 
胚 。 存 在 定理 的 证 明 有 一 个 长 的 历程 ， 并 有 许多 证 法 。 
最 简单 的 证 法 是 借助 于 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 理论 而 获得 的 
《1957)。 最 早 的 证 明 应 该 属于 C.B. 莫 利 (1938), 只 是 因 
为 术语 与 重点 的 不 同 才 掩盖 了 他 的 工作 与 这 一 理论 的 联 
系 ,而 这 种 联系 是 工 . 伯 斯 在 1957 年 发 现 的 。 

几何 定义 用 了 极 值 长 度 概 念 。 设 了 是 平面 上 一 族 局 
部 可 求 长 弧 , p 是 平面 上 的 正 值 可 测 函 数 ,并 且 


ew lerl=1, 
, 


对 任 一 yET 成立, 则 XT)}=supj 用 *Cz) oo 称 为 7 
的 极 值 长 度 。 设 了 是 域内 一 个 正 向 同 胚 映射 ,如 果 
X{fer)<KA{T) (2) 


对 该 域内 任 一 族 曲 线 了 成 立 ， 则 了 是 一 个 K- 拟 共 形 映 
射 。 这 是 K- 拟 共 形 映射 的 几何 定义 。 因 为 极 值 长 度 是 不 
受 维 数 限制 的 ， 所 以 几何 定义 可 以 进行 形式 推广 而 形成 
高 维 拟 共 形 映射 。 这 方面 的 工作 只 初 具 规模 。 

当 K=1 即 k=0 时, 贝尔 特 拉 米 方程 退化 为 柯 西 - 
获 曼 方程 , =0, 而 式 (2) 则 意味 着 极 值 长 度 乃 是 共 形 映 
射 下 的 不 变量 。1- 拟 共 形 映射 恰好 是 共 形 映射 。 

设 俯 2) 是 把 |z|<1 映 成 lw| <1(f(0)=0) 的 K- 拟 共 
形 映 射 , 则 fz) 可 扩张 为 |lz|<1 到 |w|<1 的 同 胚 映射 ， 
而 且 有 偏离 估计 |f(z)|<<41"(VE)|z|ME。 这 是 用 参数 表示 
法 获得 的 一 个 精细 估 值 。 这 种 映射 还 满足 赫 尔 德 条 件 ， 
Iz) 一 人 2D1<16|z4 一 zs| 5, 这 个 条 件 说 明 , 这 个 映射 
族 有 紧 性 。 设 f(t) 把 实 轴 映 成 实 轴 ,存在 一 个 把 Imz>0 
映 成 Imw 宇 0, 且 以 f(t) 为 边界 值 的 KK- 拟 共 形 映 射 的 充 

的 二 
要 条 件 为 ， 二 < 人 二 包 二 攻 人 < 对 一 切实 数 x 与 成 
立 , 式 中 是 一 个 仅 与 K 有 关 的 实数 。 

如 果 |a(z)|。<s， 则 以 x(z) 为 系数 的 贝尔 特 拉 米 方 
程 的 基本 同 胚 作 z), 在 略 去 关于 。 的 高 阶 项 以 后 ， 可 以 
表示 为 

nme < 所 2 KE 向 do 
这 个 近似 表示 是 变 分 公式 的 精致 化 ， 在 研究 极 值 问题 
490 


(|zl<M)。 


时 有 许多 应 用 。 极 人 问题 一 开始 就 支配 着 拟 共 形 映射 理 
论 。 对 于 通常 由 几何 和 拓扑 条 件 规定 的 映射 族 ， 要 求 在 
族 中 求 得 一 个 映射 f， 它 的 最 大 仿 纪 商 sup -| 竹 | 二 | 
取得 最 小 值 。 由 于 紧 性 , 极 值 映射 必 存 在 ,但 解 不 一 定 是 
唯一 的 ,即使 是 唯一 的 ,也 还 有 一 个 如 何 描述 和 分 析 这 个 
解 的 问题 , 拟 共 形 性 是 一 种 局 部 性 质 ,所 以 可 在 黎 曼 曲面 
上 推广 ,而 上 述 极 值 问题 仍然 有 意义 。 在 紧 黎 受 曲面 情形 
下 , 0. 泰 希 米 勒 断言 ,在 一 个 指定 的 映射 的 同 伦 类 中, 极 
值 映射 是 存在 的 ， 而 且 是 唯一 的 。 极 值 映射 如 不 是 共 形 
的 , 则 除 有 限 个 点 外 ， 在 每 一 点 附近 都 是 一 个 共 形 映射 
一 个 仿 射 变 换 与 另 一 个 共 形 映射 的 复合 。 这 些 ， 就 是 对 
极 值 问题 的 基本 结果 、 泰 希 米 勒 定理 的 直观 描述 。 

拟 共 形 映射 理论 ， 在 楷 四 型 偏 微分 方程 中 占有 重要 
地 位 。 这 个 理论 ,在 获 曼 曲面 的 研究 中 ,特别 富有 成 果 。 
如 黎 曼 曲面 的 模 问题 、 单 值 化 问题 等 都 由 于 这 一 理论 的 
影响 而 获 巨大 的 进展 。 近 些 年 来 ， 人 们 发 现 这 一 理论 在 
研究 泰 希 米 翘 空间 、 克 莱 因 群 有 理 函数 的 选 代 . 调 和 分 
析 和 弹性 等 方面 已 经 成 为 一 个 有 价值 的 工具 。 

〔〈 何 成 奇 任 福 渴 ) 


Nion Xiyoao 

年 希 吝 (? 一 1739) ”中 国清 代数 学 家 。 字 允 共 ， 
辽宁 锦州 人 。 活 动 于 康 辕 雍 正 年 间 。 一 生 大 部 分 时 间 是 
从 事 政治 活动 。 他 对 科学 很 有 兴趣 ， 主 要 研究 数学 和 医 
学 。 他 的 数学 著作 刊刻 的 有 《测算 刀 诗 《三角 法 摘要 》、 
《面体 比例 便 览 3 和 & 视 学 》 等 。 其 中 ¢ 视 学 是 一 本 水 平 很 
高 的 画 法 几何 著作 。 

18 世纪 意大利 画家 郎 世 宁 (P. J. Castiglionne) 用 欧 
洲 透视 画 法 为 清宫 作画 ， 当 时 年 希 澡 正 供职 宫廷 ， 他 向 
郎 世 宁 学 习 透 视 技 术 ,专心 研究 ,很 有 心得 , 著 成 视 学 》， 
1729 年 初版 ，1735 年 增订 后 再 版 ， 这 是 中 国 第 一 部 介 
绍 西方 透视 学 的 著作 。 年 希 竞 在 初版 、 再 版 两 篇 序 文中 
详 述 了 成 书 经 过 。 初 版 序 文中 说 ,“ 交 岁 (前 几 年 ) 即 留心 
视 学 …… 追 (等 到 ) 后 获 与 泰西 郎 学 士 数 相 晤 对 ， 即 能 以 
西法 作 中 土 绘 事 .” 再 版 序 文中 说 ,“ 视 学 之 造 齐 无 尽 也 ， 
予 究 心 于 此 者 先是 粗 理 其 端 绪 , 刊 图 问世 ， 
终 不 免 于 肤浅 。 苦 思 力 案 , 补 缕 五 十 余 图 ,并 为 图 说 以 益 
之 。"“ 研 究 其 源流 …… 莫 不 由 一 点 (视点 ) 而 生 。 僻 细 究 
一 点 之 理 ， 又 非 泰西 所 有 而 中 土 所 无 者 "他 结合 中 国 给 
画 传统 进行 研究 , 书 中 例 图 多 中 国 器 血 、 建 筑 物 等 图 样 。 
此 书 是 在 西方 透视 学 知识 影响 下 完成 的 ， 但 其 中 有 不 少 
工作 是 年 希 襄 的 独创 。 有 些 成 果 是 国外 后 来 才 解决 的 或 
充实 完善 的 。 

《 视 学 ?所 论 透 视 学 原理 和 方法 主要 有 三 方面 ， 其 一 
全 书 有 较 多 篇 幅 论 述 用 “ 量 点 法 "作出 图 形 的 平行 透视 图 
和 成 角 透视 图 。 其 二 利用 几何 体 二 视图 以 及 视线 在 坐标 
轴 上 截 距 作 出 透视 图 ( 截 距 法 )。 其 三 轴 测 图 上 中 心 光源 
阴影 作 图 法 。 

《 视 学 》 论 述 过 的 透视 图 作法 多 种 多 样 ,有 平面 图 ,有 


立体 图 ， 图 例 丰 富 精 美 。 这 是 中 国 版 画 史 上 罕见 佳作 。 
《 视 学 》 中 表现 实物 的 大 量 二 视图 ， 说 明了 年 希 莞 对 投影 
法 的 掌握 已 很 熟练 ,近代 画 法 几何 教科 书 中 "根据 视线 迹 
点 原理 作 透 视图 "就 是 k 视 学 ?中 的 “ 截 距 法 "， 而 “ 轴 测 图 
中 的 阴影 "在 k 视 学 ?中 也 已 设 专题 论 及 。 此 书 流传 极 少 ， 
再 版 以 来 已 250 年 ,国内 仅 存 两 部 再 版 本 。 
《 沈 康 身 ) 
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牛顿 ,|， (Isaac Newton 1642 一 1727) 伟大 
的 英国 数学 家 ,物理 学 家 ,天 文学 家 和 自然 哲学 家 。1642 
年 12 月 25 日 ( 格 里 历 1643 年 
1 月 4 日 ) 生 于 英格兰 林肯 都 

兰 瑟 姆 附近 的 伍 尔 案 普 村 ， 
1727 年 3 月 20 日 ( 格 里 历 3 月 
31 日 ) 在 伦敦 病逝 。1661 年 入 
英国 剑桥 大 学 三 一 学 院 。 在 校 
时 受 教 于 I 巴 罗 ， 同 时 钻研 伽 
利 略 .本 开 普 勒 、R. 苗 卡 儿 和 
本 活 利 斯 等 人 的 科学 著作 ， 其 
中 笛 卡 儿 的 《几何 学 ?与 沃 利 斯 
的 《无 穷 算术 》(1656) 对 牛顿 数学 思想 的 形成 影响 尤 深 。 
1665 年 ， 获 文学 士 学 位 。 随 后 两 年 在 家 乡 躲 避 瘟 疫 。 这 
两 年 里 ,他 制定 了 一 生 大 多 数 重要 科学 创造 的 蓝图 。1667 
年 回 剑桥 后 当选 为 三 一 学 院 院 委 , 次 年 获 硕士 学 位 ,1669 
年 , 继 巴 罗 任 卢 卡 斯 教授 , 一 直到 1701 年 。1696 年 任 皇 
家 造 币 厂 监 督 ,并 移居 伦敦 。1703 年 , 任 英国 皇家 学 会 会 
长 。1705 年 , 受 女王 安娜 封 翌 。 他 晚年 带 心 于 自然 哲学 
与 神学 。 

牛顿 在 数学 上 最 卓越 的 贡献 是 微 积分 的 创建 。17 世 
纪 早 期 数学 家 们 已 经 建立 起 一 系列 求解 无 限 小 问题 〈 诸 
如 求 曲线 的 切线 ,曲率 , 极 大 极 小 值 ， 求 运动 的 瞬时 速度 
以 及 面积 体积、 曲线 长 度 、 物 体重 心 的 计算 等 ) 的 特殊 
方法 。 他 超越 前 人 的 功绩 在 于 将 这 些 特殊 的 技巧 统一 
为 一 般 的 算法 ， 特 别 是 确立 了 微分 与 积分 这 两 类 运算 的 
互 逆 关 系 ( 微 积分 基本 定理 )。 

据 牛 顿 自述 ， 他 于 1665 年 11 月 发 明正 流 数 (微分 ) 
术 , 次 年 5 月 创 反 流 数 (积分 ) 术 ,但 当时 他 只 是 以 手稿 形 
式 在 朋友 中 传播 自己 的 发 现 。1669 年 , 牛顿 写成 第 一 篇 
微 积分 论文 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 》 交 皇家 学 会 备 
案 (1711 年 出 版 )。 他 在 该 文中 称 变量 的 无 限 小 增 量 为 豚 
《moment), 以 此 为 基础 求 瞬时 变化 率 , 并 反 用 于 求 积 ,但 
没有 采用 流 数 形式 。 流 数 方法 的 系统 叙述 是 在 《 流 数 术 
与 无 穷 级 数 》 一 书 中 给 出 的 ,读书 完成 于 1671 年 ,出 版 于 
1736 年 。 

“ 流 数 术 "的 名 称 ， 反 映 了 这 一 理论 的 力学 背景 。 流 
数 (fluxion) 被 定义 为 可 借 运 动 描述 的 连续 量 一 一 流量 
(fluent, 用 x.y、z 表 示 ) 的 变化 率 (速度 ), 并 用 在 字母 上 
加 点 来 表示 ,如 #,g,2，。 在 《 流 数 术 》 中 ， 和 牛顿 表述 流 
数 术 的 基本 问题 为 :已 知 流 量 间 的 关系 , 求 它们 的 流 数 的 


关系 ， 以 及 逆 运 算 。 牛 顿 继续 使 用 无 限 小 瞬 作 为 流 数 计 
算 的 基础 。 这 样 , 记 时 间 的 瞬 为 o, 它 所 引起 的 流量 的 瞬 
为 zo, yo,…，, 他 在 具体 计算 中 指出 那些 含 o 的 项 可 被 看 
作 零 而 略 去 。 典 型 的 例子 是 : 已 知 方程 3 一 ax?+axy 一 
态 =0, 分 别 以 x+zo.y+ 铝 代 x、y: 

(x+%0) —a(x+zo) +a(x+zo)(y+yo)— (y+yo) =0 
展开 左 端 各 项 并 消去 一 ax?+axy 一 太一 0), 两 边 通 除 
以 0, 然后 略 去 含 o 的 项 , 即 得 流 数 关系 ， 

3zxt— 2aix+aty+ayr— 3yy*=0。 

1676 年 , 牛顿 又 写成 他 的 第 3 篇 重要 的 微 积分 论文 
《曲线 求 积 术 》( 后 来 作为 《光学 》 一 书 的 附录 发 表 于 1704 
年 )， 其 中 试图 放弃 无 限 小 瞬 的 概念 而 转向 极限 的 观点 ， 
即 他 所 谓 的 “ 首 示 比方 法 "。 如 求 zo 的 流 数 ,他 令 x 变 为 
x+0，zm 变 为 (x+0)", 并 构成 两 变化 之 比 : 

(x+0)—x 1 
(X40 et "(oes+t 和 ” 


然后 让 o 趋 于 零 ,结果 得 1/nx"!, 他 称 之 为 “最 后 比 ", 实 
质 上 就 是 变化 率 的 极限 。 

无 穷 级 数 是 牛顿 微 积分 的 基本 工具 。 牛 顿 早 在 1664 
年 冬 已 将 二 项 定理 推广 到 有 理 指数 情形 , 并 于 1676 年 6 
月 致 皇家 学 会 秘书 也 奥 尔 登 堡 的 信 中 首次 公布 了 这 一 
发 现 。 他 同时 获得 了 三 角 函 数 、 对 数 函数 等 的 级 数 展开 。 

1687 年 ， 牛 顿 在 E. 哈雷 的 敦促 和 帮助 下 发 表 了 巨 
著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 《以 下 简称 《原理 》)。《 原 理 》 从 
作为 力学 基础 的 定义 和 公理 (运动 定律 ) 出 发 ， 将 整个 力 
学 建立 在 严谨 的 数学 演绎 基础 之 上 。 就 数学 本 身 而 言 ， 
《原理 》 不 仅 深入 地 运用 了 牛顿 本 人 创造 的 分 析 工 具 ; 而 
且 也 是 牛顿 微 积分 学 说 的 第 一 次 正式 公布 〈 前 述 三 篇 论 
文 虽 写作 在 先 , 却 发 表 在 后 )。 书 中 , 卷 1 第 1 章 11 条 引 
理 陈 述 了 首 末 比 方法 ， 卷 2 第 2 章 则 包含 了 无 穷 小 增 量 
和 流 数 方法 。 他 在 《原理 ?中 对 微 积分 基础 坚持 给 出 不 同 
的 解释 ， 说 明了 他 对 wo 
微 积分 基础 所 含 困难 
的 洞察 和 谨慎 态度 。 
但 《原理 中 对 微 积分 
命题 的 叙述 和 论证 采 
用 了 几何 的 形式 ， 这 
成 为 牛顿 微 积分 学 说 
的 一 个 弱点 ， 而 后 来 
固守 牛顿 的 方法 和 记 
号 ， 在 18 世 纪 阻 碍 了 
英国 数学 的 发 展 。 

牛顿 另 一 部 著作 
《广义 算术 》(1707) 包 
含 了 他 在 代数 学 领域 
的 一 系列 重要 发 现 ， 
如 nn 次 代数 方程 根 的 ” 
m 次 守 和 的 著名 公 
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式 、 实 系数 方程 虚 根 成 对 的 证 明 等 。 以 牛顿 的 名 字 命名 的 
代数 方程 数值 求 根 法 则 则 出 现在 他 的 着 作 《 流 数 术 》 中 。 
除 微 积分 和 代数 外 ,牛顿 在 数学 上 的 贡献 还 涉及 数论 . 解 
析 几 何 、 曲 线 分 类 、 变 分 法 乃至 概率 论 等 众多 的 分 支 。 
参考 书目 

D. T. Whiteside, The Mathematical Papers of Tsaac 
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R. Westfall, Never af Rest—A Biography of Isaac 
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牛顿 法 (Newton's method) ” 求 非 线性 方程 
(组 ) 零 点 的 一 种 重要 的 迭代 法 ,又 称 牛 顿 - 拉 弗 森 法 或 切 
线 法 。 其 要 点 是 , 若 在 非 线性 方程 f(z)=0 的 零点 
=x# 邻 域内 ， 函 数 f(z) 连续 可 微 且 了 (x) 不 为 零 ， 
2 (4 一 0)12，…) 是 ze* 的 近似 值 ， 则 在 此 邻 域 ,用 线性 
函数 
Tx) fx) + fxn) (2—an) 
近似 代替 f(x), 并 以 T(x) 的 零点 
Xa = xn— [Cf (x) fx) 

作为 x* 的 新 的 近似 值 .这 » 
种 通过 构造 序列 * ,Xs，… 
来 近似 x* 的 方法 就 是 牛 
顿 法 。 若 作 x) 是 实 函数 ， 
xy 是 实数 , 则 牛顿 法 有 明 
确 的 几何 意义 ， 过 点 (x 二 
了 xn)) 作曲 线 y=f(x) 的 
切线 T， 将 7 与 * 轴 的 交 
点 zti 作为 x* 的 新 近似 值 。 对 于 非 线 性 方程 组 ，x 和 
fx) 分 别 为 和 撩 变量 和 矢量 函数 ,[f'(x)]™! 为 用 x) 的 雅 可 
比 矩 阵 的 逆 和 矩阵。 由 牛顿 法 构造 的 序列 xi，xza，… 收敛 
于 x# 的 充分 条 件 是 ，@ 在 xz# 的 邻 域内 fr(x) 存在 且 
满足 李 普 希 效 条 件 ，- 即 对 x* 邻 域内 的 任意 **、x”， 
有 |f(z) 一 了 (x")|<alx' 一 x"|, 式 中 0<a<l; @ 
[f'(x*)J™! 存 在， @ 初 始 近似 值 x。 充分 接近 x*。 在 上 
述 条 件 下 ，x1,Xs，… 收敛 于 ze 的 速度 不 低 于 二 阶 。 为 
了 减弱 收敛 性 对 f 的 要 求 ,提高 收敛 速度 或 威 少 计算 量 ， 
牛顿 法 有 许多 变形 ,如 修正 牛顿 法 和 拟 牛 顿 法 。 

( 秀 华 谈 ) 


Cm fx) 


牛顿 法 求实 根 图 示 


niujle lilun 
纽 结 理论 (knot theory) 
链 锁 等 几何 现象 的 一 个 分 支 。 
基本 问题 绳 结 是 人 人 熟悉 的 ， 史 前 时 期 就 有 结 强 
记事 。 试 一 试 就 会 相信 ,图 1 中 的 两 个 结 不 一 样 :设法 把 
一 个 变形 成 另 一 个 ,除非 把 绳 头 抽 回 重 穿 。 绳 子 的 粗细 、 
长 短 、 曲 直人 允许 改变 ， 单 单 不 许 绳 头 重 穿 。 由 于 这 条 
规 短 不 易 精 确 描 述 ， 那 么 索性 规定 强 的 两 端 要 失 合 起 来 
(于 是 刚才 的 两 个 结 要 改 画 成 图 2)。 这 样 就 可 以 得 到 了 
数学 上 的 定义 , 纽 结 是 三 维 空间 中 的 不 与 自己 相交 的 封 
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拓扑 学 中 研究 强 结 、 


图 1 绳 结 


2 
2 纪委 
QD € 


图 3 有 双 围 链 环 


闭 曲线 ,或 者 说 ,三 维 空间 中 的 与 圆周 同 胚 的 图 形 。 两 个 
纽 结 等 价 是 指 存在 三 维 空间 本 身 的 一 个 变形 ， 把 一 个 变 
成 男 一 个 .与 平面 上 的 圆周 等 价 的 纽 结 称 为 平凡 纽 结 ( 因 
为 把 未 打 结 的 绳子 两 头 捡 合 得 到 的 圈 可 以 放 在 平面 上 )。 

如 果 不 是 考虑 一 条 闭 曲线 ， 而 是 同时 考虑 h 条 闭 曲 
线 , 要 求 它们 既 不 自 交 也 不 互 交 ,那么 就 得 到 hh 圈 链 环 的 
概念 。 等 价 性 的 定义 也 与 纽 结 的 相仿 。 图 3 中 是 两 个 非 
平凡 的 ( 即 不 等 价 于 互相 分 离 的 贺 周 的 ) 双 图 链 环 ， 它 们 
彼此 也 不 等 价 。 

纽 结 理论 的 基本 问题 是 ,怎样 区 分 不 等 价 的 纽 结 (或 
链 环 )? 它 是 三 维 拓扑 学 的 一 部 分 ， 因 为 曲线 打 结 与 链 锁 
是 三 维 空间 所 特有 的 现象 平面 上 、 四 维 以 上 的 空间 里 曲 
线 都 不 会 打 结 ), 而 且 它 所 研究 的 是 闭 曲线 在 三 维 空间 中 
安放 方式 的 差异 ， 并 不 是 闭 曲线 本 身 (它们 都 与 圆周 同 
胚 ， 因 而 彼此 都 同 胚 )。 

组 结 的 投影 ”每 个 纽 结 ,选取 适当 的 投影 方向 ,总 可 
以 使 它 在 平面 上 的 投影 的 自 交点 都 只 是 二 重 交叉 点 ! 以 
线 的 虚实 表现 交叉 的 情况 ， 就 得 到 纽 结 的 投影 图 。 纽 结 
的 等 价 类 被 它 的 投影 图 所 完全 确定 ， 但 是 等 价 的 纽 结 可 
以 有 不 同 的 投影 图 。 图 4 的 两 个 纽 结 是 分 别 与 图 2 的 两 
个 纽 结 等 价 的 , 它们 通常 称 为 三 叶 结 与 8 字 结 。 
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图 4 三 叶 结 和 8 字 结 


组 结 的 不 变量 ”要 证 明 两 个 纽 结 等 价 ， 只 须 用 绳 各 
作 一 个 模型 然后 把 一 个 变形 成 另 一 个 。 然 而 如 果 你 失败 


了 ,并 不 足以 证 明 这 两 个 纽 结 不 等 价 ,或 许 还 有 什么 诀 穹 
能 使 它们 互 变 呢 ! 因 此 ,要 证 明 两 个 纽 结 不 等 价 ， 必 须 用 
不 变量 , 即 纽 结 的 在 变形 下 不 改变 的 性 质 。 

不 变量 之 一 是 纽 结 的 群 ， 即 从 三 维 空间 中 挖 去 该 纽 
结 后 所 余 的 开 集 的 基本 群 。 它 容易 计算 ， 有 简单 的 步 缀 
从 该 纽 结 的 投影 图 来 写 出 它 的 母 元 和 关系 。 然 而 它 不 易 
鉴别 ,因为 用 母 元 和 关系 写 出 的 两 个 群 ,没有 普遍 适用 的 
办 法 来 鉴定 它们 是 否 同 构 。 平 凡 纽 结 的 特征 是 ， 它 的 群 
是 无 限 循环 群 。 然 而 , 群 相同 的 纽 结 不 一 定 等 价 。 图 5 中 
的 两 个 三 叶 结 互 为 镜像 ,因而 有 相同 的 群 ,但 是 它们 不 等 
价 .图 6 是 两 个 常用 的 结 ,也 是 群 相同 而 不 等 价 。 众 所 周 
知 ,左边 的 结 牢靠 ， 有 方 结 \ 外 科 结 等 名 称 ， 而 右边 的 易 
散 , 被 称 为 懒散 结 。 那 是 它们 的 物理 性 质 ,不 是 几何 性 质 。 
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组 结 的 运算 ”在 一 条 强 上 先后 打 两 个 结 ， 其 结果 称 
为 两 个 结 的 和 (图 7)。 很 明显 ,这 加 法 满足 结合 律 ,平凡 
结 起 着 零 的 作用 。 交 换 律 可 以 从 图 8 看 出 。 全 体 纽 结 在 
加 法 运算 下 构成 一 个 交换 半 群 。 就 象 每 个 正 整数 在 乘法 
运算 下 有 唯一 的 素 因子 分 解 一 样 ， 每 个 非 平凡 的 纽 结 可 
以 分 解 成 素 纽 结 ( 即 不 能 再 分 解 的 非 平凡 纽 结 ,例如 三 叶 
结 与 8 字 结 ) 的 和 ,而 且 只 有 一 个 这 样 的 分 解 式 。 方 结 是 
三 叶 结 与 其 镜像 之 和 ， 而 懒散 结 则 是 两 个 三 叶 结 之 和 。 
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图 8 纽 结 加 法 交换 律 


历史 与 现状 C.F. 高 斯 在 1833 年 研究 电动 力学 时 
引进 了 闭 曲线 之 间 的 环绕 数 ， 这 是 纽 结 理论 的 基本 工具 
之 一 .1880 年 左右 出 现 了 最 早 的 纽 结 表 。 纽 结 理论 后 来 随 
着 代数 拓扑 学 的 发 展 而 前 进 ， 也 反 过 来 刺激 了 代数 拓扑 


学 的 发 展 。1910 年 M. W. 德 思 引 进 纽 结 的 群 的 概念 ， 
1928 年 J.W. 亚历山大 引进 了 纽 结 的 多 项 式 这 个 更 易 处 
理 的 不 变量 ， 都 是 重要 的 进步 。 纽 结 理论 是 拓扑 学 的 一 
个 引人入胜 的 领域 ， 一 方面 因为 它 研究 的 是 看 得 见 摸 得 
着 的 丰富 多 彩 的 几何 现象 ， 有 着 许多 问题 等 待人 们 去 解 
决 , 另 一 方面 也 因为 它 相当 奥妙 ,需要 动用 各 种 各 样 的 方 
法 ,成 了 诸如 群 论 .矩阵 论 .数论 、 代数 几何 、 微 分 几何 等 
众多 学 科 与 拓扑 学 交汇 的 地 方 。 

目前 ,已 经 有 了 能 够 判断 纽 结 的 等 价 性 的 算法 ,可 以 
造 出 一 台 机 器 ,输入 任意 两 个 纽 结 的 投影 图 , 它 都 能 判定 
它们 是 否 等 价 。 然 而 这 只 解决 了 理论 上 的 可 判定 性 ， 还 
不 切实 可 行 。 在 实际 计算 方面 ， 已 发 明了 一 些 新 的 多 项 
式 不 变量 , 它们 比 亚 历 山大 多 项 式 包含 更 多 的 信息 。 

由 于 纽 结 、 链 环 与 三 维 、 四 维 流 形 的 构造 和 分 类 有 深 
刻 的 联系 ,与 奇 点 理论 也 密切 相关 ,也 由 于 高 维 纽 结 (n 维 
球面 在 n+2 维 空间 中 安放 方式 ) 的 研究 的 进展 ， 纽 结 理 
论 近年 来 引起 更 多 人 的 兴趣 。 它 也 被 应 用 于 化 学 中 大 分 
子 的 空间 结构 的 研究 ,例如 遗传 物质 DNA 的 研究 。 

参考 书目 

R. H. Crowell and R. H. Fox, Introduction to Knot 
Theory, Springer-Verlag, New York, 1963. 
D. Rolfsen, Knots and Links, Publish or Perish, Berkeley, 


1976. 
〈 美 伯 购 ) 
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诺 模 图 


(nomogram) 。 见 算 图 。 
Nuote 
诺 特 , (A.)E.。 (Amalie Emmy Noether 1882~ 
1935) 。 德国 数学 家 。 抽 象 代数 的 英 基 人 。1882 年 3 
月 23 日 生 于 埃 尔 朗 根 , 1935 年 4 月 14 日 卒 于 布 林 莫 尔 。 
是 M. 诺 特 的 长 女 。1900 年 入 
埃 尔 朗 根 大 学 ，1904 年 正式 注 
册 成 为 大 学 生 ,1907 年 底 在 P. 
A. 哥 尔 丹 指 导 下 获 博士 学 位 ， 
1915 年 4 月 去 格 丁 根 , 因为 她 
是 妇女 ， 一 直 没有 得 到 正式 教 
职 , 由 于 D. 希 尔 伯 特 和 了 . 克 
莱 因 的 支持 ,1919 年 6 月 , 才 取 
得 格 丁 根 大 学 授课 资格 ，1922 
年 4 月 为 编外 副教授 。1923 年 
开始 领取 讲课 津贴 。1928 一 1929 年 曾 访问 苏联 ，1932 年 
同 E. 阿 基 一 起 获 阿 克 曼 - 托 依 布 纳 奖 ， 同 年 9 月 在 国际 
数学 家 大 会 上 作 大 会 报告 。1933 年 4 月 , 因为 是 犹太 人 
被 纳粹 政府 解职 ,同年 10 月 赴 美 。 先 后 在 普林斯顿 高 等 
研究 所 及 布 林 莫 尔 女子 学 院 工作 , 1935 年 在 一 次 肿瘤 手 
术 后 逝世 于 布 林 莫 尔 。 

诺 特 的 数学 思想 直接 影响 了 30 年 代 以 后 代数 学 乃 
至 代数 拓扑 学 .代数 数论 .代数 几何 的 发 展 。 她 的 早期 工 
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作 主 要 研究 代数 不 变 式 及 微分 不 变 式 (1907 一 1919)。 她 
在 博士 论文 中 给 出 三 元 四 次 型 的 不 变 式 的 完全 组 。 还 解 
决 了 有 理 函数 域 的 有 限 有 理 基 的 存在 问题 。 对 有 限 群 的 
不 变 式 具 有 有 限 基 给 出 一 个 构造 性 证 明 。 她 不 用 消去 法 
而 用 直接 微分 法 生成 微分 不 变 式 ， 在 格 丁 根 大 学 的 就 职 
论文 中 ， 讨 论 连续 群 (地 群 ) 下 不 变 式 同 题 ， 给 出 诺 特定 
理 , 把 对 称 性 ,不 变性 和 物理 的 守恒 律 联 系 在 一 起 。 

1920 一 1927 年 间 她 主要 研究 交换 代数 与 “交换 算 
术 "。1916 年 后 , 她 接触 R. 戴 德 金 等 人 的 工作 ,开始 由 古 
典 代数 学 向 抽象 代数 学 过 渡 。1920 年 ,她 已 引入 “ 左 模 ”"、 
“ 右 模 "的 概念 。1921 年 写 出 的 《 整 环 的 理想 理论 ?是 交 
换代 数 发 展 的 里 程 碑 。 建 立 了 交换 诺 特 环 理论 ,证 明了 准 
素 分 解 定理 。1926 年 发 表 《 代 数 数 域 及 代数 函数 域 的 理 
想 理论 的 抽象 构造 》， 给 戴 德 金 环 一 个 公理 刻画 ， 指 出 素 
理想 因子 唯一 分 解 定理 的 充分 必要 条 件 。 这 两 篇 文章 包 
含 抽象 代数 的 精髓 。 

1927 一 1935 年 ， 诺 特 研究 非 交 换代 数 与 “ 非 交换 算 
术 "。1927 年 起 , 她 把 表示 理论 ,理想 理论 及 模 理论 统一 
在 所 谓 “ 超 复 系 " 即 代数 的 基础 上 。 后 又 引进 交叉 积 的 概 
念 并 用 来 决定 有 限 维 伽 罗 瓦 扩 张 的 布 饶 尔 群 。 最 后 导致 
代数 的 主 定理 的 证 明 ， 代数 数 域 上 的 中 心 可 除 代数 是 循 
环 代数 (1932)。 

1926~1927 年 , 诺 特 同 开 .C. 亚 历 山 德 罗 夫 和 HH. 要 
普 夫 关于 组 合 拓扑 学 的 讨论 ,使 群 、 模 等 概念 进入 组 合 拓 
扑 学 而 导致 代数 拓扑 学 的 兴起 。 

诺 特 的 思想 通过 范 * 德 ， 瓦尔 登 6 近 世代 数学 》(I， 
1930; IE,1931) 的 出 版 得 到 广泛 的 传播 。 她 的 主要 论文 
收 在 《 诺 特 全 集 》(1982) 中 。 ( 胡 作 云 ) 


Nuote 

诺 特 ,M， (Max Noether 1844~1921) 德国 
数学 家 。 忆 . 诺 特 之 父 。1844 年 9 月 24 日 生 于 曼 海 姆 ， 
1921 年 12 月 13 日 在 埃 尔 朗 根 去 世 。14 岁 患 小 儿 麻 痹 
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定 , 留 下 行走 不 便 的 后 遗 症 ,在 家 完成 中 学 学 业 并 自修 大 
学 数学 。 在 曼 海 姆 观象台 短期 工作 之 后 , 1865 年 入 海德 
堡 大 学 学 习 , 1868 年 获 博士 学 
位 ， 并 于 1870 年 任 无 薪 讲 师 ， 
1874 年 为 副教授 。 次 年 到 埃 尔 
朗 根 大 学 任 副教授 , 1888 年 为 
教授 。1919 年 退休 。 

诺 特 是 代数 几何 学 家 。 他 
研究 代数 后 在 双 有 理 变 换 之 下 
的 不 变性 质 , 证 明 通过 二 次 
变换 可 把 平面 代数 曲线 的 奇 点 
化 简 。1873 年 证 明 著 名 的 诺 特 
定理 ， 并 推广 到 曲面 。 此 定理 的 推广 和 证 明 直 接 导致 多 
项 式 理想 理论 。1882 年 ,他 同 G.-H. 阿尔 方 关 于 空间 曲 
线 分 类 的 论文 分 享 施 泰 纳 奖 。 诺 特 关 于 代数 曲面 的 公式 
是 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 特殊 情形 。1894 年 ， 他 和 人 A. W. 
von 布 里 尔 曾 对 代数 函数 论 的 几何 方向 进行 系统 总 结 。 

( 胡 作 言 ) 


NuoyIiman 

诺 伊 曼 , C. G. von (Carl Gottfried von Neu- 
mann 1832~1925) 德国 数学 家 。1832 年 5 月 7 
日 生 于 柯 尼斯 堡 〈 今 苏联 加 里 宁 格 勒 )，1925 年 3 月 27 
日 卒 于 莱比锡 。 他 就 学 于 柯 尼斯 堡 大 学 , 1855 年 获 博士 
学 位 ,1858 年 在 哈雷 大 学 讲授 数学 ,1863 年 为 助理 教授 ， 
1865 年 任 落 宾 根 大 学 教授 ,1868 一 1911 年 任 莱比锡 大 学 
教授 。 

诺 伊 曼 在 偏 微 分 方程 边 值 问题 方面 有 许多 贡献 。 他 
首创 解 狄 利克 雷 问 题 的 算术 平均 法 (1870)， 对 平面 凸 边 
界 曲线 和 空间 凸 曲面 情形 证 明了 狄 利 克 雷 问题 解 的 存在 
性 。 位 势 理论 中 第 二 边 值 问题 一 直 以 他 的 名 字 命名 。 他 
还 引进 对 数位 势 的 概念 发 展 了 B. 罗 腕 的 代数 函数 理 
论 。 诺 伊 曼 还 与 R. F. A. 克 茉 布什 于 1868 年 共同 创办 
了 德国 数学 杂志 《数学 年 刊 》。 《〈 李 文 林 ) 


Ouduokesuos! 


欧 多 克 索 斯 《Eudoxus 约 公元 前 400 一 前 347) 
古 希腊 数学 家 、 天 文学 家 ,在 地 理 、 医 学 法 律 等 方面 也 有 
贡献 。 生 于 尼 多 斯 ( 今 土 耳 其 西南 角 )， 曾 受 教 于 柏拉图 
及 阿尔 希 塔 斯 , 以 后 游历 埃及 和 小 亚细亚 等 地 ,在 基 齐 库 
斯 ( 今 马尔 马 拉 海南 岸 ) 建 立 学 派 。 他 是 最 早 研究 球面 天 
文 和 描述 星座 的 希腊 科学 家 ， 倡 导 同 心 球 理论 来 解释 日 
月 星辰 的 运动 。 

在 数学 方面 ,他 最 大 的 功绩 是 创立 了 比例 论 。 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》 第 5 卷 《比例 论 》 大 部 分 采 自 他 的 工作 。 
过 去 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 比例 论 只 适用 于 可 通 约 量 ， 欧 多 
克 索 斯 打破 了 这 个 限制 ,用 公理 法 来 建立 体系 现今 数学 
中 盛 称 的 “ 阿 基 米 德 公理 "对 于 任意 二 正 数 avb, 必 存 在 
自然 数 "使 得 na>b), 阿 基 米 德 明确 地 把 它 归功 于 欧 多 
克 索 斯 。 后 者 还 证 明了 一 个 十 分 重要 的 命题 ， 取 去 一 量 
之 半 , 再 取 去 所 余 之 半 , 这 样 继续 下 去 ， 可 使 所 余 的 量 小 
于 另 一 任 给 的 小 量 。 这 是 近代 极限 论 的 前 驱 。 他 曾 研究 
“中 末 比 "和 *“ 倍 立方 "问题 ,把 德 议 克利 特 的 “原子 法 "( 几 
何 体 可 以 看 作 由 有 限 多 个 不 可 再 分 的 原子 所 构成 ) 和 安 
提 丰 的 “ 穷 竟 法 "建立 在 较 稳健 的 基础 上 ， 并 用 归 雇 法 证 
明了 德 谎 克利 特 提出 的 命题 ;圆锥 ,棱锥 的 体积 是 等 底 等 
高 的 圆柱 ,棱柱 体积 的 1/3。 欧 多 克 索 斯 的 著作 很 多 ， 可 
惜 都 没有 流传 下 来 。 ( 梁 宗 巨 ) 


Oujilide 

欧 几 里 得 (Euclid 活动 于 约 公元 前 300) 古 希 
腊 数 学 家 。 以 其 所 著 的 《几何 原本 》( 简 称 《 原 本 》) 闻名 
于 世 。 关 于 他 的 生平 ， 现 在 知 
道 的 很 少 。 早 年 大 概 就 学 于 雅 
典 ， 深 知 柏拉图 的 学 说 。 公 元 
前 300 年 左右 ,在 托 勒 密 王 ( 公 
元 前 364 一 前 283) 的 邀请 下 ， 
来 到 亚历山大 ， 长 期 在 那里 工 
作 。 他 是 一 位 温 良 敦厚 的 教育 
家 ， 对 有 志 数 学 之 士 ， 总 是 循 
循 善 诱 。 但 反对 不 肯 刻 苦 钻研 、 
投机 取 巧 的 作风 ， 也 反对 狭隘 
实用 观点 。 据 普罗 克 次 斯 ( 约 410 一 485) 记 载 , 托 勒 密 王 
曾经 问 欧 几 里 得 ， 除 了 他 的 《几何 原本 ?之 外 ， 还 有 没有 
其 他 学 习 几 何 的 捷径 。 欧 几 里 得 回答 说 :“ 在 几何 里 , 没 
有 专 为 国王 铺设 的 大 道 。" 这 句 话 后 来 成 为 传诵 千古 的 学 
习 息 言 。 斯 托 贝 乌 斯 ( 约 500) 记 述 了 另 一 则 故事 ， 说 一 
个 学 生 才 开 始 学 第 一 个 命题 ， 就 问 欧 几 里 得 学 了 几何 学 
之 后 将 得 到 些 什么 。 欧 几 里 得 说 ， 给 他 三 个 钱币 ， 因 为 


他 想 在 学 习 中 获取 实 利 。 

欧 几 里 得 将 公元 前 7 世纪 以 来 希腊 几何 积累 起 来 的 
丰富 成 果 整理 在 严密 的 逻辑 系统 之 中 ， 使 几何 学 成 为 一 
门 独 立 的 ,演绎 的 科学 。 除 了 《几何 原本 》 之 外 ,他 还 有 不 
少 著作 ,可 惜 大 都 失传 .已 知 数 》 是 除 《 原 本 》 之 外 唯一 保 
存 下 来 的 他 的 希腊 文 纯粹 几何 著作 ， 体 例 和 《原本 》 前 6 
卷 相近 ,包括 94 个 命题 ,指出 若 图 形 中 某 些 元 素 已 知 , 则 
另外 一 些 元 素 也 可 以 确定 。《 图 形 的 分 割 》 现 存 拉丁 文本 
与 阿拉 伯 文 本 ， 论 述 用 直线 将 已 知 图 形 分 为 相等 的 部 分 
或 成 比例 的 部 分 。 光 学 ?是 早期 几何 光学 著作 之 一 ,研究 
透视 问题 ,叙述 光 的 入 射 角 等 于 反射 角 ， 认 为 视觉 是 眼 
睛 发 出 光线 到 达 物 体 的 结果 。 还 有 一 些 著作 未 能 确定 是 
否 属 于 欧 几 里 得 ,而 且 已 经 散失 。 ( 梁 宗 巨 ) 


Oujilide jihexue 
欧 几 里 得 几何 学 (Euclidean geometry) 
简称 欧 氏 几何 ， 主 要 是 以 欧 几 里 得 平行 公理 为 基础 的 几 
何 学 。 它 的 创始 人 是 古代 希腊 的 伟大 数学 家 欧 几 里 得 。, 公 
元 前 7 世纪 左右 ， 埃 及 的 几何 知识 由 希腊 的 自然 哲学 者 
泰勒 斯 传人 希腊 。 希 腊 学 者 不 仅 发 现 了 许多 新 的 几何 问 
题 ,而 且 开始 把 逻辑 学 的 思想 方法 引进 几何 学 ,对 几何 问 
题 进行 了 逻辑 推理 和 证 明 ， 促 进 了 几何 学 的 发 展 。 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 研究 了 许多 问题 。 例 如 ,三 角形 的 内 角 和 ,五 
种 正 多 面体 ,黄金 分 割 等 ,发 现 了 比例 中 项 定理 ， 毕 达 哥 
拉 斯 定理 。 雅 典 学 派 的 希 波 克拉 底 、 柏 拉 图 、 欧 多 克 沦 斯 
等 人 ,对 几何 学 的 发 展 有 很 大 的 贡献 ,他 们 曾 提出 有 名 的 
希腊 几何 三 大 问题 : 任意 角 三 等 分 问题 ,立方 倍 积 问题 、 
化 加 为 方 问题 , 希 波 克拉 底 曾 对 一 些 几何 定理 作出 证 明 ， 
为 几何 的 逻辑 结构 打下 初步 基础 。 柏 拉 图 把 逻辑 思想 引 
进 几 何 学 ,使 几何 系统 逐渐 严格 化 , 欧 多 克 索 斯 的 比例 论 
和 穷尽 法 是 近代 微 积分 思想 的 济源 。 

希腊 人 积累 的 几何 知识 同 逻辑 思想 结合 起 来 ， 为 几 
何 的 系统 化 、 公 理化 以 及 欧 几 里 得 的 & 几 何 原本 》 的 出 现 
英 定 了 基础 。 欧 几 里 得 是 希腊 亚历山大 学 派 的 创始 人 ， 
他 按照 逻辑 系统 把 几何 命题 整理 起 来 ， 完 成 了 数学 史上 
的 光辉 著作 《几何 原本 》。 这 本 书 问世 以 后 的 两 干 年 中 ,一 
直 被 用 作 教科 书 。 它 被 认为 是 学 习 几 何 知识 和 培养 逻辑 
思维 能 力 的 典范 教材 ， 而 且 世界 上 大 多 数 国家 都 有 《 几 
何 原本 ?的 详 本 。 中 国 最 古 的 详 本 是 明代 徐光启 译 出 的 ， 
“几何 "一 词 就 是 他 第 一 个 使 用 的 。《 几 何 原本 ?除了 有 它 
的 数学 教育 意义 外 ,还 有 它 的 数学 方法 论 的 意义 。 欧 几 里 
得 从 一 些 定义 、 公 理 和 公设 出 发 ， 运 用 演绎 推理 的 方法 ， 
从 已 得 的 命题 逐 辑 地 推出 后 面 的 命题 ， 从 而 展开 《几何 
原本 > 的 全 部 几何 内 容 。 从 当时 的 人 类 文化 水 平 来 看 ,这 
是 一 种 很 严谨 的 几何 逻辑 结构 ， 欧 几 里 得 的 这 种 逻辑 地 
建立 几何 的 尝试 ,成 为 现代 公理 法 的 源流 。 

《几何 原本 》 全 书 共 13 卷 , 除 其 中 第 5、 第 7、 第 8、 第 
9 和 第 10 卷 是 讲述 比例 和 算术 理论 外 ,其余 各 卷 都 是 讲 
述 几 何 内 容 的 。 第 1 卷 内 容 有 平行 线 ` 三 角形 ,平行 四 边 
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形 的 定理 ， 第 2 卷 主 要 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 其 应 用 ; 第 
3 卷 讲述 关于 圆 的 定理 ， 第 4 卷 讨论 贺 的 内 接 与 外 切 多 
边 形 定理 ， 第 6 卷 内 容 是 相似 理论 ， 最 后 3 卷 是 立体 几 
何 。 这 些 几 乎 包含 了 现在 中 学 所 学 的 平面 几何 、 立 体 几 
何 的 全 部 内 容 。 

正如 欧 几 里 得 所 阐述 的 ,《 几 何 原本 》 是 一 个 数学 知 
识 的 逻辑 体系 ,结构 是 由 定义 ,公设 ,公理 ,定理 组 成 的 演 
绎 推理 系统 。 在 第 1 卷 开始 他 首先 提出 23 个 定义 , 前 6 
个 定义 是 ，@ 点 没有 大 小 ; 加 线 有 长 度 没有 宽度 ! @ 线 
的 界 是 点 ，@ 直 线 上 的 点 是 同样 放置 的 ，@ 面 只 有 长 度 
和 宽度 ;@ 面 的 界 是 线 。 在 定义 之 后 有 5 个 公设 ，@ 从 任 
意 点 到 另 一 点 可 以 引 直线 ，@@ 有 限 直 线 可 以 无 限 延长 ， 
轿 以 任意 点 为 圆心 ， 可 用 任意 半径 作 圆 ，@ 所 有 直角 都 
相等 @@ 如 果 两 条 直线 与 另 一 条 直线 相交 ， 所 成 的 同 侧 
内 角 的 和 小 于 两 直角 ,那么 这 两 条 直线 在 这 一 侧 必 相 交 。 
其 次 ,有 5 个 公理 ,GD 等 于 同 量 的 量 相等 ; @@ 等 量 加 等 量 
其 和 相等 ，@ 等 量 减 等 量 其 差 相 等 ，@ 可 重合 的 图 形 全 
等 ; @@ 全 体 大 于 部 分 。 在 公理 后 面 ， 欧 几 里 得 便 证 明和 名 
个 命题 ,每 个 命题 都 要 以 公设 ,公理 或 它 前 面 的 命题 作为 
证 明 的 根据 , 按 逻 辑 的 相关 性 把 它 排列 成 命题 ]、.2、.3、…。 
这 些 命题 实际 上 就 是 人 们 所 说 的 “定理 "。 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 虽 然 在 教育 和 科学 意义 上 ， 
在 历史 上 受到 很 高 的 评价 ， 但 用 现在 的 科学 水 平衡 量 ， 
它 的 几何 逻辑 结构 在 严谨 性 上 还 存在 很 多 缺点 。 首 先 ， 
欧 几 里 得 的 定义 并 不 能 成 为 一 种 数学 定义 ， 有 的 不 过 是 
儿 何 对 象 点 、 线 , 面 的 一 种 直观 描述 ,有 的 含混 不 清 ,这 些 
定义 在 后 面 的 论证 中 ,实际 上 是 无 用 的 。 其 次 , 欧 几 里 得 
的 公设 和 公理 ,是 远 不 够 用 的 ,因而 在 《几何 原本 的 许多 
命题 的 论证 中 ,不 得 不 借助 直观 ,或 者 或 明 或 暗 地 引 用 了 
用 他 的 公设 和 公理 无 法 证 明 的 事实 。 特 别 要 指出 的 是 研 
究 《 几 何 原本 ?的 许多 学 者 都 注意 到 欧 几 里 得 的 第 五 公设 
比较 复杂 ， 看 来 很 象 定理 。 欧 几 里 得 之 后 的 两 千年 很 多 
学 者 都 试图 用 其 他 公设 和 公理 加 以 证 明 ， 但 都 失败 。 直 
到 19 世纪 ,C. 了 . 高 斯、 于 , 了 H. 罗 巴 切 夫 斯 基 J. 波 尔 约 、 
B. 黎 旦 等 发 现 了 非 欧 几何 , 才 了 解 到 欧 几 里 得 第 五 公设 
不 是 其 余 公设 和 公理 的 推论 ， 不 能 用 那些 公设 和 公理 来 
证 明 ,而 是 一 个 独立 的 命题 。 

在 欧 几 里 得 几何 体系 中 ,第 五 公设 和 "在 平面 内 过 已 
知 直 线 外 一 点 ， 只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 "相等 价 ， 
现在 把 后 一 命题 称 作 欧 几 里 得 平行 公理 。 它 体现 了 “ 欧 
几 里 得 几何 "与 " 非 欧 几 里 得 几何 "的 区 别 。 

19 世纪 末期 ,德国 数学 家 D. 硕 尔 伯 和 村 于 1899 年 发 
表 了 著名 的 著作 《几何 基础 》 书 中 成 功 地 建立 了 欧 几 里 
得 几何 的 完整 的 公理 体系 ， 这 就 是 所 谓 希 尔 伯 特 公理 体 
系 ， 希 尔 伯 特 首先 抽象 地 把 几何 基本 对 象 叫做 点 直线 、 
平面 。 作 为 不 定义 元 素 , 分 别 用 A、B、C、…,a.bc、…,a、 
BY、… 表 示 ， 然 后 用 5 组 公理 : 结合 公理 ,顺序 公理 、 合 
同 公理 、 平 行 公理 、 连 续 公理 来 确定 基本 几何 对 象 的 性 
质 ， 用 这 5 组 公理 作为 推理 的 基础 ， 可 以 逻辑 地 推出 欧 
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几 里 得 几何 的 所 有 定理 ， 因 而 使 殉 几 里 得 几何 成 为 一 个 
逐 辑 结构 非常 完善 而 严谨 的 几何 体系 。 希 尔 伯 特 公理 体 
系 的 完成 ， 不 仅 使 欧 几 里 得 《几何 原本 的 完善 工作 告 一 
朋 落 ， 且 使 数学 公理 法 基本 形成 ,促使 20 世纪 整个 数学 
有 了 较 大 的 发 展 ,甚至 这 种 影响 也 扩大 到 其 他 科学 领域 ， 
如 物理 ,力学 等 。 

希 尔 伯 特 公理 体系 中 的 公理 如 下 ， 

结合 公理 ”@ 对 于 两 点 4、 B, 存在 通过 这 两 点 的 直 
线 a; @ 对 于 不 同 两 点 A、B， 至 多 存在 一 条 直线 通过 这 
两 点 ，@ 每 条 直线 上 至 少 有 两 点 ， 至 少 存在 三 点 不 在 同 
一 直线 上 ; @@ 对 于 不 在 同一 直线 上 的 三 点 A、.B.C, 存在 
通过 这 三 点 的 平面 4， 在 每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 ; @ 
对 于 不 在 同一 直线 上 的 三 点 A.B.C， 至 多 有 一 个 平面 a 
通过 这 三 点 ，@ 如 果 直 线 4 的 两 点 4.B 在 平面 a 上 , 那 
么 直线 6 的 每 个 点 都 在 平面 a 上; @ 如 果 两 个 平面 a、B 
通过 一 点 A, 那 么 它们 通过 另 一 个 点 B;@ 至 少 存在 四 个 
不 在 同一 平面 上 的 点 。 结 合 公理 @~@@ 确 定 了 点 、 直 线 、 
平面 的 结合 关系 ,结合 关系 叙述 为 “在 …… 上 ”和 “…… 通 
过 ……"”。 利 用 结合 公理 @ 一 @ 就 可 以 推出 一 系列 定理 。 
例如 ，@ 两 条 直线 至 多 有 一 个 交点 ， 两 个 平面 或 者 没有 
交点 ,或 者 有 一 条 相交 直线 ;平面 和 不 在 其 上 的 直线 至 多 
有 一 个 交点 。@@ 通 过 一 条 直线 和 不 在 其 上 的 一 点 ， 或 通 
过 相交 的 两 条 直线 ,有 且 只 有 一 个 平面 ,每 个 平面 上 至 少 
有 三 点 。 

顺序 公理 ”@ 如 果 点 了 B 在 点 4.C 之 间 ， 那 么 点 A、 
B.C 是 一 条 直线 上 的 不 同 三 点 ,而 且 点 B 也 在 点 C、A 之 
间 。@ 对 于 两 点 4.C, 直线 AC 上 至 少 存在 一 点 B, 使 点 
C 在 点 A.B 之 间 。@ 在 一 条 直线 上 的 三 点 中 , 至 多 有 一 
点 在 另 两 点 之 间 。 轿 设 A、B、C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 
点 ，a 是 平面 ABC 上 的 一 条 直线 ,但 不 通过 三 点 A、B、C 
的 任何 一 个 ,如 果 直 线 4 通过 线段 AB 上 的 点 , 那么 它 或 
者 通过 线段 AC 上 的 点 ,或 者 通过 线段 BC 上 的 点 。 顺 序 
公理 四 又 叫做 帕 施 公理 ， 顺 序 公理 @ 一 四 确定 了 几何 元 
素 顺 序 关 系 , 这 种 关系 叙述 为 "…… 在 …… 之 间 "。 利 用 顺 
序 公理 @ 一 @@ 和 结合 公理 @ 一 @” 就 可 以 推出 一 系列 有 
关 有 顺序 的 定理 ， 例 如 ，@ 直 线 a 上 的 点 0 把 这 条 直线 上 
的 其 他 点 分 为 两 类 ,使 点 0 不 在 同一 类 的 两 点 之 间 , 而 在 
不 同类 的 两 点 之 间 。@ 在 平面 a 上 的 每 条 直线 a, 把 a 上 
不 在 直线 a 上 的 点 分 为 两 类 ， 使 同一 类 的 两 点 确定 的 线 
眉 与 直线 a 没有 交点 ， 而 不 同类 的 两 点 确定 的 线段 与 直 
线 上 有 交点 。 回 每 个 平面 «把 不 在 其 上 的 点 分 为 两 类 ， 
使 同一 类 的 两 点 确定 的 线段 与 平面 没有 交点 ,而 不 同 
类 的 两 点 确定 的 线段 与 直线 a 有 交点 。 

合同 公理 ”@ 如 果 A、B 是 直线 a 上 的 两 点 ,4' 是 同 
一 条 或 另 一 条 直线 a' 上 的 一 点 ， 那 么 在 直线 a 上 点 A' 
的 一 侧 ,总 有 一 点 B' 使 线段 AB 合同 于 线段,A'B'。 对 于 
每 个 线段 4B, 都 有 合同 关系 AB 三 BA;@ 如 果 线段 A'B'、 
4"B" 都 合同 于 同一 线段 AB, 那么 线段 A'B' 合同 于 线 息 
A"B", 就 是 说 ,如 果 A'B'=AB,A"B”=AB, 那么 A'B'= 


A"B”， 回 设 线段 AB 和 BC 是 直线 a 上 的 两 个 线段, 没 
有 公共 内 点 ，A'B' 和 B'C' 是 同一 条 或 另 一 条 直线 ar 上 
的 两 个 线段 ， 也 没有 公共 内 点 。 如 果 4B= 4A'B'，BC= 
B'C', 那 么 AC=A'C';@ 在 平面 a 上 有 一 个 角 人 ( 尿 ), 在 
同一 个 或 另 一 个 平面 a" 上 有 一 条 直线 a', 而 且 在 平面 a” 
上 给 出 直线 a' 的 一 侧 ， 设 如 是 直线 a' 上 从 点 0 出 发 的 
射线 ,那么 在 平面 w 上 有 且 只 有 一 条 射线 已， 使 和 ( 忆 ) 
合同 于 人 (h'k')， 而 且 人 (h'k') 的 内 点 都 在 a' 的 已 知 一 
侧 。 每 个 角 合同 于 自身 ， 即 : 和 (kk) 三 人 (hk), 和 (hk) 二 
人 人 (kh); 国 设 A.B、C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 , A'、B'、 
C' 也 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 如 果 AB=A'B', AC= 
A'C', 上 且 ~BAC=~B'A'C'， 那 么 /4BC=~A'B'C'， 
/4CB= 人 A'C'B'。 合 同 公理 人 ~ 人 @ 确 定 了 线段 或 角 的 
合同 关系 这 种 关系 叙述 为 "…… … 等 
于 ……"。 利 用 合同 公理 ~@、 结 合 公理 @~@ 和 顺序 
公理 @ 一 @, 就 可 以 推出 一 系列 的 有 关 定理 , 例如 :@ 关 
于 三 角形 合同 的 几 个 定理 ， 加 所 有 直角 都 相等 ! @@ 每 个 
线 彼 都 有 唯一 中 点 ; 轿 每 个 角 都 有 唯一 平分 线 ， 回 三 角 
形 的 外 角 大 于 不 相 邻 的 内 角 。 
平行 公理 ”如果 a 是 任意 直线 ，A 是 不 在 a 上 的 一 
点 ,那么 在 a。 和 A 确定 的 平面 上 ， 只 有 一 条 直线 通过 A， 
且 不 与 4 相交 ,平行 公理 确定 了 直线 的 平行 关系 ,这 种 关 
系 银 述 为 …… 平 行 于 ……”"， 利 用 平行 公理 和 结合 公理 
_@O~@, 硕 序 公理 人 一 @@ 和 合同 公理 @ 一 @, 就 可 以 推出 
一 系列 的 有 关 定 理 。 例 如 ，@ 平 行 于 同一 条 直线 的 两 条 
直线 平行 ，@ 两 条 平行 直线 与 第 三 条 直线 相交 ,同位 角 、 
错 角 相等 ，@@ 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 直角 ;@ 和 矩形 存在 ; 
@@ 相 似 形 存在 ; 轿 勾 股 定理 。 
连续 公理 ”四 对 于 任意 两 个 线 息 AB 和 CD, 在 直线 
AB 上 存在 有 限 个 点 41、A,、…、A。, 使 线段 AA1.A1A;、…、 
A。-14 都 合同 于 线段 CD, 而 且 点 B 在 4、.4。 之 间 。 回 一 
直线 上 的 点 的 集合 ， 在 保持 结合 公理 O 和 @、 顺 序 公理 
回合 同 公理 @ 一 人 @、 连 续 公理 @ 的 条 件 下 ， 不 可 能 再 扩 
充 。 连 续 公理 @ 叫 做 阿 基 米 德 公理 ， 连 续 公理 @@ 叫 做 直 
线 的 完备 性 公理 ,现在 直线 的 完备 性 公理 ,多 用 康 托 尔 公 
理 或 戴 德 金 公理 来 代 蔡 ， 连 续 公理 @O 和 @ 确 定 了 直线 上 
点 的 连续 性 ， 也 就 是 直线 上 的 点 和 所 有 实数 成 一 一 对 应 
关系 ,利用 连续 公理 @O 和 @@ ,结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公 
理 就 可 以 推出 一 系列 有 关连 续 性 的 定理 ,例如 :@ 对 于 任 
意 实数 go>0, 总 有 一 个 线 毁 长 度 等 于 a; @ 如 果 直 角 的 
角度 是 w， 那么 对 于 任意 实数 4,0<a<w， 总 有 一 个 角 ， 
角度 等 于 a; @ 如 果 直 线 通过 圆 内 的 点 ， 那 么 它 与 贺 相 
交 于 两 点 ，@@ 如 果 一 个 圆通 过 另 一 个 圆 的 内 点 和 一 个 外 
点 ,那么 这 两 个 圆 交 于 两 点 。 
用 以 上 结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公理 ,平行 公理 、 连 
续 公理 可 以 推出 欧 几 里 得 几何 的 全 部 内 容 ， 但 平行 公理 
并 不 能 用 结合 公理 ,顺序 公理 、 合 同 公理 、 连 续 公理 推出 。 
如 果 在 这 四 组 公理 外 ， 加 上 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 公理 ( 见 
非 欧 几 里 得 几何 学 )， 就 可 以 推出 非 欧 几 何 的 全 部 内 容 ， 


结合 公理 , 凑 序 公理 ,合同 公理 、 连 续 公理 是 这 两 种 几何 
的 共同 部 分 ,只 涉及 这 四 组 公理 的 内 容 叫 做 绝对 几何 。 只 
有 涉及 欧 几 里 得 平行 公理 ， 或 罗 巴 切 夫 斯 基 平行 公 理 的 
一 些 命题 ， 才 是 殉 氏 几何 和 非 欧 几何 的 不 同 内 容 。 
《和 孙 福 元 ) 

Oujilide kongjlon 
欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) 。 简称 欧 氏 
空间 ,是 带 有 “内 积 "的 实数 域 上 的 一 类 向 量 空间 。 内 积 " 
是 一 个 度量 概念 ,有 明显 的 代数 性 质 ,向 量 的 长 度 和 夹 角 
都 可 以 通过 向 量 的 内 积 来 表示 。 所 谓 内 积 ， 是 指 与 实数 
域 尺 上 向 量 空间 忆 中 任意 一 对 向 量 w、? 唯一 对 应 的 实 
数 ,这 个 实数 记 作 (wz), 并 满足 以 下 条 件 ， 

Q@(woD=(pa) OW tu 0) = (W109) + (W290), 
@(owp)-agutp)，@(uau) 二 0, 当 上 且 仅 当 &=0 时 (wy 
2) 一 0, 式 中 waiyaayb 是 已 的 任意 向 量 , a 是 任意 实数 。 

一 个 定义 了 内 积 的 实数 域 上 的 向 量 空间 ， 称 为 欧 几 
里 得 空间 。 例 如 , 设 V 是 解析 几何 里 的 三 维 空间 , uw、v 是 
V 的 任意 向 量 ， 在 V 中 定义 (w,v)=|u| .1vjcos9， 其 中 
luw| 、1v| 分 别 表示 ww、v 的 长 度 ，9 表示 4 和 v 的 夹 角 。 
(ws,9) 满 足 内 积 的 全 部 条 件 ,所 以 V 是 一 个 网 氏 空 间 。 设 
R 是 实数 域 ,R 上 的 nn 维 向 量 空间 R"= (x,x，,… ,xn)， 
|X.ER, 1<ign), 定义 (ZY) =XY + Yt Yn 
式 中 = (XX Xn) 芭 一 (hy yo)， 则 R" 成 为 
一 个 欧 氏 空间 。 设 巨 是 定义 在 闭 区 间 [ 一 1，1] 上 一 切 连 
续 实 函 数 所 构成 的 向 量 空间 ， 定 义 


tft),06)) = fo 


式 中 f(t).g(t) 是 巨 中 的 函数 。 则 互 作成 一 个 欧 氏 空间 。 

向 重 的 长 和 姑 角 ”网 氏 空间 忆 的 一 个 向 量 z 的 长 ， 
定义 为 非 负 实数 W(z,z) ， 并 记 作 |z|， 即 

1zl|= wzz) 。 

欧 氏 空间 忆 的 任意 两 个 非 零 向 量 z 和 y 的 夹 角 b 由 公式 
cos 6=(x,y)/(|z|1y|) 来 确定 ,这 是 解析 几何 里 关于 两 
个 向 量 夹 角 的 自然 推广 .着 名 的 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 或 布 
雅 科 夫 斯 基 不 等 式 (z,g)<(z,z)(g,g)， 当 且 仅 当 z 与 
成 比例 时 等 号 才 成 立 。 保 证 了 上 述 的 夹 角 定义 的 合理 
性 。 欧 氏 空 间 E 的 两 个 向 量 zx 与 y 的 距离 定义 为 |x 一 y|。 
对 于 巨 的 任意 三 个 向 量 .yz， 有 通常 关于 距离 的 三 角 
形 不 等 式 成 立 :|x 一 z| <|z 一 y|+1y 一 z|。 

标准 正 交 基 ”如果 欧 民 空 间 的 两 个 向 量 x 与 y 的 内 
积 为 零 ， 即 (x,y)==05 那么 z 与 9 称 为 正 交 的 。 在 一 个 
欧 氏 空间 里 ， 与 解析 几何 的 直角 坐标 系 相 类 似 的 概念 是 
所 谓 标准 正 交 基 。n 维 欧 氏 空间 的 基 eye …，en， 如 果 
满足 条 件 
1 (i=)), 
0 (iz#j); 
那么 ei,es，…, en 称 为 的 一 个 标准 正 交 基 ， 即 记 的 一 
组 长 度 为 1 且 两 两 正 交 的 基 称 为 标准 正 交 基 。 任 何 一 个 
nn 维 欧 氏 空 间 都 有 标准 正 交 基 。 如 果 @1,e1, …， en 是 n 
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(even)=! 


维 欧 氏 空间 也 的 一 个 标准 正 交 基 ，z 一 六 ze 3 


以 ge, 是 己 的 任意 向 量 ,那么 (= 六 za 即 在 一 


个 标准 正 交 基 下 ， 两 个 向 量 的 内 积 等 于 其 对 应 坐标 的 乘 
积 之 和 。 

欧 民 空间 的 同 构 ”如 果 两 个 欧 氏 空间 E 和 E', 作为 
实数 域 上 的 向 量 空间 是 同 构 的 ， 而 且 当 ze*z ge 时 
有 (z,y) =(zx',y), 即 EE 和 EE' 的 相对 应 的 向 量 的 内 积 是 
相等 的 ,那么 与 E' 称 为 同 构 。 任 意 一 个 ” 维 欧 氏 空间 
都 与 R" 同 构 。 

再 空间 ” 欧 氏 空间 在 复数 域 上 的 自然 推广 。 如 果 V 
是 复数 域 上 的 一 个 向 量 空间 , 对 于 V 的 任意 一 对 向 量 w、 
9, 有 一 个 确定 的 复数 (4,0) 与 之 对 应 ， 且 满足 以 下 条 件 ， 
(ao) 一 1 (+ a0) = (M0) + (ss) (oatyp) 一 
QW,D); (Wu) 之 0, 当 且 仅 当 W=0 时 等 号 成 立 ， 那么 V 
称 为 西 空间 。 这 里 各 ，ws 是 V 的 向 量 ,4 是 任意 复数 ， 
9 如 表示 (v,u) 的 共 辐 复数 。 由 于 有 (ww) 一 (vw)， 所 
以 (wu) 是 实数 ,因而 (w,z) 二 0 有 意义 。 

在 一 个 本 空间 里 ， 也 可 以 把 向 量 & 的 长 |s| 定 义 为 
MW, Ww)， 但 是 不 能 象 在 欧 氏 空间 里 那样 来 定义 两 个 向 
量 的 夹 角 , 因为 一 般 说 来 ，(w,v) 不 一 定 是 实数 。 尽 管 西 
空间 里 有 向 量 的 长 度 概念 而 无 夹 角 概念 ， 然 而 仍 可 引入 
两 个 向 量 正 交 的 概念 。 如 果 西 空间 的 两 个 向 量 we 的 内 
积 为 零 , 即 (4,9) 一 0, 那 么 业 与 9 称 为 正 交 的。 在 一 个 nn 
维 西 空间 里 ,也 可 以 定义 标准 正 交 基 ; 而 且 任 一 " 维 西 空 
间 必 定 存在 标准 正 交 基 。 《 邮 锁 新 ) 


Oula 

欧 拉 ,L.。 (Léonhard Euler 1707~1783) 
瑞士 数学 家 。1707 年 《月 15 日 生 于 瑞士 巴塞 尔 ，1783 
年 9 月 18 日 卒 于 俄国 彼得 堡 。 
他 生 于 牧师 家 庭 。15 岁 在 巴塞 
和 尔 大 学 获 学 士 学 位 ， 翌 年 得 硕 
士 学 位 。 父 亲 希 望 他 学 神学 ,而 
他 最 感 兴趣 的 是 数学 ， 并 受到 
约翰 第 一 * 伯 努 利 ( 见 伯 努 利 
家 族 ) 的 指导 .18 岁 时 , 彻底 放 
弃 当 牧师 的 念头 而 专攻 数学 ， 
并 开始 发 表 文章 。1727 年 , 欧 
拉 应 彼得 堡 科学 院 的 邀请 到 俄 
国 。1731 年 接替 丹尼尔 第 一 * 伯 努 利 成 为 物理 教授 。 他 
以 旺盛 的 精力 投入 研究 ， 在 俄国 的 14 年 中 ,他 在 分 析 学 、 
数论 和 力学 方面 作 了 大 量 出 色 的 工作 。 他 还 应 俄国 政府 
的 要 求 , 解 决 不 少 诸如 地 图 学 ,造船 业 中 的 实际 问题 。 大 
量 的 写作 带 来 的 眼疾 使 他 在 1735 年 右 眼 失明 。 1741 年 
受 普鲁士 腓 特 烈 大 帝 的 邀请 到 柏林 科学 院 工作 , 达 25 年 
之 久 。 在 柏林 期 间 他 的 研究 内 容 更 加 广泛 ， 涉 及 行星 运 
动 ， 刚 体 运动 ， 热 力学 .弹道 学 ,人 口 学 ， 这 些 工作 和 他 
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的 数学 研究 相互 推动 。 欧 拉 这 个 时 期 在 微分 方程 ， 曲 面 
微分 几何 以 及 其 他 数学 领域 的 研究 都 是 开创 性 的 。1766 
年 他 又 回 到 了 彼得 堡 。 一 场 重 病 使 他 的 左 眼 于 1771 年 
也 完全 失明 。 然 而 由 于 他 惊人 的 记忆 力 和 心算 技巧 使 他 
的 创造 力 继续 得 到 发 挥 。 他 通过 与 助手 们 讨论 ， 以 及 直 
接口 授 等 方式 又 完成 了 大 量 科 学 著作 ， 直 至 生命 的 最 后 
一 刻 。 

欧 拉 是 18 世纪 数学 界 最 杰出 的 人 物 之 一 ;他 不 但 在 
数学 上 作出 伟大 贡献 ， 而 且 把 数学 用 到 了 几乎 整个 物理 
领域 。 他 又 是 一 个 无 与 伦比 的 多 产 作者 他 写 了 大 量 的 力 
学 \ 分 析 学 ,几何 学 、 变 分 法 的 课本 ，《 无 穷 小 分 析 引 论 》、 
《微分 学 原理 》《 积 分 学 原理 》 都 成 为 数学 中 的 经 典 著 作 。 
除了 教科 书 外 ， 在 他 工作 的 时 期 几乎 以 每 年 八 百 页 的 速 
度 写 出 创造 性 论文 ,他 的 全 集 将 有 74 卷 。 

欧 拉 最 大 功绩 是 扩展 了 微 积 分 的 领域 ， 为 分 析 学 的 
一 些 重要 分 支 (如 无 穷 级 数 、 微 分 方程 ) 与 微分 几何 的 产 
生 和 发 展 英 定 了 基础 。 

了 欧 拉 把 无 穷 级 数 从 一 般 的 工具 转变 为 一 个 重要 的 研 
究 科目 ,他 的 最 好 结果 是 计算 出 了 函数 在 偶数 点 的 值 ， 


£2) = Dn a 


他 证 明 aa 是 有 理 数 ,并 可 通过 伯 努 利 数 表示 。 他 研究 了 
调和 级 数 , 相 当 精 确 地 算出 了 欧 拉 常 数 y 


ylim(1+ 寺 +…+ 二 -nm 
的 值 (其 值 近似 为 0.577 215 664901532860606512 09…)。 

18 世纪 中 叶 , 欧 拉 和 其 他 数学 家 在 解决 物理 问题 过 
程 中 ,创立 了 微分 方程 这 门 学 科 。 在 常 微分 方程 方面 ,他 
完整 地 解决 了 n 阶 常 系 数 线性 齐 次 方程 的 问题 ， 对 非 齐 
次 方程 ， 他 给 出 了 一 种 降低 方程 阶 的 解法 。 在 偏 微 分 方 
程 方面 ,网 拉 考 虑 二 维 物体 振动 问题 ,将 其 归结 为 由 塞外 
方程 , 它 的 解 即 是 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 欧 拉 还 列 出 一 ,二 、 
三 维 波动 方程 并 给 出 了 解法 ,值得 提出 的 是 , 偏 微 分 方程 
的 纯 数 学 研究 的 第 一 篇 论文 是 欧 拉 写 的 《方程 的 积分 法 
研究 》。 欧 拉 还 研究 了 函数 用 三 角 级 数 表示 的 方法 和 解 
微分 方程 的 级 数 法 等 等 。 

微分 几何 是 研究 曲线 、 曲 面 逐 点 变化 性 质 的 ， 欧 拉 
引入 了 空间 曲线 的 参数 方程 ， 给 出 了 空间 曲线 曲率 半径 
的 解析 表达 式 。1766 年 他 出 版 了 《关于 曲面 上 曲线 的 研 
究 》， 建 立 了 曲面 理论 。 他 将 曲面 表 为 z=f(x,y)， 并 引 
入 一 系列 标准 符号 表示 z 对 zx,y 的 偏 导 数 ， 这 些 符号 今 
天 仍 通 用 。 他 得 到 曲面 在 任意 截面 上 截 线 的 曲率 公式 ， 
这 篇 著作 是 欧 拉 对 微分 几何 最 重要 的 贡献 ， 是 微分 几何 
发 展 史上 的 一 个 里 程 碑 。 

欧 拉 在 分 析 学 上 的 贡献 不 胜 枚 举 。 如 他 引入 了 了 T 函 
数 和 B 函 数 ,证 明了 椭圆 积 分 的 加 法 定理 ,最 早 引 入 了 二 
重 积分 等 等 。 

除了 分 析 之 外 , 欧 拉 在 数学 上 的 发 现 还 有 很 多 ,在 代 
数学 上 ， 他 发 现 了 每 个 实 系数 多 项 式 必 分 解 为 一 次 或 二 


次 因子 之 积 。 因 此 根 必 是 a+ 员 的 形式 。 数 论 作为 数学 
中 一 个 独立 分 支 的 基础 是 由 欧 拉 的 一 系列 成 果 所 莫 定 
的 。 他 还 给 出 了 费 马 小 定理 的 三 个 证 明 ， 并 引入 了 数论 
中 重要 的 欧 拉 函 数 p(n)， 他 发 现 了 二 次 互 反 律 ; 他 利用 
连 分 数 给 出 佩 尔 方程 x? 一 ay*=1 的 最 小 解 ; 他 已 经 用 解 
析 方 法 讨论 数论 问题 ,发 现 了 ? 函数 所 满足 的 函数 方程 ， 
引入 了 欧 拉 乘积 。 他 还 解决 了 著名 的 组 合 问题 ， 柯 尼斯 
堡 七 桥 问题 。 在 数学 的 许多 分 支 中 都 常常 见 到 以 他 的 名 
字 命名 的 重要 常数 .公式 和 定理 。 ( 冯 绪 宁 ) 


Oula changshu 
欧 拉 常 数 (Euler's constant) 工 . 欧 拉 于 1740 


年 提出 的 一 个 数列 的 极限 , 即 lim( 多 天 一 Inn)， 通 常 记 


为 y 它 和 工 函 数 、 黎 曼 了 函数 以 及 贝 努 利 数 等 有 密切 关 
系 。 猜 想 它 是 超越 数 ,但 至 今 还 不 知道 它 是 不 是 无 理 数 。 
由 近似 计算 可 得 y=0.57721566490153286060651209-…， 
利用 电子 计算 机 于 1974 年 已 算出 7000 位 以 上 。 


《 洗 承 此 ) 
Ouzhou zhongshljl shuxue 
欧洲 中 世纪 数学 (medieval mathematics in 
Europe) 中 世纪 开始 于 公元 476 年 西 罗马 帝国 灭 


亡 , 约 结束 于 15 世纪 。 这 一 千年 的 历史 大 致 可 以 分 为 两 
段 。11 世纪 之 前 常 称 为 黑暗 时 代 , 这 时 西欧 在 基督 教 神 
学 和 烦琐 哲学 的 教条 统治 下 ， 人 们 失去 了 思想 自由 ， 生 
产量 守 成 规 ， 技 术 进步 缓慢 ， 数 学 停滞 不 前 。11 世纪 以 
后 情况 稍 有 好 转 。 

希腊 文化 通过 罗马 人 传 到 中 世纪 的 很 少 ， 这 大 部 分 
体现 在 A. M. S. 博 伊西 斯 ( 约 480 一 524) 的 著作 中 。 他 
的 《算术 原理 》 大 体 上 是 新 毕 达 哥 拉 斯 学 派 数学 家 尼 科 马 
和 霍 斯 (公元 100 年 前 后 ) 的 《算术 入 门 ) 的 译本 ,但 若干 精 
采 的 命题 均 被 删 去 。 博 伊西 斯 的 《几何 》 取 材 于 欧 几 里 得 


《几何 原本 》， 但 却 完全 没有 证 明 ， 因 为 他 认为 证 明 是 多 
余 的 。 

公元 529 年 ， 东 罗马 帝国 皇帝 查 士 丁 尼 (483 一 565) 
勤 令 关闭 雅典 的 学 校 ， 严 禁 研究 和 传播 数学 。 数 学 发 展 
再 一 次 受到 沉重 的 打击 此 后 数 百 年 ,值得 称道 的 数学 家 
届 指 可 数 ,而 且 多 是 神职 人 员 。 号 称 博学 多 才 的 比 德 ( 约 
673 一 735) 是 英国 的 僧侣 学 者 ,终生 在 修道 院 度 过 。 他 的 
本 领 是 会 算 复 活 节 (每 年 过 春分 月 四 后 的 第 一 个 星期 日 ) 
的 日 期 和 用 手指 来 计算 。 稍 后 的 阿尔 昆 ( 约 732~804) 
也 是 著名 的 英国 神学 家 。 781 年 左右 ， 接 受 查理 曼 大 帝 
《742~814) 的 聘请 ,到 法 兰 克 王国 担任 宫廷 教师 和 顾问 。 
他 所 编 的 算术 书 ， 现 在 看 来 是 相当 粗浅 的 。 热 尔 贝 ( 约 
945 一 1003) 原 是 兰 斯 的 大 主教 ， 后 被 选 为 教皇 (999 一 
1003), 改 名 西 尔 威 斯 特 二 世 。 他 热心 提倡 学 术 ， 对 推动 
“四 艺 "(音乐 ,几何 、 算 术 、 天 文 ) 的 学 习 有 一 定 的 功劳 。 

十 字 军 远征 (1096 一 1291 ) 使 欧洲 人 接触 到 阿拉 伯 国 
家 所 保有 古代 文化 宝藏 。 他 们 将 大 量 的 阿拉 伯 文 书籍 译 
成 拉丁 文 。 于 是 希腊 ,印度 和 阿拉 伯 人 创造 的 文化 (还 有 
中 国 的 四 大 发 明 〉 便 传 到 了 欧洲 。 意 大 利 地 处 东西 方 交 
通 的 要 冲 ,逐渐 成 为 新 的 经 济 和 文化 中 心 。 

12、13 世纪 欧洲 数学 界 的 代表 人 物 是 工 , 燃 波 那 如， 
他 向 欧洲 人 介绍 了 印度 -阿拉 伯 数 码 和 位 值 制 记 数 法 ,以 
及 各 种 算法 在 商业 上 的 应 用 。 中 国 的 盈 不 足 术 和 《孙子 
算 经 》( 见 《 算 经 十 书 》) 的 不 定 方程 解法 也 出 现在 斐 波 那 
契 的 书 中 。 此 外 他 还 有 很 多 独创 性 的 工作 。14 世纪 的 法 
国 主教 N. 奥 尔 斯 姓 (1320~ 一 1382) 引入 了 分 指数 记 法 和 
坐标 制 的 思想 ,后 者 是 从 天 文 ,地 理 的 经 纬度 到 近代 坐标 
几何 的 过 湾 。 英 国 大 主教 T. 布 雪 他 沃 丁 的 算术 、 几 何 、 
力学 的 著作 影响 也 很 大 。 欧 洲 第 一 本 系统 的 三 角 学 作者 
是 械 雷 格 莹 洽 努 斯 。 

文艺 复兴 以 后 ， 人 类 摆脱 了 中 世纪 束缚 思想 的 精神 
枸 锁 , 迎 接 了 一 个 新 时 代 的 到 来 。 ( 果 宗 巨 ) 
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p Jinshuyu 


pp 进 数 域 (p-adic number field) 又 称 局 部 
数 域 ， 它 是 数 域 关 于 p 进 绝对 值 的 完备 化 。P 进 数 域 的 
研究 和 代数 数论 的 局 部 化 方法 ， 均 始 于 KK. 享 译 尔 1902 
年 的 工作 。 

设 P 是 一 个 固定 的 素数 ， 于 是 每 个 非 零 的 有 理 整数 
4 均 可 唯一 地 表 成 p 进位 形式 , 即 a=0wP”+Qvw Br” 十 


peanp", wuEZ，0<n<m on€E {Ol, es 


p 一 1},0, 姑 0。 如 果 定 义 lalw=B-", |01s= 0, 而 对 每 个 非 
零 有 理 数 o/b(a.bEZ,b 姑 0)， 定 义 |a/b|s=|als/|blo。 
函数 | “|。 称 为 @ 的 了 进 绝对 值 ， 它 具有 如 下 的 性 质 ， 
lels=0， 当 且 仅 当 a=0; labls=lalslblos la+bl < 
max(|als, 161。), 由 此 可 知 ,| 1s 是 Q@ 的 非 阿 基 米 德 绝 
对 值 ,从 而 关于 由 | |。 给 出 的 拓扑 ,是 一 个 豪 斯 多 夫 
拓扑 空间 ,但 不 是 完备 的 。 它 的 完备 化 就 是 进 数 域 ,并 
记 为 8s。Q， 中 每 个 非 零 元 素 均 可 唯一 表 成 = oup* 十 
ost op", rEZ, a E017,p—1), 0 


0, 称 之 为 P 进 数 ， 而 当 v>0 时 , 称 之 为 P 进 整 数 。 全 体 
了 进 整数 形成 环 ， 称 为 p 进 整 数 环 ， 记 作 2。,， 即 Zr 一 
{aEQollals<1}。 环 Z。 有 比较 简单 的 代数 结构 ,例如 ， 


2 有 唯一 的 素 理想 pZs- {aEZola~ 访 aup",v>0)~ 


{aE2s|lal*<1)， 它 也 是 Z 的 唯一 极 大 理想 , 而 且 
《PZp)" 一 p"Z。 (n=0,1,2,…) 构 成 环 Z, 的 全 部 非 零 理 
想 , 从 而 2 是 主 理想 环 ,并 且 商 环 25/p"Zp 佐 Z/p"Z。 特 
别 地 ,Zs/pZs 是 Pp 元 域 。Q。 关于 | 1s 也 有 比较 简单 的 
拓扑 结构 ,8 是 完备 的 ,每 个 理想 p"Z,={a€2,|lal, 专 
p={a€EZollalp<p™"*!}(nE2Z) 均 是 Qs 中 又 开 又 闭 
的 加 法 子 群 ,并且 它们 形成 0 的 基本 邻 域 组 ， 从 而 @。 是 
全 不 连通 的 拓扑 空间 。 因 此 ,在 研究 @。 上 的 数论 问题 时 
较 之 于 @ 上 有 许多 更 好 的 工具 。 

设 K 是 任意 代数 数 域 ,，p 为 它 的 整数 环 Or 中 任 一 
索 理 想 。 对 每 个 非 零 元 素 a€EK, 均 有 唯一 的 vEZ， 使 得 
4Epr 一 p**!。 定 义 lelp 一 NCp)”， 式 中 NGP) 一 1Ozx/p| 


《有 限 域 Or/p 的 阶 数 )， 而 101?= 0。 于 是 函数 | |p 也 
具有 上 述 三 性 质 。 由 此 可 知 ，| |p 是 的 一 个 非 阿 基 
米 德 绝对 值 ， 从 而 K 关 于 | ”| 也 是 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 ， 


但 不 是 完备 的 。 它 的 完备 化 称 为 p 进 数 域 (或 局 部 数 
域 )， 记 作 Kp。Kp 中 存在 着 N(p) 一 1 个 不 同 的 N(p) 一 
1 次 单位 根 。 令 S 是 这 些 单位 根 和 0 组 成 的 集合 ， 若 取 
任意 一 个 元 素 sEKy， 使 得 |zlp=N(p)-: (可 取 p 一 p* 
中 任 一 元 素 为 =), 则 Ks 中 每 个 元 素 均 可 唯一 表示 成 6 一 
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ae, onES,au 尖 0。 当 v>0 时 ，a 称 为 Kp 中 的 整 


数 ，K 中 全 体 整数 形成 环 Op， 称 为 Kp 的 整数 环 ， 于 
是 0p={aEKp|laly<1}。O 有 唯一 的 素 理想 x*Op 一 
{aEKp|lalg<1}， 它 也 是 Op 的 唯一 极 大 理想 ， 并 且 
an0 (n=0,1,2,…) 构 成 Op 的 全 部 非 零 理想 ， 从 而 Op 
也 是 主 理想 环 。Op/xOp 是 N(p) 元 有 限 域 ， 称 为 Kp 的 
剩余 类 域 , 而 S 是 此 NCp) 元 域 在 Op 中 的 一 个 完全 代 
表 系 , 称 为 维特 乘 性 代表 系 ，x 称 为 域 Kp 的 一 个 素 元 。 
每 个 域 Ks 也 象 9? 那样 有 比较 简单 的 代数 结构 和 拓扑 
结构 。 

局 部 数 域 Ks 的 有 限 次 扩张 仍 是 局 部 数 域 ， 于 是 有 
局 部 数 域 扩 张 的 理论 。 局 部 数 域 有 较 简 单 的 代数 结构 和 
拓扑 结构 ， 而 使 得 局 部 数 域 扩张 理论 较 之 于 代数 数 域 扩 
张 理论 要 简单 。 设 L/K 是 局 部 数 城 的 扩张 ,Ox 和 0z 分 
别 是 它们 的 整数 环 ，p 和 名 分 别 是 Or 和 Oz 的 唯一 的 
极 大 理想 ， 于 是 p 在 Oz 中 生成 的 理想 只 能 有 形式 3'， 
。 称 为 扩张 L/K 的 分 岐 指数 。 另 一 方面 ， 刹 余 类 域 迟 一 
Or/p 和 也 = Oz/ 史 均 是 有 限 域 ， 而 且 前 者 是 后 者 的 子 
域 ， 其 扩张 次 数 f 一 [ 工 :K] 称 为 扩张 L/K 的 剩余 次 数 ， 
并 有 ef=[L:K]。 每 个 局 部 数 域 扩张 L/K 均 有 中 间 域 
M, 使 得 M/K 是 f 次 不 分 野 扩张 ,而 L/M 是 e 次 完全 分 
歧 扩张 。 此 外 ， 局 部 数 域 也 有 判别 式 ， 差 积 等 概念 和 希 
和 尔 伯 特 分 歧 理 论 ， 与 代数 数 域 扩张 的 情形 很 类 似 ， 但 是 
要 简单 得 多 。 

假设 LVK 是 代数 数 域 扩张 ， 那 么 K 中 每 个 素 理 想 p 
在 工 中 有 唯一 的 素 因 子 分 解 式 pO4=34B2.…3y， 其 
中 3,,B,,… ,如 , 是 工 中 不 同 的 素 理想 。 令 e 和 分 别 
为 B 对 于 扩张 bE/K 的 分 歧 指 数 和 辊 余 次 数 ， 则 


名 ef,=[L:K], 另 一 方面 ,局 部 数 域 Ls, 是 Kp 的 扩 城 ， 


el 


并 且 Ls,/Kp 的 分 歧 指数 和 剩余 次 数 恰好 是 e 和 f#f， 因 
此 ,p 在 工 中 的 分 解 情况 可 由 诸 局 部 数 域 扩张 (Lei/K| 


1<i<g) 中 的 信息 得 到 。 此 外 ， 还 有 [30= 避 cf- 


六 [Lo,: KpJ, 意 即 整体 扩张 次 数 是 局 部 扩张 诸 次 数 之 


和 。 类 似 地 还 有 Z/K 的 判别 式 是 全 体 局 部 扩张 判别 式 的 
乘积 ,等 等 。 总 之 ,局 部 数 域 扩 张 理论 对 于 代数 数 域 扩 张 
理论 这 个 代数 数论 的 最 基本 课题 的 价值 在 于 数 域 扩张 
LI/K 的 许多 性 质 以 某 种 方式 是 所 有 局 部 数 域 扩 张 Le/ 
K 中 类 似 性 质 的 总 和 ， 这 也 是 研究 p 进 数 域 的 主要 
意义 。 

1924 年 H. 哈 塞 将 这 种 思想 成 功 地 运用 于 二 次 型 的 


研究 之 中 。 例 如 , 设 K 为 代数 数 域 ,f(x) = 以 cure 是 域 


上 的 二 次 型 ( 即 owEK)。H. 哈 塞 证 明了 , 对 于 每 个 元 
素 4EK, 方程 有 x)=a 在 K 中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 此 
方程 在 每 个 局 部 数 域 Kp(p 过 K 的 全 部 索 理 想 ， 包括 所 
谓 “ 无 限 " 素 理想 ) 中 均 有 解 。 由 于 方程 在 Kp 中 的 可 解 性 


有 良好 的 判别 法 , 将 所 有 Ks 的 这 些 判别 法 汇集 在 一 起 ， 
就 得 到 代数 数 域 中 多 元 二 次 方程 可 解 性 的 完整 而 切实 可 
行 的 判别 法 。 由 于 HH. 哈 塞 在 二 次 型 和 其 他 问题 上 和 做 了 
许多 这 类 工作 ， 后 人 就 把 体现 这 种 思想 的 数学 命题 称 为 
哈 塞 的 局 部 -整体 原则 。 

采用 局 部 化 方法 (赋值 论 和 Adele、Idele 语言 ) 能 够 
统一 处 理 代数 数 域 和 以 有 限 域 为 常数 域 的 代数 函数 域 。 
人 A. 书 伊 于 1967 年 写 的 《基础 数论 》 一 书 是 这 种 方法 的 集 
中 反映 ,对 现代 数论 的 发 展 有 重要 影响 。 

( 怪 克 勤 ) 

Pode blijin 
帕 德 逼近 (Padé approximation) 一 种 特 
殊 的 有 理 函 数 逼近 ， 以 法 国 数学 家 H. 帕 德 的 名 字 命名 。 
它 不 仅 与 逼近 论 中 其 他 许多 方法 有 着 密切 的 关系 ， 而 且 
在 实际 问题 特别 是 许多 物理 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 。 设 


RCz) = 加 curt 是 在 原点 某 邻 城内 收 全 的、 具有 复 系数 的 
马克 劳 林 级 数 。 和 欲 确定 一 个 有 理 函数 Rn, ,(z)=Pn(2)/ 
Q(z), 式 中 Pa(2)= 访 Pez',Qi()= 训 qt1Q,(z) 0， 


使 得 Pm(z) 一 Qn(z)F(z) 前 m+n+1 次 方 的 系数 为 0, 即 
使 得 
ps (j=0.1,.,m), 

点 “i (j=m+ lm+2. mt 
此 处 约定 %= 0 《k>>n)。 虽然 所 求 得 的 Pn(z) 和 Qs(z) 
不 唯一 ,但 是 比 式 Pn(z)/Qn(z) 却 总 是 唯一 的 有 理 函数 
Rmn(z) 二 Pn(z)/Qn(z) 称 为 F(z) 的 (mym) 级 帕 德 逼近 ， 
记 为 Cm/n]。 由 [Cm/m] 所 形成 的 阵列 (Cm/n])%,a-。 称 为 帕 
德 表 。 

不 难看 出 ， 帕 德 表 中 的 第 1 行 怡 为 宪 级 数 F(z) 的 


部 分 和 序列 。 设 FPCD= Se 的 前 m+n+1 项 部 分 和 
为 Fmwn(z)， 则 可 以 证 明 F(z) 的 帕 德 通 近 [m/n]= 
Pn(z)/Qn(z) 的 定义 等 价 于 : 按 方 程 组 
(Pn) -Qa Faas)),o=0 
(j=0,1, ,m+n), 


且 Qn(z) 关 0 来 确定 Pn(z)/Qs(z)。 进 而, 如果 F(z) 于 原 
点 处 m+n 次 连续 可 微 ， 则 把 上 式 中 的 Fnwn(2) 蔡 换 成 
F(z) 后 ， 它 仍然 等 价 于 帕 德 逼近 [m/ 由 的 定义 。 称 由 此 
而 得 的 方程 组 


a 
(Pn(2)— Q(z)F(2)),-.=0 (j=0,1,.…, m+n) 


为 帕 德 方程 组 。 这 种 转化 使 得 在 计算 帕 德 逼近 时 不 必 事 
先 写 出 F(z) 的 马克 劳 林 展开 式 。 只 要 Qn(0) 地 0, 则 可 更 进 
一 步 证明 上 述 方程 组 又 等 价 于 


晤 Geokzy/ouz)--FGz)) so Golomtm。 
这 样 一 来, 幅 德 逼近 Cm/m] 在 确定 条 件 下 ,等 价 于 一 个 有 


理 函 数 的 重 插值 问题 。 
对 一 切 非 负 整数 x,v, 下 述 条 件 


ce Cpt Cavtl 


Gor Ch Simon | #0 (c=0, 若 w<0) 


Cprvml core Ch 


称 为 F(z) ~ 避 our 的 正规 化 条 件 .该 条 件 在 帕 德 通 近 理 


论 中 起 着 很 重要 的 作用 。 例 如 ， 当 F(z) 满足 正规 化 条 件 
时 ,Pn(z)/Qn(z) 对 一 切 m 与 n 而 言 总 是 不 可 约 的 。 

帕 德 逼近 已 经 有 很 多 计算 方法 ， 而 且 还 有 多 种 重要 
推广 。 

帕 德 逼近 序列 的 收敛 性 问题 通常 是 十 分 困难 而 又 颇 
有 兴趣 的 。 鉴 于 帕 德 远近 表 中 主 对 角 线 上 的 帕 德 遇 近 的 
数值 性 质 为 最 好 , 以 下 仅 列举 一 个 有 关 的 收敛 性 结果 : 设 


4> 0, 且 (mu] 是 一 个 正 整数 序列 。 假定 F(z)= 轧 ae 在 


4s={z11z1<R}(R>0) 内 全 纯 并 且 满足 咏 cmaxfloull 


<j<2)*/mw<oo。 则 F(z) 的 帕 德 逼近 序列 {[wa/ms]》 
在 每 一 个 紧 子 集 D\E 上 一 致 收敛 于 F(z)(k->oo), 此 处 
了 是 一 个 < 维 豪 斯 多 夫 零 测度 集 。 (王仁 宏 ) 


Popusl 
帕 普 斯 〈Pappus 约 300 一 350 前 后 希腊 亚 
历 山大 学 派 晚 期 的 数学 家 。 他 搜集 希腊 自古 以 来 各 名 家 
的 著作 ， 写 成 8 卷 的 数学 汇编 》， 其 中 包括 帕 普 斯 自己 
的 创作 。 第 1 卷 和 第 2 卷 的 一 部 分 已 遗失 。 许 多 古代 的 
学 术 成 果 , 由 于 这 部 书 的 存 录 , 才 为 后 世 所 知 。 例 如 芝 诺 
多 和 努 斯 的 《等 周 论 》， 经 过 帕 普 斯 的 加 工 ， 被 编 入 第 5 卷 
中 。 其 中 有 “ 贺 面 积 大 于 任何 同 周 长 的 正 多 边 形 的 面积 "， 
“ 球 的 体积 大 于 表面 积 相同 的 圆锥 ,圆柱 ",“ 表 面积 相同 
的 正 多 面体 ， 面 数 越 多 体积 越 大 "等 命题 对 于 硕 腊 几何 
三 大 问题 也 作 了 历史 的 回顾 ， 并 给 出 几 种 用 二 次 或 高 次 
曲线 的 解法 。 在 第 7 卷 中 探讨 了 三 种 圆锥 曲线 的 焦点 和 
准 线 的 性 质 ,还 讨论 了 “平面 图 形 绕 一 轴 旋 转 所 产生 立体 
的 体积 ", 这 在 后 来 叫做 “ 古 尔 丁 定理 "， 因 为 后 者 曾 重新 
加 以 研究 。 

帕 普 斯 的 著作 还 出 现 了 属于 射影 几何 的 概念 ， 如 对 
合 、 非 调和 比 等 ,给 后 世 射 影 几何 的 研究 提供 了 线索 。 帕 
普 斯 给 欧 几 里 得 不 可 通 约 理论 所 作 的 注释 保存 在 阿拉 伯 
文 的 译本 中 ， 从 中 可 以 看 到 这 一 理论 的 历史 发 展 。 

《〈 梁 宗 巨 ) 

Pasika 
帕斯卡 ，B. (Blaise Pascal 1623~1662) 
法 国 数学 家 、 物 理学 家 、 思想家 。1623 年 6 月 19 日 生 于 
法 国 克 莱 蒙 费 朗 ,1662 年 8 月 19 日 座 于 巴黎 。4 岁 时 立 
母 , 自 幼 受到 父亲 下. 帕斯卡 的 精心 培育 。16 岁 时 ， 他 发 
现 帕斯卡 六 边 形 定理 《内 接 于 一 个 二 次 曲线 的 六 边 形 的 
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三 双 对 边 的 交点 共 线 ), 写 成 6 圆锥 曲线 论 X1640)。 他 由 
此 定理 导出 400 条 以 上 的 推论 ， 这 是 自 希腊 阿波 罗 尼 奥 
斯 以 来 圆锥 曲线 论 的 最 大 进 
步 。1642 年 他 发 明 世界 上 第 一 
台 机 械 加 法 计算 机 《参见 彩 图 
插页 第 12 页 )。1647 年 发 现 流 
体 静 力学 的 帕斯卡 原理 。1654 
年 研究 二 项 系数 的 性 质 ， 写 出 
《 论 算术 三 角形 》(1665) 一 文 ， 
这 个 三 角形 最 早 见于 中 国 杨 糙 
的 书 中 (1261)。 他 曾 研究 赌博 
问题 (1654)， 对 早期 概率 论 的 
发 展 颇 有 影响 。1654 年 深入 探讨 不 可 分 原理 ， 实 际 上 相 


当 于 已 知道 
ea- ant 
。 ntl® 


帕斯卡 计算 器 
他 应 用 此 方法 解决 了 摆 线 的 问题 ，1658 年 完成 《 摆 线 
论 》 这 给 G, W, 菜 布 尼 基 很 大 的 启发 ， 促使 微 积分 的 建 
立 。 此 外 ,帕斯卡 还 有 不 少 文学 著作 。 1654 年 他 进入 修 


道 院 ,献身 于 哲学 和 宗教 。 ( 果 宗 巨 ) 
paldullun 

排队 论 (queueing theory) 研究 服务 系统 中 
排队 现象 的 随机 规律 的 一 门 学 科 。 各 种 服务 系统 中 ， 有 
各 式 各 样 的 排队 现象 ,如 售票 厅 中 买 票 人 的 排队 ,是 一 种 
有 形 的 排队 ;向 电话 局 问 询 台 问 询 的 用 户 的 排队 ,是 一 种 
无 形 的 排队 。 凡 是 服务 系统 为 之 服务 的 对 象 ， 皆 称 为 显 
客 。 排 队 论 中 的 顾客 可 以 是 人 、 是 物 、 是 事 、 是 信息 。 由 
各 种 行业 可 组 成 各 种 服务 系统 ， 其 性 质 和 形式 可 以 大 不 
相同 ,但 是 ,任何 一 种 服务 系统 都 包含 以 下 三 个 基本 组 成 
部 分 ，@ 输 入 过 程 , 即 顾客 到 来 的 规律 。@@ 排 队 规则 , 即 
为 顾客 服务 的 次 序 。@ 服 务 机 构 ， 即 为 顾客 服务 的 各 种 
设施 (服务 员 、 服 务 台 ,窗口 等 等 ) 及 服务 的 时 间 。 

由 于 服务 系统 中 顾客 的 到 达 以 及 服务 时 间 和 次 序 ， 
都 含有 随机 因素 ， 因 此 ， 排 队 论 又 称 为 随机 服务 系统 理 
论 。 排 队 论 所 要 研究 的 课题 ` 是 如 何 合理 地 设计 与 控制 
服务 系统 ,使 之 以 最 经 济 的 服务 机 构 满足 顾客 的 需要 。 

刻画 服务 系统 的 性 能 优 劣 的 主要 数量 指标 有 三 个 ， 
@ 等 待 时 间 ， 即 从 顾客 到 达 时 起 ， 到 开始 接受 服务 时 止 
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的 这 豚 时 间 。 这 是 顾客 所 关心 的 。 回 忙 期 ， 即 服务 机 构 
连续 繁忙 的 时 期 。 这 是 服务 机 构 所 关心 的 。@ 队 长 ， 即 
服务 系统 中 的 顾客 数目 。 这 是 顾客 与 服务 机 构 都 关心 的 ， 
而 且 因 其 涉及 等 待 空间 的 大 小 ， 所 以 对 于 设计 人 员 至 为 
重要 。 

此 外 ,有 时 也 用 到 其 他 一 些 数量 指标 。 

模型 ”关于 输入 过 程 排 队 规则 和 服务 机 构 的 模型 ， 
将 最 常见 的 叙述 如 下 。 

输入 过 程 的 模型 ”四 定 长 输入 , 即 顾客 等 间隔 到 达 ， 
如 产品 经 传送 带 输入 包装 箱 。@@ 最 简单 流 输入 或 称 泊 松 
输入 , 即 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 相互 独立 , 且 具 有 相同 
的 负 指数 分 布 , 其 分 布 函 数 ( 见 概率 分 布 ) 为 
1l-e™ (t>0), 
0 (t<0), 
此 处 为 一 正 的 常数 。 如 电话 呼唤 流 的 到 来 。 对 于 最 简 
单 流 , 可 以 证 明 , 在 上 时 间 内 到 达 上 个 顾客 的 概率 v(t) 避 


从 洛 松 分 布 世 ( 目 一 er (KE 0,1,2,…)。 回 去 尔 
局 


朗 输 入 EE, 即 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 相 互 独 立 , 并 具有 


相同 的 埃 尔 朗 分 布 密度 att)= er tt> 0), 其 中 


为 正 整数 , 和 > 0 为 一 常数 。@ 一 般 独 立 输 入 ， 即 顾客 
相继 到 达 的 间隔 时 间 相互 独立 ,并 具有 相同 的 一 般 分 布 。 
前 三 种 输入 是 此 种 输入 的 特例 。@ 成 批 到 达 的 输入 ， 即 
有 一 系列 的 到 达 点 (时 间 )， 它 们 的 间隔 分 布 可 以 是 上 述 
的 各 种 分 布 ,但 是 ,在 每 一 到 达 点 上 来 到 的 顾客 不 是 单独 
一 个 ,而 是 一 批 ,每 批 顾 客 的 数目 ”为 一 随机 变量 ， 其 分 
布 为 Ptn=k}=a (k 一 0,1,2，)。 

排队 规则 的 模型 ”主要 有 三 种 。@ 损 失 制 ， 即 顾客 
到 达 时 , 若 所 有 服务 台 均 被 占 , 该 顾客 就 自动 消失 。 如 通 
常 使 用 的 损失 制 电 话 系 统 .@ 等 待 制 ， 即 顾客 到 达 时 , 若 
所 有 服务 台 均 被 占 ,顾客 就 排队 等 待 服务 , 且 可 以 采用 下 
列 各 种 规则 ,a. 先 到 先 服务 , 即 按 顾 客 到 达 的 先后 次 序 给 
以 服务 。 这 是 最 通常 使 用 的 方法 。b. 后 到 先 服 务 ， 即 当 
服务 机 构 得 空 时 ,总 是 挑选 最 后 到 达 的 顾客 给 予 服务 。 如 
在 通讯 系统 中 ,最 后 到 达 的 信息 一 般 说 来 是 最 有 价值 的 ， 
因而 往往 采取 这 种 服务 方式 。c. 随 机 服务 ， 即 当 服务 机 
构 得 空 时 , 在 等 待 的 顾客 中 随机 选取 一 名 顾客 给 予 服务 ， 
每 一 个 顾客 被 选 到 的 概率 是 相同 的 。d. 优 先 权 服 务 ， 如 
码头 上 对 载 有 重要 物资 的 船只 先进 行 装卸 ， 在 电话 局 对 
长 途 电话 比 市 内 电话 优先 服务 。e. 多 个 服务 台 的 情形 ， 
可 在 顾客 到 达 时 排 成 一 个 公共 的 队 ， 按 上 述 各 种 规则 给 
予 服务 ,或 者 在 每 个 服务 台 前 排 成 一 队 , 第 mn 个 顾客 到 达 
时 以 概率 pm; 排 入 第 i 个 队 接受 服务 ， 此 处 onl, 
人 m=1,2,…,n 表示 服务 台 个 数 。@ 混 合 制 , 在 队长 有 限 
制 的 情形 ,着 限制 队长 为 N, 则 在 顾客 到 达 时 的 队长 小 于 
人 时 ,顾客 就 排 入 队伍 ! 当 其 等 于 YN 时， 顾客 就 离 去 。 在 
等 待 时 间 有 限制 的 情形 , 若 规定 等 待 时 间 为 7, 则 顾客 在 
队伍 中 等 待 的 时 间 不 大 于 了 ,顾客 可 得 到 服务 ; 当 其 大 于 


Adx)=| 


~ 


T 时 ,顾客 就 离 去 。 在 顾客 的 逗留 时 间 ( 即 顾客 的 等 待 时 
间 与 服务 时 间 之 和 ) 有 限制 的 情形 ， 若 规定 逗留 时 间 为 
T, 则 顾客 逗留 时 间 超过 了 时 即 离 去 。 

服务 机 构 的 模型 ”在 服务 设施 方面 ， 服 务 台 的 个 数 
可 以 是 一 个 或 几 个 ， 在 其 组 织 形式 上 ， 可 以 是 并 联 的 或 
串联 的 或 循环 的 ， 在 服务 方式 上 ， 可 以 是 单个 服务 的 或 
成 批 服务 的 ;在 服务 时 间 上 ， 可 以 是 定 长 分 布 . 负 指 数 分 
布 、 埃 尔 朗 分 布 、 一 般 分 布 等 各 种 类 型 的 分 布 。 对 于 多 
个 服务 台 的 情形 ， 各 个 服务 台 的 服务 分 布 可 以 是 参数 不 
同 或 类 型 不 同 。 

D. G. 肯 德 尔 在 1951 年 引入 了 一 个 常用 的 关于 随机 
服务 系统 分 类 的 记号 X/Y/m, 其 中 代表 输入 ,Y 代表 服 
务 ,n 代 表 服 务 台 的 数目 。 在 排队 论 中 ，, 通常 用 M 代 表 泊 
松 输入 或 负 指 数 服务 分 布 ， 用 也 代表 定 长 分 布 ,用 E 代 
表 埃 尔 朗 分 布 ,用 GI 代表 一 般 独 立 输入 ， 用 G 代表 一 般 
服务 分 布 。 最 常见 的 服务 系统 模型 有 M/M/1、 M/M/n、 
M/G/1.M/G/n.GI/M/1.GI/M/n、GI/G/1 和 GI/G/n 等 ， 
其 中 如 M/G/1 表 示 具 有 泊 松 输入 、 一 般 服 务 分 布 .单个 服 
务 台 的 系统 ,而 M/M/n 表 示 泊 松 输 入 、 负 指数 服务 分 布 、 
nn 个 服务 台 的 系统 。 如 果 不 附 加 说 明 ， 这 种 记号 一 般 都 
指 先 来 先 服 务 ,单个 服务 、 服 务 台 并 联 的 等 待 制 系统 。 

平稳 性 态 的 研究 ”如果 在 有 限时 刻 去 考察 一 个 系 
统 ， 该 系统 的 数量 指标 的 变化 规律 一 般 会 依赖 于 初始 条 
件 及 已 经 运行 的 时 间 ， 那 么 系统 在 此 时 的 状况 称 为 瞬时 
性 态 。 如 果 系统 已 运行 了 相当 长 的 时 间 , 每 项 数量 指标 在 
任何 时 刻 的 变化 规律 是 相同 的 ， 而 且 不 再 受 初始 条 件 的 
影响 ,那么 就 称 该 系统 在 此 时 已 处 于 统计 平衡 ,其 状况 就 
称 为 平稳 性 态 。 

1909 年 ，A. K. 埃 尔 朗 关于 电话 系统 排队 问题 的 研 
究 开始 后 的 四 五 十 年 间 ， 绝 大 多 数 的 文献 都 属于 平稳 性 
态 的 研究 。 平 稳 性 态 的 研究 是 排队 论 研究 的 发 端 。 早 期 
研究 中 最 著名 的 结果 是 损失 制 的 M/M/n 系统 的 埃 尔 朗 
公式 , 即 顾客 到 达 系 统 后 ,由 于 "个 服务 台 被 占用 而 遭 到 
损失 的 概率 ( 称 为 损失 率 ) 是 
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式 中 入 为 最 简单 流 的 参数 ， 即 单位 时 间 内 到 达 的 顾客 的 
平均 数 ; 4 为 负 指 数 服 务 时 间 分 布 的 参数 , 即 单位 时 间 内 
每 个 服务 台 服务 完 的 顾客 的 平均 数 。 

这 个 公式 对 于 系统 的 性 能 分 析 及 设计 都 有 重要 作 
用 。 例 如 在 电话 系统 中 , 由 统计 检验 已 经 证 实 ,呼唤 流 的 
到 来 正好 是 最 简单 流 , 而 会 话 时 间 也 服从 负 指数 分 布 , 因 
此 只 要 统计 出 单位 时 间 内 到 来 的 呼唤 平均 数 和 及 会 话 的 
平均 长 度 1/w 根据 电话 局 线路 的 数目 n, 就 能 由 此 公式 
确定 呼 损 率 的 大 小 。 反 之 ,如 果 先 规定 呼 损 率 的 指标 , 比 
如 要 求 小 于 5 和 ， 即 平均 1 000 次 通话 中 最 多 有 5 次 打 不 
通 ,那么 由 公式 即 可 求 出 需要 的 最 少 线路 数目 。 


埃 尔 朗 公 式 还 被 推广 到 M/G/n 系统 , 自 1957 年 起 ， 
陆续 给 出 了 严格 的 证 明 。 

另 一 著名 的 公式 是 辛 钦 - 波 拉 采 克 公式 ， 它 主要 包 
括 两 个 公式 ， 其 一 为 M/G/1 系统 中 顾客 的 平均 数 Q= 
p+(p?+Xi01)/2(1 一 p), 式 中 入 是 单位 时 间 内 到 达 的 顾 
客 的 平均 数 ,pP= 和 /p 称 为 服务 强度 ,1/4 是 每 个 顾客 的 平 
均 服务 时 间 , 而 0? 为 服务 时 间 的 方差 。 可 以 看 出 ， 在 平 
均 服务 时 间 不 能 缩减 的 情况 下 ， 缩 减 服务 时 间 的 方差 也 
能 使 系统 中 顾客 的 平均 数 下 降 。 其 二 为 M/G/1 系统 中 等 
待 时 间 分 布 的 拉 普 拉 斯 变换 W*(s)=(1p)s/(s 一 和 + 
XB*(s)), 式 中 入 、p 如 同上 述 ,B*(s) 是 服务 时 间 分 布 的 拉 
普 拉 斯 变换 , 它 完全 确定 等 待 时 间 的 分 布 。 

为 了 研究 系统 在 什么 样 条 件 下 才能 最 终 达到 统计 平 
衡 的 问题 , 肯 德 尔 在 1951 年 首先 对 M/G/1 系统 引进 了 
获 入 马尔 可 夫 链 的 概念 ， 并 证 明了 系统 中 队长 达到 统计 
平衡 的 充分 必要 条 件 是 ， 服 务 强度 p<1。 它 的 直观 意义 
是 明显 的 ， 即 只 有 在 单位 时 间 内 到 达 的 顾客 的 平均 数 小 
于 被 服务 完 的 顾客 的 平均 数 时 ， 队 长 才能 避免 无 限 增长 
而 达到 平衡 。 在 1953 年 ,他 又 对 GI/M/n 系统 得 到 了 类 
似 的 结论 。 关 于 等 待 时 间 , 则 在 1952 年 就 有 文献 对 GI/ 
G/1 系统 证 明了 :服务 强度 p<1 也 是 等 待 时 间 达 到 统计 
平衡 的 充分 必要 条 件 。 关 于 统计 平衡 的 其 他 研究 工作 ,也 
不 断 出 现 。 

瞬时 性 态 的 研究 ”从 20 世纪 50 年 代 中 期 开始 ， 引 
起 了 人 们 的 注意 ， 并 逐渐 成 为 排队 论 研 究 的 焦点 。 最 早 
的 瞬时 性 态 研究 是 求解 描述 最 简单 的 M/M/1 系统 的 生 
灭 过 程 的 微分 方程 组 ， 利 用 了 母 函 数 法 、 随 机 游 动 法 或 
谱 论 。 

当 输 入 间隔 与 服务 分 布 并 非 都 是 负 指数 分 布 时 ， 则 
情况 更 为 复杂 。 为 了 将 非 马 尔 可 夫 过 程 化 为 马尔 可 夫 过 
程 ,以 便于 处 理 ,于 是 引入 了 殿 入 马尔 可 夫 链 和 提出 了 补 
充 变 量 法 。 又 由 于 考虑 了 所 谓 的 再 生 点 ， 而 使 更 新 过 程 
( 见 点 过 程 ) 的 技巧 在 排队 论 中 也 得 到 广泛 的 应 用 。 此 外 ， 
利用 有 关 变 量 概率 关系 的 分 析 并 结合 拉 普 拉 斯 变换 的 
方法 ,已 成 为 排队 论 的 有 力 工具 。 

对 于 更 一 般 的 系统 G1/G/1 的 瞬时 性 态 研究 ， 由 于 
组 合 分 析 法 的 运用 而 有 了 很 大 的 进展 。 

对 于 经 典 的 系统 M/M/1、M/M/n、M/G/1,GI/M/1、 
GI/G/1 和 GI/M/n 的 瞬时 性 态 研究 ， 在 一 些 主要 问题 
上 ,已 经 得 到 解决 ,中 国 数学 工作 者 作出 了 贡献 。 但 是 在 
M/G/n 和 GI/G/n 系统 的 肯 时 性 态 研究 方面 ， 只 获得 了 
某 些 定性 的 结果 ,尚未 求 得 明显 解 。 

通 近 理论 ”由 于 一 些 系 统 的 瞬时 性 态 问题 的 解 ， 包 
含 着 极为 复杂 的 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 与 母 函 数 的 展开 ， 
实际 计算 起 来 相当 困难 ,而 另 一 些 系 统 如 M/G/n 与 GI/ 
G/n 的 平稳 性 态 与 瞬时 性 态 问题 的 明显 解 均 未 求 得 ， 因 
此 有 必要 去 研究 各 种 便于 实际 计算 的 近似 解法 。 

由 考虑 能 否 找 出 某 些 量 的 上 界 、 下 界 来 给 出 系统 的 
初步 信息 ， 导 致 许多 有 关 平 均 队 长 或 平均 等 待 时 间 的 上 
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界 、 下 界 的 研究 。 由 考 虚 能 否 用 简单 的 系统 来 下 近 复 杂 
系统 ， 导 致 研究 诸如 用 埃 尔 朗 输 入 或 服务 的 系统 来 逼近 
一 般 系 统 、 用 分 析 上 易于 处 理 的 扩散 过 程 来 逼近 各 种 排 
队 过 程 。 由 考虑 逼近 的 有 效 性 ， 导 致 关于 所 谓 连 续 性 即 
逼近 序列 的 变化 而 引起 极限 系统 的 变化 大 小 的 讨论 。 

此 外 ,有 很 多 文献 讨论 饱和 服务 (服务 强度 小 于 1 而 
已 充分 接近 于 1 的 情形 ) 的 允 近 问题 。 因 为 它 涉 及 系统 
的 合理 设计 问题 ,所 以 在 应 用 上 值得 注意 。 

对 于 尚未 解决 的 MM/G/n 系统 ,除了 利用 扩散 逼近 求 
解 外 ， 还 有 采用 补充 变量 法 与 拉 普 拉 斯 法 ， 列 出 方程 组 
后 ,直接 进行 近似 求解 ,或 在 作出 马尔 可 夫 性 的 近似 假定 
后 ,再 来 计算 求解 。 

研究 复杂 系统 的 性 态 时 ， 计 算 机 模拟 的 方法 有 很 大 
的 实用 价值 。 

最 优化 ”随机 服务 系统 的 最 优化 问题 虽然 起 源 很 
早 ， 但 是 到 20 世纪 60 年 代 才 受 到 普遍 重视 。 它 包括 设 
计 最 优化 与 控制 最 优化 两 个 方面 。 

设计 最 优化 与 性 态 研究 的 关系 较为 密切 , 一 般 来 说 ， 
只 要 对 性 态 研究 得 到 了 明显 表达 式 ， 设 计 最 优化 也 就 随 
之 解决 。 

控制 最 优化 问题 ， 在 研究 中 有 时 需要 采用 新 的 概念 
与 技巧 首先 ,作为 最 优化 的 标准 ,应 考虑 一 个 目标 函数 ， 
例如 总 费用 最 小 或 总 效益 最 大 ， 其次， 必须 对 系统 运行 
的 概率 规律 有 确切 的 了 解 ,才能 实际 控制 。 另 外 ,作为 决 
策 人 进行 控制 的 手段 ,要 有 一 组 可 供 选 择 的 策略 ， 于 是 ， 
有 可 能 形成 一 个 马尔 可 夫 决 策 过 程 的 模型 。 马 尔 可 夫 决 
策 过 程 在 控制 最 优化 问题 的 研究 中 ,有 重要 作用 。 

输入 过 程 、 排 队 规则 以 及 服务 设施 都 有 最 优化 控制 
问题 。 输 入 过 程 的 最 优 控制 可 以 通过 拒绝 顾客 的 到 达 来 
进行 ,可 以 用 调整 平均 到 达 速 度 来 进行 ,也 可 以 让 顾客 本 
身 发 挥 作用 如 利用 价格 政策 的 影响 来 进行 。 排 队 规则 的 
最 优 控制 可 以 通过 优先 权 的 指定 或 顾客 在 各 服务 台 之 间 
的 分 配 来 进行 。 服 务 设备 的 最 优 控制 可 以 通过 增 减 服务 
速度 或 服务 台 的 数目 来 进行 。 

还 有 一 些 与 排队 论 有 密切 关系 的 随机 分 支 。 

存储 论 也 称 水 库 论 ,起 源 于 水 库 蓄 水 问题 .上游 的 水 
不 断 流入 水 库 , 水 库 又 按 一 定 规则 放水 ,以 使 水 库存 储 的 
水 量 保持 在 安全 理想 的 状态 ,并 能 满足 防洪 、 发 电 ,航运 、 
灌溉 等 等 多 种 需要 。 在 各 种 输入 、 输 出 情况 下 研究 库容 
变化 规律 ， 是 存储 论 的 主要 研究 内 容 。 存 储 论 中 的 库容 
问题 与 排队 论 中 的 等 待 时 间 问 题 ， 在 某 种 离散 的 特殊 情 
形 下 ,是 两 个 完全 等 价 的 问题 , 但 是 , 由 于 水 库 进 水 是 连 
续 的 ,而 放水 可 以 是 离散 的 , 也 可 以 是 连续 的 , 因而 一 般 
不 能 用 排队 论 的 方法 直接 处 理 水 库 问题 。 水 库 问题 与 排 
队 问 题 既 相似 又 不 同 , 它 有 自身 的 理论 体系 ,其 发 展 与 排 
队 论 又 互 为 影响 。 

计算 机 设计 的 数学 理论 ， 是 20 世纪 60 年 代 中 期 排 
队 论 开始 应 用 于 计算 机 的 性 能 分 析 而 产生 的 。 计 算 机 系 
统 本 身 就 是 一 个 大 型 的 、 复 杂 的 、 网 络 式 的 随机 服务 系 


504 


统 ， 因 之 可 用 排队 论 的 方法 来 研究 计算 机 的 设计 和 性 能 
分 析 。 在 实时 处 理 , 分 时 系统 ,多 道 程序 、 计 算 机 网 络 和 
存储 器 分 配 中 ， 都 有 排队 论 的 应 用 。 排 队 论 是 计算 机 设 
计 的 数学 理论 基础 之 一 。 
其 他 有 关 的 分 支 是 计算 机 模拟 、 可 靠 性 数学 理论 及 
库存 论 。 
参考 书目 
徐 光 焊 著 :< 随 机 服务 系统 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1980. 
J. W. Cohen, The Single Server Queue, Rev ed., North 
Holland, Amsterdam, 1982. 
D. R. Cox & W.L. Smith, Queues, Methuen, London, 


1961. 
( 徐 光 焊 ) 

panding wentl 
判定 问题 〈decision problem) 判定 所 谓 * 大 
量 问题 "是 否 具有 算法 解 ,或 者 是 否 存在 能 行 的 方法 使 得 
对 该 问题 中 的 每 一 特例 能 在 有 限 步 内 机 械 地 判定 它 是 否 
具有 某 种 性 质 ( 如 是 否 真是 否 可 满足 或 是 否 有 解 等 ， 随 
大 量 问题 本 身 的 性 质 而 定 ) 的 问题 。 大 量 问 题 是 与 单个 问 
题 相 对 立 的 ， 它 一 般 由 无 穷 多 个 具有 某 种 共性 的 单个 问 
题 组 成 。 

上 述 “ 是 否 有 算法 解 "，“ 是 否 存 在 能 行 的 方法 "的 说 
法 中 的 “是 ", 指 有 算法 解 或 有 能 行 的 方法 ,这 是 不 成 问题 
的 ， 因 为 任 人 们 的 直观 至 少 在 理论 上 总 可 以 判断 一 个 解 
或 一 种 方法 是 算法 解 或 是 能 行 的 方法 ， 尽 管 有 时 它 很 长 
而 且 很 复杂 ， 但 对 其 中 的 " 否 " 即 不 存在 算法 解 或 不 存在 
能 行 的 方法 , 则 问题 要 麻烦 得 多 。 这 要 求 要 有 精确 的 “ 算 
法 "概念 或 精确 的 “能 行 性 理论 "概念 。 后 两 者 在 30 年 代 
才 建 立 和 发 展 起 来 ,并 成 了 “ 进 归 论 "的 基础 部 分 有 了 精 
确 算法 概念 之 后 ， 随 即 发 现 许多 长 期 悬而未决 的 大 量 问 
题 不 存在 算法 解 ， 或 者 说 是 算法 不 可 解 的 (根据 丘 奇 论 
题 , 有 时 又 说 是 递归 不 可 解 的 )， 或 者 说 该 问题 是 不 可 判 
定 的 。 其 中 最 著名 的 有 : @ 狭 谓词 演 算 (也 称 一 阶 逻 辑 、 
一 阶 函 项 演算 等 ) 公 式 的 可 满足 性 的 判定 问题 (A. 丘 奇 ， 
1936;A.M. 图 灵 ,1937); @ 群 的 字 问 题 (II.C. 诺 维 科 夫 ， 
1955; W. W. 布 因 ,1959)，@ 希 尔 伯 特 第 10 问题 。 

上 述 问 题 @ 就 是 希 尔 伯 特 所 谓 的 “判定 问题 "。 希 尔 
伯 特 称 它 是 数理 逻辑 的 基本 问题 或 中 心 问题 ,如 上 所 说 ， 
1936 年 已 证 明 此 问题 不 可 解 ( 指 算法 不 可 解 )。 但 全 体 公 
式 类 的 不 可 解 并 不 曹 衣 其 子 类 的 不 可 解 性 。 事 实 上 狭 谓 
词 演算 公式 集 的 许多 子 类 是 有 算法 解 的 ， 当 然 也 同样 有 
许多 子 类 (特别 是 所 谓 " 归 约 类 ") 是 不 可 解 的 。 不 妨 把 这 
方面 的 判定 问题 即 由 希 尔 伯 特 的 “判定 问题 "所 引伸 出 来 
的 问题 称 为 “狭义 的 判定 问题 "， 并 把 对 于 一 般 的 大 量 问 
题 的 相应 问题 笼统 地 叫 作 "判定 问题 "。 

狭义 判定 问题 ” 狭 谓词 演算 公式 的 最 简单 而 且 最 著 
名 的 可 判定 子 类 是 全 体 只 含 一 目 谓词 的 公式 类 (L. 勒 文 
海 姆 ,1915;A.T. 斯 科 朗 ,1919; H. 伯 赫 曼 ,1922), 以 及 
如 下 的 两 个 前 束 类 : 

@ 具有 前 束 习 … 习 Y…V 的 前 束 公式 类 (P. 贝尔 


奈 斯 ,M. S. 芬 克 尔 ,1928) 

@ 具有 前 束 习 …3 习 YYV 习 …3 的 前 束 公式 类 (K. 
哥 德 尔 ,1932yL. 卡尔 马 ,1933;K. 许 特 ,1934)。 

在 讨论 一 阶 远 辑 的 不 可 解 公式 类 之 前 先 介绍 “ 归 约 
类 "的 概念 。 简 单 地 说 ,它们 是 这 样 的 一 些 公式 类 ， 使 得 
全 体 公式 的 判定 问题 能 够 能 行 地 化 归 为 这 些 类 的 判定 问 
题 。 这 方面 最 早 和 最 简单 的 情形 是 只 包含 二 目 谓 词 变 元 
的 公式 类 ( 勤 文海 姆 ,1915 ) 以 及 具有 前 束 VY…Y 3…3 
的 前 束 公式 类 (斯 科 朗 ,1920)。 

由 丘 奇 和 图 灵 的 结果 推出 一 切 归 约 类 均 为 不 可 判定 
的 。 图 灵 的 证 明 是 十 分 直截了当 的 。 他 用 一 阶 逐 辑 中 的 
公式 对 图 灵机 进行 编码 ， 由 此 由 图 灵机 停机 问题 的 不 可 
解 性 便 推出 一 阶 逻辑 的 不 可 判定 性 。 

归 约 法 和 编码 法 仍 是 证 明 一 阶 逻辑 公式 类 不 可 判定 
性 的 两 个 主要 方法 ， 利 用 归 约 法 可 以 证 明 如 下 公式 类 的 
不 可 判定 性 ， 

@ 具有 前 束 YY Y 3 的 前 束 公式 类 (J. 苏 拉 尼 ， 
1950)。 

利用 对 "“ 铺 砖 问题 "进行 编码 可 证 如 下 公式 类 的 不 可 
判定 性 ， 

@ 具有 前 束 Y 3 Y 的 前 束 公式 类 (A. S. 卡尔 ,EE. 
F. 莫 尔 和 王 浩 ,1962)。 

图 和 @ 中 的 公式 类 都 是 归 约 类 ， 而 且 可 以 看 出 公式 
类 @ 为 归 约 类 一 事 可 以 容易 地 由 @ 中 公式 类 的 归 约 性 推 
出 不 仅 如 此 ,有 了 @@ 后 许多 有 趣 的 归 约 类 都 能 十 分 容易 
地 得 到 。 

综合 @~@@， 如 果 不 考 虚 等 词 ， 则 有 如 下 结果 ， 它 
表明 对 前 束 公式 类 而 言 可 解 与 不 可 解 的 问题 已 经 完全 
解决 。 

给 定 任何 量词 串 Qiz，@:x: …,Qs xs， 由 此 量词 串 
所 确定 的 前 束 类 是 一 个 关于 可 满足 性 的 归 约 类 ， 当 且 仅 
当 该 量词 串 包含 V3 Y 或 YY YW 3 作为 保持 顺序 而 不 
一 定 相连 结 的 子 串 。 每 个 不 是 归 约 类 的 前 束 类 都 是 可 判 
定 的 。 

如 果 单 考虑 公式 中 谓词 的 目 数 和 个 数 ， 则 有 如 下 结 
果 , 它 在 这 方面 可 能 是 最 好 的 了 。 

@@ 一 切 只 含 唯一 的 二 目 谓词 变 元 RR 的 公式 的 集 是 
归 约 类 (卡尔 马 ,1936)。 

狭义 判定 问题 还 有 许多 问题 没有 论 及 。 主 要 是 未 讨 
论 前 束 公式 的 母 式 的 真 值 函数 形式 以 及 出 现在 原子 子 公 
式 中 的 个 体 变 元 的 顺序 等 。 

关于 狭义 判定 问题 的 另 一 个 重要 结果 ,是 由 B. A. 
特 拉 赫 坚 布 罗 特 于 1950 年 证 明 的 , 即 一 阶 逻 辑 中 公式 是 
否 在 一 有 穷 个 体 域 上 可 满足 是 不 可 判定 的 。 

一 般 大 重 问 题 的 判定 问题 又 分 为 一 阶 (或 初等 ) 理 
论 的 判定 问题 和 其 他 数学 判定 问题 。 前 者 是 指 给 了 一 个 
形式 理论 ， 要 求 判定 属于 相应 语言 的 任 一 语句 "能 否 由 
该 理论 推出 ,或 等 价 地 , 是否 在 该 理论 的 一 切 模型 上 为 
真 。 例 如 , G. 皮 亚 诺 算 术 理论 PA 和 公理 集合 论 中 的 ZF 


系统 都 是 不 可 判定 的 一 阶 理论 的 例子 ， 而 实 团 有 序 域 或 
代数 封闭 域 的 一 阶 理论 则 是 可 判定 的 一 阶 理论 的 两 个 例 
子 。 后 者 的 例子 也 很 多 ,如 群 的 字 问 题 (M. 德 肯 ,1911)， 
丢 番 图 方程 可 解 性 的 判定 问题 ( 希 尔 伯 特 第 10 问题 
1900) 等 。 

可 判定 理论 的 例子 ”以 下 对 一 数学 结构 或 模型 lw， 
令 区 ( 册 ) 表 一 切 在 苹 上 真 的 语句 组 成 的 完备 理论 。 

@ Th(<w,<>>)(C.H. 兰 福 德 ,1927， 其 中 心 表 全 
部 自然 数 的 集合 ); 

@ Th(<Q,<>) ( 兰 福 德 ,1927， 其 中 @ 表 全 体 有 
理 数 的 集合 ); 

@ Th( <w,+>),(M. 普 雷 斯 伯 格 ,1929); 

图 Th(<R, 0,1, 十 ,"， 忆 ,>>) (A. 塔 尔 斯 基 ， 
1948; 其 中 民 表 一 切实 数 的 集合 ); 

@@ 代数 封闭 域 的 初等 理论 ( 塔 尔 斯 基 ,1948)， 

@ 交换 群 的 初等 理论 (W. 什 米 莱 夫 ,1954); 

@ 布尔 代数 的 初等 理论 ( 塔 尔 斯 基 ,1940)。 

以 上 诸 理论 的 可 判定 性 均 可 用 消去 量词 方法 得 到 ， 
而 〇 @~@ 情 形 的 可 判定 性 亦 可 用 模型 论 方法 得 到 。 用 模 
型 论 方法 可 证 明 其 可 判定 性 的 理论 还 有 ， 

图 P 进位 域 的 初等 理论 (J, 阿 克 斯 和 S，B. 科 琴 ， 
1965~1966); 

@@ 有 限 域 的 初等 理论 ( 阿 克 斯 ,1968)， 

加 线性 (全 ) 序 集 的 初等 理论 (A. 埃 伦 托 伊 希 特 ， 
1959)。 

情形 @@ 否 定 了 长 期 悬而未决 的 如 下 犹 想 ， 除 实 闭 域 
和 代数 封闭 域外 ,没有 其 他 可 判定 的 无 限 域 。 

证 明理 论 的 可 判定 性 的 方法 除 上 面 提 到 的 消去 量词 
和 模型 论 方法 外 还 有 解释 方法 。 情 形 @ 的 可 判定 性 就 可 
用 解释 方法 证 明 。 不 过 用 解释 方法 证 明 为 可 判定 的 理论 
大 都 是 二 阶 的 。 

不 可 判定 的 理论 . 丘 奇 1936 年 用 哥 德 尔 1931 年 证 
明 不 完备 性 定理 的 想法 首先 证 明了 皮 亚 诺 算术 理论 PA 
(及 其 若干 子 理论 ) 为 不 可 判定 的 ,J.B. 罗 塞 同年 证 明 PA 
的 任何 无 矛盾 扩张 均 为 不 可 判定 的 。 堵 尔 斯 基 称 这 样 的 
理论 为 本 质 不 可 判定 理论 。 这 种 证 明 不 可 判定 性 的 方法 
叫做 直接 方法 。 用 直接 方法 能 证 明 其 不 可 判定 性 的 理论 
应 当 充分 强 ,使 得 数论 的 推理 工具 能 在 其 中 发 展 。 还 有 一 
种 间接 方法 , 即 归 约 方法 ,其 要 点 在 于 ,把 一 理论 T, 的 判 
定 问 题 归 约 到 一 不 可 判定 的 理论 Pi, 由 此 证 明 7, 亦 为 不 
可 判定 的 。 这 里 又 分 两 种 情形 ，@ 证 明 Ti 由 T: 删 去 有 
限 条 公理 而 得 , 丘 奇 正 是 用 这 一 方法 于 1936 年 证 明 一 阶 
有 远 辑 为 不 可 判定 的 。 回 证 明 某 一 本 质 不 可 判定 理论 Ta 
可 以 在 T, 中 解释 。 采 用 PA 作为 本 质 不 可 判定 理论 Ti 
可 证 明 各 种 公理 集合 论 系统 为 不 可 判定 的 。 

上 述 间 接 方法 的 适用 范围 仍 是 有 限 的 。 还 有 一 种 广 
义 间接 方法 , 它 把 上 一 方法 中 的 两 种 情形 @、@ 的 某 些 特 
点 结合 起 来 。 这 就 是 说 , 为 了 证 明理 论 Pi 不 可 判定 , 只 
须 把 一 有 穷 可 公理 化 的 本 质 不 可 判定 理论 T, 在 Ti 的 某 
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一 无 矛盾 扩张 中 解释 即 可 。 此 种 理论 7: 自然 不 能 沿用 
P4, 因 后 者 是 不 可 有 穷 公理 化 的 。 下 面 的 鲁 宾 孙 系统 @ 
适合 一 切 要 求 ,其 公理 只 有 7 条 

Sx=Sy>x=Y, 

0#Sx, 

zx*0-> 3Yyx=5Y), 

x+0=—x, 

Xx+Sy=S(x+y), 

x:0=0, 

xX"(SYy)=(x'Yy)+ xr, 
用 这 种 广义 间接 方法 已 证 明 ， 群 环 , 域 和 格 的 初等 理论 
均 是 不 可 判定 的 。 还 可 证 明 ， 各 种 类 型 的 群 . 环 , 域 和 格 
的 初等 理论 的 不 可 判定 性 。R. M. 鲁 宾 孙 还 用 这 些 方法 
证 明了 许多 特殊 环 民 的 完备 初等 理论 Th(R) 为 不 可 判定 
的 。 此 种 环 称 为 不 可 判定 的 环 。 

不 可 解 的 问题 ”大 批 不 可 解 的 问题 属于 组 合 判定 问 
题 ， 其 中 较 有 意义 的 是 半 群 的 字 问 题 (A. 图 埃 ,1914) 和 
群 的 字 问 题 。 前 一 问题 已 证 明 为 不 可 解 的 (E.L. 波斯 特 ， 
1947，A. A, 马尔 可 夫 , 1949)。 群 的 字 问 题 则 要 困难 得 
多 。 如 前 面 所 说 它 的 不 可 解 性 已 由 诺 维 科 夫 和 布 思 在 50 
年 代 相 互 独立 地 证 明 。 值 得 指出 的 是 G. 希 格 曼 1961 年 
证 明了 如 下 定理 。 

硕 格 更 定理 一 个 群 是 递归 可 表示 的 当 且 仅 当 它 同 
构 于 一 有 限 呈 示 群 的 子 群 。 

这 个 定理 表明 递归 可 表示 这 一 递归 论 概念 等 价 子 一 
纯 代数 概念 。 群 的 字 问题 的 不 可 解 性 是 它 的 一 个 容易 的 
推论 。 

另外 两 个 有 名 的 不 可 解 问题 是 分 属于 拓扑 学 和 数论 
的 问题 ， 

@ 1958 年 证 明 维 数 >4 的 流 形 同 胚 问题 不 可 解 (二 
维 情形 已 由 B. 杏 昌 解决; 三维 流 形 的 问题 尚未 解决 )， 

回 关于 丢 番 图 方程 可 解 性 的 判定 问题 ( 即 希 尔 伯 特 
第 10 问题 ) 已 于 1970 年 最 后 否定 地 解决 。 

无 论 是 狭义 判定 问题 还 是 一 般 判定 问题 ， 在 可 解 的 
情形 有 一 个 算法 复杂 人 性 或 可 行 性 问题 ,对 不 可 解 的 问题 ， 
则 有 一 个 不 可 解 度 的 问题 。 

参考 书目 

A. Tarski, et al.， Undecidoble Theories, Humanities 
Press, New York, 1953. 

J.Barwise, ed., Hondbook of Mathematical Logic, Horth- 
Holland, Amsterdam, 1977. 

B. Dreben and W. D. Goldtarb, The Decision Problem- 
Solvable Classes of Quantificational Formulas, Addison- 
Wesley, Reading, Mass., 1979. 

(高 昼 靳 ) 
Pongjiolal 
庞 加 莱 , (J.-)H. (Jules-Henri Poincaré 
1854 一 1912) 又 译 袁 加 勒 。 法 国 数学 家 。1854 年 
4 月 29 日 生 于 南 锡 , 1912 年 7 月 17 日 检 于 巴黎 。 在 兰 
中 学 时 ， 已 显示 出 数学 才能 ， 获 全 法 国 公立 中 学 数学 竞 
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赛 一 等 奖 。 1873 年 10 月 以 第 一 名 考 入 巴黎 综合 工科 学 
校 。 1875 一 1878 年 在 国立 高 等 
矿业 学 校 学 习 工程 。 后 任 工程 
师 。1879 年 以 数学 论文 获 博士 
学 位 。 旋 即 去 卡 昂 大 学 理学 院 
任 讲师 。1881 年 为 巴黎 大 学 教 
授 ， 直 到 去 世 。1887 年 他 当选 
为 法 国 科学 院 院士 , 1908 年 当 
选 为 法 兰 西学 院 院士 。 他 还 多 
次 获得 法 国 及 其 他 国家 的 荣誉 
和 奖励 。 

庞 加 莱 的 研究 涉及 数论 、 代 数学 ,几何 学 ,拓扑 学 等 
许多 领域 ,最 重要 的 工作 是 在 分 析 学 方面 ,他 早期 的 主要 
工作 是 创立 自 守 函数 理论 (1878)。 他 引进 了 富 克 斯 群 和 
克 莱 因 群 ， 构 造 了 更 一 般 的 基本 域 。 他 利用 后 来 以 他 的 
名 字 命 名 的 级 数 构造 了 自 守 函数 ， 并 发 现 这 种 函数 作为 
代数 函数 的 单 值 化 函数 的 效用 。1883 年 , 提出 了 一 般 的 
单 值 化 定理 1907 年 他 和 了 . 克 贝 相互 独立 地 给 出 完全 
的 证 明 )。 同 年 ,他 进而 研究 一 般 解 析 函 数论 ， 研 究 了 整 
函数 的 亏 格 及 其 与 泰勒 展开 的 系数 或 函数 绝对 值 的 增长 
率 之 间 的 关系 。 它 同 皮卡 定理 构成 后 来 的 整 函数 及 亚 纯 
函数 理论 发 展 的 基础 。 他 又 是 多 复 变 函数 论 的 先驱 者 
守 。 

庞 加 莱 为 了 研究 行星 轨道 和 卫星 轨道 的 稳定 性 问 
题 ,在 1881~1886 年 发 表 的 四 篇 关于 微分 方程 所 确定 的 
积分 曲线 的 论文 中 ， 创 立 了 微分 方程 的 定性 理论 。 他 研 
究 了 微分 方程 的 解 在 四 种 类 型 的 奇 点 (焦点 、 鞍 点 、 结 点 、 
中 心 ) 附 近 的 性 态 。 他 提出 根据 解 对 极限 环 (他 求 出 的 一 
种 特殊 的 封闭 曲线 ) 的 关系 ,可 以 判定 解 的 稳定 性 。1885 
年 ,瑞典 国王 奥斯卡 二 世 设立 “m 体 问题 " 奖 , 更 加 引起 席 
加 莱 研 究 天 体力 学 问题 的 兴趣 。 他 以 关于 当 三 体 中 的 两 
个 的 质量 比 另 一 个 小 得 多 时 的 三 体 问题 的 周期 解 的 论文 
获奖 。 还 证 明了 这 种 限制 性 三 体 问题 的 周期 解 的 数目 同 
连续 统 的 势 一 样 大 。 这 以 后 ， 他 进行 了 大 量 天 体力 学 研 
究 。 引 进 了 渐进 展开 的 方法 ， 得 出 严格 的 天 体力 学 计算 
技术 。 他 的 成 果 总 结 在 《天 体力 学 的 新 方法 》(3 卷 ， 
1892 一 1899) 和 《天 体力 学 讲义 》 中 。 他 开创 了 动力 系统 
理论 , 1895 年 证 明了 *“ 庞 加 莱 回归 定理 "。 他 在 天 体力 学 
方面 的 另 一 重要 结果 是 ,在 引力 作用 下 ,转动 流体 的 形状 
除了 已 知 的 旋转 椭 球 体 、 不 等 轴 椭 球体 和 环 状 体外 ,还 有 
三 种 庞 加 莱 梨 形体 存在 。 

庞 加 莱 对 数学 物理 和 偏 微分 方程 也 有 贡献 。 用 括 去 
法 证 明了 狄 利克 雷 问题 解 的 存在 性 (1890)， 这 一 方法 后 
来 促使 位 势 论 有 新 发 展 。 他 还 研究 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 
值 问题 ， 给 出 了 特征 值 和 特征 函数 存在 性 的 严格 证 明 
(1894)。 他 在 积分 方程 中 引进 复 参 数 方 法 ,促进 了 弗 雷 
德 霍 姆 理论 的 发 展 。 

庞 加 莱 对 现代 数学 最 重要 的 影响 是 创立 组 合 拓扑 
学 。1892 年 发 表 第 一 篇 论文 ,1895~1904 年 ， 他 在 六 篇 


论文 中 建立 了 组 合 拓扑 学 。 他 引进 贝蒂 数 、 挠 系数 和 基 
本 群 等 重要 概念 ， 创 造 流 形 的 三 角 剖 分 .单纯 复合 形 、 重 
心 重 分 ,对 偶 复合 形 、 复 合 形 的 关连 系数 矩阵 等 工具 ， 借 
助 它们 推广 欧 拉 多 面体 定理 成 为 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 , 并 证 
明 流 形 的 同调 对 侦 定 理 。 庞 加 莱 的 思想 预示 了 德 拉 姆 定 
理 和 和 霍 奇 理论 。 他 还 提出 钳 加 莱 猜 想 。 在 “ 庞 加 莱 的 最 
后 定理 "中 ,他 把 限制 性 三 体 问题 的 周期 解 的 存在 问题 归 
结 为 满足 某 种 条 件 的 平面 连续 变换 不 动 点 的 存在 问题 。 

庞 加 莱 在 数论 和 代数 学 方面 的 工作 不 多 ， 但 很 有 影 
响 。 他 的 6 有 理 数 域 上 的 代数 几何 学 X1901) 开 创 了 丢 番 
图 方程 的 有 理解 的 研究 。 他 定义 了 曲线 的 秩 数 ， 成 为 丢 
番 图 几何 的 重要 研究 对 象 。 他 在 代数 学 中 引进 群 代数 并 
证 明 其 分 解 定理 。 第 一 次 引进 代数 中 的 左 理想 和 右 理想 
的 概念 。 证 明了 李 代 数 第 三 基本 定理 及 坎贝尔 - 豪 斯 多 
夫 公 式 (1899)。 还 引进 李 代数 的 包 络 代数 ,并 对 其 基 加 以 
描述 ,证 明了 庞 加 革 - 伯 克 答 定理 。 

庞 加 莱 对 经 典 物 理学 有 深入 而 广泛 的 研究 ， 对 狭义 
相对 论 的 创立 有 贡献 。 他 从 1899 年 开始 研究 电子 理论 ， 
首先 认识 到 阁 伦 茨 变换 构成 群 。 

庞 加 菜 的 哲学 著作 《科学 与 假设 兴 1902)《 科 学 的 价 
值 》(1905)k 科 学 与 方法 1909) 有 着 重大 的 影响 。 他 是 
约定 主义 的 代表 人 物 ， 认 为 科学 公理 是 方便 的 定义 或 约 
定 ， 可 以 在 一 切 可 能 的 约定 中 进行 选择 ， 但 需 以 实验 事 
实 为 依据 , 避 开 一 切 矛盾 。 在 数学 上 ， 他 不 同意 罗素 、 希 
尔 伯 特 的 观点 ,反对 无 穷 集合 的 概念 ， 赞 成 潜在 的 无 穷 ， 
认为 数学 最 基本 的 直观 概念 是 自然 数 ， 反 对 把 自然 数 归 
结 为 集合 论 。 这 使 他 成 为 直觉 主义 的 先驱 者 之 一 。 

他 的 论文 约 有 500 篇 ， 大 都 收 在 《 庞 加 莱 全 集 》X(11 
卷 ，1916 一 1954) 中 。 ( 胡 作 支 》 


Pangliolal calxlang 

庞 加 莱 猜 想 (Poincaré conjecture) 拓扑 学 
中 重要 的 猜想 之 一 。 球 面 是 数学 中 最 简单 且 最 常见 的 闭 
流 形 。 从 拓扑 学 的 观点 看 ,n 维 球面 8 的 特征 是 什么 ? 
二 维 球面 S* 是 单 连通 的 闭 曲 面 ,而 且 每 个 单 连 通 的 闭 曲 
面 都 和 8 同 胚 。 代 数 拓扑 学 的 韵 基 人 ， 法 国 数学 家 H. 
庞 加 莱 在 1904 年 猜测 ， 单 连通 的 三 维 闭 流 形 必 与 8 同 
胚 。 后 人 接着 猜测 : 当 维 数 ">4 时 ， 单 连通 的 闲 流 形 如 
果 与 S* 有 相同 的 同调 群 ， 亦 必 与 S" 同 胚 。 这 就 是 ” 维 
的 庞 加 莱 猜 想 。 

1960 年 ,S. 斯 梅 尔 证 明了 维 数 ">5 的 庞 加 莱 猜 想 ， 
1981 年 M, H. 弗 里 德 曼 证 明了 四 维 的 情形 。 庞 加 莱 原 来 
的 三 维 的 猜想 则 尚未 解决 。 

这 猜想 简明 易 懂 ， 却 是 考验 我 们 对 于 流 形 的 认识 深 
度 的 一 块 试金石 ,每 前 进一步 都 曾 引起 拓扑 学 的 跃进 最 
近 四 维 庞 加 羔 猜 想 的 解决 ,又 导致 一 个 非常 重要 的 发 现 : 
四 维 的 欧 氏 空间 与 其 余 维 数 的 欧 氏 空间 不 同 ， 除 了 通常 
的 微分 结构 以 外 它 还 有 别 的 不 寻常 的 微分 结构 。 

( 美 伯 助 ) 


Pangteliyajin 
庞 特 里 亚 金 ,用 C. 
paruH 1908~  ) 


(JIea Ceménosuy Ilou?- 

苏联 数学 家 。Y908 年 9 月 
3 日 生 于 莫斯科 。13 岁 时 因 爆 
炸 事故 双 目 失明 ,母亲 帮助 他 
自学 数学 。1925 年 进入 莫斯科 
大 学 数学 力学 系 。1929 年 毕业 
后 成 为 拓扑 学 家 开 . C. 亚 历 山 
德 罗 夫 的 研究 生 。 两 年 后 在 该 
校 任教 。1939 年 到 斯 捷克 洛 夫 
数学 研究 所 从 事 数 学 研究 。 同 
年 被 选 为 苏联 科学 院 通讯 院 
士 , 1958 年 成 为 院士 。 

他 的 早期 工作 集中 在 拓扑 学 方面 。 拓 扑 群 的 庞 特 里 
亚 金 对 偶 定 理 , 庞 特 里 亚 金 示 性 类 都 是 十 分 重要 的 工作 。 
50 年 代 开 始 研究 振动 理论 和 最 优 控制 理论 ， 以 紫 特 里 亚 
金 的 极 值 原理 著称 于 世 。 

他 的 主要 著作 有 《拓扑 群 % 中 译本 ,1957)。 
《 张 莫 窗 ) 


paowuxing plonwelfen fangcheng 
抛物 型 偏 微分 方程 (partial differential 
equation of parabolic type) 简称 抛物 型 方程 ， 
一 类 重要 的 偏 仙 分 方程 。 热 传导 方程 是 最 简单 的 一 种 抛 
物 型 方程 。 

热传导 方程 ”研究 热传导 过 程 的 一 个 简单 数学 模 
型 。 根 据 热 量 守恒 定律 和 伟 里 叶 热传导 实验 定律 导致 热 
传导 方程 


Due 如-ohu=Jabzib， (1) 


式 中 心 是 温度 ， 4 是 拉 普 拉 斯 算 符 ， a 是 导 温 系数 jar= 
直 ;是 热传导 系数 1c.p 分 别 是 比 热 和 密度 1= 世 ， 


了 了 是 外 加 热源 密度 。 自 然 界 还 有 很 多 现象 同样 可 以 用 方 
程 (1) 来 描述 ,例如 分 子 在 介质 中 的 扩散 过 程 等 ， 因 此 方 
程 (1) 通 常 亦 称 为 扩散 方程 。 

完 解 问题 为 了 确定 一 个 具体 的 热传导 过 程 ， 除 了 
列 出 方程 (1) 以 外 ， 还 必须 知道 物体 0 的 初始 温度 (初始 
条 件 ) 和 在 它 的 边界 39 上 所 受到 的 外 界 的 影响 (边界 
条 件 )。 

初始 条 件 : 

U(XsY,2,0) =u (TY, 2), 
边界 条 件 ,最 通常 的 形式 有 三 类 。 

第 一 边界 条 件 (或 称 狄 利克 雷 条 件 )。 

M(x,Y25t)| a0xte,m) = (XsY, zt), 
即 表面 温度 为 已 知 函 数 。 
第 二 边界 条 件 (或 称 诺 伊 曼 条 件 )， 
Ou 
Tn |30xe0,0) 


式 中 4 是 30 的 外 法 向 , 即 通过 表面 的 热量 已 知 。 


(2) 


《3) 


—g(x,Yy,2,t), (4) 


第 三 边界 条 件 (或 称 罗 宾 条 件 )， 
[ 问 +]|,,.。 0sY 754) 《5) 


式 中 a>9; 即 物体 表面 给 定 热 交换 条 件 。 
除了 以 上 三 类 边界 条 件 外 还 可 以 在 边界 30 上 给 定 
其 他 形式 的 边界 条 件 ,如 斜 微 商 条 件 、 混 合 边界 条 件 等 。 
方程 (1) 连 同 初始 条 件 (2) 以 及 边界 条 件 (3)、(4)、 
《5) 中 的 任意 一 个 一 起 构成 了 一 个 定 解 问题 ， 根 据 边界 
条 件 的 不 同形 式 ,分 别称 为 第 一 .二 ,三 边 值 问题 ,统称 为 
热传导 方程 的 初 边 值 问题 或 混合 问题 。 若 0=R?， 则 由 
方程 (1) 和 初始 条 件 (2) 构 成 的 定 解 问题 称 为 热传导 方程 
的 初 值 问题 或 柯 西 问题 。 
基本 解 与 格林 函数 ”基本 解 是 点 热源 的 影响 函数 。 
如 果 在 t=0 时 刻 在 (tf 处 给 定单 位 点 热源 ， 即 u(x， 
yz,0) 一 28,9,8) (3 是 狄 喇 克 函数 )， 则 当 t>0 时 由 它 
引起 的 在 全 空间 R 的 温度 分 布 ( 即 热传导 方程 (1) 的 解 ) 
称 为 热传导 方程 的 基本 解 。 通 过 传 里 叶 变换 可 以 得 到 它 
的 表达 式 。 当 t>0 时 
K(x—by—n2 tt) = 
1 3 (一 外 ?十 (一 9 十 (2 一 站) 
(za) 中 |- 人 
热传导 方程 初 值 问 题 (1)、(2) 的 解 可 通过 又 加 的 步 
事由 基本 解 生成 
W(X,Yy2,t)= 
ey nat tuo nt de dn de 
区 


+ Jere-ty ,att fts) de dn 。 
让 


对 于 一 个 有 界 区 域 9, 若 边界 温度 为 零 , 在 初始 时 刻 
在 (4， 7, 了) 处 给 定 一 个 单位 点 热源 w(x,y,z,0) 一 3(8,n， 
f)， 当 t>0 时 由 它 引 起 在 0 内 的 温度 分 布 ( 即 热传导 方 
程 的 解 ) 称 为 热传导 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 , 记 作 
G(x 一 t,y 一 9,2 一 了 ,t)。 根 据 格林 公式 


tg 


-| el (os us)asat, 
式 中 L* 是 工 的 共 二 算 子 ， 
av 
ro= 一 起 一 ozdo， 


任意 第 一 边 值 问题 (1)、(2)、(3) 的 解 都 可 通过 格林 函数 

表 为 

wxsy2,t) = Gee— ty n,m, ut, nt) de dd 
o 


上 8G(z 一 53 一 mhz 一 rt 一 
| 


+ etyn, st fe nr, saandrdsy 
4 


格林 函数 可 以 通过 基本 解 来 表示 ， 
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G(x—b yn zt)=K(r—t,y—9,2—t,t) 
+x—8Yy— 92—t,t), 

这 里 丈 x* 一 6y 一 9,z 一 8,t) 当 (8,9,8) 930 时 是 一 个 定 
义 在 互 x[0, oo) 上 的 充分 光滑 函数 。 对 于 一 维 问题 或 O 
为 立方 体 等 特殊 区 域 ， 格 林 函 数 可 以 通过 分 离 变 量 法 或 
镜像 法 去 求 得 。 

极 值 原理 一 个 内 部 有 热源 的 热传导 过 程 ( 即 在 方 
程 (1) 中 >0), 它 的 最 低温 度 一 定 在 边界 上 或 初始 时 刻 
达到 ,这 就 是 所 谓 的 极 值 原理 。 事 实 上 ,还 可 以 有 更 强 的 
结论 ，@ 如 果 在 t=T 时 在 0 内 部 某 一 点 达到 了 最 低温 
度 , 那么 在 这 个 时 刻 了 以 前 ( 即 +t<T 时 ) 整 个 物体 的 温度 
等 于 常数 ， 这 就 是 所 谓 的 强 极 值 原理 ，@@ 如 果 这 个 最 低 
温度 只 在 t=T 时 刻 的 某 一 边界 点 了 达到 ,那么 在 这 一 点 


上 器 | 。,<e cn 是 90 的 外 法 向), 此 即 所 调 的 边界 点 


引 理 。 

极 值 原理 与 边界 点 引 理 在 热传导 方程 的 研究 中 有 很 
多 应 用 ， 它 的 一 个 最 直接 的 推论 就 是 导出 了 热传导 方程 
初 边 值 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 。 

至 于 初 值 问 题 (1)(2) 的 解 的 唯一 性 , 它 与 解 在 无 穷 
远 点 的 性 态 有 关 。 如 果 对 于 初 值 问题 (1)(2), 附 加 上 无 
穷 远 点 增长 阶 的 限制 u(x,y,z,t)|<<Me4te?+y2+o’, 这 里 
4,M 是 任意 给 定 正常 数 ,那么 由 极 值 原理 可 以 证 明 初 值 
问题 (1)(2) 的 解 必 唯一 。 

解 的 正则 性 (光滑 性 ) 若 f=0, 则 由 初 值 问题 解 的 
表达 式 可 看 出 , 若 u(x,y,z) 有 界 连续 , 则 初 值 问题 (1)、 
(2) 的 解 (Xx,y, z, 1) 当 t>0 时 都 是 无 穷 次 连续 可 微 的 ， 
而 且 关 于 空间 变量 x,y,z 是 解析 的 , 关于 时 间 变 量 + 属 
于 谢 弗 莱 二 类 函数 , 即 在 |x| <p 内 满足 

| 舍 < Mm 
一 
当 #f 关 0 时 ， 热 传导 方程 解 的 可 微 性 质 与 了 的 性 质 有 关 ， 
例如 为 了 得 到 热传导 方程 的 古典 解 , 除了 需要 假定 也 zx， 
azit) 连续 以 外 ， 还 要 求 对 Xx,y,z 或 对 t+ 是 赫 尔 德 连 
续 的 。 

解 的 渐 近 性 ”如 果 边界 上 的 温度 以 及 热源 密度 与 时 
同 无 关 ( 即 4|aoxto,w) 一 9(X,y,z),Lu= 了 x,y,z)), 则 热 
传导 过 程 将 趋 于 稳定 状态 ,也 就 是 当 t-> co 时 ,不 管 什 么 
初始 条 件 , 物 体内 部 温度 总 趋 于 同一 个 极限 (稳定 态 的 温 
度 分 布 wx(z,g,z))， 它 是 杠 圆 边 值 问题 ， 一 oz4u= 了 (zy 
YZ),u|a0 一 9g(X,y,z) 的 解 。 

解 的 在 群 性 质 热传导 是 一 个 单 向 的 不 可 逆 过 程 ， 
热 总 是 由 高 温 流向 低温 。 如 果 边 界 温度 为 零 , S(t) 表示 
由 初始 时 刻 的 温度 场 映 到 + 时 刻 的 温度 场 的 线性 解 算 
子 ， 即 S(t)w 一 u(x,y,z,t;Uo)。 由 于 热传导 的 不 可 北 性 
质 , 因此 算 子 族 {S(t))o<:<= 具有 半 群 性 质 ，@ S(0) 一 
I(I 为 伍 同 算 子 ); @ S(t+r)=S(D)S(rt，r>0 @ 
lim S(t)w 一 to。 由 泛 函 分 析 中 的 希 尔 -吉田 定理 ,存在 一 


个 相应 的 无 穷 小 生成 子 A,S(t)=e-“4, 使 得 具有 齐 次 边 条 


件 的 第 一 边 值 问题 (1)、(2)、(3) 的 解 具有 明显 的 表达 式 
Wx 2s th) =e tuot eedr, 
式 中 Wo XY,2), f(t)=f(x,Yy,2,t), 
线性 和 拟 线性 抛物 型 方程 设 0CR", Q=Qx(0， 
co]。 二 阶 线性 偏 微分 方程 
bu Ou 
wg + brazr tu=f, (6) 
在 区 域 @ 内 称 为 是 抛物 型 的 ,如 果 存 在 常数 “>0， 使 得 


对 于 任意 ER", (Xx1,x,…,Xxn,t) EQ 有 
了 (Ts Kas 2 多 
如 果 ou 连续 可 逢 ， 那么 (6) 可 改写 为 
8 


,六 ow 语 + 吕 训 +euk=f (7) 


4 去 
的 形式 。(7) 称 为 具有 散 度 形式 的 抛物 型 方程 ，(6) 称 为 
非 散 度 形式 的 抛物 型 方程 。 当 ouEL-(Q@) 时 ，(6) 与 (7) 
是 有 区 别 的 ,不 能 互 推 。 如 果 方 程 (6) (7) 中 的 系数 和 右 
端 还 依赖 于 4,pu, 则 (6) 和 (7) 称 为 拟 线 性 抛物 型 方程 。 
抛物 型 方程 和 椭 贺 型 方程 的 研究 有 相似 的 地 方 ， 它 
们 互相 影响 、 互 为 借鉴 .椭圆 型 方程 理论 很 多 结果 在 抛物 
型 方程 中 都 有 相应 的 定理 ,例如 先 验 估计 , 极 值 原理 等 。 
所 线性 培 化 抛物 型 方程 ”考虑 在 绝热 过 程 中 气体 通 
过 多 和 孔 介质 的 流动 ,这 个 过 程 可 由 下 述 方程 来 刻画 ， 
2 一 dm 一 0 
式 中 m>>1, 4 是 气体 密度 ， 通 常 研究 它 的 非 负 解 。 由 于 
当 w=0 时 方程 赔 化 ,因此 它 是 一 个 拟 线性 赔 化 抛物 型 方 
程 。 对 于 这 个 问题 的 系统 理论 研究 是 从 1957 年 开始 的 。 
解 u 的 支 集 的 边界 是 一 条 自由 边界 ， 通 过 自由 边界 pu 
一 般 不 连续 ， 因 此 这 个 方程 一 般 只 存在 在 索 伯 列 夫 意 义 
下 的 广义 解 ， 而 且 由 于 当 w=0 时 方程 暗 化 为 一 阶 方程 ， 
因此 与 热传导 方程 不 同 ,扰动 的 传播 速度 是 有 限 的 。 
反应 扩散 方程 (组 ) 形 如 


8 
B= Did + f(x tse st Pun) | 


a 
- 强 -Dihn+fazobu tm 


Dm Aum + fm(X ,t,t » 


的 半 线 性 抛物 型 方程 组 叫做 反应 扩散 方程 组 。 除 了 研究 
各 种 定 解 问题 外 ,由 于 (8) 的 解 常 具 有 行 波 解 u(v*x 一 ct) 
以 及 当 t~so 时 以 x,t) 趋 于 椭 贺 型 方程 组 相应 的 边 值 问 
题 的 解 〈 称 为 平衡 解 ) 这 样 的 性 质 ， 因 此 以 研究 平衡 解 
的 稳定 性 为 核心 的 各 种 问题 就 构成 了 半 线 性 抛物 型 方程 
(组 ) 的 定性 理论 (或 叫 几何 理论 ) 。 
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Pengsallle 
彭 赛 列 ,J.-V. (Jean-Victor Poncelet 1788~ 
1867) 法 国 几何 学 家 ，1788 年 7 月 1 日 生 于 法 国 
梅 斯 ,1867 年 12 月 22 日 座 于 巴黎 。1810 年 他 站 业 于 书 
黎 综合 工科 学 校 , 是 G, 生日 的 
学 生 ， 后 到 梅 斯 工程 学 校 任 工 
程 教官 , 1812 年 随 拿破仑 军队 
远征 俄国 ,同年 11 月 在 克拉 斯 
诺 耶 被 分 ， 办 禁 在 萨 拉 托 夫 ， 
1814 年 6 月 获释 。 在 俘虏 营 的 
两 年 中 ， 他 在 没有 任何 资料 的 
情况 下 ， 回 忆 、 思 考 了 所 学 过 
的 数学 ,创立 了 射 形 几 何 学 ,还 
对 同 办 的 技术 人 员 讲 解 了 他 的 
新 思想 .1815 年 他 任 梅 斯 兵工厂 工程 师 ,把 在 爷 虏 营 中 取 
得 的 成 果 写 成 《 论 图 形 的 射影 性 质 》(1822) 一 书 。1825 一 
1835 年 回 梅 斯 工程 学 校 任教 , 这 期 间 出 版 了 《力学 教程 》 
《1826), 1831 年 被 选 入 巴黎 理学 院 继任 P.-S, 拉 普 拉 斯 
的 职位 。1835 年 成 为 “国防 委员 会 "的 成 员 。1838~1848 
年 , 任 巴黎 大 学 力学 教授 ，1848 一 1858 年 以 将 军衔 任 巴 
黎 综 合 工科 学 校 校长 。 

彭 赛 列 首先 提出 研究 图 形 经 过 任意 中 心 射影 保持 不 
变 的 性 质 ,其 中 最 重要 的 概念 是 交 比 ,为 了 使 所 得 结果 具 
有 完全 的 普遍 性 ， 他 引进 “无 穷 远 "元 素 。 这 些 思想 前 人 
曾 有 所 论述 ， 只 有 彭 赛 列 认识 到 它们 的 基本 性 并 且 作 了 
系统 的 发 展 ,他 研究 了 二 次 曲线 和 曲面 的 配 极 理论 ,并 由 
此 导致 一 般 的 对 偶 原理 。 此 外 ， 他 还 直观 地 讨论 了 一 类 
图 形 在 一 定 范围 内 连续 变动 时 所 保持 的 性 质 ， 并 应 用 于 
鼎 元 素 :这 种 讨论 虽 不 够 严格 , 却 显示 出 他 的 胆识 。 他 的 
工作 对 19 世纪 数学 的 发 展 有 重大 的 影响 。 


《美光 舌 ) 
Pika 


皮卡 ,(C.-)E. (Charles Emile Picard 1856~ 
1941) 法国 数学 家 。 在 解析 函数 论 、 微 分 方程 、 代 
数 几 何 .力学 等 方面 均 有 贡献 。1856 年 7 月 24 日 生 于 巴 
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黎 ,1941 年 12 月 11 日 卒 于 同 地 .1877 年 获 巴黎 高 等 师范 
学 校 博士 学 位 。1881 一 1898 年 
在 图 卢 兹 大 学 和 巴黎 高 等 师范 
等 校 任教 。 1898 年 任 巴黎 大 学 
教授 。1917 年 当选 为 法 国 科学 
院 终身 秘书 。 曾 获 多 种 科学 奖 
金 和 5 个 外 国 大 学 名 誉 博士 学 
位 。 他 是 37 个 国家 科学 院 和 著 
名 学 术 团体 的 成 员 或 领导 人 ， 
也 是 一 位 优秀 的 教师 。1879 年 
他 提出 皮卡 第 一 定理 ， 不 恒 等 
于 常数 的 整 函数 除了 至 多 有 一 个 例外 值 之 外 ， 可 以 取得 
任何 有 限 的 值 。1880 年 继续 得 到 皮卡 第 二 定理 。 这 两 个 
定理 成 为 复 变 函数 论 许多 新 方向 的 起 点 。 皮 卡 创 用 逐次 
盐 近 法 证 明 微 分 方程 解 的 存在 性 (1890，1893)。1883~ 
1888 年 他 将 蕊 , 庞 加 莱 自 守 函 数 的 方法 推广 于 二 元 复 变 
函数 ,进而 研究 代数 曲面 (1901)， 导 致 "皮卡 群 "的 建立 。 
他 的 工作 总 结 在 《分 析 数 学 %(1891 一 1896)《 二 元 代数 函 
数论 )(1897,1906) 等 多 种 著作 之 中 。 《 果 宗 巨 ) 


Pikeke 

皮 科 克 , G。 (George Peacock 1791~1858) 
英国 数学 家 。1791 年 4 月 9 日 生 于 英格兰 达 林 顿 附近 的 
登 顿 , 1858 年 11 月 8 日 卒 于 伊利 。1809 年 入 剑桥 大 学 
三 一 学 院 , 1816 年 获 硕 士 学 位 , 1818 年 当选 为 英国 皇家 
学 会 会 员 , 1837 年 任 剑桥 朗 廷 几何 与 天 文学 教授 ，1839 
年 任 伊利 教 长 。 

皮 科 克 的 数学 贡献 主要 在 代数 方面 。1830 年 发 表 的 
《代数 论 » 试 图 概括 算术 的 基本 定律 ， 并 由 此 出 发 而 赋予 
代数 学 类 似 于 欧 几 里 得 几何 那样 的 演绎 结构 。 他 在 该 书 
第 二 版 (1842 一 1845) 中 特别 指出 :运用 算术 代数 法 则 而 
获得 的 一 切 结论 ， 在 符号 代数 中 也 同样 成 立 。 前 者 在 形 
式 上 是 普遍 的 ,在 值 上 却 是 特殊 的 ,而 在 符号 代数 中 ， 结 
论 无 论 在 形式 上 与 值 上 都 是 普遍 的 .他 所 说 的 算术 代数 
以 整数 为 对 象 ， 而 符号 代数 的 对 象 则 是 一 般 的 量 。 尽 管 
皮 科 克 心 目 中 的 “一 般 量 " 仍 有 其 局 限 性 ， 但 《代数 论 ) 预 
示 了 抽象 代数 的 发 展 。 他 又 是 一 位 科学 活动 家 。 学 生 时 
代 , 就 与 C. 巴 贝 奇 和 J. 赫 谢 尔 共同 创立 了 著名 的 剑桥 分 
析 学 会 (1812 一 1819)， 后 来 又 是 剑桥 哲学 会 和 不 列 颠 科 
学 促进 协会 的 重要 成 员 。 他 对 于 19 世纪 英国 数学 的 复兴 
起 了 积极 的 作用 。 《 李 文 林 》 


Plyanuo 
皮 亚 诺 , G. (Giuseppe Peano 1858~1932) 
意大利 数学 家 、 逻 辑 学 家 。1858 年 .8 月 27 日 生 于 意 大 
利 库 内 奥 附近 的 斯 平 里 塔 。 1932 年 4 月 20 日 卒 于 都 灵 。 
1876 年 入 都 灵 大 学 学 习 ， 于 1880 年 毕业 。1884 年 起 在 
都 灵 大 学 任 数学 讲师 ,后 任教 授 。 

皮 亚 诺 是 研究 数理 逻辑 和 数学 基础 的 先驱 。 他 研究 
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逻辑 是 为 了 数学 的 严格 性 。 他 认为 数学 基础 的 研究 困难 
在 于 语言 含糊 。 为 此 ,他 创立 了 一 种 表意 语言 ,所 用 符号 
简明 易 认 ， 当 用 以 分 析 各 数学 
分 支 中 大 量 的 命题 时 ， 都 说 明 
这 种 语言 足以 表达 各 种 数学 思 
维 。B. A. W. 罗素 曾 赞扬 皮 亚 
诺 的 这 一 发 现 ， 认 为 推动 了 他 
关于 数学 原理 的 观点 的 发 展 。 
但 皮 亚 诺 未 能 进一步 构成 一 个 
演算 系统 ( 见 数学 基础 )。 

他 曾 从 不 加 定义 的 “ 集 
合 "、“ 自 然 数 "、“ 继 数 "与 “ 属 
于 "等 概念 出 发 ,给 出 了 关于 自然 数 的 五 条 公理 。 

@ 0 是 一 个 自然 数 。 

@ 0 不 是 任何 其 他 自然 数 的 继 数 。 

@ 每 一 个 自然 数 a 都 有 一 个 继 数 。 

@ 如 果 4 与 5 的 继 数 相等 则 4 与 6b 亦 相等 。 

@@ 若 一 个 由 自然 数组 成 的 集合 s 包含 有 0, 又 若 当 
s 包含 有 某 一 数 4 时 , 它 一 定 也 含有 a 的 继 数 , 则 s 就 包 
含有 全 体 自然 数 。 

易 见 ， 回 即 为 数学 归纳 法 公理 。 皮 亚 诺 的 这 一 公理 
系统 ,不 仅 是 公理 化 中 发 生 法 的 一 个 范例 ,同时 还 标志 着 
当时 数学 分 析 算 术 化 运动 的 终结 。 它 被 称 为 皮 亚 诺 公 理 。 

此 外 ， 他 还 从 事 过 其 他 领域 的 研究 ， 如 他 在 分 析 学 
中 ， 曾 于 1887 年 引进 了 一 个 比较 严格 的 容 度 概念 ， 并 
多 次 改进 ， 从 而 使 得 一 个 区 域 的 面积 概念 得 以 严密 化 并 
曾 得 到 所 谓 皮 亚 诺 面积 ( 见 积分 学 )， 皮 亚 诺 曲 线 ( 见 曲 
线 ) 等 。 《〈 徐 云 从 ) 


plondaoshu 

偏 导数 (partial derivative) 一 个 多 元 函数 
对 于 它 的 某 个 变 元 作为 唯一 自 变量 〈 其 余 变 元 作为 参 变 
量 ) 而 言 的 变化 率 (导数 )。 例 如 三 元 函数 &= 世 x,yvz) 对 
不 的 偏 导 数 是 


Bu 
ox 


= lim 


Ae*0 


f(x+ Axy,2)— f(xX,Yy,z2) 
Ax ’ 


符号 让 -指示 着 在 导数 运算 过 程 ( 是 ) 中 有 参 变量 存在 。 
偏 导数 作为 函数 与 原来 函数 有 相同 的 变 元 ， 它 们 的 
偏 导数 是 原来 函数 的 二 阶 偏 导数 。 二 阶 偏 导数 的 偏 导数 
是 三 阶 偏 导数 ， 以 此 类 推 。 它 们 也 同 导 数 一 样 有 多 种 记 
号 便于 使 用 ,例如 
Ow 9 3 ye " 
Bz dx (dz) (ue) Hee 
Bazu 
本 5 
Bau 8 /1a 和 
ED = 赤 ( 动 )-(02= 风 ， 
Bu 9 1/ dm 和 
EPEFT7) = 去 ( 5 /一 om 


-二 ( 张 )-c22-ww 


在 出 现 的 高 阶 偏 导数 都 连续 的 前 提 下 ， 它 们 的 数值 与 先 
对 哪个 变 元 取 偏 导数 的 顺序 无 关 。 偏 导数 运算 也 有 连锁 
法 则 ( 见 多 元 微 积 分 学 )。 ( 冷 生 明 ) 
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偏 微分 方程 (partial differential equation) 
客观 世界 的 物理 量 一 般 是 随时 间 和 空间 位 置 而 变化 的 ， 
因而 可 以 表达 为 时 间 坐 标 t 和 空间 坐标 (x1,x;, zs) 的 函 
数 u(t,x1,x2,X3)， 这 种 物理 量 的 变化 规律 往往 表现 为 它 
关于 时 间 和 空间 坐标 的 各 阶 变化 率 之 间 的 关系 式 ， 即 函 
数 ! 关于 + 与 (ziyzayzs) 的 各 阶 偏 导数 之 间 的 等 式 。 例 
如 在 一 个 均匀 的 传 热 物体 中 ,温度 4 就 满足 下 面 的 等 式 : 

Ee 强 + 请 + 给 )-。 (a 是 常数 )。(1) 
这 样 一 类 的 包含 未 知 函 数 及 其 偏 导数 的 等 式 称 为 偏 微分 
方程 。 一 般 说 来 ， 如 果 (X1,x,…,xm) 是 自 变量 , 以 4 为 
未 知 函数 的 偏 微 分 方程 的 一 般 形式 是 

ia 
F(x snd, 人 
(2) 
这 里 是 它 的 变 元 的 函数 ,|a| =mm 十 中 十 … 二 mu 所 包 
含 的 偏 导 数 的 最 高 阶 数 称 为 偏 微分 方程 的 阶 数 。 

由 若干 个 偏 微分 方程 所 构成 的 等 式 组 就 称 为 偏 微分 
方程 组 。 其 未 知 函数 也 可 以 是 若干 个 。 当 方程 的 个 数 超 
过 未 知 函数 的 个 数 时 ,就 称 这 偏 微 分 方程 组 为 超 定 的 , 当 
方程 的 个 数 少 于 未 知 函数 的 个 数 时 ， 就 称 为 欠 定 的 。 

如 果 一 个 偏 微分 方程 (组 ) 关 于 所 有 的 未 知 函 数 及 其 
导数 都 是 线性 的 , 则 称 为 线性 偏 微 分 方程 (组 )。 否 则 , 称 
为 非 线性 偏 微分 方程 (组 ) 。 在 非 线性 偏 微分 方程 (组 ) 中 ， 
如 果 对 未 知 函数 的 最 高 阶 导数 来 说 是 线性 的 ， 那 么 就 称 
为 拟 线性 偏 微分 方程 (组 )。 

设 0 是 自 变数 空间 R 中 一 个 区 域 , 4 是 在 这 个 区 域 
上 定义 的 具 1a| 阶 连续 导数 的 函数 。 如 果 它 能 使 方程 (2) 
在 0 上 和 恒 等 成 立 ， 那 么 就 称 4 是 该 方程 在 O 中 的 一 个 经 
典 意义 下 的 解 ,简称 为 经 典 解 。 在 不 致 误会 的 情况 下 ,就 
称 为 解 。 

偏 微分 方程 理论 研究 一 个 方程 (组 ) 是 否 有 满足 某 些 
补充 条 件 的 解 ( 解 的 存在 性 ), 有 多 少 个 解 ( 解 的 唯一 性 或 
自由 度 ), 解 的 各 种 性 质 以 及 求解 方法 等 等 ， 并 且 还 要 尽 
可 能 地 用 偏 微分 方程 来 解释 和 预见 自然 现象 以 及 把 它 用 
之 于 各 门 科学 和 工程 技术 。 偏 微分 方程 理论 的 形成 和 发 
展 都 与 物理 学 和 其 他 自然 科学 的 发 展 密切 相关 ， 并 彼此 
促进 和 推动 。 其 他 数学 分 支 ， 如 分 析 学 、 几 何 学 、 代 数 
学 、 拓 站 学 等 理论 的 发 展 也 都 给 予 偏 微 分 方程 以 深刻 的 
影响 。 

微 积分 理论 形成 后 不 久 ,在 18 世纪 初 ， 人 们 就 结合 
物理 问题 研究 偏 微 分 方程 。 最 早 研究 的 几 个 方程 是 弦 振 
动 方程 热传导 方程 和 调和 方程 (又 称 拉 普 拉 斯 方程 ) 。 例 
如 给 定 一 根 拉 紧 的 均匀 和 柔软 的 弦 ， 两 端 固定 在 x 轴 的 某 


两 点 上 ,考察 该 弦 在 平衡 位 置 附近 的 微小 横 振 动 , 弦 上 各 
点 的 运动 可 以 用 横向 位 移 u(x,t) 表 示 , 其 运动 规律 可 以 
用 
如 -“ 癌 (a 是 常数 ) (3) 
表示 。(3) 式 就 称 为 纺 振 动 方程 , 它 是 J. leR. 达 央 贝尔 
首先 研究 的 。 如 果 考 虑 空间 中 的 波动 现象 〈 例 如 电磁 波 
和 声波 传播 ), 其 规律 可 以 用 

atu at , Om Om 

RE- Br + + 到)-。 (a 是 常数 ) (4) 
表示 。(4) 式 称 为 波动 方程 。 描 写 热传导 规律 的 热传导 
方程 如 (1) 所 示 , 它 是 J.-B.-J 传 里 叶 发 现 的 。 当 热 运 动 
达到 平衡 状态 时 ,温度 所 满足 的 方程 是 
Qi Qiu Ou 
Bx + Bx3 + xy 0 
它 称 为 调和 方程 。 调 和 方程 也 可 以 由 许多 其 他 物理 理论 
推 得 ,例如 牛顿 引力 理论 中 的 引力 势 ， 弹 性 薄膜 的 平衡 ， 
不 可 压缩 流体 的 定常 运动 等 ,在 自 变数 个 数 为 2 时 ,该 方 
程 也 是 解析 函数 1(z)=u+iv 的 实 部 4 与 虚 部 v 所 应 注 
足 的 方程 ,这 时 wv 应 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 组 ， 
Bu av Bu ， av 
瑟 - 一 =0， 吉 + 起 = 

这 是 在 数学 中 最 重要 的 偏 微 分 方程 组 之 一 ， 很 早 就 在 流 
体力 学 中 起 重要 作用 。 

随 着 力学 ,物理 学 的 发 展 , 18 世纪 以 来 ,连续 介质 力 
学 ,电磁 理论 ,量子 力学 ,引力 理论 ,规范 场 论 等 等 方面 的 
基本 规律 ,都 被 写成 偏 微 分 方程 的 形式 。 这 些 方程 通常 称 
为 数学 物理 方程 ， 对 于 相应 的 力学 、 物 理学 科 都 是 至 关 
重要 的 。 在 偏 微分 方程 中 所 获得 的 每 一 研究 成 果 ， 几 乎 
都 可 以 迅速 地 在 相应 的 力学 、 物 理学 科 中 得 到 应 用 。 近 
年 来 ， 在 力学 ,物理 学 ,化 学 、 生 物 学 以 至 经 济 学 、 社 会 
学 等 学 科 中 又 不 断 归 结 出 一 些 新 的 偏 微分 方程 (组 )， 它 
们 的 研究 对 于 了 解 相应 学 科 中 的 一 些 运动 规律 是 十 分 重 
要 的 。 

从 偏 微分 方程 的 本 身 形式 来 看 ， 最 简单 的 是 一 阶 偏 
微分 方程 。n 个 自 变数 的 空间 Re 中 一 阶 线性 偏 微分 方程 
的 标准 形式 是 


加 4kz) 让 +B(z)u-JKz)， 
家 
一 阶 拟 线性 方程 的 标准 形式 是 
六 4 人 -fest), 
而 一 般 的 一 阶 非 线性 方程 则 可 表 为 


F(x X29" ys Pys pss" sD, 


)=0 (np 让) 
对 于 一 阶 偏 微分 方程 的 求解 问题 , 早 在 19 世纪 初期 
已 由 A.-L. 森 西 、J.-L. 拉 持 其 日 等 人 给 以 解决 基本 的 
方法 是 把 求解 这 种 方程 的 问题 化 为 求解 一 阶 常 微分 方程 
组 的 问题 
二 阶 以 及 更 高 阶 的 方程 一般 难以 化 为 党 微分 方程 
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求解 , 定 解 问题 的 提 法 也 相当 多 样 。 就 波动 方程 ,热传导 
方程 和 调和 方程 而 言 ,首先 总 根据 物理 问题 的 需要 ,提出 
为 求解 问题 所 必须 的 定 解 条 件 ， 然 后 再 从 数学 上 加 以 概 
括 和 推广 ， 形 成 多 种 多 样 的 定 解 问题 。 对 不 同 的 偏 微分 
方程 ,其 定 解 条 件 的 提 法 也 往往 过 然 不 同 。 

对 热传导 方程 ， 可 研究 柯 西 问题 ， 其 定 解 条 件 是 在 
t=0 时 刻 给 出 值 ， 求 t> 0 时 方程 (1) 的 解 。 还 可 研究 
热传导 方程 的 另 一 些 定 解 问题 , 例 如 设 0 是 Re 中 的 一 个 
区 域 , 求 在 9x[0,ce ) 中 方程 (1) 的 解 , 要求 它 在 t=0 时 
取 给 定 值 4=?, 在 t>0 时 当 (x,y,z) 落 在 区 域 的 边界 上 
时 4 也 满足 一 定 的 条 件 ， 例 如 已 知 的 值 或 4 的 法 向 导 
数值 等 ,这 种 问题 称 为 初 边 值 问 题 。 对 于 波动 方程 ,研究 
得 最 多 的 也 是 柯 西 问题 与 初 边 值 问题 ,但 这 时 在 t=0 上 
必须 给 出 两 个 初始 条 件 ， 函数 及 其 关于 时 间 的 导数 


台 。 对 于 调和 方程 ,研究 得 较 多 的 是 边 值 问题 , 即 在 8" 


的 一 个 区 域 Q 的 边界 上 给 出 定 解 条 件 ， 在 口内 求 调和 方 
程 的 解 。 若 边界 上 的 条 件 是 给 定 未知 函 数 & 的 值 ， 则 称 
这 样 的 边 值 问题 为 狄 利克 雷 问题 ， 若 边界 上 的 条 件 是 给 
定 未 知 函 数 法 向 导数 的 值 ， 则 称 这 样 的 边 值 问题 为 诺 伊 
曼 问 题 ， 当 然 还 有 边界 条 件 的 其 他 种 种 提 法 。 选 定 上 述 
这 样 一 些 定 解 问题 进行 研究 既 有 其 物理 上 的 根据 ， 在 数 
学 上 又 能 按照 一 定 的 准则 被 证 明 是 合理 的 ， 这 些 准则 中 
最 常用 的 是 解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 解 关于 用 作 决 定 解 
的 资料 (例如 初始 条 件 等 ) 的 连续 依赖 性 。 如 果 一 个 定 解 
问题 的 解 是 存在 ,唯一 且 连 续 地 依赖 于 定 解 条 件 , 则 这 个 
定 解 问题 , 称 为 适 定 的 。 适 定性 概念 是 丁 阿达 马 提出 来 
的 ,过 去 认为 ,在 物理 学 中 有 意义 的 定 解 问题 必须 是 适 定 
的 ， 但 后 来 已 经 知道 许多 在 应 用 上 很 有 意义 的 不 适 定 的 
问题 。 

对 上 述 的 几 种 方程 ,已 有 许多 解法 ,波动 方程 和 热 传 
导 方 程 的 柯 西 问题 ,已 经 有 了 求解 的 公式 ,对 于 许多 特殊 
的 区 域 0， 波 动 方程 和 热传导 方程 的 初 值 问题 以 及 调和 
方程 的 边 值 问题 也 有 解 的 明显 表达 式 。 分 析 学 中 的 许多 
特殊 函数 ， 也 是 从 这 些 问 题 中 发 展 起 来 的 。 但 对 一 般 的 
域 0, 这些 问 题 要 用 比较 复杂 的 手段 才能 解决 ,例如 解 狄 
利克 雷 问题 就 有 上 下 函数 法 ( 佩 隆 法 )， 位 势 法 , 变 分 法 ， 
差分 法 等 等 。 在 应 用 上 往往 要 用 数值 解法 ， 如 差分 法 和 
有 限 元 方法 等 等 。 

在 上 述 特殊 的 二 阶 方程 有 了 充分 的 研究 之 后 ， 人 们 
转向 于 一 般 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 , 即 


& am 
Lu ,六 ov(z) ga 

+ 六 bx) 癌 +etmpu=fz， (5) 
方程 中 系数 的 不 同 代数 性 质 往往 会 使 偏 微分 方程 及 其 解 
具有 相当 不 同 的 性 质 ， 为 此 需要 把 微分 方程 分 成 不 同类 
型 来 研究 ， 对 方程 (5)， 如 果 在 9 的 每 一 点 x, 二 次 型 
oo(z,) 一 王 ou(z)it5 为 正定 (或 负 定 ), 则 称 它 在 O 中 为 
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枉 贺 型 的 ;如 果 在 9 的 每 一 点 ,这 二 次 型 的 特征 值 均 不 为 
零 , 且 有 一 个 和 其 他 的 特征 值 异 号 ,就 称 这 方程 为 双 曲 型 
的 ;着 方程 (5) 可 写 为 
的 形式 , 式 中 Za 在 OQ 中 为 正定 , 则 就 称 它 为 抛物 型 
的 。 双 曲 型 ,抛物 型 .椭圆 型 方程 是 二 阶 线性 偏 微分 方程 
的 三 种 基本 类 型 ,数学 物理 中 常见 的 波动 方程 热传导 方 
程 和 调和 方程 分 别 为 它们 的 代表 。 关 于 这 三 种 典型 数学 
物理 方程 的 定 解 问题 的 提 法 、 解 的 性 质 以 及 求解 方法 ,多 
半 可 推广 到 它们 所 代表 的 三 种 类 型 的 方程 上 去 。 

还 有 许多 二 阶 线性 偏 微 分 方程 并 不 属于 上 述 的 双 
曲 , 抛 物 .椭圆 三 种 类 型 。 如 果 在 9 的 一 个 子 区 域 中 方程 
(5) 是 椭 贺 型 的 , 在 另 一 子 区 域 中 方程 是 双 曲 型 的 ， 在 其 
余 集中 二 次 型 (x,#) 为 退化 ， 那么 就 称 这 方程 是 混合 
型 的 。F. G. 特 里 科 米 在 1923 年 首先 研究 了 方程 

Qu Ou 
Vaxi+ B= 

J>0 时 , 它 是 椭 贺 型 的 ,y<0 时 , 它 是 双 曲 型 的 。 以 后 人 
们 又 结合 空气 动力 学 中 的 跨 音 速 流 和 具 相似 性 的 超 音速 
流 , 对 混合 型 方程 作 了 许多 研究 。 

一 些 普遍 适用 的 ， 不 依赖 于 特殊 类 型 的 偏 微分 方程 
的 性 质 的 研究 一 直 引 人 关注 , 19 世纪 末 在 解析 函数 范围 
中 得 到 了 一 个 很 一 般 的 结果 。 设 有 以 wy ua，…， sw 为 
未 知 函数 ,x1,x;,…,xs 为 自 变数 的 偏 微分 方程 组 ， 它 具 
有 下 述 特殊 形式 


Or 
Bxri 一 也 


式 中 Fi,F,， 


Orat, Q'su, 
1 Bep Ps “Gzr Fy, (6) 


Fs 是 X24stas… sy 以 及 它们 


分 别 到 rivray*…vrx 阶 为 止 的 视 导 数 的 函数 ,但 不 依赖 于 
出 现在 左 端的 那些 偏 导数 ， 如果 Fi,Fa,…Fw 是 其 变 元 
在 原点 邻 域 内 的 解析 函数 ,又 设 x。=0 时 给 定 初始 值 ve， 


Qa- 


Dua 9zua 


5 3 


《qa=1,2,…,N), 它们 又 


都 是 zi， zzn-i 的 解析 函数 ， 而 且 xX,=x,=… 一 
-1 一 0 时 ， 这 些 函数 及 其 有 关 导数 的 数值 连同 x,=0， 
XT 一 0，vze-i 一 0 是 在 Pi,FaRr 的 定义 域 之 内 , 那 


么 就 有 如 下 的 结论 ， 唯 一 地 存在 方程 组 (6) 在 原点 某 邻 
域内 的 解析 解 。 它 满足 已 给 的 初始 条 件 。 这 就 是 柯 西 - 柯 
瓦 列 夫 斯 卡 婚 定 理 。 这 种 解析 解 的 竺 级 数 展开 式 的 系数 
可 以 逐 项 求 出 。 这 是 求 近似 解 的 一 种 一 般 性 方法 ， 但 往 
往 有 收敛 不 快 或 收敛 区 域 较 小 的 情形 。 

对 任何 一 个 解析 函数 构成 的 偏 微分 方程 组 可 以 通过 
一 定 的 算法 确定 其 是 否 可 能 有 解析 解 ， 在 有 解 的 情况 下 
确定 解析 解 的 自由 度 , 这 是 C. 里 奎 尔 所 得 的 结果 。E. 嘉 
当 和 EE. 凯 勒 把 偏 微 分 方程 组 写成 外 微分 方程 的 形式 , 用 
更 好 的 方法 处 理 了 同一 问题 ， 并 在 变换 拟 群 论 和 局 部 徽 
分 几何 学 中 取得 了 很 多 应 用 。 

在 解析 函数 领域 中 研究 偏 微 分 方程 ， 其 结果 具有 某 


种 程度 的 一 般 性 ， 在 线性 的 情形 ,E. 霍 姆 格 伦 就 曾 证 
明 ， 如 方程 的 系数 和 初始 条 件 均 为 解析 函数 ， 柯 西 问题 
的 光滑 解 是 唯一 的 。 然 而 系数 和 定 解 条 件 的 解析 性 对 于 
数学 物理 中 所 关心 的 许多 边 值 问题 是 不 能 适用 的 。 所 以 
等 级 数 这 个 分 析 工 具 对 于 研究 偏 微分 方程 来 说 是 远 远 不 
够 的 。 

20 世 纪 30 年 代 起 ,各 种 泛 函 分 析 方 法 陆续 被 应 用 于 
偏 微分 方程 的 研究 ， 使 偏 微分 方程 理论 的 面貌 产生 了 很 
大 的 变化 。 首 先 对 偏 微分 方程 解 的 概念 作 了 多 种 方式 的 
推广 ， 一 种 推广 的 方式 是 把 经 典 解 的 在 某 种 函数 空间 中 
的 极限 作为 广义 解 。 具 体 地 说 ， 如 果 工 是 一 个 线性 偏 微 
算 子 (例如 式 (5) 所 示 )，u 是 方程 Lun 一 了 的 经 典 解 , 函 
数 序列 w 与 f 分 别 按 某 种 意义 收敛 于 uw、f, 则 称 w 是 方 
程 Lu=f 的 强 解 。 另 一 种 推广 方式 是 利用 格林 公式 , 即 对 
工 可 作 其 形式 共 轿 微 分 算 子 L*, 使 对 经 典 解 & 及 边界 上 
满足 一 定 条件 的 任意 光 请 函数 ”成 立 


err-fodar-e -bu), (7) 


如 果 在 一 更 广泛 的 空间 中 的 w， 了 也 能 对 这 些 v 使 (7) 式 
成 立 , 那 么 就 称 ! 是 Lu=f 的 弱 解 , 由 于 方程 与 定 解 问题 
种 类 繁多 ,广义 解 又 可 视 为 各 种 不 同 空间 中 的 元 素 , 所 以 
广义 解 的 种 类 是 很 多 的 。 

强 解 和 弱 解 在 许多 场合 下 是 一 致 的 ， 但 有 时 也 不 一 
致 。 求 解 的 大 致 过 程 是 ,利用 泛 函 分 析 中 的 某 些 定理 ,证 
明 广 义 解 的 存在 性 ， 再 论证 这 些 广义 解 的 可 微分 性 ， 然 
后 得 到 经 典 解 的 存在 性 。 在 整个 过 程 中 ， 利 用 边界 条 件 
和 方程 Lu=f 的 右 端 了 ,对 4 作出 各 种 估计 ( 称 为 先 验 估 
计 ) 起 着 十 分 重要 的 作用 ,这 时 工 视 为 一 个 函数 空间 到 另 
一 个 函数 空间 的 算 子 ， 可 解 性 的 问题 就 归结 于 北 算 子 是 
否 存在 的 问题 。 

上 述 方 法 对 解决 许多 偏 微 分 方程 问题 都 起 着 重要 作 
用 。 不 仅 可 以 用 来 讨论 二 阶 的 情形 ， 也 可 以 用 来 发 展 高 
阶 方程 (以 及 方程 组 ) 的 理论 。 一 般 地 说 ,n 个 自 变数 的 一 
个 m 阶 线性 方程 具 形 式 

uf (8) 


式 中 sa 一 (qiyaa，…yan)，aiyaay…yon 为 非 负 整 数 ,14| 一 
+ 十 … 十 a = 9191/8x919x92…3xsny 若 它 的 系数 
满足 
Pn(x,b)= 2 Ooa(Z) 绍 关 0 (VE#0), (9) 
dm 


式 中 $=( 和 ;相生 )， 各 二 加 1692… 络 , 则 称 (8) 为 m 阶 
椭 贺 型 方程 。 给 定 适当 的 边界 条 件 ， 可 以 证 明 其 解 的 弗 
雷 德 霍 姆 性 质 ， 即 齐 次 方程 的 线性 独立 解 的 个 数 是 有 限 
的 ， 非 齐 次 方程 解 的 存在 性 取决 于 非 齐 次 项 是 否 与 共 二 
齐 次 方程 (连同 共 亏 的 边界 条 件 ) 的 解 正 交 。 关 于 这 种 定 解 
问题 解 的 光滑 性 也 有 很 好 的 结果 , 当 问题 的 资料 (出 现在 
方程 与 边界 条 件 中 的 函数 ,区 域 的 边界 ) 是 Ce 时 ( 即 任意 
阶 导数 存在 且 连 续 )， 解 在 区 域 上 也 是 C" 的 ， 当 问题 的 
资料 为 解析 时 , 解 也 是 解析 的 。 


者 (9) 式 中 确定 的 函数 Pn(x,8) 满足 条 件 ， 对 任何 
二 0 可 以 从 扣 , 生 ， …， 务 中 选 出 一 个 变 量 各， 使 对 任意 
各 ,方程 Pn(x,8)=0 都 有 六 的 n 个 相 异 实 
根 , 则 称 (8) 关 于 方向 (0,…,0,1) 为 严格 双 曲 型 方程 。 对 
此 ,可 以 证 明 其 柯 西 问题 是 适 定 的 ,而 且 在 有 限 区 域 中 的 
解 只 依赖 于 初始 平面 上 有 限 区 域 中 初始 资料 的 值 。 对 于 
双 曲 型 方程 组 也 有 类 似 的 结论 。 双 曲 型 方程 (组 ) 的 初 边 
值 问题 ,也 已 有 一 定 的 研究 。 

这 种 泛 函 分 析 方 法 用 于 具 相 当 一 般 性 的 一 阶 方程 组 


Bu 
EAX) Bx + Bu=f 


的 边 值 问题 也 有 相当 的 成 效 。 这 里 4 是 未 知 的 向 量 函数 ， 
A'、B 都 是 方 阵 ，f 是 已 知 的 向 量 函数 。 当 A'(x) 是 对 称 


隆 , 阵 昌 + Br 一生 为 正定 时 (B+ 是 了 的 转 置 )， 它 被 


称 为 正 对 称 方程 组 。 它 跨越 了 经 典 的 方程 分 类 方法 ， 即 
包括 了 部 分 的 双 曲 、 椭 贺 和 抛物 的 方程 组 ,并 且 包 括 了 相 
当 多 的 不 属于 上 述 类 型 的 方程 组 。 已 经 弄 清 楚 了 这 类 方 
程 组 一 系列 边 值 问 题 的 解 的 存在 性 ,唯一 性 和 可 微分 性 。 
这 个 理论 对 混合 型 偏 微分 方程 的 研究 有 特别 的 用 处 ， 已 
经 能 够 利用 这 项 理论 解 出 多 元 混合 型 方程 的 一 系列 边 值 
问题 ,得 到 经 典 解 的 存在 性 。 

在 偏 微分 方程 或 方程 组 中 ,如 上 所 述 的 梢 加 型 , 双 曲 
型 等 只 占 很 少 的 一 部 分 ， 绝 大 部 分 的 方程 (组 ) 无 法 按 经 
典 的 分 类 进行 研究 。 因 此 ， 有 必要 建立 尽 可 能 普遍 适用 
的 理论 或 者 给 出 新 的 分 类 方法 。 人 们 先 对 常 系数 方程 进 
行 了 研究 ,往往 不 加 定 解 条 件 而 考察 方程 

P(D)u=f. (10) 
的 求解 问题 ,这 里 PLD) 是 一 个 常 系 数 的 偏 微 分 算 子 。 由 
于 伟 里 叶 变 换 可 以 将 微分 运算 变 成 乘法 运算 ， 所 以 它 在 
对 这 种 方程 的 研究 中 起 着 很 重要 的 作用 ，B. 马尔 格 朗 热 
首先 证 明 任 一 常 系数 偏 微分 算 子 P(D) 存 在 基本 解 ， 即 
满足 P(D)E=5 的 解 。 这 里 3 是 狄 喇 克 函数 。L. 赫 尔 曼 
德尔 直接 构造 出 了 一 个 基本 解 E， 并 指出 它 是 具有 最 好 
的 局 部 性 质 的 基本 解 。 据 此 ， 只 要 对 右 端 项 了 在 无 穷 远 
处 的 增长 性 作 一 定 的 限制 ， 方 程 PLD)u=f 的 解 就 可 以 
用 卷 积 E* 了 给 出 ,从 而 得 到 方程 (10) 的 解 的 存在 性 。 但 
这 种 解 ,一 般 只 是 分 布 解 ( 见 广义 函数 ), 也 就 是 说 ， 具 紧 
致 支 集 的 C” 函数 所 成 的 空间 上 的 线性 泛 函 ， 是 一 种 弱 
解 .所 以 关于 解 的 光滑 性 研究 也 是 一 个 重要 课题 。 对 某 些 
方程 而 言 , 若 f 为 C* 的 , 方程 (10) 的 任 一 解 4 也 必 是 C” 
的 。 这 类 方程 称 为 亚 椭圆 的 , 它 包括 硝 昭 算 子 ,但 是 广泛 
得 多 。 

当 由 常 系数 方程 的 一 般 理论 过 渡 到 变 系数 方程 时 ， 
发 生 了 意外 的 复杂 情况 。1957 年 HH. 卢 伊 首先 给 出 一 个 
无 解 方程 的 例子 

器 + 党 -ar 全 =f, (11) 
式 中 是 复 值 的 未 知 函 数 。 他 指出 ,可 以 选取 f EC™(R*)， 
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使 得 (11) 在 BR? 的 任何 非 空子 集中 非但 无 经 典 解 ,而 且 也 
无 分 布 解 。 后 来 知道 ， 这 种 局 部 不 可 解 的 偏 微 分 方程 是 
非常 多 的 。 

为 了 对 变 系数 线性 偏 微分 方程 作 深入 的 研究 ， 古 典 
傅 里 叶 分 析 的 工具 已 远 远 不 够 。60 年 代 微 分 算 子 的 概念 
也 有 了 很 多 扩充 ， 从 奇异 积分 算 子 开始 发 展 为 拟 微分 算 
子 ， 它 包括 微分 算 子 ， 具 C” 核 的 积分 算 子 以 及 椭 贺 算 
子 的 逆 算 子 等 等 为 其 特殊 情形 ， 利 用 它 讨 论 各 种 偏 微分 
方程 问题 ,如 具 C” 系数 偏 微分 算 子 的 柯 西 问题 的 唯一 性 
定理 ,局 部 可 解 性 问题 , 解 的 奇 性 的 传播 和 反射 等 等 ， 都 
取得 了 很 好 的 结果 ， 拟 微分 算 子 后 来 又 被 推广 为 传 里 叶 
积分 算 子 ， 它 综合 了 古典 的 传 里 叶 分 析 法 与 壬 级 数 法 的 
优点 ,把 它 用 于 微分 算 子 的 化 简 , 其 手段 更 为 灵活 。 

以 拟 微分 算 子 与 传 里 叶 积分 算 子 为 工具 ， 近 年 来 又 
发 展 了 微 局 部 分 析 方法 。 按 这 种 方法 对 偏 微分 方程 的 解 
作 更 为 精细 的 分 析 , 解 决 了 许多 新 的 课题 ,成 为 近 十 余年 
来 线性 偏 微分 方程 的 重要 工具 ， 并 被 逐步 推广 与 应 用 于 
处 理 非 线性 问题 。 目 前 对 于 仅 具有 单 重 特征 的 微分 算 子 
〈 主 型 算 子 ) 已 作 了 比较 充分 的 研究 。 

与 线性 方程 理论 蓬勃 发 展 的 同时 ， 各 种 非 线性 问题 
的 研究 也 获得 了 许多 进展 ,可 以 说 ,许多 较为 复杂 的 物理 
问题 都 是 非 线性 问题 。 在 有 的 时 候 ， 用 线性 方程 作为 非 
线性 方程 的 近似 ,也 能 够 得 出 相当 好 的 结果 ,但 在 许多 情 
况 下 , 非 线性 方程 绝 不 是 用 线性 方程 所 能 够 代 蔡 的 。 

就 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 而 言 ,在 初始 时 刻 附近 , 非 
线性 方程 的 解 的 存在 性 是 能 够 很 好 地 解决 的 。 但 这 种 解 
有 时 会 在 有 限时 间 内 趋向 无 穷 或 其 可 微分 性 受到 破坏 ， 
从 而 间断 解 就 成 为 研究 的 对 象 。 它 是 用 来 描述 气体 力学 
中 激 波 的 传播 ,反射 等 现象 的 。 此 外 ,在 什么 条 件 下 不 会 
出 现 奇 性 ,也 是 近年 来 重要 的 研究 对 象 。 

非 线性 方程 所 描述 的 波 ， 其 波形 往往 会 随 其 传播 而 
发 生 畸 变 , 但 对 于 某 些 方程 来 说 (如 KdV 方程 ) 存 在 着 不 
发 生 畸 变 的 波动 解 ， 称 为 孤立 波 。 两 个 孤立 波 相 互 作 用 
后 ,仍然 分 开 成 两 个 孤立 波 ,这 种 现象 也 引起 了 人 们 很 大 
的 兴趣 ,并 已 发 展 了 系统 的 理论 。 

抛物 型 和 椭圆 型 的 拟 线性 方程 ， 由 于 先 验 估计 的 深 
人 发 展 ， 已 有 相当 多 的 成 果 。 由 于 这 种 算 子 的 逆 算 子 往 
往 有 相当 好 的 光 请 的 性 质 ， 所 以 解 的 可 微分 性 要 比 双 曲 
型 方程 的 情况 好 得 多 。 但 抛物 型 方程 的 解 仍 然 可 能 在 有 
限时 间 内 变 为 无 穷 ， 椭 贺 型 方程 依 某 种 意义 定义 出 来 的 
广义 解 仍然 不 能 具有 好 的 可 微分 性 ， 对 于 描述 粘性 流体 
运动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,也 有 深入 的 成 果 , 但 对 解 的 
大 范围 存在 性 和 解 的 正则 性 仍 有 很 多 问题 。 近 年 来 ， 对 
于 描述 既 有 扩散 现象 又 有 化 学 反应 的 反应 扩散 方程 ， 也 
有 较 多 研究 ,并 且 在 生物 学 等 领域 有 所 应 用 。 

在 非 线性 问题 的 研究 中 ， 不 断 发 展 出 一 些 独特 的 数 
学 方法 , “除了 从 线性 问题 过 渡 到 非 线性 问题 时 常用 的 不 
动 点 方法 外 ， 拓 扑 度 方法 与 变 分 法 (包括 临界 点 理论 ) 是 
研究 非 线性 问题 大 范围 解 与 多 重 解 的 有 效 工具 ,此 外 ,在 
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各 种 不 同 的 具体 问题 中 ,单调 算 子 方法 、 非 线性 半 群 隐 
函数 定理 等 都 起 着 重要 的 作用 。 但 总 的 来 说 ， 对 于 非 线 
性 方程 的 研究 尚 处 于 各 种 问题 和 方法 分 别 地 发 展 的 状 
态 ， 尚 未 形成 一 个 统一 的 理论 ， 还 没有 一 种 普遍 适用 于 
各 类 问题 的 方法 。 在 实际 应 用 中 ， 常 利用 电子 计算 机 进 
行 数值 计算 来 求解 ， 对 许多 问题 都 能 够 取得 相当 准确 的 
结果 。 

偏 微分 方程 往往 还 是 处 理 分 析 问 题 和 几何 问题 的 有 
效 的 工具 ,例如 复 变 函 数论 ,特别 是 多 元 复 变 函数 需要 用 
偏 微分 方程 去 解决 许多 问题 。 微 分 几何 学 和 偏 微分 方程 
关系 一 直 十 分 密切 ,微分 几何 所 提出 的 问题 ,是 偏 微分 方 
程 发 展 的 一 项 动力 。 近 年 来 ， 微 分 流 形 上 的 偏 微分 方程 
的 研究 ,取得 了 很 多 深入 的 成 果 , 如 线性 椭 贺 算 子 的 指标 
定理 ,杨振宁 -米尔 斯 方程 和 蒙 日 -安培 方程 的 求解 , 极 小 
曲面 和 调和 映射 的 研究 等 等 ， 微 分 几何 和 偏 微分 方程 的 
相互 渗透 ,成 为 一 个 重要 的 发 展 趋势 。 

从 50 年 代 起 ,中 国 研究 偏 微分 方程 理论 和 应 用 的 人 
员 增 长 很 快 ， 研 究 的 范围 也 日 益 广泛 ,在 若干 领域 中 ,已 
经 取得 了 有 国际 影响 的 一 系列 成 果 。 
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《 谷 超 理 ” 陈 她 行 ) 


plonwelfen fongcheng blonzhl went! chofen fangfa 
偏 微 分 方程 边 值 问题 差分 方法 (finite differ- 
ence method for boundary value problem of 
partial differential equation) 物理 学 中 的 平 
衡 专 或 定常 态 问题 ， 例 如 弹性 膜 的 平衡 ,弹性 柱 的 扭转 、 
定常 态 热传导 、 电 场 .磁场 ,渗流 、 亚 声速 流 及 不 可 压缩 无 
旋 流 等 等 ,通常 都 可 归结 为 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 。 
典型 例子 是 泊 松 方程 

-( 证 + 证)-fezn (1) 
的 边 值 问 题 。 即 要 求 定 出 未 知 函 数 4=u(x, y)， 使 之 在 
某 个 区 域内 满足 (1), 并 在 区 域 边界 39 上 满足 一 定 的 
边界 条 件 ,通常 有 如 下 三 类 : 

第 一 类 :=9， 


3 
第 二 类 ， 如 ==9， 
第 三 类， 给 +au=g (a>0)， 


式 中 -3 表示 外 法 向 导数 ,p.g 和 a 是 定义 在 30 上 的 已 


知 函 数 。 附 加 第 一 类 和 第 二 类 边界 条 件 的 问题 分 别称 为 
狄 利克 雷 问题 和 冯 诺 伊 曼 问题 ,有些 问 题 在 边界 不 同 区 
自满 足 不 同类 的 边界 条 件 , 称 为 混合 边 值 问题 。 

椭 贺 型 边 值 问题 的 求解 ， 只 在 很 特殊 情况 下 才能 用 
解析 方法 ,一 般 情况 下 实际 有 效 的 途径 是 数值 方法 ,差分 


法 是 其 中 一 类 。 
差分 法 的 思想 和 做 法 是 ,把 定 解 区 域 剖 分 为 网 格 ,在 
网 格 结 点 上 以 差 商 代替 微 商 或 用 某 种 插值 方式 ， 把 微分 
方程 化 为 包含 有 限 个 未 知 数 的 差分 方程 组 。 差 分 法 直观 、 
简易 、 能 普遍 用 于 各 种 类 型 的 微分 方程 和 任意 形状 的 区 
域 。 因 为 它 包含 巨大 的 运算 量 ， 所 以 只 在 电子 计算 机 问 
世 之 后 , 才 得 到 广泛 的 应 用 和 发 展 。 
从 微分 方程 出 发 的 差分 化 ”网 格 剖 分 的 一 种 最 简单 
又 常用 的 做 法 是 取 平 行 于 坐标 轴 的 直线 作为 网 格 线 ， 例 
如 取 z= 访 ,一族 7 为 步 长 ,外 j 取 一 切 整数 ,这 时 网 格 
结 点 为 ( 识 ,六 )。 对 方程 (1) 进行 差分 化 、 以 UU 表 示 差 分 
近似 解 、Uw 表示 UU 在 网 格 结 点 ( 识 ,j!) 上 的 分 量 。 如 果 
( 读 , 提 ) 是 内 结 点 , 即 邻近 四 个 网 格 结 点 都 在 口上 , 则 用 中 
心 二 阶 差 商 代替 二 阶 微 商 代 入 (1), 即 得 相应 的 差分 方程 
Uy s+ s— Usls 


一 Usri+2U sy— Uy 
i 2] 


对 第 一 类 边 值 问 题 , 如 果 边界 结 点 正好 落 在 30 上 ， 
则 取 相 应 的 边界 值 即 可 。 一 般 的 情况 如 图 1 所 示 , 39 与 
网 格 线 交 于 N 和 EE， 于 是 靠近 边界 的 结 点 P 可 利用 偏心 
差 商 建立 差分 方程 : 

[UC(E)—UCP)I/h ~ UCP) -UCOWOI/R 

(hit+h)/2 
+ UVP CUP) US! 
(+D/2 

=f(P), 
式 中 U(N).U(E) 取 边 界 值 ，h,, 1, 是 线段 PE、PN 的 长 
度 。 

对 第 二 ,第 三 类 边 值 问题 ,可 取 人 0 外 最 启 近 30 的 一 
层 网 格 结 点 为 边界 结 点 ,相应 的 差分 方程 可 建立 如 下 : 设 
边界 结 点 了 及 其 邻近 的 边界 如 图 2 所 示 , 过 结 点 P 作 30 
的 法 线 ， 它 与 39 和 网 格 线 分 别 交 于 了 和 @, 用 差 商 


于 人 代 栓 了 的 外 法 向 导数 -中 ,其 中 DCQ) 利 用 


网 格 结 点 W 和 E 上 的 值 作 线 性 插值 , 即 
UU Ww) + UE)(1- Ls), 


代入 第 二 类 、 第 三 类 边界 条 件 ， 就 得 到 边界 结 点 P 的 差 
分 方程 。 

还 可 以 用 其 他 插值 方法 作 边界 处 理 。 但 是 ， 这 种 对 
微分 方程 及 其 边界 条 件 分 开 处 理 的 方法 ， 对 自 共 亏 边 值 


图 2 第 二 、 三 类 边 值 问题 
边界 结 点 


图 1 第 一 类 边 值 问题 
边界 结 点 


问题 ,包括 现在 讨论 的 最 简单 的 典型 例子 ,所 得 差分 方程 
组 的 系数 矩阵 一 般 都 不 具有 对 称 性 。 

从 积分 守恒 原理 出 发 的 差分 化 “与 平衡 态 或 定常 态 
紧密 联系 的 椭 回 型 边 值 问题 ， 在 物理 上 表示 某 种 守恒 规 
律 ,在 数学 上 表现 为 某 种 积分 守恒 形 式 。 例 如 与 方程 (1》 
等 价 的 积分 守重 形 式 为 


-$= |raray, (3) 
看 2 


式 中 DD 是 区 域 0 的 任 一 子 区 域 。 假 设 定 解 区 域 9 为 多 边 
形 ,对 0 作 任 意 三 角 庆 分 ， 然 后 过 三 角形 的 边 作 中 垂 线 ， 
如 图 3 中 的 虚线 所 示 。 对 应 每 个 网 格 结 点 ， 都 存在 一 个 
以 中 垂 线 为 边 的 多 边 形 。 若 以 每 个 这 样 的 多 边 形 作为 
(3) 中 的 积分 区 域 D, 建 立 网 格 结 点 的 差分 方程 。 若 P 是 
内 结 点 ,对 应 的 DD 如 图 4 所 示 ， 则 (3) 中 左 端的 环 路 积分 
可 作 如 下 逼近 ， 
U(Q,)-U(P) 


Bu Bu 
Pon -到 滞 w=3 1a 
者 了 是 边界 结 点 ,对 应 的 卫 如 图 5 所 示 , 其 中 线 民 PA 与 


lS (4) 


图 3 守恒 型 
格式 网 格 刘 分 


PB 落 在 边界 30 上 ,这 时 有 


du Bu Ou E23 
中 起 由 -了 Bn s+)an dt) 5 
2 2 才 Fs 
(Q)—UP) 
~ par sl 


lot IPeL。 


+ 六 (2 
对 于 (5) 中 的 - 吗 -(P) 可 用 第 二 第 三 类 边界 条 件 代入 。 
对 于 第 一 闫 边 界 条 件 ，-3&_(P) 须 作 革 种 插值 处 理 。 
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对 (3) 的 右 端 , 作 逼近 
人 aa=rPyIpl， 《6) 
卫 


上 述 各 式 中 的 | | 表示 线段 的 长 度 或 区 域 的 面积 * 把 (4)、 
《5)(6) 的 逼近 公式 代入 (3)， 就 得 到 差分 方程 组 。 对 第 
二 、 第 三 类 边 值 问题 ,这 种 差分 化 途径 在 处 理 上 统一 ， 所 
得 差分 方程 组 的 系数 矩阵 具有 对 称 性 。 

从 变 分 原理 出 发 的 差分 化 ”平衡 态 或 定常 态 的 物理 
问题 ， 往 往 可 用 变 分 原理 表达 ， 即 表示 为 一 个 极 小 值 问 
题 。 例 如 微分 方程 (1) 的 第 一 边 值 问题 ,就 等 价 于 泛 函 


To 站 [二 os+o)- fp] (7) 
在 满足 第 一 类 边界 条 件 的 容许 函数 集 上 的 极 小 解 问题 。 
对 于 第 二 ,第 三 类 边 值 问题 ,对 应 的 苞 函 为 
To)= [ces+ os)— fo Jaray+ |(Barr -go )as, 
2 20 


(8) 
而 容许 函数 不 必 满 足 任何 边界 条 件 ,第 二 、 第 三 类 边界 条 
件 是 极 小 解 4 自然 满足 的 。 因 此 ， 也 称 之 为 自然 边界 或 
自由 边界 问题 。 

从 变 分 原理 出 发 进行 差分 化 ， 其 步骤 是 先 对 区 域 9 
作 网 格 剖 分 ,然后 对 积分 (7) 或 (8) 进 行 差分 通 近 ,得 到 一 
个 有 限 和 式 ， 它 是 定义 在 网 格 结 点 上 的 差分 解 的 二 次 函 
数 , 它 的 极 小 解 可 归结 为 解 线性 方程 组 ,此 方程 组 的 系数 
矩阵 但 具有 对 称 性 。 

兰 分 方程 组 的 求解 随 着 差分 法 的 实 味 应 用 ， 产 生 
了 在 计算 机 上 求解 高 阶 稀疏 矩阵 问题 的 种 种 方法 ， 其 中 
最 简单 而 且 常用 的 是 点 松弛 法 。 对 代数 方程 组 

Bot (i=1, 2,., N), 
点 松弛 法 的 一 般 选 代 格 式 是 
oer [i -及 Be] 

nn 是 移 代 序号 ,x?(i=1,2,…,NN) 是 任意 给 定 的 初始 值 , 2 
是 迭代 参数 。 当 系数 矩阵 对 称 正定 时 , 取 0<w< 2, 则 和 迭代 
恒 收 敛 。 当 w= 1 时 , 称 高 斯 - 塞 德尔 迄 代 ; 当 w>1 时 , 称 
超 松弛 。 对 于 五 点 格式 的 差分 方程 组 (2), 存 在 一 个 最 优 
的 迭代 参数 wuop*>1, 与 。=1 相 比 ,达到 同样 精度 的 运算 
量 从 OCN?) 阶 降 为 OLN32) 阶 ,N 是 网 格 点 的 总 数 。 

差分 方程 组 的 求解 ,还 有 各 种 直接 法 和 其 他 和 迭代 法 。 
直接 法 大 多 是 高 斯 消去 法 的 变形 ， 其 中 心 问题 是 如 何 采 
取 适 当 的 消去 顺序 ?使 得 在 不 影响 解 的 精度 的 前 提 下 , 尽 
可 能 在 运算 量 、 存 贮 量 及 程序 复杂 性 等 方面 得 到 好 处 或 
达到 某 种 平衡 在 选 代 法 方面 , 则 还 有 切 比 雪夫 和 迭代 和 共 
示 斜 量 法 ,它们 也 常 作为 加 速 手段 与 点 松弛 法 结合 使 用 。 
对 于 特殊 形状 区 域 ( 如 矩形 域 )， 则 有 高 效 的 快速 传 里 叶 
变换 方法 和 交 蔡 方向 法 。 特 别 引 人 注 目的 是 近年 发 展 起 
来 的 多 重 网 格 法 ,其 运 量 可 达到 OCN) 阶 。 

( 黄 澳 巧 ) 
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偏 微分 方程 初 值 问题 差分 方法 (finite differ- 


ence method of initial value problem of par- 
tial differential equation) ”一 种 求解 偏 微分 方 
程 初 值 问题 的 主要 数值 方法 。 许 多 连续 介质 的 运动 过 程 
都 可 表示 成 含 时 间 t 的 偏 微分 方程 。 最 简单 的 有 双 曲 型 
的 对 流 方程 
Bu ou 
Br + ox 
和 抛物 型 的 扩散 方程 
Bu _ Ou 
BF Ox 
式 中 和 o 是 常数 。 当 妇 的 初始 状态 ( 设 为 t=0 时 的 状 
态 ) 给 定 后 , 常 要 研究 这 些 过 程 在 t>0 后 的 演化 ,在 数学 
上 就 是 给 定 初 值 
u(x,0)=9(x) (|x|<%) (3) 
后 求 微分 方程 在 |x| <oo,t>0 时 的 解 K(x,t)。 这 种 问题 
叫 作 初 值 问题 。 
初 值 同 题 (1)、(3) 的 解 为 
u(x,t)=p9(x—at) (|x|<%,t>0)。 (4) 

初 值 问题 的 差分 方法 包含 下 列 步 戏 和 问题 ， 先 把 问 
题 的 求解 区 域 进 行 网 格 剖 分 ， 再 在 格子 点 上 按 适 当 的 数 
值 微分 公式 把 问题 中 的 微 商 换 成 差 商 ， 从 而 把 微分 问题 
离散 化 ,得 到 差分 格式 ,最 后 求 出 差分 格式 的 数值 解 。 差 
分 格式 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 有 时 并 不 显然 ， 需 要 论 
证 。 解 的 求法 和 解法 的 数值 稳定 性 也 需要 研究 。 此 外 ,还 
要 估计 差分 问题 的 解 与 微分 问题 的 解 的 差别 ， 研 究 在 网 
格 步 长 趋 于 零 时 前 者 对 后 者 的 收敛 性 以 及 差分 问题 的 解 
是 否 连 续 地 依赖 于 初 值 , 即 稳定 性 的 问题 。 

投 分 方程 定 解 问题 的 离散 化 (差分 格式 的 建立 ) 以 
初 值 问 题 (1)、(2) 为 例 ,在 x-t 平面 上 作 两 族 平行 于 坐标 
轴 的 直线 

x=%=jAx (Ax>0; 和 0, 士 1, 士 2…)， 

t=t,=nAt 《〈At>0 mn=0)1)2，)， 

对 初 值 问题 (1)(2) 的 求解 区 域 进 行 网 格 剖 分 ,如 图 所 示 
《网 格 线 之 间 的 距离 ， 也 可 以 是 不 相等 的 )。 网 格 线 的 交 
点 叫 作 格 点 ,在 格 点 (jAx,nAt) 上 ,由 数值 微分 公式 


et 雇 [uCjAx, n+ 1)At) ujAx,nAt)] 
+O(At), 


" 


TO nn x 
x 


增值 问 题 (1)、(2) 求 解 区 域 的 网 格 剖 分 


=0 (1) 


(o>0), (2) 


A 
atu tA nA — uj—1)Az,nAt)] 


+O(Ax:), 
及 方程 (1), 可 得 (1) 的 另 一 种 表达 式 


让 [ujAx, (n+ 1)At)—u(jAx,nAt)] 


+ 2h Cu( Cj+ DAx,nAt) — udj—1)Ax,nAt)] 
=0(Ax:+ At), (5) 
略 去 其 中 OCAx*+ At) 项 , 即 得 一 个 差分 方程 。 原 问题 的 


解 u(x,t) 自然 不 能 满足 这 个 差分 方程 。 用 怒 表示 这 差 
分 方程 的 解 , 则 怒 适 合 


a 
凋 (0- 罗 ) + (Wo 一 W-D=0。 (6) 


把 微分 方程 (1) 的 充分 光滑 的 解 wx,t) 代入 式 (6), 其 误 
其 为 O(Ax:+At), 叫 作 差分 方程 的 截断 误差 ， 它 对 空间 
多 是 二 阶 的 ,对 时 间 + 是 一 阶 的 。 式 (6) 就 是 一 个 把 微分 
方程 (1) 离 散 化 而 得 的 差分 方程 。 它 联系 着 点 (jAx,nAt) 
及 其 相 邻 格 点 上 的 w(x,t) 的 近似 值 。 在 计算 时 , 式 (6) 常 
写 为 


At 
四 = 凤 -和 ( 罗 本 雪 -， (7 


根据 差分 方程 ,可 依次 从 凤 一 P(zy) 算 出 好, 呈 等 。 
离散 化 过 程 并 不 唯一 ,因而 可 有 不 同 的 差分 格式 。 例 
如 ,由 
BA) iAxsnAt) CucjAx,nAt) 
~—u((j—1)Ax,nAt)]+O(Ax) (8) 
就 可 得 差分 方程 


起 co- 罗 + 让 0- 罗 Do， (9) 
亦 即 
0 


这 个 差分 格式 的 截断 误差 对 空间 和 时 间 都 是 一 阶 的 。 
差分 格式 的 相 容 性 ” 当 At 和 Ax 都 趋 于 零 时 , 若 差 
分 格式 的 截断 误差 也 趋 于 等 ， 则 称 差分 格式 与 微分 方程 
是 相 容 的 。 相 容 性 说 明 At 和 Ax 越 小 差分 方程 与 微分 方 
程 越 接近 。 上 面 的 差分 方程 (7) 和 (9》 都 是 微分 方程 (1》 
的 相 容 格式 。 

差分 格式 的 收 做 性 ” 设 P( 关 ,下 是 求解 区 域 中 的 一 
点 , 取 Ax 与 At 使 =jAx, f=nAt 用 差分 格式 算出 地。 
如 果 当 At 和 Ax 趋 于 零 时 , 她 一 u( 芭 ,1) 也 趋 于 零 ， 则 可 
用 怒 作 微分 方程 的 解 x(jAx,mAt) 的 近似 ， 并 称 此 差分 
格式 是 收敛 的 。 

库 基 条 件 也 称 CFL 条 件 ,是 A. A. 库 朗 .K. 0. 弗 
里 德里 希 斯 和 互 . 卢 伊 三 人 1928 年 在 一 篇 著名 文章 中 提 
出 的 。 双 曲线 微分 方程 的 解 ,对 某 一 点 (和 ,下 而 言 ， 在 初 
值 区 域内 有 一 个 依赖 区 域 。 差 分 方程 也 是 如 此 。 对 同一 个 
微分 方程 ， 相 容 但 不 相同 的 差分 格式 的 依赖 区 域 可 以 不 


同 。 对 于 差分 格式 (7), 点 (jAx,nAt) 的 依赖 区 域 是 初 值 
线 , t=0 上 的 区 间 [(j 一 n)Ax,(j+n)Ax]。 如 令 At/Ax 
一 7 二 常数 ，=jAx， f=nAt， 则 点 包 、f 的 依赖 区 域 为 
[和 一 fr, 天 十 天 r], 可 见 对 于 固定 点 (条 ,如 ， 若 步 长 比 7 
定 , 依赖 区 域 的 大 小 与 At 和 Ax 的 大 小 无 关 。 差 分 方程 
(9) 的 依赖 区 域 则 是 [名 一 t/r,%2]。 库 朗 条 件 是 ， 差 分 格式 
收敛 的 一 个 必要 条 件 是 差分 方程 的 依赖 区 域 包含 微分 方 
程 的 依赖 区 域 。 用 它 可 判断 哪 些 格 式 不 收敛 。 微 分 方程 
《1) 在 点 (过 ,下 处 的 依赖 区 域 是 点 (无 一 of,0)。 所 以 ， 格 式 
《7) 的 库 朗 条 件 是 
无 一 Er<< 天 一 of< 天 二/ry 


即 lorl= | 总 | <l.。 格式 (9) 的 库 明 条 件 则 是 0< 


4 入 <1 同时 ， 库 他 条 件 指出 a<0 时 ， 格 式 (9) 不 收 
化 .因此 当 6<0 时 ,格式 (9) 是 无 用 的 。 
库 明 条 件 只 是 收敛 的 必要 条 件 。 收 介 性 还 需 有 正面 
证 明 , 当 a>0 时 ,格式 (9) 在 库 朗 条 件 
< 总 < (10) 
下 的 确 是 收敛 的 。 
如 果 a<0, 当 -1<a 息 -<0 时 ,格式 
4 


也 收 化. 这 两 个 格式 称 为 迎风 格式 ， 因为 当 a>0 时 ， - 
用 向 后 差 商 往 上 风 取 近 似 值 , 当 6<.0 时 ,用 向 前 关 商 代替 
训 ,同样 也 是 往 上 风 取 近 似 值 。 


差分 格式 的 稳定 性 ”用 一 个 差分 格式 计算 地 时 , 初 
值 凤 的 误差 必然 要 影响 到 后 面 的 她, 但 希望 这 误差 的 影 
响 不 要 越 来 越 大 以 致 完全 垩 曲 了 差分 方程 的 真 解 ， 这 便 
是 稳定 性 问题 。 对 于 常 系数 线性 偏 微分 方程 的 稳定 性 理 
论 , 工 冯 " 诺 伊 曼 系统 地 运用 傅 里 叶 分 析 作 了 研究 ,把 差 
分 方程 的 解 表 示 成 谐 波 的 又 加 ,考察 其 中 一 个 谐 波 
9= Gn(k, At)esoe (11) 
的 增长 情况 , 式 中 为 实数 , G=GCk,At) 称 为 增长 因子 。 
若 对 于 一 切 谐 波 , (11) 的 振幅 一 致 有 界 , 即 对 于 一 切 适合 
于 0<nAt<7 的 n 和 充分 小 的 At 都 有 |G"|<k, k 为 党 
数 , 则 此 差分 格式 是 稳定 的 。 例 如 ,对 格式 (6) 


i 
16l1=1+e( 乱 ) sinwaz， 


故 当 sinkAx*0 时 , 恒 有 |G|>1, 所 以 格式 (6) 尽 管 是 相 
容 的 格式 ,并 且 满足 库 朗 条 件 ,但 它 却 是 不 稳定 的 。 
又 如 对 格式 (9) 


Go1-o ME erms), 
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IGlh=1-2o 和 站 (-e 和 总 )a-cskan， 


故 当 0<a- 总 -<1, 即 满足 库 朗 条 件 时 ,1G|<<1, 所 以 格 


式 (9) 是 稳定 的 。 
对 于 扩散 方程 的 初 什 问 题 (2)\(3), 采 用 记号 
B= Ug 2 + Us 
可 有 差分 格式 
A (12) 
车 初 值 为 以 1 为 周期 的 函数 ， 且 u0)=u(1)=0， 又 车 
J 一 1/Ax, 则 差分 格式 (12) 还 应 有 边界 条 件 
Wu =0 (13) 
也 可 以 用 差分 格式 
+ I At nt di 
和 二 = 12 一)， wd 
i 
这 两 种 格式 ,前 者 可 以 由 n 层 格 点 上 的 凤 直 接 计算 3*!， 
叫做 显 式 格式 。 显 式 格式 与 (2) 是 相 客 的 , 它 的 戴 断 误差 
为 O(Axa+ Ab 如 vs 一 7 为 常数 , 则 当 7< 二 时 它 是 
收 化 的 和 稳定 的 , 带 有 边 值 条 件 的 差分 格式 (14), 是 合 未 
知 数 9*1j=1,2,…,J 一 1) 的 一 组 线性 联 立方 程 组 ， 这 
种 格式 叫做 隐 式 格式 。 它 的 解 存在 、 叭 一 ,并 且 可 用 追赶 
法 求解 。 当 取 任何 正 值 时 , 它 都 是 稳定 的 ,其 截断 误差 
也 是 O(Ax:+ At), 由 于 7 无 限制 ， At 比 显 式 格式 可 相对 
取得 大 一 些 ,当然 At 太 大 了 ,也 要 影响 到 截断 误差。 
把 格式 (12) 和 (14) 组 合 起 来 ,又 可 有 格式 
+ (abtt (1— a9) (0<a<D。 
(15) 
它 的 截断 误差 为 


OCAx:+ At) (ar 也)， 
-| : 
OCAxs+ Ab) (<- 互 ).。 
它 的 稳定 性 条 件 是 ， 
人 0<e<3， Hi =r< ms 
当 二 <a<1 时 ,7 不 受 限制 。 


当 a= 尘 时 ， 这 格式 叫 荷 瑞 克 - 尼 考 松 格式 ， 它 也 是 隐 式 
格式 ， 它 的 截断 误差 是 OLAx?+ At) 比 四 点 隐 式 格式 
《14) 好 ,但 工作 量 却 略 大 一 些 。 

拉克 斯 等 价 定理 ”对 于 线性 偏 微分 方程 组 的 适 定 的 
初 值 问题 ， 一 个 与 之 相 容 的 线性 差分 格式 收敛 的 充分 必 
要 条 件 是 这 格式 是 稳定 的 。 

这 个 重要 定理 说 明 ， 在 差分 格式 的 收 伍 性 与 稳定 性 
两 个 问题 中 ,对 于 适 定 的 线性 偏 微 分 方程 问题 ,只 须 证 明 
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比较 容易 证 明 的 相 容 性 与 稳定 性 。 
参考 书目 
R. D. Richtmyer and K. M. Morton, Difference Methods 
for Initiol Volue Problems, 2nd ed., Interscience, New 


York, 1967. 
( 胡 祖 炽 ) 


planweifen fangcheng de jibenjle 

偏 微分 方程 的 基本 解 (fundamental solution 
of partial differential equation) 偏 微分 方 
程 的 一 种 具有 特定 奇异 性 的 解 ， 由 它 可 以 构造 出 一 般 的 
解 。 例 如 对 于 二 维和 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 K(p) 一 


去 ln 二 ,wp)= 如; ,可 用 来 构造 出 该 方程 的 * 通 解 "以 
及 格林 函数 ( 见 抹 国 型 信 稚 分 方程 )。 对 于 三 维 的 波动 方 
程 和 热传导 方程 ， 它 的 基本 解 


W(t,x,y,2)= 去 ce- (xl 一 2 一 (一 加 三 


一 (z 一 zo)5-12， 


Ei 外 
(2V 吉 yexp| 一 让 [X20) 


i 二 -zt>0)， 


0 (<0)， 


也 有 类 似 的 作用 ( 见 到 曲 型 偏 秽 分 方程 ,抛物 型 偏 微 分 方 
程 )。 

本 阿达 马 对 二 阶 线性 偏 微分 方程 

8 总 au 

, ou(z) Ber 十 这 bz) +c(x)u=0, 
在 解析 系数 与 非 抛物 ( 即 det(au) 夫 0) 的 条 件 下 ,作出 了 
以 下 形状 的 基本 解 

upyp)=U(P,POT "+V(D, ponT + WOP,po), 
式 中 UV.W 是 p= (XX2* Xn)，Po= (X92X9 yx) 


的 解析 函数 ,T 是 p 与 pe 在 度量 ds:= 2) Aw(x)dxsdxy， 


(Aw) (au)-! 下 的 测 地 距离 的 平方, m 一 序 (n 一 2)。 
广义 函数 是 研究 基本 解 的 有 力 工具 。 线 性 偏 微分 算 
子 工 的 基本 解 即 适 合 下 式 的 广义 函数 BCp, po)，L(B) 一 
ap 一 Phi)，8 是 多量 克 函 数 。 当 工 为 常 系数 算 子 时 ，E(P， 
Po)=E (p 一 p,)。 若 能 作出 E, 则 L(w)=f 将 有 解 w= 
Exf:L(E#f)=L(E)*f=3#f=f。 
对 常 系数 偏 微分 算 子 上 ， 利 用 传 里 叶 变换 可 形式 地 


作出 基本 解 EB(z)= (2x)-"|etze rn 这 里 根本 的 困 


难 是 工 ( 旨 的 零点 将 使 该 积分 发 散 。20 世 纪 50 年 代 中 期 , 工 . 
赫 尔 曼 德尔 ,B. 马尔 格 朗 热 与 工 . 埃 伦 普 雷 斯 独立 克服 了 
这 个 困难 ,证 明了 常 系数 线性 偏 微分 算 子 基本 解 的 存在 。 
这 是 偏 微分 方程 论 的 重大 进展 。 

对 变 系数 线性 偏 微分 算 子 ， 则 有 必要 将 基本 解 概念 
推广 为 拟 基本 解 。 在 构造 拟 基本 解 并 研究 其 性 质 与 应 用 


方面 , 拟 微分 算 子 与 传 里 叶 积分 算 子 有 着 根本 的 作用 。 

( 齐 民 友 ) 
planwelfen fangcheng tezheng lilun 
偏 微分 方程 特征 理论 (characteristic theory 
of partial differential equation) 特征 是 偏 
微分 方程 论 的 一 个 基本 概念 。 它 对 研究 解 的 存在 ,唯一 性 
及 其 他 性 质 (例如 奇 性 传播 ) 都 有 重要 的 意义 。 

柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 定理 ”解析 情况 的 柯 西 - 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 定理 是 偏 微分 方程 论 中 的 第 一 个 普遍 的 存在 
定理 。 以 m 阶 线性 偏 微 分 方程 为 例 ,这 个 定理 是 说 ,对 于 
柯 西 问题 

CA 
5 
RR a tt, x), 
ee CD) 


可 |。 一 oz) j=0,1,m—1), (2) 
ao- 


式 中 Giowrin(t x) 了 (t,x), p(x) 分 别 是 其 复 变 元 在 原点 
附近 的 解析 函数 ,x= (Xi,x,,…,x。),， 有 唯一 的 在 原点 附 
近 解 析 的 解 存 在 。 这 定理 也 适用 于 非 线性 的 ,以 及 方程 组 
的 情形 。 但 是 ， 都 要 求 未 知 函 数 对 + 的 最 高 阶 导数 已 经 
解 出 。 

也 可 以 考虑 初始 条 件 不 是 给 在 超 平面 t=0 上 而 是 
给 在 一 般 的 解析 超 曲 面 S，@(t,x1,x,,…,xn)=0 上 的 情 
况 。 这 里 8 是 (t, xz) 在 (0,0)E C, x Cs 附近 的 解析 函数 ， 
而 且 为 了 方便 , 设 8B, 天 0。 这 时 可 以 作 变量 变换 +=@(t， 


Yj 一 1,2,…,n, 柯 西 问题 (1)、(2) 
将 变 为 
39 \" 
[(¥ Ce otin( t,x) 
ao 38 Vin] Om 
x( 兽 站 强 )( 强 站 如 
ENT 
i en Min Td) Ben yA 十 FPC， 
8 
Ber | HY (0 


为 了 应 用 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ,应 该 要 求 在 S:6= 
9 上 有 


(党 Ways ty) 


-es 
8g\tr 90 06 \'n 

x( 强 ) () a 2 

特 三 的 定义 将 上 述 讨论 移 到 一 般 的 n 阶 线性 偏 和 

分 算 子 P(x,D。) 上 ,这 里 P(x,D。) 是 D= 二 9。 的 多 项 


式 , 其 象征 为 P(x,), 主 象征 为 Pa(x,8), 为 了 方便 , 记 
为 zwz= (xozl…yza) 相 应 于 (3) 的 结果 是 :对 于 超 曲 面 


0)-0 有 Pu 人 ,证 )| ,+0. 如 果 一 个 超 


PCXoyX 


曲面 p(x)=0 (grad p 关 0) 适合 


D(z, 问 ) 
则 称 它 是 P 的 特征 超 曲面 。 
如 果 不 是 在 z 空 间 的 某 区 域 U 中 讨论 (4) 式 而 是 在 
Ux (RP*N0) 中 讨论 它 ， 即 讨论 Pn(x,#)=0, 这 里 #E 
R2 5 8 大 0, 可 以 给 出 一 个 相应 的 定义 ， 算 子 P(x,D,。) 的 
特征 集 为 
CharP={(x,£) EU x (Re*\0),Pn(x,€)=0}。 
对 于 超 曲 面 p(x)=0， ee 其 上 每 一 点 都 有 一 个 


法 线 向 量 Egradg= (32 ， 说 ， 人) 如 果 把 超 曲 


面 上 一 点 与 该 点 的 法 线 向 量 合 起 来 成 为 一 个 接触 元 素 
(zx,8radp)EU x (Re*'\0), 那么 特征 曲面 就 是 其 一 切 接 
触 元 素 均 属于 特征 集 的 超 曲面 。 

对 于 非 线性 方程 也 可 以 利用 与 (4) 式 相似 的 关系 式 
来 定义 其 特征 。 不 过 ， 这 时 定义 特征 的 式 子 中 将 含有 未 
知 函数 4， 所 以 只 能 讨论 当 4 为 某 一 函数 w= w(x) 时， 
9=0 是 否 相应 的 特征 超 曲面 。 

次 特征 〈4) 式 并 非 Re*! 的 某 一 区 域 U 中 的 一 阶 偏 
微分 方程 。 但 若 考虑 相应 的 一 阶 偏 微分 方程 

P， (<, 2 Se)=0, (5) 
则 (5) 也 有 自己 的 特征 , 即 常 微分 方程 组 
dr _ Pn» dE__ ap 
Ei (8) 
的 积分 曲线 。 这 个 积分 曲线 称 为 P 的 次 特征 。 

方程 组 (6) 有 一 重要 性 质 ， 即 Pn(x,8) 是 其 初 积分 。 

事实 上 ， 若 Tiz=zx(t)，8=8t) 是 次 特征 ， 则 沿 着 T， 

d BPpn dx 
Pax(t),t(t))== 常 数 : -GFPn(x(t), #(t))=-B Gr 十 
加 _ 屠 一 0。 因 此 ， 若 以 <|4-o=x。， 8-s=5 为 初始 
值 解 (6), 而 且 设 (zw,io) 是 特征 元 素 , 则 过 (xzo,5) 的 次 特 
征 上 全 是 特征 元 素 , Pn(x(t) ,8 人) 一 PnCxuto) 一 0。 所 以 
在 求 P 的 特征 超 曲 面 时 ， 可 以 用 特征 线 法 解 出 一 阶 偏 微 
分 方程 (5)( 见 一 阶 偏 微分 方程 ), 即 用 次 特征 “ 织 "成 一 个 
超 曲 面 ,只 要 初始 元 素 是 特征 元 素 , 则 所 得 必 是 特征 超 曲 
面 。 适 合 一 定 条 件 的 特征 超 曲面 都 可 以 这 样 求 得 。 若 解 
其 达 布 问题 ,就 可 以 得 到 特征 角 面 。 以 上 都 是 在 (x*,8) 空 
间 中 考虑 的 。 

如 果 在 (x,) 空 间 考虑 ， 并 视 : 为 一 向 量 ，(x,8) 就 
成 为 x* 空间 中 x 点 处 的 接触 元 素 。 这 样 ,(6) 的 解 将 称 为 
了 的 次 特征 带 ， 它 在 x 空间 的 投影 称 为 次 特征 曲线 。 一 
切 适合 于 一 定 条 件 的 特征 超 曲 面 都 是 由 次 特征 曲线 “ 织 ” 
成 的 。 

特征 的 性 质 仍 用 + 记 x。， 表 示 时间 ; xz= (2 
ZX，，…sXn) 表 示 空 间 。p(t,x)=0 在 (t,x) 空 间 中 表示 一 个 
超 曲 面 , 而 在 x 空间 中 则 表示 随时 间 t 在 xX 一 (zi,x,…， 
t) 空 间 中 运动 的 超 曲 面 。 


一 0， (4) 


519 


设 m 阶 线性 偏 微 分 方程 P(t,x,D,,D.)u=0 的 解 w 
在 超 曲 面 S 上 有 弱 间 断 , 即 4 及 其 直到 m 一 1 阶 导 数 均 在 
5S 附近 连续 ,而 m 阶 导数 在 S 上 有 第 一 类 间断 。 其 跃 度 记 
为 4, 车 以 4 在 S 上 的 直到 m1 阶 导数 为 初 值 解 Pu=0 
的 柯 西 问题 , 则 在 S 的 两 侧 得 到 不 同 的 解 , 即 以 S 为 支柱 
时 柯 西 问题 失去 了 唯一 性 。 可 以 证 明 ， 这 时 S 必定 是 特 
征 超 曲面 。 总 之 ， 线 性 偏 微分 方程 解 的 弱 间 断面 必定 是 
特征 超 曲 面 。 

上 述 情 况 可 以 从 物理 上 加 以 解释 。 视 Pu=0 的 解 为 
一 个 波 。 若 在 超 曲 面 5; 9(x,t)=0 之 一 侧 w=0, 而 在 另 
一 侧 w 关 0, 则 S 是 波 前 。 因 为 在 S 的 “前 方 ", 即 w=0 的 
一 侧 ， 一 切 都 是 平静 的 ， 表 示 在 该 时 刻 波 还 没有 传播 到 
这 个 区 域 ;S 的 另 一 侧 类 0, 表 示 该 区 域 在 该 时 刻 已 受到 
波 的 扰动 影响 。 所 以 在 x 空间 中 随时 间 运 动 的 超 曲 面 S 
正 描述 了 波 前 在 x 空间 中 的 传播 。 

作 相 应 于 算 子 P 的 次 特征 曲线 ,并 记 其 上 的 参数 ( 即 
(6) 的 自 变量 上 ) 为 s， 则 Pu=0 的 解 4 的 m 阶 导数 的 跃 
度 “适合 所 谓 传输 方程 

至 +hn=o， 

4 是 算 子 也 决定 的 函数 。 因 此 

ps)=p(0)e- 4 。 
由 (7) 可 知 , 若 u(0)=0( 或 4(0) 关 0)， 则 沿 着 整个 次 特 
征 曲线 恒 有 上 = 0( 或 4&#0)。 这 就 是 说 , 解 的 间断 沿 次 特 
征 曲线 传播 。 特 征 超 曲面 表示 波 前 :这 里 又 看 到 ,次 特征 
曲线 表示 光线 。 通 过 特征 理论 ， 可 以 看 到 物理 光学 的 基 
本 概念 波 前 与 几何 光学 的 基本 概念 光线 这 两 者 的 紧密 联 
系 。( 见 双 昌 型 偏 秽 分 方程 \ 哈 富 丑 - 赣 可 比 理论 ) 

偏 微分 方程 解 的 间断 ， 是 解 的 奇异 性 情况 之 一 。 在 
C” 理论 框架 下 ,常用 解 4 的 奇 支 集 sing suppu 来 刻画 解 
的 奇异 性 。 解 的 奇 性 传播 问题 ,就 是 讨论 singsupp u 的 
传播 问题 。 这 是 线性 偏 微分 算 子 理论 的 基本 问题 之 一 。 
这 方面 最 基本 的 结果 , 简 言 之 , 仍 是 Pu=f 的 解 4 之 奇 性 
沿 次 特征 传播 。 

车 算 子 P 没 有 实 特 征 , 即 P 为 椭 贺 算 子 , 则 Pu=f 的 
解 当 fEC” 时 也 应 属于 C”。H. 外 尔 在 1940 年 对 拉 普 拉 
斯 算 子 证 明了 这 个 结果 。 后 来 ,L. 施 瓦 尔 英 对 一 般 C” 系 
数 椭圆 算 子 也 证 明了 这 个 结果 。 但 是 李 贺 性 只 是 这 个 结 
果 成 立 的 充分 条 件 , 因此 将 具有 这 一 性 质 ( 当 fEC” 时 ， 
Pu=f 之 解 XE€C”, 称 为 亚 椭 贺 性) 的 算 子 分 为 一 类 称 为 
亚 椭 贺 算 子 。 亚 椭圆 性 的 研究 也 是 线性 偏 微 分 算 子 理论 
的 基本 问题 之 一 。 非 线性 偏 微 分 方程 解 的 奇异 性 问题 要 
复杂 得 多 ， 但 是 特征 理论 在 其 中 也 起 基本 的 作用 。 

( 齐 民 友 ” 陈 昌平 ) 


《7) 


planwelfen suanzl de tezhengzhi yu tezheng hanshu 


偏 微 分 算 子 的 特征 值 与 特征 函数 (eigenvalue 


and eigenfunction of partial differential 
operator) 由 边界 固定 的 膜 振动 引出 的 拉 普 拉 斯 
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算 子 的 特征 值 问题 : 

=) (xEQ)s 

w=0 (xzE39); 

是 一 个 典型 的 偏 微分 算 子 的 特征 值 问题 ， 这 里 zx= (zi 
Xx:); QO 是 膜 所 占据 的 平面 区 域 。 使 得 问题 有 非 平凡 解 ( 非 
和 零 解 ) 的 参数 入 的 值 , 称 为 特征 值 ， 相 应 的 解 称 为 特征 函 
数 。 当 口 有 界 且 边 界 39 满足 一 定 的 正则 条 件 时 ， 存 在 
可 数 无 穷 个 特征 值 0<*,<X,<*,<…, 相应 的 特征 函数 
n(x*) 组 成 (0) 上 的 完备 正 交 系 。 乘 以 常 因 子 来 规范 
‰(z)， 使 其 La(9) 模 为 1， 则 品 上 的 任意 函数 也 z) 的 特 
征 展 式 可 写 为 : 


foD= 思 fy) 
= rowea 


当 了 可 以 “ 源 形 表达 "， 即 了 满足 边界 条 件 且 4 平方 可 
积 时 , 展 式 在 0 一致 收敛 。 当 了 平方 可 积 时 , 展 式 平方 平 
均 收 敛 , 且 有 帕 会 伐 尔 公式 ， 


和 ora- 加 or 


对 膜 振动 问题 的 认识 还 是 相当 有 限 的 。 能 够 精确 地 
知道 特征 值 的 ,只 限于 和 矩形 、 贺 盘 等 少数 几 种 非常 简单 的 
区 域 。 对 椭 贺 和 一 般 三 角形 的 特征 值 精确 值 ， 还 几乎 毫 
无 所 知 。 其 他 情形 就 更 谈 不 上 了 。 

将 不 超过 入 的 特征 值 的 个 数 记 为 N(X)。 特 征 值 的 渐 
近 分 布 由 N(X) 对 大 入 的 渐 近 式 来 刻画 。 这 方面 最 早 的 结 
果 是 互 . 外 尔 在 1911 年 得 到 的 (外 尔 公式 ); 

NOJ)= -Jeb+ooy (200), 
式 中 19| 表 示 9 的 面积 。R. 岸 朗 将 余 项 改进 为 
O(wWXlogX)。 对 于 多 角形 区 域 ， 又 有 人 将 余 项 改进 到 


O(CwAX )。 各 种 情况 下 改进 余 项 估计 的 工作 至 今 绵延 不 
绝 。 外 尔 猜测 有 一 个 更 强 的 结果 ; 
NC y= La Lal +o Ty, 

式 中 139| 是 区 域 边 界 之 长 ,但 尚未 被 证 出 。 

与 此 密切 相关 的 是 下 面 的 MP 公式 《t> 十 0 

吝 (= 得 - 5 地 
取 一 个 渐 近 项 时 ,用 陶 伯 型 定理 可 由 它 推出 NA) 的 外 尔 
公式 .第 二 渐 近 项 与 外 尔 猜 想 非常 相 象 ,但 由 此 证 不 出 外 
尔 猜 想 。 第 三 项 迟 至 1966 年 才 被 M. 卡 茨 导出 ， 后 来 由 
了 H. P. 麦 基 思 与 1. M. 辛 格 严 格 证 明 ,其 中 四 表示 鼓膜 9 
的 洞 数 。 

特征 值 与 膜 振动 频率 有 一 个 直接 的 换算 关系 ,M. 卡 
茨 据 此 给 MP 公式 一 个 非常 生动 的 解释 : 可 以 “ 听 出 " 鼓 
膜 的 面积 191、 周 长 1921 和 洞 的 个 数 hl 由 于 1 一 h 恰巧 
是 2 的 欧 拉 - 庞 加 荣 示 性 数 ， 是 整体 几何 中 颇 受 重视 的 


+0(1)。 


一 个 不 变量 ,“ 听 出 鼓 形 "或 " 谱 的 几何 "问题 立即 引起 人 
们 的 强烈 兴趣 ， 并 导致 一 系列 重要 的 研究 。 不 过 一 般 的 
特征 值 反 问题 ,要 求 从 特征 值 的 谱 完 全 恢复 9, 还 远 远 没 
有 解决 。 

用 陶 伯 型 定理 得 出 N(^) 渐 近 式 的 方法 。 由 . 卡 莱 
机 于 1934 年 首创 ， 他 还 得 到 谱 函 数 的 渐 近 式 , (和 >o0》 


So)= 及 Wp 一 襄 av+oC0A)， 

式 中 joy 当 x=y 时 为 1, 当 大 y 时 为 0。 
上 述 关 于 拉 普 拉 斯 算 子 的 结果 ,由 工 . 戈 尔 丁 和 了 .E. 

布 劳 德 推广 到 Re 的 有 界 区 域 0 上 的 m 阶 桶 贺 算 子 hu 一 
,总 oo(z)D"w。 尽 管 推算 繁杂 ， 但 结果 十 分 简单 整齐 ， 

(A->co) S(x,y, A)~(2r)- BAN My) 

NGC 一 (2mron | v(x)dry 
a 


式 中 v(x) 表示 集 合 {看 14。(x,8)|<1) 的 勒 贝 格 测度 , 而 
4X 和 一刀 0o(*)F 是 A 的 最 高 阶 导数 项 相应 的 特征 
形式 。 特 征 展开 定 理 亦 由 L. 戈 尔 丁 得 出 。 

对 于 奇异 情形 ， 例 如 薛 定 谓 方 程 一 44+ V(x)u=Xw 
的 谱 问题 ， 可 以 证 明 存在 谱 函 数 SC(z, y, 入 )， 特 征 展 式 
为 


olim | cscxsy,7) ~ scx, —T) fy. 


由 于 可 能 出 现 连 续 谱 ，S(x,y,^) 一 般 不 一 定 能 写成 前 述 
特征 函数 双 线 和 的 形式 。 判 定 奇 ( 异 ) 微 分 算 子 谱 的 离散 
性 是 很 有 意义 的 工作 。 已 经 出 现 各 种 充分 条 件 。 不 过 关 
于 特征 值 与 特征 函数 渐 近 性 质 的 研究 ， 还 只 是 限于 少数 
特例 。 

在 处 理 |zl~>eo 时 V(x)>o% 的 情形 ,M. 卡 区 与 D. 
秆 等 人 曾 创 造 了 一 种 系统 的 概率 方法 ， 其 中 借助 数学 其 
望 表 出 格林 函数 ,有 效 地 求 出 谱 函 数 与 特征 值 的 渐 近 式 ， 


1 
I 0 RA a 


当 算 子 A 的 系数 不 光滑 ， 或 非 一 致 权 贺 ， 或 非 自 共 
二 , 以 及 边 条件 带 特征 参数 或 带 非 定 域 项 等 等 情形 ,都 出 
现 不 少 研究 结果 。 还 有 人 考察 hx 一 和 Bu 型 的 特征 值 问 
题 ,这 里 4.B 都 是 梢 加 算 子 。 

除 上 述 问题 外 ， 特 征 展 式 的 收敛 性 与 求 和 法 也 一 直 


受到 人 们 的 关注 。 《 鲁 策 问 ) 
pingmian 
平面 (plane) 构成 几何 图 形 的 基本 元 素 之 一 。 


在 建立 了 空间 直角 坐标 系 Oxyz 并 在 其 上 建立 了 坐标 向 
量 后 ， 设 m{4,B,C) 为 通过 定点 Me(zwyzo) 的 平面 x 
的 垂直 向 量 ; 点 M。 的 向 径 为 rw 平面 x 内 任意 点 M(x， 
2 2) 的 向 径 为 *( 图 1)， 那 么 平面 z 的 向 量 方程 为 m- 
(7 一 70) =0， 化 为 普通 方程 , 为 Az 十 Bg 十 Cz 一 (4x 十 
Byot+Czo)==0. 设 D= 一 (Ax。+By。+Czo), 平面 + 的 方 


fn 程 即 Ax+ By+Cz+D= 
让 一 0(4.B.C 不 全 为 0). 这 
《人 、 > 种 形式 的 方程 叫 平面 


方程 的 一 般 式 。 

站 人 如 果 M(x1， yt， 
2), Ms(xs, Ys, 22), 
pt Mr， 如) 是 不 共 线 
的 三 点 ， 它 们 的 向 径 分 
国 1 乎 而 的 大 二 向 量 。。。 别 为 vray。 设 Mx， 
yz) 是 通过 Mi、M,、M, 三 点 的 平面 * 内 的 任意 点 , 向 径 
为 7。 那 么 平面 < 的 向 量 方程 为 (r 一 ?DL(r, 一 71) X (7, 一 

m1)]=0,。 它 的 普通 方程 为 
Xx YYy-h 
| NX YY 


| ax YY 


z—z | 
22—2 =0 


EE 


| I 
aw 1 
x 1 
™ hh 有» 1 
这 种 形式 的 平面 方程 , 叫做 平面 方程 的 三 点 式 。 

如 果 平面 < 在 Ox、Oy、0z 轴 上 的 截 距 分 别 为 a.b、c， 


那么 平面 = 的 方程 为 过 + 关 + 硅 = 1。 这 种 形式 的 平面 方 


程 ,叫做 平面 方程 的 截 距 式 。 

如 果 从 坐标 原 
点 0 至 平面 * 的 距 
离 为 10T|=p (图 
2); 由 0 向 的 方 
向 的 单位 垂 线 向 量 
为 mosM(x,y,2) 是 
< 内 任意 点 ， 其 向 
径 为 r, 那么 * 的 
向 量 方程 为 rn。 一 和 
P=0。 它 的 普通 方程 为 xcosa+ycosB+zcosy-p=0 
(a.B.Y 分 别 为 向 量 mn。 与 Ox、Oy、Oz 三 轴 的 夹 角 )。 这 种 
形式 的 平面 方程 ,叫做 平面 方程 的 法 线 式 。 

在 同一 直角 坐标 系 Oxyz 中 ,一 平面 的 方程 一 般 式 为 
Ax+By+Cz+D=0, 方程 的 法 线 式 为 xcosa+ycosB++ 
zcosy 一 p 一 0, 那么 

a 
ET 


=0, 


平面 的 法 线 


cosa ， cosB= 


B 
MA+B+C’ 
c -DD 

PSEARTTG’ ? EVRTFTG 
(J 而 二 二 6G 的 符号 的 选取 应 与 D 的 符号 相反 )。 

一 平面 xcosat+ycosB+zcosy 一 p=0 至 一 定点 
Muw(zwyozo) 的 距离 为 4 二 Xx。cos a+yocosB+zoCosy 一 p。 
如 果 此 平面 的 方程 为 Ax+By+Cz+D=0， 那 入 
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如 2 ( 恨 式 符号 与 的 符号 相反 )。 
天 平面 <，、ss 的 方程 分 别 为 Ax+ By+ Ciz+D 
=0 和 Asx+ Biy+Csz+D, 二 0,z, 、zs 夹 角 的 余弦 为 : 
AA,+BB,+C,C; 


d= 


cosg 


= (FNRI+ON( tA TT 
(符号 选取 与 前 述 同 )。 
Ce 
与 吉平 行 的 充 要 条 件 为 人 -号 -全 -全 
06, D, 
好 =- 妇 ** 他 时 "和 不 交 雪 锌 ~ 生 = 估 - 如 
和 
BB,+ CiCs=0, 


在 空间 直角 坐标 系 Oxyz 中 ,建立 了 坐标 向 量 后 , 过 
定点 Mo(x。,yoszo) 且 与 一 非 零 向 量 n{1,m,n) 同 向 的 直 
线 的 向 量 方程 为 r=7。+tn, 其 中 7 为 M。 的 向 径 ,r 为 直 
线 上 任意 点 M(z,y,z) 的 向 径 ，t 为 任意 实数 ,化 为 普通 
方程 为 

X=X0t+t!, 
y=yottm, 
2=2Z0+tn。 
在 空间 直角 坐标 系 中 ,这 种 形式 的 直线 方程 ,叫做 直线 方 
程 的 参数 式 。 
”方向 系数 为 I、m、n， 且 过 定点 Mo(x。o,y。o,z6) 的 


直线 方程 为 了 < 一 了 二 业 一 二 ， 这 种 形式 的 直线 
方程 ,叫做 直线 方程 的 标准 式 。 
通过 两 定点 Mi(ziyyiz) 和 Ma(xaaszs) 的 直线 


一 2 2 


,方程 为 训 二 千 -一 卫 二 -一 二 ,这 种 形式 的 直线 方 
程 ,叫做 直线 方程 的 两 点 式 。 
通过 一 直线 的 两 个 平面 方程 联 立 ， 也 作为 这 直线 的 

方程 。 一 般 地 ,两 平面 方程 联 立 ， 

4ixz+ 了 By+Ciz+Di=0， 
EE y+ Cz+ Di=0 ， 
其 中 相当 项 系数 不 成 比例 时 ， 即 为 一 直线 的 方程 。 这 种 
形式 叫做 直线 方程 的 一 般 式 。 
两 直线 


方程 组 


za y-bs zc 
入 a 


共 面 的 充 要 条 件 为 


Qa bb 一 号 


Cao 


方程 仍 如 上 述 的 两 直线 夹 角 的 余弦 为 
0 lt mmt ns 
sO 一 MB+mitn 
式 中 符号 依 两 不 同 角 选 取 。 
方程 仍 如 上 述 的 两 直线 ,其 垂直 的 充 要 条 件 为 
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J+ mms+mmz=0。 其 平行 的 充 要 条 件 为 


如 果 一 直线 的 方程 为 = = 了 = 2 ,平面 


的 方程 为 Ax+By+Cz+D=0， 那 么 它们 的 夹 角 的 正弦 
为 


|AI+ Bm+ Cn| 
NV RETONRIMin 
方程 仍 如 上 述 的 直线 和 平面 平行 的 充 要 条 件 为 AI 十 


Bm+ Cn= 0 垂直 的 充 要 条 件 为 个 = 卫 = 人。 


《 钟 普 基 ) 


sin 0= 


pingwen guocheng 
平稳 过 程 (stationary process) 统计 特性 不 
随时 间 的 推移 而 变化 的 随机 过 程 。 例 如 ， 一 台 稳定 工作 
的 纺 纱 机 纺 出 的 纱 的 直径 大 小 , 受 各 种 随机 因素 影响 ,在 
某 一 标准 值 周 围 波动 ,在 任意 若干 时 刻 处 ,直径 之 间 的 统 
计 依 赖 关 系 , 仅 与 这 些 时 刻 之 间 的 相对 位 置 有 关 , 而 与 其 
绝对 位 置 无 关 ， 因 而 直径 的 变化 过 程 可 以 看 作 一 个 平稳 
过 程 。 具 有 近似 于 这 种 性 质 的 随机 过 程 ， 在 实际 中 是 大 
量 存在 的 。 

平稳 过 程 的 基本 理论 是 在 20 世纪 30~40 年 代 建立 
和 发 展 起 来 的 ， 并 已 相当 完善 。 其 后 的 研究 主要 是 向 某 
些 特殊 类 型 以 及 多 维 平稳 过 程 、 平 稳 广义 过 程 和 齐 次 随 
机 场 等 方面 发 展 。 平 稳 过 程 理论 在 无 线 电 技术 和 自动 控 
制 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,并 且 是 诸如 时 间 序 列 分 析 \ 信 
号 分 析 、 滤 波 、 预 测 理 论 以 及 控制 理论 等 应 用 学 科 的 重要 
工具 。 

设 X~(X(t),tET) 是 一 个 取 复 数值 的 随机 过 程 , 其 
中 指标 集 了 为 整数 或 实数 全 体 〈 分 别称 为 离散 指标 和 连 
续 指标 )。 如 果 对 任意 的 自然 数 # 及 任意 的 和， 白 ，…, 轧 ， 
ET, (X(t X(t+rf)，…，X( 术 十 5)) 的 概率 分 
布 与 (X(t )，X(t,),，…，X()) 的 概率 分 布 相同 ， 则 称 
为 严 平稳 过 程 。 如 果 二 阶 绝对 矩 E|X(t)|?<oo, 而 且 
对 任意 的 t,rET， 均 值 ( 见 数学 期 望 )EX(t) 三 m( 常 数 )， 
协 方差 E(X(t+ 75) 一 m)(X(T) 一 m)=T(t) (与 + 无 关 )， 
则 称 X 为 宽 平 稳 过 程 。T(t) 称 为 XX 的 协 方差 函数 。 一 个 
严 平稳 过 程 ， 如 果 它 的 二 阶 答 有 穷 ， 则 一 定 也 是 宽 平 稳 
的 ( 见 拒 )。 

宽 平 稳 过 程 的 谱 分 解 ”将 传 里 叶 分 析 方法 应 用 于 宽 
平稳 过 程 ， 可 以 把 过 程 表 成 有 不 相关 随机 振幅 的 简 谐振 
动 的 得 加 ,这 就 产生 了 过 程控 频率 的 谱 分 解 , 它 是 宽 平稳 
过 程 理论 的 一 个 基本 结果 。 

宽 平 稳 过 程 的 协 方差 函数 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 6 


hy “hET, 任 意 复数 三 ,3… 古 ,都 有 饼 ,隐约 2 
>> 0. 根据 这 一 性 质 ， 对 于 离散 指标 , TCt) 和 过 程 本 身分 


别 有 如 下 的 谱 分 解 式 : 
TD mart), x =m+ | evan 
对 于 连续 指标 ,如 果 还 假设 过 程 为 均 方 连续 的 , 即 对 任意 
tET,lim EIX(t+r) 一 X(t)]=0( 它 的 一 个 等 价 条 件 是 
T(t) 为 连续 函数 ), 则 有 谱 分 解 式 ， 
TD= 人 saroo，xtp=m+| soncoy， 
上 面 的 F(X) 是 区 间 [一 xx] 或 (- co,co) 上 的 有 界 非 降 
函数 ， 并 可 取 为 右 连续 的 ， 称 为 过 程 X 的 谱 分 布 函数 。 
WX) 是 相应 区 间 上 的 正 交 增 量 过 程 ， 即 满足 En(X) 三 0， 
且 当 和 <M<h<X, 时 ， 有 
ECX2)— NN)) NN) nN)) =0 
及 
Eln(X)— nN) =F(X,)— FA), 
对 9 的 积分 是 随机 可 分 中 一 种 常见 的 对 正 交 增 量 过 程 
的 积分 。 如 果 F(X) 绝 对 连续 ， 则 称 它 的 导 函 数 万) 一 
"(和 ) 为 过 程 X 的 谱 密度 (或 功率 谱 密 度 )。 最 重要 的 特例 
是 有 理 谱 密 度 ,对 于 离散 指标 , 它 的 一 般 形 式 是 


f= 去 | 吕 0 / 训 ae* | 
式 中 多 项 式 加 ai 与 如 aze 当 |zl<1 时 不 为 0。 这 时 


过 程 X 称 为 自 回 归 滑 动 平 均 序列 , 通常 简 记 成 
ARMA(p,q) 序 列 , 它 满足 如 下 的 随机 差分 方程 ， 
aoX(t) + X(t—1) + +apX(t—p) 
= Bk(t)+ Bt—1)+ .+ Att—q), 
式 中 (#(t),tET) 为 正 交 随 机 序列 , 即 满足 E(t) 三 0， 当 


ts 时 ,E(t)Ks) =0, 且 Elt(t)|*=1。 对 于 连续 指标 ,有 
理 谱 密度 的 一 般 形式 是 


1 
Ja)= 寺 | 如 pc 及 =) 


式 中 q<p， 且 多 项 式 加 wz: 与 澡 Bz* 当 z 有 非 负 实 部 


时 不 为 0。 从 物理 上 看 ， 上 述 性 质 表明 ,具有 有 理 谱 密度 
的 平稳 过 程 可 以 看 成 白 噪声 ( 即 具有 常 值 谱 密 度 的 平稳 
过 程 ) 输入 一 个 有 限 阶 非 时 变 线性 系统 所 得 的 输出 。 这 
一 特性 使 得 它们 在 实际 应 用 中 占有 重要 的 地 位 。 

从 平稳 过 程 的 谱 分 解 可 以 推出 一 些 重要 的 结论 。 例 
如 均 方 大 数 律 ( 见 大 数 律 )， 如 果 宽 平稳 过 程 六 的 谱 分 布 
函数 F(X) 在 和 ^=0 处 连续 ， 则 在 均 方 收敛 的 意义 下 ,成 
立 


lim 育 训 X(t) 一 mm。 (高 散 指标 )， 
种 


1 二 xpd=m 《连续 指标 )。 
后 一 积分 是 均 方 随机 积分 。 
宽 平 稳 过 程 的 线性 预测 “这 是 由 A. H. 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 和 NN. 维 纳 在 1940 年 左右 提出 并 解决 的 问题 。 对 于 一 
个 均值 为 0 的 宽 平 和 过 程 X= (X(t),tET)， 随 机 交 量 集 


{X(s),sET,s<t} 表示 到 时 刻 上 为 止 所 能 观测 到 的 过 程 
的 历史 ,用 M,(X) 表示 由 这 些 随机 变量 的 一 切 有 限 线性 
组 合 及 其 均 方 极 限 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 。 设 *> 0, 所 
亩 "* 步 "线性 预测 ， 就 是 要 用 M,(X) 中 的 随机 变量 来 估 
计 还 未 曾 观测 的 X(t+r*) 《t+fET)3 而 线性 最 优 预 测 ， 
就 是 要 在 M,(X) 中 选择 义 (t,+), 使 预测 误差 的 方差 9 一 
忆 |X(t+) 一 义 (t,5)1? 达到 最 小 。 可 以 证 明 多 (t,t) 唯 一 
存在 ， 它 就 是 X(t+Y) 在 空间 Mi(X) 上 的 投影 。 如 果 对 
任意 的 tsET, 都 有 M,(X)= M。(X), 则 称 过 程 为 决定 的 
或 奇异 的 ,这 时 叶 三 0, 即 可 以 无 差 误 地 进行 预测 ;如 果 
所 有 M,(X) 的 公共 部 分 仅 包 含 零 , 即 MD={0), 则 
称 过 程 为 纯 非 决定 的 或 正则 的 。 一 般 的 宽 平稳 过 程 X 可 
以 分 解 成 相互 正 交 的 两 部 分 之 和 :X=X"+X', 其 中 X" 是 
纯 非 决定 的 宽 平稳 过 程 ,X" 是 决定 的 宽 平 稳 过 程 。 这 时 ， 
X" 可 以 按 离散 指标 或 连续 指标 而 分 别 表 为 一 个 正 交 随 
机 序列 (&(t),tET) 的 向 后 的 滑动 和 : 
XO = Bats)s), 


或 一 个 正 交 增 量 过 程 ((1), t+ET) 的 向 后 的 滑动 积分 (对 
正 交 增 量 过 程 的 积分 ): 


X(t) = [pCt—sydecs), 
而 且 对 任何 +ET 有 M,(X") 一 M5()。 宽 平稳 过 程 的 这 一 
分 解 称 为 沃 尔 德 分 解 。 由 此 可 得 ,对 于 离散 指标 ， 
Ross) Dtt rs) t+), 


le) ls 
对 于 连续 指标 ， 
， 
bo 人 adt+radata+XGt+r， 
o3= [lacs) las, 


此 外 , 宽 平 稳 过 程 本 身 为 纯 非 决定 的 充分 必要 条 件 是 ， 
它 有 谱 密 度 人 (^), 而 且 满 足 


下 Jo8 fx> 一 (离散 指标 )， 


“9 (连续 指标 )。 

具有 有 理 谱 密度 的 过 程 是 纯 非 决定 过 程 的 重要 特例 。 

多 维 宽 平 稳 过 程 设 XCHD) 一 (XI(t)，Xi(t)，…， 
X(t))" 是 由 上 个 分 量 组 成 的 , 而 且 均值 EX(t)=m 为 常 
值 向 量 , 协 方差 阵 EX(t+T) 一 mm)(XCT) 一 各 )# 一 Tb) 与 
了 无 关 , 则 称 X=(X(t),tET) 为 大 维 宽 平稳 过 程 ， 其 中 
记号 “” 与 “#* "分 别 表示 向 量 或 矩阵 的 转 置 与 共 示 转 置 。 
这 时 , T(t) 与 X(t) 在 形式 上 有 和 一 维 情形 一 样 的 谱 分 
解 ,只 是 F(X)( 或 信和 )) 变 为 kXk 的 函数 矩阵 , 它 的 对 角 
线 元 就 是 各 分 量 本 身 的 谱 分 布 (或 密度 ) 函 数 ， 而 它 的 非 
对 角 线 元 称 为 相应 分 量 的 互 谱 分 布 (或 密度 ) 函 数 ， 而 且 
fX)= 了 人 (^) 是 非 负 定 和 矩阵。 关于 多 维 宽 平 稳 过 程 的 线 
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性 预测 问题 ,也 有 类 似 于 一 维 的 结果 。 

齐 次 随机 场 ” 如 果 随机 过 程 六 =(X(t),tET) 的 指 
标 集 了 是 大 维 整 值 向 量 或 实 值 向 量 的 全 体 ， 且 其 均值 与 
协 方差 函数 满足 与 宽 平稳 过 程 的 定义 相同 的 条 件 ， 则 称 
六 为 齐 次 随机 场 或 指标 平稳 过 程 。 这 时 X(t) 与 T(t) 
也 有 相应 的 谱 分 解 。 如 果 进一步 ，T(t) 只 与 指标 向 量 t 


的 长 度 I 旨 =( 以 6) “ce 为 上 的 分 量 ) 有 关 ， 则 称 区 为 


迷 向 场 。 齐 次 场 在 力学 的 油 流 理论 中 很 有 用 。 章 次 场 的 
线性 预测 问题 比 宽 平稳 过 程 的 情形 要 复杂 得 多 ， 中 国学 
者 江 泽 培 开 始 了 这 方面 的 工作 。 

严 平 稳 过 程 的 遍历 定理 ”关于 严 平稳 过 程 ， 最 重要 
的 性 质 是 以 概率 1 成 立 的 遍历 定理 ， 或 称 为 各 态 历 经 定 
理 。 这 一 名 词 来 自 物理 学 。 任 何 严 平稳 过 程 X=(X(t)， 
tET) 都 可 看 作 是 由 某 个 概率 空间 (9,，9, P) 上 的 保 测 变 
换 群 {S,,tET} 作 用 于 随机 变量 X(0) 而 产生 的 ， 其 中 对 
任意 的 t,sET,AE 多, 实数 x 及 随机 变量 8， 满足 条 件 
S,S,=5,,s, P(S,A)=P(A), {Ss<x}=S,{#<x}, 而 
X(t)=S,X(0)。 用 @ 表 示 使 $5,A=A 对 任何 {ET 成 立 的 事 
件 4 的 全 体 , 则 @ 是 多 的 子 o 域 ,如 果 均值 EX(0) 存 在 ， 


则 次 xb 以 概率 1 收敛 于 条 件 期 望 XC0)18)。 
如 果 @ 中 只 仿 枝 率 为 1 或 为 0 的 事件 , 则 称 过 程 X 为 亿 
历 的 ， 这 时 3 加 xb 以 概率 1 收效 于 EX(0)= 


EX(t)。 后 一 结果 也 称 为 严 平稳 过 程 的 强大 数 律 ， 它 表 
明 ， 过 程 几乎 所 有 的 样本 对 时 间 的 平均 都 趋 近 于 每 一 时 
刻 的 过 程 值 对 概率 分 布 的 平均 。 
参考 书目 
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《 际 交 国 ) 
Posong 
泊 松 , S.-D。 (Siméon-Denis Poisson 1781~ 
1840) ”法 国 数学 家 。1781 年 6 月 21 日 生 于 法 国 卢 


瓦 雷 省 的 皮带 维 耶 , 1840 年 4 月 25 日 卒 于 法 国 索 镇 。 在 
青年 时 期 曾 学 习 过 医学 ， 后 因 
喜好 数学 ,于 1798 年 入 巴黎 综 
合 工科 学 校 深造 。 他 的 数学 才 
能 受到 J.-L. 拉 格 期 日 和 P.-S. 
拉 普 拉 斯 的 注意 ,在 毕业 时 , 因 
优秀 的 研究 论文 而 被 指定 为 讲 
师 。1806 年 接替 J.-B.-J. 传 里 
叶 任 该 校 教授 。1809 年 任 巴 黎 
理学 院 力学 教授 。1812 年 当选 
为 巴黎 科学 院 院士 。 

泊 松 的 科学 生涯 开始 于 研究 微分 方程 及 其 在 摆 的 运 
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动 和 声学 理论 中 的 应 用 。 他 工作 的 特色 是 应 用 数学 方法 
研究 各 类 力学 和 物理 问题 ， 并 由 此 得 到 数学 上 的 发 现 。 
他 对 积分 理论 、 行 星 运动 理论 、 热 物理 、 弹 性 理论 、 电 
磁 理论 、 位 势 理 论 和 概率 论 都 有 重要 贡献 。 他 是 第 一 个 
沿 复 平面 上 的 路 径 求 复 函数 积分 的 人 。 他 修正 了 拉 普 
拉 斯 的 位 势 方程 ， 指 出 当 点 在 吸引 体内 部 时 ， 位 势 函 数 
ay aV, OV 
V 应 满足 方程 AV 5xr7 + -Br + -Bz7 一 一 4np( 即 泊 松 
方程 ), 并 将 引力 位 势 理论 用 于 研究 静电 学 。 他 主张 概率 
方法 的 普遍 适用 性 ， 与 当时 持 反对 观点 的 保守 势力 进行 
辩论 。 他 得 到 了 概率 论 中 著名 的 泊 松 分 布 。 以 他 的 名 字 
命名 的 专业 术语 还 有 位 势 理 论 中 的 泊 松 积分 、 微 分 方程 
中 的 泊 松 括号 、 弹 性 理论 中 的 泊 松 比 和 电学 中 的 泊 松 常 
数 等 。 他 一 生 共 发 表 300 多 篇 论著 ,最 著名 的 著作 有 《 力 
学 教程 2(2 卷 , 1811,1833) 和 《判断 的 概率 研究 》(1837)。 
(家 向 东 ) 

Posong fenbu 
泊 松 分 布 (Poisson distribution) 概率 论 中 
常用 的 一 种 离散 型 概率 分 布 。 若 随机 变量 X 取 非 负 整数 
值 上 的 概率 为 

P(X=k)=Xe™s/kl p(kA) (k=0,1,2,.°), 
式 中 >>0) 是 一 个 参数 ， 则 六 的 分 布 称 为 泊 松 分 布 , 记 
作 P(A) 。 这 个 分 布 是 S.-D. 汉 松 研究 二 项 分 布 的 渐 近 公 
式 时 提出 来 的 。 

在 实际 事例 中 , 当 一 个 随机 事件 ,例如 某 电话 交换 台 
收 到 的 呼叫 、 来 到 某 公共 汽车 站 的 乘客 , 某 放射 性 物质 发 
射出 的 粒子 .显微镜 下 某 区 域 中 的 白血球 等 等 ,以 固定 的 
平均 瞬时 速率 和 (或 称 密度 ) 随机 且 独 立地 出 现时 ， 那 么 
这 个 事件 在 单位 时 间 (面积 或 体积 ) 内 出 现 的 次 数 或 个 
数 就 近似 地 服从 泊 松 分 布 P(X)。 因 此 ， 泊 松 分 布 在 管理 
科学 、 运 筹 学 以 及 自然 科学 的 某 些 问题 中 都 占有 重要 的 
地 位 。 


12345678910 12 14 16 18 20 22 24k 
泊 松 分 布 P(A) (X=12) 


对 固定 的 和 ， 当 此 增 大 时 ,p(k;X) 先 增 大 后 减 小 ( 见 
图 )， 在 大 取 入 的 整数 部 分 [X] 时 达到 最 大 值 ( 当 为 整 
数 时 ， 则 在 k=X 一 1，^ 两 处 同时 达 最 大 值 )。 服 从 分 布 
P(%) 的 随机 变量 的 数学 期 望 与 方 基 都 是 和 特征 函数 是 
exp{X(e* 一 1)}, 母 函数 是 x?。 若 nn 个 随机 变量 Xi(j= 
1,2，…sn) 服 从 分 布 P(Ny) 且 相互 独立 ,; 则 X1 十 Xs 十 … 十 


区 服从 分 布 P( 六 ). 阁 服从 分 布 PX), 则 aX+b 的 


分 布 称 为 泊 松 型 分 布 。 它 们 的 独立 和 的 分 布 可 以 逼近 一 
类 相当 广泛 而 在 极限 理论 中 十 分 重要 的 分 布 ， 称 为 无 穷 


可 分 分 布 ( 见 中 心 极限 定理 )。 《 严 士 健 ) 
Posong guocheng 
: 泊 松 过 程 (Poisson process) 一 种 累计 随机 


事件 发 生 次 数 的 最 基本 的 独立 增 量 过 程 。 例 如 随 着 时 间 
增长 累计 某 电话 交换 台 收 到 的 呼唤 次 数 ， 就 构成 一 个 泊 
松 过 程 。 用 数学 语言 说 ， 满 足下 列 三 条 件 的 随机 过 程 
一 {X(b,t>0) 叫做 泊 松 过 程 。OP(CX(0)=0)=1。@ 
不 相交 区 间 上 增 量 相互 独立 ， 即 对 一 切 0<t<t,<…< 


训 XC XC ) 一 X() XC) 一 X(t) 相互 独立 。 

图 增 量 X(t) 一 X(s) (t>s) 的 概率 分 布 为 泊 松 分 布 ， 
和 

即 PCX(D 一 X( = = NOFA exp( 一 4(D + 


A(s)), 式 中 4t) 为 非 降 非 负 函 数 。 若 和 还 满足 @ X(t) 一 
X(s) 的 分 布 仅 依赖 于 t 一 s, 则 称 闵 为 齐 次 泊 松 过 程 ;这 时 
4(t) =2Xt, 式 中 常数 和 >>0 称 为 过 程 的 强度 ,因为 EX(t) = 
A(t) Xt, 入 等 于 单位 时 间 内 事件 的 平均 发 生 次 数 。 非 齐 
次 泊 松 过 程 可 通过 时 间 尺 度 的 变换 变 为 齐 次 泊 松 过 程 。 
对 泊 松 过 程 ， 通 常 可 取 它 的 每 个 样本 函数 都 是 跃 度 为 
1 的 左 (或 右 ) 连续 阶梯 函数 。 可 以 证 明 ， 样 本 函数 具 
有 这 一 性 质 的 、 随 机 连续 的 独立 增 量 过 程 必 是 泊 松 过 
程 ， 因 而 泊 松 过 程 是 描写 随机 事件 累计 发 生 次 数 的 基本 
数学 模型 之 一 。 直 观 上 ， 只 要 随机 事件 在 不 相交 时 间 区 
间 是 独立 发 生 的 ， 而 且 在 充分 小 的 区 间 上 最 多 只 发 生 一 
次 ， 它 们 的 累计 次 数 就 是 一 个 泊 松 过 程 。 在 应 用 中 很 多 
场合 都 近似 地 满足 这 些 条 件 。 例 如 某 系统 在 时 侦 [0, t) 
内 产生 故障 的 次 数 ， 一 真空 管 在 加 热 + 秒 后 阴极 发 射 的 
电子 总 数 ,都 可 假定 为 泊 松 过 程 。1943 年 C. 帕 尔 姆 在 电 
话 业务 问题 的 研究 中 运用 了 这 一 过 程 ， 后 来 A. 兄 . 站 多 
于 50 年 代 在 服务 系统 的 研究 中 又 进一步 发 展 了 它 。 

齐 次 泊 松 过 程 的 特征 ”描述 随机 事件 累计 发 生 次 数 
的 过 程 通常 称 为 计数 过 程 ( 见 点 过 程 )。 一 个 简单 而 且 局 
部 有 限 的 计数 过 程 {(X(t),t> 0}, 往往 也 可 以 用 它 依次 发 
生 跳 跃 ( 即 发 生 随 机 事件 ) 的 时 刻 {T。, n>1} 来 规定 ， 即 
取 T。=0, T。=inf{t:X(t)>n},n>1, 而 当 To<t<To 
时 ,X(t) =n。 若 以 zm=T， 一 Tat， ?1 表示 X(t) 发 生 相 
邻 两 次 跳跃 的 时 间 间 距 ， 则 计数 过 程 是 齐 次 泊 松 过 程 的 
充分 必要 条 件 为 {rw，?#>1} 是 相互 独立 同 分 布 的 ， 且 
P(tn>t)=e™*，t 宇 0, 其 中 和 为 某 一 非 负 常 数 。 齐 次 泊 
松 过 程 的 另 一 个 特征 是 ， 固 定 t，X(t) 是 参数 为 的 泊 
松 分 布 随机 变量 ,而 当 X(t)=k 已 知 的 条 件 下 , X 的 天 个 
跳跃 时 刻 7i 么 7 过 … 系 Tx 与 大 个 在 [0, 纺 上 均匀 分 布 且 相 
互 独立 的 随机 变量 的 次 序 统计 量 ( 见 统计 重 ) 有 相同 的 分 
布 。 泊 松 过 程 的 这 一 特征 常 作 为 构造 多 指标 泊 松 过 程 的 
出 发 点 。 从 马尔 可 夫 过 程 来 看 ， 齐 次 泊 松 过 程 是 时 间 空 
间 都 为 齐 次 的 纯 生 马尔 可 夫 链 。 从 猴 来 看 ， 齐 次 泊 松 过 
程 和 是 使 {X( 轨 一 Xt, t> 09) 为 鞭 的 跃 度 为 1 的 计数 过 程 。 


泊 


油 松 过 程 的 推广 ” 较 泊 松 过 程 稍 为 广泛 的 计数 过 程 
是 更 新 过 程 ， 更 新 过 程 的 跳跃 时 间 间 距 是 相互 独立 同 
分 布 的 ， 但 不 一 定 是 指数 分 布 。 这 类 过 程 常 被 用 来 描写 
某 些 设备 的 累计 故障 次 数 。 若 对 跳跃 时 间 间 距 不 作 任 何 
假定 ,就 成 为 一 般 的 计数 过 程 或 称 一 维 点 过 程 ,假如 某 设 
备 在 [0, 世 时 爱 内 故障 的 累计 次 数 N(t) 是 泊 松 过 程 ,而 每 
次 故障 造成 的 耗损 不 尽 相同 ,用 随机 变量 Y, 表示 第 i 次 


耗损 , 则 在 [0, 轨 内 总 的 耗损 为 X(b= 如 六 。 当 {Nt)， 


t>>0) 为 齐 次 泊 松 过 程 ,{Ywi>1} 又 是 相互 独立 同 分 布 且 
与 {N(t)) 独 立时 ,X= {X(t:t> 0 时 称 为 复合 泊 松 过 程 。 由 
于 {N(tb),t> 0} 可 以 用 其 跳跃 时 刻 {(Twi> 1} 来 规定 ,因而 
复合 泊 松 过 程 可 用 {(T。, Ye),m>1} 来 规定 ， 即 X(t)== 
utri<a。 若 对 {(TwYs),m>1) 的 统计 特性 不 作 任何 


假定 ， 这 样 规定 的 XX 便 是 一 种 一 般 地 描述 系统 姚 跃 变 化 
的 随机 过 程 , 常 称 为 标 值 点 过 程 ,也 称 多 变 点 过 程 或 胱 跃 
过 程 。 

泊 松 过 程 除 作为 计数 过 程 的 一 种 重要 数学 模型 外 ， 
又 是 众多 重要 随机 过 程 的 特例 。 独 立 增 量 过 程 的 莱 维 - 伊 
藤 分 解 表明 ， 利 用 它 还 可 构成 一 般 的 独立 增 量 过 程 ， 因 
而 它 在 随机 过 程 中 占有 特殊 地 位 ， 也 有 人 把 它 与 布 天 运 
动 一 起 称 之 为 随机 过 程 的 基石 。 

参考 书目 

E. Parzen, Stochastic Processes, Holden-Day, Inc,, San 
Francisco, Calif., 1962. 

D. 工 . 斯 奈 德 著 , 梁 之 择 、 邓 永 录 译 : < 随机 点 过 程 >, 人 民 教 育 
出 版 社 ,北京 ,1982。(D. L. Snyder, Random Point Processes, 
John Wiley & Sons, New York, 1975.) 

伊 芯 清 著 , 刘 琼 温 译 :< 随机 过 程 ;， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 
海 ,1962。( 伊 萨 清 著 :< 确 率 过 程 *, 岩 波 书 店 ,东京 ,1958。) 

( 梁 之 痉 ) 
Poluomojiduo 
婆罗 摩 筑 多 (Brahmagupta 约 598 一 约 665) 
印度 天 文学 家 、 数 学 家 , 属 乌 贾 因 学 派 。628 年 著 《 疲 罗 
门 历 算 书 》， 全 书 24 章 ， 其 中 第 12 章 、 第 18 章 专 论 数 
学 。 雅 罗 摩 息 多 在 算术 方面 的 工作 与 阿 耶 波 多 第 一 不 相 
上 下 。 在 几何 方面 有 作 图 问题 ， 如 已 知 三 角形 两 边 及 第 
三 边 上 的 高 作 三 角形 、 作 等 用 梯 形 、 作 三 边 相 等 的 梯形 
等 。 在 几何 计算 问题 上 有 求 内 接 于 圆 的 四 边 形 的 面积 和 
对 角 线 的 公式 ， 若 四 边 形 的 边 长 分 别 是 4.b、e、d， 则 它 的 
面积 是 
(sas—b)(s cs— dy, 
式 中 2s=at+b+c+d，, 它 的 对 角 线 长 分 别 是 
号 十 cd 
(ett) ，V 全 区 
在 代数 方面 关于 专业 名 词 \ 各 种 符号 ,代数 式 运算 等 方面 
都 有 研究 。 对 于 一 次 不 定 方程 问题 的 研究 比 阿 耶 波多 第 
一 取得 进一步 发 展 , 如 二 阶 差分 内 插 公 式 \ 有 理 数 勾 股 数 
公式 以 及 解 形 如 


(ac+bd) 。 


zz: 士 c 一 态 
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的 二 次 不 定 方程 都 是 婆罗 摩 稚 多 的 创见 。 
参考 书目 
S. Prakash, A Crifical Study of Brahmagupta ond His 
Work, The Indian Institute of Astronomical and Sanskrit 
Research, New Delhi, 1968. 


A. K. Bag, Mothematics in Ancient and Medieval India, 
New Delhi, 1979. 
( 沈 康 身 ) 
Poshijioluo drer 
婆 什 迦 罗 第 二 (Bhaskara I 1114/1115 一 约 


1185) 印度 数学 家 、 天 文学 家 。 生 于 比 贾 布 尔 ( 属 
迈 索 尔 邦 )。1150 年 著 k 历 算 书 》 全 书 分 应 用 问题 .代数 、 
天 球 和 行星 数学 等 四 篇 。 前 二 篇 为 数学 ， 后 二 篇 为 天 文 
学 。 应 用 问题 篇 侧重 应 用 ， 代 数 篇 侧重 理论 。 婆 什 迎 罗 
在 书 中 比较 全 面 系统 地 介绍 了 算术 ,代数 和 几何 知识 记 
载 了 12 世纪 时 印度 记 数 法 ， 度 , 量 , 衡 ,面积 及 货币 的 各 
种 单位 互 换 ， 包 括 自然 数 ,分 数 ,负数 在 内 的 八 种 基本 运 
算 。 三 率 法 发 展 到 十 一 率 法 ， 假 设法 和 逆 推 法 也 有 了 进 
一 步 发 展 。 利 息 、 商 品 交换 ,合金 成 分 ,土方 、 仓 库容 积 、 
水 利 建设 等 各 种 与 社会 、 经 济 活动 有 关 的 数学 问题 在 他 
的 书 中 也 有 充分 反映 。 在 代数 方面 关于 一 次 不 定 方程 
(组 ) 问 题 有 了 发 展 ， 还 出 现 了 一 些 三 次 和 四 次 方程 ， 并 
得 到 了 一 些 解法 。 在 几何 方面 新 创 已 知 三 边 的 三 角形 面 
积 求法 ,直角 三 角形 勾 股 弦 和 差 公式 .对 于 球 表面 积 和 球 
体 体积 也 给 出 正确 公式 。 

公元 600 年 左右 印度 还 有 一 个 同名 的 婆 什 迎 罗 的 数 
学 家 , 称 为 婆 什 迦 罗 第 一 。 《 沈 康 身 ) 


Puluke 

普 吕 克 , 上 (Julius Placker 1801~1868) 
德国 几何 学 家 ,实验 物理 学 家 。1801 年 6 月 16 日 生 于 埃 
和 尔 伯 费 尔 德 ，1868 年 5 月 22 
日 卒 于 波 思 。 曾 在 波 思 、 海 德 
堡 ,柏林 和 巴黎 学 习 。 1824 年 
获 马尔 堡 大 学 博士 学 位 ，1829 
年 为 波 思 大 学 副教授 ，1834 年 
为 哈雷 大 学 数学 教授 , 1836 年 
任 波恩 大 学 数学 和 物理 学 教 
授 。 此 后 ,他 逐渐 专心 于 实验 物 
理学 ， 直 到 晚年 才 又 回 到 几何 
学 。 在 当时 的 几何 学 中 的 综合 
与 解析 之 争 中 , 普 吕 克 是 解析 派 的 代表 人 物 。 他 按照 G. 
莹 日 的 传统 ,发 展 了 解析 几何 的 思想 方法 和 技巧 ,追求 几 
何 作 图 与 解析 算式 的 完美 结合 ， 尽 可 能 避免 不 必要 的 方 
程 和 计算 ， 典 型 的 例子 是 他 对 于 帕斯卡 定理 的 证 明 。 他 
极 有 成 效 地 运用 了 射影 几何 的 代数 方法 ， 引 进 了 最 一 般 
的 齐 次 坐标 ! 对 于 J.-V. 彭 赛 列 的 无 穷 远 元 素 ， 虚 贺 点 ， 
特别 是 对 偶 原理 ， 给 出 完满 的 解析 表示 。 他 还 引进 了 直 
线 的 坐标 ， 讨 论 了 平面 上 的 一 般 的 代数 曲线 ， 提 出 了 著 
名 的 普 吕 克 公 式 ( 关 于 复 射影 平面 上 的 代数 曲线 的 次 数 、 
526 


阶 数 、 重 点 数 和 尖 点 数 等 之 间 的 关系 )。 普 吕 克 写 了 5 本 
书 ,前 4 本 是 关于 解析 几何 与 代数 曲线 的 (1828~1846)， 
第 5 本 是 研究 以 直线 为 空间 元 素 的 新 几何 学 (1868 一 
1869)， 其 中 第 2 部 分 是 在 他 去 世 后 由 F. 克 菜 国 整理 出 
版 的 (他 是 克 莱 因 尊敬 的 老师 )。 普 吕 克 的 工作 精采 且 有 
特色 ,人 们 称 他 为 方程 式 语言 艺术 的 大 师 。 

普 吕 克 是 数学 家 ， 但 对 物理 实验 也 很 有 兴趣 ，1847 
年 注意 到 结晶 的 磁 效 应 , 1857 年 首先 观察 到 气体 放电 的 
光谱 。 但 是 他 在 这 一 方面 的 工作 在 德国 得 不 到 承认 ， 论 
文 是 在 英国 发 表 的 。 ( 呈 光 驶 ) 


pulun 
谱 论 〈spectral theory) 泛 函 分 析 中 研究 算 子 
的 谱 的 理论 。 算 子 的 谱 的 概念 是 有 限 维和 矩阵 的 特征 值 概 
念 的 推广 力学 ,物理 和 工程 技术 中 的 大 量 问题 在 一 定 的 
条 件 下 可 以 归结 为 数学 上 代数 方程 ,微分 方程 、 积 分 方程 
或 微分 积分 方程 等 的 求解 问题 。 在 对 这 些 方程 求解 问题 
的 研究 获得 丰富 成 果 的 基础 上 ， 逐 新 形成 了 一 般 的 算 子 
的 谱 的 理论 (这 里 主要 指 线性 算 子 )。 

数学 上 各 类 线性 方程 的 求解 问题 可 以 概括 为 某 个 拓 
扑 线性 空间 XX 上 的 方程 (XI 一 T)x=y 的 求解 ， 这 里 了 是 
X 上 已 知 的 线性 算 子 ，I 为 X 的 单位 算 子 ,X 是 一 个 复 参 
数 。 当 是 有 限 维 空间 (例如 维 数 为 n) 时 ，T 可 表示 为 
一 个 n 阶 方 阵 ， 而 上 面 的 方程 就 是 n 阶 线性 方程 组 。 在 
线性 代数 中 ， 已 经 完全 解决 了 它 的 求解 问题 ， 主 要 结果 
有 :上 述 方程 对 一 切 yEX 有 解 当 且 仅 当 入 不 是 了 的 特征 
值 ,而 且 这 时 解 有 准 一 的 形式 = (XI 一 T)"Jy。 对 入 是 了 
的 特征 值 的 情况 ， 也 给 出 y 应 满足 什么 条 件 才能 使 上 述 
方程 有 解 和 和 解 的 一 般 表达 式 。 当 头 是 无 限 维 空间 时 ,问题 
变 得 复杂 多 了 。1900 一 1903 年 ，E.1 党 雪 擂 审 姆 研究 了 


具有 和 连续 核 的 积分 方程 xb 一 Kbs)z(s)ds= Kb， 


得 到 了 与 有 限 维 空间 情形 相 类 似 的 结果 。 后 来 , F. 里 
斯 J. P. 绍 德尔 建立 了 巴 拿 震 全 连续 算 子 的 弗 雷 德 惟 姆 
理论 。1904 一 1906 年 D. 希 尔 伯 特 考察 了 具有 对 称 核 ( 即 
K(t,s) = 天 (st) ) 的 积分 方程 ,后 来 又 有 了 一 般 的 有 界 自 
共 辆 算 子 的 谱 理论 。20 年代 J 冯 ' 诺 伊 和 为 适应 量子 力 
学 的 需要 ， 发 展 了 希 尔 伯 特 空间 上 (无 界 ) 自 共 生 算 子 的 
谱 理论 并 得 到 了 西 算 子 和 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 。 由 于 
各 种 非 交换 的 关系 研究 需要 , 40 年 代 以 后 对 希 尔 伯 特 空 
间 上 各 种 非 正 常 算 子 的 研究 也 陆续 开始 ， 并 取得 了 丰富 
的 成 果 ， 已 成 为 现代 线性 算 子 谱 论 的 重要 方面 。 另 一 方 
面 ,关于 巴 拿 赫 空间 上 算 子 的 谱 论 , 自从 1913 年 了 . 里 斯 
的 研究 以 来 ,也 取得 了 一 系列 的 成 果 ( 见 谱 算 子 )。 
预 解 集 和 话 ” 巴 拿 坟 空间 上 线性 算 子 谱 点 的 概念 是 
有 限 维和 矩阵 特征 值 概念 的 推广 。 设 T 是 巴 拿 赫 空间 ，X 
到 XX 的 线性 算 子 ,定义 域 为 D(T),^ 为 复数 。 如 果 (XI 一 
T)7 有 定义 在 全 空间 X 上 的 有 界 的 逆 算 子 ， 那 么 称 入 是 算 
子 了 的 正则 点 。7 的 正则 点 全 体 称 为 了 的 预 解 集 ， 记 为 


PT)。p(T) 的 余 集 CN(T) 称 为 了 的 谱 集 ， 简 称 为 谱 ， 记 
为 o(T)。 因 此 ol7) 是 由 那些 使 (M 一 7) 没有 定义 在 全 空 
介 上 的 有 界 的 道 算 子 的 复数 入 全 体 组 成 。c(T) 中 的 复数 
称 为 了 的 谱 点 。 的 谱 点 有 以 下 几 类 : G@ (XI 一 T) 没有 
逆 算 子 , 这 时 天 中 必 存 在 开 *0，, 使 (MI 一 T)z=0， 称 这 种 
入 为 7 的 点 谱 (或 特征 值 )， 其 全 体 记 为 op(T)。@(XI 一 
7) 没有 有 界 的 道 算 子 ， 这 时 必 存 在 xnEX，|zxn| 1 使 
1(XI- 7)z|>0， 称 这 种 为 了 的 近似 点 谱 , 其 全 体 记 为 
wa(T)。@(XI-T) 有 有 界 送 算 子 ,但 不 定义 于 全 空间 , 称 
这 种 为 7 的 剩余 谱 , 其 全 体 记 为 o.(T)。@(XI7) 有 
条 定 赣 算 子 ， 而 逆 算 子 是 无 界 的 ， 称 这 种 》 为 了 的 连续 
谱 ,其 全 体 记 为 co(T)。 

当 了 是 巴 全 禁 空 间 X 上 笛 定 闭 算 子 时 ，P(T) 必 是 复 
平面 上 开 集 ,从 而 "(7) 是 团 集 ,XI 一 7)-: 是 定义 在 p(T) 
上 的 算 子 值 解 折 函 数 , 称 为 了 的 预 解 式 , 常 记 为 RCA,T)。 
在 点 Ep(T) 的 附近 R(X,T) 必 有 展开 式 

RT) = BL)"RA Tm A), 

而 且 对 和 ,nE p(T), 成 立 预 解 式 方程 

RAT) 一 RCAT) = 一 (4 一 入)ROAT)RCuT)。 

讲 站 全、 当 了 是 巴 合 赫 空间 X 上 有 界线 性 算 子 时 ， 
olT) 必 是 一 个 有 界 非 空 闭 集 。 称 r(T)=sup{|X||^E 
ol(T)) 为 了 的 谱 半径 ， 且 有 著名 的 谱 半 径 公式 ，r(T) 一 
limlmvll。 如 果 r(7) 一 0 那么 称 了 是 广义 宕 等 算 子 。 宕 
零 算 子 T( 即 存在 自然 数 ， 使 T+=0) 必 是 广义 宕 稚 算 
于 。 对 项 尔 伯 特 空间 上 正常 算 子 N, 有 7(N)=|INI。 

庄 测 度 “ 设 (9,2) 是 一 个 可 测 空 间 , 邹 是 一 个 = 代数 
( 见 测 度 论 )， 是 定义 在 多 上 取 值 为 希 尔 伯 竺 空间 H 上 
“投影 算 子 的 映射 ， 如 果 满足 (ECO) I，@ 可 列 可 加 性 
(着 {Mw) 是 多 中 一 列 互 不 相交 的 集合 , 则 成 立 ECUJM。) = 


加 ECM)) ,那么 称 E 为 (9, 多) 上 庶 测 度 , (90, 人 3,E) 为 开 


上 的 庶 测 度 空间 。 

设 (9, 8,E) 是 H 上 一 个 谱 测 度 空间 ,了 是 (0， @) 上 
可 测 函 数 。 如 果 存在 H 上 算 子 F， 使 对 一 切 *，yE 昌 成 立 
Cpx =] feoyakExyy)( 也 记 作 | (ECda)r, 区)， 


上 式 右边 表示 了 关于 由 4。,v(B)=(E(B)x,y) (BE 号) 定 
义 的 复 测度 wevy 的 积分 ), 就 称 F 是 了 关于 EE 的 谱 积 分 ， 
记 为 | fw)d 或 | fo)ECdo)。 

谱 测 度 的 支 集 、 设 OQ 是 nn 维 欧 几 里 得 空间 R", 多 是 
Rn 上 波 莱 尔 集 全 体 ,(R", 名 ,E) 是 希 尔 伯 特 空间 上 庶 测 
度 空间 。 如 果 有 R 中 开 集 G, 使 得 E(G) = 0, 则 必 有 按 
集 的 包含 关系 为 最 大 的 开 集 Go, 使 得 E(G。)=0。 称 闭 
集 c=R" 一 G, 为 忆 的 支 集 , 记 为 supp EF, 换言之 , "是 满足 
E(s) =I 中 ( 按 包含 关系 为 ) 最 大 的 财 集 , 形 象 地 说 即 谱 测 
度 E 集 中 在 闭 集 supp E 上 , 并 且 眉 不 能 集中 在 比 supp EE 


更 小 的 闭 集 上 ， 易 知 谱 积 分 | .fco)dE= | ,fcw)dE。 


对 于 9 是 拓扑 空间 ， 吨 是 9 上 波 莱 尔 集 或 贝尔 集 全 
体 ， 在 适当 假设 下 就 能 将 谱 测度 支 集 的 概念 推广 到 (9， 
多,E) 的 情况 。 

谱系 ”类 似 于 单调 增加 右 连续 的 (点 ) 函 数 与 勒 贝 
格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 ( 集 函 数 ) 的 关系 ， 对 于 谱 测 度 ( 集 的 
投影 算 子 值 函数 ) 与 “单调 增加 右 连续 的 "点 ) 投 影 算 子 值 
函数 也 存在 .下面 以 ?= R'( 实 直线 ) 为 例 : 设 (RS,E) 是 
希 尔 伯 特 空间 世上 的 谱 测度 空 间 ， 规 定 E.=E(( 一 2， 
入 ),(XE( 一 00,00)), 这 时 函数 Es 满足 @ 单 调 性 , 当 ^ 之 4 
时 ,EE>E。，@ 右 连续 性 ， 当 %s>^ 和 ,和 n> 入 时 ，Exw 强 收 
得 于 EE，@ 规 范 性 ， 当 一 oo 时 , E 强 收敛 于 0; 当 
和 > 十 co 时 ,Ex 强 收敛 于 1。 称 满足 四 一 @ 的 Es 为 相应 于 
碧 的 谱系 。 反之， 任何 满足 ~@ 的 函数 FE 必 是 唯一 
地 相应 于 某 个 谱 测 度 忆 的 谱系 。 对 于 有 谱系 的 谱 积 分 


fa 又 常 写作 | fa 或 fap。 
谱 分 解 定理 设 卫 是 复 希 尔 伯 特 空间 ，N 是 H 上 正 

常 算 子 。 则 必 存 在 定义 在 复 平面 C ( 视 为 Rr!) 所 有 波 菜 尔 

集 上 谱 测 度 , 合 得 N=| zdE。 如 果 ok) 是 N 的 谱 集 , 则 


的 支 集 就 是 oN), 即 N=| zdE。 


正常 算 子 的 谱 分 解 定理 实际 上 是 维 复线 性 空间 上 
正常 答 隆 对 角 化 理论 在 无 限 维 复 希 尔 伯 符 空间 上 的 扒 
广 。 它 刻画 了 正常 算 子 的 结构 ， 许 多 正常 算 子 的 重要 性 
质 可 由 它 导出 ， 例 如 (DXEo(N) 的 充 要 条 件 是 对 任何 ^ 
的 邻 城 0, E(O) 闻 0 @》 是 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 单 
点 集 {] 的 谱 测 诬 E((X)) 只 0 @ X 是 N 的 正则 点 的 充 要 
条 件 是 存在 和 的 分 域 使 得 ECO)=01 当 )x。 是 的 正 
则 点 时 ，CxuI 一 N)-:= | 二 二 二 aE;@ HL 上 有 界线 性 午 子 
A 和 NN 可 交换 的 充 要 条 件 是 对 任何 ME 多 ，AE(M) = 
E(M)A 等 。 

对 于 特殊 的 正常 算 子 ， 例 如 对 西 算 子 U， 必 存在 
[0, 2x] 上 谱系 Ee( 即 Eo 是 定义 在 [0, 2x] 上 单调 增加 右 
连续 , 并 且 Bu=0，Es=I 的 投影 算 子 值 函数 )， 使 得 


Ue* dEo: 而 对 自 共生 算 子 4， 必 存在 定义 在 
上 谱系 ,使 得 A, XdEs。 

算 于 演 站 。 对 项 尔 信 特 空间 玉 上 正常 算 子 N， 有 谱 
测度 空间 (oCN), 多 ,E), 这 时 对 "CN) 上 定义 的 复 值 有 界 
让 莱 尔 可 测 函 数 了 定义 fCN) |， f(z)dE， 那 么 映射 
ff(N) 有 如 下 性 质 : 

@ 埃 尔 米 特性 JCN)=fCN)*, 这 里 天 z) 一 到 5， 

@ 线性 (af+Bg)(N)=af(N)+Bg(N); 

@ 可 乘 性 (fg)(N)=f(N)g(N); 

@ lf- UI= .sup ,IfCz)1。 

此 外 ,有 谱 映 射 定理 :对 项 尔 伯 符 空间 孔 中 的 正常 算 
了 于, 老 f 为 o(N) 上 的 连续 醒 数 ， 那么 有 of(N)) 一 
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flo(N)), 

广义 特 全 分 解 、 车 希 尔 伯 特 空间 二 上 自 共 二 算 于 4 
满足 cx(A)=c(A)( 即 义 的 谱 都 是 特征 值 )。 那么 必 有 特征 
展开 式 4= 六 x(…e)e， 式 中 {ej 是 也 的 完备 就 范 


正 交 系 ,并 且 e。 是 相应 于 特征 值 Xe 的 特征 向 量 。 特征 展 
开 式 (离散 和 的 形式 ) 比 谱 分 解 式 (连续 和 的 形式 ) 更 为 简 
便 。 在 吸收 了 广义 函数 论 方法 的 基础 上 ， 引 出 了 一 般 自 
共 示 算 子 的 广义 特征 分 解 的 概念 。 

设 Z(R") 是 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 上 关于 勒 贝 
格 测度 平方 可 积 函数 全 体 所 成 的 希 尔 伯 特 空间 。A 是 
Lx(R") 上 的 自 共 因 算 子 ,定义 域 D(A) 包 含 基本 函数 空间 
K( 见 广义 函数 ), 而 且 是 KK 到 KK 中 的 连续 线性 算 子 。 又 设 
当 pED(A) 时 , 必 有 5ED(A), 而 且 A5=Ap。 A 在 K 的 
共 亏 空间 K' 上 的 共 辐 算 子 A' 定义 为 (A'y,9)=(y， 
Ap)。 如 果 对 实数 和 ,有 FEK',F0, 使 A'F=^F， 就 称 
和 是 A 的 广义 特征 值 ,F 是 相应 的 广义 特征 向 量 。 当 FE 
D(4) 时 ,广义 特征 值 和 广义 特征 向 量 就 是 通常 的 特征 值 
和 特征 向 量 。 

如 果 存 在 和 4 的 特征 值 系 {X。} 和 相应 的 就 范 正 交 特征 
向 量 系 { 刀 } 以 及 存在 实 直 线 上 波 莱 尔 集 系 {Bs}，Bu 中 每 
点 和 为 4 的 广义 特征 值 ,相应 的 广义 特征 向 量 为 人 ,使 得 
对 任何 p，yEK，(f;,p) 是 Be 上 波 莱 尔 可 测 函 数 ， 且 


oyer= Bord + |, (fs9) Fp) 


那么 就 称 {f,}U {f1XEB,,n=1,2,…} 组 成 了 A 的 完备 
就 范 正 交 广 义 特征 向 量 系 。 这 时 有 如 下 的 广义 特征 展开 : 


P=,0)fo+ 列 ,cepa， 


Ap 如 cup 站 + 习 xu)pPay。 


作为 例子 ;如果 人 A 是 Lx(R!) 中 乘法 算 子 :(Af)(x)= 
Xf(x)， 显 然 A 在 Lx(R') 中 没有 特征 向 量 。 而 广义 函数 
族人 8(x* 一 和 )|XE (一品 ,eo)} 却 构成 了 A 的 完备 就 范 正 交 
广义 特征 向 量 系 ,对 一 般 的 希 尔 伯 特 空间 中 自 共 办 算 子 ， 
也 有 类 似 的 广义 特征 分 解 。 

简 言 之 ,所 谓 广 义 特 征 展开 ,实质 上 就 是 原来 在 希 尔 
伯 特 空间 上 不 是 特征 值 的 那些 谱 点 ， 在 适当 扩大 了 的 空 
间 ( 相 当 于 广义 函数 空间 ) 上 变 成 了 特征 值 ， 并 找到 相应 
的 (广义 ) 特 征 向 量 和 展开 式 。 

巴 拿 林 空间 上 有 界线 性 鼻子 的 谱 分 解 对 巴 拿 赫 空 
间 上 线性 算 子 ， 一 般 说 来 ， 还 没有 类 似 于 正常 算 子 的 谱 
分 解 定理 这 样 深刻 的 结果 。 作 为 希 尔 伯 特 空间 上 投影 算 
子 的 推广 ,在 巴 拿 赫 空间 有 平行 投影 的 概念 。 设 X 是 巴 拿 
赫 空 间 ,M 和 N 是 XX 的 两 个 闭 子 空间 ， 如 果 任 何 x*EX 可 
以 唯一 地 表示 为 *==y+2z, 其 中 yEM, zEN， 就 称 X 是 
M 和 NN 的 直 和 , 记 为 X=M +N。 这 时 定义 算 子 E,Ex=y， 
称 算 子 E 是 X 到 M 上 (平行 于 N) 的 平行 投影 ,简称 为 X 上 
投影 算 子 。 忆 是 又 上 投影 算 子 当 且 仅 当 王 是 X 上 有 界 的 
等 等 算 子 , 即 满足 EE 的 有 界线 性 算 子 。 
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邓 福 德 -里 斯 分 解 定理 设 T 是 巴 拿 社 空间 X 上 的 
有 界线 性 算 子 ， 若 o 是 oe(T) 的 子 集 , 且 o 和 o'=olT)\o 都 
是 闭 集 ， 那 么 有 的 直 和 分 解 X=M+N, 使 M,N 都 是 
了 的 不 变 子 空间 , 而 且 o(TIM)=o, o(TIN)=o'。 这 时 
存在 一 个 包含 o 在 其 内 部 而 "在 其 外 部 的 简单 的 可 求 长 
的 若 尔 当 曲 线 C, CNo(T)= 名 ,使 X 到 M 上 平行 于 NN 的 


投影 了 正好 是 5 | Cr- mu。 


钙 折 十 数 演 生 ” 设 了 是 巴 全 赫 空 间 X 上 有 界线 性 算 
子 。 十 在 oT) 的 一 个 人 城中 解析 的 复 值 函 数 。 取 一 个 
包含 x(T) 于 内 部 的 简单 的 可 求 长 若 尔 当 曲线 C，C 含 于 
了 的 解析 区 域 中 ， 定义 JTJ)= 下 | .Kx)OI- Ta。 
1(T) 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 而 且 映 射 人 -f(T) 也 有 类 似 
于 正常 算 子 的 算 子 演算 的 性 质 四 、@ 和 对 应 的 谱 映 射 
定理 。 

有 关 巴 合 赫 空间 上 全 连续 算 子 庶 理 论 和 其 他 有 关 结 
果 见 全 连续 算 子 、 谱 算 子 、 线 性 算 子 扩 动 理论 。 

参考 书目 
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pusuanzl 
谱 算 子 (spectral operator) 巴 拿 林 空间 上 
具有 某 种 谱 分 解 性 质 的 一 关 算 子 ， 它 是 若 尔 当 型 甜 阵 在 
无 穷 维 空间 的 一 种 推广 。 

自 共 斩 的 党 微分 方程 的 边 值 问题 的 研究 发 展 成 希 尔 
伯 特 空间 上 自 伴 算 子 (或 自 共 辆 算 子 ) 的 谱 论 , 这 是 20 世 
纪 数 学 上 的 重大 成 就 

自 伴 算 子 庶 论 是 对 称 答 阵 西 等 价 理论 的 推广 ， 而 对 
一 般 的 矩阵 ， 则 问题 归结 于 刻画 其 完全 的 相似 不 变量 。 
至 于 希 尔 伯 特 空间 上 的 非 正规 算 子 以 至 巴 登 精 空 间 上 的 
一 般 算 子 的 谱 论 ， 从 理论 和 应 用 来 看 虽然 都 很 重要 ， 但 
是 处 理 起 来 十 分 困难 。 例 如 和 这 件 事 有 关 的 不 变 子 空间 
问题 ， 从 J 芭 诺 伊 昌 的 研究 到 现在 已 有 半 个 世纪 ， 进 
展 仍 不 大 。 其 次 ,即使 解决 了 不 变 于 空间 问题 ,对 许多 算 
子 也 还 难于 有 一 个 能 与 自 伴 算 子 谱 论 相 比 拟 的 完全 的 谱 
分 析 。 远 在 20 世纪 之 初 ,G. D. 伯 克 宏 夫 等 便 已 研究 过 
一 类 非 自 位 的 常 微分 算 子 的 特征 展开 问题 ， 并 且 讨论 了 
它 的 特征 展开 的 收 全 性 oF. 里 新 和 后 来 的 于 M. 关 尔 范 
人 等 人 则 开展 了 取 值 于 巴 全 赫 空 间 的 复 变 孙 数论 并 用 于 
研究 一 般 算 子 的 庶 论 。 30 年 代 末 , K, 0. 弗 里 德里 希 斯 
为 研究 连续 谱 扰动 而 提出 了 相似 方法 。 正 是 在 以 上 这 些 
工作 的 基础 上 ，N- 邓 福 德 在 50 年 代 创立 了 庶 算 子 理论 。 

证 测度 设 邹 为 复 平面 C 上 波 菜 尔 子 集 构成 的 o 
代数 。 若 是 从 多 到 巴 合 赫 空 间 X 上 射影 算 子 族 之 同 态 
映射 ,并且 E(") 还 是 一 至 有 界 的 , 即 

E(C)=I, E(C\s)=I-E(o), 
E(oNd)=E(o)E(), E(oU8)=E(o)VEG), 
IE(o)1|<K( 常 数 ) (vo€ 3%)， 


则 称 {E(c)1cE 呈 ) 为 谱 测度 。 这 里 算 子 AVB=A+B 一 
4B。 

谱 算 于 设 了 是 复 的 巴 全 赫 空间 X 上 的 有 界 算 子 。 
若 有 谱 测 度 {P(o)|E 3) 使 得 :DTE(3)==E(3)T, o(TIE 
(8)X)S5, 当 36E 史 ， 这 里 T|M 表 示 T 在 M 上 的 限制 ; @ 
3) 是 可 数 可 加 的 ， 即 对 号 中 任意 可 数 多 个 互 不 相交 的 
集 (0)3-1, 独 有 E( 上 iu)z= 避 PC)z,zEX, 则 称 了 为 谱 


算 子 ,而 称 了 ,3 了 (3) 为 了 之 单位 分 解 。 每 个 谱 算 子 的 单 
位 分 解 是 唯一 的 。 对 具 紧 支 集 乡 的 诺 测度 {E(c)lrE 号 )， 


则 5= mcaxy 称 为 标 算 子 。 这 里 需要 说 明 , 对 简单 函数 
f= 总 wx, 定义 |f0%9 EX)= aE), 
= 向 


而 对 8 上 任何 有 界 可 测 的 f(X), 恒 有 简单 函数 列 {fs(X)} 
在 9 上 一 致 地 收敛 到 天 和 ), 从 而 定义 


J ey =lim | Foden). 
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了 是 谱 算 子 的 充 要 条 件 是 了 =N+S, 这 里 S 是 标 算 子 ,N 
是 拟 冠 零 算 子 且 NN 与 S 可 交换 。 可 见 谱 算 子 正 是 若 尔 当 
型 矩阵 在 无 穷 维 空间 的 推广 。 对 希 尔 伯 特 空间 瓦 上 的 谱 
算 子 ， 则 有 更 深刻 的 结果 ， 凡 标 算 子 皆 相似 于 一 正规 算 
子 。H 上 交换 的 谱 算 子 之 和 与 积 也 都 是 谱 算 子 。 

谱 算 子 概念 可 推广 到 无 界 的 情况 。 设 线性 算 子 了 之 
定义 域 2(T) 与 值 域 部 在 巴 拿 赫 空间 X 中 , 且 T 是 闭 的 , 若 
有 可 数 可 加 的 谱 测 度 {E(5)15E 号 } 使 BCT) 二 EC5)X， 当 
5E 宙 上 且 有 界 ;BE(5)2(T)EE(T), 且 TE(5)x=B(5)Tz, 当 
xE2(T) 而 5E 8; o(TIE(3)X)S5, 这 里 TIE(3)X 之 定 
义 域 为 2(T) 阁 ECG3)X, 则 称 算 子 了 为 无 界 谱 算 子 。 

研究 一 个 算 子 是 谱 算 子 的 条 件 ， 当 然 很 重要 。 自 伴 
算 子 理论 已 经 指出 这 类 问题 的 困难 和 一 些 可 能 进攻 的 途 
径 。 这 里 扰动 的 方法 是 常用 的 ， 据 此 人 们 把 前 述 伯 克 瞩 
夫 等 人 的 工作 推广 到 一 类 谱 算 子 上 去 。 重 要 的 弗 里 德 思 
希 斯 方法 的 大 意 是 对 算 子 了 与 适当 的 算 子 K, 如 果 能 找 
到 具有 界 道 的 算 子 避 使 得 T+K=U-TU, 那 么 T+K 的 
谱 论 便 化 归 为 T。 这 些 方面 的 结果 ， 已 成 功 地 应 用 于 大 


量 的 算 子 和 物理 问题 。 
参考 书目 
N. Dunford and J. T. Schwartz, Linear Operators, Inter- 
science, New York, 1971. 
( 江 泽 坚 ) 
puzonghe 
谱 综合 (spectral synthesis) 又 称 调和 综合 ， 


是 一 个 与 谱 分 析 《〈 或 称 调和 分 析 ) 相对 立 的 概念 ， 它 是 
调和 分 析 与 代数 的 理想 理论 中 一 个 具有 非常 综合 性 的 研 
究 课题 。 

谱 分 析 与 谱 综合 的 原始 含义 如 下 : 设 fx) 是 一 个 周 
期 振动 的 量 ， 它 可 用 圆周 群 了 上 的 函数 来 描述 。 实 验 指 
出 这 样 的 振动 往往 由 一 个 基 频 及 其 整数 倍 频 的 简 谐振 动 


谱 


到 加 而 成 ， 定 出 了 的 简 谐振 动 分 量 的 过 程 称 为 谱 分 析 。 
熟知 的 传 里 叶 展开 便 是 这 一 过 程 ,了 的 传 里 叶 系数 不 为 0 
的 点 集 称 为 了 的 谱 集 。 相 反 的 过 程 是 由 了 的 分 量 复合 出 
了 自己 ,这 个 过 程 就 叫 谱 综合 。 对 JELP(T)，1<p<oo， 
各 种 各 样 的 传 里 叶 级 数 求 和 法 便 实 现 了 谱 综合 。 因 此 从 
其 原始 含义 说 来 , 谱 综合 与 谱 分 析 都 不 是 很 复杂 的 概念 。 
但 现在 所 谓 的 谱 综 合 已 经 演变 成 一 个 既 概括 又 抽象 ， 并 
且 很 有 发 展 前 途 的 研究 课题 。 

通常 所 说 的 谱 综合 是 研究 局 部 紧 交 换 群 G 上 ， 
ZL” (G) 中 哪些 元 素 可 以 由 它 的 谱 经 过 某 种 方法 “综合 ” 
出 来 ， 或 者 等 价 地 说 是 指 研究 ZX(G) 的 哪些 闭 理想 能 被 
G 的 对 偶 群 @ 中 的 一 个 闭 子 集 完全 决定 。 

关于 L<(G) 的 语 综 合 这 里 L"(G) 不 是 指 所 有 本 性 
有 界 函 数 的 集合 赋 极 大 模 的 空间 ,而 是 同一 集合 赋 弱 * 拓 
扑 的 空间 。 先 对 9gEL=(G) 定 义 谱 集 的 概念 粗略 而 言 ,9 
的 谱 集 就 是 永 ^ 表示 傅 里 叶 变换 ) 的 支 集 。 更 确切 一 些 的 
定义 是 ， 设 了 是 L"(G) 的 闭 平移 不 变 子 空间 , 既然 全 是 
由 G 上 有 界 函 数 构成 的 , 则 GNF 有 意义 , 记 它 为 Z(F)， 
并 称 之 为 了 的 谱 集 。 对 任意 9ELe(G)， 记 [的 为 由 9 生 
成 的 闭 平移 不 变 子 空间 , 简 记 Z([g]) 为 2(9), 并 称 它 为 
9 的 谱 集 。 如 果 9 能 被 3(g) 中 的 元 素 的 线性 组 合 通 近 ， 
则 每 个 hE [g] 亦 然 。 这 时 ， 集 合 2(g)( 它 是 台中 一 个 闭 
集 ) 完 全 决定 了 L*(G) 中 的 闭 平移 不 变 子 空间 [9]。 所 谓 
L(G) 的 谱 综合 便 是 研究 L*(G) 的 哪些 闭 平移 不 变 子 空 
间 可 被 @ 的 一 个 闭 集 完全 决定 。 它 的 一 个 特殊 情形 是 研 
究 怎样 的 gEL”(G) 能 被 2(g) 中 元 素 的 线性 组 合 通 近 。 
可 以 证 明 如 果 L(G) 中 9 的 传 里 叶 变 换 是 函数 或 测度 ， 
则 上 面 定义 的 谱 集 (9) 就 是 9 的 傅 里 叶 变 换 的 支 集 。 
这 种 情况 下 ， 谱 集 与 谱 综 合 概念 就 回 到 了 它们 的 原始 
理解 。 

关于 Li(G) 的 谱 综合 设 I 是 L'(G) 的 任意 一 个 闭 
理想 , 令 


Z(D={tE6:jt)=0, vfeT)} 
-RtteG:jb-9。 ‘(1 
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L(G) 的 谱 综 合 便 是 研究 怎样 的 1 可 以 由 Z(1)( 它 是 
中 一 个 闭 集 ) 完 全 决定 。 或 者 等 价 地 说 ,是 研究 G 的 哪些 
闭 集 EE 是 唯一 闭 理 想 1 的 Z(D。 注 意 ,任意 闭 集 BCG 总 
至 少 是 一 个 闭 理想 的 传 里 叶 变 换 的 公共 零点 集 。 例 如 
IE)={fELKG): 了 在 E 上 为 0} 
便 是 一 个 以 E 为 传 里 叶 变 换 的 公共 零点 集 的 闭 理 想 ( 即 
等 式 =Z(1(E)) 恒 成 立 )。 同 时 ,T(E)~{fEL(G): 在 
下 的 一 个 邻 域 上 为 0}- ("一 "表示 闭 包 ) 也 是 以 为 传 里 
叶 变 换 的 公共 零点 集 的 闭 理想 ,并 且 I(E) 是 最 大 的 ,I,(E) 
是 最 小 的 。L'(G) 的 谱 综合 也 可 以 说 是 研究 对 怎样 的 
有 I(E)=1,(E)。 满 足 这 个 性 质 的 E 称 为 谱 综 合集 。 如果 
所 有 闭 集 EC 人 都 是 谱 综 合集 , 则 称 L!(G) 的 谱 综合 成 立 。 
LI=(G) 与 LI(G) 的 谱 综 合 的 等 价 “可 以 证 明 对 任意 
财 集 ECG, 存 在 唯一 闭 理想 ICLZMG) 使 ZID=E， 当 且 
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仅 当 存在 唯一 闭 平移 不 变 子 空 间 PCL*(G) 使 (F)= 
万 .这 就 是 说 ,L"(G) 与 71(G) 的 谱 综 合 是 等 价 的 。 

谱 综 合 的 已 知 重 要 结果 “对 所 有 紧 群 G， 谱 综合 
成 立 的 。 但 对 非 紧 群 G, 情 况 要 复杂 得 多 。40 年 代 末期， 
工 . 施 瓦 尔 英 第 一 个 举例 说 明 L(R') 的 谱 综合 不 成 立 , 他 
指出 Re 中 单位 球面 不 是 谱 综合 集 。 约 10 年 后 , P. 马 利 
阿 温 一 般 地 证 明了 ZKG) 的 谱 综 合 当 G 非 紧 时 是 不 成 
立 的 。 

C. H. 赫 菊 举 出 了 B 中 谱 综 合集 的 许多 例子 ,V- 
人 . 迪 特 金 给 出 了 合 中 闭 集 是 谱 综合 集 的 充分 条 件 。 作 
为 这 个 充分 条 件 的 推论 ， 得 知 KG) 中 除了 自己 以 外 不 
可 能 有 别 的 闭 理想 使 其 全 里 叶 变换 无 公共 零点 〈 概 括 而 
言 此 即 “ 空 集 是 谱 综合 集 ")。 值 得 提出 的 是 ， 这 个 推论 
包含 了 著名 的 N. 维 纳 的 陶 伯 定 理 ， 如 果 wEL*(G)， 
fELIG) 满 足 和 t) 尖 0, 对 一 切 任意 +E, 并 且 


i 一 一 
lim] rz-wco)@=ol fmdr， (2) 


则 对 一 切 任意 9EL'(G)， 当 用 g 代替 了 时 ， 式 (2) 仍 成 
立 。 此 外 , 沿 着 L*(G) 的 谱 综合 方向 , A. 博 灵 有 一 系列 
的 工作 。 例 如 ,他 指出 对 非 零 的 gEL”(G),2(g) 是 非 空 
的 。 这 正 是 “ 空 集 是 谱 综 合集 "的 另 一 种 说 法 。 

谱 综合 的 其 他 等 价 提 法 和 推广 谱 综合 还 有 一 个 常 
见 的 等 价 提 法 是 用 拟 测 度 的 语言 。L”(G) 的 传 里 叶 变 换 
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的 集合 记 为 PM(G),， 其 中 的 元 素 就 称 为 上 的 拟 测度 。 
LIM(G) 的 传 里 叶 变换 的 集合 A(G) 是 一 个 巴 拿 赫 代数 ， 作 
为 一 个 巴 拿 赫 空间 ， 其 对 偶 空间 正 是 由 PM(G) 的 元 素 
构成 的 。 因 此 可 以 在 PM(G) 中 赋 弱 * 拓 扑 。 谱 综合 的 
另 一 种 提 法 就 是 研究 怎样 的 SE PM(G) 可 以 被 由 8 的 支 
集中 的 点 支撑 的 点 测度 的 线 合 组 合 弱 ”逼近 。 这 种 提 法 实 
际 上 是 使 用 传 里 叶 变换 将 L”(G) 的 谱 综 合 的 提 法 的 改 
装 。 类 似 地 ,也 可 用 传 里 叶 变换 概念 将 LI(G) 的 谱 综合 
提 法 改装 。L'(G) 的 谱 综合 提 法 还 可 推广 到 对 任意 正则 
交换 巴 拿 幸 代数 A 。 对 这 样 的 A 的 谱 综合 是 研究 4 的 怎 
样 的 闭 理想 1 可 以 被 A 的 极 大 理想 空间 X 的 一 个 闭 集 完 
全 决定 ， 这 等 价 于 说 ， 怎 样 的 1 可 以 表 为 正规 极 大 理想 
的 交 ( 式 (1) 最 右边 的 表示 便 是 正规 极 大 理想 的 交 ); 也 等 
价 于 说 ,怎样 的 工 使 得 
T=ker(hull(1)), 


也 等 价 于 说 XX 的 怎样 的 闭 集 是 4 的 唯一 理想 的 盖 尔 范 德 
变换 的 公共 零点 集 。 
参考 书目 

C. C. Graham and 0. C. MeGebee, Essays in Commuta- 
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E. Hewitt and K. R. Ross, Abstract Harmonic Analysis, 
Vol. 1~2, Springer-Verlag, Berlin, 1963,1970. 
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齐 性 空间 (homogeneous space) 又 称 齐 性 
流 形 ， 是 窜 有 可 迁 变换 群 的 微分 流 形 。 齐 性 空间 理论 与 
地 群 认 有 极为 密切 的 联系 。 在 几何 中 出 现 的 许多 重要 流 
形 都 是 齐 性 空间 。 齐 性 空间 在 现代 数学 的 许多 分 支 如 李 
群 无 限 维 表示 论 、 调 和 分 析 、 复 变 函 数 、 数 论 和 代数 几何 
等 方面 有 广泛 的 应 用 。 

设 MM 是 一 个 微分 流 形 , 李 群 G6 可 迁 地 作用 在 M 上 ,这 
里 可 迁 的 意思 是 说 ,对 MM 中 任意 两 点 *,y, 总 存在 G 中 元 
9 将 x* 变 到 y, 即 gx=y， 这 时 就 称 G 为 M 上 的 一 个 可 迁 
变换 群 ,M 称 为 齐 性 空间 。 

设 G 是 一 个 李 群 ,下 是 G 的 一 个 闭 子 群 , G 关于 H 的 
左 陪 集 空间 记 为 G/H。 利 用 投影 映射 了 :G>G/H, 可 以 
自然 地 在 G/H 中 引进 微分 结构 ， 使 其 成 为 一 个 微分 流 
形 。G 中 的 任 一 元 9 将 陪 集 guH 变 为 (99,)H。 这 样 G 就 可 
迁 地 作用 在 G/H 上 。 

实际 上 , 齐 性 空间 总 可 以 表达 为 G/H 的 形式 。 在 流 形 
M 上 取 定 一 点 x, 用 HH 表示 G 中 保持 x 不 动 的 元 素 全 体 ， 
即 H={gE Glgx~x}, 那 么 H 是 G 的 一 个 闭 子 群 , 称 为 点 
的 安定 群 。 作 陪 集 空 间 G/H, 如 果 gEG， 将 点 x* 变 到 
点 y, 就 令 y 对 应 于 陪 集 gH, 这 样 建立 的 对 应 是 唯一 确定 
的 ,并 且 是 MM 到 G/H 的 微分 同 胚 ,所 以 M 可 等 同 于 G/H。 
由 于 不 同 点 的 安定 群 是 相互 共 辑 的 , 因此 MM 表 达 为 G/H 
时 ,HH 除了 一 个 共 示 关系 外 是 唯一 确定 的 。 

古典 的 几何 学 (如 射影 空间 的 几何 学 、 非 欧 几何 学 、 
共 形 几 何 学 等 等 ) 依 F. 克 菜 国 的 分 类 均 可 视 为 具有 一 
可 迁 变换 群 的 集合 ,因此 可 归 入 齐 性 空间 的 范畴 。 

如 果 一 个 黎 曼 流 形 的 等 距 变换 群 G 可 迁 地 作用 在 其 
上 ， 就 称 它 为 齐 性 黎 曼 流 形 ， 其 度量 称 为 G 不 变 黎 曼 度 
量 ,这 是 一 类 重要 的 齐 性 空间 。 例 如 ,对 欧 氏 球面 S*, 可 
以 看 出 正 交 群 O(n+1) 可 迁 地 作用 在 S" 上 ,而 且 是 等 距 
变换 , 因此 S" 是 齐 性 黎 曼 流 形 。 单 连通 完备 的 常 曲率 空间 


罕有 去 n(n+1) 个 参数 的 可 迁 等 距 变 换 群 ， 所 以 也 是 齐 


性 黎 曼 流 形 。 任 意 紧 李 群 G 都 具有 黎 曼 度量 ， 使 得 在 G 
的 乘法 ( 左 乘 或 右 乘 ) 作 用 下 黎 曼 度量 不 变 ， 因 而 任意 紧 
李 群 都 可 视 为 齐 性 黎 曼 流 形 。 

李 群 G 的 一 个 自 同 构 ", 如 果 适 合 "=ido，ide 表示 
恒 等 元 素 ,那么 " 称 为 对 合 。 记 Go 为 o 的 不 动 点 集 ， 即 
对 gE Go 成立 c(9)=9。 显 然 单位 元 eE Go, 用 G3 表示。 
在 Go 中 的 连通 分 支 ， 那么 如 果 闭 子 群 H 满 足 GSCHC 
G。, 就 称 齐 性 空间 G/H 为 对 称 齐 性 空间 。 例 如 齐 性 空间 
SO(n+1)/SO(n)， 这 里 SO(n+1) 为 所 有 行列 式 等 于 1 
的 正 交 阵 组 成 的 线性 李 群 。 取 c= (ou) 为 au= 一 1， 


oa 一 … 一 am 一 1 而 其 余 元 素 等 于 0 的 对 角 阵 ， 定 义 对 合 
:9 一 gu)r7(9) 一 .go ， 那 么 的 不 动 点 集 SO(n 十 
1)o 恰 好 就 是 O(m), 而 SO(n+1)8= SOCn) ,所 以 SOCn+ 
1)/SOCn) 是 一 个 对 称 齐 性 空间 , 它 微分 同 胚 于 S"。 
对 称 黎 曼 流 形 是 最 重要 的 一 类 对 称 齐 性 空间 。 一 个 
歼 曼 流 形 M 称 为 对 称 获 曼 流 形 , 如 果 对 M 中 每 点 x, 存在 
关于 zx 的 对 合 <， 这 里 对 合 0 是 指 M 的 这 种 等 距 变换 ， 
它 以 x 为 孤立 不 动 点 , 且 成 立 02~idy。 对 称 黎 曼 流 形 也 
称 为 对 称 黎 曼 空 间 。 例 如 ， 对 欧 氏 空间 E" 中 每 点 x, 用 
9 表示 关于 x 的 中 心 对 称 , 则 0 就 是 一 个 对 合 ,所 以 可 
是 对 称 黎 曼 空 间 。 欧 氏 球面 S* 上 对 每 点 x 定义 一 个 变换 
oa 它 将 任 一 点 3 变 到 0。(y)， 使 y,x,9s(y) 同 在 一 个 大 
贺 ( 即 测 地 线 ) 上 ,而 y 与 os(y) 等 距 地 分 居于 x 的 两 侧 ， 
显然 ce 是 一 个 对 合 (但 有 两 个 不 动 点 )。 所 以 S" 也 是 对 
称 黎 曼 空间 。 
对 称 齐 性 空间 G/H 如 果 具 有 G 不 变 黎 曼 度量 , 则 它 
也 是 一 个 对 称 黎 曼 流 形 。 一 个 单 连通 完备 黎 曼 流 形 是 对 
称 获 曼 流 形 的 充 要 条 件 为 它 的 曲率 张 量 的 协 变 导 数 等 于 
零 , 即 曲率 张 量 在 平行 移动 下 不 变 。 
借助 李 代数 的 分 类 定理 对 于 对 称 黎 曼 流 形 的 结构 和 
分 类 问题 进行 研究 , 是 一 个 重要 途径 。. 嘉 当 在 1926~ 
1927 年 首先 完成 了 对 称 黎 曼 流 形 的 完全 分 类 。 另 一 方 
面 ,研究 齐 性 空间 ,特别 是 对 称 黎 曼 流 形 的 拓扑 性 质 及 敏 
分 几何 性 质 也 是 非常 重要 的 ， 这 些 性 质 常常 可 以 促使 对 
一 般 流 形 的 性 质 提出 一 些 很 好 的 问题 和 猜想 。 
参考 书目 
村 上 信 否 著 : “ 齐 性 流 形 引 论 *， 上 海 科学 技术 出 版 村 ,上 海 ， 
1983。 
C. Chevalley, Theory of Lie Groups, Princeton Univ。 
Press, Princeton, 1946. 
S. Helgason, Differentiol Geometry and Symmetric 
Spaces, 2nd ed., Academic Press, New York, 1979. 
( 浅 养 廉 ) 
qiyi jifen 
奇异 积分 (singular integral) 又 称 考 尔 德 
伦 - 赞 格 蒙 奇 异 积 分 算 子 ， 一 种 特殊 的 积分 变换 ,是 一 维 
希 尔 伯 特 变换 到 高 维 欧 氏 空间 的 推广 ， 由 A. P. 考 尔 德 
伦 和 A. 赞 格 蒙 于 1952 年 引入 。 他 们 就 最 基本 与 最 典型 
的 情形 ,证 明了 奇异 积分 算 子 的 L? 可 积 性 。 这 是 奇异 积 
分 理论 的 竟 基 性 工作 。 以 后 经 E. M. 施 坦 .G. 韦 斯 和 C. 
费 弗 曼 等 人 ， 把 奇异 积分 同 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 、 
面积 积分 .多 元 调和 函数 边界 性 质 、 李 特 尔 伍德 - 佩 利 理 
论 联系 起 来 ， 组 成 了 近代 调和 分 析 的 主要 工具 。 同 时 由 
开本 科 思 、 工 . 尼 伦 伯 格 和 工 . 赫 尔 曼 德 尔 等 人 在 奇异 积 
分 理论 和 方法 的 基础 上 ,发 展 出 伪 微分 算 子 、 传 里 叶 积分 
算 子 等 理论 ,形成 偏 微分 方程 近代 理论 的 一 个 重要 方面 。 
特例 ”考虑 nn 维 欧 氏 空间 PCn>2) 上 的 泊 松 方程 
4u= 了 ,试用 牛顿 位 势 
wx) -Cc| Ta oy 
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qi 


求解 。 为 验证 这 个 函数 满足 方程 ， 形 式 地 在 积分 号 下 微 
分 两 次 ,得 到 

SP es fy, G) 
式 中 O04(y) C1 一 nly|"*y))。 一 般 说 来 ,积分 (1) 是 发 数 
的 。 因 为 它 的 校 坐 各 接 绝对 值 的 大 小 来 说 ,在 原点 x 


0 附近 是 不 可 积 的 ， 也 即 按 勒 贝 格 积分 的 意义 说 ， 积 分 
《1) 一 般 不 存在 但 由 于 2; 在 R 的 单位 球面 S 上 的 平均 


值 等 于 0， ooa=u， 对 “好 的 "函数 来 说 , 只 要 把 积 
分 (2) 理 解 为 


Q(x—y) 
lm [x =v" f(y)ay, (2) 
ie 


就 可 以 证 明 这 极限 是 存在 的 ， 并 且 可 进一步 证 明 ， 如 果 


TELP (p> 1 那么 积分 (1) 所 定义 的 2 人 也 属于 Lz。 


按 正常 意义 是 发 散 的 积分 (1), 用 (2) 来 定义 ,就 可 能 是 收 
钱 的 。 因 此 人 们 称 (1) 右 方 的 积分 为 奇异 积分 或 奇异 积 
分 算 子 。 

推广 到 一 般 情形 一 般 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 雷 异 积 
分 算 子 是 如 下 定义 的 一 种 积分 变换 ， 


Q(x—y) 
J 二 -2 


式 中 cy) 是 地 浆 齐 交通 至 ， 即 对 任意 的 X>0， 清 中 
0)y)= 0(8)， 并 且 在 权 的 单位 球面 上 的 平均 值 等 于 
0, 即 | ,acy)@y=%， 同时 还 具有 一 定 的 光滑 性 。(1) 中 的 
积分 是 奇异 积分 鞭 子 的 一 个 特例 。 考 尔 德 伦 和 答 格 旨 于 
1952 年 的 英 基 性 工作 主要 就 是 证 明了 如 果 fEL” (p> 
1), 则 由 (3) 所 定义 的 TTELz, 并 且 

rifle<Clfls, 


Toif (ydy, (3) 


式 中 C 与 了 无 关 。 

从 傅 里 叶 变换 的 观点 来 看 ,如 果 了 EL2, 则 7f 和 上 了 的 
传 里 叶 变 换 可 以 用 等 式 (Tf)^(x)=m(x) 六 x) 联 系 起 来 ， 
其 中 mtz) 是 R" 上 的 一 个 零 次 齐 次 函数 ,更 准确 些 ,m(z) 
和 (3) 中 的 Q(x) 有 下 面 的 关系 : 

Lp . 
max) 一 | (FE sign (x:y) +1o8Ta 1 )ow)ary, (4) 

式 中 |x| =11i=W/ 1x.y 表示 x 与 9 的 内 积 。 

里 新 变换 分 别 取 0(y)=C 业 (j=1,2,…,m), 式 
中 C 是 一 个 只 依赖 于 ”的 常数 , 这 样 的 0, 满足 上 面 关于 
晤 所 要 求 的 一 切 条 件 ,这 时 相应 的 个 奇异 积分 算 子 为 

eh 后 foody， 

Rjf 称 为 了 的 第 j 个 里 斯 变换 (j=1,2,…,n)。 因 此 ,在 
维 空间 "中 ,了 共有 "个 里 斯 变换 。 从 优 里 叶 变换 的 观 
点 看 来 ,只 要 计算 出 (4) 中 的 m(x) =i 千 ， 就 可 以 把 里 
斯 变换 写成 
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(BRR) i I) (5) 


n=1 时 ，0(y)=C 此 = 二 sign y, 这 时 里 斯 变换 就 是 希 
尔 伯 特 变换 
2 纺 
1[= f(y) 
一 元 Tx. 


可 见 里 斯 变换 是 希 尔 伯 特 变换 到 高 维 空间 的 直接 推广 ， 
而 一 般 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 奇异 积分 算 子 正 是 希 尔 伯 特 
变换 到 高 维 空间 的 更 一 般 的 推广 。 

同 偏 搬 分 方程 的 联系 ”奇异 积分 算 子 理论 在 偏 微分 
方程 的 许多 问题 中 起 着 重要 的 作用 。 为 了 说 明 这 点 ， 考 
康 一 个 纯粹 的 mn 阶 的 偏 微分 算 子 

和 ) (3) 


LI- 。， 习 aerotz) (Br) 


“(用)” (6) 
注意 对 拉 普 拉 斯 算 子 4， 不 难看 出 有 (41)*(x)= 
一 |zlsz)。 

结合 偏 和 商 和 传 里 叶 变 换 的 关系 以 及 等 式 (5)， 就 
知道 里 其 变换 实际 上 就 是 钙 一 (可 ) (一 4)+， 这 样 (6) 
中 的 工 就 可 以 写成 
L=(  ， 翌 aoiorres(z)RSIRS5 Rn)( 一 4)n0。 

i 
这 式 子 表明 ,可 以 分 解 为 算 子 了 与 ( - 4)n/: 的 乘积 L= 
T( 一 4)"/a， 式 中 了 实际 上 是 一 个 变 系数 的 奇异 积分 算 
子 ,具有 下 面 的 形式 


fwdy 


—y 


EE 
fey, 


式 中 Q(x,w) 对 外来 说 ,类 似 于 (3) 中 的 9, 即 对 每 个 x 有 
9x =0, 


而 C(x) 是 一 个 无 限 次 可 微 的 函数 。 换 句 话 说 ,假如 不 看 
因子 (- 4)"/*， 偏 微分 算 子 仅仅 是 一 种 特殊 类 型 的 奇异 
积分 算 子 。 

考 尔 德 伦 - 鞠 格 繁 分解 ”奇异 积分 算 子 (2) 的 L? 有 
界 性 的 证 明 , 用 的 是 马 钦 凯 维 奇 算 子 内 插 定理 ( 见 算 子 内 
插 )。T 的 (2, 2) 型 是 容易 从 普 朗 欢 尔 等 式 得 到 的 。 困 难 
在 于 证 明了 是 弱 (1,1) 型 的 ,为 证 了 的 弱 (1,1) 型 ,1952 年 
考 尔 德 伦 和 赞 格 蒙 在 他 们 的 奠基 性 论文 中 , 把 函数 fEL 
分 解 为 9+b 两 部 分 , 其 中 9 有 较 好 的 性 质 , 例如 gEL?， 
故 称 9 为 “好 的 "部 分 ,而 b 是 “ 坏 的 "部 分 ,但 具有 某 些 特 
殊 性 质 ,如 在 某 些 方块 上 的 积分 为 0。 这 就 是 通常 所 说 的 
考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 分解。 在 此 基础 上 ,以 后 发 展 出 一 整套 
的 实 变 函 数论 方法 。 奇 异 积分 算 子 理论 和 这 一 整套 的 实 
变 函 数论 方法 ， 不 仅 在 近代 调和 分 析 和 偏 微分 方程 的 理 
论 中 , 而 且 在 多 元 复 变 函数 论 、 概 率 论 和 位 势 理 论 中 , 起 


Tw) = + | 


着 重要 的 作用 。 
参考 书目 

A.P. Calder6n and A. Zygmund, On the Existence of 
Certain Singular Integrals, Acta Mathematica, Vol. 88, pp. 
85~139,1952. 

E,. M. Stein, Singular Integrols ond Differentiability 
Properties of Functions, Princeton Univ. Press, Princeton, 
1970. 

E. M. Stein and G. Weiss, Introduction to Fourier Ana- 
lysis on Euclidean Spaces, Princeton Univ. Press, Princeton, 
1971. 
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奇异 积分 的 交换 子 (commutator of singular 
integrals) 调和 分 析 中 典型 的 一 类 非 卷 积 算 子 。 设 


T1,Ts 是 两 个 算 子 (一 般 说 来 ， 设 它们 的 作用 次 序 是 不 可 
交换 的 , 即 TT 大 TsT,), 定 义 T, 与 T: 的 交换 子 为 PiT: 一 
TaT 记 为 [TiyT:], 即 
[TT = TT,— TT 
如 果 在 Ze(R) 中 取 Ti= 4 为 用 函数 A(x) 作 乘法 的 算 子 ， 
， 即 A(f)(x)=A(x)f(x), 取 Ts 为 奇异 积分 即 希 尔 伯 特 变 


换 旭 或 它 与 微分 算 子 也- - 世 的 整数 次 军 的 乘积 ， 这 时 


所 得 到 的 交换 子 称 为 奇异 积分 的 交换 子 。 例 如 ,C1 人) 一 
[4,DH]f 就 是 一 个 奇异 积分 的 交换 子 。 形 式 地 在 积分 号 
下 取 微 商 ,得 到 

A(x)— A(Yy) Ea 


CD -二 六 AY fo, 
注意 到 下 是 羡 办 的 ， 容 晴 训 ， 只 要 AMx)ETr， 芭 
A(x)-A(Y) 

代 加 = 人 引 本 性 有 界 , Ci(f) 对 了 来 说 是 矿 到 二 有 界 


的 。 但 由 于 这 个 算 子 不 是 卷 积 算 子 ,这 个 猜测 较 难 验 证 。 
直到 1965 年 才 被 A. P. 考 尔 德 伦 用 复杂 的 复 分 析 技巧 
加 以 证 明 。 对 D"H, 与 4 作 ? 次 的 交换 子 运算 , 便 得 到 高 
hs 因子 ) 


CAf) x) = Lv.P. 了 (4 an) la. 


考 尔 德 伦 的 方法 不 适用 于 高 阶 的 情形 。1975 年 R. 考 伊 夫 
曼 与 Y. 迈 耶 用 实 分 析 的 方法 证 明了 : 若 A'(x)EL”, 则 
Cn(f) 是 ?到 L? 的 有 界 算 子 。1982 年 他 们 与 A. 麦 金 托 
什 合作 ， 通 过 对 C,(f) 的 算 子 模 作 精确 的 估计 ， 证 实 了 
关于 李 普 希 茨 曲线 上 柯 西 积分 算 子 的 考 尔 德 伦 猜想 ， 若 
4'EL”， 则 定义 在 复 平面 的 李 普 希 茨 曲线 z2(z)=z 十 
iA(x) 上 的 柯 西 积分 算 子 


cep- 去 Vp. 下 RD 


= 2(X)—2(Y) 
是 严 到 严 有 界 的 。 
奇异 积分 交换 子 的 研究 ,与 BMO( 有 界 平均 振动 ) 函 
数 有 密切 联系 ( 见 BMO 空间 )。 例 如 ,1976 年 R. R. 科 伊 
夫 曼 、R. 罗 奇 伯 格 与 G. 韦 斯 证 明了 ,最 简单 的 奇异 积分 
的 交换 子 


的 4s)— = fy)ay, 
对 了 来 说 是 严 到 严 有 办 的 充 人 必要 条 件 中 4 为 BMO 枯 
数 ， 并 且 交换 子 的 算 子 模 与 4 的 BMO 模 的 大 小 是 差 不 
多 的 。 

奇异 积分 交换 子 的 结果 与 方法 ,在 调 合 分 析 、 偏 微分 
方程 与 非 线性 分 析 中 有 着 愈 来 愈 广泛 的 应 用 。 由 于 它 不 
是 卷 积 算 子 ,因此 ,许多 古典 调和 分 析 的 技巧 不 能 直接 应 
用 ,需要 寻求 新 的 方法 。 

参考 书目 

A. P. Calder6én, Commutators of Singular Integral Opera- 
tors, Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A., 53, pp. 1092~1099, 
1965. 

A. P. Calder6n, Commutators, Singular Integral on Lip- 
schitz Curves and Applications, Proc. of the I. C. M., 
Helsinki, 1978. 

Y. Meyer, Intégrales Singuliares，Operateurs Multilinta- 
ires, Analyse Complexe et Equations aux Derivées Partielles, 
Proc. of the 1. C.M., Warszawa, 1983. 
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qiyi fen fongchong 
奇异 积分 方程 (singular integral equation) 
通常 是 指 带 有 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 , 它 的 一 般 形式 是 


多 全 CT) dl 


Kp=a(t) 8(t) 十 一 5 一 i 人 


dy (tel), (1) 


这 里 工 是 复 平面 上 的 逐 展 光 滑 曲 线 ，9(t) 是 未 知 函 数 ， 
ab.CbDJCbDKCb r) 都 是 给 定 的 函数 ,K(br) 最 多 只 具 
有 弱 奇 异性 ,方程 (1) 左 端 第 二 项 的 积分 是 在 柯 西 主 值 意 
义 下 存在 。 解 析 函 数论 边 值 问题 ,潮汐 理论 , 正 曲 率 曲面 
的 无 穷 小 变形 以 及 弹性 理论 、 流 体力 学 等 问题 都 可 以 归 
结 为 奇异 积分 方程 (1)。20 世 纪 初 期 H. 许 加 莱 、D. 着 尔 
伯 特 以 及 后 来 的 了 . 诺 特 、H. 下 . 穆 斯 赫 利 什 维 利 等 人 都 
对 奇异 积分 方程 理论 作出 了 重要 贡献 。 
研究 柯 西 型 积分 
Lf oo, 


Zr jar 一 > (2) 
的 边界 性 质 《一 般 是 在 连续 函数 空间 或 平方 可 和 范 数 空 
间 来 讨论 ) 是 解决 方程 (1) 的 关键 .方程 (1) 的 特征 方程 是 
ep=aDp(D 二 区 六 | SY ac-fD (er). (3) 
伪 于 所 误 若 尔 伯 特 地利 问 题 的 标准 名, 方程 (32 的 
解 可 以 通过 积分 表 成 明显 形式 ,这 对 于 研究 方程 (1) 的 一 
般 理论 起 着 很 重要 的 作用 。 为 了 讲 清楚 问题 还 必须 引入 
指标 的 概念 。 把 整数 
a(t)—b(t) 


«= [line 
Taril Ma) +bt) J 


1 fat)—b(t) 
art8 act) Fbt) J 


叫做 算 子 KK( 或 者 方程 Kp 一 了 ) 的 指标 ,这 里 [ ”Jz 表示 当 
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(2)= 


上 沿 正方 向 绕 工 一 周 时 ,括号 内 的 函数 所 获得 的 增 量 。 

区 别 指标 的 不 同情 况 ,有 以 下 结论 。@ 如 果 *>0, 那 
么 齐 次 方程 Kp=0 刚好 有 “个 线性 无 关 解 。@@ 如 果 x< 
0，, 那么 齐 次 方程 K%p=0 没有 非 零 解 。@@ 如 果 “>0, 那 
么 非 齐 次 方程 Ko= 了 对 右 端 任意 了 都 是 可 解 的 。@ 如 
果 “<0， 那 么 非 齐 次 方程 K"p=f 可 解 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 右 端 了 满足 一 < 个 条 件 ， 


| ar 和 
可 


这 里 如 是 给 定 的 线性 无 关 函 数 , 当 这 些 条 件 满足 时 ， 方 
程 Kop = 了 有 而 且 只 有 一 个 解 。 
研究 一 般 奇 异 积分 方程 (1) 的 重要 方法 之 一 是 把 它 
正则 化 (这 时 ,奇异 积分 的 换 序 公式 将 起 重要 作用 ), 所 谓 
正则 化 就 是 把 它 归 结 为 一 个 在 一 定 意义 下 与 之 等 价 的 党 
雷 德 党 二 积分 方程 。 于 是 ,类 似 于 弗 雷 德 生 姆 备 择 定理 ， 
对 于 方程 (1) 可 以 证 明 以 下 定理 (通常 统称 为 诺 特 定理 )， 
定理 I “方程 (1) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 满足 关系 式 
pmpat-e G2 4) 
式 中 y(t) 是 相 联 方程 


K'y=a(t)y(t)— 


一 < 一 1D)， 


到 Dry) 
st 


本 
的 线性 无 关 解 的 完备 系 。 
定理 齐 次 方程 Kp=0 之 线性 无 关 解 的 个 数 k 
与 相 联 齐 次 方程 K'y=0 之 线性 无 关 解 的 个 数 k' 之 差 刚 
好 等 于 算 子 KK 的 指标 *, 即 k 一 k=*。 


在 奇异 积分 方程 (1) 中 代 痊 柯 西 核 -上 还 可 以 考虑 


希 尔 伯 特 核 cot-3 一 ， 这 两 种 核 可 以 通过 欧 拉 公式 进行 


转化 。 和 在 一 定 条 
件 下 可 以 相应 地 转移 到 带 有 希 尔 伯 特 核 的 奇异 积分 方程 
上 去 。 另 外 ,积分 主 值 意义 ,除了 柯 西 主 值 以 外 ,还 可 以 考 
虑 阿达 马 主 值 。 从 而 还 可 以 讨论 具有 高 阶 奇异 性 的 积分 
方程 理论 。 
奇异 积分 方程 的 许多 理论 结果 可 以 推广 到 奇异 积分 
方程 组 上 去 ,这 只 需要 把 方程 (1) 中 的 a(t)、 b(t)、K(t,s) 
理解 为 函数 矩阵 ,而 f(t) ,p(t) 理 解 为 函数 向 量 。 
多 维 区 域 上 某 些 类 型 的 奇异 积分 方程 以 及 非 线 性 奇 
异 积分 方程 理论 近年 来 也 都 得 到 了 相应 的 发 展 。 
参考 书目 
H. HH, 穆 斯 海里 什 维 里 著 , 朱 季 讷 译 : < 奇异 积分 方程 >， 上海 
科技 出 版 社 , 上 海 ,1966.(H, HI. Myexenmmsnan,Cuntyaapuue 
unmerpaavsnue ypaenenua, 中 HaxayrE3，Mocsa， 1962. ) 
赵 杭 著 :< 奇异 积分 方程 >, 北京 师范 大 学 出 版 社 , 北京 ,1984. 
(起 横 ) 
Qlan Baocong 
钱 宝玉 〈1892 一 1974) 中 国 数 学 史家 、 数 学 教 
育 家 。 字 琢 如 ,浙江 嘉兴 人 .1892 年 5 月 29 日 生 于 嘉兴 ， 
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1974 年 1 月 5 日 卒 于 苏州 。 早年 捍 业 于 嘉兴 秀水 县 学 
堂 ，1907 年 入 苏州 铁路 学 堂 学 
习 , 1908 年 考取 浙江 省 赴 欧 美 
官 费 留学 生 ， 就 读 于 英国 伯 明 
输 大 学 土木 工程 系 。1912 年 毕 
业 回 国 后 曾 在 苏州 中 等 工业 学 
校 、 南 开 大 学 ,中 央 大 学 ,浙江 
大 学 (1928 一 1956) 等 学 校 的 数 
学 科 、 系 任教 员 、 副 教授 ,教授 
等 职 ,从 事 数学 教育 数 十 年 ,是 
中 国 现代 数学 教育 的 老 前 非 。 

1956 年 起 任 中 国 科学 院 自然 科学 史 研 究 所 研究 员 ， 
直至 逝世 。 

钱 宝 琼 从 1912 年 回国 后 ,就 开始 中 国 数学 史 和 中 国 
天 文学 史 的 研究 ,是 中 国 数学 史学 科 葛 基 者 之 一 ,在 国内 
外 享有 盛名 ,毕生 共 发 表 论 文 数 十 篇 ,逝世 后 经 整理 出 版 
为 《 钱 宝 琼 科 学 史 论 文选 集 )(1983, 科 学 出 版 社 )。 另 有 专 
著 多 种 ,《 中 国 算 学 史 》( 上 册 ，1932,， 中 央 历 史 语言 研究 
所 )《 古 算 考 源 )(1933, 学 艺 社 ) 、《 算 经 十 书 》( 钱 宝 琼 校 
点 ,1963, 中 华 书局 ) 《中国 数学 史 》( 钱 宝 琼 主编 ,1964， 


科学 出 版 社 ) 等 可 为 代表 。 《柱石 然 ) 
qlangxing bljin 
强 性 通 近 (strong approximation) ” 一 种 特 


丈 的 函数 通 近 方式 。 强 性 通 近 的 概念 起 源 于 数 项 级 数 的 
强 性 求 和 。 设 有 级 数 轧 ww， 记 其 前 n+ 1 项 之 和 为 ,~ 
襄 扩 。 如 果 存 在 正 数 p 以 及 常数 8 适合 吉 了 总 |S, 
Sl?~o(1), 则 说 总 ww 关于 指数 强 性 可 和 ,和 是 S。 如 
果 0<p'<p, 级 数 沪 w 关于 指数 P 强 性 可 和 , 则 它 关于 


指数 p' 也 强 性 可 和 。 假 设 1(x) 是 有 周期 2x 的 连续 函数 ， 
Sn(f,z) 为 其 传 里 叶 级 数 之 前 n+1 项 之 和 , 则 对 于 任何 给 


定 的 正 数 p, 都 有 | 并 六 Sf, x) f(x) =oD， 
这 里 lgllx =maxlg(x)|。 这 是 早期 的 结论 。 20 世 纪 60 年 


代 初 ,G. 亚 历 克 西 区 首先 提出 ， 趋 于 无 穷 时 , 量 
2 Wh 

| sr 
的 阶 与 函数 fx) 的 构造 性 态 之 间 的 关系 问题 ,这 就 是 所 
谓 强 性 逼近 问题 。 强 性 通 近 的 许多 有 趣 的 结果 ， 常 党 表 
现 出 一 些 逼近 定理 都 有 可 能 强化 。 例 如 ， 对 于 了 ELipa 
《 即 满足 条 件 :| fx 一 了 zz)|<klz 一 zal*(0<a<1) 的 
Tc) 的 全 条, 导 尔 和 的 近 定 理 吉 可 强化 为 
可 名 1s, -f=00), 
而 页 菜 - 普 柔 和 的 通 近 定理 则 可 强化 为 


| so -ol "|<, 


式 中 ce 是 仅 与 ? 有 关 的 正 数 ， 珊 (J) 为 阶 不 超过 nm 的 三 
角 多 项 式 对 了 的 最 佳 逼近 值 。 对 于 反问 题 ， 则 成 立 如 下 
的 不 等 式 ， 

P 了 之 1 时， 


Bn].» -rw |, 


总 
0<p<1 时 ， 

C0) 二 (Erk 人)) 二 

人 1 
和 sb-fol 叶 | 
特别 , 若 > 是 非 负 整 数 ,0<a<1,8>>(r+a)p, 则 


cy 


erp rpeiscn -fo | 
一 DOP) 


等 价 于 "ELipa。 
强 性 逼近 的 另 一 问题 是 对 于 正 数 序列 {%%) ， 研 究 级 


数 司 M1S.f,x) 一 x)1? 的 收敛 性 所 昔 活 着 的 了 的 构 
造 性 态 。 简 单 的 结论 是 : 当 p>1 时 ， 


Bison-nw] <+e， oo 
过 ， 
益 活 JELip 二 ,但 P=1 时 不 成 立 。 当 0<p<1 时 ， 记 


二 =-r+ esr 为 正 整 数 ,0<a<l; 则 当 0<a<1 时 ,(* ) 莉 


涵 了 DELipa,a=0 时 ,(* ) 芍 涵 站 一 为 亚 光 滑 函 数 , 即 
有 常数 c> 0, 使 得 |f(x+h) 一 2f(x)+ 人 zx 一 有 )|<clh| 对 


一 切 x 与 都 成 立 。 ( 谢 庭 落 ) 
Qieblxuefu 

切 比 雪 夫 , 中 .用 ， (IIaayTrg JIsaoazd Je6m- 
mep 1821~1894) 


俄国 数学 家 、 机 械 学 家 。1821 
年 5 月 26 日 生 于 奥 卡 托 瓦 ， 
1894 年 12 月 8 日 卒 于 彼得 堡 
( 今 列宁 格 勒 )。1841 年 毕业 于 
莫斯科 大 学 。1849 年 获 博士 学 
位 。1847 一 1882 年 在 彼得 堡 大 
学 任教 ,1850 年 成 为 教授 。.1859 
年 当选 为 彼得 堡 科学 院 院士 。 
他 还 是 许多 国家 科学 院 的 外 籍 
院士 和 学 术 团体 成 员 。1890 年 
荣获 法 国 荣誉 团 助 章 。 

切 比 雪夫 是 彼得 集 数 学 学 派 的 创始 人 ， 他 在 许多 数 
学 领域 及 其 邻近 学 科 都 作出 重要 贡献 ， 并 注重 理论 联系 
实际 。 在 数论 方面 ， 切 比 雪 夫 从 本 质 上 推进 了 对 素数 分 
布 问题 的 研究 ,1848 年 , 他 探讨 了 素数 分 布 的 渐 近 规律 : 


(x) 心太 《<(*) 表 示 不 超过 x 的 素数 个 数 ), 证 明了 不 
等 式 


Ei 小 
0.92129 x <a(x)<1 . 10555TH x。 


还 证 明了 任何 自然 数 "与 2n 之 间 至 少 有 一 素数 。 稍 后 ， 
他 研究 了 用 有 理 数 逼近 实数 的 问题 ， 发 展 了 丢 番 图 逼近 
理论 。 切 比 雪夫 的 工作 为 数论 研究 开辟 了 新 方向 。 

在 概率 论 方面 ， 切 比 雪夫 建立 了 证 明 极限 定理 的 新 
方法 一 一 答 法 ， 用 十 分 初等 的 方法 证 明了 一 般 形式 的 大 
数 律 ,研究 了 独立 随机 变量 的 和 函数 的 收敛 条 件 ,证 明了 
这 种 和 函数 可 以 按 n-!/* 的 方 宇 渐 近 展开 (n 为 变量 的 个 
数 )。 他 的 贡献 使 概率 论 的 发 展 进入 新 阶段 。 

切 比 雪夫 从 研究 机 械 原 理 出 发 ， 研 究 了 用 多 项 式 副 
近 连 续 函数 的 问题 ,建立 了 偏离 地 最 小 函数 的 专门 理论 ， 
作出 区 间 [ 一 h,h] 上 的 几 个 著名 的 多 项 式 , 称 为 切 比 雪夫 
多 项 式 。 

他 还 研究 了 二 次 逼近 和 用 三 角 函 数 及 有 理 函 数 逼 近 
连续 函数 的 问题 。 由 此 ,创立 了 函数 构造 理论 。 

切 比 雪夫 在 数学 分 析 中 也 作 了 大 量 的 工作 。 他 研究 
了 无 理 函 数 的 可 积 性 ,解决 了 有 限 形式 下 椭圆 积分 问题， 
证 明了 著名 的 微分 二 项 式 可 积 性 条 件 的 定理 ， 对 正 交 多 
项 式 理论 和 内 插 法 理论 也 作出 了 贡献 。 

切 比 雪夫 去 世 后 ， 先 后 出 版 了 他 的 论文 集 (1899~ 
1907), 全 集 (1944~1951) 和 选集 (1955)。1944 年 , 苏联 


科学 院 设立 了 切 比 雪夫 奖金 。 ( 井 人 竹君) 
Qin Jushoo 
秦 九 韶 〈 约 1202 一 约 1261) 中国 南宋 数学 家 。 


字 道 古 ， 普 州 安 岳 ( 今 四 川 省 安 岳 县 ) 人 。 活 动 在 南宋 末 
年 ,青少年 饱 经 战争 忧患 ,成 年 后 被 迫 离 开 四 川 ,在 湖北 、 
安徽 .江苏 .浙江 等 地 做 官 ， 晚 年 受 页 似 道 打击 ， 贬 于 梅 
州 ,“ 在 梅 治政 不 急死 于 任 所 。 秦 九 甸 自称 年 轻 时 在 杭 
州 “ 访 习 于 太史 ,又 尝 从 隐 君 子 受 数学 "。 他 知识 渊博 , 当 
时 人 们 称 他 “性 极 机 巧 ,星象 音律 算术 以 至 营造 等 事 无 
不 精 究 "。 

秦 九 韶 对 数学 的 看 法 是 矛盾 的 ， 他 混淆 了 数学 科学 
和 术 数 的 界限 ， 把 " 通 神明 ， 顺 性 命 "看 成 大 者 ， 把 “经 世 
务 ,类 万 物 "看 成 小 者 ,并 进而 认为 河 图 , 洛 书 揭 开 了 数学 
的 奥秘 , 说“ 数 与 道 非 二 本 "， 表 示 要 把 他 的 数学 成 就 * 进 
之 于 道 "。 然 而 ,数学 研究 的 实践 又 使 他 承认 他 对 通 神明 、 
顺 性 命 的 认识 非常 肤浅 ,承认 *“ 数 术 之 传 ,以 实 为 体 "， 从 
而 把 主要 精力 用 于 “经 世 务 "， 从 社会 实践 和 需要 抽象 数 
学 问题 。 

秦 九 韶 论 述 了 数学 在 计算 日 月 五 星 位 置 、 改 革 历 法 、 
测量 雨 雪 、 度 量 田 域 , 测 高 求 远 , 军 事 部 署 、 财 政 管理 、 建 
筑 工程 以 及 商业 贸易 等 中 的 巨大 作用 ， 认 为 不 进行 计算 
会 造成 " 财 毒 力 伤 "的 后 果 ， 而 计算 不 准确 ,“ 差 之 毫 厘 ， 
讲 乃 千 百 "， 于 私 于 公 都 没有 好 处 。 因此 他 注意 搜 求生 
产 , 生 活 、 交 换 以 及 战争 中 的 数学 问题 ,“ 设 为 问答 以 拟 于 
用 ”, 终 于 在 1247 年 写成 杰作 《 数 书 九 章 》。 

《 数 书 九 章 ?， 南 宋 时 称 为 《数学 大 略 》 或 《 数 术 大 
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咯 》， 明 朝 时 又 称 为 数学 九 章 》y。 全 书 共 18 卷 ,81 题 , 分 
为 九 大 类 。 第 一 ,大 衙 类 ,集中 环 述 了 他 的 重要 成 就 一 一 
大 衍 求 一 术 , 即 一 次 同 余 式 组 解法 ( 见 孙子 币 余 定理 )。 秦 
九 韶 指出 “大 衍 之 法 不 载 九 章 "， 历 算 家 制定 历法 时 虽然 
用 到 这 种 方法 ， 但 误 以 为 是 线性 方程 组 问题 。 他 总 结 了 
历 算 家 计算 上 元 积 年 的 方法 ， 在 《孙子 算 经 * 物 不 知 数 ” 
题 的 基础 上 ， 系 统 地 提出 了 一 次 同 余 式 组 解法 。 并 针对 
不 同 的 情况 ， 提 出 了 不 同 的 程序 。 他 还 把 这 种 理论 用 于 
解决 商 功 、 利 息 、 票 米 、 建 筑 等 问题 。 第 二 ， 天 时 类 ， 
是 有 关 历 法 推算 及 降雨 降雪 量 的 测量 。 第 三 ， 田 域 类 ， 
是 面积 问题 。 第 四 ， 测 望 类 ， 是 勾 股 重 差 问 题 。 第 五 ， 
赋 役 类 ,是 均 输 及 租税 同 题 。 第 六 , 钱 谷类 ， 是 粮 谷 转运 
和 仓库 容积 问题 。 第 七 ,营建 类 ,是 建筑 工程 问题 .第 八 ， 
军旅 类 ,是 营盘 布置 及 军需 供应 问题 。 第 九 ， 市 易 类 ,是 
交易 及 利息 问题 。 后 八 类 问题 都 是 按 应 用 分 类 ， 其 中 最 
重要 的 成 就 是 正 负 开 方 术 ， 今 称 秦 九 韶 程序 ， 即 以 增 来 
开 方 法 为 主导 求 高 次 方程 正 根 的 方法 。 他 用 这 种 方法 解 
决 了 21 个 问题 共 26 个 方程 ， 其 中 二 次 方程 20 个 ,三 次 
方程 1 个 ， 四 次 方程 4 个， 还 用 勾 股 差 率 列 出 了 一 个 十 
次 方程 。 在 这 里 ， 秦 九 韶 把 贾 完 开 创 的 增 乘 开 方法 发 展 
到 十 分 完备 的 地 步 。 在 开 方 中 ， 他 发 展 了 刘 徽 开 方 不 尽 
求 微 数 的 思想 ， 在 世界 数学 史上 第 一 次 用 十 进 小 数 表 
示 无 理 根 的 近似 值 。 其 次 是 在 卷 五 “三 斜 求 积 ” 题 
中 提出 了 已 知 三 角形 三 边 a, b,c， 求 面积 的 公式 


-VIE 
这 个 公式 与 古 希腊 的 海伦 公式 
A=Vis ab (sc, s=3 (a+btce) 


是 等 价 的 ,另外 , 他 改进 了 线性 方程 组 解法 , 普遍 用 互生 
相 消 法 代替 " 直 除法 "并 在 互 乘 之 前 ， 先 约 去 公 因子 , 使 
运算 更 加 简便 。 

与 以 往 的 数学 著作 比较 , 《 数 书 九 章 ? 中 的 问题 更 加 
复杂 ,如 卷 十 三 " 计 定 筑城 " 题 已 知 条 件 达 88 个 , 卷 九 " 复 
即 修 赋 " 题 的 答案 有 180 个 。 因 此 ,《 数 书 九 章 》 也 更 加 翔 
实地 反映 了 南宋 的 社会 经 济 情况 ， 保 存 了 非常 有 价值 的 
历史 资料 。 

《 数 书 九 章 》 也 有 不 容 忽视 的 缺点 。 如 第 一 题 将 大 衍 
求 一 术 附 会 《周易 "大 衍 之 数 五 十 ,其 用 四 十 有 九 ", 不 足 
为 训 。 还 有 一 些 问题 ,甚至 某 些 不 难 的 勾 股 测量 问题 , 题 
设 和 演算 都 出 现 错误 。 

《 数 书 九 章 》 问 世 后 ,当时 流传 不 广 , 明 《永乐 大 典 》 钞 
录 此 书 ， 称 为 《数学 九 章 》。 清 四 库 馆 本 《数学 九 章 》 转 录 
自 《永乐 大 典 》， 并 加 校订 。 后 地 锐 又 略 加 校注 。 明 万 历 
年 间 赵 琦 美 有 另 一 钞 本 《 数 书 九 章 》。 清 沈 钦 莫 、 朱 景 昌 
以 赵 本 为 主 ， 参 考 各 家 校本 ， 重 加 校订 , 1842 年 收入 上 
海 邦 松 年 所 刻 《 宜 稼 堂 从 书 》。 此 后 ， 又 有 《古今 算 学 从 
书 》 本 ， 商 务 印 书馆 《丛书 集成 ?本 均 据 此 翻印 ,成 为 最 流 
行 的 版 本 。 《 郭 书 春 ) 
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Qlu Chengtong 
丘成桐 (Yau Shing-Tung 1949~ ) 
中 国 现代 数学 家 。 原 籍 广东 药 岭 , 1949 年 4 月 4 日 生 于 
广东 汕头 ， 后 全 家 移居 香港 。 
早年 现 父 ,家 境 清贫 ,母亲 克服 
种 种 困难 供 其 上 学 。 在 香港 培 
正中 学 就 读 时 勤奋 钻研 数学 ， 
成 绩优 异 。1966 年 人 香港 中 文 
大 学 数学 系 , 1969 年 提前 修 完 
四 年 课程 ， 为 美国 伯克利 加 州 
大 学 陈省身 教授 所 器 重 ， 破 格 
& 录取 为 研究 生 。 在 陈省身 指导 
下 , 1971 年 获 博士 学 位 。 后 在 

斯 托尼 布鲁克 的 纽约 州立 大 学 ,斯坦福 大 学 等 校 任教 ,并 
为 普林斯顿 高 级 研究 所 终身 教授 ， 现 在 圣地 亚 哥 加 州 大 
学 任教 。 

1976 年 ,丘成桐 解决 微分 几何 中 的 “卡拉 比 猜想 ", 声 
誉 葛 起 。 这 猜想 源 出 于 代数 几何 ,为 意大利 E, 卡拉 比 于 
1954 年 所 提出 。 这 是 给 定 里 奇 曲率 求 黎 曼 度量 的 问题 ， 
其 中 需要 求解 一 个 很 难 的 偏 微分 方程 ， 丘 成 桐 解决 了 这 
个 难题 。 他 的 成 功 ,促使 一 大 批 同类 方程 得 到 解决 ,成 果 
累累 ， 取 得 了 代数 几何 学 、 复 解析 几何 学 ,微分 几何 学 其 
至 广义 相对 论 等 领域 的 一 系列 重要 定理 。1978、1979 年 
丘成桐 与 R. 舍 因应 用 微分 几何 方法 , 造 极 小 曲面 ,运用 非 
线性 方程 的 技巧 ,证 明了 广义 相对 论 中 的 正 质量 猜想 ,此 
外 ， 在 高 维 内科 夫 斯 基 问 题 、 塞 焚 利 猜想 (与 肖 荫 堂 合 
作 )、 弗 兰 克 尔 猜想 ,三 维 流 形 的 拓扑 学 与 极 小 曲面 和 史 
密斯 猜想 等 方面 均 有 成 就 。1981 年 获 美国 数学 会 颁发 的 
维 布 伦 奖 ,1982 年 又 获 绵 尔 兹 奖 (1983 年 8 月 16 日 在 华 
沙 颁发 )。 以 后 还 获 各 种 奖 多 次 。 ( 梁 宗 巨 ) 


qujion fenxi 
区 间 分 析 (interval analysis) 又 称 区 间 数 
学 ,是 一 门 用 区 间 变量 代替 点 变量 进行 运算 的 数学 分 支 。 
它 最 初 是 从 计算 数学 的 误差 理论 研究 发 展 起 来 的 。1966 
年 R. E. 穆 尔 在 《区 间 分 析 》 一 书 中 第 一 次 系统 提出 区 间 
运算 理论 。 记 I(R) 为 所 有 有 限 长 区 间 总 集合 , 即 KR) 一 
{[a,b]la<b, a,bER}, 如 果 a=b 就 是 一 个 实数 a=[a， 
o] 称 为 点 区 间 ， 设 D 了 EI1(R) 为 两 区 间 ,1=[a,b], J]= 
[c,d], 可 定义 区 间 四 则 运算 为 
[a,bJ+[e,d]=[a+c,b+d], 
[a,b]—[c,d]=[a—d,b—c], 
[a,b]:[c,d]=[min(ac,ad,be,bd), 
max(ac,ad, be,bd)], 


[Lasb]/te,d]~[esb]: [4] 且 ogre,a, 


区 间 四 则 运算 符合 加 法 与 乘法 的 交换 律 与 结合 律 ， 
但 不 符合 乘法 对 加 法 分 配 律 ,而 满足 次 分 配 律 , 即 对 I,7， 
KEIR) 有 


T(J 二 K)CIJ+ITK。 
符号 IcJ 表示 了 包含 1, InJ 表示 区 间 之 交 ，IUJ 表示 
区 间 之 并 ， 它 与 集合 运算 规律 相同 。 若 1,1,K, LCICR) 
且 ICK,JcL 则 有 
I#ICK#L (CG#={+,—,",/)), 

称 为 区 间 运 算 的 包含 单调 性 。 利 用 这 一 性 质 对 任 一 有 理 
函数 作 x), 可 把 点 变量 x 换 成 区 间 变量 区 进行 运算 ， 这 
样 得 到 的 区 间 值 函数 下 称 为 了 的 区 间 扩展 函数 。 

在 nn 维 空间 中 ， 若 向 量 X=(X,,X,,…,X，) 的 分 量 
Xi(i=1,2,…sn) 都 是 区 间 ， 则 XX 称 为 n 维 区 间 向 量 , 几 
何 上 表示 维 长 方 体 。 若 nxm 阶 矩 阵 A 的 元 素 Aw 都 
是 区 间 , 则 A=(Aw) 称 为 区 间 和 矩阵 。 对 区 间 向 量 和 短 阵 
也 可 定义 它们 的 运算 及 范 数 。 此 外 还 可 定义 区 间 映 射 、 
区 间 导 数 、 区 间 积 分 等 等 ， 它 们 构成 区 间 分 析 的 基本 内 
容 。 将 区 间 运 算 与 其 他 数学 领域 相 结合 就 形成 了 区 同 代 
数 ,区 间 几 何等 等 。 

20 世纪 70 年 代 以 来 区 间 数 学 有 很 大 发 展 ， 在 计算 
数学 方面 有 很 多 应 用 ， 如 利用 区 间 迁 代 法 可 判断 对 非 线 
性 方程 组 及 算 子 方程 解 的 存在 唯一 性 及 区 间 和 迭代 序列 收 
敛 性 ,这 是 点 先 代 法 得 不 到 的 结果 。 此 外 , 它 在 区 间 插 值 
与 逼近 、 线 性 方程 , 非 线性 规划 、 微 分 方程 等 方面 也 有 应 
用 。 直 接 用 区 间 量 计算 的 计算 机 语言 一 一 区 间 语 言 也 已 
出 现 。 

参考 书目 

R. E. Moore, Intervol Analysis, Prentice-Hall, Engle- 


wood Cliffs, New Jersey, 1966, 
(地 庆 扬 ) 


qujlon gujl 
区 间 估 计 (interval estimation) 参数 估计 
的 一 种 形式 。 通 过 从 总 体 中 抽取 的 样本 ， 根 据 一 定 的 正 
确 度 与 精确 度 的 要 求 ,构造 出 适当 的 区 间 , 以 作为 总 体 的 
分 布 参数 〈 或 参数 的 函数 ) 的 真 值 所 在 范围 的 估计 。 例 
如 ,估计 一 种 药品 所 含 杂 质 的 比率 在 1~2% 之 间 ， 估 
计 一 种 合金 的 断裂 强度 在 1000 一 1200 千克 之 间 ， 等 等 。 
在 有 的 问题 中 ， 只 需要 对 未 知 量 取 值 的 上 限 或 下 限 作出 
估计 。 如 前 例 中 ,一 般 只 对 上 限 感 兴趣 ,而 在 第 二 例 中 , 则 
只 对 下 限 感 兴趣 。 

在 数理 统计 学 中 ， 待 估计 的 未 知 量 是 总 体 分 布 的 参 
数 0, 或 9 的 某 个 函数 9(9)。 区间 估计 问题 可 一 般 地 表述 
为 :要 求 构造 一 个 仅 依赖 于 样本 关 = (Xi,X,,…,Xs) 的 适 
当 的 区 间 [A(X),B(X)]， 一旦 得 到 了 样本 闫 的 观测 值 
Z， 就 把 区 间 [A(z),B(x)] 作 为 8 或 g(9) 的 估计 。 至 于 
怎样 的 区 间 才 算是 "适当", 如 何 去 构 造 它 , 则 与 所 依据 的 
原理 和 准则 有 关 。 这 些 原理 、 准 则 及 构造 区 间 估计 的 方 
法 ， 便 是 区 间 估 计 理 论 的 研究 对 象 。 作 为 参数 估计 的 形 
式 , 区 间 估 计 与 点 估计 是 并 列 而 又 互相 补充 的 , 它 与 假设 
检验 也 有 密切 的 联系 。 

量 信 区 间 理 论 ”这 是 1934 年 ， 由 统计 学 家 本 这 曼 
所 创立 的 一 种 严格 的 区 同 估计 理论 。 置 信 系 数 是 这 个 理 


论 中 最 为 基本 的 概念 。 

置信 系数 ” 奈 曼 以 概率 的 频率 解释 为 出 发 点 ， 认 为 
被 估计 的 9 是 一 未 知 但 确定 的 量 ， 而 样本 XX 是 随机 的 。 
区 间 [A(X),B(XX)] 是 否 真 包含 待 估计 的 6, 取决 于 所 抽 
得 的 样本 于。 因此 ,区 则 [4(X),B(X)] 只 能 以 一 定 的 概 
率 #(9)=Pe(A(X)<0<B(X)) 包 含 未 知 的 0。 对 于 不 同 
的 9，zx(6) 之 值 可 以 不 同 ，x(8) 对 不 同 的 8 取 的 最 小 值 
1-a(0<a<1) 称 为 区 间 [LA(X),B(X)] 的 置信 系数 。 与 
此 相应 ,区 同 LA(X),B(X)] 称 为 9 的 一 个 置信 区 间 。 这 
个 名 词 在 直观 上 可 以 理解 为 ， 对 于 “区 间 [4(X),B(X)] 
包含 6" 这 个 推断 ,可 以 给 予 一 定 程度 的 相信 ,其 程度 则 由 
置信 系数 表示 。 

对 8 的 上 ,下 限 估计 有 类 似 的 概念 ， 以 下 限 为 例 , 称 
4(X) 为 9 的 一 个 置信 下 限 , 若 一 旦 有 了 样本 X， 就 认为 
9 不 小 于 A(X)， 或 者 说 ， 把 6 估计 在 无 穷 区 间 [4(X)， 
吕 ) 内 。"“6 不 小 于 A(X)" 这 个 论断 正确 的 概率 为 xi(9) 一 
Pu(4(X)<8)。xi(6) 对 不 同 的 9 取 的 最 小 值 1-a (0< 
“<1) 称 为 置信 下 限 A(X) 的 置信 系数 。 

在 数理 统计 中 ， 常 称 不 超过 置信 系数 的 任何 非 负 数 
为 置信 水 平 。 

优良 性 准则 置信 系数 1-a 反 映 了 置信 区 间 
[A(X),B(X)] 的 可 靠 程度 ,1 一 a 愈 大 ,CA(X),B(X)] 用 
以 估计 6 时 ,犯错 误 ( 即 6 并 不 在 [4(X),B(X)] 之 内 ) 的 
可 能 性 意 小 。 但 这 只 是 问题 的 一 个 方面 ,为 了 使 置信 区 间 
[A(X),B(X)] 在 实际 问题 中 有 用 ， 它 除了 足够 可 靠 外 ， 
还 应 当 足 够 精确 。 比 如 说 , 估计 某 个 人 的 年 龄 在 5 至 95 
岁 之 间 , 虽 十 分 可 靠 , 但 太 不 精确 ,因而 无 用 。 通 常 指定 
一 个 很 小 的 正 数 a( 一 般 ,a 取 0.10，0.05，0.01 等 值 )， 
要 求 置信 区 间 [4(X),B(X)] 的 置信 系数 不 小 于 1 一 a， 
在 这 个 前 提 下 使 它 尽 可 能 地 精确 。 对 于 “精确 "的 不 同 的 
解释 ,可 以 导致 种 种 优良 性 标准 。 比 较 重要 的 有 两 个 :一 
是 考虑 区 间 的 长 度 B(X) 一 A(XX) 傅 小 愈 好 。 这 个 值 与 XX 
有 关 , 一 般 用 其 数学 期 望 Eo(B(X) 一 A(X)) 作为 衡量 置 
信 区 间 [A(X), B(X)] 精确 程度 的 指标 ,这 个 指标 愈 小 、 
置信 区 间 的 精确 程度 就 愈 大 。 另 一 个 是 考虑 置信 区 间 
[A(X), B(X)] 包含 假 值 ( 指 任何 不 等 于 被 估计 的 9 的 
值 )6' 的 概率 Pe(A(X)<9'<BCX))， 它 全 小，[ACX)， 
B(X)] 作 为 6 的 估计 的 精度 就 愈 高 。 

如 果 A(X) 是 9 的 置信 下 限 , 则 在 保证 A(X) 的 置信 
系数 不 小 于 1 一 a 的 前 提 下 , A(X) 合 大， 精确 程度 愈 高 。 
这 也 可 以 用 [4(X),ce) 包含 假 值 9 (9"'<9) 的 概率 
Pe(A(X)<90') 来 衡量 ,此 概率 全 小 ,置信 下 限 A(X) 的 精 
确 程 度 傅 高 .对 置信 上 限 有 类 似 的 结果 , 若 在 某 个 准则 下 ， 
一 个 置信 区 间 ( 或 上 、 下 限 ) 比 其 他 置信 区 间 都 好 , 则 称 它 
为 在 这 个 准则 下 是 一 致 最 优 的。 例如 ,在 上 述 准则 下 , 置 
信 系数 1 一 a 的 一 致 最 优 置信 下 限 A(XX) 定 义 为 A(X) 
有 置信 系数 1 一 a， 且 对 任何 有 置信 系数 1 一 a 的 置信 下 
限 A1(X), 当 9'<69 时 ,成 立 PAA(X)<0')<Po(A(X) 
<0')。 
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有 时 ,对 所 考虑 的 置信 区 间 ( 或 上 下限) 加 上 某 种 一 
般 性 限制 ， 在 这 个 前 提 下 寻找 最 优 者 。 无 偏 性 是 经 常用 
的 限制 之 一 ， 如 果 一 个 置信 区 间 ( 上 、 下 限 ) 包 含 真 值 0 
的 概率 , 总 不 小 于 包含 任何 假 值 0" 的 概率 ， 则 称 该 置信 
区 间 ( 上 、 下 限 ) 是 无 偏 的 。 同 变性 ( 见 统计 决策 理论 ) 也 
是 一 个 常用 的 限制 。 

求 置信 区 间 的 方法 ”最 常用 的 求 置信 区 间 及 置信 
上 、 下 限 的 方法 有 以 下 几 种 。 

一 种 是 利用 已 知 的 抽样 分 布 ( 见 统计 重 )。 例 如 ， 设 
XiXa，…Xo 为 正 态 总 体 Nayaz)( 见 正太 分布 ) 中 抽出 


的 样本 ,要 作 “的 区 间 估 计 ， 记 丈 = 于 六 xs 
直 以 Gx--Z 5 则 元 GX- /8 服从 自由 度 为 n 一 1 


的 上 分 布 。 指 定 sa>0， 找 这 个 分 布 的 上 a/2 分 位 数 
tao/a(n 一 1), 则 有 

Pel lM nn (Rp)1/SS ton—1)) -1—a, 
即 

Po,o(X—Sta/an—1)/NV Tn 

CuK+Sta (n—1)/Vn)=1—a, 

由 此 得 到 4 的 一 个 置信 系数 为 1-a 的 置信 区 间 [ 叉 一 
Staps(n 一 1)/M7 只 中 Staj(n 一 1)/M7n]。 类 似 地 可 以 
定 出 4 的 置信 系数 为 1 的 置信 上 、 下 限 分 别 为 和 + 
Staln—1)/M7 和 X-Sta(n—1)/V ne 

另 一 种 是 利用 区 间 估 计 与 假设 检验 的 联系 ， 设 要 作 
9 的 置信 系数 为 1 一 “的 区 间 估计 , 对 于 任意 的 gu， 考虑 
原 假设 为 H:09=0。, 备 择 假设 为 :0 大 9,。 设 有 一 水 平 为 
4 的 检验 , 它 当 样本 X 属于 集合 A(9,) 时 接受 昌 。 若 集合 
{0o:XE 4(b0)} 是 一 个 区 间 ， 则 它 就 是 4 的 一 个 置信 区 
间 , 其 置信 系数 为 1 一 q。 就 上 例 而 言 ， 对 假设 H:w 一 上 的 
检验 常用 检验 : 当 |V( 一 和 D1/S<to/z(n 一 1) 时 接受 
4=pos 集合 {po:1V7n( 叉 一 p60)1/S< totn 一 1)} 即 为 
区 间 [入 一 Sta/a(n 一 1)/MV 克 ， 蓉 +Sta/(n 一 1)/MV7n], 这 
正 是 前 面 定 出 的 4 的 置信 区 间 ,。 若 要 求 9 的 置信 下 限 (或 
上 限 ), 则 取 原 假设 为 6<9,( 或 9>9,), 备 择 假 设 为 6>9。 
(或 6<b)， 按 照 同样 的 方法 可 得 到 所 要 求 的 置信 下 
《上 ) 限 。 

还 有 一 种 方法 是 利用 大 样本 理论 ( 见 大 样本 统计 )。 
例如 , 设 XX,,X，,…，Xs 为 抽 自 参数 为 p 的 二 点 分 布 ( 见 概 


率 分 布 ) 的 样本 , 当 n 习 co 时 ,Mt( 叉 一 p)/NX(1 一 XX) 依 


分 布 收敛 ( 见 概 率 论 中 的 收 族 ) 于 标准 正 态 分 布 N(0,1)， 
以 ways 记 N(0，1) 的 上 a/2 分 位 数 ， 则 有 Lim Pa(X 一 


ua/aN KR(1—X)/n Sp<X+ua NX1— 2)/m)=1- a 所 


MM, [X—ua/s VR(1—R)/n, K+ ua NX(1—X)/n] 可 
作为 的 一 个 区 间 估计 ， 上 面 的 极限 值 1 -a 就 定义 为 
它 的 渐 近 置信 系数 。 

费 希 尔 的 信任 推断 法 20 世纪 30 年 代 初期 统计 
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学 家 R. A. 费 希 尔 提 出 了 一 种 构造 区 间 估计 的 方法 ， 他 
称 之 为 信任 推断 法 。 其 基本 观点 是 ， 设 要 作 6 的 区 间 估 
计 ,在 抽样 得 到 样本 X 以 前 ,对 9 一 无 所 知 ,样本 多 透露 
了 8 的 一 些 信息 ， 据 此 可 以 对 9 取 各 种 值 给 予 各 种 不 同 
的 “信任 程度 ", 而 这 可 用 于 对 9 作 区 间 估 计 。 例 如 , 设 天 
是 从 正 态 总 体 N(9,1) 中 抽出 的 样本 , 则 M7 ( 叉 -9) 服 
从 标准 正 态 分 布 N(0，1)， 由 此 可 知 ， 对 任何 a<b 有 


一 ,和 1 
P (ac nz-0)<b) -hr ed 


即 
P(X-b/Vr<0<R-a/ VR) = 遍 ed 


费 希 尔 把 这 个 等 式 解释 为 ， 在 抽样 以 前 ， 对 于 9 落 在 区 
间 [ 受 一 bm， 叉 -a/wWT] 内 的 可 能 性 本 来 一 无 所 
知 ,通过 抽样 ， 获 得 了 上 述 数值 , 它 表 达 了 统计 工作 者 对 
这 个 区 间 的 “信任 程度 ", 若 取 b= -= valay 则 得 到 区 间 
[及 一 woys /M7 ,只 + tajs/ Mt] 其 信任 程度 为 1 a。 即 
当 用 上 述 区 间作 为 9 的 区 间 估 计时 ,对 于 “ 它 能 包含 被 估 
计 的 g" 这 一 点 可 给 予 信任 的 程度 为 1 a。 

在 本 例 以 及 其 他 某 些 简单 问题 中 ， 用 费 希 尔 的 方法 
与 用 奈 曼 的 方法 得 出 一 致 的 结果 。 但 是 ， 这 两 个 方法 不 
仅 在 基本 观点 上 不 一 致 ， 而 且 在 较 复杂 的 问题 中 ， 所 得 
出 的 结果 也 不 同 。 一 个 著名 的 例子 是 所 谓 的 费 希 尔 - 贝 
伦 斯 问题 ， 设 两 个 正 态 分 布 N508) 和 NCps503) ,my 
心 ,of,o3 都 未 知 ， 要 求 由 一 屿 的 区 间 估计 。 费 希 尔 用 他 
的 方法 提供 了 一 个 与 奈 曼 理论 不 一 致 的 解法 ， 泰 曼 在 
1941 年 曾 对 此 进行 了 详尽 的 讨论 。 

。 另外 ， 贝 时 斯 方法 ( 见 贝 叶 斯 统计 ) 也 是 一 个 重要 的 
构造 区 间 估计 的 方法 。 统 计 决策 理论 中 引进 的 一 些 概念 
和 优良 性 准则 ,也 可 用 于 区 间 估 计 。 此 外 序 货 方 法 ( 见 让 
贯 分 析 ) 在 区 间 估 计 中 也 有 了 相当 的 发 展 。 

区 域 估计 有 时 要 对 两 个 或 更 多 的 参数 9~(0,,0,， 
…,0)(k>1), 例 如 正 态 分 布 NCu,07) 中 的 4 与 01， 同时 
进行 估计 ;这 时 ,每 当 有 样本 X, 就 由 X 在 8 的 取 值 的 
维 空间 R 内 定 出 一 个 区 域 Q(X)， 而 把 4 估计 在 Q(X) 
内 。 这 种 估计 叫做 区 域 估计 。 所 用 区 域 一 般 为 比较 简单 
的 几何 形状 ,如 长 方 体 , 球 或 柚 球 等 。 关 于 区 域 估 计 的 置 
信 系 数 优 良性 准则 及 其 求法 等 ,与 区 间 估计 情况 相似 。 

容忍 限 与 容忍 区 间 ”这 是 一 个 与 区 间 估 计 有 密切 联 
系 的 概念 ， 但 处 理 的 问题 不 同 。 给 定 6,，y,0<p<1， 
0<Y<1, 以 F 记 总 体 分 布 。 若 TCX) 为 一 统计 量 ,满足 条 
件 P{F(T(X))>1 一 ?>1 一 B, 则 称 T( 习 ) 为 总 体 分 布下 
的 上 《8,y) 容忍 限 。 类 似 地 可 定义 下 (B,?) 容忍 限 。 若 
Ti(X) 和 Ta(X) 为 两 个 统计 量 ，Ti(X)<T(X)， 且 
P{EF(T:(X)) 一 F(TI(X)) 二 1 一 ?}>1 一 B, 则 称 [T,(X)， 
Ts(X)] 为 总 体 分 布 的 一 个 (8,7) 容 忍 区 间 。 例 如 ,是 某 
产品 的 质量 指标 ， 而 为 其 分 布 ， 则 (8,y) 容忍 区 间 
[TK(X),T,(X)] 的 意义 是 ， 至 少 有 1 一 8 的 把 握 断 言 “至 
少 有 100(1 一 ?) 多 的 产品 ,其 质量 指标 落 在 区 间 [Ti(X)， 


Ts( 交 )] 之 内 ”"。 可 以 说 ,容忍 区 间 估计 的 是 总 体 分 布 的 概 
率 集中 在 何 处 ,而 非 总 体 分 布 参数 。 
参考 书目 

J. Neyman, Outline of a Theory of Statistical Estimation 
Based on the Classical Theory of Probability, Philosophical 
Transactions of the Royal Society, Vol. 236,1937. 

陈 希 到 著 ,< 数 理 统计 引 论 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1981。 

《 陈 希 现 ) 
qumian 
曲面 (surface) 微分 几何 研究 的 主要 对 象 之 
一 。 直 观 上 ,曲面 是 空间 具有 二 个 自由 度 的 点 的 轨迹 。 设 
7= (zz2) 表 示 三 维 欧 氏 空间 E? 中 点 的 位 置 向 量 , 如是 
二 维 Wu- 平面 的 一 个 区 域 ,映射 2>FF?， 

TD) Xu) Mu 0), 200)) (C4,0) EB) (1) 
的 像 为 5。 它 满足 下 列 条 件 ，Q@r(u,v) 是 C* 阶 的 ， 即 函 
数 X(4,0),Yu,5),z(u,v) 具有 直到 大 阶 的 连续 偏 导数 ， 
当 它们 是 无 穷 次 可 微分 函数 或 是 ( 实 ) 解 析 函 数 时 ,分 别 
称 为 是 C" 阶 和 Ce 阶 的 ; @r(u,v) 是 一 个 同 胚 , 即 它 的 
逆 映 射 S 鲜 存在 且 连 续 ，@r(u;,z) 是 正则 的 ， 即 雅 可 


比 短 阵 

ar By az 

和 囊 机 

Bx ay 8z 

一 种 责 
的 秩 为 2, 也 即 ruxm0vru= 号 - ，ru=-3-。 那么 ,S 
称 为 本 的 Ce 曲面 片 ,C 曲面 片 也 称 为 光 清 曲 面 片 ，Cv 
曲面 片 称 为 解析 曲面 片 。 设 $ 为 中 的 一 个 子 集 ,如 果 
对 5 中 任意 点 ,都 有 本 中 的 一 个 开 集 V, 使 得 VNS 
是 配 中 的 一 个 C+ 曲面 片 , 则 8 称 为 名 中 的 C* 此 面 。 

(1) 式 称 为 曲面 的 参数 方程 此 外 ,曲面 有 时 也 可 用 

z=f(x,y) 或 (x,y,z) 一 0 来 表示 。 


曲面 的 局 部 性 质 


指 曲 面 在 一 点 附近 的 几何 性 质 。 

曲面 S 上 一 条 曲线 ， 可 用 单 变量 上 的 函数 w=u(t)， 
v=V(t) 来 表示 , 即 7=r(u(t),v(t))。 特别 地 ,曲线 v= 常 
数 (u= 常 数 ) 称 为 8 的 4- 线 (v- 线 ), 它们 彼此 不 相 切 , 统 
称 为 S 的 参数 曲线 。 曲 面 上 全 体 参 数 曲 线 构成 曲面 的 参 
数 曲 线 网 。 地 球 上 的 经 线 和 纬 线 构成 地 球 表面 的 参数 曲 
线 网 (南北 极 除外 )。 

在 C* 阶 曲面 8 的 每 点 ,都 有 一 张 切 平面 ， 它 是 由 过 
该 点 的 曲面 上 一 切 曲线 在 这 点 的 切线 所 组 成 。 设 Po(w。， 
Ww) 是 5 的 一 点 ， 考 虑 过 P, 的 S 上 任意 曲线 T, r=r(w 
(#) ,v(t)), 使 得 Wo=u(t),v。=v(t)。T 在 P。 的 切线 方向 
便 由 向 量 


( 呈 )- 


T,(Uos Vo )( 芯 ) 


+mcoao( 时) 


"0 


曲 


确定 , 式 中 .一 部， 一 总 分 别 表示 坟 线 和 中线 的 
切线 方向 。 因 此 ,只 要 ro(xoypo) x re(toypu) 关 0，ruxre 
(Cevzu) 就 是 S 在 P 的 切 平面 的 法 线 方 向 。 通常 取 

一 (rexro)/lrxro| 


作为 S 上 参数 为 (wz 的 点 已 处 的 单位 法 向 量 (图 1)。 


图 1 已 处 的 单 
位 法 向 量 


曲面 的 第 一 基本 形式 “在 曲面 上 一 点 的 附近 ， 曲 面 
与 该 点 的 切 平面 只 有 很 小 的 差异 ,因此 ,曲面 上 曲线 了 在 
一 点 的 红 长 微分 上 可 用 在 该 点 的 切身 量 长 度 | 沁 | 岂 
来 计算 , 即 

I=ds*=dr.dr=E(du):+2Fdudv+G(dv):, (2) 
式 中 =r,-7sFP=Tuer。，G~r。r。， 它们 是 曲面 上 点 的 
函数 。 二 次 微分 形式 (2) 称 为 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 或 
线 素 。 利 用 它 , 就 可 以 计算 曲面 一段 曲线 的 长 度 、 两 相 
交 曲线 在 交点 所 构成 的 角度 及 曲面 上 一 块 区 域 的 面积 。 

曲面 的 第 二 基本 形式 “曲面 在 给 定点 了 的 弯曲 程度 
由 曲面 与 了 点 切 平面 的 偏离 程度 决定 。 然 而 沿 不 同 的 切 
方向 ,曲面 偏离 切 平 面 的 方式 可 能 有 差异 。 因 此 ,考虑 
点 的 位 置 向 量 沿革 个 给 定 切 方向 du:dv 作 微小 变动 时 
的 改变 量 Ar, 那么 ， 曲 面 与 切 平面 在 给 定 方向 的 偏离 各 
度 可 用 3=n.Ar 来 描述 。 若 在 Ar 的 展开 式 中 只 取 到 二 
阶 项 , 则 23 等 于 

I=n-.dir=L(du)?+2Mdudv+ N(dv)?, (3) 


式 中 L=neTw,M=nrw,N=n.rw。(3) 式 称 为 曲面 的 
第 二 基本 形式 。 

过 P 由 给 定 方向 du:dv 和 曲面 法 方向 n 唯一 确定 的 
平面 W 叫 做 法 截面 ， 它 与 曲面 5S 的 交 线 了 叫做 沿 给 定 方 
向 的 法 截 线 (图 2)。 设 曲线 (作为 空间 曲线 ) 在 P 的 曲 
率 为 , 主 法 向 量 为 N。 那 么 ,向 量 kN 在 曲面 单位 法 向 量 
nn 上 的 投影 kNn 称 为 S 在 P 点 沿 给 定 方向 du:dv 的 法 
曲率 , 记 作 kw。 利用 (2) 和 (3) 就 可 以 计算 沿 给 定 方向 du: 
电 的 法 曲率 和 = II。j 为 正 时 , 表示 了 的 四 向 与 8 的 
法 向 量 n 一 致 ;反之 ,ji 为 负 时 ,表示 两 者 相反 。 

在 曲面 的 每 点 ,一 般 存在 两 个 互相 垂直 的 切 方向 ,使 
得 它们 对 应 的 法 曲率 和 je 是 该 点 所 有 法 曲率 中 的 最 
大 和 最 小 值 。 这 两 个 方向 称 为 曲面 在 该 点 的 主 方向 ， 而 
i 和 ks 称 为 主 曲率 。 欧 增 定 理 表明 , 若 给 定 方向 与 对 应 
于 kh 的 主 方向 作成 9 角 , 则 曲面 沿 这 给 定 方向 的 法 曲率 
《9) 是 : 
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Jo(9) 一 Kicosz9 十 Kazsinzp。 (4) 
由 (4), 只 要 曲面 在 一 点 的 主 曲率 已 知 ,曲面 在 该 点 附近 
的 大 致 形状 就 可 确定 。 若 和 ks 同 号 , 则 kn(8) 的 符号 
不 变 ,这 种 点 称 为 椭 贺 点。 在 椭圆 点 附近 ,曲面 全 部 位 于 
该 点 切 平面 的 同 侧 。 若 kh 和 ks 异 号, 则 kn(9) 要 改变 两 
次 符号 ,这 种 点 称 为 双 曲 点 。 在 双 曲 点 附近 ,曲面 象 马 蒂 
形 。 若 和 中 只 有 一 个 为 零 ,这 种 点 称 为 抛物 点 。 当 
=k,=k 时 ，(4) 给 出 (9)=k, 即 曲面 在 该 点 沿 任何 切 
方向 都 有 相同 的 法 曲率 。 这 种 点 称 为 脐 点 ,其 中 k#0 时 
称 为 加 点 ,k=0 时 称 为 平 点 。 

在 曲面 的 一 点 P, 通 过 给 定 切 方向 的 平面 ,除了 法 截 
tp le obese sd 它 辐 
面 的 交 线 的 曲率 k， 
可 由 给 定 切 方向 的 
法 曲率 各 及 由 与 
法 截面 的 夹 角 9 所 
确定 ( 默 尼 耶 定理 ): 
k=|knl/cos9。 若 有 
曲面 上 一 条 曲线 每 
点 的 切 方向 总 是 曲 > 
面 的 主 方向 ， 则 称 
它 为 曲率 线 。 当 选 
取 弧 长 s 作 参 数 
时 ,曲率 线 上 点 的 向 径 "(s) 与 曲面 在 该 点 的 单位 法 向 量 
m(s) 之 间 存 在 如 下 关系 ( 罗 德 里 格 斯 方程 ): 

dn=—kdr, 
式 中 k(s) 是 该 曲率 线 方向 的 主 曲率 。 

主 曲率 和 k 的 算术 平均 值 H 称 为 曲面 的 平均 曲 
率 ， 又 称 中 曲率 。 其 算式 是 
1 EN 一 2FM+GL 

EG-F ， 
平均 曲率 恒 为 0 的 曲面 称 为 极 小 曲面 。 
高 斯 曲率 ”两 主 曲 率 的 乘积 K 称 为 曲面 的 总 曲率 或 


高 斯 曲率 ， 其 算式 是 一 -有 一 了 9。K 反映 了 曲 


面 的 一 般 弯 曲 程度 。 事 实 上 ， 考 虑 包含 一 点 了 的 一 小 片 
曲面 ,把 上 每 点 的 单位 法 向 量 n 平 移 到 的 原点 
O, 那么 % 终 点 的 轨迹 是 以 0 为 中 心 的 单位 球面 5 上 的 
一 块 区 域 2*。 这 个 对 应 称 为 高 斯 映射 。 的 弯曲 程度 可 
用 2* 与 允 的 面积 之 比 来 刻画 ,曲面 在 P 的 总 曲率 的 绝 
对 值 正 是 这 个 比值 当 全 收缩 成 P 时 的 极限 。 曲 面 通过 高 
斯 映射 ,在 它 的 像 集 (5*) 上 诱导 一 个 度量 
=dn.dn=e(du)*+2fdudv+g(dv):, (5) 
式 中 e= mu'muij= mu'mog=momo。(5) 叫 作曲 面 的 第 三 
基本 形式 ， 它 与 第 一 、 第 二 基本 形式 之 间 存在 如 下 关系 : 
H—2HI+KI=0。 
曲面 的 内 昔 性 质 和 测 地 线 曲面 上 只 与 第 一 基本 
形式 系数 E.F.G 有 关 的 几何 性 质 称 为 曲面 的 内 荀 性 质 。 
曲面 的 内 荀 性 质 也 可 这 样 描述 。 把 曲面 设想 为 由 可 以 弯 
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图 2 法 娄 面 与 法 雪线 


H= th yy 


曲 但 不 能 伸缩 的 材料 制 成 ， 那 么 它 的 任何 一 部 分 在 经 受 
这 曲 变形 时 ， 不 改变 其 上 任何 线段 的 长 度 。 曲 面 在 这 种 
无 伸缩 的 弯曲 变形 下 保持 不 变 的 性 质 就 是 内 蕴 性 质 。 例 
如 ,在 一 张 纸 上 , 用 直线 段 连接 两 个 点 ， 然 后 把 纸 弯 卷 起 
来 ,于 是 直线 段 变 成 了 曲线 自 ， 但 保持 这 样 的 性 质 , 它 仍 
是 曲面 上 连接 这 两 个 已 知 点 的 最 短 曲 线 。 这 就 是 内 区 性 
质 。 相 反 , 这 条 曲线 的 曲率 却 与 纸 的 弯 卷 方式 有 关 , 因 而 
不 是 内 董 的 。 曲 面 上 曲线 的 内 荀 弯曲 程度 ,可 以 用 " 测 地 
曲率 "加 以 刻画 。 设 7 是 曲面 8 的 一 条 曲线 ,那么 了 在 一 
点 PET 的 测 地 曲率 的 绝对 值 等 于 了 在 P 的 曲面 切 平面 
上 正 投影 像 的 曲率 。 测 地 曲率 处 处 为 零 的 曲线 称 为 测 地 
线 , 它 在 曲面 上 起 着 类 似 于 直线 在 平面 上 的 作用 。 

高 斯 “ 极 落 完 理 ” 曲面 的 主 曲率 在 无 伸缩 弯曲 变形 
下 要 发 生变 化 ， 因 而 不 是 内 蕴 的 。 但 是 ， 主 曲率 的 乘积 
即 总 曲率 天 却 在 这 样 的 弯曲 变形 下 保持 不 变 ， 也 即 曲面 
的 总 曲率 是 内 草 的 。 这 就 是 著名 的 高 斯 " 极 妙 定理 "。 

曲面 论 基 本 定理 ”为 了 完全 确定 一 片 曲面 的 几何 形 
状 , 六 个 函数 E、F、G、L、 M,N 要 满足 什么 条 件 ? 这 就 
导致 以 C. 了 . 高 斯 和 D. 科 达 齐 命名 的 一 组 二 阶 偏 微分 
方程 。P.-0. 博 内 把 这 些 总 结 成 下 面 的 曲面 论 基本 定理 ， 
设 多 是 uw- 平面 的 一 个 单 连通 区 域 ， 在 2 上 给 定 两 个 二 
次 微分 形式 (2) 和 (3), 其 中 (2) 正 定 。 若 它们 的 系数 满足 
高 斯 - 科 达 齐 方程 ， 则 除了 空间 的 位 置 差异 外 ,唯一 地 存 
在 一 片 曲面 , 它 以 (2) 和 (3) 作 为 第 一 和 第 二 基本 形式 。 


曲面 的 整体 性 质 


指 曲 面 的 大 范围 几何 性 质 。 设 8 是 三 维 欧 氏 空间 的 
一 个 连通 曲面 .在 S 上 任 一 点 P 选取 一 个 法 向 量 n, 然 后 
令 点 P 在 曲面 上 沿 任意 闭 曲 线 移动 一 周 ( 当 S 有 边界 时 ， 
限定 P 不 能 逾越 边界 )。 若 P 回 到 原 处 时 n 的 正 向 不 改 
变 , 则 称 S 是 可 定向 的 曲面 ;否则 就 称 不 可 定向 的 曲面 。 
许多 常见 的 曲面 如 球面 , 环 面 都 是 可 定向 的 ;但 也 有 不 可 
定向 的 曲面 ,最 著名 的 就 是 麦 比 乌 斯 带 , 它 是 把 一 条 矩形 
带 扭转 180 度 ， 再 将 头 尾 粘 接 而 成 ( 见 闭 曲面 的 分 类 )。 

考虑 可 定向 曲面 8S 上 一 个 区 域 2， 它 的 边界 82 如 
果 存 在 ) 由 若干 条 逐 段 光滑 的 曲线 组 成 。 如 同 平面 区 域 
那样 ,用 适当 方式 (如 拓扑 学 中 的 三 角 齐 分 ) 把 多 分 成 许 
多 多 边 形 。 用 we, 了 分 别 表示 总 的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 
(多 边 形 个 数 )， 那么， 数 x( 名 ) 一 2 一 e+f 与 具体 分 法 无 
关 。 它 是 多 的 一 个 重要 拓扑 不 变量 ,叫做 多 的 欧 拉 示 性 
数 。 对 于 S 上 的 单 连通 区 域 2,x( 多 ) 一 1。 

作为 平面 上 多 边 形 外 角 和 公式 的 推广 ， 在 可 定向 曲 
面 S 上 ,对 于 区 域 2 有 下 列 高 斯 - 博 内 公式 ， 


B20.+|, kuds+ Kao= ?nx(2)， (6) 


式 中 习 % 是 边界 3 如 上 所 有 角 点 处 的 外 角 之 和 ,k, 是 构 


成 3 多 的 曲线 的 测 地 曲率 ,K 是 曲面 的 总 曲率 。 沿 3 包 曲 
线 积 分 时 9 多 的 正 向 规定 如 下 ; 设 n 是 确定 S 一 个 定向 


的 法 向 量 , 当 站 在 # 的 正方 向 , 沿 3 多 的 正 向 走时 ,区 域 多 
时 刻 位 于 9 多 的 左边 。 公 式 (6) 把 曲面 的 几何 性 质 与 拓扑 
性 质 联 系 起 来 了 。 当 多 是 平面 上 单 连通 区 域 时 ,(6) 就 成 
为 平面 闭 曲 线 的 切线 回转 指标 定理 ( 见 曲 线 )。 如 果 S 是 
紧 致 无 边界 的 可 定向 曲面 , 则 (6) 成 为 


a=2axcs). (7) 


由 于 这 类 曲面 可 作 完 全 的 拓扑 分 类 ,公式 (7) 就 显得 格外 
重要 。C. B. 艾 伦 多 弗 、 陈 省 身 给 出 了 高 斯 - 博 内 公式 在 
高 维 流 形 上 的 推广 。 

高 斯 - 博 内 公式 有 许多 重要 应 用 ,其 中 之 一 就 是 关于 
曲面 上 向 量 场 奇 点 的 庞 加 莱 定 理 ; 设 S 是 紧 致 无 边界 的 
可 定向 曲面 对 于 8 上 任何 只 有 孤立 奇 点 的 向 量 场 , 它 在 
所 有 奇 点 处 的 指标 之 和 等 于 $ 的 欧 拉 示 性 数 。 因 为 球面 
(以 及 与 球面 同 胚 的 闭 曲面 ) 的 欧 拉 示 性 数 为 2， 所 以 球 
面 上 的 向 量 场 必 有 奇 点 。 这 一 点 可 比喻 如 下 ， 若 把 地 球 
上 各 地 的 风速 看 成 一 个 向 量 场 ， 则 任何 时 候 地 球 上 总 有 
一 个 地 方 没有 风 。 

与 球面 同 胚 的 紧 致 闭 曲 面 中 ， 总 曲率 处 处 大 于 零 的 
那些 曲面 称 为 财 形 面 。J. S. 阿达 马 指出 ， 孵 形 面 的 高 斯 
映射 是 一 个 微分 同 胚 ， 因 而 卵 形 面 微分 同 胚 于 球面 。 卵 
形 面 作为 一 个 整体 ,在 空间 不 能 无 伸缩 地 弯曲 变形 ,这 叫 
做 卵 形 面 的 刚性 ( 孔 , 李 卜 曼 、S. 科恩- 福 森 )。 关 于 卵 形 面 
的 刚性 ， 还 有 所 谓 闵 科 夫 斯 基 问 题 和 克 里 斯 托 费 尔 问题 
的 唯一 性 。 

从 整体 来 说 ,除了 象 球面 那样 的 紧 致 曲面 外 , 另 一 类 
重要 曲面 便 是 非 紧 致 的 完备 曲面 (如 平面 )， 即 它 作为 二 
维度 量 空间 ， 每 个 柯 西 点 列 都 收敛 。 曲 面 的 完备 性 可 用 
下 列 任 一 性 质 来 表征 ，@ 曲 面 上 每 条 测 地 线 可 以 无 限 延 
长 (包括 构成 封闭 曲线 )，@ 曲 面 上 每 个 有 界 子 集 是 相对 
紧 致 的 。 由 此 可 见 , 紧 致 曲面 必 是 完备 的 ,反之 不 然 。 但 
如 果 完 备 曲面 的 总 曲率 处 处 不 小 于 某 个 正常 数 ， 则 它 必 
是 紧 致 的 。 这 里 总 曲率 的 限制 是 本 质 性 的 ， 在 相反 的 情 
况 下 , 可 得 到 绝 然 不 同 的 结论 : 三 维 欧 氏 空间 EF 中 不 存 
在 总 曲率 处 处 不 大 于 某 个 负 常 数 的 C: 阶 完备 曲面 ( 叶 菲 
莫 夫 )， 特别 是 EF 中 不 存在 负 常 曲率 的 C* 阶 完备 曲面 。 


特 珠 曲面 


特殊 曲面 是 在 实际 应 用 中 常常 碰 到 的 具有 特殊 几何 
性 态 的 曲面 。 

旋转 面 平面 上 一 条 曲线 了 绕 平面 内 某 一 固定 直线 
1 旋转 而 得 的 曲面 称 为 旋转 面 ，! 称 为 旋转 面 的 轴 ,T 称 
为 母线 。 圆 柱 面 、 贺 锥 面 和 球面 是 最 简单 的 旋转 面 。 若 
了 所 在 平面 取 作 EF! 的 yz 平面 , 1 取 作 z 轴 , 那么 当 T 的 
参数 方程 为 y=f(v),z=h(v) 时 ,T 绕 1 旋转 生成 的 曲面 
方程 是 7(u,v)={f(v)cosw,f(v)sinu,h(v)}。 旋 转 面 上 
的 4 线 称 为 纬 线 ,v 线 称 为 经 线 ,它们 都 是 旋转 面 的 曲率 
线 。 当 了 是 一 个 与 轴 1 不 相交 的 圆周 时 ， 便 得 到 象 汽车 
轮胎 那样 的 圆 环 面 。 


曲 


县 链 面 由 巡 平 面 上 的 县 链 线 : y=acosh (a= 
常数 0) 绕 z 轴 旋 转 而 成 。 它 的 重要 性 在 于 : 它 是 外 中 
仅 有 的 旋转 极 小 曲面 ( 见 扳 小 曲面)。 

伪 球 面 总 曲率 为 常数 的 曲面 称 为 常 曲率 曲面 。 具 
有 相同 常 曲率 的 两 片 曲面 ， 可 通过 无 伸 绾 的 弯曲 变形 而 
彼此 贴 合 。 球 面 是 正 的 常 曲率 曲面 ， 负 的 常 曲率 曲面 称 
为 伪 球 面 ， 它 可 由 yz 平面 上 的 奥 物 线 , y=acosv, z= 
a[ln(secv+tanv) 一 sinv](a= 常 数 取 0), 绕 z 轴 旋转 而 
成 。 由 已 知 的 负 常 曲率 曲面 ,通过 构造 一 个 伪 球 线 汇 , 可 
得 到 另 一 个 相同 负 常 曲率 的 曲面 。 这 个 过 程 叫做 巴克 伦 
德 变换 .因为 非 线性 的 正弦 义 登 方程 的 解 与 常 负 曲 率 一 1 
的 曲面 存在 一 一 对 应 关系 ;所 以 利用 巴克 伦 德 变换 , 便 可 
从 这 种 方程 的 已 知 解 得 到 其 他 新 的 解 。 巴 克 伦 德 变换 还 
被 推广 到 其 他 许多 非 线性 方程 中 去 。 

直 纹 面 和 可 展 曲面 由 空间 一 族 连续 变动 的 直线 
( 叫 直 母线 ) 生 成 的 曲面 称 为 直 纹 面 ， 沿 每 条 直 母 线 ， 其 
切 平面 彼此 重合 的 直 纹 面 称 为 可 展 曲面 。 设 Tr 一 a(u) 
是 直 纹 面 上 与 所 有 直 母 线 相交 的 任意 曲线 , Ku) 是 过 点 
al(w) 的 直 母 绕 上 的 非 零 向 量 , 则 直 纹 面 的 方程 可 写 为 r= 
a(wW) 十 I(w)。 当 了 缩 成 一 点 时 , 称 为 锥 面 ; 当 14) 为 常 向 
量 时 ， 称 为 柱 面 ; 当 Wu)=a'(u) 时 ， 称 为 了 的 切线 曲面 。 
锥 面 , 柱 面 和 切线 曲面 是 仅 有 的 可 展 曲面 ,它们 的 一 个 特 
征 是 总 曲率 恒 为 零 。 

空间 曲线 的 主 法 线 或 副 法 线 所 生成 的 直 纹 面 分 别称 
为 主 法 线 曲面 或 副 法 线 曲面 。 四 柱 絮 线 的 主 法 线 曲面 是 
正 螺 面 , 它 可 看 作 z 轴 绕 > 轴 作 螺旋 运动 (一 方面 绕 z 轴 
旋转 , 另 一 方面 又 沿 z 轴 移 动 与 转角 成 正比 的 距离 ) 所 生 
成 的 曲面 。 正 螺 面 是 仅 有 的 直 纹 极 小 曲面 。 

一 般 地 ， 空 间 曲 线 了 绕 z 轴 作 螺旋 运动 而 得 的 曲面 
称 为 一 般 螺 面 。 当 了 是 z 平面 的 一 条 渐 开 线 时 , 便 得 放 
开 线 面 。 当 了 是 一 条 与 z 轴 相 交 , 且 与 芭 平面 作成 定 
角 的 直线 时 ， 可 得 阿 基 米 德 絮 面 。 这 两 种 螺 面 在 机 械 抽 
造 中 十 分 有 用 ， 前 者 是 普通 斜 齿轮 的 齿 面 ， 后 者 可 作为 
某 种 蜗杆 的 齿 面 。 


包 络 


包 络 是 以 某 种 方式 与 一 族 曲线 (或 曲面 ) 相 切 的 曲线 
(或 曲面 )。 

铁轨 上 滚动 的 车 轮 在 不 同时 刻 的 位 置 构成 一 个 圆心 
在 一 条 直线 上 的 等 半径 贺 族 ,而 铁轨 与 这 族 贺 相 切 ,所 以 
铁轨 是 这 族 加 的 包 络 。 一 般 地 ， 设 平面 上 有 一 单 参数 曲 
线 族 {C,}。 若 存在 一 条 曲线 T, 它 在 每 点 均 与 {Cj} 中 唯一 
的 一 条 曲线 相 切 , 则 称 了 为 单 参 数 曲线 族 {Cu} 的 包 络 。 

设 单 参数 曲线 族 {C} 位 于 xy 平面 上 ,其 方程 为 

Cs: f(x,y;X)=0, 
式 中 入 是 参数 。 如 果 {Cx} 的 包 络 曲线 了 存在 ， 则 了 的 方 
程 是 二 
flxsy3N) =0, Bx (xy3s) =0, 
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显然 ,每 条 曲线 是 它 自己 的 切线 族 的 包 络 。 

类 似 地 ,对 于 空间 的 曲面 族 ， 可 考虑 它们 的 包 络 面 。 
设 {S:} 是 一 单 参数 曲面 族 ,车 存 在 曲面 3, 使 得 了 在 每 点 
均 与 {Sw} 中 唯一 的 一 张 曲面 相 切 ， 则 称 了 是 单 参数 曲面 
族 {S;} 的 包 络 。 设 {S,} 的 方程 是 

SS: F(x,y,23A)=0, 
则 {Sx} 的 包 络 面 方程 是 
F(x,y,z3X)=0, 


a 
BPY2N) =0。 


对 于 {S) 中 两 张 邻近 的 曲面 5、 和 5S,ax， 它 们 的 交 
线 在 AX->0 时 的 极限 位 置 称 为 S 的 特征 线 。 特 征 线 族 
的 包 络 (如 果 存 在 ) 称 为 曲面 族 (SA} 的 背 线 , 它 的 方程 是 

了 (zyyzIX) 一 0， 


9 
BF (YN) =0, 
9z 

BF (YA) = 0 


每 张 曲面 是 它 的 切 平面 族 的 包 络 。 一 般 说 ， 曲 面 的 
切 平面 族 是 二 个 参数 的 平面 族 。 但 在 可 展 曲 面 上 ， 沿 着 
每 条 直 母 线 ,其 切 平面 彼此 重合 ,因此 ,可 展 曲面 ( 除 平面 
外 ) 的 切 平面 族 是 单 参 数 的 。 反 之 ,一 单 参 数 平面 族 的 包 
络 面 必 是 可 展 曲面 。 如 果 这 可 展 曲 面 是 某 一 曲线 了 的 切 
线 曲 面 , 则 了 就 是 对 应 的 单 参数 平面 族 的 冰 线 。 

包 络 理论 在 工程 中 有 广泛 应 用 。 齿 轮 的 喘 合 与 传动 
是 基于 平面 上 渐 开 线 族 的 包 络 理论 ， 钳 床上 铣 刀 的 型 面 
设计 和 轧钢 设备 中 轧 棍 的 外 形 要 求 都 是 空间 曲线 族 的 包 
络 理论 的 具体 应 用 。 
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《 沈 一 兵 ) 

quxian 
曲线 〈curve) 微分 几何 学 研究 的 主要 对 象 之 
一 。 直 观 上 ,曲线 可 看 成 空间 质点 运动 的 轨迹 。 曲 线 的 更 
严格 的 定义 是 区 间 [a,b] 到 EF 中 的 映射 r:[a 执 一世 。 有 
时 也 把 这 映射 的 像 称 为 曲线 。 具 体 地 说 , 设 Oxyz 是 欧 
氏 空 间 天 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 为 曲线 C 上 点 的 向 
径 , 于 是 有 

T=7(t)=(x(t),y(t),2(t)) (tELa,b]), 
上 式 称 为 曲线 C 的 参数 方程 ,t 称 为 曲线 C 的 参数 , 并 且 
按照 参数 增加 的 方向 自然 地 确定 了 曲线 C 的 正 向 (图 1)。 
曲线 论 中 常 讨论 正则 曲线 ， 即 其 三 个 坐标 函数 x(t)， 
y(t),2(t) 的 导数 均 连续 且 对 任意 上 不 同时 为 零 的 曲线 。 
对 于 正则 曲线 ,总 可 取 其 弧 长 s 作为 参数 , 它 称 为 自然 参 
数 或 弧 长 参数 。 弧 长 参数 * 用 
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图 1 昌 线 


本 以 CR 


区 
RS 7(t) 之 间 的 长 度 ， 以 下 
还 假定 曲线 C 的 坐标 函数 都 具有 三 阶 连续 导数 ， 即 曲线 
是 C? 阶 的 。 


曲线 的 局 部 性 质 


曲线 论 的 基本 公式 ” 设 正则 曲线 C 的 参数 方程 为 
Y=T(5),5 是 弧 长 参数 ,P(s) 是 曲线 C 上 参数 为 s 即 向 径 
为 Y(s) 的 一 个 定点 8Q(s+ As) 为 C 上 邻近 忆 的 点 ,@ 沿 曲 
线 C 赵 近 于 了 时 ， 割 线 PQ 的 极限 位 置 称 为 曲线 C 在 PP 
点 的 切线 。 过 了 点 与 切线 垂直 的 平面 称 为 曲线 C 在 P 点 
的 法 平面 。 曲 线 C 在 P 点 的 切线 及 C 上 邻近 点 及 确定 一 
个 平面 "，v 的 极限 位 置 称 为 曲线 C 在 P 点 的 密切 平面 ， 
它 在 P 点 的 法 线 称 为 曲线 C 在 了 点 的 次 法 线 ， 曲 线 C 在 
了 点 的 切线 和 次 法 线 决 定 的 平面 称 为 曲线 C 在 P 点 的 从 
切 平面 。P 点 的 法 线 称 为 曲线 C 在 P 点 的 主 法 线 (图 2)。 

以 “…" 表 示 关 于 弧 长 参数 s 的 导数 ,并 且 设 (s) 0， 


那么 ts) 一 Ps)，n(s) 一 了 和 bs) =t(s) xn(s) 


分 别 是 曲线 C 在 P(s) 点 的 切线 、 主 法 线 和 次 法 线 上 的 单 
位 向 量 ,并 且 t(s) 指 向 曲线 C 的 正 向 。m(s) 指 向 曲线 凹 入 
的 一 方 。t(s) .nm(s) 和 b(s) 按 此 顺序 构成 右手 系 , 且 分 别 
称 为 曲线 C 在 P(s) 点 的 切 向 量 、 主 法 向 量 和 次 法 向 量 。 
{r(s),t(s),n(s),b(s)} 称 为 曲线 C 在 P(s) 点 的 弗 雷 内 
标 架 。 

曲线 C 的 每 一 点 都 有 弗 雷 内 标 架 。 为 研究 曲线 上 两 
个 邻近 点 上 弗 雷 内 标 架 之 间 的 变换 关系 ， 要 讨论 ts)、 


加 尖 

Wa , 
AA 下 

f 密切 平 而 


图 2 正则 曲线 pA 


n(s) 和 b(s) 关 于 s 的 导向 量 , 它们 可 由 标 架 向 量 线性 表 

出 ,这 就 是 下 述 曲线 论 的 基本 公式 ( 弗 雷 内 公式 ): 
is) =k(s)n(s), 
Nh(s)=—k(s)t(s) + 5(s)b(s), 
bs) 一 一 zs)n(s)， 

式 中 K(s) 和 Ts) 分 别 被 称 为 曲线 C 在 P(s) 点 的 曲率 和 

挠 率 。 

曲率 ”曲率 


Ab 
ko= Itsl= tim | 总 |， 


这 里 Ag 是 切 向 量 ts) 和 ts+ As) 之 间 的 夹 角 。 故 曲率 
度量 了 曲线 上 相 邻 两 点 的 切 向 量 的 夹 角 关 于 弧 长 的 变化 
率 。 直 线 的 曲率 便 为 0 圆周 的 曲率 等 于 其 半径 的 倒数 。 
当 曲 线 C 在 PCs) 点 的 曲率 k 夫 0 时 ,在 P(s) 点 的 主 法 线 上 
沿 n(s) 的 正 向 取 点 @, 使 得 PQ= 1/k, 在 了 点 的 密切 平面 
上 以 Q@ 为 中 心 ,1/k 为 半径 的 贺 称 为 曲线 C 在 P 点 的 曲率 
圆 或 密切 圆 ,@ 和 1/k 分 别称 为 曲率 中 心 和 曲率 半径 。 密 
切 加 是 过 曲线 C 上 PCs) 点 和 邻近 两 点 的 圆 的 极限 位 置 。 

找 率 挠 率 r(s)= -6b(s) .n(s)， 它 的 绝对 值 
|r(s)|= 16(s)| 度量 了 曲线 上 邻近 两 点 的 次 法 向 量 之 间 
的 夹 角 对 弧 长 的 变化 率 ,平面 曲线 是 找 率 恒 为 零 的 曲线 。 
空间 曲线 如 不 是 落 在 一 平面 上 , 则 称 为 指 曲 线 。 

若 Po(so) 点 的 曲率 和 挠 率 均 不 为 零 ， 取 P, 为 原点 ， 
曲线 的 切线 , 主 法 线 和 次 法 线 为 坐标 轴 , 在 Ps 附近 ,曲线 
可 近似 地 表示 为 ， 

Kao) 


所 以 曲线 C 在 Pe 点 邻近 的 近似 形状 如 图 3 所 示 。 


K 
Es 和 


a 1s)>0 


b te<0 


图 3 曲线 C 在 Po 点 邻近 的 近似 形状 


曲线 论 的 基本 定理 ”曲线 的 弧 长 s、 曲 率 k(s) 和 挠 
率 *(s) 是 运动 的 不 变量 。 反 过 来 ,曲线 的 曲率 和 挠 率 也 完 
全 决定 了 曲线 的 形态 。 具 体 地 说 ,如 果 给 定 了 两 个 连续 函 
数 Ks)>0 和 ?1(s),sE[a, 芍 , 则 存在 以 KCs) 和 +(Cs) 分 别 
为 其 曲率 和 挠 率 的 曲线 ， 并 且 这 些 曲 线 经 过 空间 的 一 个 
运动 可 以 互相 本 合 。 


特殊 曲线 
平面 曲线 挠 率 恒 为 零 的 曲线 为 平面 曲线 。 设 Oxy 


曲 


为 欧 氏 平面 E? 的 笛 卡 儿 
直角 坐标 系 ， 则 平面 曲线 
C 的 参数 方程 为 r=r(s) 
三 (Xx(s),y(s)), s 为 弧 长 
5 参数 ， 弗 雷 内 公式 可 写成 
ts)=k(s)ne(s), 
i(s)=—k(s)t(s), 

这 里 mr 是 单位 法 向 量 , 使 
ts) 到 mn,(s) 的 有 向 角 为 x/2。k.(s) 称 为 相对 曲率 ,k,>0 
和 <0 分 别 表示 曲线 向 左 转 和 向 右 转 (图 4)。 

螺 线 C 为 挠 曲线 , 若 其 曲率 和 挠 率 具 有 固定 比值 ， 
称 为 螺 线 。 它 的 特征 是 切线 与 一 固定 方向 作成 定 角 。 特 
别 , 如 果 曲 率 和 挠 率 均 为 非 零 常数 ， 那 么 C 是 圆柱 螺 线 ， 
即 它 在 圆柱 面 上 且 与 直 母 线 作 固 定 角 。 它 是 质点 绕 一 条 
直线 (螺旋 轴 ) 等 速 旋转 且 又 沿 这 轴线 方向 等 速 移动 时 的 
轨迹 。 

贝 特 朗 曲线 ” 挠 曲线 C 若 满足 Xk(s)+ur(s)=1, 其 
中 *、x 为 常数 且 *>>0, 称 为 贝 特 朗 曲线 。 这 样 的 曲线 可 
与 另 一 条 曲线 名 建立 一 一 对 应 关系 ， 使 在 对 应 点 的 主 法 
线 重合 。 反 之 ， 这 个 性 质 也 是 曲线 成 为 贝 特 朗 曲线 的 充 
分 条 件 .这 样 的 C 和 C 中 的 每 一 条 都 称 为 男 一 条 的 但 线 。 
两 条 贝 特 朗 侣 线 在 其 对 应 点 的 切线 作 固定 角 。 

渐 缩 线 与 渐 伸 线 曲线 C, 的 切线 为 另 一 条 曲线 C; 
的 法 线 , 则 Cs 称 为 C 的 渐 缩 线 或 渐 屈 线 ,C: 称 为 Ci 的 渐 
伸 线 或 渐 开 线 。 可 以 证 明 与 齿 廓 曲线 为 渐 伸 线 的 齿轮 相 
嗜 合 的 齿轮 的 齿 廓 曲线 也 是 渐 伸 线 ， 通 常 齿轮 的 齿 廓 曲 
线 都 采用 加 的 渐 伸 线 。 


曲线 的 整体 性 质 


以 曲线 的 全 部 或 确定 的 一 段 作为 研究 对 象 时 ， 就 得 
到 曲线 的 整体 的 几何 性 质 。 设 曲线 C 的 参数 方程 为 r= 
7(s)，sE[a,b]，s 为 弧 长 参数 ， 若 其 始点 和 终点 重合 
7(a)=r(b), 这 时 曲线 是 闭合 的 , 称 为 闭 曲 线 。 若 它 在 这 
点 的 切 向 量 重合 , 即 7'(a)=r"(b)， 且 自身 不 再 相交 , 则 
称 为 简单 闭 曲 线 。 对 于 正则 闭 曲 线 C, 把 它 的 切 向 量 ts 
的 始点 放 在 原点 ，t(s) 的 终点 轨迹 是 单位 球面 上 的 一 条 
闭 曲 线 ， 它 称 为 曲线 C 的 切线 像 或 切线 标 形 。C 的 切线 
像 的 长 度 为 


图 4 平面 曲线 


中 ie)lds= 中 sds， 


等 式 右 方 是 闭 曲线 C 的 曲率 k(s) 沿 C 的 积分 ， 自 然 就 称 
为 曲线 C 的 全 曲率 ,以 食 表示 。 正 则 闭 曲线 的 全 曲率 等 
于 其 切线 像 的 长 度 。 关 于 正则 闭 曲线 的 全 曲率 的 界限 有 
下 述 二 定理 。 
芬 切 尔 定理 ”正则 闭 曲 线 C 的 全 曲率 个 > 2x， 且 等 
号 仅 当 C 为 平面 凸 团 曲线 时 成 立 。 这 定理 给 出 了 正则 闭 
曲线 的 全 曲率 的 下 限 ， 白 正 国 将 此 定理 推广 到 分 段 光滑 
的 闭 曲 线 。 
法 里 -米尔 诺 定理 简单 正则 有 结 空间 闭 曲线 (图 5) 
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的 全 曲率 六 > 4。 
闲 曲线 C 的 挠 率 *(s) 
沿 自身 的 积分 
和 dn 
So 
球面 上 闭 曲 线 的 全 挠 率 等 图 5 简单 正则 有 结 
空间 同 出 统 


于 零 ， 反之， 如 果 非 平面 
的 曲面 上 任意 闭 曲线 的 全 挠 率 都 等 于 零 ， 那 么 这 曲面 为 
球面 或 其 一 部 分 。 

设 C 为 平面 正则 闭 曲线 , 则 当 点 绕 C 一 周 时 ,曲线 C 
的 切线 像 丸 s) 将 在 单位 圆周 上 绕 若 干 圈 , 这 个 圈 数 i( 以 
逆 时 针 向 环绕 时 图 数 为 正 , 顺 时 针 向 时 为 负 ) 称 为 C 的 旋 
转 指标 (图 6), 可 算得 


二 es， 
这 里 kr(s) 是 C 的 相对 曲率 。 切 线 回转 定理 表明 :平面 简 
时下 到 辣 同 名 罗 交 斩 各 地 等 于 土 1。 


加 从 村、 风 I 全国 亲信 有 
b 正 向 绕 二 周 ir 一 2 
图 6 谣 转 指标 
将 平面 上 一 条 定 长 的 细 绳 首尾 相 接 而 构成 一 条 简单 
闭 曲 线 , 它 把 平面 分 成 以 其 为 公共 边界 的 二 个 部 分 , 它 所 
围 成 的 区 域 的 面积 为 最 大 时 ， 其 形状 是 圆周 。 有 如 下 更 


精确 的 结论 ， 设 曲线 C 是 长 度 为 工 的 平面 正则 简单 闵 曲 
线 ,A 是 C 所 围 区 域 的 面积 ,那么 天 一 4x4>0, 并 且 等 号 
当 且 仅 当 C 是 圆周 时 成 立 。 上 述 不 等 式 有 过 种 种 的 推广 ， 
这 类 问题 叫做 等 周 问题 。 对 于 平面 曲线 ， 与 空间 曲线 论 
基本 定理 相仿 ， 它 的 形态 由 其 相对 曲率 k.(s) 所 确定 , 故 
ks) 的 极 值 自然 是 令 人 感 兴趣 的 。 相 对 曲率 k(s) 的 去 
留 点 ， 即 语 (s)=0 的 点 称 为 曲线 的 顶点 ,对 于 凸 闭 曲线 ， 
即位 于 其 上 每 一 点 的 切线 的 一 侧 的 曲线 ， 成 立 著名 的 四 
顶点 定理 ,平面 凸 闭 曲线 至 少 有 四 个 顶点 ,因为 椭圆 只 有 
四 个 顶点 ,所 以 这 个 结论 不 能 再 改进 。 此 外 ,还 可 以 利用 
柯 西 - 克 罗 夫 顿 公式 来 计算 平面 正则 曲线 的 长 度 ( 见 积分 
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几何 学 )。 
参考 书目 
苏 步 青 等 编 :微分 几何 >, 人 民 教 育 出 版 社 , 北京 ,1979。 
吴 大 任 编 :< 微分 几何 讲义 >, 第 4 版 ， 人 民 教 育 出 版 社 , 北京 ， 
1981。 
M. P. De Carmo, Differentiol Geometry of Curves and 
Surface, Prentice-Hall,Englewood Cliffs,New Jersey, 1976, 
(水 万 期 ) 
quxion nihe 
曲线 拟 合 (curve fitting) 用 连续 曲线 近似 地 
刻画 或 比拟 平面 上 离散 点 组 所 表示 的 坐标 之 间 的 函数 关 
系 。 更 广泛 地 说 ， 空 间或 高 维 空间 中 的 相应 问题 亦 属 此 
范畴 。 在 数值 分 析 中 ， 了 曲线 拟 合 就 是 用 解析 表达 式 逼 近 
离散 数据 , 即 离散 数据 的 公式 化 。 实 践 中 ,离散 点 组 或 数 
据 往往 是 各 种 物理 问题 和 统计 问题 有 关 量 的 多 次 观测 值 
或 实验 值 ,它们 是 零散 的 ,不 仅 不 便于 处 理 ， 而 且 通常 不 
能 确切 和 充分 地 体现 出 其 固有 的 规律 。 这 种 缺陷 正 可 由 
适当 的 解析 表达 式 来 弥补 。 
数学 和 表述” 设 给 定 离散 数据 
(zys) (k=1,2,.,m), (1) 
式 中 % 为 自 变量 x( 标 量 或 向 量 , 即 一 元 或 多 元 变量 ) 的 
取 值 ; Vi 为 因 变量 y (标量 ) 的 相应 值 。 曲 线 拟 合 要 解决 
的 问题 是 寻求 与 (1) 的 背景 规律 相 适应 的 解析 表达 式 
3 一 了 zyb)， 《2) 
使 它 在 某 种 意义 下 最 佳 地 逼近 或 拟 合 (1), f(x,b) 称 为 
拟 合 模型 ，b=(b。,b,，,…,b,) 为 待定 参数 , 当 b 仅 在 中 
线性 地 出 现时 , 称 模型 为 线性 的 ,否则 为 非 线性 的 。 量 
B=Y—f (Xb) 《〈k= 1)2，o7m) 
称 为 在 zu 处 拟 合 的 残 差 或 剩余 ,衡量 拟 合 优 度 的 标准 通 
常 有 
Tb)=max ws |e,l 或 Q(b)= Swet, 
式 中 必 >0 为 权 系数 或 权重 (如 无 特别 指定 ,一 般 取 为 平 
均 权重 ， 即 zw=1 《k=1,2,…,m), 此 时 无 需 提 到 权 )。 
当 参 数 b 使 T(b) 或 Q(b) 达 到 最 小 时 ,相应 的 (2) 分 别称 


为 在 加 权 切 比 雪夫 意义 或 加 权 最 小 二 乘 意义 下 对 (1) 的 
拟 合 ,后 者 在 计算 上 较 简 便 且 最 为 常用 。 
模型 中 参数 的 确定 一 般 的 线性 模型 是 以 参数 b 为 
系数 的 广义 多 项 式 , 即 
f(x,b)=bogo( Xx) + bgi(x)+ .+ bngn(X), (3) 
式 中 go,91，…， gn 称 为 基 函 数 。 对 诸 g% 的 不 同 选 取 可 构 


成 多 种 典型 的 和 常用 的 线性 模型 。 从 函数 逼近 的 观点 来 
看 , 式 (3) 还 能 近似 地 体现 许多 非 线性 模型 的 性 质 。 
在 最 小 二 乘 意义 下 用 线性 模型 (3) 拟 合 离散 点 组 


《D ,参数 0 可 通过 解 方程 组 8 8 = 0 (i=0,…, nn) 来 

确定 , 即 解 关于 bo,b，…,b 的 线性 代数 方程 组 
bs (i=0,1,.,n), (4) 

式 中 sy= 访 wg g(x) Go 


Sw= (XY (i=0,1,.…,n)。 


方程 组 (4) 通 常 称 为 法 方程 或 正规 方程 , 当 m>n 时 一 般 
有 唯一 解 。 

至 于 非 线 性 模型 以 及 非 最 小 二 乘 原 则 的 情形 ， 参 数 
b 可 通过 解 非 线性 方程 组 或 最 优化 计算 中 的 有 关 方 法 来 
确定 ( 见 非 线 性 方程 组 数值 解法 、 最 优化 )。 

模型 的 选择 ”对 于 给 定 的 离散 数据 (1), 需 恰当 地 选 
取 一 般 模型 (2) 中 函数 用 x, b) 的 类 别 和 具体 形式 ， 这 是 
拟 合 效果 的 基础 。 若 已 知 (1) 的 实际 背景 规律 , 即 因 变量 
3 对 自 变量 x 的 依赖 关系 已 有 表达 式 形式 确定 的 经 验 公 
式 , 则 直接 取 相应 的 经 验 公式 为 拟 合 模型 。 反 之 ,可 通过 
对 模型 (3) 中 基 函 数 go，9,，…,gn 《个 数 和 种 类 ) 的 不 同 
选取 ， 分 别 进行 相应 的 拟 合 并 择 其 效果 佳 者。 函数 g。， 
9，"…， gn 对 模型 的 适应 性 起 着 测试 的 作用 , 故 又 称 为 测 
试 函 数 。 另 一 种 途径 是 ,在 模型 (3) 中 纳入 个 数 和 种 类 足 
够 多 的 测试 函数 ， 借 助 于 数理 统计 方法 中 的 相关 性 分 析 
和 显著 性 检验 ， 对 所 包含 的 测试 函数 逐个 或 依次 进行 第 
选 以 建立 较 适 合 的 模型 ( 见 回归 分 析 )。 当 然 ,上 述 方法 还 
可 对 拟 合 的 残 差 ( 视 为 新 的 离散 数据 ) 再 次 进行 ， 以 弥补 
初次 拟 合 的 不 足 。 总 之 , 当 数 据 中 变量 之 间 的 内 在 联系 不 
明确 时 ,为 选择 到 相 适 应 的 模型 , 一般 需要 反复 地 进行 拟 
合 试验 和 分 析 鉴别 。 

参考 书目 

冯 康 等 编 :< 数值 计算 方法 ,国防 工业 出 版 社 ,北京 ,1978。 
人 . 拉 尔 斯 登 .H. S. 维尔 夫 车 , 徐 献 瑜 等 译 : < 数字 计算 机 上 用 
的 数学 方法 *, 上 海 科学 技术 出 版 社 /上 海 ,1963。(A. Ralstoa and 
H. S. Wilf，Mathematical Methods for Digital Computers, 
John Wiley & Sons,New York, 1960.) 
( 徐 圾 瑜 李 家 楷 ) 

quanlionxu suanzl 
全 连续 算 子 (completely continuous opera- 
tor) 又 称 紧 算 子 ,是 最 接近 于 有 限 维 空间 上 线性 算 
子 的 一 类 重要 算 子 。 

在 线性 代数 中 ， 关 于 线性 变换 所 相应 的 线性 方程 组 
的 求解 问题 已 被 完全 解决 了 ,其 主要 结果 是 , 非 齐 次 线性 
方程 组 有 唯一 解 , 当 且 仅 当 相应 的 齐 次 方程 组 只 有 零 解 ， 
如 果 齐 次 方程 是 退化 的 ,那么 共 思 方程 也 是 退化 的 , 非 齐 
次 方程 组 可 解 当 且 仅 当 自由 项 必 与 共 轿 的 齐 次 方程 组 非 
零 解 相 正 交 ， 并 且 在 可 解 时 ， 还 可 写 出 它 的 解 的 一 切 形 
式 ( 即 通 解 )。20 世纪 初 ,在 讨论 第 二 类 线性 积分 方程 时 ， 
也 得 到 了 和 线性 方程 组 完全 类 似 的 弗 雷 德 者 姆 理论 。 后 
来 ,人 们 发 现 这 种 理论 对 (线性 ) 全 连续 算 子 也 是 成 立 的 。 

全 连续 线性 算 子 ” 设 X 为 巴 拿 赫 空间 ,，T 为 X 到 自 
身 的 线性 算 子 ,如 果 对 关中 一 切 有 界 序列 {x。}, 存在 子 序 
列 {xmw) ,使 了 xm 收敛 ,就 称 了 为 全 连续 算 子 (或 紧 算 子 )。 
如 果 中 某 子 集 内 的 每 个 序列 都 有 收敛 子 序列 ， 就 称 这 
个 集 为 列 紧 集 。 全 连续 算 子 的 定义 可 以 改 述 为 :把 和 中 有 
界 集 映 为 列 紧 集 的 算 子 。 如 果 对 X 中 集 斩 ,定义 几 的 非 
紧 性 测度 为 


z(M)=inffels>0， 存 在 妨 ,gz，… 也 EX, 使 
Mc Bysse)), 
ss 


式 中 B(y, se)={x 1|z 一 如 一 s}，, 那 么 全 连续 算 子 了 的 定 
义 又 可 以 改 述 为 ， 对 一 切 有 界 集 M， 满 足 Y(TM)= 0 的 
算 子 。 

X 上 的 有 限 秩 算 子 〈 即 值 域 是 有 限 维 的 有 界线 性 算 
子 ) 就 是 一 类 重要 的 全 连续 算 子 。 在 希 尔 伯 特 空间 中 ， 
每 个 全 连续 算 子 必 为 有 限 秩 算 子 的 一 致 极 限 〈 见 线性 算 
子 )。 这 个 性 质 在 巴 拿 赫 空 间 中 是 否 成 立 一 直 为 人 们 所 
注意 。 后 来 , P. 思 夫 洛 举 了 一 个 反例 ,对 此 作 了 否定 的 回 
答 , 由 此 更 引起 人 们 对 巴 拿 赫 空间 结构 研究 的 兴趣 。 

全 连续 算 子 的 另 一 个 重要 的 典型 例子 是 L?[0, 1] 上 
的 积分 算 子 ， 如 果 K(s, +t) 为 正方 形 D={(s, t)10<s， 


t<<1} 上 平方 可 积 函 数 ， 则 称 由 CKP)(s)= Ks, fCtyat 


确定 的 3[0,1] 到 自身 的 算 子 K 是 以 K (s,t) 为 核 的 积分 
算 子 , 它 是 LC0, 1] 上 的 全 连续 算 子 。 特 别 ,如 果 当 s<t 


时 ,KCsst) 一 0, 即 有 (Kf)(s) 一 "KCs,t)fktydt, 这 种 积分 


算 子 称 为 沃 尔 泰 拉 算 子 。 

巴 合 赫 空 间 X 上 全 连续 算 子 有 下 述 重要 性 质 ，@ 
全 连续 算 子 的 共 轿 算 子 是 全 连续 算 子 ，@ 7 的 值 域 不 能 
包含 无 限 维 闭 线性 子 空间 ，@ 对 任何 复数 入 *0,， XI 一 
(I 为 单位 算 子 ) 的 值 域 必 是 闭 线性 子 空间 。 

全 连续 算 子 谱 分 析 下面 是 由 F. 里 斯 和 J.P. 绍 德尔 
完成 的 所 谓 巴 拿 赫 空间 上 全 连续 算 子 的 弗 雷 德 霍 姆 理 
论 ， 设 了 是 巴 拿 料 空间 X 上 的 全 连续 算 子 ，@ 当 X 是 无 
限 维 时 ， 零 必 是 了 的 谱 点 ， 且 了 的 谱 的 极限 点 只 可 能 是 
零 ，@ 如 果 夭 0 是 了 的 谱 点 , 则 它 必 是 了 的 特征 值 ， 也 
是 T* 的 特征 值 , 而 且 T 和 T* 相应 于 入 的 特征 子 空间 是 
两 个 维 数 相同 的 有 限 维 子 空间 ，@ 如 果 和 4,X,，,…，, 和， 是 
的 任意 有 限 个 不 同 的 特征 值 ，x*,,*,，…, x 为 相应 的 
特征 向 量 ， 则 x1,X,…，xn 必 线 性 无 关 ，@@ 如 果 和 ,4 分 
别 是 T,T* 的 谱 点 ,并 且 和 关 4 时 , 则 了 相应 于 入 的 特征 向 
量 x 与 T* 相应 于 4 的 特征 向 量 f 必 * 正 交 ”， 即 f(x)= 
0; @ 设 入 关 0, 则 方程 (XI 一 T)x=y 对 一 切 yEX 可 解 的 
充 要 条 件 是 (XI 一 T)z= 0 只 有 零 解 ! @ 如 果 入 是 了 的 非 
零 特征 值 ， 则 方程 (XI 一 了 )x=y 可 解 的 充 要 条 件 是 ! 与 
T* 相应 于 入 的 一 切 特征 向 量 了 正 交 ， @ 如 果 *。 是 T 的 
非 零 特征 值 ， 则 在 Xe 的 某 个 邻 域 中 ，(XI 一 T): 必 有 
了 .人 A. 洛 朗 展开 ， 

< 
=A) 


+ 轧 c.0-xon， 


一 1,0,1,2,…) 是 上 有 


Ca 
XA—X 


+ 二 + 


式 中 Cs(v= 一 n, 一 n 十 1s， 

界线 性 算 子 。 
这 算 子 ”对 希 尔 伯 特 空间 上 的 全 连续 算 子 T， 则 进 
一 步 还 可 以 找到 两 个 就 范 正 交 系 {en} 和 {pw} 以 及 一 列 非 
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负 实 数 xw->0, 合 
T= 
称 (nln=1,2,…)} 为 的 奇异 数 。 如 果 奇 异 数 满足 
Bs < (0<p<)， 


就 称 T 为 oo 类 全 连续 算 子 ， 而 其 中 0, 类 算 子 又 称 为 迹 
类 算 子 ，o。 类 算 子 称 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 。 对 迹 类 
算 子 ?, 它 的 所 有 特征 值 组 成 一 个 绝对 收敛 级 数 , 称 了 的 
特征 值 之 和 为 迹 ， 记 为 trT。 对 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ， 
以 它 奇异 数 平方 和 的 平方 根 作 范 数 ， 也 成 为 一 个 希 尔 伯 
特 空间 ,这 时 内 积 (T,S)= tr(SYT)。 

卡 金 代 数 “” 全 连续 算 子 类 有 一 个 重要 的 代数 性 质 ; 
在 巴 拿 赫 空 间 X 的 有 界线 性 算 子 全 体 号 (X) 中 ， 全 连续 
算 子 全 体 %(X) 是 一 个 团 的 双 侧 理想 ， 即 当 7 为 全 连续 
算 子 时 ,对 任何 4,BE 号 (X),ATB 仍 是 全 连续 算 子 。 在 
无 限 维 空间 中 ， 单 位 算 子 不 是 全 连续 的 ， 所 以 %(X) 是 
贸 (X) 的 一 个 真理 想 。 由 此 可 以 构造 一 个 商 代数 号 (X)/ 
2%E(X)， 称 为 卡 金 代数 。 

弗 雷 他 窒 姆 算 子 ” 设 为 号 (X) 到 写 (X)/SE(X) 的 
典型 映射 ir(4)= A+SC(X), 如 果 x(4) 在 8(X)/(X) 
中 可 道 ， 就 称 4 为 弗 雷 德 年 姆 算 子 。 这 时 ，R (A) 为 闭 
的 ， 且 Ker4 和 X/R(4) 是 有 限 维 空间 。 定 义 4 的 指标 
ind4 = dim Ker A 一 dim X/R(A), X 上 的 弗 雷 德 征 姆 算 
子 全 体 记 为 8(X)。4 到 ind A 的 映射 是 F(X) 到 整数 群 
的 连续 同 态 ,而 且 在 紧 扰 动 下 不 变 , 即 对 

AEG(X) KEX(X); 
成 立 ind( A+K)=ind A。 
在 希 尔 伯 特 空间 的 情况 下 ， 若 
(A)(A*)=4(A*)A(A), 
则 称 4 为 本 质 正常 算 子 。 对 本 质 正常 算 子 ， 利 用 弗 雷 德 
黎 姆 指标 , 有 下 面 非常 重要 的 结果 。 

市 期- 道 格 坟 斯 ~ 菲 尔 英 定 理 ”在 复 可 分 希 尔 伯 特 空 
间 瑟 中, Ti，T; 为 H 上 本 质 正常 算 子 , 则 存在 西 算 子 U， 
使 UTIU* 一 了 ,EK (H) 的 充分 必要 条 件 是 ox (T))= 
on(Ts)), lind(T,~X)~ind(T,—X),M¢o(r(T,)), 

在 非 线 性 算 子 理论 中 也 可 引入 全 连续 算 子 ， 虽 然 它 
失去 了 上 述 全 连续 线性 算 子 的 许多 重要 性 质 ， 但 仍 是 很 


重要 的 一 类 非 线性 算 子 。 ( 严 绍 宗 “ 李 绍 宽 ) 
quanwelfen 
全 微分 (total differential) 一 个 多 元 函数 


Y= 所 xuxa，…，z) 相 应 于 全 部 变 元 同时 变化 时 的 变化 


Au 一 fx 十 Axziyza 十 Axay…yzn 十 Axn) 
一 也 Xia) 
的 线性 主要 部 分 , 即 
ou Ou i 
Wn te + 
( 见 多 元 要 积分 学 )。 
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( 冷 生 明 ) 


qun 
群 (groups) 只 具有 一 个 运算 的 抽象 代数 结构 , 数 
学 中 重要 的 概念 之 一 。 研 究 群 的 性 质 的 理论 称 为 群 论 。 
它 是 抽象 代数 学 的 重要 组 成 部 分 。 

群 的 定义 设 有 一 个 由 任意 元 素 4, b, c，… 组 成 的 
非 空 集合 G, 在 G 上 有 一 个 二 元 运算 使 G 中 任意 两 个 元 
素 a、b 依照 次 序 联结 起 来 的 结果 a- b, 仍 是 G 中 一 个 完 
全 确定 的 元 素 ,并 满足 下 列 三 个 条 件 即 所 谓 群 的 公理 , 则 
G 对 于 运算 称 为 群 : 

G1 结合 律 成 立 。 若 a、b、c 是 G 中 任意 三 个 元 素 ， 
则 (a-b)-c=a:(b:c)。 

G2 单位 元 素 存 在 。 在 G 中 有 一 元 素 。 使 得 对 G 中 
任意 元 素 4 都 有 e-a=a-e=a。 其 中 e 称 为 G 的 单位 元 
素 ,有 时 用 1 表 e。 

G3 ” 逆 元 素 存在 。 对 G 中 任意 元 素 G， 都 有 G 中 一 
个 元 素 " 使 得 a'"a=a.a'=e。 其 中 a' 称 为 4 的 逆 元 素 ， 
常用 om!' 表 a'。 

通常 称 G 上 的 二 元 运算 为 “乘法 ", 称 a.b 为 4 与 b 
的 积 ,并 简写 为 ob。 

若 群 G 对 乘法 还 适合 交换 律 ， 即 对 G 中 任意 两 个 元 
素 a.b 都 有 ab=ba, 则 G 称 为 交换 群 或 阿 贝尔 群 。 此 时 
通常 将 运算 改作 + ， 并 相应 地 改称 "乘法 "“ 积 "“ 单 位 
元 素 e"、“ 逆 元 素 o "为 "加 法 "、“ 和 "和 零 元 素 0"、“ 负 
元 素 一 a"。 

由 结合 律 可 知 ,对 群 G 中 任意 三 元 素 4、b.c， 有 唯一 
确定 的 元 素 abc。 

由 归纳 法 可 证 ,对 G 中 任意 n 个 元 素 @,0,,…, om 也 
有 唯一 确定 的 a,0…a。， 即 只 要 这 n 个 元 素 的 次 序 不 改 
变 ， 不 论 在 它们 中 间 怎样 添加 括号 ， 结 果 者 一样。 这 就 
是 所 谓 广 义 结合 律 。 由 此 很 容易 知道 ，(ab)™'=b™'a™'!。 
在 G 为 交换 群 时 ，aia…ao 之 值 与 cas，…，on 的 次 序 
无 关 。 

设 "为 任意 正 整数 ,a 为 群 G 中 任意 元 素 ,定义 

ap 一 .0…0y d=e, or 一 (on 
by 
于 是 ， 对 任意 整数 m、n 有 (a")"*=a"",，ama"=a"m*"。 当 
多 为 整数 时 ,用 a) 表示 所 有 a" 的 集合 , 则 《a 也 是 一 群 。 
特别 , 若 G 中 有 一 元 素 4。 使 (o= G, 则 G 称 为 循环 群 。 

车 群 G 中 元 素 个 数 是 有 限 的 ， 则 G 称 为 有 限 群 。 否 
则 称 为 无 限 群 。 有 限 群 的 元 素 个 数 称 为 有 限 群 的 阶 。 

群 的 例子 ”四 全 体 整数 的 集合 对 于 通常 的 加 法 “十 ” 
是 一 个 群 ,而 且 是 交换 群 ,此 时 单位 元 素 就 是 数 0, 而 a 的 
逆 元 素 就 是 一 a。 全 体 有 理 数 全 体 实数 .全 体 复数 ,对 于 
加 法 也 都 是 交换 群 ,全 体 偶数 ,全 体 c+ bw 3 (o.b 为 任意 
整数 或 有 理 数 )， 全 体 a+ (a.b 为 任意 整数 ， 有 理 数 ， 
实数 )， 对 于 加 法 也 都 是 交换 群 。 

@ 全 体 非 零 的 有 理 数 、 实数 、 复数， 对 于 通常 的 乘 
法 都 是 交换 群 。 全 体 正 有 理 数 、 正 实数 对 乘法 也 都 是 交 
换 群 。 全 体 非 零 的 4+ bw 3(a.b 为 任意 不 同时 为 零 的 有 


理 数 ), a+bi(a、b 为 任意 不 同时 为 零 的 有 理 数 或 实数 )， 
对 乘法 也 都 是 交换 群 。 全 体 非 零 整数 对 乘法 不 是 群 。 

全 体 有 理 数 、 全 体 实数 、 全 体 复数 、 全 体 ac+bw 2 
(a.b 为 任意 有 理 数 )、 全 体 a+bi (a.b 为 任意 有 理 数 或 实 
数 ) 等 集合 ， 对 加 法 和 ( 除 0 元 素 外 ) 对 乘法 都 构成 交换 
群 , 且 乘法 对 加 法 有 分 配 律 ,它们 又 都 被 称 为 数 域 。 

@ 对 于 任意 一 个 正三 角形 人 ABC, 不 改变 它 在 空间 
所 占 位 置 的 刚体 运动 恰 有 六 个 ， 绕 它 的 中 心 (对 称心 ) 角 
度 为 0"、120*、240* 的 三 个 旋转 (角度 为 0"\360" 的 旋转 
都 看 成 不 动 ) 
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a 稻 转 0 ”, 360°， 
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b 旋转 120 
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旋转 240 


以 及 从 每 个 顶点 到 其 对 边 中 点 的 连结 线 为 对 称 轴 的 三 个 
反射 。 
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六 
a ”以 4D 为 对 称 轴 的 反射 
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b 以 8D, 为 对 称 轴 的 反射 


日 
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上 以 CD; 为 对 称 轴 的 反射 


群 


这 六 个 运动 对 于 相继 实施 的 运算 构成 一 个 群 ， 但 不 是 交 
换 群 。 对 于 任意 正 (> 3) 边 形 ,都 可 得 到 相应 的 群 。 对 
于 空间 五 个 正 多 面体 ,也 可 考虑 相应 的 群 , 恰 有 三 个 不 同 
的 群 ( 见 多 面体 群 )。 

图 任 给 三 个 文字 1, 2, 3。 考虑 把 它们 重新 排列 为 


bc 的 置换 ， 记 为 (2 8 5), 共有 31~6 个 置换 ， 即 


123) /123) /123 

(1 2 3), (2 3 1), (3 1 2), 

123 12 3 123 

1 3 2), (321 (13)。 
把 先 作 一 个 置换 再 作 一 个 置换 称 为 乘法 运算 ， 则 这 六 个 
置换 对 这 种 乘法 是 一 个 群 ,但 不 是 交换 群 。 一 般 地 ,对 于 


任意 7 个 文字 1,2,…,n, 共 nl 个 置换 , 组 成 一 个 群 , 称 
为 n 个 文字 的 对 称 群 5,。S， 中 的 一 部 分 置换 对 于 乘法 也 


可 能 构成 群 , 如 ((3 3 ”了 )), 这 些 都 称 为 轩 
换 群 

@@ 考虑 所 有 nn 阶 复数 矩阵 的 集合 S， 即 考虑 所 有 
的 A= (au)vau 为 复数 ，i,j=1,2,…sn。 S 中 两 个 矩阵 
的 乘积 仍 是 $ 中 一 个 矩阵 ， 但 8 对 于 乘法 不 是 群 。S 中 
所 有 行列 式 不 为 零 的 短 阵 ( 即 可 说 矩阵 ) 对 于 权 法 组 成 
群 , 称 为 复数 域 C 上 一 般 线性 群 , 记 作 GL(n,C), 当 n>1 
时 它 不 是 交换 群 。S 中 所 有 行列 式 为 1 的 矩阵 对 于 乘法 
也 组 成 群 , 称 为 C 上 特殊 线 性 群 SL(n，C)。 若 只 考虑 实 
数 域 R 上 的 知 阵 ， 则 有 群 GL(n, R)，SL(n, R)。( 见 典 
型 群 ) 

考虑 欧 几 里 得 平面 ,其 点 用 坐标 (z, 切 表示 .下列 变 换 
将 点 (z, 9) 变换 到 点 (zx'， 矿 ): xz' 一 az 十 的 十 oy 扩 一 cx 二 
曙 +f， 式 中 放 ,x',y, 妨 为 任意 实数 ,a,b,csdsesf 沸 为 实 


数 且 行列 式 | 外 0。 这些 变换 对 于 相继 实施 的 运算 构 


成 一 群 ,将 平面 中 的 直线 仍 变 成 平面 中 的 直线 , 称 为 平面 
的 仿 射 变换 群 。 保 持原 点 (0,0) 不 变 的 那些 线性 变换 , 即 


e- 轩 0, 且 | 2 外 x*0， 也 成 群 ， 实质 上 就 是 GL (2,8)。 


对 于 一 般 n 维 欧 几 里 得 空间 ,也 可 作 同 样 考虑 。 

简 史 物体 的 形状 往往 具有 这 样 那 样 的 “对 称 性 ”， 
对 于 这 些 “对 称 性 "的 研究 常常 可 以 使 得 人 们 加 深 对 于 物 
体 的 某 些 性 质 的 认识 。 其 中 就 孕育 着 “ 群 "的 概念 ,例如 保 
留 下 来 的 中 国教 煌 壁画 中 的 “ 边 饰 "…“ 项 光 "…“ 灌 井 ”, 以 及 
其 他 文明 古国 的 早期 建筑 和 物品 ， 都 有 很 多 带 “ 对 称 性 ” 
的 图 像 ， 又 如 上 述 例子 中 国 的 欧 几 里 得 平面 上 的 正 多 边 
形 和 欧 几 里 得 空间 中 的 五 个 正 多 面体 都 是 在 平面 或 空间 
的 某 些 旋转 或 翻转 (反射 ) 之 下 保持 所 占 位 置 不 变 的 ， 从 
而 显示 “对 称 性 "。 在 自然 界 中 ,矿物 结晶 体 也 显示 出 “对 
称 性 "。 但 是 直到 18、19 世纪 之 交 , 才 逐渐 产生 和 形成 数 
学 中 “ 群 "的 概念 。 

最 先 产 生 的 是 "个 文字 的 一 些 置 换 所 构成 的 置换 
群 ， 它 是 在 研究 当时 代数 学 的 中 心 问题 即 五 次 以 上 的 一 
元 多 项 式 方程 是 否 可 用 根 式 求解 的 问题 时 ,经 由 T.-L. 拉 
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格 朗 日 了 . 鲁 非 尼 、N.H. 阿 贝尔 和 也. 如 罗 瓦 引入 和 发 展 ,， 
并 有 成 效 地 用 它 彻底 解决 了 这 个 中 心 同 题 。 某 个 数 域 上 
一 元 "次 多 项 式 方程 , 它 的 根 之 间 的 某 些 置换 所 构成 的 
置换 群 被 定义 作 该 方程 的 伽 罗 瓦 群 ,1832 年 伽 罗 瓦 证 明 
了 ， 一 元 ”次 多 项 式 方程 能 用 根 式 求解 的 一 个 充分 必要 
条 件 是 该 方程 的 伽 罗 瓦 群 为 "可 解 群 "( 见 有 限 妊 )。 由 于 
一 般 的 一 元 "次 方程 的 伽 罗 瓦 群 是 个 文字 的 对 称 群 
Sn， 而 当 n>5 时 Sn 不 是 可 解 群 ， 所 以 一 般 的 五 次 以 上 一 
元 方程 不 能 用 根 式 求解 。 伽 罗 瓦 还 引入 了 置换 群 的 同 
构 、 正 规 子 群 等 重要 概念 。 应 当 指出 ，A. -L. 林 丁 早 在 
1815 年 就 发 表 了 有 关 置 换 群 的 第 一 篇 论文 ,并 在 1844 一 
1846 年 间 对 置换 群 又 做 了 很 多 工作 。 至 于 置换 群 的 系统 
知识 和 伽 罗 瓦 用 于 方程 理论 的 研究 ， 由 于 伽 罗 瓦 的 
原稿 是 他 在 决斗 致死 前 夕 赶 写成 的 ,直到 后 来 才 在 C. 若 
尔 当 的 名 著 “ 置 换 和 代数 方程 专 论 ” 中 得 到 很 好 的 介绍 
和 进一步 的 发 展 。 置 换 群 是 最 终 产生 和 形成 抽象 群 的 第 
一 个 最 主要 的 来 源 。 

在 数论 中 , 拉 格 朗 日 和 C.F. 高 斯 研究 过 由 具有 同一 
判别 式 D 的 二 次 型 类 , 即 f=ax*+2bxy+cy*, 其 中 a.b、c 
为 整数 ,x,y 取 整 数值 ， 且 D= 纪 一 ac 为 固定 值 ,对 于 两 
个 型 的 “复合 "乘法 ,构成 一 个 交换 群 。R. 戴 他 多 于 1858 
年 和 L. 克 罗 内 克 于 1870 年 在 其 代数 数论 的 研究 中 也 引 
进 了 有 限 交 换 群 以 至 有 限 群 。 这 些 是 导致 抽象 群 论 产生 
的 第 二 个 主要 来 源 。 

在 若 尔 当 的 专著 影响 下 ，F. 克 莱 因 于 1872 年 在 其 
著名 的 “ 埃 尔 期 根 纲领 "中 指出 ， 几 何 的 分 类 可 以 通过 无 
限 连续 变换 群 来 进行 。 克 莱 因 和 HH. 庞 加 策 在 对 " 自 守 函 
数 "的 研究 中 曾 用 到 其 他 类 型 的 无 限 群 ( 即 离散 群 或 不 连 
续 群 )。 在 1870 年 前 后 ,M.S. 李 开 始 研究 连续 变换 群 即 
解析 变换 李 群 ， 用 来 阐明 微分 方程 的 解 ， 并 将 它们 分 类 。 
这 无 限 变换 群 的 理论 成 为 导致 抽象 群 论 产生 的 第 三 个 主 
要 来 源 。 

人 A. 所 策 于 1849 年 ,1854 年 和 1878 年 发 表 的 论文 中 
已 然 提 到 接近 有 限 抽象 群 的 概念 .P, G. 汕 罗 贝 尼 乌 斯 于 
1879 年 和 EE. 内 托 于 1882 年 以 及 W.F. A. von 迪克 于 
1882 一 1883 年 的 工作 也 推进 了 这 方面 认识 。19 世纪 80 
年 代 ,综合 上 述 三 个 主要 来 源 ,数学 家 们 终于 成 功 地 概括 
出 抽象 群 论 的 公理 系统 ,大 约 在 1890 年 已 得 到 公认 。20 
世纪 初 ,E.V. 享 廷 顿 , EP.H. 莫 尔 ，L.E. 迪克 森 等 都 给 出 
过 抽象 群 的 种 种 独立 公理 系统 ， 这 些 公理 系统 和 现代 的 
定义 一 致 。 

在 1896~1911 年 期 间 ，W. 伯 思 赛 德 的 "有 限 群 论 ” 
先后 两 版 , 颇 多 增益 。G. 弗 罗 贝 尼 乌 斯 \W. 伯 思 赛 德 、 工 
舒 尔 建立 起 有 限 群 的 矩阵 表示 论 后 ,有 限 群 论 已 然 形成 。 
无 限 群 论 在 20 世纪 初 ， 也 有 专著 ， 如 1916 年 0. I0. 施 
米 特 的 著作 。 群 论 的 发 展 导致 20 世纪 30 年 代 抽 象 代数 
学 的 兴起 。 尤 其 是 近 30 年 来 ,有 限 群 论 取得 了 巨大 的 进 
展 ，1981 年 初 有 限 单 群 分 类 问题 的 完全 解决 是 一 个 突 
出 的 成 果 。 与 此 同时 ， 无 限 群 论 也 有 快速 的 进展 。 
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时 至 今日 ， 群 的 概念 已 经 普遍 地 被 认为 是 数学 及 其 
许多 应 用 中 最 基本 的 概念 之 一 。 它 不 但 渗透 到 诸如 几何 
学 代数 拓扑 学 \ 函 数论 ` 泛 函 分 析 及 其 他 许多 数学 分 支 中 
而 起 着 重要 的 作用 ,还 形成 了 一 些 新 学 科 如 拓扑 群 .地 群 
代数 群 、 算 术 群 等 ,它们 还 具有 与 群 结构 相 联 系 的 其 他 结 
构 如 拓扑 ,解析 流 形 , 代 数 徐 等 ， 并 在 结晶 学 ,理论 物理 、 
量子 化 学 以 至 (代数 ) 编 码 学 、 自 动机 理论 等 方面 ,都 有 重 
要 的 应 用 。 作 为 推广 群 "的 概念 的 产物 : 半 群 (只 满足 
G1) 和 么 半 群 (只 满足 Gl 和 G2) 理论 及 其 近年 来 对 计算 
机 科学 和 对 算 子 理论 的 应 用 ， 也 有 很 大 的 发 展 。 群 论 的 
计算 机 方法 和 程序 的 研究 ,已 在 迅速 地 发 展 。 

基本 性 质 ”由 于 在 群 的 定义 中 元 素 和 运算 都 是 一 般 
的 ， 所 注意 的 只 是 两 个 元 素 经 过 运算 与 它们 的 积 元 素 联 
系 起 来 的 关系 ， 因 此 如 果 有 两 个 不 同 的 元 素 集合 和 各 自 
的 运算 ,但 是 这 两 个 集合 各 自 的 两 个 元 素 ,经 过 各 自 的 运 
算 与 各 自 的 积 元 素 联系 起 来 的 关系 却 一 样 ， 那 么 这 两 个 
群 就 可 看 成 是 相同 的 ,这 就 是 群 的 同 构 概念 。 设 群 G 的 元 
素 与 群 G* 的 元 素 是 一 一 对 应 的 , 即 有 一 个 映射 a 使 G 的 
每 一 个 元 素 4 对 应 于 G* 的 一 个 确定 的 元 素 o* 即 aa, 而 
G* 中 的 每 一 个 元 素 又 是 G 的 一 个 唯一 确定 的 元 素 4 的 对 
应 元 素 a* 即 aq, 又 设 G 中 a、b 分 别 对 应 于 G* 中 a*=aa， 
bt 二 ba 时，G 中 a.b 之 积 史 就 对 应 于 G* 中 a*.b* 之 积 
axb* ,也 就 是 说 ,G 中 两 个 元 素 之 积 与 G* 中 对 应 元 素 之 积 
相对 应 , 即 (cb)#*= axbx 或 (ob)a= (aa)(ba)， 则 说 G 同 构 
于 G*, 记 为 GG*。 若 G 同 构 于 G*, 则 G 的 单位 元 素 对 应 
于 G* 的 单位 元 素 ，G 的 元 素 4 的 逆 元 素 47! 对 应 于 G* 
的 对 应 元 素 a* 的 逆 元 素 (a*)"'， 即 (a™')*= (a*)"'。 同 构 
关系 是 一 个 等 价 关系 ， 因 此 所 有 的 群 可 以 依照 同 构 关系 
分 类 。 例 如 ， 全 体 正 实数 对 乘法 的 群 G 和 全 体 实数 对 加 
法 的 群 G* 是 同 构 的 ,因为 正 实数 4 与 其 自然 对 数 lna 是 
一 一 对 应 的 ， 且 In(ab)=In a+lnb, 映射 a>ln a 表明 
GG 对 乘法 与 G* 对 加 法 同 构 , 又 如 ,上 述 例子 中 ,@ 的 正三 
角形 的 运动 群 与 @ 的 三 个 文字 的 对 称 群 是 同 构 的 。 

一 般 地 ， 考 虑 由 一 个 非 空 集合 S 到 $ 本 身 的 一 一 对 
应 。 对 S 上 两 个 一 一 对 应 a、.8 的 乘积 ap 定义 为 a(a8)= 
(aa)B, 式 中 4 为 5S 的 元 素 。 容 易 证 明 S 的 所 有 一 一 对 应 
对 于 此 种 乘法 满足 结合 律 ， 即 任意 三 个 一 一 对 应 a、 B、Y 
满足 (ap)7= a(87)。 恒 等 对 应 1 al=a, 是 此 种 乘法 的 单 
位 元 素 。 若 映射 a>aa=b 是 5S 的 一 一 对 应 , 则 b>a 定义 
北 对 应 7!, 使 aa™'=am'a=1。 因 此 , 任 一 非 空 集合 S 的 
所 有 的 一 一 对 应 对 于 上 述 乘 法 构成 一 个 群 。 若 5S 也 是 一 
个 群 G, 则 G 的 任意 一 个 一 一 对 应 a, 且 对 G 中 任意 a.b 满 
足 条 件 ( 史 )a= (aa)(ba) 的 就 是 G 到 G 自己 的 一 个 同 构 
映射 ， 称 为 G 的 一 个 自 同 构 。 群 G 的 所 有 自 同 构 组 成 一 
群 , 称 为 G 的 自 同 构 群 A(G)。 

车 一 个 群 G 的 元 素 集合 的 一 个 非 空子 集合 HH， 对 于 
群 G 的 运算 ,也 是 群 , 则 五 称 为 G 的 一 个 子 群 ， 记 作 瑟 < 
G. 若 a 是 G 中 任意 给 定 元 素 , 则 中 所 有 的 元 素 h 给 出 
的 元 素 ah 的 集合 ， 用 afH 表示 ， 称 为 G 对 了 HH 的 一 个 左 陪 


集 。 两 个 左 陪 集 aH 和 bf 或 者 有 完全 相同 的 元 素 或 者 
没有 任何 公共 元 素 ， 这 由 o 册 是 否 为 也 中 的 元 素 而 定 。 
因此 G 的 元 素 集合 可 以 看 成 一 些 不 相交 的 的 左 陪 集 的 
并 集 ， 即 G=HUaHUbHU…。 这 些 左 陪 集 的 个 数 称 为 
HH 对 G 的 指数 ， 沁 作 |G:H|, 它 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 。 
例如 取 G 为 所 有 整数 的 加 法 群 ,H 为 所 有 偶数 的 加 法 群 ， 
则 G6G 对 H 的 陪 集 只 及 和 1+H (所 有 奇数 的 集合 )， 因 
此 |G:H| 为 2。 与 左 陪 集 一 样 ,也 可 定义 右 陪 集 Ha。 

QH 与 Ha 一 般 不 一 定 是 相同 的 集合 。 所 有 使 oH= 
Ha 即 aHa™'=H 的 G 中 元 素 4 组 成 G 的 子 群 , 称 为 HH 在 
G 中 的 正规 化 子 , 记 作 Ne(H)。 特别 当 Ne(H) 就 是 G 时 ， 
即 对 G 中 任意 元 素 4。 都 有 aH=Ha 即 aHa™'=H 时 ,H 称 
为 6G 的 一 个 正规 子 群 ， 记 作 H 马 G。 一 般 , aoHa™! 不 等 于 
H, 但 也 是 G 的 一 个 子 群 , 称 为 卫 在 G 中 的 共 辆 子 群 ， 子 
群 的 共 罗 是 一 个 等 价 关系 。 由 此 可 知 共有 |G:Ne(H)| 个 
五 的 共 斩 子 群 ， 而 一 个 正规 子 群 的 共 斩 子 群 只 是 本 身 一 
个 ,因此 正规 子 群 又 称 自 共 斩 子 群 。 对 G 中 任 一 元 素 a， 
映射 zo:g->aga™! 对 G 中 任意 g 定义 G 到 G 上 的 一 个 一 
一 对 应 , 且 为 G 的 一 个 自 同 构 , 称 为 内 自 同 构 。 一 个 正规 
子 群 就 是 一 个 在 所 有 内 自 同 构 下 不 变 的 子 群 ， 因 此 又 称 
为 不 变 子 群 。9 在 映射 xa 下 的 像 dgw-' 称 为 g 的 一 个 共 
二 元 案 , 也 可 以 说 oga™' 与 9 苍 。 元 素 的 共 硬 也 是 一 个 
等 价 关系 ,因此 ,G 的 全 体 元 素 可 分 割 为 一 些 没有 公共 元 
素 的 共 斩 ( 元 素 ) 类 。 

当 HSG 时 , aH*bH=abH， 因 此 可 以 在 G 对 HH 的 左 
陪 集 上 定义 一 个 乘法 ,使 它们 成 为 一 个 新 群 , 称 为 G 对 H 
的 商 群 , 记 作 G/H。 对 于 任 一 群 G 和 另外 一 群 G*, 若 有 一 
个 G 到 G* 上 的 映射 a:g->g*=ga, 即 对 G 中 任意 9g 都 有 
G* 中 确定 的 元 素 9+=ga, 而 且 对 G* 中 任意 元 素 g* 都 
有 G 中 一 个 元 素 9 把 它 作为 像 即 有 g*=ga， 对 应 元 素 的 
积 也 对 应 即 919;*g?9 = (gu92)*， 则 称 a 是 G 到 G* 上 的 
一 个 同 态 , 记 作 G~G*。 此 G 中 单位 元 素 e 映 到 G* 中 单 
位 元 素 e*,G 中 互 逆 元 素 映 到 G* 中 互 逆 元 素 即 (0)* 一 
《g*)"!， 而且 所 有 G 中 映 到 e* 的 元 素 构成 G 的 一 个 正规 
子 群 N, 称 作 映 射 < 的 核 ,并 有 G/N 兰 G*( 同 态 定理 )。 反 
之 ,对 群 G 的 任 一 正规 子 群 K, 使 G 中 元 素 x 映射 到 陪 集 
XK 的 映射 即 为 Gr*G/K 的 同 态 (以 K 为 核 )， 称 为 自然 
同 态 。 由 同 态 定理 易 证 ，@ 若 H<G 且 KSG, 则 HK< 
G 且 有 HNKAH 及 HK/KsH/HNK. ® 关 KAG, K< 
HG, 则 H/K 己 G/K 的 充分 必要 条 件 是 H 己 G, 且 这 时 有 
G/K/H/KG/H, 

通过 群 G 的 一 个 映射 a， 或 者 通过 G 的 一 个 商 群 
G/N(N 是 a 的 核 ), 可 以 从 一 个 角度 粗略 地 研究 G。 综合 
群 的 所 有 映射 或 所 有 的 商 群 也 就 是 所 有 的 正规 子 群 来 研 
究 群 ,是 群 论 中 的 重要 方法 。 

特别 , 当 G* 为 上 述 例子 @ 中 的 GL(n,C) 的 任 一 子 群 
时 , G 到 G* 上 的 同 态 & 称 为 G 的 一 个 (和 矩阵 表示。 通过 
G 的 所 有 (和 矩阵) 表示 对 G 进行 研究 的 理论 发 展 成 为 群 表 
示 论 ， 它 是 群 论 的 重要 组 成 部 分 。 


者 一 个 群 G 除 G 本 身 和 单位 子 群 已 = {e} 外 , 不 包括 
其 他 的 正规 子 群 ， 则 G 称 为 单 群 。 此 时 G 的 同 态 除去 平 
凡 同 态 GE 外 都 是 同 构 ， 单 群 的 研究 既是 基本 的 ,又 是 
恨 深 的 ,并 需要 新 的 方法 。 

G 的 所 有 内 自 同 构 组 成 G 的 自 同 构 群 A(G) 的 一 个 
子 群 ,而 且 是 它 的 一 个 正规 子 群 , 记 作 内 自 同 构 群 KG)。 
当 且 仅 当 g=aga™' (对 于 G 中 任意 a) 时，x 是 单位 自 同 
构 xos 所 有 这 样 的 a 组 成 G 的 中 心 Z(G), 它 是 交换 群 .由 
上 所 述 , 可 以 看 出 G/Z(G) 守 1(G), 又 可 定义 A(G)/1(G)， 
称 为 G 的 外 自 同 构 群 .特别 , 若 G 为 交换 群 , 则 Z(G)=G， 
且 KG)= {zxo}， 因此 一 个 交换 群 的 自 同 构 〈 除 单位 自 同 
构 外 ) 都 是 外 自 同 构 。 

上 述 群 G 的 子 群 HH 在 G 中 的 正规 化 子 No(H), 恒 有 
H3No(H)。 也 可 考虑 G 中 所 有 与 中 元 素 h 都 可 交换 的 
元 素 即 xh=hx 的 集合 Co(H), 它 也 是 G 的 一 个 子 群 ， 且 
Co(H) 性 Ne(H)。 但 是 不 一 定 有 H<Co(H), 而 Hs 
Ca(H) 的 充分 必要 条 件 是 昌 为 交换 的 。 特 别 ,Co(G) 即 G 
的 中 心 。 仿 此 ， 可 以 考虑 G 中 所 有 与 一 已 给 元 素 a 都 可 
交换 的 元 素 的 集合 Cala)， 它 也 是 G 的 一 个 子 群 , 且 a€ 
Cz(a)。 由 此 可 知 ,G 中 怡 有 1G:;G(a)| 个 a 的 共 斩 元 素 。 

对 群 G 中 任 二 元 素 a.b 定义 [a,b]=a™'b™!ab 为 a、b 
的 换 位 子 。 由 于 b=ba[a,b], 故 [a,b]=1 当 且 仅 当 a、b 交 ” 
换 , 而 一 般 它 表明 a、b 偏离 交换 的 差距 ,G 中 所 有 的 换 位 
子 的 有 限 乘积 的 全 体 组 成 G 的 一 个 子 群 G， 称 为 G 的 换 
位 子 群 或 导 群 。G' 的 元 素 并 不 一 定 都 是 G 的 换 位 子 。G” 
是 G 的 正规 子 群 , 即 在 G 的 所 有 内 自 同 构 的 作用 下 不 变 ， 
而 且 G' 在 G 的 所 有 自 同 构 的 作用 下 不 变 , 这 样 的 子 群 称 
为 特征 子 群 , 记 作 G'char G。G/G' 是 交换 群 ， 而且 如 有 
KSG 使 G/K 为 交换 , 则 G'<K， 亦 即 G' 是 使 G 的 商 群 
G/K 为 交换 的 G 中 正规 子 群 K 中 最 小 的 。 若 NG, 则 
N' SG, 即 G 中 任 一 正规 子 群 N 的 换 位 子 群 N' 仍 在 G 中 
正规 。 对 群 G， 作 G' 后 ,可 归纳 地 定义 G "一 (G )，…， 
G'=(G"™')', 对 任意 正 整数 i 若 在 所 作 的 G 的 这 个 正规 
子 群 列 中 含有 单位 子 群 , 则 G 称 为 可 解 群 。 例 如 m 个 文字 
的 对 称 群 5,, 当 n=3、4 时 为 可 解 群 , 而 在 n>5 时 则 不 
是 。 换 位 子 群 与 前 面 讨论 过 的 中 心 ,在 有 限 群 和 拓扑 群 的 
研究 中 都 是 重要 的 。 

从 一 些 已 知 的 群 出 发 可 以 造 出 新 的 群 来 ， 直 积 就 是 
这 样 一 种 重要 的 造 法 ， 它 也 可 能 把 较 复 杂 的 群 归结 到 较 
简单 的 群 。 设 G, 和 G 为 群 ， 有 各 自 的 乘法 和 单位 元 素 
el 和 es。 考 虑 所 有 的 有 序 对 (g1,9:)、(9:,9:)、… 的 集合 G， 
gg 在 Gi 中 ,9:,9: 在 G: 中 ， 并 把 两 个 分 量 元 素 各 自 的 
乘法 合 起 来 作为 G 的 乘法 ， 即 (gs，9:)(9:，9s) = (gig:， 
991)。 对 于 这 样 的 乘法 ,G 成 为 群 , 称 为 群 G, 和 Gs 的 直 
积 , 记 作 G= GxG:， 它 以 e= (elve:) 为 单位 元 素 。G 中 
所 有 元 素 (guvez) 的 集合 GY 是 一 个 正规 子 群 且 同 构 于 Gu 
其 中 9 在 G, 中 .同样 所 有 元 素 (e1,9:) 的 集合 GY 是 一 个 
正规 子 群 同 构 于 G:, 其 中 9g, 在 G, 中 。G=GtG? 且 GtN 
G3={e) 为 G 的 单位 子 群 。 
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若 G 有 两 个 正规 子 群 N, 与 N,, 且 G=NNs, N,N 
N={e}, 就 说 G 分 解 为 N 与 N, 的 直 积 。 这 时 ,NN, 的 每 
个 元 素 和 N 的 每 个 元 素 都 是 可 以 交换 相 乘 的 ， 因 为 由 
hEN, mEN; 即 得 minz'mnENNN=e 或 mm= 
sm。 而 且 G 的 每 个 元 素 可 以 唯一 地 表 成 N, 的 一 个 元 素 
与 Na 的 一 个 元 素 的 乘积 。 

一 般 地 ， 设 7 为 任意 正 整 数 ，G,, G,,…,G, 为 r 个 
群 ， 则 所 有 的 (91,9:,…,gr) 对 于 由 各 个 分 量 的 乘法 合成 
的 乘法 ， 即 (gi,92，…，9r) (gi,92，…s9;) 一 (g1919292，…， 
grgr) 组 成 G1，Gs,…，G, 的 直 积 G=GxG:x…xGr， 
其 中 gg!EG4，i=1,2,…sreG 包含 正规 子 群 G?( 即 当 
ji 时 gy 等 于 Gy 的 单位 元 素 @s 的 全 体 元 素 所 组 成 ) 同 
构 于 G, 且 G=GYGY…G?8。 甚 至 对 于 可 数 无 穷 多 个 Gu 
(i=1,2,…), 也 可 以 这 样 来 定义 Gi(i=1,2,…) 的 直 积 。 
这 时 Gs(i=1, 2, …) 的 直 积 则 指 所 有 那些 (9，g:，…， 
gr，…) 元 素 的 集合 , 每 个 元 素 只 对 有 限 个 i,g, 不 是 G, 的 
单位 元 素 例 如 , 设 G 为 所 有 行列 式 取 正 值 的 ” 阶 实数 算 
阵 的 乘法 群 ,N, 为 G 中 所 有 行列 式 取 1 的 矩阵 的 子 群 ， 
则 ,二 G,N, 为 G 中 所 有 数量 矩阵 XI 的 子 群 , 则 N: 二 G， 
其 中 为 正 实数 ，I 为” 阶 单位 矩阵 ， 则 G= Ni“N:， 且 
Nin Ni {e}, 即 G 分 解 为 N, 与 N: 的 直 积 。 
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群 表示 论 (group representation theory) 

用 具体 的 线性 群 (矩阵 群 ) 来 描述 群 的 理论 ， 是 研究 群 的 
最 有 力 的 工具 之 一 。 在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 它 由 F.G. 
澡 罗 贝 尼 乌 斯 和 W. 伯 恩 赛 德 独立 开创 ， 而 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 的 工作 则 由 工 舒 尔 所 改善 和 简化 。 下 面 只 论 及 有 限 群 
表示 论 。 

设 G 是 有 限 群 ,V 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 
GL(V) 是 Y 上 全 体 可 逆 线性 变换 所 组 成 的 群 。 从 G 映 入 
GL(V) 的 一 个 同 态 

po:G->GLCV) 
gp(g) 
称 为 G 的 一 个 表示 ， 而 V 称 为 p 的 表示 空间 。 设 U 是 V 
的 一 个 子 空间 ,车 p(g)USU,YgEG, 则 称 U 是 V( 关 于 
P) 的 一 个 不 变 于 空间 ， 这 时 p(g) 在 U 上 的 限制 就 给 出 G 
的 一 个 表示 
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Plo:G>GL(U) 
gmp(g)loe 

如 果 没 有 非 零 真 不 变 子 空间 ,就 说 V 是 不 可 约 表示 空间 ， 
而 p 称 为 G 的 不 可 约 表示 ;否则 就 说 V 和 p 是 可 约 的 ,如 
果 V 有 不 可 约 不 变 子 空间 Vi,V,,…,V。 使 V 是 它们 的 
直 和 即 V=V,@@…@@V,， 就 说 p 是 完全 可 约 的 。 这 时 , 若 
Pe(9)=p(9)|res 则 记 p=p1+ ps 十 …+prs 并 说 p 分解 成 
不 可 约 表示 Pp1,p;,…, pr 的 和 。 有 限 群 表示 论 的 一 个 重 
要 结果 即 马 施 克 定理 ， 有 限 群 的 任 一 表示 都 是 完全 可 约 
的 。 因 此 ,研究 有 限 群 的 表示 只 要 研究 它 的 不 可 约 表示 就 
够 了 。 

设 6:G-~>GL(V) 是 有 限 群 G 的 一 个 表示 。 如 果 选 了 
的 一 个 基 my，D，…bn， 并 令 


pg)u= 以 ou(g)o Gu EC i=1,2,. sn), 


那么 映射 9g>(aw(9)), gEG, 就 是 从 G 映 入 GLn(C) 的 
同 态 , 称 为 与 ”相应 的 G 的 矩阵 表示 。 设 相应 于 V 的 两 个 
基 ，2 分 别 相应 矩阵 表示 gr*(cu(9)) 和 9-*(bu(9))， 则 
有 可 逆 矩 阵 已 使 (ou(g))= P-'(bu(g))P,VgEG。(P 实 
际 上 是 了 的 两 个 基 的 转换 矩阵 ), 这 时 就 说 这 两 个 矩阵 表 
示 是 等 价 的 。 
设 w; 和 是 有 限 群 G 的 两 个 表示 ,表示 空间 分 别 是 
VV 和 V,, 如 果 有 可 逆 线 性 映射 p:Vi>Vs 使 P(p1(g)01) 一 
Pa(9)P(V1),，YVVEV1，gEG, 就 说 p, 和 ps 是 等 价 的 。 显 
然 ,两 个 表示 等 价 , 当 且 仅 当 它们 相应 的 矩阵 表示 是 等 价 
的 。 等 价 的 表示 并 不 视 为 有 什么 本 质 区 别 。 
设 有 是 有 限 群 G 的 子 群 ,X,，X,,…, Xs 是 五 在 G 中 
一 左 陪 集 代表 系 ,Pp 是 HH 的 一 个 表示 。 那 么 , 对 每 个 gEG 
规定 po 
P(XI'gK1) p(Xi'gRs) 
PAXT'gK1) p(XT'GX) 


p(XT'gX,) 
P(X3'gX,) 
， 小 
PX GX) PAX GX) 1 po XE GR) 
式 中 
p(Xr'gX) ,3 Xr'gXEH, 
0, 当 Xr'gX EH。 
209 是 G 的 一 个 表示 , 即 所 谓 p 的 诱导 表示 。 设 p 和 yy 是 
G 的 两 个 表示 , 规定 p@y: g 一 p (9) @y (9g), 其 中 
P(9)@yY(9) 是 矩阵 PC(09) 和 y(9) 的 克 罗 内 克 乘 积 ,yp@yY 也 
是 G 的 一 个 表示 , 即 表示 2 与 y 的 张 量 积 所 谓 mxm 矩 
阵 4= (auw)i<orsmn 和 ?xm 矩阵 了 = (bu)icwxcn 的 克 罗 
内 克 乘 积 ( 张 量 积 ), 是 指 AxB= (auB)i<ox<me。 它 是 一 个 
mnx mn 矩阵 。 例 如 , 当 加 = 2 一 3 时 ， 
aubn 
bar 
lb 
Qabn 
Qabat 
by Qnbss 


PXT 于 


oub oabn Qabys 
aazbzz 
Quabya 
Cazbis 
azbzz 


oazbsz 


ob aaabu 
Guzbss 


Qubss 


Gaabss 


Qubss 
Qubss 


Gab 


aubss 
anbss 
Qaibys 
gaibss 
Gabss 


aaaba 
大 二 ab 
Gab 
gazba 
Qaabs 


Qaibzs Qaabys 


Gaabss 


设 p:G~>GL(V) 是 有 限 群 G 的 一 个 表示 。 令 xo(9) 一 
Trp(g),YgEG, 则 xo 是 定义 在 G 上 的 函数 .显然 亡 在 G 
的 共 罗 类 上 取 相 同 的 值 ， 因 此 xs。 是 G 的 类 函数 ,xo 称 为 
表示 p 的 特征 标 。 当 p 不 可 约 时 ，xo 称 为 不 可 约 特征 标 。 
特征 标 实际 上 确定 了 表示 ,可 以 证 明 ,两 个 表示 等 价 ， 当 
且 仅 当 它们 的 特征 标 相等 ,利用 特征 标 还 可 以 证 明 ,G 只 
有 有 限 个 不 同 的 不 可 约 特 征 标 ， 其 个 数 愉 好 等 于 G 的 共 
元 类 的 个 数 。 因 此 研究 有 限 群 的 不 可 约 特征 标 是 有 重要 
意义 的 。 关 于 不 可 约 特征 标 有 所 谓 正 交 关系 ， 即 设 x1， 
xia 5 是 G 的 不 同 的 不 可 约 特征 标 , gj, ga 和 是 G 
的 所 有 的 不 同 的 共 示 类 中 的 代表 元 , 而 hh,h，…,h。 是 这 
些 共 示 类 中 元 素 个 数 , 则 有 

Bec dwg) = GLsbjso， 
名 lg son) =0n RL 
式 中 3 为 克 罗 内 克 5。 

诱导 表示 的 特征 标 称 为 诱导 特征 标 。 表示 的 张 量 
积 的 特征 标 是 相应 特征 标的 乘积 。 诱 导 特征 标 及 与 其 有 
关 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 互 反 律 和 特征 标 乘积 的 分 解 ， 是 表示 
论 的 主要 工具 。 所 谓 弗 罗 贝 尼 乌 斯 互 反 律 , 即 若 “与 少 分 
别 为 G 与 了 的 不 可 约 表 示 , 则 在 pg ( 即 p 限制 到 H 上) 
的 完全 分 解 中 出 现 的 重 数 等 于 。 在 诱导 表示 ?的 完全 
分 解 中 出 现 的 重 数 。 

对 任意 域 下 亦 可 象 对 复数 域 C 那样 定义 表示 空间 、 
表示 及 特征 标 等 。 若 了 的 特征 不 整除 有 限 群 G 的 阶 ， 则 
仍然 有 表示 的 完全 可 约 性 ,如 果 了 同时 还 是 代数 封闭 的 ， 
那么 用 卫 代 替 C， 以 上 的 讨论 都 成 立 。 以 nn 记 有 限 群 G 
的 所 有 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍数 。H. 马 施 克 于 1898 年 曾 
猜想 G 的 所 有 不 可 约 表示 皆 可 在 n 次 分 圆 域 Q ($n) (fn 
为 n 次 本 原单 位 根 ) 中 实现 ， 即 如 果 x 是 G 的 一 个 (在 复 
数 域 C 上 的 ) 不 可 约 特征 标 ， 那 么 存在 一 个 和 矩阵 表示 
p:G-*GLnQ(fa) ,m=x(1), 其 特征 标 即 x。R. D. 市 饶 尔 
在 1945 年 证 明了 这 个 猜想 。 

将 群 表示 论 应 用 于 有 限 群 的 研究 ， 最 早 的 最 著名 的 
结果 是 伯 思 赛 德 定理 , 阶 为 p*g? 的 群 是 可 解 群 ， 这 里 P、 
q 是 相 异 素数 ,a.B 是 非 负 整数 。 近 年 来 这 个 定理 虽 已 有 
了 抽象 群 论 的 证 明 , 但 不 如 用 表示 论 的 原 证 简捷 。 

20 世纪 20 年 代 ，E. 诺 特 强调 了 “ 模 " 这 一 代数 结构 
的 重要 性 ,她 把 有 限 群 G 的 表示 p:G->GL(V ) 的 表示 空间 
V 看 成 一 个 双 模 , 即 除 了 域 下 的 元 素 作 为 算 子 ( 即 V 到 V 


的 自 同 态 ) 外 ， 还 容许 群 环 FCG] 的 元 素 钨 og, (a EP， 
g1,92，…sgn 是 G 的 全 部 元 素 ) 作 为 算 子 : 

‘ 名 oj) v= og) (vvEV), 
并 且 适 合 条 件 


( 吕 a0) w=<( 训 cai) 


(veEF, veV, 为 aa,EF[G]) 


(sj,kse), 


群 


的 模 。 反 之 ， 给 定 一 个 有 限 维 F [GJ 的 模 V， 显 然 每 个 
9EG 在 Y 上 引起 一 个 可 逆 线 性 变换 , 由 此 得 到 G 的 一 个 
表示 。 对 于 F[G] 的 模 , 可 以 与 上 文 完全 平行 地 定义 可 约 
性 ,不 可 约 性 及 完全 可 约 性 。 一 个 F[G] 的 模 是 可 约 的 或 
不 可 约 的 或 完全 可 约 的 ， 当 且 仅 当 G 的 相应 的 表示 是 可 
约 的 或 不 可 约 的 或 完全 可 约 的 。 所 谓 一 个 代数 4 是 半 
单 的 ， 是 指 所 有 的 4 模 都 是 完全 可 约 的 。 因 此 群 代数 
F[G] 是 半 单 的 。 这 样 ,E. 诺 特 就 将 代数 结构 论 和 群 表示 
论 融合 为 一 ,推进 了 这 两 个 分 支 的 发 展 。 

近 50 年 来 , 布 饶 尔 将 群 表示 论 的 研究 大 为 深化 ， 他 
引进 了 模 表 示 论 ， 研 究 了 群 阶 除 尽 域 的 特征 的 域 上 的 表 
示 ， 以 及 模 表 示 与 常 表示 ( 即 C 上 的 表示 ) 的 关系 ， 而 群 
表示 论 在 有 限 群 结构 理论 中 起 着 日 益 重 要 的 作用 。 在 这 
方面 的 第 一 个 重要 结果 是 费 特 -汤姆 森 证 明了 有 长 期 历 
史 的 伯 思 赛 德 猜 想 ， 奇 数 阶 群 都 是 可 解 群 。 近 年 来 则 导 
致 了 有 限 单 群 分 类 问题 的 解决 .( 见 有 限 单 群 ) 

有 限 群 的 表示 论 已 推广 到 无 限 群 ， 特 别 是 局 部 紧 拓 
扑 群 ,这 成 为 近代 分 析 的 一 个 主要 领域 ,推广 了 经 典 的 传 
里 叶 分 析 。 群 表示 论 在 理论 物理 和 量子 力学 中 有 重要 的 
应 用 。 
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qunshong tlaohe fenxl 
群 上 调和 分 析 (harmonic analysis on groups) 
又 称 群 上 传 里 叶 分 析 、 抽 象 调和 分 析 。 它 是 古典 调和 分 
析 ( 即 传 里 叶 级 数 与 传 里 叶 积 分 理论 ) 的 统一 与 推广 。 它 
的 研究 对 象 是 拓扑 群 上 的 函数 或 测度 以 及 由 它们 构成 的 
空间 或 代数 。 

概论 在 古典 调和 分 析 中 ， 为 了 研究 一 个 实 变量 的 
函数 ( 即 实 轴 群 R 上 的 函数 ) 或 周期 函数 〈 即 回 周 群 了 上 
的 函数 ), 传 里 叶 提 倡 的 方法 是 将 此 函数 了 按 三 角 函 数 系 
{em},en 或 {e”)ses 展开 。 这 就 要 先 求 出 了 的 传 里 叶 变 
换 (t),tER, 或 傅 里 时 系数 {csjse, 式 中 


fp= 埃 foer edr， 
一 去 | fewar， 
然后 用 下 述 积分 或 级 数 还 原 出 也 
Ta 一 | ipeed fr)~Eeer, 
这 个 方法 就 称 为 侍 里 叶 分 析 方法 ， 它 的 实质 是 通过 对 伟 
里 叶 变换 进行 讨论 以 达到 对 函数 自身 的 了 解 。 
古典 调和 分 析 的 两 个 方面 ( 即 级 数 部 分 与 积分 部 分 ) 
无 论 就 结果 与 方法 而 言 十 分 相似 。 此 外 ， 还 发 现 沃 尔 
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(2) 


qun 


什 级 数 与 传 里 叶 级 数 相 似 , 梅 林 变换 与 传 里 叶 变换 相似 。 
这 些 相似 使 人 们 容易 想到 它们 之 间或 许 存在 某 种 本 质 上 
相同 的 东西 。 把 式 (1) 中 两 式 合并 写成 


j= rmtzdhtm) ‘te@), CD) 


式 中 G 分 别 表示 R 与 T,G 分 别 表示 R 与 Z (整数 群 )， 
区 xz) 分 别 表示 er 与 em，dk(x) 两 种 情况 下 都 表示 惑 
贝 格 测度 dz。 可 以 发 现 两 种 情况 下 G 都 是 群 ;G 是 由 G 决 
定 的 另 一 个 群 ;tx) 是 复 值 函数 , 它 的 值 域 在 复 平面 的 单 
位 回 周 上 ,并且 满 足 乘 性 关系 :t(x-y)=t(x)t(y)( 式 中 
表示 群 的 运算 ); 而 dh(x) 是 群 G 上 一 个 有 特殊 地 位 的 测 
度 。 除 了 傅 里 叶 系数 与 变换 可 以 这 样 统一 以 外 , 沃 尔 什 系 
数 与 梅林 变换 也 能 用 上 述 式 1)' 表示 。 对 前 者 只 需 令 
G=[0,1], 并 在 G 中 定义 一 个 按 位 模 2 加 法 使 之 成 为 二 
进 群 DG=Z*，{t(x)),-4={yo(x))? ( 式 中 {ya(zx)} 
是 沃 尔 什 函 数 系 ， 按 佩 利 次 序 排列 ); dy 就 是 勤 贝 格 测 
度 。 对 后 者 只 需 令 G=R*( 正 实数 的 乘法 群 )，G=R， 
{ted = {eens (WE, 


不 仅 如 此 ， 这 样 用 群 论 观点 看 待 沃 尔 什 级 数 与 梅林 变换 
还 给 他 们 的 研究 带 来 了 极 大 的 方便 。 这 些 事实 使 人 自然 
想到 ,调和 分 析 的 合适 对 象 可 以 是 更 一 般 群 上 的 函数 ,这 
正 是 群 上 调和 分 析 这 一 学 科 诞 生 的 动力 。 要 在 群 上 运用 
傅 里 叶 分 析 方法 ,首先 就 要 能 在 群 上 定义 伟 里 叶 变换 。 由 
式 (1)' 可 知 ,这 至 少 要 求 在 如 下 三 个 问题 中 作 美 基 工作 ， 
@ 拓 扑 群 上 如 何 定义 积分 ， 特 别 是 有 没有 一 个 测度 能 起 
到 古典 情形 下 惑 贝 格 测度 那样 的 特殊 作用 ? @@ 对 给 定 的 
G, 合 适 的 @ 是 什么 ? @ 对 给 定 的 G 能 不 能 找 出 合适 的 “ 积 
木 结构 "{!K(x)}ie8( 式 (2) 说 明 {t(x)}ed 能 复合 出 许多 
函数 , 象 积木 能 复合 出 许多 建筑 物 一 样 )?20 世 纪 20 年 代 
中 期 ,H. 外 尔 先 对 某 些 特殊 紧 李 群 ,然后 与 P. 彼得 合作 
对 一 般 紧 李 群 得 到 了 上 述 几 个 问题 的 满意 回答 ， 建 立 了 
著名 的 外 尔 -彼得 定理 ,从 而 奠定 了 紧 群 上 调和 分 析 的 基 
础 。 其 后 不 久 , A. 哈 尔 对 满足 某 些 条 件 的 局 部 紧 群 证 明 
了 第 一 个 问题 中 的 特殊 测度 通称 哈 尔 测度 ) 的 存在 
性 。A. 书 伊 在 其 后 的 几 年 ， 对 局 部 紧 群 上 的 哈 尔 测度 及 
局 部 紧 交 换 群 上 的 调和 分 析 进 行 了 一 系列 的 疯 基 研究 ， 
并 于 1940 年 发 表 名 著 《 拓 扑 群 上 的 积分 及 其 应 用 》, 从 而 
宣告 了 这 一 学 科 的 诞生 。 除 此 以 外 以 巧 .M. 关东 范 健 为 
首 的 苏联 学 派对 群 上 调和 分 析 的 形成 与 发 展 也 作 了 十 分 
关键 的 贡献 .由 于 对 既 不 是 交换 也 不 是 紧 的 一 般 拓扑 群 ， 
上 述 第 二 、 三 两 个 问题 甚至 都 不 能 说 已 经 有 了 令 人 满意 
的 答案 ， 因 此 这 方面 的 调和 分 析 仍 处 于 待 发 展 阶段 。 但 
若 对 群 附加 别 的 限制 条 件 ,如 李 群 结构 , 则 此 时 的 和 与 
{tx)},e6 有 比较 满意 的 选择 ， 并 且 在 某 些 特殊 情形 下 ， 
它们 还 能 被 具体 地 写 出 来 。 这 样 ， 古 典 调和 分 析 中 的 某 
些 定量 结果 也 能 推广 到 这 种 情形 。 

群 论 观点 进入 调和 分 析 除了 有 上 述 统一 与 推广 的 意 
义 外 ， 还 使 某 些 看 起 来 彼此 不 相关 的 现象 间 的 内 在 联系 
被 揭示 得 更 清楚 ， 这 使 得 调和 分 析 内 部 各 分 支 之 间 以 及 
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调和 分 析 与 其 他 学 科 例如 泛 函 分 析 、 代 数学 、 群 表示 论 、 
模 形式 等 的 联系 变 得 更 为 密切 。 因 此 ， 群 上 调和 分 析 可 
以 说 是 一 门 既 具 应 用 价值 〈 正 如 它 对 概率 论 、 数 论 与 微 
分 方程 等 所 起 的 作用 所 说 明 的 ) 又 具 理 论 意义 的 综合 ， 
学 科 。 

局 部 村 T 群 一 个 既 有 群 结构 (其 群 运算 用 乘法 表 
示 ) 又 有 拓扑 结构 ,并 且 两 者 有 某 种 联系 的 集合 称 为 一 个 
拓扑 群 。 当 它 的 拓扑 结构 是 局 部 紧 的 并 且 满 足 T。 分 离 性 
时 就 称 为 局 部 紧 7, 群 。 群 上 调和 分 析 主 要 只 考虑 这 样 
的 群 。 

哈 尔 测度 ”局 部 紧 群 G 上 的 在 左 ( 右 ) 平 移 作 用 下 不 
变 的 非 负 (不 恒 为 0) 正规 波 莱 尔 测 度 称 为 G 的 左 ( 右 ) 哈 
尔 测度 。 所 谓 “ 平 移 作 用 下 的 不 变 测度 "的 含意 可 以 有 两 
种 等 价 理解 。 设 4 是 G 上 一 个 测度 。 对 每 个 aEG 都 可 
定义 G 上 的 一 个 左 平移 x>ax, YxEG, 相 应 地 每 个 4 可 
测 集 王 被 平移 为 aE。 如 果 所 有 aE 都 是 4 可 测 的 , 且 aE 
与 的 4 测度 相等 ， 则 称 4 是 左 平移 不 变 的 。 另 一 种 理 
解 基于 测度 的 下 述 等 价 定 义 ， 即 测度 4 是 K(G) (G 上 
所 有 有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 ) 上 的 线性 泛 函 ， 或 称 
K(G) 上 的 积分 , 记 为 


sifuD= | fer)dnx) (WfEKCG)), (3) 


对 每 个 aEG 可 以 定义 作用 在 K(G) 上 的 左 平移 算 子 
To:f>of(z) 一 faxz) (vfEK(G)), 

如 果 ulef)=n(f) 〈(YJEK(G)，YaEcG)， (4) 

那么 , 4 称 为 左 平移 不 变 的 。 

哈 尔 测度 对 怎样 的 G 是 存在 且 唯一 的 ， 这 是 一 个 困 
惑 人 们 多 年 的 难题 。 早 在 19 世 纪 末 与 20 世 纪 初 ,许多 数学 
家 就 对 一 些 具体 的 群 探讨 过 这 个 问题 。 直 到 1933 年 , 哈 
和 尔 才 在 这 个 问题 上 迈 出 决定 性 的 一 步 。 他 对 任意 有 可 列 
开 基 的 局 部 紧 群 确立 了 哈 尔 测 度 的 存在 性 。 韦 伊 随后 用 
式 (3) 理 解 测度 ,从 而 对 哈 尔 的 结果 作 了 整理 与 推广 ， 他 
对 任意 局 部 紧 群 确立 了 哈 尔 测度 的 存在 性 与 〈 除 一 个 党 
数 倍数 以 外 的 ) 唯 一 性 。 此 外 ， 角 谷 静 夫 与 H, 圳 当 也 在 
这 个 问题 上 作出 过 很 重要 的 贡献 。 

在 交换 群情 形 ， 左 、 右 哈 尔 测度 是 一 样 的 ,但 在 非 交 
换 情 形 却 不 一 样 了 ， 它 们 由 哈 尔 模 函 数 相互 联系 。 任 取 


一 个 左 哈 尔 测度 dz， 则 对 任意 aeG, ->| 1 (zar 0) dx 


仍 是 K(G) 上 的 一 个 左 不 变 积分 ， 故 由 唯一 性 知 存在 正 
数 A(a), 使 


| raorode-A| fear (VfEK(G))。 (5) 


这 个 A(a) 是 G 到 正 数 乘法 群 R* 内 的 一 个 连续 同 态 , 它 
称 为 G 的 哈 尔 模 函 数 。A(a) =1 的 群 称 为 么 模 群 。 除 交 
换 群 外 ， 所 有 紧 群 都 是 么 模 群 。 对 任意 取 定 的 左 哈 尔 测 
度 dx, 通常 的 变量 代 换 引出 的 两 个 常见 测度 可 通过 模 函 
数 如 下 表示 

dxza)=A(a)dz， dx!'=A(x) dr, 
这 旦 dz- 可 以 证 明 是 一 个 右 哈 尔 测 度 。 


当 考虑 G 模 某 个 子 群 (或 正规 子 群 ) 所 得 的 齐 性 空 
间 ( 或 商 群 ) G/H 时 , 其 上 的 拟 不 变 (或 不 变 ) 测 度 可 通过 
韦 伊 公式 互相 联系 ， 因 此 群 上 调和 分 析 可 服务 于 齐 性 空 
间 上 的 调和 分 析 。 

对 偶 群 、 对 偶 对 象 “ 它 是 拓扑 群 的 某 种 意义 下 的 对 
偶 ， 可 以 用 来 研究 拓扑 群 的 结构 ， 也 可 以 用 来 定义 傅 里 
叶 变换 。 

设 G 是 交换 的 局 部 紧 rs 群 ,G 到 群 了 内 的 连续 同 态 
称 为 一 个 (连续 ) 特 征 。 避 如 群 R 与 的 所 有 (连续 ) 特 征 
分 别 为 {etejien 与 {emejnez。 设 合 是 G 的 所 有 (连续 ) 特 
征 的 集合 ， 可 以 定义 人 中 的 乘法 为 (vt)->ht:， 其 中 
tts(%) =ti(X)ts(x)， 右边 是 复数 的 普通 乘法 。 还 可 以 定 
义 它 的 拓扑 如 下 ,对 于 所 有 s> 0 与 紧 集 K, 令 

P(K,s)={tEG ||t(x)-1|<e, vxEK} 
为 G 的 单位 的 基本 邻 域 组 。 可 证 ,，G 在 这 样 定义 的 群 与 
拓扑 结构 下 是 一 局 部 紧 Ts 交换 群 ， 它 就 称 为 G 的 对 偶 
群 。 可 以 证 明 在 这 样 定义 的 对 侦 群 概念 下 , 总 ,个 分 别 与 
及 及 了 拓扑 同 构 。 

对 非 交换 的 局 部 紧 Ts 群 G, 定 义 全 是 G 的 所 有 连续 
不 可 约 西 表示 的 等 价 类 的 全 体 ， 它 在 适当 的 拓扑 下 便 称 
为 G 的 对 偶 对 象 。 如 G 是 紧 群 ， 则 G 的 每 个 连续 不 可 约 
西 表示 UU 都 是 有 限 维 的 ， 即 存在 希 尔 伯 特 空间 Ho, dr 一 
dim Hu< oo， 使 得 U(x) 对 每 个 *EG 都 是 Ho 上 的 西 算 
子 。 此 时 人 的 合适 拓扑 是 离散 拓扑 。 

关于 这 个 对 偶 概 念 ,有 一 个 重要 的 事实 是 对 偶 定理 。 
对 交换 群 的 谍 特 里 亚 金 - 范 坎 珀 定理 说 ， 在 如 下 的 自然 
嵌入 映射 a 下 ， 

a:G-G， a(x)(t)=t(x) (vtEG), 
G 与 各 拓扑 同 构 。 这 个 定理 说 明 ,由 个 可 以 决定 G, 并 
且 G 与 @ 的 地 位 是 平等 的 。 对 于 非 交换 的 紧 群 G, 也 有 
一 个 类 似 的 田中 - 克 雷 思 对 偶 定理 。 它 说 ， 合 也 唯一 地 
决定 了 G, 即 可 通过 G 构造 一 个 紧 群 与 G 拓 扑 同 构 。 

群 代数 、 测 度 代数 、 傅 里 叶 代数 、 伟 里 叶 -斯 带 尔 杰 斯 
代数 “这些 是 群 上 调和 分 析 最 主要 的 研究 对 象 。 考 虑 一 
般 局 郎 紧 7, 群 G。L'(G) 是 G 上 ( 左 ) 哈 尔 可 积 函数 的 等 
价 类 的 全 体 ， 在 普通 线性 运算 , 范 数 |f| 一 | ,1f(z)1dr， 
卷 积聚 法 * 

(fs 09>) x) = | fear yay, 
以 及 对 合 运算 一 

f(x) =x A (fx)=f(x')) 
下 所 成 的 巴 拿 赫 对 合 代数 。 它 ,或 者 它 的 单位 扩充 , 常 称 
为 群 G 的 群 代数 。 

M(G) 是 G 上 所 有 复 值 正规 有 界 波 莱 尔 测度 的 全 体 
在 普通 线性 运算 、 全 变 差 范 数 |u= |4|(G)、 卷 积 乘法 * 


《up v) Av, ee duxv (x) 


-| | g(xy)du(x)d(y) (VpEK(G)), 
可 


以 及 对 合 运算 一 
sn, | wodzz)=(| sz)awlz)) (veKG))， 


下 所 成 的 巴 拿 赫 对 合 代数 , 它 就 称 为 G 的 测度 代数 。 

侍 里 叶 代数 A(G) 与 伟 里 叶 - 斯 蒂 尔 杰 斯 代数 B(G) 
在 交换 群 时 不 是 新 概念 。 它 们 是 

4(G)=(L(G)) ，BG)=(MCG))， 

式 中 括 弧 外 面 的 人 表示 傅 里 叶 变换 。 当 G 非 交换 时 ,它们 
却 是 新 概念 。B(G) 定 义 为 G 上 所 有 连续 正定 函 教 的 集合 
P(G) 线 性 生成 的 空间 , 在 普通 线性 与 乘法 运算 与 适当 拓 
扑 下 所 成 的 一 个 巴 拿 赫 代数 。 A(G) 定 义 为 B(G) NK(G) 
在 B(G) 内 的 闭 包 。A(G) 有 一 个 非常 著名 的 特例 就 是 群 
T 上 所 有 绝对 收敛 的 传 里 叶 级 数 所 构成 的 代数 A(T) 
即 (L\(Z))*。 关 于 它 ， 有 一 个 著名 的 维 纳 - 莱 维 定理 ,对 
一 般 的 A(G) 与 B(G) 有 一 些 类 似 的 事实 。 

傅 里 叶 变 接 、 伟 里 叶 - 斯 带 尔 本 斯 变 撞 设 G 是 交换 
群 ,G 是 它 的 对 偶 群 ,定义 


jp-| aia (vierG), 6) 


a = | Eapav) (VaEM(G))， (6)" 


式 中 (x,t) 是 Kx) 的 对 称 写法 ,一 "表示 复数 共 斩 。 它 们 
称 为 了 与 4 的 传 里 叶 变换 ,后 者 有 时 也 称 为 传 里 叶 -斯 蓝 
和 尔 杰 斯 变换 。 当 G 非 交换 时 ,下 面 以 紧 群 为 例 ， 设 "E 人 @ 
是 任 一 表示 等 价 类 ,U' 是 任 取 的 属于 " 的 一 个 表示 , 记 
Ue) 的 表示 空间 为 He， 其 维 数 为 do {60,880?，… 80?} 
是 任 取 的 一 组 标准 正 交 基 ,<*，*) 表 内 积 ， 记 DD 是 H。 内 
如 下 定义 的 共生 线 性 算 子 ; Zaitf > Za ， 则 U0 一 
DU'%'D 称 为 U'' 的 共 因 表 示 。 则 可 以 定义 传 里 叶 变换 
为 


Mo)=| .Derdntm) (YaEM(G)，vEG)。 (7) 
这 是 一 个 算 子 值 积 分 , 它 的 意义 是 Vi，?EH。 有 
Co)E, 肋 =| eemanz)。 


这 个 定义 中 虽然 有 某 些 不 确定 的 因素 〈 如 U'") 与 忆 的 选 
取 ), 但 传 里 叶 变换 的 本 质 性 质 并 不 因此 受 影 响 。 

传 里 叶 变 换 有 如 下 最 基本 事实 仅 以 交换 群 为 例 ) 。 
@u>h 是 M(G) 到 B(G) 上 的 ,以 及 f>7 是 L(G) 到 
A(G) 上 的 巴 拿 赫 对 合 代数 同 构 ， 并 且 B(G) 中 的 元 素 都 
是 一 臻 连续 的 函数 , 4(G) 中 的 元 素 是 无 穷 远 处 趋 于 0 的 
连续 函数 。 后 者 称 为 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 。 此 外 “ 同 构 ” 草 
涵 变 换 是 一 一 的 , 即 h=0 推出 4=0。 这 是 笠 里 叶 变 换 的 
唯一 性 定理 。@ 对 每 个 1E，p->h(t) 与 -> 六 t) 分 别 是 
代数 MM(G) 与 L(G) 的 复 同 态 ,特别 有 

(uxv)"(t)=At)S(t), (fug)"(t)=Ht)G(t), 

侍 里 叶 变换 与 卷 积 的 这 个 关系 是 传 里 叶 变换 的 重要 性 的 
主要 来 源 。 

也 有 用 交换 巴 拿 埋 代 数 的 盖 尔 范 德 理论 来 定义 交换 
群 上 的 伟 里 叶 变 换 的 。 即 EL'(G) 的 传 里 叶 变 换 定 义 为 
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qun 


群 


了 作为 巴 拿 赫 代数 L(G) 的 元 素 的 盖 尔 范 德 变换 。 这 种 
定义 与 前 述 定义 是 一 致 的 。 

普 期 对 尔 定理 、 夫 斯 多 夫 - 杨 定理 。 普 朗 菊 尔 定理 是 
交换 群 上 调和 分 析 中 最 重要 而 基本 的 定理 ， 它 说 傅 里 叶 
变换 8 是 L2(G) 到 L(G) 上 的 一 个 等 距 同 构 算 子 。 其 确 
切 叙 述 为 ,G 与 G 上 的 哈 尔 测度 可 以 规范 化 ， 使 得 原 在 
Z(G) NL (G) 上 定义 的 傅 里 时 变换 9 可 以 扩充 为 整个 
LAKG) 到 Li() 上 的 一 个 等 距 同 构 ( 仍 记 为 9), 并 且 它 的 
道 算 子 正好 是 定义 在 Lx() 上 的 傅 里 叶 逆 变换 9-': 9 


Kx) =| x0 a 《YeELKG)nLG)。 
普 朗 欢 尔 等 式 的 等 价 形式 是 下 述 帕 舍 伐 尔 关系 
| 本 -| (vYfgEL(G)) (8) 


它 也 可 写成 对 称 形式 

mod- zaar (vr ELG), Yoel Ca) 
将 上 述 指标 2 推广 到 1<p<2, 便 得 到 豪 斯 多 夫 - 杨 

定理 :定义 于 LK(G)NLKXG) (1<p<2) 上 的 可 以 连续 

地 扩充 为 整个 Lz(G) 到 Pr'(G) 内 的 有 界 算 子 ， 算 子 范 数 


不 大 于 1, 其 中 了 是 p 的 相伴 数 即 满足 二 + 二 = 1。 
此 时 的 帕 含 伐 尔 关 系 为 
Lire ro 


| rr 到 -| 了 zeodr， 
(VJfEL(G)，9gELAG) ，1<p<2)， 
式 中 第 二 式 说 明 8,9-! 互 为 共 斩 算 子 。 既 然 9 与 8: 无 
木质 差别 , 故 对 多 可 进行 对 偶 讨 论 。 

外 尔 -彼得 定理 ”这 是 紧 群 上 调和 分 析 中 最 重要 而 
基本 的 定理 ， 它 相当 于 对 交换 群 的 普 朗 歌 尔 定理 。 设 G 
是 紧 群 ,dx 是 使 G 的 测度 为 1 的 哈 尔 测度 , "EG,U'e) 是 
属于 类 o 中 的 一 个 不 可 约 西 表示 ，H。 是 Ue) 的 表示 空 
间 ,{80?,640?，…, 吉 中} 是 Ho 中 一 组 标准 正 交 基 ,函数 

ue) = UE ,> k=1,. de), 
称 为 U'") 的 表示 函数 。 对 于 前 面 定 义 的 Te), 其 表示 函 
数 即 为 {32}。 

外 尔 -彼得 定理 。 设 G 是 紧 群 ， 则 {dw}y,se 构成 

了 L(G) 的 一 个 完备 标准 正 交 系 ,此 即 , YfELx(G) 有 


4 
fo Bd, uu 9) 


式 中 右边 级 数 在 Lx(G) 中 收敛 , 以 及 (+ ,…) 表 LX(G) 中 的 
内 积 ， 


wea) = Foardes 
并 且 帕 合 伐 尔 关系 成 立 
WE= Das fuels, vidy 
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式 (9),(10) 可 用 传 里 叶 变换 来 表示 。 如 只 看 式 (9)， 
因为 
fa -| roa， sd 
= >， 
故 可 得 
a 
f(2) =B, BaF) ,ue), (9)" 
此 外 还 可 用 位 里 叶 变换 的 迹 来 表示 式 (10) ,因为 
aa 
t(j) = en, ty» Juana 
(Yr€EG, vf,gEL'(G)), 
故 有 
9) = Botr (Fo) (vf, geG))， 
Wh- fo)) (vfELN(G)), (10)’ 
of 


调和 分 析 与 群 表示 论 调和 分 析 的 最 重要 任务 是 把 
所 在 群 G 上 的 函数 空间 Lx(G) 进行 直 和 (或 连续 型 直 和 ) 
分 解 ， 而 这 正 是 群 G 的 一 个 非常 重要 的 西 表示 ， 即 左 正 
则 表示 
L:x>Le (Le:f(y)>f(x"'Yy), VIELG)) 
的 不 可 约 分 解 。 用 这 种 现 点 看 待 古典 调和 分 析 昌 然 未 免 
是 小 题 大 作 ， 但 对 群 上 调和 分 析 而 言 ， 这 种 观点 却 十 分 
流行 。 以 至 有 人 认为 调和 分 析 就 是 用 表示 的 分 解 来 对 函 
数 空间 进行 分 解 的 一 种 方法 。 以 紧 群 为 例 来 说 明 这 种 关 
系 ,符号 沿用 外 尔 -彼得 定理 中 所 述 , 记 
ah) 与 {diuso)so 
生成 的 线性 空间 分 别 为 To(G) 与 TMG), 则 因 
be) = uy), 
说 明 Te,MG) 是 工 的 不 变 子 空间 。 定 义 转换 算 子 了 为 
Td 8 =1,2,00,d), 
则 有 
DTd lugy) =TLdiusy), 
这 说 明 工 在 To,AG) 上 的 局 限 与 ("等 价 。 故 外 尔 - 彼 


ae 
得 定理 的 断言 L*(G) 一 弛 图 To.G) 正 与 的 不 可 约 


so 
分 解 【= 四 皇 Lls, ae 对 应 。 
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rechuandao fangcheng 
热传导 方程 (equation of heat conduction) 
见 抛物 型 偏 微 分 方程 。 


Re'ergong 
热 尔 岗 ,J-D. (Joseph-Diez Gergonne 1771~ 
1859) 。 法 国 数学 家 。1771 年 6 月 19 日 生 于 法 国 南 
锡 , 1859 年 5 月 4 日 卒 于 蒙 彼 利 埃 。 早 年 参加 法 国 大 
革命 活动 ， 先 后 在 国民 自卫 军 , 反 普鲁士 志愿 军 中 服务 ， 
1794 年 入 沙 隆 炮 兵 学 校 ,1795 年 任 尼 姆 中 央 学 校 数学 教 
授 ,1819 年 任 蒙 彼 利 埃 大 学 天 文学 教授 。1830 年 任 蒙 彼 
利 埃 大 学 校长 。 

热 尔 岗 在 G. 莹 日 影响 下 从 事 数 学 研究 ,他 与 蒙 日 的 
另 一 位 学 生 J.-V 彭 赛 列 同 为 19 世纪 射影 几何 学 的 开拓 
者 ， 他 们 各 自 独立 地 发 现 了 射影 几何 的 基本 原理 一 一 对 
偶 原 理 , 所 不 同 的 是 彭 赛 列 维护 综合 几何 方法 , 热 尔 岗 则 
强调 解析 途径 ， 他 首创 了 “对 偶 ?" 一 词 ， 并 于 1825 一 1826 
年 间 开始 以 平行 的 两 栏 形式 发 表 一 系列 对 偶 的 定理 。 热 
尔 岗 的 解析 观点 后 为 德国 数学 家 J. 普 吕 克 等 人 所 发 展 。 

在 数学 史上 ， 热 尔 岗 的 名 字 常 常 同 他 所 创办 的 杂志 


热 


《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 联 系 在 一 起 ， 这 是 世界 上 最 早 的 
数学 专业 期 刊 ,从 1810 年 创刊 起 陆续 出 版 了 约 21 卷 ,在 


其 影响 下 ,其 他 数学 期 刊 相继 问世 。 (地 文 林 ) 
Ruo'erdang 
若 尔 当 ,C. (Camille Jordan 1838~1922) 


又 译 约 当 , 法 国 数学 家 。 1838 年 1 月 5 日 生 于 里 昂 ,1922 
年 1 月 20 日 卒 于 巴黎 1855 年 
入 巴黎 综合 工科 学 校 ， 任 工程 
师 直 至 1885 年 。 从 1873 年 起 ， 
同时 在 巴黎 综合 工科 学 校 和 法 
兰 西学 院 执教 , 1881 年 被 选 为 
法 国 科学 院 院士 。 

若 尔 当 的 著作 涉及 数学 的 
很 多 分 支 。 他 的 主要 工作 是 在 
分 析 和 群 论 方面 。 他 的 《分 析 
教程 》 (1887) 是 19 世纪 后 期 
分 析 的 标准 读本 。 他 证 明了 单 闭 曲线 将 平面 分 成 两 个 区 
域 , 现 称 “ 若 尔 当 定理 "。30 岁 时 他 在 群 论 方面 已 很 有 成 
就 ， 系 统 地 发 展 了 有 限 群 论 并 应 用 到 也. 如 罗 拟 开创 的 方 
向 上 ， 是 使 伽 罗 瓦 理论 显著 增色 的 第 一 个 人 。 他 研究 了 
有 限 可 解 群 。 他 在 置换 群 方面 的 工作 收集 在 《置换 论 》 
《1870) 一 书 中 ， 这 是 此 后 30 年 间 群 论 的 权威 著作 。 他 
最 深入 的 代数 工作 是 群 论 中 的 一 系列 有 限 性 定理 。 他 的 
著名 的 学 生 有 F. 克 某 因 和 M. S. 地 等 。 《 戴 宗 铎 ? 
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sanjlao duoxiangshi 


三 角 多 项 式 (trigonometric polynomial) 
形 如 


T(x) 一 加 + 六 acosket bisinkx) 


的 多 项 式 , 式 中 系数 a(k=0,1,…,n),b(k=1,2,…,n) 
为 任意 给 定 的 实数 ,an,bn 不 全 为 零 n 称 为 此 三 角 多 项 式 
的 阶 数 。 任 何 一 个 三 角 多 项 式 都 是 周期 2r 的 周期 函数 , 因 
此 对 于 三 角 多 项 式 的 研究 往往 只 要 在 长 为 2r 的 半 开 区 间 
中 进行 。 任 何 两 个 三 角 多 项 式 的 和 , 差 , 积 仍然 是 个 三 
多 项 式 ,而 且 , 若 Tw(r) 与 Tn(z) 分 别 为 m 阶 与 严 阶 
多 项 式 , 且 mm 之 n, 则 Tn(x) 土 Tn(x) 是 个 阶 不 超过 m 的 
角 多 项 式 ,Ta(x).Tm(x) 是 阶 为 n+m 的 三 角 多 项 式 。 利 
用 欧 拉 公式 
ee+erm 


coskx= 2 一， 


ee -iks 


2i 
任意 一 个 n 阶 三 角 多 项 式 都 可 写成 
T(x)= >| Ce ， 


sin kx= (k=1,2,.…), 


式 中 


全， 2 


n 阶 三 角 多 项 式 在 任 一 长 为 2r 的 半 开 区 间 中 , 最 多 只 有 
2n 个 零点 。 因 此 ， 若 两 个 n 阶 三 角 多 项 式 在 长 为 2 的 
半 开 区 间 中 有 2n+1 个 点 处 取 值 相 同 ， 则 此 两 个 三 角 多 
项 式 完全 相同 。 
对 于 nn 阶 三 角 多 项 式 T(x), 记 
Tal max To(z)| (p=00), 


ale Tn lsd} (cp<m), 


常 称 |Tnllze 为 7 的 L? 范 数 , 若 1<p<p'<oo, 则 
Tse 2m) /ee Tle’, 
此 外 还 有 如 下 的 尼 科 利 斯 基 不 等 式 
ITolzn<2ne vere/ Tle Cn>1), 


特别 有 
2ntl 
ax TDI EY 3 IT 
伯 思 斯 坦 不 等 式 设 Tn(z) 是 ?4 阶 三 角 多 项 式 ， 
Ta(x) 是 它 的 导数 , 则 有 不 等 式 


ITslie<nlTslse (1<p<c)。 
这 是 1912 年 C. H. 伯 思 斯 坦 发 现 的 , 称 为 伯 思 斯 坦 不 等 
式 。 其 中 系数 7 不 能 再 碱 小 ， 例 如 对 任何 常数 A 及 a， 
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Ta(z) 一 A sin(nx+a) 都 使 它 成 等 式 。 伯 思 斯 坦 不 等 式 
在 函数 加 近 论 中 起 着 重要 的 作用 ,并 且 有 着 各 种 拓 广 。 例 
如 ,C.5. 斯 姜 奇 金 于 1948 年 证 明 , 对 任何 n 阶 三 角 多 项 
式 T(x) 及 自然 数 k, 都 有 


ze “(a | -Ds (rue+ 到 | 


o<s< 红 。 


共 辆 三 角 多 项 式 ”对 给 定 的 n 阶 三 角 多 项 式 Tn(x)， 
记 


式 中 


(x)=— 己 (bacos kx 一 ousin kz)， 
2 


称 人 (x) 为 T(x) 的 共 轩 e 三 角 多 项 式 。 对 于 共 二 三 角 多 
项 式 的 导数 有 不 等 式 
li <nlT,l, 
这 里 系数 ”也 是 不 能 减 小 的 。 
应 该 指出 , 对 于 复 系数 三 角 多 项 式 Tw(x)( 即 诸 系数 
Qsbs 为 复数 ), 同 样 有 
lraCx) snlT,l, 
于 是 ,对 于 自然 数 k, 有 
Ilr®r)l sm, 
不 仅 如 此 ， 由 此 还 能 推出 , 若 Pn(z) 是 nn 次 复 系数 代数 多 
项 式 ， 则 
max| Pa(2)| <n max IP,(z)|。 
关于 nn 次 代数 多 项 式 Pwx)， 由 伯 思 斯 坦 不 等 式 得 
到 


IPAO1<VTERmaxlPuz)| 〈(-1<z<1)。 


此 不 等 式 在 区 间 端 点 不 合适 ,但 有 马尔 可 夫 不 等 式 ， 
1Pn(z)| Sm max |Pn(z)| 《一 1<x<1)。 
多 元 三 角 多 项 式 、 设 凡是 自然 数 ，z 是 复 变数 (j= 
1 2，…， 呐 ) ,Civ4asmim 是 仅 与 足 码 有 关 的 复数 , 则 称 
Tez-em(ZiyZa， 2m) 
= Dn) 
ew, 
(j=1,2,,m) 
为 关于 变量 z4,z,… ,zm 的 阶 分 别 为 v1,v,,…, vm 的 三 角 
多 项 式 。 如 果 系数 cuv 满足 条 件 
Ck, hm = Cyst km 
则 称 Tusw-~,om(ziyz2，…yzm) 为 实 三 角 多 项 式 。 此 时 , 如 
限制 变量 取 实 值 ， 则 它 是 一 个 实 函数 。 实 三 角 多 项 式 也 
可 以 借助 欧 拉 公式 将 它 改变 为 正弦 函数 与 余弦 函数 的 实 
系数 的 多 项 式 。 例 如 , 若 T(x,y) 是 关于 变量 x 沁 的 zw 
阶 实 三 角 多 项 式 , 则 存在 着 仅 与 足 码 有 关 的 实数 aw,bsy， 
cusdu* 使 得 


To 人 zi 一 轧 名 (oucoskxcos 为 
疡 名 


十 bucoskx sin y+ csin kx cosy 
+ di sin kx sin Ny)。 


实 三 角 多 项 式 与 单 变量 的 三 角 多 项 式 有 许多 类 似 的 地 
方 ,也 可 以 建立 种 种 不 等 式 。 

自然 ,三 角 多 项 式 是 一 类 简单 的 周期 函数 , 但是, 它 
是 近似 表示 一 般 的 周期 函数 的 有 效 工具 ， 随 着 三 角 多 项 
式 的 阶 的 增高 ， 任 何 连续 的 周期 函数 都 可 以 借助 于 三 角 
多 项 通 近 到 预先 给 定 的 程度 。 反 之 如 果 已 知 这 种 台 近 程 
度 的 收敛 于 零 的 速度 ， 也 就 有 可 能 推出 被 逼近 函数 的 构 
造 性 质 ,这 个 事实 本 身 是 有 着 深刻 的 物理 意义 的 ,周期 运 
动 的 分 解 便 是 一 个 明显 的 例证 。 三 角 多 项 式 是 在 其 他 数 
学 ,物理 ,力学 等 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

( 讲 庭 簿 ) 

sanjlao jishu 
三 角 级 数 一 种 特 
殊 的 正 交 函数 级 数 。 形 如 总 pw(z) 的 级 数 称 为 正 交 函 


数 级 数 ,其 中 cs 是 和 x 无关 的 实数 , {pn(x)} 是 在 某 固定 
区 间 [a,b] 上 正 交 的 函数 系 ， 特 别 当 正 交 函 数 系 是 [0， 
2r] 上 的 三 角 函 数 系 时 ,相应 的 级 数 可 写作 
冯 
称 为 三 角 级 数 。 式 中 om (n=0, 1, 2,…) 和 be (一 1， 
2，…) 是 与 并 无 关 的 实数 , 称 为 三 角 级 数 (1) 的 系数 。 
三 角 级 数 (1) 还 可 以 写成 下 面 复数 形式 的 级 数 ， 


DS oems, (2) 


式 中 系数 c= (an~ibn)/2，c- ~ ( 配 表 示 吕 的 共 辆 复 
数 )。 级 数 (2) 的 部 分 和 8 理解 为 Su= 包 cewr。 

如 果 三 角 级 数 (1) 对 一 切实 数 x 都 收 化 ， 那 么 (1) 表 
示 了 实数 轴 上 的 一 个 周期 为 2 的 周期 函数 f(x)， 即 
x+27)=f(x) 对 一 切 xE( 一品 ，o%) 都 成 立 。 这 是 因 
为 (1) 中 每 一 项 都 是 周期 为 2x 的 周期 函数 。 但 是 实际 问 
题 往往 是 ,对 给 定 的 函数 f, 如 果 它 是 具有 周期 2x 的 周期 
函数 ,需要 把 它 表示 成 三 角 级 数 (1)。19 世 纪 初 ,法 国 科学 
家 了.-B.-J. 传 里 叶 在 研究 热 的 流动 时 ,为 了 求解 热 方程 ， 
首先 就 提出 了 这 个 想法 。 他 的 设想 ， 虽 然 从 现在 的 观点 
看 ,缺乏 理论 的 严 谱 性 ,但 却 是 人 们 对 三 角 级 数 进行 研究 
的 出 发 点 ,对 于 近代 数学 以 及 物理 工程 等 许多 学 科 都 有 
着 深远 的 影响 

如 果 三 角 级 数 (1) 一 致 收敛 于 连续 函数 f(x)， 那 么 
用 cos kx 或 sin kx 去 乘 级 数 (1)， 再 在 区 间 (0, 2x) 上 进 
行 积分 ,注意 到 逐 项 积分 的 可 能 性 ,就 得 到 系数 ob 与 
函数 了 的 关系 式 ， 


-了 | fromsnraz (n=0,1,2,...), | 
, 
(3) 


(trigonometric 。 series) 


ot Dan cos nz+ brsin nx), (1) 
三 


可 = 工 [” fxz)sin nzdz (n=1,2,..) 
| 2) 。 


公式 (3) 表 达 的 系数 mm, bo 称 为 函数 了 的 传 里 叶 系数 ， 以 
了 的 传 里 叶 系 数 为 系数 的 三 角 级 数 就 称 为 了 的 传 里 时 级 
数 。 上 面 的 事实 说 明 : 一 致 收敛 于 函数 了 的 三 角 级 数 必 
为 了 的 傅 里 叶 级 数 。 


对 于 给 定 的 周期 函数 用 x), 如 果 了 是 可 积 的 ， 那 么 
从 (3) 式 仍然 可 以 得 到 q, bo, 从 而 得 到 相应 的 伟 里 叶 级 
数 (1)。 这 就 建议 人 们 去 研究 了 的 传 里 叶 级 数 是 否 收 合 于 
了 以 及 有 关 的 许多 问题 。 从 19 世纪 到 现在 ， 伟 里 叶 级 
数 的 理论 逐步 得 到 建立 ， 已 成 为 三 角 级 数理 论 中 的 一 个 
基础 分 支 ,也 是 一 个 具有 广泛 应 用 的 工具 学 科 ( 见 传 里 中 
级 数 )。 

傅 里 叶 级 数 的 性 质 ， 由 函数 了 可 以 通过 (3) 进行 研 
究 。 自 然 要 问 ,任意 的 三 角 级 数 (1)， 是 否 为 某 函数 的 估 
里 叶 级 数 呢 ? 这 个 问题 的 管 案 是 否定 的 。 因 为 根据 伟 里 
叶 系 数 的 性 质 , 傅 里 叶 系数 ob 必须 满足 条 件 

lima,=0 和 limb,=0, 
由 此 可 知 系数 不 趋 于 0 的 三 角 级 数 不 可 能 是 傅 里 叶 级 数 ， 
例如 总 cos nz 是 三 角 级 数 ,而 不 是 全 里 叶 级 数 。 

那么 系数 obs 趋 于 0 的 三 角 级 数 (1)， 是 否 为 埔里 
叶 级 数 呢 ? 下 面 的 例子 思考 说 明 , 它 的 系数 趋 于 0, 而 
且 级 数 处 处 收 系 于 某 函 数 KKz), 但 因 

fm)=xraog( 二 ) (xz->0) 
在 原点 附近 不 可 积 ,公式 (3) 不 成 立 ， 所 以 上 述 三 角 级 数 
不 可 能 是 了 (x) 的 伟 里 叶 级 数 。 进 一 步 可 以 证明， 上 玉 
级 数 不 可 能 是 伟 里 叶 级 数 。 
三 角 级 数 (1) 的 共 簿 级 数 是 


六 (asinnz 一 bcosnz)。 (4) 
名 

(1) 和 (4) 分 别 是 单位 贺 (1z| <1) 内 宕 级 数 
主 + 加 (an-ib (5) 


当 z=e' (x 为 实数 , i 为 虚 单 位 ) 时 的 实 部 和 虚 部 。 所 以 
三 角 级 数 (1) 和 它 的 共 筑 级 数 (4) 的 性 质 正好 反映 了 等 级 
数 (5) 表 示 的 解析 函数 在 单位 圆 边界 附近 的 性 质 。 
值得 注意 的 是 ， 传 里 叶 级 数 的 共 且 级 数 未 必 是 传 里 
叶 级 数 。 例 如 ， 级 数 
eI COsnzx 和 [= 


or 去) (zx>0) 
Sin nx 


是 伟 里 叶 级 数 ， 而 它 的 共 频 级 数 总 -了 6 天 却 不 是 伟 


里 时 级 数 。 但 是 可 以 证 明 ,如 果 级 数 (1) 是 某 函 数 了 的 傅 
里 叶 级 数 ,并 且 | 四 ? 是 可 积 的 ,其 中 p>1, 那 么 它 的 共 斩 
级 数 (4) 也 是 愈 里 叶 级 数 。 

一 般 的 三 角 级 数 , 由 于 不 存在 关系 式 (3)， 因 此 增加 
了 它 的 复杂 性 。 到 目前 为 止 ， 人 们 对 它 的 了 解 还 是 十 分 
初步 的 。 值 得 注意 的 是 ， 三 角 级 数 往往 可 以 提供 许多 奇 
特 的 函数 ,这 对 数学 理论 的 基础 研究 ,有 着 重大 的 意义 。 

例如 ,用 所 谓 了 . 里 斯 的 无 穷 乘 积 


HI (1+ ocosnx) (6) 
a 


逐 项 乘 得 的 三 角 级 数 , 只 要 正 整 数 "满足 条 件 mri/mv> 
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4>3 (v=1,2,…), 且 系数 %>0, 记 有 = 那么 (6) 邓 


得 的 三 角 级 数 几乎 处 处 收敛 于 0, 而 它 的 系数 却 不 全 为 0。 
又 例如 缺 项 很 多 的 三 角 级 数 


By (aicos nz+bsinmz)， (7) 


和 
当 它 的 缺 项 满足 条 件 w+/m>9g>1 (k=1,2,…) 时 , 称 
为 阿达 马 缺 项 三 角 级 数 。 它 具有 很 奇特 的 性 质 ， 要 么 几 
平 处 处 收敛 于 一 个 平方 可 积 函 数 ,要 么 几乎 处 处 不 收敛 ， 
如 属 后 者 , 则 它 不 是 傅 里 叶 级 数 。 

中 国 在 三 角 级 数 方面 开展 研究 最 早 的 是 陈 建 功 。 他 
从 1928 年 开始 就 在 日 本 《东京 皇家 科学 院 学 报 》 发 表 关 
于 正 交 函数 级 数 的 文章 ,他 于 1930 年 在 日 本 兰 波 书店 出 
版 的 三 角 级 数论 》 是 国际 上 三 角 级 数论 方面 较 早 的 专著 
这 一 ( 王 斯 雷 ) 


sanjlaoxue 

三 角 学 (trigonometry) ”以 研究 平面 三 角形 和 
球面 三 角形 的 边 和 角 的 关系 为 基础 ， 达 到 测量 上 的 应 用 
为 目的 的 一 门 学 科 。 同 时 还 研究 三 角 函数 的 性 质 以 及 它 
的 应 用 。 

阐 史 ”古代 埃及 人 已 有 三 角 学 知识 ， 三 角 法 主要 是 
适应 测量 上 的 需要 而 产生 的 。 例 如 ,建筑 金字 塔 ,整理 尼 
罗 河 泛 洲 后 的 耕地 ,以 及 通商 航海 ,观测 天 象 的 需要 。 希 
腊 的 自然 哲学 家 泰勒 斯 的 相似 理论 ， 可 以 认为 是 三 角 学 
的 萌芽 ， 但 历史 上 都 认为 希腊 的 天 文学 家 喜 帕 恰 斯 是 三 
角 学 的 创始 者 。 他 著 有 三 角 学 12 卷 ,并 作成 弦 表 。 

印度 人 从 天 文 ,测量 的 角度 , 曾 研究 过 三 角 学 ， 在 公 
元 6 世纪 ,有 阿 耶 波多 第 一 也 曾 作出 正弦 表 。 中 国 唐 代 ， 
时 县 悉 旺 达 在 他 所 编 的 《开元 占 经 > 中 曾 介绍 了 印度 的 正 
纺 表 。 

德国 的 J. 雷 格 莹 塔 努 斯 曾 研究 过 天 文学 与 三 角 学 。 
在 他 的 《 论 三 角 》 一 书 中 ， 有 仿 印 度 人 的 正弦 表 作 成 的 非 
常 精密 的 正 、 余 弦 表 。 他 对 天 文 ,航海 ,测量 方面 都 有 很 
大 的 贡献 。 

16 世纪 法 国 著名 数学 家 下. 书 达 的 《应 用 于 三 角形 的 
数学 法 则 》, 是 他 对 三 角 法 研究 的 第 一 本 书 ， 其 中 包括 他 
对 解 直角 三 角形 、 斜 三 角形 的 一 些 贡献 ， 例 如 有 正切 定 
理 ， 


A-B 
ob_ 2 
at+b tan 41 wy 
17 世纪 法 国 数学 家 棣 莫 弗 也 研究 过 三 角 问题 。 他 曾 
发 现 有 名 的 棣 莫 弗 定理 ， 
(cos a+isin a)*=cos na+isin na, 
从 17 世纪 后 半期 到 18 世纪 ,I. 牛顿 和 丹尼尔 第 一 
伯 努 利 曾 发 现 各 种 三 角 级 数 ， 例 如 


sinnA—nsin 4+ 3e YsinA+.., 
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直到 近代 , 才 在 三 角 学 中 引进 现在 使 用 的 三 角 符号 ， 
并 将 三 角 法 作为 解析 学 的 一 部 分 ， 这 是 从 工 . 欧 拉 开 始 
的 , 欧 拉 曾 发 现 : 


+e et 一 ea 


cosa ， sina= 


中 国 的 戴 隐 在 他 所 著 的 《外 切 密 率 ? 中 ， 讨 论 了 三 角 
函数 线 与 弧度 之 间 的 关系 ,并 在 他 的 《 假 数 测 图 》 中 ,结合 
三 角 函 数 与 对 数 函 数 的 宪 级 数 阐明 了 三 角 函 数 对 数 表 的 
作法 。 

三 角 函 数 ”在 直角 坐标 系 中 ,以 原点 0 为 顶点 ,射线 
Ox 为 始 边 ,OP 为 终 边 的 角 为 9, 设 点 P 的 坐标 为 (x*,y)， 


距离 10P| =r， 这 时 6 个 比 次 、 王 、 其 、 训 、 寺 、 二 由 
角 8 的 大 小 确定 ， 都 是 0 的 函 
数 , 称 它们 为 角 8 的 三 角 函数 ， 
分 别 记 以 下 面 的 符号 


sin = , cosb=*, 
r r 


tan = ,cot0=<, 
x y 


四 1 三 角 函 数 的 定义 
分 别 叫做 角 8 的 正弦 .余弦 ,正切 , 余 切 , 正 割 , 余 割 。 


secb= 工 ，cosecg= 了 工 ， 
x y 


另外 在 中 国 古书 中 ， 又 把 1 一 cos 9、1 一 sin 9 分 别 叫 
做 正 矢 , 余 矢 , 用 下 面 符号 表示 。 
vers0~1—cos0, covers0~=1—sinO, 
因为 一 个 角 6 加 以 360" 或 2r 弧度 的 整数 倍 ， 它 的 
终 边 与 角 9 的 终 边 相同 ,因此 
人 (0+2kn)=f(6) (k 是 整数 )。 
即 三 角 函 数 是 周期 函数 ,以 2x 为 周期 。 
如 图 2 以 O 为 圆心 ， 以 1 为 半径 作 单位 贺 。 设 它 与 
轴 ,y 轴 交 于 点 4,B， 人 AOP 的 终 边 与 圆 的 切线 AT、 
2 BT 分 别 交 于 T、T', PM 1Ox， 


2 TPN1LOYy。 这 时 
a E 
CR sing=MP, cos0~NP~OM, 


tan 0=AT, cot 0=BT’, 
secb=OT， cosec0—OT', 
| 另外 
vers 0—MA, covers 9=NB。 
图 2 三 角 年 孝 纹 MP.OM.AT.BT'.OT OT’、 


MA、 NB 叫做 三 角 函 数 线 ， 中 国 古 代 把 它 叫做 八 线 。 因 
此 , 曾 把 三 角 法 叫做 八 线 学 
利用 三 角 函 雪线 ,可 以 画 出 三 角 函 数 的 曲线 。 例 如 ， 
标准 正弦 曲线 y=sin x( 如 图 3)。 
三 角 函 数 的 基本 公式 有 和 角 公 式 : 
sin( A+B)=sin A cos B+ cos A sin B, 
cos(A+B)=cos Acos B—sin A sin B。 


由 此 可 以 导出 差 角 公式 、 倍 角 公式 ,半角 公式 以 及 和 差 化 
积 与 积 化 和 差 等 公式 。 


图 3 正弦 上 曲线 


如 果 9 表示 弧度 ,对 于 0 的 作 拓 个 sin gcos 6 可 用 
下 面 的 无 穷 级 数 表示 :; 
-0 全 + 贡 -+(- Ta 


(2n+1)1 


Dt 


式 中 n1=1x2x3x…xn。 求 某 一 角 的 正弦 值 和 余弦 
值 ， 可 以 按 这 些 无 穷 级 数 求 出 ， 并 且 可 以 精确 到 任意 小 
数位 。 

三 角形 的 解法 ” 设 平 面 三 角形 的 三 个 角 为 4、B、C， 
它们 的 对 边 分 别 为 a.b、c, 则 有 

e 

正弦 定理 -snB ~ snc 
接 贺 半径 )， 

余弦 定理 ,a*=b+c? 一 2bc cos A。 

又 设 球面 三 角形 的 三 个 角 为 A.B、C, 它们 的 对 边 分 
别 为 a.86、Y, 则 有 


正弦 定理 ， 


a 
ry =2R (RR 为 外 


sinp 
sinB 


sin y 


sina 总 
SC 


sinA 
余弦 定理 ，cos a= cos 8 cos y+sin 8 sin y cos A， 
cos A=—cosB cosC+sin Bsin C cos a, 
利用 上 述 定理 以 及 其 他 一 些 定理 ， 可 在 已 知 三 角形 
的 某 些 元 素 ( 边 或 角 ) 时 求 出 其 他 未 知 元 素 。 
反 三 角 函 教 ”其 定义 如 下 表 所 示 ; 


表 1 反 三 角 函 数 的 定义 


反正 弦 
反 余弦 
反正 切 
反 余 切 


y=arcsin x 


| ysin x (xE [一 号 于 ] 的 反 丁 数 
的 反 函 数 
> 一 tan x (xE (到 叶 )) 的 反 函 数 
的 反 函数 


yarecos xy 一 cos x (xE[0,z]) 
yy 一 arctan x 


3 一 arccot xy 一 cotx (xE(0,x)) 


三 角 方 程 ” 一 般 指 含 有 某 些 三 角 函 数 的 方程 ， 这 些 
三 角 函 数 的 自 变量 中 含有 未 知 数 。 

适合 于 方程 的 一 个 未 知 数 的 实数 值 〈 可 以 理解 为 角 
的 弧度 数 ) 叫 做 三 角 方程 的 一 个 解 ; 适 合 于 方程 的 未 知 数 
的 实数 值 的 集合 叫做 三 角 方程 的 通 解 。 

形 如 sin x=a 的 方程 叫做 最 简 三 角 方程 。 它 们 的 解 
分 别 是 ， 


©@ sinx=a 
当 |al >1 时 无 解 。 当 a=1 时 通 解 为 


z= (2n+ 半 )r， 


当 a~ 一 1 时 通 解 为 x 一 (2n 一 序 )x。 当 |al <1 时 , 通 解 为 


X=nx+( 一 1)"arcsina (n 为 整数 )。 

@ cosx=a 

当 |a|>1 时 无 解 。 当 4=1 时 通 解 为 x=2nx, 当 a= 
一 1 时 通 解 为 x =(2n+1) x。 当 |a| <1 时 通 解 为 x= 
2nx 士 arc cos a (n 为 整数 )。 

@ tanx=a 

通 解 为 nx 二 arc tan a (nn 为 整数 )。 

© cotx=a 

通 解 为 nx 二 arc cot a (mn 为 整数 )。 

一 些 特殊 形式 的 三 角 方程 可 有 精确 解法 。 例 如 ， 形 
如 了 sinx,cosx,tan x,cot x)=0 的 方程 ,这 里 了 后 轴 
函数 ,可 用 万 能 公式 , 令 tan 可 = 所 A -a 


FE? 
te 
ms stanx= 


1+8 1 全 代入 原 方 
程 , 即 可 得 到 关于 + 的 有 理 方程 用 这 个 方法 ， 可 以 求 出 
除了 形 如 xz= (2n+1)x 以 外 的 方程 的 所 有 和解 。 不 能 用 
精确 解法 来 解 的 三 角 方程 ， 可 以 用 近似 方法 求解 。 
《和 孙 福 元 吕 学 礼 ) 


2 
cosx= ss cot x 


Shole 

沙 勒 ,M，(Michel Chasles 1793 一 1880) ”又 译 
夏 菜 。 法 国 数 学 家 ,1793 年 11 月 15 日 生 于 埃 佩 尔 农 ,1880 
年 12 月 18 日 卒 于 巴黎 。1813 
年 在 巴黎 综合 工科 学 校 学 习 
时 ， 发 表 过 关于 单 叶 双 曲面 射 
影 作 图 的 文章 。 但 后 来 脱离 了 
科学 ， 多 年 经 商 并 致富 。 直 到 
1837 年 , 他 才 怀 着 对 几何 思想 
发 展 史 的 浓厚 兴趣 ， 写 了 《 几 
何方 法 的 起 源 和 发 展 的 历史 概 
述 》 这 本 重要 的 数学 史 著 作 , 回 
到 科学 上 来 。1841 年 他 任 巴黎 
综合 工科 学 校 机 械 工程 教授 。1846 年 巴黎 大 学 为 他 设立 
高 等 几何 学 讲座 ， 不 久 他 便 成 为 法 国 几何 学 派 的 代表 人 
物 ,直到 87 岁 去 世 。 

沙 勒 利用 几何 方法 (特征 线 法 ) 研 究 确定 代数 问题 的 
解 的 个 数 (1846)， 开 创 了 枚 举 几何 学 。 他 最 重要 的 著作 
《高 等 几何 教程 》(1852)， 把 A.F. 麦 比 乌 斯 和 了 丁 施 泰 纳 
的 工作 介绍 到 法 国 ， 由 此 又 传 其 他 国家 。 以 沙 勒 为 中 心 
的 一 批 几何 学 家 ,用 射影 几何 的 方法 ,特别 是 利用 “ 迷 向 ” 
《isotropic) 这 个 概念 , 论证 了 有 关 度 量 的 一 些 几何 问题 。 
在 数学 史上 他 还 考证 出 欧 几 里 得 被 丢失 的 那 三 卷 的 内 容 
与 射影 有 关 , 其 中 涉及 交 比 的 概念 他 一 贯 强调 要 以 历史 
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发 展 的 眼光 来 观察 数学 上 的 创造 ,这 一 观点 是 很 有 见地 。 


(美光 大) 
shoaifa 
第 法 (sieve method) ”在 数论 中 有 广泛 应 用 的 
一 个 初等 方法 ， 起 源 于 古老 的 埃 拉 托 斯 特 尼 第 法 。 所 谓 
筛 法 ,可 描述 如 下 ， 


@ 给 定 “ 被 筛 集合 "。 这 是 依赖 于 某 一 参数 x 的 集 
合 族 A(x),xEX。 每 一 集合 A(x) 由 有 限 个 (可 重复 的 ) 
整数 组 成 ， 且 当 xco 时 元 素 个 数 也 趋 于 无 穷 。@@ 给 定 
“ 筛 "。 这 是 由 无 限 多 个 不 同 的 素数 组 成 的 集合 了 以 及 对 
每 一 pEP 给 定 h(p) 个 模 p 的 不 同 的 剩余 类 H (p) 所 组 
成 , 其 中 1<h(p)<p。@ 进行 "筛选 "。 给 定 正 数 2>2， 
把 集合 A(x) 中 属于 剩余 类 H(p) 的 所 有 元 素 者 去掉， 其 
中 p<z，PEP。 琵 下 的 元 素 所 组 成 的 A(x) 的 子 集 及 其 
元 素 个 数 ， 均 记 为 S(A(x)，H(p),P,z), 是 x* 和 z 的 函 
数 , 称 之 为 筛 函 数 。 当 H(p) 仅 有 一 个 剩余 类 n=0(modp》 
时 ,第 函数 记 为 S(A(x),P,z)。 

选取 不 同 的 被 筛 集合 ,利和 z， 经 第 选 后 ， 可 得 到 具 
有 不 同 算术 性 质 的 子 集 ， 所 以 许多 数论 问题 有 可 能 用 入 
法 来 研究 。 例 如 ， 取 参数 x 为 正 整 数 N,A(N) 由 某 些 大 
于 1 不 超过 N 的 整数 组 成 , P 是 全 体 素数 。 再 取 z=N'/* 
(整数 k 宇 2)。 于 是 S(A(N), P， NMW*) 是 由 A(N) 中 所 有 
大 于 N 不 超过 N， 且 其 素 因 子 都 大 于 N' 必 的 整数 组 
成 ,这 种 整数 是 不 超过 k 一 1 个 素 因数 的 乘积 。 当 k=2 时 
即 是 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 。 

又 如 , 设 7、s 是 正 整数 。 以 {r,s} 表 示 命题 ， 每 个 充 
分 大 的 偶数 是 两 个 素 因 数 分 别 不 超过 7 和 个 的 乘积 之 
和 。 命 题 {1，1} 基 本 上 就 是 哥 德 巴赫 猜想 。 对 于 这 类 命 
题 , 可 取 参 数 x 为 偶数 N,， 集合 A(N) = {n(N 一 n),2 坪 
m<N 一 2},P 为 全 体 素数 , z=N' 人 (整数 k>2)。 震 能 证 
明 对 充分 大 的 偶数 N 有 S(4(N),P,N) 二 0, 则 证 明了 
命题 全 一 1, k 一 1}。 假 若 将 Ai(N) 改 取 为 集合 A:(N) 一 
{N-p， 素 数 D<N)， 那 么 ， 根 据 对 充分 大 的 偶数 N 有 
S(4:(N),P,NV)>0, 就 可 推出 命题 {1k 一 1)。 

第 法 理论 主要 是 研究 筛 函 数 的 性 质 ,特别 是 它 的 上 、 
下 界 估 计 。 按 照 h(p)/p 在 某 种 平均 意义 上 是 “小 "还 是 
“大 ”"， 就 称 相应 的 第 法 为 小 第 法 或 大 第 法。 以 上 的 例子 
都 是 小 得 法 。 大 得 法 是 IJO.B. 林 尼 克 在 研究 模 p 的 正 的 
最 小 二 次 非 剩余 时 提出 来 的 。 他 证 明了 对 任意 的 第 P 和 
H(p), 只 要 

0<A<min KP), 
ver “和 
就 一 定 有 S (4:(N),P, H(p), N') SoN/Met (VN), 
这 里 4(N)={M+n,1<n<N),c 是 一 正常 数 ,x* (8) 
是 了 中 不 超过 3 的 素数 个 数 。 由 于 h(p) 宇 Xp 是 “很 大 ” 
的 ， 所 以 林 尼 克 把 他 的 方法 称 之 为 大 筛 法 。 

小 筛 法 虽然 历史 悠久 ， 但 是 在 数论 的 具有 重要 理论 
价值 的 研究 中 ,一 直 没 有 得 到 应 用 ,这 主要 是 由 于 用 它 来 
得 到 第 函数 所 需要 的 上 界 估计 、 尤 其 是 正 的 下 界 估计 十 
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分 困难 。1920 年 左右 ,V. 布 龙 首 先 对 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 
作 了 改进 ， 证 明了 命题 {9,9} 成 立 , 以 及 所 有 计生 素数 的 
倒数 组 成 的 级 数 是 收敛 的 ， 开 辟 了 应 用 得 法 研究 数论 的 
新 途径 。 他 的 方法 称 为 布 龙 法 。40 年代， B.J. 罗 塞 改 
进 了 布 龙 得 法 ， 提 出 了 所 谓 罗 塞 得 法 ， 但 是 大 约 20 年 
后 才 为 人 注意 。 这 两 种 小 第 法 理论 具有 很 强 的 组 合 数 特 
征 , 所 以 又 称 为 组 合 得 法 。1950 年 左右 , A. 赛 尔 伯 格 利 
用 二 次 型 求 极 值 的 方法 对 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 又 作 了 重大 
改进 ,他 的 方法 称 为 赛 尔 伯 格 (上 界 ) 筛 法 ,十 分 简单 ， 便 
于 应 用 。 小 第 法 在 研究 命题 {r,s} 和 算术 级 数 中 的 素数 
分 布 ( 即 布 龙 - 蒂 奇 马 什 定理 ) 等 许多 著名 数论 问题 时 ,得 
到 了 丰富 的 成 果 和 自身 的 进一步 发 展 。 对 小 季 法 理论 作 
出 重要 贡献 的 还 有 A. A. 布 克 什 墙 布 引入 了 组 合 方法 与 
P. 库 恩 引入 了 加 权 方 法 。 小 得 法 本 身 是 初等 的 ， 但 是 必 
需 同 高 深 的 分 析 方法 相 结合 才能 应 用 于 某 些 问题 的 研 
究 , 例如 命题 {1,s) 的 研究 。W. B. 朱 尔 卡特 和 H.-E, 里 
肉 、H. 伊 瓦 尼克 等 人 利用 现 有 的 小 得 法 理论 ， 只 在 最 简 
单 的 情形 得 到 了 筛 函数 的 最 佳 估计 。 小 得法 理论 的 发 展 
还 远 远 没有 完结 。 

A. 雷 尼 首 先 于 1947 年 改进 了 大 得 法 。1965 年 ， 
K. F. 罗 特 和 EE. 邦 别 里 又 作 了 重大 的 改进 ， 雷 尼 用 他 的 
方法 估计 和 儿 利 克 雪 工 函 数 的 零点 密度 ， 并 结合 布 龙 筛 法 
证 明了 命题 {1,b) ,这 里 b 是 一 个 未 定 出 的 大 常数 ,开辟 
了 应 用 大 得法 的 新 途径 。E. 邦 别 里 发 现 大 筛 法 可 归结 为 
估计 指数 和 的 平方 均值 

号 0) 
的 上 界 ， 其 中 
so 车 oorm 


从 而 使 大 簿 法 成 为 近代 解析 数论 的 一 个 重要 工具 。1966 
年 ， 也 达 文 波 特 和 HH, 哈 伯 斯 塔 姆 把 大 簿 法 进一步 归 为 


估计 
Isl 


的 上 界 ， 式 中 m 为 任意 复数 ，0<u<wu<…<un<1， 
Wri 一世 忆 50。 大 得法 上 界 估计 的 证 明 一 直 是 比较 复杂 
的 ,1967 年 , P.X. 加 拉 格 尔 用 极为 初等 的 微 积分 方法 给 
出 一 个 十 分 简单 的 证 明 。1974 年 ，H.L. 蒙哥马利 和 R. 
C. 沃 思 利 用 泛 函 分 析 的 对 偶 原理 把 大 得 法 归结 为 某 种 
双 线 性 型 的 估计 ， 证 明了 最 佳 估计 


同 
Sls- el:, 


于 是 大 得 法 失去 原 有 的 神秘 面貌 而 成 为 一 个 初等 的 分 析 
工具 ， 在 歼 更 7 函数 、 狄 利克 雷 工 函 数 的 零点 密度 估计 、 
算术 级 数 中 素数 的 平均 分 布 以 及 布 龙 - 蒂 奇 马 什 定理 等 
问题 中 有 重要 应 用 。 通 常 所 说 的 得 法 ， 总 是 指 小 得 法 而 
言 的 。 

中 国 的 数学 家 在 小 第 法 和 大 第 法 的 理论 及 其 应 用 方 


面 都 有 重要 贡献 。1957 年 , 王 元 证 明了 命题 {2,3}。1962 
年 , 潘 承 洞 证 明了 命题 {1,5}。1966 年 , 陈景润 证 明了 命 
题 {1,2}( 证 明 全 文 于 1973 年 发 表 ) ， 世 界 公认 是 筛 法理 
论 最 卓越 的 应 用 成 果 ， 陈 景 润 在 他 的 一 些 重要 工作 中 所 
提出 的 思想 和 方法 ,对 近代 小 第 法 的 进展 有 重要 的 影响 。 
参考 书目 

H. Halberstam and H.-E. Richert, Sieve Methods, Aca- 
demic Press, London, 1974. 

Y, Motohashi, Lectures on Sieve Methods and Prime 
Number Theorems, Springer-Verlag, Berlin, 1984. 


( 潘 承 油 ” 潘 承 彪 ) 


shong 

灶 (entropy) 又 称 为 度量 粹 ,以 区 别 于 概率 炉 ， 
是 刻画 巴 登 灰 空间 的 紧 集 的 “粗细 ”程度 的 一 个 不 变量 。 
假定 A 是 巴 拿 太空 间 X 内 的 紧 集 。 任 取 s>>0, 存在 有 限 


个 数 的 子 集 U1,Us,…U, 满足 条 件 UU UJ>A，@ 每 
一 D0s 的 直径 dUs) ~ sup, | 一 如 入 2e， 则 这 一 组 子 集 


称 为 A 的 s 覆盖 。s 覆盖 中 含有 子 集 的 数目 不 是 唯一 
确定 的 ， 但 的 最 小 值 却 是 唯一 确定 的 ， 它 与 4 和 有 
关 。 用 N。( 4) 表示 ，A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 称 量 H,(A) 一 
logN。( 4) 为 A 的 炉 ( 度 量 粹 )。 这 里 之 所 以 要 取 N,(4) 的 
对 数 而 避 开 直接 考虑 量 N,(A)， 一 个 原因 是 当 s->+0 
时 ,N,(4) 一 般 急剧 地 增 大 而 趋 于 无 限 大 ,处 理 起 来 不 大 
方便 。 

A.H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 、B,. M. 基 哈 米 洛 夫 、A.T. 维 
图 什 金 .G.G. 洛 伦 世 等 人 对 煽 做 了 很 多 研究 。 他 们 的 工 
作成 果 包 括 ， 对 很 多 重要 的 函数 类 算出 了 它们 的 炳 的 渐 
近 阶 ， 把 粹 的 概念 用 于 甬 近 论 、 函 数论 、 线 性 拓扑 空间 
论 、 巴 拿 村 空间 上 线性 算 子 论 等 方面 。 《和 孙 永 生 ) 


sheying bianhuan 
射影 变换 (projective transformation) 
见 射 影 几 何 学 。 


sheying cedu 

射影 测度 (projective measurement) 1853 
年 E.N. 拉 盖 尔 将 角度 的 度量 概念 与 交 比 的 射影 性 质 联系 
起 来 ， 是 利用 射 彩 几何 学 的 观点 解释 角度 的 一 个 重要 尝 
试 。1859 年 A, 凯 莱 将 拉 盖 尔 思想 进一步 发 挥 ,得 到 角 的 
射影 测度 的 概念 。 首 先 ,将 拉 盖 尔 公式 中 的 一 对 圆 点 ,看 
作 是 变态 (退化 ) 的 二 级 曲线 ， 并 以 常态 ( 非 退 化 ) 二 级 曲 
线 来 代 葵 。 于 是 作 了 如 下 的 推广 :在 射影 平面 内 , 先 选 定 
一 个 常态 二 级 曲线 及 一 个 任意 常数 kk 关 0), 再 过 任意 给 
定 的 两 条 直线 4 与 b 的 交点 ， 作 二 级 曲线 的 两 条 切线 
与 ,并 规定 了 一 个 函数 9p(a,b)=kln(a,byti,t), 显然 
这 个 函数 对 任意 给 定 的 两 直线 a, b, 其 交点 axb 及 过 交 
点 的 两 条 切线 刀 ,t, 都 是 确定 的 , 从 而 kin(a,byti,t) 除 
了 一 个 符号 外 ,也 被 确定 。 而 且 函 数 p(a,b) 满 足以 下 条 


件 : (ay 4)=0, 9(b,a)=~9(a,b), p(a,b) +p(b,c) = 
8(a, c)， 这 里 ac\b,c 是 共 点 的 三 条 直线 。 而 这 些 条 件 
正 是 欧 氏 几何 中 二 条 直线 所 成 角度 应 当 满 足 的 ,因此 将 
9(asb) 一 kin(a,bsti,t) 叫 做 两 直线 a,b 所 成 角 的 射影 测 
度 ， 预 先 取 定 的 二 级 曲线 叫做 这 个 测度 的 绝对 形 ， 而 k 
叫做 测度 系数 。 

有 了 和 角 的 射影 测度 ， 可 对 偶 地 建立 另 一 种 形式 的 测 
度 : 取 定 一 条 常态 二 阶 曲 线 及 一 个 非 替 的 任意 常数 k, 连 
结 任意 给 定 的 两 点 A,B, 设 直线 AxB 与 二 阶 曲 线 交 于 
两 点 Ti 及 T:, 且 规定 函数 d(4,B)=Kln(4,BiTuT:), 显 
然 它 是 A,B 的 函数 , 且 满足 欧 氏 几何 中 两 点 间 有 向 距离 
的 条 件 ，d(4,4)=0，d(B,4)= 一 d(4,B)，d(A,B)+ 
dB,C)=d4,C)， 这 里 4,B,C 是 共 线 的 三 点 。 因 此 将 
函数 d(A,B)=kln(A,B;T,,T;) 叫 做 A，B 两 点 间 的 有 
向 距离 ,因为 它 是 利用 射影 概念 交 比 定义 的 ,所 以 又 叫做 
距离 的 射影 测度 。 预 先 给 定 的 二 阶 曲 线 叫做 测度 的 绝对 
形 , k 叫做 测度 系数 。 若 已 知 常态 二 阶 曲线 的 方程 是 

六 rm owens loul #0), 

二 已 知 点 4,B 的 坐标 分 别 是 (a1,a2,43),(bi,b,,b,),A、B 
联 线 上 任意 一 点 的 坐标 可 写作 px 一 一 Xb (i=1,2,3)， 
将 其 代入 二 阶 曲 线 方程 中 ,得 到 关于 和 的 一 个 二 次 方程 ， 
它 的 两 个 根 分 别 以 入, 及 X; 表示 ， 则 Ti 及 T: 的 坐标 为 
一 和 bs， 44 一 和 sb，(i=1,2,3), 再 利用 交 比 的 性 质 ， 


(A,BITLT) =a» 
1 


可 得 到 d(A,B) 的 解析 表达 式 。 关 于 w(a, b) 的 解析 表达 
式 可 利用 完全 相同 的 方法 得 出 。 上 面 以 二 次 曲线 〈 二 阶 
与 二 级 ) 为 绝对 形 ， 规 定 了 射影 测度 的 概念 。 应 该 指出 ， 
确定 距离 的 射影 测度 的 绝对 形 即 常态 二 阶 曲线 ， 其 切线 
的 集合 构成 了 用 以 确定 角 的 射影 测度 的 绝对 形 即 常态 二 
级 曲线 。 由 于 二 次 曲线 有 实 虚 之 分 ， 取 实 虚 不 同 的 二 次 
曲线 作 绝对 形 ， 这 样 就 构成 了 与 欧 氏 几何 完全 不 同 的 非 
欧 几 何 (罗氏 几何 和 黎 曼 几何 ) 的 模型 〈 见 非 欧 几 里 得 几 
何 学 )。1871 年 F. 克 莱 因 首先 发 明 使 用 射影 测度 来 说 
明 非 软 几何 。 简 单 来 说 ， 他 在 复 射 影 平面 上 的 实 绝对 形 
内 部 ,规定 了 一 些 具体 概念 ,定义 射影 测度 后 ， 作 成 了 一 
个 罗氏 几何 的 射影 模型 即 克 莱 因 模型 ,在 这 个 模型 里 , 罗 
氏 几 何 的 全 部 公理 都 能 够 得 到 解释 ， 因 而 罗氏 几何 的 全 


部 概念 和 定理 都 能 在 模型 中 体现 出 来 。 
参考 书目 
孙 泽 沪 编 :近世 几何 学 >, 高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1959。 
(陈绍 黄 ) 
sheying jihexue 
射影 几何 学 。 (projective geometry) 研究 图 


形 的 射影 性 质 , 即 它们 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 ,一 度 也 

叫做 投影 几何 学 。 在 经 典 几何 学 中 ， 射 影 几 何 处 于 一 种 

特殊 地 位 ， 通 过 它 可 以 把 其 他 一 些 几何 联系 起 来 。 
扩大 空间 和 射影 空间 ”在 一 个 欧 氏 (或 仿 射 ) 平 面 
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身 


上 ,两 条 直线 一 般 相交 于 一 点 ,但 有 例外 ,平行 线 不 相交 。 
这 种 例外 ,使 某 些 定理 显得 复杂 .为 了 排除 这 种 例外 ,在 每 
条 直线 上 添上 一 个 理想 点 ,叫做 无 穷 远 点 ,并 假定 平行 直 
线 相交 于 无 穷 远 点 。 添 上 无 穷 远 点 的 直线 叫做 扩大 直线 ， 
它 是 闭 的 ， 象 圆周 那样 ,去 掉 它 上 面 一 点 ,不 会 使 它 分 成 
两 截 。 再 假定 不 平行 的 直线 有 不 同 的 无 穷 远 点 ,这 样 , 平 
面 上 一 切 无 穷 远 点 的 集合 就 叫做 无 穷 远 ( 直 ) 线 ,而 添上 
无 穷 远 线 之 后 的 平面 就 叫做 扩大 平面 。 扩 大 平面 也 是 闵 
的 ,去 掉 它 上 面 一 条 直线 ,不 会 使 它 分 成 两 块 。 

欧 氏 (或 仿 射 ) 空 间 中 一 切 无 穷 远 点 的 集 
( 平 ) 面 。 添 上 无 穷 远 面 后 的 空间 叫做 扩大 
空间 , 它 也 是 闭 的 。 在 扩大 空间 ,不 但 平行 直线 交 于 一 个 
无 穷 远 点 ,而 且 平 行 平面 交 于 一 条 无 穷 远 直线 ,一 条 非 无 
穷 远 直 线 和 一 个 与 它 平行 的 平面 交 于 一 个 无 穷 远 点 。 

如 果 再 进一步 ， 把 无 穷 远 元 素 ( 点 、 线 、 面 ) 和 非 无 穷 
远 元 素平 等 看 待 ,不 加 区 别 ， 扩 大 空间 就 叫做 射影 空间 。 
同样 ， 从 扩大 直线 和 扩大 平面 可 以 得 到 射影 直线 和 射影 
平面 。 在 射影 空间 里 ,平行 的 概念 消失 了 :两 条 共 面 直线 
或 一 个 平面 和 一 条 直线 总 相交 于 一 点 ， 两 个 平面 总 相交 
于 一 条 直线 ， 此 外 ,每 两 点 总 决定 一 条 直线 ,每 三 个 不 共 
线 点 总 决定 一 个 平面 ,等 等 。 

齐 次 坐标 ”为 了 能 用 代数 方法 来 处 理 射影 (或 扩大 ) 
空间 的 几何 问题 ， 需 要 引进 齐 次 坐标 〈 有 时 还 引进 射影 
坐标 )。 

仍 从 欧 氏 (或 仿 射 ) 平 面 开 始 。 设 在 平面 上 已 经 建立 
了 以 0 为 原点 的 直角 (或 仿 射 ) 坐 标 系 ,(x,y) 为 一 点 P 的 
坐标 。 令 x 一 zxo， y=X2/Xo (Xo 大 0), 则 比值 X01 
完全 确定 已 的 位 置 ，(zwyziyxz) 就 叫做 忆 的 齐 次 ( 笛 氏 ) 
坐标 原点 的 齐 次 坐标 显然 可 以 写成 (1,， 0, 0)。 设 了 不 是 
原点 0, 则 x,x; 不 同时 等 于 零 ! 再 令 ziyz 固定 ， 而 令 
加 向 0 接近 ， 则 了 点 沿 一 条 经 过 O 而 斜率 为 xx:zi 的 直 
线 1 向 远方 移动 , 设 Ps 表示 扩大 直线 ! 上 的 无 穷 远 点 ， 
则 可 以 认为 , 当 x。 趋 于 O 时 , P 趋 于 Pe。 因 此 ， 可 以 把 
(0, xi， x2) 作 为 P 的 齐 次 坐标 ,特殊 地 ,(0,1,0) 和 (0， 
0，1) 依 次 是 * 轴 和 轴 上 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 。 这 样 ， 
每 一 组 不 同时 为 零 的 三 个 数 x。， zx， x; 都 是 扩大 平面 上 
一 点 的 齐 次 坐标 , 而 若 p 为 不 等 于 零 的 数 , 则 (px。,px1， 
px:) 和 (xzoyziyzs) 代表 同一 点 ， 下 面 引 进 记号 (x)= 
(KosXis Ts), p(X)= (px PX1s PL), 

设 坟 x+Way=0 (Wh, 不 都 是 0) 是 欧 氏 (或 仿 
射 ) 平 面 上 一 条 直线 的 方程 。 在 用 齐 次 坐标 表示 时 , 它 可 
以 写成 

(ur)= Bert tu 0 2 
这 也 就 是 扩大 直线 的 齐 次 方程 ， 这 直线 上 的 无 穷 远 点 是 
《0,4 一 妇 )。 扩 大 平面 上 的 无 穷 远 直线 方程 显然 可 以 写 
成 x。==0。 这 样 ,每 一 个 齐 次 线性 方程 都 代表 扩大 平面 上 
一 条 直线 。 由 于 比值 w:t:w 完全 确定 直线 ,(4) 一 (ty 
twta) 就 叫做 ( 齐 次 ) 线 坐标 。 为 了 区 别 两 种 齐 次 坐标 ,上 
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面 引进 的 (x*)==(xo, xl， za) 就 叫做 ( 齐 次 ) 点 坐标 。 方 程 
《1) 巴 做 点 (zx) 和 线 (u) 的 关联 条 件 或 接合 ( 即 (x) 在 (4) 
上 ,或 (4) 经 过 (x)) 条 件 。 

当 不 区 别 无 穷 远 元 素 和 非 无 穷 远 元 素 ， 使 扩大 平面 
成 为 射影 平面 时 ，(x) 和 (4) 就 依次 成 为 射影 平面 上 的 齐 
次 点 坐标 和 线 坐 标 ， 它 们 都 可 以 看 作 射影 坐标 的 特 款 。 

与 此 类 似 ， 可 以 得 到 扩大 或 射影 直线 上 的 点 坐标 
(xz) 一 (zo，xzi) 以 及 扩大 或 射影 空间 的 点 坐标 (z) 一 (zoy 
xyza， 2 的 ) 和 面 坐标 (4) = (ostiytayt)。 在 扩大 或 射影 


空间 中 ,点 (x) 和 面 (的 关联 系 件 是 (tc)= 六 wx, = 0。 


下 面 ,除非 特别 指明 ,所 讨论 的 空间 ， 就 是 三 维 射影 
空间 ,所 讨论 的 点 、 线 、 面 都 是 射影 空间 里 的 点 ,射影 直线 
和 射影 平面 。 在 射影 空间 ， 指 定 一 个 平面 x。=0 作为 无 
穷 远 面 ,就 得 到 扩大 空间 ( 见 射 彩 坐 标 )。 

对 俩 原理 ”关联 关系 是 射影 平面 和 射影 空间 的 基本 
关系 。 在 关联 系 件 (1) 中 ,(z) 和 (zx) 有 完全 的 对 称 性 ， 这 
就 使 得 直线 和 点 可 以 在 逻辑 上 取得 平等 的 地 位 。 它 们 叫 
做 平面 上 的 对 偶 元 素 。 

设 方程 (1) 里 的 w 是 固定 的 , 它 就 代表 一 条 直线 ; 令 
满足 (1) 的 x, 变动 ,就 可 以 得 到 在 该 线 上 的 一 切 点 ,这 些 
点 的 集合 叫做 以 Cu) 为 底 的 点 列 ， 而 (1) 也 就 是 点 列 的 方 
程 ,根据 线性 方程 理论 ,可 以 看 出 ， 点 列 中 每 三 点 线性 相 
关 。 即 :车 (y),(z) 是 点 列 中 任意 两 个 不 同 的 点 ， 则 它 的 
每 一 点 (x) 都 可 以 写成 (y) 和 (2) 的 线性 组 合 (x)= 和 (y) 二 
4(2), 其 中 入 ,4 是 齐 次 参数 。 在 一 定 意义 上 , *,4 也 可 以 
作为 点 列 中 的 射影 坐标 。 另 一 方面 ， 若 令 (1) 中 的 x 固 
定 ,而 令 w 变动 ,就 得 到 一 切 经 过 点 (*) 的 直线 (4), 它们 
的 集合 叫做 以 (x) 为 中 心 的 线束 ,而 (1) 就 是 线束 的 方程， 
同时 也 是 点 (x) 的 方程 。 若 (v),(w) 是 线束 中 任意 两 条 直 
线 , 则 线 东 的 每 一 条 直线 (4) 都 可 以 写成 

(WW) =AV) + HAW) 
由 于 点 列 和 线束 中 的 元 素 都 只 依赖 于 两 个 齐 次 参数 的 比 
值 , 即 依赖 于 一 个 独立 参数 ,它们 就 都 叫做 一 维基 本 形 。 

已 给 平面 上 一 个 以 点 和 直线 构成 的 图 形 ， 把 其 中 的 
点 和 直线 对 换 ， 就 得 到 另 一 个 图 形 ， 叫 做 所 给 图 形 的 对 
偶 。 例 如 ,点 列 (和 一 条 直线 关联 的 点 的 集合 ) 和 线束 (和 
一 点 关联 的 直线 的 集合 ) 是 对 偶 形 。 三 角形 是 自 对 偶 形 。 

对 于 平面 上 一 个 只 涉及 点 与 直线 的 关联 关系 的 定 
理 ,如 果 把 其 中 的 点 和 直线 及 其 关联 关系 对 换 ,就 得 到 一 
个 新 定理 ,叫做 原 定理 的 对 偶 。“ 如 果 原 定理 成 立 ， 则 它 
的 对 偶 定理 也 成 立 " 称 它 为 对 偶 定 理 。 这 是 因为 ,从 代数 
观点 看 ， 这 两 个 定理 的 证 明 步 又 是 完全 相同 的 。 射 影 几 
何 中 ,一 个 最 早 而 又 重要 的 定理 是 德 扎 格 定理 :两 个 三 角 
形 ABC 和 A'B'C' 的 对 应 顶点 的 联 线 4A4', BB', CC' 经 
过 同一 点 的 充 要 条 件 是 它们 的 对 应 边 BC 和 B'C'; CA 
和 C'A'，AB 和 4'B' 的 交点 共 线 。 这 是 个 自 对 偶 定理 。 
如 果 不 是 在 射影 (或 扩大 ) 平 面 上 而 是 在 欧 氏 (或 仿 射 ) 平 
面 上 ， 证 明 这 个 定理 就 需要 区 别 并 分 别处 理 其 中 有 某 些 


直线 平行 的 各 种 特 款 。 

三 维 空间 也 有 对 偶 定理 。 在 空间 ， 点 和 面 是 对 偶 元 
素 ， 直 线 是 自 对 偶 元 素 。 线 束 是 自 对 偶 形 。 空 间 还 有 一 
个 一 维基 本 形 是 面 束 ， 这 是 经 过 同一 条 直线 的 平面 的 集 
合 。 面 束 是 点 列 的 对 偶 。 在 同一 个 平面 上 的 点 的 集合 叫 
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图 1 炉 扎 格 定理 示意 图 


做 点 场 ,经 过 同一 点 的 平面 的 集合 叫做 面 把 ;点 场 和 面 把 
互 为 对 偶 。 在 同一 个 平面 上 的 直线 的 集合 叫做 线 场 ， 经 
过 同一 点 的 直线 的 集合 叫做 线 把 ; 线 场 和 线 把 互 为 对 偶 。 
点 场 ， 线 场 ， 面 把 ， 线 把 都 是 二 维基 本 形 。 空 间 的 点 的 
集合 和 空间 的 平面 的 集合 依次 叫做 点 空间 和 面 空间 ， 它 
们 是 互 为 对 偶 的 三 维基 本 形 。 在 空间 ， 三 角形 的 对 偶 是 
三 棱 棱 形 由 经 过 同一 点 的 三 条 不 共 面 的 直线 所 构 
成 ,这 三 条 直线 两 两 确定 三 个 不 共 线 的 平面 对 于 不 共 面 
的 两 个 三 角形 ， 德 扎 格 定理 仍然 成 立 ,但 在 空间 , 它 不 是 
自 对 偶 定理 。 

通过 代数 来 说 明 对 偶 原理 是 简捷 了 当 的 ， 但 不 是 必 
须 的 。 

空间 的 直线 构成 一 个 四 维 集合 ( 见 直线 几何 学 )。 

射影 对 应 与 射影 变 接 ”在 一 维基 本 形 之 间 ， 可 以 通 
过 投影 和 截 影 互 相 转化 。 

用 {P} 表 示 直 线 ! 上 的 点 列 ， 其 中 了 表示 点 列 中 的 
任意 点 。 设 5 为 不 在 1 上 的 一 点 , 作 直线 p= SP, 则 当下 
在 1 上 变动 时 , 就 得 到 以 8 为 中 心 的 线束 {p}， 叫 做 点 列 
{P} 的 投影 ,而 {P)} 就 叫做 线束 {p)} 的 截 影 , P 和 Pp 叫做 对 
应 元 素 (图 2)。 再 设 5, 为 空间 不 在 {p) 的 平面 上 的 点 , 作 
经 过 S, 和 ? 的 平面 <, 就 得 到 以 SS 为 轴 的 面 束 {z}， 它 


它 
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图 2 点 列 和 线束 间 的 
投影 和 截 影 


线束 和 和 
辣 的 撤 影 和 雪 影 


射 


是 {p} 的 投影 ，{p} 是 {x} 的 截 影 ，p 和 = 是 对 应 元 素 (图 
3)。 若 经 过 一 系列 的 投影 和 截 影 , 从 一 个 一 维基 本 形 到 另 
一 个 ,这 两 个 基本 形 就 叫做 射影 相关 ,它们 元 素 间 的 对 应 
关系 就 叫做 射影 对 应 。 一 个 射影 对 应 所 包含 的 两 个 变换 
叫做 射影 变换 ,它们 互 为 逆 变 换 。 

在 空间 ,通过 投影 和 截 影 ,点 场 和 线 把 之 间 ， 线 场 和 
面 把 之 间 都 可 以 互相 转化 ,因而 点 场 之 间 , 线 把 之 间 ， 线 
场 之 间 ， 面 把 之 间 也 可 以 互相 转化 。 至 于 二 维基 本 形 之 
间 的 其 他 转化 ,例如 点 场 和 线 场 之 间 的 转化 , 则 可 以 通过 
下 面 将 要 氢 述 的 代数 方法 来 确定 。 同 样 ， 三 维基 本 形 之 
间 的 转化 也 要 通过 代数 方法 。 总 之 ， 两 个 二 维基 本 形 之 
间或 两 个 三 维基 本 形 之 间 ， 也 都 可 以 有 射影 对 应 和 射影 
变换 。 

已 经 指出 ,如 何在 点 列 ,点 场 ,点 空间 ,以 及 线 场 和 面 
空间 里 建立 齐 次 坐标 系 ,事实 上 ,在 任何 一 个 一 、 二 ,三 维 
的 基本 形 里 ,都 可 以 建立 齐 次 (或 叫 射影 ) 坐 标 ( 见 身影 从 
标 )。 这 样 ,射影 对 应 或 射影 变换 就 可 以 通过 齐 次 坐标 间 
的 满 秩 齐 次 线性 变换 来 表示 。 例 如 , 设 (z),(z' ) 为 两 个 点 
场 的 齐 次 坐标 , 则 射影 变换 (x)->(x') 可 以 用 三 个 变数 的 
齐 次 线性 变换 


pl- 以 cm G0,1,2), dot(ew) #0 (2) 


表示 , 式 中 det 表示 行列 式 ; p 是 非 零 比例 常数 。 解 这 个 
方程 组 ,就 得 到 逆 变 换 (x')-(x) 的 方程 。 

射影 变换 的 一 个 基本 性 质 是 保持 关联 关系 ， 这 等 于 
说 , 它 把 线性 相关 的 元 素 变 成 线性 相关 的 元 素 。 例 如 ,点 
场 之 间 的 变换 (2) 就 把 点 列 变 成 点 列 ， 即 直线 变 成 直线 ， 
因而 , 它 还 把 线束 变 成 线束 由 此 又 可 以 看 出 ， 只 涉及 关 
联 关系 的 每 个 定理 (如 德 扎 格 定理 ) 一 定 代表 一 种 射影 性 
质 , 即 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 。 换 句 话说 ,这 种 定理 是 
一 个 射影 定理 。 

关于 射影 对 应 ,有 一 个 基本 定理 。 如 果 把 一 ,二 ,三 维 
的 情况 概括 在 一 起 , 那 就 是 : 若 在 两 个 n 维 (n=1,2,3) 
基本 形 中 ， 分 别 指定 一 组 n+2 个 元 素 , 式 中 各 组 里 的 每 
n+1 个 元 素 线性 无 关 , 则 两 个 基本 形 间 ， 有 唯一 的 射影 
对 应 ,使 两 组 元 素 按 给 定 次 序 相 对 应 。 事 实 上 ,对 于 任意 
维 射影 对 应 ,这 个 定理 都 成 立 。 所 谓 “ 线 性 无 关 ”, 可 以 举 
例 来 说 明 :两 个 线性 无 关 的 点 不 重合 ,三 个 线性 无 关 的 点 
不 共 线 ,四 个 线性 无 关 的 点 不 共 面 。 

射影 变换 也 可 以 作用 于 扩大 空间 ,但 经 过 射影 变换 ， 
无 穷 远 元 素 可 以 变 为 非 无 穷 远 ， 非 无 穷 远 元 素 可 以 变 为 
无 穷 远 (例如 平行 平面 可 以 变 得 不 平行 ,不 平行 平面 可 以 
变 得 平行 ), 因 此 ,在 未 经 扩大 的 欧 氏 或 仿 射 空间 里 ,射影 
变换 不 完全 是 一 对 一 的 。 

交 比 ” 交 比 是 一 项 基本 的 射影 不 变量 。 

根据 关于 射影 对 应 的 基本 定理 ， 一 维基 本 形 (例如 ， 
点 列 ) 间 的 一 个 射影 对 应 是 由 三 对 对 应 元 素 唯一 地 确定 
的 。 由 此 可 以 推 知 , 若 在 一 个 射影 对 应 中 ,一 个 一 维基 本 
形 中 的 四 个 元 素 E,,E, Es,E, 依次 对 应 于 另 一 个 一 维基 
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本 形 中 的 肪 ,Bi,Bi,E4, 则 四 元 素 组 Ei, E,, Es,E, 和 E;， 
,Es,E, 必 有 某 种 共性 。 交 比 就 是 这 样 的 共性 。 

设 在 一 个 一 维基 本 形 中 ， 元素 (i=1,2,3,4) 的 
齐 次 坐标 是 (x 外,x49), 而 用 (E,,E) 表 示 行列 式 


x 0 
x xz 
则 交 比 
— (Eu) | (EE) 
(BBB B= BB/ BB, 3) 


交 比 经 过 射影 变换 (例如 投影 或 截 影 ) 不 变 。 
若 在 一 个 一 维基 本 形 中 ， 随 意 选取 三 个 不 同 的 固定 
元 素 E,,E,,Es, 而 对 于 任意 元 素 P, 设 
X=(E,,E,;E,,P), 
则 P 的 位 置 和 x 的 一 切 值 (包括 %) 一 一 对 应 。 特 殊 地 , 当 
P= 时 ,X=o0;P=E, 时 ,X=0;P=E 时 ,x=1。 因 此 ， 
* 可 以 作为 基本 形 中 的 非 齐 次 坐标 。 若 再 令 x*=x1/xo, 则 
(xosX1) 是 基本 形 中 的 齐 次 坐标 , 称 为 射影 举 标 。 特 殊 地 ， 
孔 ,B:,E 的 坐标 依次 是 (0,1),(1,0) 和 (1,1)。 这 三 个 元 
素 叫 做 射影 坐标 系 的 基 元 素 。 
在 欧 氏 空间 ， 若 Pi,P:,P,,P, 是 四 个 共 线 点 ， 而 用 
P,Py 表示 由 P, 到 Py 的 有 向 线段 长 , 则 
(PPuPs,P) = PBs /EP 
Pup PI 一 已 BE 
在 欧 氏 平面 ， 若 pi,px,psyp, 是 经 过 同一 点 的 四 条 直线 ， 
而 用 (psps) 表 示 由 Pp, 到 py 的 有 向 角 , 则 


sin( pips) fsin( pipe) 
Cpuspupssp) = seh) 


四 个 元 素 有 24 种 排列 法 ,但 对 于 一 般 位 置 的 四 个 元 
素 只 有 6 个 不 同 的 交 比值 ， 对 于 某 种 特殊 位 置 的 四 个 元 
素 , 则 六 个 交 比 值 中 至 少 有 两 个 相等 。 例 如 , 当 交 比 (El， 
了 ,BE 一 一 1 时 ,这 四 个 元 素 称 为 构成 调和 组 .这 时 E， 
和 EE,,E 和 已 都 可 以 对 调 , 元素 偶 BE， Ps: 和 EE,, E, 也 可 
以 对 调 , 而 交 比 不 变 , 而 且 元 素 的 其 他 次 序 所 对 应 的 交 比 
值 都 是 2 或 1/2。 这 表明 ,对 于 构成 调和 组 的 四 个 元 素 , 变 
动 其 排列 次 序 ， 只 有 3 个 不 同 的 交 比 值 ， 即 一 1,2,1/2。 
当然 ,在 射影 相关 的 基本 形 中 ,调和 组 对 应 于 调和 组 。 

在 调和 组 EB,,E,,Es, Es 里, E, 也 叫做 Ey 对 于 EE,,E, 
的 共 二 ， 已 给 BE; 和 也 ,可 以 用 直 尺 作 图 求 E。 图 4 
表示 ， 已 给 点 列 中 任意 三 点 PiyP: 和 Ps, 求 P, 对 于 Pu， 
P: 的 调和 共 杷 P 的 作 图 法 。 注 意 KK, 工 可 以 是 经 过 P， 
的 任意 直线 上 的 任意 两 点 。 还 可 以 看 出 ， 当 P， 趋 于 P 
《或 Pi) 时 ,P, 也 趋 于 P;( 或 Pi)。 因 此 , 调和 组 中 可 以 有 


三 尝 : 和 


三 点 重合 。 

直 碳 变换 与 对 射 变换 ， 莫 影 群 ”考虑 一 个 平面 上 的 
二 维 身影 变换 .平面 既 是 点 场 的 底 ,又 是 线 场 的 底 ,因此 ， 
它 上 面 的 一 个 射影 变换 可 以 把 点 变 成 点 《或 线 变 成 线 )， 
也 可 以 把 点 变 成 线 (或 线 变 成 点 ), 前 一 种 叫做 直射 变换 ， 
后 一 种 叫做 对 射 变换 。 

直射 变换 的 逆 变 换 和 它们 的 积 即 两 个 直射 变换 接 
连作 用 所 形成 的 变换 ) 都 是 直射 变换 。 因 此 ,平面 上 一 切 
直射 变换 构成 群 ,叫做 平面 直射 群 。 直 射 变换 的 特征 是 ， 
它 把 共 线 的 点 变 成 共 线 的 点 ,因而 可 以 说 ,也 把 直线 变 成 
直线 。 一 个 直射 变换 可 以 用 关于 点 坐标 的 线性 变换 (2) 代 
表 。 如 果 它 把 直线 (W 变 成 (wx ), 则 通过 关联 系 件 可 得 


= 加 Cu (i=0,1,2), (4) 


式 中 Cw 是 cw 在 方 阵 (cw) 中 的 余 因 子 ,0 是 比例 常数 。 可 
以 认为 ,(2) 和 (4) 代 表 着 同一 个 直射 变换 ,它们 的 区 别 只 
是 在 于 ,一 个 用 了 点 坐标 ,一 个 用 了 线 坐标 。 

与 此 类 似 , 对 射 变换 把 共 点 的 直线 变 成 共 线 的 点 ,把 
共 线 的 点 变 成 共 点 的 直线 , 即 把 线 变 成 点 ， 把 点 变 成 线 。 
两 个 对 射 变换 之 积 是 一 个 直射 变换 。 对 射 变换 不 构成 群 ， 
但 是 平面 上 一 切 直射 变换 和 对 射 变 换 在 一 起 构成 群 ， 叫 
做 射影 群 。 直 射 群 是 射影 群 的 子 群 。 但 有 时 射影 群 这 个 
名 词 也 用 来 指 直射 群 。 

由 于 平面 对 射 变换 把 点 变 成 线 ,把 线 变 成 点 ,而 又 保 
持 关联 关系 , 它 就 体现 了 平面 上 的 对 偶 原理 。 

同样 ,空间 也 有 直射 变换 和 对 射 变换 ,前 者 把 点 变 成 
点 ， 面 变 成 面 ,后 者 把 点 变 成 面 , 面 变 成 点 ， 它 们 都 把 直 
线 变 成 直线 。 空 间 一 切 直射 变换 构成 直射 群 ， 一 切 直射 
变换 和 对 射 变换 构成 射影 群 。 空 间 对 射 变换 体现 空间 对 
偶 原 理 。 

直线 上 的 一 切 点 变 点 的 射影 变换 构成 直线 上 的 射 
影 群 。 

其 他 基本 形 里 都 有 各 自 的 射影 群 。 

二 次 曲线 与 二 次 曲面 ”扩大 平面 上 的 二 次 曲线 

Gx + arY + ad + 2a0x + 2a0ay + G00=0 

的 齐 次 方程 是 


Baws=0 (ou=oo， (5) 


‘0 
式 中 av= or 表明 (ou ) 是 对 称 方 阵 。 
在 射影 平面 上 ,方程 (5) 所 确定 的 点 的 轨迹 就 叫做 一 
条 二 次 曲线 。 与 此 相对 偶 , 含 线 坐标 的 齐 二 次 方程 
bus=0 (by=bys) (6) 


代表 一 个 直线 的 集合 ,也 叫做 二 次 曲线 。 为 了 区 别 (5) 和 
《6), 它 们 所 代表 的 点 集 和 线 集 依次 就 叫做 点 ( 素 ) 二 次 曲 
线 和 线 ( 素 ) 二 次 曲线 。 

用 了 表示 点 二 次 曲线 (5)， 并 假定 它 是 满 秩 的 ， 即 
det(aw) 去 0。 在 它 上 面 的 一 点 (y), 了 的 切线 方程 是 


: 
Dours=0, 


这 些 切线 构成 线 二 次 曲线 急 Auusus= 0， 式 中 Au 是 au 
在 方 阵 (aw) 里 的 余 因子 .按照 对 偶 原 理 , 点 曲线 的 切线 的 
对 偶 是 线 曲 线 的 切 点 两 条 “ 相 邻 ”直线 交点 的 极限 位 
置 )， 因 而 满 秩 线 二 次 曲线 的 切 点 构成 一 个 点 二 次 曲线 。 

设 P 为 不 在 满 黎 点 二 次 曲线 T 上 的 任意 点 ， 经 过 P 
作 直线 ! 交 7 于 P,, Ps 两 点 (图 5)。 设 在 ! 上 ,P 点 对 于 


Pi,P; 的 调和 共 斩 是 P ， 即 (PPzP,P')= 一 1。 这 样 的 
两 点 P，P' 叫做 对 于 了 的 共 辐 点 。 当 P 固定 而 令 ! 转动 
时 , 呈 的 共 辐 P' 总 入 六 


是 在 一 条 直线 了 
上 ， 叫 做 点 对 于 家 
了 的 极 线 ， 而 就 
叫做 直线 了 对 于 人 第 
的 极点 。 特 殊 地 ， 
若 P 为 T 上 的 点 ， 
它 的 极 线 p 就 是 
在 P 的 切线 。 显 
然 ,着 P 的 极 线 经 过 P'， 则 P' 的 极 线 经 过 P。 若 P 和 P 
的 齐 次 坐标 依次 为 (x) 和 (w), 则 


p= 总 qs C=0,1,2)， (7) 


这 是 一 种 特殊 的 对 射 对 应 ， 其 特殊 性 在 于 (aw) 是 对 称 方 
阵 , 它 叫做 对 于 了 的 配 极 对 应 。 配 极 变换 的 平方 , 即 它 和 
自己 的 乘积 是 么 变换 (或 叫 便 等 变换 )。 配 极 对 应 也 可 以 
体现 对 偶 原 理 。 

二 次 曲线 可 以 通过 射影 产生 法 产生 。 若 在 平面 上 有 
两 个 射影 相关 的 线束 ( 即 线束 间 建 立 了 一 宗 射影 对 应 )， 
它们 有 不 同 的 中 心 , 而 且 它们 的 公共 直线 不 对 应 于 自己 ， 
则 两 线束 中 对 应 直线 交点 的 轨迹 是 一 条 满 秩 点 二 次 曲 
线 。 用 对 介 方 法 可 以 产生 线 二 次 曲线 。 

射影 几何 中 ， 关 于 二 次 曲线 一 个 最 早 的 著名 定理 是 
帕斯卡 定理 ， 满 秩 二 次 曲线 的 一 个 内 接 六 边 形 ABCDEP 
的 三 对 对 边 AB 和 DE,BC 和 EF, CD 和 FA 交 于 一 条 

bs. 直线 上 ,倒转 来 ， 

一 若 一 个 六 边 形 的 
三 对 对 边 交点 在 
一 条 直线 上 , 则 
六 边 形 顶 点 在 一 
个 = 次 曲线 上 ， 
但 这 个 二 次 曲线 
可 能 退化 成 直线 
偶 。 帕 斯 卡 定理 在 平面 上 的 对 偶 叫 做 布 里 昂 友 定理 。 

帕斯卡 定理 的 一 个 特 款 是 帕 普 斯 定理 ;车 4,B,C 和 
4',B',C' 分 别 是 两 条 直线 上 的 三 点 , 它们 都 不 重合 ， 则 
BC' 和 B'C,CA' 和 C'A,AB' 和 A'B 交 于 共 线 点 。 

在 三 维 射影 空间 , 设 (x),(w) 依 次 为 齐 次 点 坐标 和 面 


坐标 , 则 含 % 的 一 个 齐 二 次 方程 六 auzey= 0 代表 一 个 


图 6 帕斯卡 定理 示意 图 


点 ( 素 ) 二 次 曲面 ,而 含 w 的 一 个 齐 二 次 方程 代表 一 个 面 
《 素 ) 二 次 曲面 。 满 秩 点 二 次 曲面 的 切面 构成 一 个 满 秩 面 
二 次 曲面 ， 而 满 秩 面 二 次 曲面 的 切 点 构成 一 个 满 秩 点 二 
次 曲面 。 

关于 满 秩 二 次 曲面 也 有 配 极 对 应 ， 它 使 极点 和 极 面 
互相 对 应 ,是 空间 的 特殊 对 射 对 应 。 

直 纹 二 次 曲面 也 可 以 通过 射影 产生 法 产生 。 若 两 个 
射影 相关 的 面 束 的 轴 是 相 错 ( 即 不 共 面 ) 直 线 ， 则 它们 对 
应 平面 的 交 线 构成 一 个 直 纹 二 次 曲面 的 一 族 母 线 。 

土 影 几何 的 子 几 何 ” 射 影 群 中 有 许多 重要 子 群 ， 对 
应 于 每 一 个 这 样 的 子 群 有 一 种 几何 ， 叫 做 射影 几何 的 子 
几何 。 

为 了 简单 明确 起 见 , 下 面 所 说 的 射影 群 就 是 直射 群 ， 
所 说 的 射影 变换 是 指 直 射 变换 ， 而 且 主 要 分 析 平面 上 的 
情况 。 

在 扩大 仿 射 平面 上 ， 令 无 穷 远 线 zo= 0 不 变 的 射影 
变换 是 仿 射 变换 ,用 非 齐 次 坐标 表示 , 仿 射 变换 的 方程 可 
以 写成 

一 cc 十 cg 十 Q 

下 一 cx 十 ca 十 b 
一 切 仿 射 变换 所 构成 的 仿 射 群 ,是 射影 群 的 一 个 子 群 。 念 
射 变换 保持 平行 性 。 

在 扩大 仿 射 平面 的 无 穷 远 线 x,=0 上 ， 取 两 个 共 四 
虚 点 五 (01i))1(0,1 一 和 , 式 中 让 = 一 1。 令 点 偶 TD( 即 
如 + 好 =0,xo=0) 不 变 的 仿 射 变换 叫做 相似 变换 ， 它 们 
的 方程 可 以 写成 (8) 的 形状 ,但 其 中 (cu) 是 正 交 方 阵 乘 以 


一 个 常数 :Ccw) =X( 于 Se 9) ,一 切 相似 变换 构成 


相似 群 (也 叫 吹 氏 群 或 度量 群 )， 它 是 仿 射 群 的 子 群 ， 也 
是 射影 群 的 子 群 。 有 了 了 ,I 两 点 后 ,就 可 以 通过 射影 方 
法 在 平面 上 引进 距离 和 角 的 概念 ( 见 绝对 形 )， 相 似 变 换 
把 每 个 图 形变 成 一 个 和 它 相似 的 图 形 ， 即 一 切 长 度 按 比 
例 变化 而 角 不 变 。 这 时 扩大 平面 就 可 以 叫做 扩大 欧 氏 平 
面 , 它 上 面 的 一 切 加 都 经 过 Ti， P。 这 两 点 就 叫做 无 穷 远 
加 点 。 

在 相似 变换 中 ， 系 数 cu 构成 正 交 方 阵 ( 即 和 = 士 1) 
的 ， 叫 做 全 等 变换 (或 运动 ); 式 中 det(cy)=1 的 叫做 正 
党 运动，det(cw) 一 一 1 的 叫做 反常 运动 。 后 者 是 一 个 正 
常 运动 和 一 个 对 直线 反射 之 积 。 全 等 变换 把 每 个 图 形变 
成 一 个 和 原 图 全 等 的 图 形 。 全 等 变换 群 (或 运动 群 ) 是 射 
影 群 . 仿 射 群 和 相似 群 的 子 群 。 

已 给 一 个 空间 8 以 及 作用 于 它 上 面 的 变换 所 构成 的 
一 个 群 G, 就 可 以 判断 ， 在 S 里 ,哪些 图 形 性 质 经 过 G 中 
的 变换 不 变 , 研 究 这 些 性 质 的 几何 就 叫做 属于 G 的 几何 。 
车 G4 是 6G 的 子 群 ， 属于 G, 的 几何 就 叫做 属于 G 的 几何 
的 子 几何 。 射 影 几何 和 仿 射 几何 依次 属于 射影 群 和 仿 射 
群 ,而 欧 氏 几何 则 可 以 认为 属于 相似 群 ,但 又 部 分 地 属于 
全 等 群 4 因为 它 既 研究 相似 图 形 ,又 研究 全 等 图 形 。 欧 氏 
几何 是 仿 射 几何 的 子 几何 ， 它 和 仿 射 几 何 又 都 是 射影 几 
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det(cy)#0。 (8) 


射 


何 的 子 几 何 ; 由 于 它 研究 图 形 的 度量 性 质 (长 度 、 角 度 、 面 
积 、……), 它 也 叫做 度量 几何 。 

群 越 大 ,不 变性 质 越 少 而 越 带 普遍 性 ， 群 越 小 ,不 变 
性 质 越 多 而 越 丰富 具体 。 这 样 ， 就 可 以 通过 不 同 的 群 之 
间 的 关系 来 理解 不 同 的 几何 之 间 的 关系 。 

空间 S 的 图 形 还 可 以 通过 变换 群 G 分 类 ， 把 一 切 可 
以 经 过 G 的 变换 互相 转化 的 图 形 归 入 同一 个 等 价 类 。 例 
如 ， 一 切 满 秩 实 迹 ( 即 有 实 点 的 ) 二 次 曲线 都 互相 射影 等 
价 , 即 属于 同一 个 射影 类 ,它们 却 分 为 三 个 仿 射 类 ， 和 无 
穷 远 线 不 相交 (于 实 点 ) 的 是 椭圆 , 相 切 的 是 抛物 线 ,相交 
于 两 (个 实 ) 点 的 是 双 曲 线 。 每 一 个 仿 射 类 里 的 二 次 曲线 
又 可 以 分 为 无 数 度量 类 ;例如 同 是 椭圆 ,两 个 半 轴 长 比值 
不 同 的 就 不 相似 , 半 轴 长 不 分 别 相等 的 就 不 全 等 。 

两 种 非 欢 几何 ， 即 椭圆 几何 和 双 曲 几何 都 是 射影 几 
何 的 子 几何 。 在 射影 平面 上 ， 把 虚 迹 二 次 曲线 富士 妇 十 
好 = 0 变 为 自己 的 一 切 射影 变换 构成 射影 群 的 一 个 子 
群 ， 叫 做 椭 贺 (运动 ) 群 ;属于 它 的 几何 就 是 椭 贺 几何 , 附 
有 那个 不 变 二 次 曲线 的 射影 平面 叫做 椭 贺 平面 。 另 一 方 
面 ,把 实 迹 二 次 曲线 一 礁 ++ 术 十 台 =0 变 为 自己 ,并 把 它 
的 内 部 〈 即 一 并 + 于 十 好 <0 的 点 的 集合 ) 变 为 内 部 的 射 
影 变 换 也 构成 射影 群 的 一 个 子 群 ,叫做 双 曲 (运动 ) 群 ! 属 
于 它 的 几何 就 是 双 曲 几何 ， 那个 二 次 曲线 内 部 就 是 双 曲 
平面 。 非 网 平面 上 的 长 度 和 角度 概念 也 可 以 通过 射影 方 
法 来 引进 。 

射影 几何 另外 一 个 重要 子 几何 是 头 科 夫 斯 基 几 何 。 
把 点 偶 (0,1,1) 和 (0,1, 一 1)( 即 对 一 对 = 0,zs=0) 变 为 自 
己 的 一 切 射影 变换 构成 阁 伦 兹 群 ， 属 于 它 的 几何 就 是 头 
科 夫 斯 基 几 何 。 闵 科 夫 斯 基 几 何 为 狭义 相对 论 提供 了 天 
然 的 几何 说 明 ， 四 维 闵 科 夫 斯 基 几 何 就 是 四 维 时 空 〈 见 
闵 科 夫 斯 基 空间 )。 

上 面 所 论 的 射影 群 的 每 个 子 群 都 有 一 个 不 变 图 形 
(其 中 有 些 是 虚 迹 图 形 ), 如 对 于 仿 射 群 的 x。=0, 对 于 相 
似 群 的 好 十 好 一 0，xo= 0， 对 于 椭圆 群 的 好 十 好 一 0 等 。 
这 种 不 变 图 形 就 叫做 相应 子 几何 的 绝对 形 。 

以 上 理论 都 可 以 推广 到 三 维 以 至 任意 维 空间 。 在 三 
维 空间 , 欧 氏 几何 的 绝对 形 是 对 十 好 十 邓 =0，zo=0, 它 
叫做 无 穷 远 虚 圆 ， 因 为 扩大 欧 氏 平面 的 一 切 球面 都 经 过 
它 。 空 间 椭圆 几何 ， 双 曲 几何 和 闵 科 夫 斯 基 几 何 的 绝对 
形 依次 是 驹 十 好 十 好 十 好 一 0 一双 十 好 十 好 十 好 一 0 
Xt 一 =0, xX,=0。 

公理 系统 上 面 把 射影 几何 建立 在 欧 氏 空间 的 基础 
上 ,但 这 不 是 必要 的 。 它 可 以 建立 在 不 涉及 度量 概念 的 
公理 系统 上 。 

以 三 维 射影 几何 为 例 , 在 那里 ,基本 元 素 是 点 ， 直 线 
和 平面 。 射 影 几 何 公理 的 表达 形式 是 多 种 多 样 的 ， 一 般 
可 以 分 为 三 组 。 第 一 组 叫做 关联 公理 ， 例 如 ， 两 点 确定 
一 条 经 过 它们 的 直线 ， 三 个 不 共 线 点 确定 一 个 经 过 它们 
的 平面 ， 两 个 平面 交 于 一 条 直线 等 等 。 第 二 组 叫做 次 序 
公理 ， 例 如 ,已 给 直线 上 三 点 4, B, C, 直线 上 必 有 一 点 
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D, 使 4, B 和 C, D 互相 隔离 等 等 。 第 三 组 只 含 一 个 公 
理 ， 即 连续 公理 。 射 影 直 线 上 的 连续 公理 实质 上 就 是 规 
定 ; 去 掉 直 线 上 一 点 以 后 ,直线 上 剩 下 来 的 部 分 满足 实数 
轴 上 的 戴 德 金 连续 公理 。 

根据 这 些 公理 ， 便 可 以 通过 纯 演 绎 方法 建立 起 一 个 
完整 的 实 射影 几何 体系 ， 包 括 射影 坐标 。 所 谓 实 射影 几 
何 ,就 是 上 面 所 讨论 的 射影 几何 ,其 中 点 的 坐标 是 实数 。 

不 同 维 的 射影 空间 ， 可 以 在 关联 公理 里 加 以 区 别 。 

只 满足 关联 公理 的 空间 可 以 称 为 一 般 射影 空间 ; 在 
那里 面 , 仍 然 有 射影 变换 ,其 相应 的 几何 可 以 称 为 一 般 射 
影 几何 。 如 果 把 关联 公理 要 求 降低 ， 也 可 以 得 到 更 一 般 
的 射影 空间 和 射影 几何 。 当 然 , 在 一 个 一 般 射影 空间 里 ， 
实 射影 几何 的 定理 不 完全 成 立 。 

也 可 以 一 开始 就 通过 代数 方法 来 建立 射影 几何 。 仍 
以 实 三 维 空间 为 例 , 设想 每 一 个 非 零 四 实数 组 (xwzx 
为 ) 为 一 点 ,成 比例 的 四 数组 代表 同一 点 ;再 假定 线性 相关 
的 三 点 属于 同一 条 直线 ， 线 性 相关 的 四 点 属于 同一 个 平 
面 ,这 样 就 把 实 射影 几何 完全 建立 在 实数 域 的 基础 上 了 。 

用 n+1 数组 代替 四 数组 来 表示 点 ,就 得 到 维 射影 
空间 及 其 射影 几何 。 

车 令 n+1 数组 (xoyzi…yxn) 里 的 x, 属于 某 一 个 数 
域 了 ， 所 得 到 的 是 一 个 一 般 射影 几何 。 例 如 当下 是 复数 
域 时 ,次 序 公理 和 连续 公理 都 不 能 满足 ,得 到 的 是 很 重要 
的 复 射影 几何 。 上 面 从 ( 实 ) 仿 射 空间 得 到 ( 实 ) 欧 氏 空间 
时 ， 就 曾经 利用 了 虚 点 1,,1,。 

若是 一 个 有 限 域 ， 所 得 到 的 一 般 射影 空间 只 有 有 
尽 多 个 点 ,叫做 有 尽 射影 空间 。 例 如 , 若 了 是 特征 等 于 3 
的 模 域 , 则 射影 平面 上 有 13 个 点 和 13 条 线 ,每 条 线 上 有 
4 个 点 ， 经 过 每 点 有 4 条 线 。 如 果 要 通过 公理 系统 来 建 
立 这 个 空间 ,就 要 在 关联 公理 中 规定 ,每 条 线 上 不 能 有 多 
于 4 个 点 。 

科 史 ， 射 影 几何 的 某 些 内 容 ,公元 前 就 发 现 了 ,但 到 
19 世纪 上 半 叶 才 有 短暂 的 突破 。 到 19 世纪 , 它 才 形 成 独 
立体 系 ,最 后 下 于 完备 。 

基于 绘图 学 和 建筑 学 的 需要 ， 古 希腊 几何 学 家 就 开 
始 研究 透视 法 ,也 就 是 投影 和 截 影 。 早 在 公元 前 200 年 左 
右 ， 阿 波 罗 尼 奥 斯 就 曾 把 二 次 曲线 作为 正 圆锥 面 的 截 线 
来 研究 。 在 4 世纪 帕 普 斯 的 著作 中 ,出 现 了 帕 普 斯 定理 。 

17 世纪 初 ，J. 开 普 勒 最 早 引 进 了 无 穷 远 点 概念 
(1604)。 稍 后 , G. 德 扎 格 引进 了 无 穷 远 点 ， 除 证 明了 上 
面 提 到 的 他 的 著名 定理 (1639) 外 ， 还 引进 了 交 比 ， 调 和 
比 , 以 及 对 于 二 次 曲线 的 极点 和 极 线 等 概念 ,证 明了 交 比 
经 过 透视 不 变 。 在 他 的 影响 下 , B. 由 斯 卡 也 研究 了 有 关 
射影 几何 的 问题 ,并 发 表 了 他 的 著名 定理 (1640)。 这 些 定 
理 的 特点 是 概括 性 强 ， 只 涉及 关联 性 质 而 不 涉及 度量 性 
质 ( 长 度 、 角 度 、 面 积 )。 但 他 们 在 证 明 中 却 用 到 了 长 度 概 
念 ， 而 不 是 用 严格 的 射影 方法 ， 他 们 也 没有 意识 到 ， 自 
已 的 研究 方向 会 导致 产生 一 个 新 的 几何 体系 射影 几何 。 
他 们 所 用 的 是 综合 法 , 随 着 解析 几何 和 微 积分 的 创立 , 综 


合法 让 位 于 解析 法 ,射影 几何 的 探讨 也 中 断 了 。 

射影 几何 的 主要 英 基 人 是 19 世纪 的 J.-V. 彭 赛 列 。 
他 是 画 法 几何 的 创始 人 G. 蒙 日 的 学 生 。 蒙 日 带动 了 他 
的 许多 学 生 (C.-J. 布 里 昂 雄 是 其 中 之 一 ) 用 综合 法 研究 
几何 。 由 于 德 扎 格 和 帕斯卡 等 的 工作 被 长 期 忽视 了 ， 前 
人 的 许多 工作 他 们 不 了 解 ， 不 得 不 重新 再 做 。 1822 年 ， 
茧 赛 列 发 表 了 射影 几何 的 第 一 部 系统 著作 。 他 是 认识 到 
射影 几何 是 一 个 新 的 数学 分 支 的 第 一 个 数学 家 。 他 通过 


几何 方法 引进 无 穷 远 虚 圆 点 ， 研 究 了 配 极 对 应 并 用 它 来 


确立 对 偶 原 理 。 稍 后 ,J. 施 泰 纳 研究 了 利用 简单 图 形 产生 
较 复 杂 图 形 (例如 二 次 曲线 和 二 次 曲面 ) 的 方法 ， 线 素 二 
次 曲线 概念 也 是 他 引进 的 (1832)。 为 了 摆脱 坐标 系 对 度 
量 概念 的 依赖 ，K. G. C. von 施 陶 特 通过 几何 作 图 来 建 
立 直线 上 的 点 坐标 系 (1847)， 进 而 使 交 比 也 不 依赖 于 长 
度 概念 。 由 于 忽视 了 连续 公理 的 必要 性 ， 他 建立 坐标 系 
的 做 法 还 不 完善 ,但 却 迈 出 了 决定 性 的 一 步 。 

另 一 方面 ， 运 用 解析 法 来 研究 射影 几何 也 有 长 足 进 
展 。 首 先是 A. F. 麦 比 乌 斯 创建 一 种 齐 次 坐标 系 ， 把 变 
换 分 为 全 等 ,相似 , 仿 射 ,直射 等 类 型 ,给 出 线束 中 四 条 线 
交 比 的 度量 公式 等 (1827)。 接 着 , J. 普 吕 克 引进 了 另 一 
种 齐 次 坐标 系 ,得 到 了 平面 上 无 穷 远 线 的 方程 ,无 穷 远 贺 
点 的 坐标 。 他 还 引进 了 线 坐 标 概念 ， 于 是 从 代数 观点 就 
自然 得 到 了 对 偶 原 理 ， 并 得 到 了 关于 一 般 线 素 曲线 的 一 
些 概念 。 

在 19 世纪 前 半 叶 的 几何 研究 中 ,综合 法 和 解析 法 的 
争论 异常 激烈 :有 些 数学 家 完全 否定 综合 法 ,认为 它 没有 
前 途 ,而 一 些 几 何 学 家 ,如 M. 沙 勒 , E. 施 图 迪 和 施 泰 纳 
等 ， 则 坚持 用 综合 法 而 排斥 解析 法 。 还 有 一 些 人 ， 如 彭 
赛 列 ， 虽 然 承 认 综合 法 有 其 局 限 性 ， 在 研究 过 程 中 也 难 
免 借助 于 代数 ， 但 在 著作 中 总 是 用 综合 法 来 论证 。 他 们 
的 努力 使 综合 射影 几何 形成 一 个 优美 的 体系 ， 而 且 用 综 
合法 也 确实 形象 鲜明 ， 有 些 问题 论证 直接 而 简洁 。1882 
年 ,M. 帕 施 建成 第 一 个 严格 的 射影 几何 演绎 体系 。 

把 各 种 几何 和 变换 群 相 联系 的 是 了 . 克 莱 因 ,他 在 埃 
尔 期 根 纲领 (1872) 中 提出 了 这 个 观点 ， 并 把 几 种 经 典 几 
何 看 作 射影 几何 的 子 几何 ， 使 这 些 几何 之 间 的 关系 变 得 
十 分 明朗 。 这 个 纲领 产生 了 巨大 影响 。 但 有 些 几 何 , 如 黎 
曼 几何 , 不 能 纳入 这 个 分 类 法 。 后 来 邓 嘉 当 等 在 拭 广 几 
何 分 类 的 方法 中 作出 了 新 的 贡献 。 
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sheyIng weifen jihexue 
射影 微分 几何 学 (projective differential ge- 
ometry) 伍 分 几何 学 的 一 个 分 支 * 是 在 20 世 纪 初 斯 
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依据 F. 克 莱 因 的 思想 开始 发 展 起 来 的 ,研究 的 对 象 主要 
是 曲线 、 曲面 、 共 辆 网 等 在 射影 变换 群 下 的 不 变量 、 协 变 
图 形 及 其 性 质 。G-. 达 布 的 有 名 的 曲面 论 这 部 著作 中 , 蕴 
含 了 它 的 萌芽 。 到 20 世纪 的 40 年 代为 止 ,概括 起 来 ,大 
致 有 三 种 讨论 的 方法 ， 其 内 容 也 随 着 这 些 方法 的 建立 而 
趋 于 完善 。 

第 一 种 是 以 G. 富 比 尼 为 首 的 意大利 学 派 的 方法 。 试 
以 曲面 论 为 例 进行 说 明 。 设 (z) 一 (ziyxayzsyzi) 是 三 维 
射影 空间 已 的 点 的 齐 次 坐标 , x=x(u, v) 是 一 个 曲面 S 
的 参数 表示 。 用 一 种 射影 不 变 的 方法 确定 x 的 比例 因子 ， 
从 而 获得 G. 富 比 尼 的 规范 坐标 。 其 次 ， 技 照 规范 坐 标 
的 表示 x(w,v) 还 可 构造 二 次 和 三 次 的 基本 形式 : 

p=Edw: +2Fdudv + Gdv:, 

y=Adw + 3Bdu’dv + 3Cdudv: + Ddw , 
式 中 和 普通 曲面 论 中 的 第 二 基本 形式 只 相差 一 个 因 
子 ， 于 是 9~0 定义 了 曲面 的 两 系 主 切 (或 渐 近 ) 曲线 , y 
和 9 满足 配 极 关系 ,而 且 *= 0 定义 了 曲面 的 三 系 达 布 曲 
线 。 这 二 个 基本 形式 的 系数 必须 满足 一 系列 的 关系 式 ， 
即 所 谓 曲面 的 基本 方程 。 同 普通 曲面 论 的 场合 一 样 ， 可 
导出 射影 曲面 论 的 基本 定理 ， 给 定 了 两 个 微分 形式 和 
$， 并 设 它们 的 系数 满足 上 述 的 基本 方程 , 那么 , 除了 射 
影 变换 外 ,可 以 唯一 地 决定 一 个 曲面 ,使 它 的 两 个 基本 形 
式 是 p 和 y。 

第 二 种 是 色 . 嘉 当 继 承 达 布 后 创新 的 活动 标 架 法 。 他 
重新 建立 起 射影 曲面 论 ， 这 比 起 第 一 种 来 ， 既 简练 ， 又 
富有 广泛 性 。 所 论 的 问题 都 被 归结 为 一 个 普法 夫 方程 系 
统 ， 它 的 可 积分 条 件 被 写成 嘉 当 结构 方程 ， 而 且 许 多 结 
果 就 从 此 自然 地 被 推导 出 来 。 

以 n 维 射影 空间 Pw (>3) 的 共 簿 网 ho(up) 为 例 。 
设 这 网 沿 方向 wu 的 拉 普 拉 斯 变换 是 4A-1,A-，,…,A-m,…， 
而 且 沿 方向 "的 是 Aiy,4:，…4n，… 则 有 
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(r=0, 土 1, 士 2,…)， 
式 中 假定 obr 二 0。 如 果 用 颇 . 嘉 当 的 外 形式 法 来 表达 , 上 
列 方 程 组 便 可 归结 为 普法 夫 方程 组 
dA,=artwiAri t+ wr)AL+ bsAr, 
(r=0, 土 1, 土 2,…)， 
式 中 四 一 duytos=dpvto(r)= pri 二 grtoxe 此 时 , 色 . 嘉 当 
结构 方程 除了 从 定义 得 到 的 Dw,=0, Dw,=0(D 表示 外 
微分 ) 之 外 ,可 还 有 写成 外 积 形式 的 方程 
(dloga,+w(r—1)—wr))Nw=0, 
(dlogb,+w(r+1)—wr)) Nw,=0, 
Duw(r)+ (aruibe—arbr Dw Nws=0 
(r=0 , 土 1, 土 2,…)。 
近年 来 发 展 起 来 的 高 维 射影 空间 共 斩 网 理论 ， 就 是 
这 样 根据 友 . 嘉 当 的 外 形式 法 建立 的 。 
最 后 第 三 种 是 中 国学 者 在 20 世纪 30 年 代 末 期 开创 
而 发 展 起 来 的 所 谓 结构 式 射影 微分 几何 ， 主 要 是 用 几何 
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作 图 法 来 建立 射影 协 变 的 构图 和 不 变量 ， 例 如 ， 用 平面 
曲线 在 其 某 种 奇异 点 的 不 变量 以 表达 其 他 几何 不 变量 ， 
就 是 一 项 具有 代表 性 的 显著 的 成 果 。 
参考 书目 
苏 步 青 著 : “射影 曲面 概论 >， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1964。 
苏 步 青 著 :< 射影 共生 网 概论 *>， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 


1978。 

( 苏 步 青 ) 
sheying zuobiao 
射影 上 坐标 (projective coordinate) 在 射影 
几何 学 中 和 在 研究 图 形 的 纯 射影 性 质 时 ， 常 采用 的 一 种 
坐标 系 。 它 在 射影 几何 中 的 作用 ， 就 象 直角 坐标 系 在 欧 
氏 几 何 中 和 仿 射 坐标 系 在 仿 射 几何 学 中 的 作用 。 

这 里 主要 介绍 以 点 为 基本 元 素 的 平面 上 的 射影 坐标 
系 ， 其 他 二 维基 本 形 或 其 他 维 的 基本 形 上 的 射影 坐标 系 
与 此 相仿 。 

建立 射影 坐标 系 的 方法 很 多 ， 一 般 说 来 有 几何 方法 
和 解析 方法 。 

几何 方法 “” 它 以 射影 几何 的 基本 不 变量 交 比 为 基 
础 。 设 在 射影 平面 P* 上 取 四 点 4A。,A,,A,, 和 EE, 其 中 每 
三 点 不 共 线 ,前 三 点 叫做 射影 坐标 系 的 基点 ,EE 叫做 么 点 
(单位 点 )。 

设 P 为 P* 上 任意 点 , 作 交 比 

Wo= A A AsE,P), 
m=A(A,AnE,P), 
m= A A ALE,P), 
式 中 Ao( A1,As1E,P) 表 示 四 条 直线 AoAi,AoA,,AbE,AoP 
的 交 比 ,其 余 两 式 相仿 。 不 难 证 明 ,Aommas= 1。 于 是 可 以 令 


x x x 
A 


Xs zo x 
而 (Xosx1,X3) 就 是 P 点 的 齐 次 射影 坐标 。A4,,A,,A, 和 EE 
的 坐标 依次 是 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 和 (1,1,1)。 在 射 
影 坐标 系 里 ， 任 意 直线 的 方程 是 含 x。,x,,x, 的 线性 齐 次 
方程 。 特 殊 地 ,A1A;, A,A。，AoA, 的 方程 依次 是 x。 0， 
R=0,X,=0。 

若 用 扩大 欧 氏 平面 或 扩大 仿 射 平面 代替 射影 平面 
通过 上 述 方法 所 得 的 就 是 扩大 平面 上 的 射影 坐标 系 。 在 
欧 氏 平面 或 仿 射 平面 上 , 先 建立 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 在 扩大 
平面 上 的 齐 次 笛 卡 儿 坐标 系 可 以 看 作 扩大 平面 上 一 种 特 
殊 的 射影 坐标 系 ， 其 基点 是 笛 卡 儿 坐 标 系 的 原点 和 两 条 
坐标 轴 上 的 无 穷 远 点 ,而 么 点 则 是 具有 非 齐 次 坐标 (1,1) 
的 点 。 

在 射影 直线 P! 上 和 三 维 射影 空间 Ps 里 也 可 以 建立 
射影 坐标 系 。 

在 P+ 上 取 三 个 不 同 的 点 4, 4, 和 E。 若 P 为 Pt 上 
任意 点 , 令 交 比 


(hs, Ass E, P)—2L, 
， 


就 得 到 PP 的 射影 坐标 (x,,x,)。 
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在 忆 里 ， 取 五 点 4o,A1,A;,As， EE, 其 中 每 四 点 不 
共 面 。 取 以 A。,41,A,,A, 为 顶点 的 四 面体 , 令 m 为 顶点 
4 的 对 面 , au 为 棱 4,4; 的 对 棱 , 而 swyxuw 依次 为 au 和 
E,P 所 确定 的 平面 (ij= 0,1,2,3)。 令 交 比 

下 


(au mi sys tu) = i#j, ij=0,1,2,3), 
Ts 


则 (zwzuzayzs) 是 点 的 射影 坐标 。 

解析 方法 ” 先 给 出 射影 平面 P? 的 解析 定义 。 取 有 序 
非 零 三 数组 和 ,5y 避 ) 或 即 三 维 矢 (也 称 向 量 ) 代 表 P: 的 
点 ,而 两 个 非 等 矢志 ,m, 若 满足 关系 专 一 ix， 其 中 和 为 非 零 
数量 ,就 代表 P* 的 同一 点 。 三 个 线性 相关 的 矢 代表 P? 的 
共 线 点 。 

在 情 中 取 四 点 A。,A,,A,，E， 它 们 每 三 个 不 共 线 ， 
并 选取 代表 它们 的 矢量 aoy ai, aa，s， 使 < 一 上 (ao 十 ai 十 
aa)。 这 样 ，P: 中 每 一 点 了 的 代表 矢志 都 可 以 写成 专 一 
xuao+ za + zxat 的 形状 ,其 中 xoyziyzz 不 同时 为 零 , 而 
且 代表 己 的 任意 两 个 矢 都 只 差 一 个 常数 因子 。(xzo，ziy 
z) 就 是 P 点 的 射影 坐标 , 这 个 坐标 系 的 基点 是 A。，A4,， 
有 A, 么 点 是 已。 显然 (tvily 和 a) 本 身 也 是 一 项 射影 坐标 。 扩 
大 欧 氏 (或 仿 射 ) 平 面 的 齐 次 笛 卡 儿 坐 标 是 扩大 平面 上 的 
一 种 特殊 射影 坐标 系 。 

以 上 两 种 方法 可 以 互相 验证 。 解 析 方法 以 及 下 面 的 
线性 变换 法 更 容易 推广 到 其 他 类 型 的 基本 形 。 

线性 变换 方法 ”射影 坐标 变换 的 解析 表示 是 满 秩 
《 非 异 ) 齐 次 线性 变换 , 据 此 ,可 以 得 到 射影 坐标 系 的 又 一 
种 建立 方式 。 设 在 P( 或 扩大 欧 氏 平面 ,或 扩大 仿 射 平面 ) 
上 已 建立 了 齐 次 坐标 (yivga)， 令 


zi 家 cooloulz0 C=0,1,2), 


则 (xu,xiyz:) 是 射影 坐标 。 这 个 坐标 系 的 基点 和 么 点 不 
难 从 变换 方程 求 得 。 

三 线 坐标 这 是 欧 氏 平面 上 非 无 穷 远 点 的 射影 坐标 
的 度量 解释 。 设 在 欧 氏 平面 上 取 一 个 三 角形 的 顶点 A。， 
4,，4 为 射影 坐标 系 的 基点 。 落 瑟 为 三 角形 重心 ( 即 三 
条 中 线 的 汇合 点 ), 则 一 个 非 无 穷 远 点 了 的 射影 坐标 和 有 
向 三 角形 PA1A,,PA,A,,PAoA 的 面积 成 比例 ， 若 为 
形 内 心 (内 接 圆 心 )， 则 了 的 射影 坐标 和 它 到 三 角形 
AiA41,A;A。,AoA 的 有 向 距离 成 比例 。 


参考 书目 
梅 向 明 等 编 :< 高 等 几何 *， 高 等 教育 出 版 社 ,北京 , 1983。 
〈 陈 网) 
Shitaing 
施 泰 纳 , J. (Jakob Steiner 1796~1863) 


德国 数学 家 , 德国 近代 综合 几何 学 的 开创 者 。1796 年 3 
月 18 日 生 于 瑞士 伯尔尼 州 的 乌 坎 斯 多 夫 ,1863 年 4 月 1 
日 卒 于 伯尔尼 。 出 身 于 小 农家 庭 , 14 岁 前 没有 受过 教育 ， 
18 岁 时 就 学 于 当时 瑞士 著名 教育 家 佩斯 特 劳 兹 的 学 校 ， 
并 立志 当 教师 。 三 年 后 ,学 校 因 经 济 困难 停办 ,为 了 继续 
学 习 , 1818 年 到 德国 海德 集 靠 当家 庭 教师 为 生 自修 法 国 


的 几何 学 ， 当 时 法 国 是 数学 的 中 心 。 1821 年 他 在 柏林 谋 
得 一 教 职 ， 但 不 久 因 性 格 急躁 、 不 合群 而 离职 。1822 一 
1824 年 在 柏林 大 学 学 习 ,1832 年 获 柯 尼斯 堡 大 学 荣誉 博 
士 学 位 ,1834 年 任 柏林 大 学 特 
任教 授 并 进入 柏林 科学 院 。 他 
是 一 位 成 年 后 自学 成 为 一 代 大 
师 的 数学 家 。 

施 泰 纳 注重 几何 直观 并 且 
热心 于 在 教学 中 启发 引导 学 生 
的 思想 。 为 了 培养 生动 的 想象 
力 ,他 讲课 时 不 用 图 形 。 他 的 主 
要 贡献 是 深入 地 发 展 了 了 械 -V. 
彭 赛 列 的 射影 几何 ， 给 出 由 简 
单 图 形 导出 复杂 图 形 的 纯粹 综合 的 方法 (1833)， 如 关于 
二 次 曲线 的 施 泰 纳 定理 。 特 别 著名 的 是 他 用 综合 方法 证 
明了 等 周 定理 (具有 一 定 周 长 的 平面 图 形 中 ， 贺 周 包 图 
的 面积 最 大 )。 甚 至 这 个 证 明 中 的 缺点 (他 假定 了 存在 性 ， 
后 由 K. 外 尔 斯 特 拉 斯 补足 ) 也 是 著名 的 。 他 的 主要 著 
作 《 几 何 型 的 相互 依赖 性 的 系统 发 展 MX1832)， 深 刻 地 
讨论 了 对 偶 原 理 。 由 于 单纯 强调 综合 方法 ， 把 它 与 解析 
方法 对 立 起 来 ,他 不 承认 有 正 负 号 的 和 虚 的 几何 元 素 , 指 
斥 它 们 是 “几何 学 中 的 鬼 域 "。 在 当时 几何 学 中 “综合 "与 
“解析 "之 争 中 ， 施 泰 纳 是 “综合 " 派 的 代表 人 物 。 这 个 论 
争 ， 反映 了 当时 几何 学 发 展 的 水 平 及 其 局 限 性 ， 也 促进 
了 几何 学 进一步 的 发 展 。 ( 吴 光 务 ) 


Shitoote 
施 陶 特 ，K. G. C. von (Karl Georg Christian 
von Staudt 1798~1867) 德国 几何 学 家 。1798 
年 1 月 24 日生 于 德国 罗 腺 侈 1867 年 6 月 1 日 卒 于 埃 
尔 朗 根 。 年 轻 时 曾 从 师 于 C.F. 高 斯 ， 学 习 天 文 和 数值 计 
算 ， 成 年 后 致力 于 几何 学 并 显 
示 出 才能 。1822 年 起 , 曾 在 德 
国 的 好 几 个 院 校 工作 过 ，1835 
年 成 为 埃 尔 朗 根 大 学 的 教授 ， 
直到 去 世 。 

在 J.-V. 彭 赛 列 和 J. 施 厌 
纳 的 射影 几何 学 中 ， 交 比 和 碳 
影 生 标 等 基本 概念 仍然 是 用 度 
量 来 定义 的 。 其 中 最 关键 的 问 
题 是 :能 否 不 依赖 任何 度量 , 完 
全 独立 地 建立 射影 几何 的 体系 。 施 陶 特 经 过 长 时 期 的 精 
深思 考 ,以 非常 严密 的 方式 解决 了 这 个 难题 ， 这 是 他 《位 
置 的 几何 学 X1847) 一 书 的 主要 内 容 。 在 K 续 论 位 置 的 几 
何 学 %1857) 中 ,他 以 精巧 的 方法 给 出 虚 元 素 的 几何 解释 。 

《里 光 和 天) 


Shiwao'erci 
施 瓦尔 茨 ,L. (Laurent Schwartz 1915 一 ) 
法 国 数学 家 。1915 年 3 月 5 日 生 于 巴黎 ,1934 年 进入 巴 


黎 高 等 师范 学 校 学 习 , 受 当时 法 国 古 典 分 析 学 派 和 P. 莱 
维 的 影响 。1937 年 毕业 后 服 兵役 并 参加 了 第 二 次 世界 大 
战 , 1940 年 退伍 后 ,在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 继续 学 习 ,1943 年 
以 《 实 指数 和 研究 》 获 理科 博士 学 位 。1945 年 以 来 , 先后 
任 南 锡 大 学 、 巴 黎 大 学 和 巴黎 综合 工科 学 校 教授 。1950 
年 由 于 他 对 分 布 论 的 贡献 ,第 11 届 国际 数学 家 大 会 授予 
他 费 尔 兹 奖 。1972 年 ,当选 为 法 国 科学 院 通讯 院士 ,1974 
年 为 院士 。 法 国 科学 院 曾 多 次 授奖 ， 以 表彰 他 的 学 术 成 
就 .他 还 获得 比利时 ,联邦 德国 ,印度 ,哥伦比亚 阿根廷 、 
巴西 .秘鲁 等 许多 国家 的 学 术 荣 誉 。 

1940 年， 斯 特 拉 斯 堡 大 学 因 避 战 难 迁 往 克 莱 蒙 费 
朗 , 那里 集中 着 当时 法 国 许多 重要 数学 家 ， 包 括 J. 迪 厄 
多 内 、H. 嘉 当 、 人 A. 外 尔 等 。 施 瓦尔 欧 服 完 兵役 来 到 这 
里 ,他 在 这 些 数学 家 的 影响 下 ， 接 触 到 代数 学 ,拓扑 学 的 
一 些 新 观点 ,尤其 是 它们 在 分 析 学 中 的 应 用 。 受 此 影响 他 
的 学 位 论文 根源 联系 着 本 迪 厄 多 内 的 泛 函 分 析 。 他 在 多 
项 式 ,指数 和 ,平均 周期 函数 ,调和 分 析 、 调 和 综合 等 领域 
中 完成 了 他 的 早期 的 一 系列 工作 。 大 战 结束 时 ， 他 单独 
地 得 到 了 一 般 泛 函 空间 中 对 偶 性 的 完整 理论 ， 它 是 打开 
1945 年 初 已 形成 的 分 布 论 的 钥匙 。 此 外 ，, 他 还 在 局 部 凸 
向 量 空间 ， 核 定理 和 向 量 值 分 布 以 及 有 关 的 其 他 泛 函 分 
析 问 题 , 弗 雷 网 空间 中 的 紧 扰 动 ，2' 中 闭 图 像 定理 等 方 
面 作出 贡献 。 随后， 他 转向 任意 拓扑 空间 上 拉 东 测度 理 
论 的 研究 ,并 用 来 综合 研究 泛 函 分 析 、 积 分 和 早年 他 在 概 
率 论 中 考虑 的 问题 以 及 协调 测度 论 中 不 同 的 数学 家 的 对 
立 观点 。 由 此 他 得 到 关于 柱 概率 、 拉 东 化 映像 .测度 的 分 
解 及 其 对 随机 过 程 的 应 用 等 研究 成 果 。 

施 瓦尔 区 从 青年 时 起 就 注意 物理 学 对 数学 的 需要 。 
他 曾 与 数学 物理 学 者 共同 进行 研究 。 他 的 许多 数学 成 果 
《例如 分 布 论 方面 ) ,在 物理 学 理论 上 有 重要 意义 。 

《〈 田 方 增 ) 

Shiwazl 
施 瓦 瘟 ，H. A. (Hermann Amandus Schwarz 
1843 一 1921) 。 德国 数学 家 。1843 年 1 月 25 日 生 于 
西里 西亚 的 黑 姆 斯 多 夫 ，1921 年 11 月 30 日 卒 于 柏林 。 
1869 年 任 瑞士 苏黎世 工科 大 学 
教授 , 1875 年 任 格 丁 根 大 学 教 
授 ，1892 年 继承 区, 外 尔 斯 特 
拉 斯 任 柏林 大 学 授 授 。 施 瓦 效 
在 复 变 函 数 、 偏 微分 方程 、 变 分 
学 以 及 初等 几何 等 方面 均 有 重 
要 贡献 。 最 突出 的 工作 是 补救 
了 了 BB. 得 更 关于 映射 定理 证 明 
中 的 缺陷 。 外 尔 斯 特 拉 斯 曾 指 
出 ， 黎 曼 在 证 明 一 个 单 连通 域 
可 以 保 形 地 映射 为 贺 域 的 定理 时 ， 所 假定 的 极 值 存在 性 
并 不 是 自明 的 。 施 瓦 兹 的 工作 巩固 了 黎 曼 理论 的 基础 。 
1873 年 ,他 首次 指出 多 元 二 阶 混合 偏 导数 相 等 的 条 件 。 在 
给 C. 埃 尔 来 特 的 信 中 ,他 用 直 圆 柱 作 反 例 , 说 明 曲 面 的 面 
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积 不 能 简单 地 用 内 接 多 面体 表面 积 的 极限 去 定义 。 自 古 
以 来 ， 人 们 就 知道 在 体积 相同 的 立体 之 中 ， 表 面积 最 小 
的 是 球 ,但 直到 施 瓦 冀 , 才 给 出 严格 的 证 明 (1884)。 

( 梁 宗 巨 ) 
Shiwazl budengshi 
施 瓦 兹 不 等 式 
分 不 等 式 。 


(Schwarz inequality) 见 积 


shillu shiq! shij! shuxue 
十 六 ,十 七 世纪 数学 (mathematics in 16th 
and 17th century) 16、17 世纪 的 欧洲 ， 漫 长 的 
中 世纪 已 经 结束 ,文艺 复兴 带 来 了 人 们 的 觉醒 ,束缚 人 们 
思想 自由 发 展 的 烦琐 哲学 和 神学 的 教条 权威 逐步 被 摧毁 
了 。 封 建 社 会 开始 解体 , 代 之 而 起 的 是 资本 主义 社会 , 生 
产 力 大 大 解放 。 资 本 主义 工场 手工 业 的 繁荣 和 向 机 器 生 
产 的 过 渡 ， 促 使 技术 科学 和 数学 急速 向 前 发 展 。 例 如 在 
航海 方面 ,为 了 确定 船只 的 位 置 ,要 求 更 加 精密 的 天 文 观 
测 。 军 事 方面 ， 弹 道学 成 为 研究 的 中 心 课题 。 准 确 时 计 
的 制造 ,运河 的 开凿 堤坝 的 修筑 , 行星 的 椭圆 轨道 理论 
等 等 ， 也 都 需要 很 多 复杂 的 计算 。 古 希腊 以 来 的 初等 数 
学 ,已 渐渐 不 能 满足 当时 的 需要 了 。 

在 科学 史上 ,这 一 时 期 出 现 了 许多 重大 的 事件 ,向 数 
学 提出 新 的 课题 。 首 先是 N. 哥 白 尼 提出 地 动 说 ,使 神学 
的 重要 理论 支柱 的 地 心 说 发 生 了 根本 的 动摇 。 他 的 弟子 
G, 工 雷 蒂 库 斯 见 到 当时 天 文 观 测 日 益 精密 ,推算 详细 的 
三 角 函 数 表 已 成 为 刻不容缓 的 事 , 于 是 令 半径 等 于 10's， 
作 每 隔 10 “的 正弦 ,正切 及 正 害 表 。 当 时 全 和 任 手 算 , 雷 蒂 
库 斯 和 他 的 助手 勤奋 工作 达 12 年 之 久 , 直 到 死 后 才 由 他 
的 弟子 V, 奥 托 完成 刊行 于 世 (1596)。 

16 世纪 下 半 叶 ,丹麦 天 文学 家 T. 第 谷 进行 了 大 量 精 
密 的 天 文 观测 , 在 这 个 基础 上 , 德国 天 文学 家 J. 开 普 勤 
总 结 出 行星 运动 的 三 大 定律 (1609,1619), 导 致 后 来 牛顿 
万 有 引力 的 发 现 (1687)。 开 普 勒 的 & 酒 桶 的 新 立体 几何 》 
《1615) 将 酒 桶 看 作 由 无 数 的 贺 薄 片 累积 而 成 ， 从 而 求 出 
其 体积 。 这 是 积分 学 的 前 驱 工 作 。 意 大 利 科学 家 伽利略 
主张 自然 科学 研究 必须 进行 系统 的 观察 与 实验 ， 充 分 利 
用 数学 工具 去 探索 大 自然 的 奥秘 。 这 些 观点 对 科学 (特别 
是 物理 和 数学 ) 的 发 展 有 巨大 的 影响 。 他 的 学 生 B. 卡 瓦 
列 里 创立 了 "不 可 分 原理 ”, 它 是 以 下 面 的 主张 为 基础 的 
一 条 线 由 无 穷 多 个 点 构成 ,一 个 面 由 无 穷 多 条 线 构成 ,一 
个 立体 由 无 穷 多 个 面 构成 。 依 靠 这 个 原理 他 解决 了 许多 
现在 可 以 用 更 严格 的 积分 法 解决 的 问题 。“ 不 可 分 "的 思 
想 萌芽 于 1620 年 , 深 受 开 普 勤 和 伽利略 的 影响 , 是 希腊 
欧 多 克 栗 斯 的 穷 竟 法 到 牛顿 , 莱 布 尼 蒋 微 积分 的 过 渡 。 

16 世纪 的 意大利 ， 在 代数 方程 论 方面 也 取得 了 一 系 
列 的 成 就 。N. 塔 尔 塔 利 亚 \G. 卡尔 达 诺 、L. 费 拉 里 、R. 
邦 贝 利 等 人 相继 发 现 和 改进 三 次 、 四 次 方程 的 普遍 解法 ， 
并 第 一 次 使 用 了 虚数 。 这 是 自 希腊 去 香 图 以 来 代数 上 的 
最 大 突破 。 法 国 的 了 . 书 达 集 前 人 之 大 成 ,创设 大 量 代数 
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符号 ,用 字母 代表 未 知 数 ,改良 计算 方法 ,使 代数 学 大 为 
改观 。 

在 数字 计算 方面 , S. 斯 送 文 系统 地 阐述 和 使 用 了 小 
数 (1585), 接着 J 纳 皮 尔 创制 了 对 数 (1614)， 大 大 加 快 
了 计算 速度 。 以 后 B. 帕斯卡 发 明了 加 法 机 (1642),G.W. 
茉 布 尼 基 发 明了 乘法 机 (1673), 虽然 未 来 于 实用 ,但 开辟 
了 机 械 计算 的 新 途径 。 

17 世纪 初 , 初等 数学 的 主要 科目 (算术 ,代数 ,几何 、 
三 角 ) 已 基本 形成 , 但 数学 的 发 展 正 是 方兴未艾 ， 它 以 加 
速 的 步伐 迈 入 数学 史 的 下 一 个 阶段 :变量 数学 时 期 。 这 一 
时 期 和 前 一 时 期 ( 常 称 为 初等 数学 时 期 ) 的 区 别 在 于 前 一 
时 期 主要 是 用 静止 的 方法 研究 客观 世界 的 个 别 要 素 ， 而 
这 一 时 期 是 用 运动 的 观点 探索 事物 变化 和 发 展 的 过 程 。 

变量 数学 以 解析 几何 的 建立 为 起 点 ， 接 着 是 微 积分 
学 的 过 兴 。 这 一 时 期 还 出 现 了 概率 论 和 射影 几何 等 新 的 
领域 .但 似乎 都 被 微 积分 的 强大 光辉 掩盖 了 .分析 学 以 测 
涌 涉 浒 之 势 向 前 发 展 ， 到 18 世纪 达到 了 空前 灿烂 的 程 
度 , 其 内 容 的 丰富 ,应 用 之 广泛 ,使 人 目不暇接 。 

这 一 时 期 所 建立 的 数学 ， 大 体 上 相当 于 现今 大 学 一 
二 年 级 的 学 习 内 容 。 为 了 与 中 学 阶段 的 初等 数学 相 区 
别 , 有 时 也 叫 古典 高 等 数学 ,这 一 时 期 也 相应 叫做 古典 高 
等 数学 时 期 。 

解析 几何 的 产生 ,一 般 以 R. 备 卡 儿 《几何 学 》 的 出 版 
《1637 ) 为 标志 。 这 本 书 的 内 容 不 仅仅 是 几何 ,也 有 很 多 代 
数 的 问题 。 它 和 现在 的 解析 几何 教科 书 有 很 大 的 差距 ， 
其 中 甚至 看 不 到 “ 笛 卡 儿 坐标 系 "。 但 可 贵 的 是 它 引 入 了 
革命 性 的 思想 ,为 开辟 数 学 的 新 作出 了 贡献 。《 几 何 
学 ?的 主要 功绩 ,可 以 归结 为 三 点 ，@ 把 过 去 对 立 着 的 两 
个 研究 对 象形" 和 "“ 数 "统一 起 来 ,引入 了 变量 ,用 代数 方 
法 去 解决 古典 的 几何 问题 ，@ 最 后 抛弃 了 希腊 人 的 齐 性 
限制 (如 坚持 把 x 看 作 面积 ,zx* 看 作 体积 ,因此 两 者 不 能 
相 加 等 等 )， 回 改进 了 代数 符号 。 

P. de 费 马 分 享 着 解析 几何 创立 的 荣誉 ,在 时 间 上 可 
能 早 于 笛 卡 儿 , 不 过 发 表 很 晚 (1679)。 他 是 一 个 业余 数学 
家 ， 在 数论 ,概率 论 ,光学 等 方面 均 有 重要 贡献 。 他 已 得 
到 微 积分 的 要 则 ， 曾 提出 求 函 数 极 大 极 小 的 方法 。 他 建 
立 了 很 多 数论 定理 ,其 中 “ 费 马 大 定理 "最 有 名 ,不 过 只 是 
一 个 猜想 ， 至 今 仍 未 得 到 证 明 。 

对 概率 论 的 兴趣 ， 本 来 是 由 保险 事业 的 发 展 而 产生 
的 ,但 促使 数学 家 去 思考 一 些 特殊 的 概率 问题 却 来 自 赌 
博 者 的 请 求 。 费 马 、 帕 斯 卡 、C. 惠 更 斯 是 概率 论 的 早 
期 创立 者 ,以 后 经 过 18、19 世纪 P.-S. 拉 普 拉 斯 、S.-D. 
泊 松 等 人 的 研究 ,概率 论 成 为 应 用 广泛 的 庞大 数学 分 支 。 

和 解析 几何 同时 , 17 世纪 在 几何 领域 内 还 发 生 了 另 
一 场 重大 的 变革 ， 这 就 是 射影 几何 的 建立 。 决 定性 的 进 
步 是 G. 德 扎 格 和 帕斯卡 的 工作 。 前 者 引入 了 无 穷 远 点 、 
无 穷 远 线 , 讨 论 了 极点 与 极 线 、 透 射 , 透 视 等 问题 ,他 所 发 
现 的 “ 德 扎 格 定理 "是 全 部 射影 几何 的 基本 定理 。 帕 斯 卡 
1640 年 发 表 的 《圆锥 曲线 论 》, 是 自 阿 波 罗 尼 奥 斯 以 来 圆 


锥 曲线 论 的 最 大 进步 。 可 是 当时 的 数学 家 大 多 致力 于 分 
析 学 的 研究 ,射影 几何 没有 受到 重视 ， 直 到 18 世纪 末 才 
重新 引起 人 们 的 注意 。 

17 世纪 是 一 个 创作 丰富 的 时 期 ， 而 最 辉煌 的 成 就 是 
微 积分 的 发 明 。 它 的 出 现 是 整个 数学 史 也 是 整个 人 类 历 
史 的 一 件 大 事 。 它 从 生产 技术 和 理论 科学 的 需要 中 产生 ， 
同时 又 回 过 头 来 深刻 地 影响 着 生产 技术 和 自然 科学 的 发 
展 。 微 积分 对 于 今天 的 科技 工作 者 来 说 ， 已 经 象 布 刷 获 
票 一 样 , 须 奥 不 可 离 了 。 

微 积分 是 经 过 了 长 时 间 的 酝酿 才 产生 的 。 积 分 的 思 
想 , 早 在 阿 基 术 舍 时 代 已 经 萌芽 ,16、17 世纪 之 交 ， 开 普 
勒 , 卡 瓦 列 里 、 费 马 、J. 沃 利 斯 特别 是 I 巴 罗 等 人 作 了 许 
多 准备 工作 。 作 为 微分 学 中 心 问题 的 切线 问题 的 探讨 ， 
却 是 比较 晚 的 事 ， 因 而 微分 学 的 起 点 远 远 落 在 积分 学 之 
后 。 17 世纪 的 著名 数学 家 (主要 是 法 国 ) 如 费 马 , 笛 卡 儿 、 
G.P. 罗 贝 瓦尔 , 德 扎 格 等 人 都 曾 卷 和 “切线 问题 "的 论战 
中 。 笛 卡 儿 和 费 马 认 为 切线 是 当 两 个 交点 重合 时 的 割 线 。 
而 罗 贝 瓦尔 则 从 运动 的 角度 出 发 ， 将 切线 看 作 描画 这 曲 
线 的 运动 在 这 点 的 方向 ， 这 观点 至 今 在 力学 上 还 有 实际 
意义 。 

和 牛顿、 莱 布 尼 茨 的 最 大 功劳 是 将 两 个 貌似 不 相关 的 
问题 联系 起 来 ,一 个 是 切线 问题 (微分 学 的 中 心 问题 ), 一 
个 是 求 积 问题 (积分 学 的 中 心 问题 )， 建 立 起 两 者 之 间 的 
桥梁 ,用 微 积分 基本 定理 或 者 "牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 "表达 
出 来 。 

在 .牛顿 1665 年 5 月 20 日 ( 格 里 历 31 日 ) 手写 的 一 
页 文件 中 ,有 微 积分 的 最 早 记载 ,但 他 的 工作 长 久 没 有 人 
知道 ， 直 到 1687 年 才 用 几何 的 形式 摘 记 在 他 的 名 著 《 自 
然后 学 的 数学 原理 》 中 。 和 牛顿 建立 微 积分 主要 从 运动 学 
的 观点 出 发 ,而 药 布 尼 茨 则 是 从 几何 学 的 角度 去 考虑 。 特 
别 和 巴 罗 的 “微分 三 角形 "有 密切 关系 。 莱 布 尼 蒋 第 一 篇 
微分 学 的 文章 1684 年 在 《学 艺 》 上 发 表 ,第 一 篇 积分 学 的 
文章 1686 年 在 同一 杂志 发 表 。 他 所 创设 的 符号 远 优 于 
牛顿 , 故 为 后 世 所 沿用 。 它 的 理论 很 快 就 得 到 G.-F.-A.de 
洛 必 达 (1696)、\ 伯 和 努 利 家 族 和 工 . 欧 拉 等 人 的 继承 和 发 扬 
光大 ,到 18 世纪 进入 了 一 个 丰收 的 时 期 。 

任何 一 项 重大 发 明 ,都 不 可 能 一 开始 便 完 整 无 瑕 。17 
世纪 的 微 积分 带 有 严重 的 逻辑 困难 ， 以 致 受到 多 方面 的 
非议 。 它 的 基础 是 极限 论 , 而 牛顿 \ 莱 布 尼 茨 的 极限 观念 
是 十 分 模糊 的 。 究 竟 极 限 是 什么 ,无 穷 小 是 什么 ,这 在 当 
时 是 带 有 根本 性 质 的 难题 。 尽 管 如 此 ， 微 积分 在 实践 方 
面 的 胜利 ， 足 以 令 人 信服 。 大 多 数 数 学 家 暂时 搁 下 运 辑 
基础 不 顾 ,勇往直前 地 去 开拓 这 个 新 的 园地 。 

17 世纪 数学 发 展 的 特点 ， 可 以 概括 如 下 。 

@ 产生 几 个 影响 很 大 的 新 领域 解析 几何 、 微 积 
分 ,概率 论 、 射 影 几 何等 。 每 一 个 领域 都 使 古 希腊 人 的 成 
就 相形 见 绩 。 

@ 代数 化 的 趋势 ”希腊 数学 的 主体 是 几何 学 ,三 角 
学 从 属于 几何 ,代数 的 问题 往往 也 要 用 几何 方法 去 论证 。 
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17 世纪 的 代数 学 比 几 何 学 占有 更 重要 的 位 置 , 它 冲破 希 
腊 人 的 框框 (如 齐 性 要 求 等 )， 进 一 步 向 符号 代数 转化 。 
几何 问题 常常 反 过 来 用 代数 方法 去 解决 。 

图 大 量 新 概念 出 现 ” 如 无 理 数 ,虚数 .瞬时 变化 率 、 
导数 、 积 分 等 等 都 不 是 经 验 事实 的 直接 反映 而 是 由 数学 
理论 进一步 抽象 所 产生 。 

@ 数学 和 其 他 自然 科学 紧密 联系 ”实验 科学 (从 伽 
利 略 开始 ) 的 兴起 ， 促进 数学 的 发 展 , 而 数学 的 成 果 又 渗 
透 到 其 他 科学 部 门 中 去 。 许 多 数学 家 ， 如 牛顿 、 莱 布 尼 
茨 , 笛 卡 儿 、 费 马 等 ,本 身 也 都 是 天 文学 家 ,物理 学 家 或 哲 
学 家 。 

图 数学 知识 广泛 交流 传播 希腊 时 代 只 有 少数 人 
在 研究 数学 ,直到 16 世纪 ,情况 并 无 多 大 改变 。17 世纪 
研究 人 员 大 增 , 学 术 团体 (学 会 或 学 院 ) 相 继 成 立 ,加 上 印 
剧 业 的 兴旺 发 达 ,数学 知识 得 到 普遍 的 推广 和 应 用 。 

总 的 来 说 , 17 世纪 是 许多 新 兴 科目 的 始 创 阶段 ， 而 
18 世纪 是 充实 和 发 扬 阶 段 ，19 世纪 是 回顾 ,推广 和 改革 
阶段 ,并 以 装 新 的 姿态 进入 下 一 个 世纪 。 。〈 果 宗 巨 ) 


shiba shijl shuxue 
十 八 世 纪 数 学 (mathematics in 18th century) 
找 积 分 学 深入 发 展 ,是 18 世 纪 数 学 的 主要 线索 ,这 种 发 展 
与 广泛 的 应 用 紧密 交织 在 一 起 ， 刺 激 和 推动 了 许多 新 分 
支 的 产生 ， 使 分 析 形 成 了 在 观念 和 方法 上 都 具有 鲜明 特 
点 的 独立 的 数学 领域 。 在 18 世纪 特别 是 后 期 ,数学 研究 
活动 和 数学 教育 方式 也 发 生 了 变革 。 这 一 切 ,使 18 世纪 
成 为 向 现代 数学 过 渡 的 重要 时 期 。 

役 积 分 的 发 展 无限 小 算法 的 推广 ， 在 英国 和 欧洲 
大 陆 国家 是 循 着 不 同 的 路 线 进行 的 。 

不 列 颠 数学 家 们 在 剑桥 、 牛 津 ,伦敦 、 爱 丁 堡 等 著名 
的 大 学 里 传授 和 研究 I 牛 倾 的 流 数 术 ， 他 们 中 的 优秀 代 
表 有 了 B. 科 茨 、B. 泰勒 、C. 马克 劳 林 、A. 栋 英 名 和 了 丁 斯 
特 林 等 。 泰 勒 发 现 的 著名 公式 
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使 人 们 有 可 能 通过 竺 级 数 展开 来 研究 函数 ， 马 克 劳 林 的 
《 流 数论 1742) 可 以 说 是 对 微 积分 最 早 的 系统 处 理 ， 该 
书 是 为 反 驱 G. 伯克利 主教 《分 析 学 家 》 一 文 而 作 , 后 者 出 
于 宗教 的 动机 对 牛顿 流 数论 中 存在 的 无 限 小 概念 混乱 提 
出 了 尖锐 批评 ， 引 起 了 关于 微 积分 基础 的 论战 。 

泰勒 ,马克 劳 林 之 后 ,英国 数 学 陷入 了 长 期 停 灌 . 伪 
化 的 状态 。18 世纪 初 即 已 爆发 的 微 积 分 发 明 权 的 争论 ， 
滋长 了 不 列 颠 数学 家 们 浓厚 的 民族 保守 情绪 ， 他 们 园 于 
牛顿 的 传统 ,不 能 摆脱 其 迁 回 的 几何 手法 等 弱点 的 束缚 。 
与 此 相对 照 ,在 海峡 的 另 一 边 , 新 分 析 却 在 G.W. 莱 布 尼 
匡 的 后 继 者 们 的 推动 下 莲 勤 发 展 起 来 。 

推广 莱 布 尼 欧 学 说 的 任务 ， 从 17 世纪 向 18 世纪 过 
沪 的 时 候 ， 主 要 由 他 的 学 生 、 瑞 士 巴塞 尔 的 雅 各 布 第 一 
伯 努 利和 约翰 第 一 * 伯 努 利 ( 见 伯 努 利家 族 ) 两 兄弟 担当 ， 
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而 这 方面 最 重大 的 进步 则 是 由 工 . 欧 拉 作 出 的 。 欧 拉 于 
1748 年 出 版 了 《无 穷 小 分 析 引 论 》, 这 部 巨著 与 他 随后 发 
表 的 k 微 分 学 )1755)《 积 分 学 X1768 一 1774), 标 志 着 微 
积分 历史 上 的 一 个 转折 ， 以 往 的 数学 家 们 都 以 曲线 作为 
微 积分 的 主要 研究 对 象 ， 而 欧 拉 则 第 一 次 把 函数 放 到 了 
中 心 的 地 位 一 一 微 积分 被 看 作 是 关于 函数 的 理论 ， 并 且 
是 建立 在 函数 的 微分 的 基础 之 上 。 函 数 概 念 本 身 正 是 由 
于 欧 拉 等 人 的 研究 而 大 大 丰富 了 。 数 学 家 们 开始 明确 区 
分 代数 函数 与 超越 函数 、 隐 函数 与 显 函 数 \ 单 值 函数 与 多 
值 函数 等 ;通过 一 些 困难 积分 问题 的 求解 ， 诸 如 工 函 数 、 
B 函数 、 椭 加 不 定 积分 等 一 系列 新 的 超越 函数 被 纳入 函 
数 的 范畴 ;已 有 的 对 数 、 指 数 和 三 角 函 数 的 研究 不 仅 进 一 
步 系统 化 而 且 被 推广 到 复数 领域 (著名 公式 ee 一 cos x 十 
isin x 的 发 现 )。 

在 18 世纪 ， 数 学 家 们 对 于 函数 ,导数 、 微 分、 连续 性 
和 级 数 收敛 性 等 概念 未 能 形成 统一 的 见解 ， 他 们 往往 不 
顾 基础 问题 的 困难 而 大 胆 前 进 。 尽 管 如 此 ， 许 多 人 对 于 
建立 微 积分 的 严格 基础 仍 作出 了 重要 的 尝试 。 除 了 欧 拉 
的 函数 理论 外 , 另 一 位 天 才 的 分 析 大 师 J.-L. 拉 格 期 日 采 
取 了 所 谓 “ 代 数 的 途径 "。 他 在 1797 年 出 版 的 《解析 函数 
论 》 一 书 中 ， 主 张 用 泰勒 级 数 来 定义 导数 (函数 x) 的 
导数 人 (x) 被 定义 为 展开 式 f(x+i)=f(X)+pi+ qi? 二 … 
中 证 的 系数 ) ,以 此 作为 整个 微分 、 积 分 理论 之 出 发 点 。 

J.le R. 达 期 贝尔 则 发 展 了 牛顿 的 “ 首 末 比方 法 "， 
但 用 极限 的 概念 代替 了 含糊 的 “最 初 与 最 终 比 " 的 说 法 。 
如 果 说 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 著作 引入 了 分 析 的 形式 化 趋 
势 ,那么 , 达 朗 贝尔 则 为 微 积分 的 严格 表述 提供 了 合理 的 
内 核 。19 世纪 的 严格 化 运动 ， 正 是 这 些 不 同方 向 融会 发 
展 的 结果 。 

数学 同 力学 的 结合 与 分 析 新 分 支 的 出 现 ” 同 力学 的 
有 机 结合 ,是 18 世 纪 数 学 的 另 一 个 鲜明 特征 。 这 种 结合 ， 
其 紧密 的 程度 为 数学 史上 任何 时 期 所 不 能 比拟 。 几 乎 所 
有 的 数学 家 都 以 巨大 的 热情 致力 于 运用 微 积分 新 工具 去 
解决 各 种 物理 ,力学 问题 。 欧 拉 的 名 字 同 流体 力学 和 刚体 
运动 的 基本 方程 联系 着 ; 拉 格 朗 日 最 享 盛名 的 著作 《分 析 
力学 X(1788),“ 将 力学 变 成 了 分 析 的 一 个 分 支 ";P.-S. 拉 
普 拉 斯 (1749 一 1827 ) 则 把 数学 看 作 是 研究 力学 、 天 文学 
的 工具 ， 他 的 许多 重要 数学 成 果 正 是 包含 在 他 的 5 大 卷 
《天 体力 学 ?中 。 

这 种 广泛 的 应 用 成 为 新 的 数学 思想 的 源泉 而 使 数学 
本 身 的 发 展 大 大 受 惠 。 一 系列 新 的 数学 分 支 在 18 世纪 成 
长 起 来 。 

达 朗 贝尔 关于 弦 振 动 的 著名 研究 (1747)， 导 出 了 弦 
振动 方程- 3 一 cf -全 及 其 最 早 的 解 ， 成 为 信 微 分 方程 
论 的 发 端 。 另 一 类 重要 的 偏 微 分 方程 一 一 位 势 方程 

Ou, Ou , Ow 
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程 相 联系 的 一 些 较为 深入 的 理论 问题 也 开始 受到 注意 。 
拉 格 朗 日 发 展 了 解 一 阶 偏 微分 方程 的 一 般 理论 ， 对 不 同 
类 型 的 二 阶 方程 的 研究 还 促使 歇 拉 、 达 朗 贝 尔 等 具备 了 
将 函数 展 为 三 角 级 数 的 概念 。 

常 微 分 方程 的 研究 进展 更 为 迅速 。 从 17 世纪 末 开 
始 ,三 体 问题 、 摆 的 运动 及 弹性 理论 等 的 数学 描述 引出 了 
一 系列 的 常 微分 方程 ,其 中 以 三 体 问题 最 为 重要 ,二 阶 党 
微分 方程 在 其 中 扮演 了 中 心 角色 。 数 学 家 起 先是 采用 各 
种 特殊 的 技巧 对 付 不 同 的 方程 ， 但 渐渐 地 开始 寻找 带 普 
记性 的 方法 。 这 样 , 欧 拉 推 广 了 约翰 第 一 ' 伯 努 利 的 积分 
因子 和 常数 变易 法 (常数 变易 法 在 拉 普 拉 斯 \ 拉 格 朗 日 的 
行星 摄 动 论 中 得 到 了 更 充分 的 发 展 ) , 黎 卡 提 在 以 他 的 名 
字 命 名 的 非 线 性 方程 y = (x)+y"9(x)+ 妨 "h(x) 的 研 
究 中 首创 了 后 来 成 为 处 理 高 阶 方程 主要 手段 的 降 阶 法 ， 
泰勒 最 先 引 起 人 们 对 奇异 解 存在 性 的 注意 ; 欧 拉 在 1750 
年 解 出 了 一 般 的 常 系数 线性 方程 ， 他 还 引进 超 几 何 级 数 
作为 解 二 阶 线性 方程 的 基础 ， 对 全 微分 方程 的 研究 亦 由 
欧 拉 , 拉 格 朗 日 和 G. 繁 日 等 开展 起 来 。 

变 分 法 起 源 于 最 速 降 曲线 问题 和 相 类 似 的 一 些 问 
题 , 它 的 葛 基 人 是 欧 拉 。 所 谓 " 最 速 降 曲 线 "问题 ,是 要 求 
出 两 点 间 的 一 条 曲线 ， 使 质点 在 重力 作用 下 沿 着 它 由 一 
点 至 另 一 点 降落 得 最 快 。 这 问题 在 1696 年 被 约翰 第 一 ' 伯 
努 利 提出 来 向 其 他 人 挑战 , 牛顿.G.-F.-A,， de 洛 必 达 和 
伯 努 利 兄弟 不 久 都 分 别 获得 了 正确 的 解答 ( 摆 线 )。 欧 拉 
自 1728 年 开始 以 他 特有 的 透彻 精神 重新 考察 了 最 速 降 
曲线 等 问题 ,最 终 确立 了 求 积 分 极 值 问 题 的 一 般 方法 。 欧 
拉 的 方法 后 来 又 为 拉 格 朗 日 所 发 展 ， 拉 格 朗 日 首先 将 变 
分 法 置 于 分 析 的 基础 上 ， 他 还 充分 运用 变 分 法 来 建造 其 
分 析 力 学 体系 ,全 部 力学 被 他 化 归 为 一 个 统一 的 变 分 原 
理 一 一 虚 功 原理 。 

这 些 新 的 分 支 与 微 积分 本 身 一 起 ， 形 成 了 被 称 之 为 
“分 析 " 的 广大 领域 ， 与 代数 、 几 何 并 列 为 数学 的 三 大 学 
科 , 在 18 世纪 ， 其 繁荣 程度 远 远 超过 了 代数 与 几何 。 18 
世纪 的 数学 家 们 不 仅 大 大 拓展 了 分 析 的 疆域 ， 同 时 赋予 
它 与 几何 相对 的 意义 ， 他 们 力图 用 纯 分 析 的 手法 以 摆脱 
对 于 几何 论证 的 依赖 ,这 种 倾向 成 为 18 世纪 数学 的 另 一 
大 特征 ， 并 且 在 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 工作 中 表现 得 最 为 典 
型 。 拉 格 朗 日 在 《分 析 力 学 》 序 中 宣称 :在 这 本 书 中 找 不 
到 一 张 图 ,我 所 氢 述 的 方法 既 不 需要 作 图 ,也 不 需要 任何 
几何 的 或 力学 的 推理 ， 只 需要 统一 而 有 规则 的 代数 分 
析 ) 运 算 "。 

几何 与 代数 ”对 于 几何 学 , 18 世纪 数学 家 们 着 眼 于 
分 析 方法 的 应 用 及 与 此 相 联系 的 坐标 几何 的 发 展 。 虽 然 
早先 已 有 部 分 结果 ， 但 微分 几何 形成 为 独立 的 学 科 主 要 
是 在 18 世纪 。 伯 努 利 兄弟 以 及 欧 拉 、 拉 格 朗 日 等 在 确定 
平面 曲线 曲率 ,拐点 , 渐 伸 线 , 渐 届 线 、 测 地 线 及 曲线 钱包 
络 等 方面 作出 许多 贡献 , 蒙 日 自 1771 年 起 发 表 的 一 系列 
工作 , 则 使 微分 几何 在 18 世纪 的 发 展 至 于 高 峰 。 蒙 日 及 
其 学 生 全 面 概括 了 空间 曲线 的 一 般 理论 ， 并 借 着 偏 微分 


方程 对 已 为 欧 拉 等 人 触及 的 可 展 曲 面 . 极 小 曲面 ,曲面 曲 
率 及 各 种 曲面 竹 等 问题 获得 了 系统 的 结果 。 蒙 日 通过 其 
几何 研究 还 建立 了 偏 微分 方程 的 特征 理论 。 

现代 解析 几何 的 基本 课题 如 对 称 的 坐标 轴 概 念 、 平 
面 曲线 的 系统 研究 等 ,基本 上 也 是 18 世纪 的 产品 。A. 帕 
伦 于 1705、1713 年 将 解析 几何 推广 至 三 维 情形 ， 该 项 工 
作 被 A.-C. 克 菜 罗 所 继续 解析 几何 突破 了 了 及. 备 卡 儿 以 
来 作为 求解 几何 难题 的 代数 技巧 的 界限 。 

对 综合 几何 的 兴趣 直到 18 世纪 末 才 被 重新 唤起 ,这 
主要 归功 于 蒙 日 的 《 画 法 几何 学 1799)。 蒙 日 指出 画 法 
几何 只 是 投影 几何 的 一 个 方面 ， 这 促进 了 更 一 般 的 投影 
几何 学 与 几何 变换 理论 的 发 展 。 投 影 几何 在 19 世 纪 整 整 
活跃 了 一 个 世纪 ， 而 几何 变换 则 已 成 为 现代 几何 学 的 基 
本 概念 。 

18 世纪 许多 数学 家 将 分 析 看 作 代数 的 延伸 , 代数 本 
身 的 研究 有 时 便服 从 分 析 的 需要 。 然 而 18 世纪 代数 学 
仍 为 下 一 世纪 的 革命 性 发 展开 嫉 了 道路 。1799 年 ,C. F. 
高 斯 发 表 了 关于 代数 基本 定理 的 研究 ， 他 给 出 了 该 定理 
的 第 一 个 严格 证 明 。 高 于 四 次 的 代数 方程 用 根 式 求解 之 
不 可 能 ， 也 已 被 拉 格 朗 日 等 人 认识 , 拉 格 朗 日 在 《方程 的 
代数 求解 X1798) 一 文中 讨论 了 这 个 问题 , 虽 未 能 作出 严 
格 证 明 ， 但 却 考 察 了 根 的 有 理 函 数 及 根 的 置换 对 它们 的 
影响 。 高 斯 、 拉 格 朗 日 的 结果 是 19 世纪 N. 了 HH. 阿 贝 尔 、 
EE. 伯 罗 扩 ,C.G.J. 夏 可 比 等 在 方程 论 方面 的 划时代 成 就 
的 出 发 点 。 虚 数 在 18 世纪 数学 中 的 重要 性 增加 了 , 达 朗 
贝尔 关于 一 切 虚 数 都 有 形式 a+bi 的 断言 被 大 多 数 同时 
代 的 学 者 所 接受 (虽然 他 的 论证 并 不 严格 ); 丹 麦 的 C. 韦 
塞 尔 提出 了 虚数 的 图 像 表 示 法 (1797), 这 一 切 为 19 世纪 
复 变 函数 论 的 发 展 奠定 了 基础 。 

概率 论 的 数学 基础 B. 帖 斯 卡 、P.de 费 马 和 C. 惠 
更 斯 以 来 ， 第 一 个 对 概率 论 给 予 认真 注意 的 是 雅 各 布 第 
一 * 伯 努 利 。 他 的 《 猜 度 术 1730) 一 书 ,包含 了 大 数 律 的 
叙述 ;人 .要 英 弗 最 早 使 用 正 态 分 布 曲线 (1733); 拉 格 朗 日 
的 贡献 则 在 于 误差 理论 ,不 过 ,首先 将 概率 论 建立 在 坚固 
的 数学 原理 基础 上 的 是 拉 普 拉 斯 。 从 1771 年 起 , 拉 普 拉 
斯 发 表 了 一 系列 重要 著述 ， 特 别 是 1812 年 出 版 的 《概率 
的 解析 理论 》, 它 们 对 古典 概率 论 作出 了 强 有 力 的 数学 综 
合 , 叙 述 并 证 明了 许多 重要 定理 。 拉 普 拉 斯 等 人 的 著作 还 
讨论 了 概率 论 对 人 口 统计 ,保险 事业 ,度量 衡 、 天 文学 其 
至 某 些 法 律 问题 的 应 用 。 概 率 论 在 18 世纪 已 远 不 再 是 
只 与 赌博 问题 相 联系 的 学 科 了 。 

数学 研究 活动 与 数学 教育 18 世纪 的 数学 研究 活 
动 ,大 部 分 是 与 欧洲 各 国 的 科学 院 相 联系 ,尤其 是 大 陆 国 
家 的 科学 院 , 不 只 是 具有 象 皇 家 学 会 那样 评议 研究 成 果 ， 
促进 科学 通讯 的 职能 ， 而 且 掌握 着 聘用 专门 成 员 的 财政 
经 费 。 莱 布 尼 蒋 1700 年 创立 的 柏林 科学 院 , 在 普鲁士 国 
王 弗 里 德里 克 时 代 曾 拥有 了 欧 拉 (1741~1766) 和 拉 格 朗 日 
《1766 一 1787 ) 为 院士 ; 欧 拉 其 余 的 生涯 是 在 彼得 堡 科学 
院 奉 职 (1727 一 1741,1766~1783); 拉 格 朗 日 在 弗 里 德里 
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克 死 后 被 路 易 十 六 请 到 巴黎 ,而 巴黎 科学 院 也 许 是 18 世 
纪 欧 洲 最 重要 的 学 术 中 心 ， 与 它 相 联系 的 法 国 最 卓越 的 
数学 家 还 有 克 莱 罗 、 达 朗 贝 尔 , 孔 多 塞 , 拉 普 拉 斯 \ 蒙 日 以 
及 A.-M. 蒜 让 德 等 。 

这 种 主要 靠 宫廷 支持 的 科学 院 ， 在 推动 数学 研究 职 
业 化 方面 起 了 一 定 的 但 却 是 有 限 的 作用 。 在 18 世 纪 的 晚 
期 ， 人 们 开始 注意 并 努力 改变 大 学 中 数学 教育 与 研究 分 
离 、 脱 节 的 现象 。 格 丁 根 大 学 最 先 强调 教学 与 研究 的 结 
合 ， 但 对 当时 的 数学 并 未 发 生 影响 。 真 正 的 冲击 是 来 自 
法 国 。 法 国 大 革命 时 期 建立 的 巴黎 综合 工科 学 校 (1794) 
和 巴黎 高 等 师范 学 校 (1794 初 建 ,1808 重建 )， 不 仅 提供 
为 培养 工程 师 和 教师 所 必需 的 数学 教育 ， 对 数学 研究 也 
给 予 同样 的 重视 ， 它 们 作为 新 型 的 科学 教育 和 研究 机 构 
的 典范 ,对 19 世纪 数学 研究 职业 化 运动 有 极 大 的 影响 。 

社会 政治 对 18 世 纪 数学 发 展 的 影响 值得 注意 。18 世 
纪 数 学 研究 活动 中 心 的 转移 ， 明 显 地 与 资产 阶级 革命 中 
心 的 转移 现象 相 吻 合 。 英 国学 术 界 的 保守 气氛 ， 同 拥 教 
保 王 的 政治 环境 不 无 关系 ， 而 在 启蒙 思想 震 陶 下 的 法 国 
学 派 却 自 党 地 接 过 了 发 展 牛顿 自然 科学 理论 (特别 是 他 
所 建立 的 宇宙 图 像 及 数学 解释 ) 的 任务 。 法 国 大 革命 本 身 
提供 了 社会 变革 影响 数学 事业 的 史 例 。 这 个 国家 当时 最 
优秀 的 数学 家 ,几乎 都 被 革命 政权 吸收 到 度量 衡 改革 , 教 
育 改革 ,军事 工程 建设 等 活动 中 去 ,对 于 数学 发 展 特别 重 
要 的 是 他 们 在 新 成 立 的 巴黎 综合 工科 学 校 与 巴黎 高 等 师 
范 学 校 中 的 作用 。 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 .昔日 、 勤 让 德 等 
均 受聘 出 任 那里 的 数学 教授 ， 蒙 日 还 是 综合 工科 学 校 的 
积极 创建 者 并 兼 校长 。 他 们 的 任职 ， 使 这 两 所 学 校 特别 
是 综合 工科 学 校 成 为 新 一 代数 学 家 的 扬 篮 (如 A.-L. 柯 
西 和 S.-D. 治 松 都 是 毕业 于 综合 工科 学 校 )。 这 些 学 校 为 
适应 培养 新 人 才 的 需要 而 采用 的 数学 新 教材 , 酿 成 了 “ 教 
科 书 的 革命 ”， 其 中 勒 让 德 的 《几何 学 基础 X1794)、 蒙 日 
的 《 画 法 几何 学 》、 拉 克 和 鲁 瓦 的 《 微 积分 学 1797) 以 及 J.- 
B. 毕 奥 和 F. 工 . 勒 弗 朗 索 瓦 的 解析 几何 教程 ,都 是 反复 再 
版 ,并 被 译 成 了 多 国语 言 。 在 法 国 所 进行 的 改革 ,到 19 世 
纪 初 即 已 扩 及 旁 国 特别 是 和 并 刺激 了 英国 数学 的 复 
苏 ,成 为 数学 发 展 新 时 代 的 序幕 。 ( 李 文 林 ) 


shijiu shijl shuxue 
十 九 世 纪 数 学 (mathematics in 19th century) 
19 世纪 是 数学 史上 创造 精神 和 严格 精神 高 度 发 扬 的 时 
代 。 复 变 函 数论 的 创立 和 分 析 学 的 严格 化 ， 非 欧 几 里 得 
几何 的 问世 和 射影 几何 的 完善 ， 群 论 和 非 交 换代 数 的 诞 
生 ,是 这 一 世纪 典型 的 数学 成 就 。 它 们 所 蕴含 的 新 思想 ， 
深刻 地 影响 着 20 世纪 的 数学 。 

概 罗 ”18 世纪 数学 发 展 的 主流 是 微 积分 学 的 扩 展 ， 
它 与 力学 和 天 文学 的 问题 紧密 相 联 。 微 积分 的 运用 使 这 
些 自然 科学 领域 迅猛 发 展 ,至 18 世 纪 末 , 它们 达到 了 一 种 
相对 完美 的 程度 。 然 而 ,将 数学 和 这 些 自然 科学 基本 上 视 
为 一 体 的 观念 ,使 当时 一 些 著 名 的 数学 家 ， 如 丁 -L. 拉 格 
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关 日 \L. 欧 拉 、J.leR. 达 天 贝尔 等 对 数学 的 前 途 产 生 了 翡 
观 情绪 ,他 们 觉得 数学 泉源 已 近 枯 竟 。 而 实际 上 ,数学 却 正 
处 于 全 面 兴旺 发 达 的 前 夜 , 18 世纪 的 数学 家 忙于 获取 微 
积分 的 成 果 与 应 用 , 较 少 顾及 其 概念 与 方法 的 严密 性 (如 
缺少 函数 ,极限 ,连续 性 ,级 数 收敛 性 的 恰当 定义 ), 到 18 世 
纪 末 ,为 微 积分 英 基 的 工作 已 紧迫 地 摆 在 数学 家 面前 ; 另 
一 方面 ,处 于 17、18 世 纪 数 学 研究 中 心 课题 之 外 的 数学 分 
支 ( 如 数论 ,综合 几何 ,代数 方程 论 等 ) 已 积累 了 一 批 重要 
问题 ， 如 复数 的 意义 、 欧 几 里 得 几何 中 平行 公设 的 地 位 ， 
高 次 代数 方程 根 式 解 的 可 能 性 等 ， 它 们 大 都 是 从 数学 内 
部 提出 的 课题 ,在 18 世 纪 末 已 引起 数学 家 极 大 的 关注 ;再 
者 , 自 18 世纪 后 期 开始 , 自然 科学 出 现 众多 新 的 研究 领 
域 ,如 热力 学 ,流体 力学 、 电 学、 磁 学 , 测 地 学 等 等 ,从 数学 
外 部 给 予 数学 以 新 的 推动 力 , 19 世纪 许多 最 出 色 的 数学 
家 始终 涉足 于 这 些 问题 的 研究 。 上 述 因素 促成 了 19 世纪 
数学 充满 活力 的 创新 与 发 展 。 

19 世纪 欧洲 的 社会 环境 也 为 数学 发 展 提供 了 适宜 
的 舞台 ， 法 国资 产 阶级 大 革命 (1789) 所 造成 的 民主 精神 
和 重视 数学 教育 的 风尚 鼓励 大 批 有 才干 的 青年 步 入 数 
学 教育 和 研究 领地 。 法 国 在 19 世纪 一 直 是 最 活跃 的 数学 
中 心 之 一 ， 涌现 出 一 批 优秀 人 才 ， 如 J-B.-J. 傅 里 叶 、 
S.-D. 泊 松 J.-V, 彭 赛 列 、A.-L. 柯 西 、J. 刘 维 尔 、E. 伯 
罗 瓦 、C. 埃 尔 米 特 \C, 车 尔 当 、G. 达 布 、H. 斋 加 莱 、J. 阿 
达 马 。 他 们 在 几乎 所 有 的 数学 分 支 中 都 作出 了 卓越 贡献 。 
法 国 革命 的 影响 波及 欧洲 各 国 ， 使 整个 学 术 界 思想 十 分 
活跃 ,突破 了 一 切 禁区 ,英国 新 一 代数 学 家 克服 近 一 个 世 
纪 以 来 以 I 牛顿 为 偶像 的 固步自封 局 面 ， 成 立 了 向 欧洲 
大 陆 数学 学 习 的 “分 析 学 会 "(1812)， 使 英国 进入 世界 数 
学 发 展 的 潮流 。G. 皮 科 克 、G. 格林 、W.R. 哈 害 顿 、J. J 
西 尔 维 斯 特 .A. 山 策 ,G. 布尔 等 英国 数学 界 的 杰出 人 物 ， 
在 代数 学 .代数 几何 \ 数 学 物理 方面 的 成 就 尤为 突出 。 德 
国 在 1870 年 统一 之 前 ,资本 主义 发 展 比 较 缓慢 ,但 从 18 世 
纪 下 半 叶 起 , 它 一 直 是 思想 意识 领域 十 分 活跃 的 地 区 , 特 
别 是 思辨 哲 学 强调 事物 内 部 矛盾 促进 事物 发 展 的 思想 ， 
对 纯粹 数学 的 发 展 产生 了 有 益 的 影响 。 从 C.F. 高 斯 登 上 
数学 舞台 至 19 世纪 下 半 叶 ,德国 逐渐 发 展 为 与 法 国 并 驾 
齐 驱 的 又 一 个 世界 数学 中 心 , 除 高 斯 外 , K.G. C. von 施 
陶 特 、 丁 普 吕 克 、C.G.J. 雅 可 比 、P.G.L. 儿 利 克 雪 、H. G- 
格拉 斯 旺 、 忆 .EE. 库 默 尔 、 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 L. 克 罗 内 克 、 
也. 笋 要 \R. 功德 金 .G. 康 托 尔 、F. 克 莱 因 、DD. 硕 尔 伯 特 
都 无 愧 为 19 世纪 最 重要 的 数学 家 , 他 们 的 成 就 跟 法 国学 
者 的 一 样 重要 。 处 于 数学 中 心 之 外 的 国家 和 地 区 ,也 出 现 
不 少 优秀 学 者 ,最 突出 的 有 挪威 的 N.H. 阿 贝 尔 和 M. S. 
李 ， 捷 克 的 B. 波 尔 查 诺 ， 俄 国 的 匡 . H. 罗 已 切 夫 斯 基 、 
开 ' 工 . 妇 比 雪夫 和 C.B. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 , 匈牙利 的 丁 波 
尔 约 ， 意 大 利 的 下 . 贝尔 特 拉 玉 和 C.G. 里 坷 等 。 这 种 人 
才 右 出 的 局 面 在 数学 史上 是 空前 的 。 

19 世 纪 数 学 突破 分 析 学 独占 主导 地 位 的 局 面 ,几何 、 
代数 ,分 析 各 分 支出 现 如 雨后春笋 般 的 竞相 发 展 。 仅 在 19 
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世纪 的 前 30 多 年 中 ,一 批 二 三 十 岁 的 年 轻 数学 家 就 在 数 
论 、 射 影 几何 \ 复 变 函数 ,微分 几何 、 非 网 几何 、 群 论 等 领 
域 作出 开创 性 的 成 绩 。 随 着 众多 新 研究 方向 的 开拓 和 证 
明 严格 化 的 要 求 ， 越 来 越 多 的 学 者 开始 埋头 于 较 窄 的 领 
域 作 精细 的 研究 。 如 阿 贝尔 主要 从 事 分 析 与 代数 学 研究 ， 
彭 赛 列 专攻 射影 几何 , 伽 罗 瓦 关 心 代数 方程 的 可 解 性 .只 
有 高 斯 和 柯 西 仍然 关心 科学 与 数学 中 几乎 所 有 的 问题 。 
在 19 世纪 下 半 叶 ， 一 些 数学 家 注意 了 各 分 支 间 的 联系 ， 
最 著名 的 有 克 莱 因 的 埃 尔 朗 根 纲领 ， 在 几何 中 引进 群 的 
观点 ， 取 得 很 大 成 功 。 但 专门 化 的 研究 方式 尚 处 于 方 兴 
未 艾 的 阶段 。 从 19 世 纪 晚 期 开始 的 将 数学 各 分 支 葛 基 于 
公理 体系 之 上 的 运动 ,又 推进 了 各 分 支 的 细 分 ,这 种 倾向 
一 直 延 续 到 20 世纪 。 

19 世纪 数学 家 的 工作 方式 呈现 出 全 新 的 不 同 于 18 
世纪 的 特色 。 数 学 成 为 一 项 得 到 全 社会 承认 的 职业 。 数 
学 家 主要 在 大 量 培养 人 才 的 新 型 大 学 教书 。 研 究 与 教学 
有 机 地 联系 在 一 起 。 法 国 的 巴黎 综合 工科 学 校 、 巴 黎 高 
等 师范 大 学 ,德国 的 柏林 大 学 , 格 丁 根 大 学 是 当时 最 重要 
的 数学 研究 与 教学 中 心 。 由 于 数学 家 人 数 与 成 果 的 剧 增 ， 
交流 思想 与 成 果 的 渠道 增多 了 ， 数 学 杂志 成 了 重要 的 传 
播 媒 介 。 法国 的 J.-D. 热 尔 岗 编辑 出 版 了 《纯粹 与 应 用 数 
学 年 刊 X1810)， 是 最 早 的 专门 数学 期 刊 。 之 后 , 高 水 平 
的 数学 杂志 相继 问世 ,最 著名 的 有 人 A. 工 . 克 雷 尔 创办 的 德 
文 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 兴 1826, 世 称 克 雷 尔 杂 志 ), J. 
刘 维 尔 创办 的 法 文 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》(1836, 世 称 
刘 维 尔 杂志 )。 到 19 世纪 后 半 叶 ， 随 着 各 国 数学 会 的 问 
世 ,各 种 会 刊 及 专门 杂志 显著 增加 。 这 些 数 学 会 还 在 推动 
本 国 数学 发 展 和 促进 国际 学 术 交 流 方 面 发 挥 积 极 作 用 。 
最 早 成 立 的 是 伦敦 数学 会 (1865)， 之 后 创建 的 有 法 国 数 
学 会 (1872)、 美 国 数学 会 (1888) 和 德国 数学 会 (1890), 在 
接近 世纪 之 末 ， 由 各 国 数学 会 发 起 在 瑞士 苏黎世 召开 了 
第 一 届 国 际 数学 家 大 会 (1897)， 后 成 为 一 项 定期 举行 的 
国际 学 术 活动 。 

19 世纪 数学 的 发 展 错综复杂 ， 粗 略 地 可 以 分 为 四 
个 阶段。 

数论 ,分 析 与 几何 的 创新 (19 世 纪 初 至 20 年 代 末 ) 
1801 年 , 高 斯 发 表 《算术 研究 》， 这 部 象征 近代 数论 起 点 
的 巨著 , 同时 也 打开 了 数学 新 世纪 的 大 门 。19 世纪 前 的 
数论 主要 是 一 些 漂亮 但 却 孤 立 的 成 果 ， 高 斯 一 方面 将 这 
些 成 果 系 统 化 ,对 问题 及 方法 加 以 分 类 ,同时 开辟 了 全 新 
的 课题 及 方法 。 他 在 数论 中 树立 了 严格 证 明 的 典范 ， 认 
为 找 出 简单 漂亮 的 证 明 ， 有 助 于 掌握 问题 的 实质 并 发 现 
不 同 问题 间 的 联系 〈 典 型 的 是 他 给 出 了 二 次 互 反 律 的 7 
个 证 明 )。 高 斯 的 观点 代表 了 19 世纪 对 数学 严密 性 追求 
的 时 代 精 神 , 也 指出 了 纯粹 数学 发 展 的 一 条 途径 。 同 年 ， 
高 斯 依据 少量 观测 数据 ， 运 用 误差 分 析 等 方法 计算 出 谷 
神 星 的 轨道 ， 准 确 地 预报 了 这 颗 小 行星 在 天 空 出 现 的 时 
刻 ， 哄 动 了 科学 界 。 高 斯 在 一 生 中 始终 对 理论 与 应 用 同 
等 重视 ， 他 的 成 就 一 直 鼓 舞 着 最 有 才华 的 数学 家 。 他 和 


阿 基 玉 他 ,牛顿 一 起 ,被 认为 是 历史 上 最 伟大 的 数学 家 。 

1807 年 , 傅 里 叶 向 巴黎 科学 院 提交 了 一 篇 关于 热 传 
导 的 文章 ,在 解 热 传导 方程 时 ,提出 任意 函数 可 用 三 角 级 
数 表 示 。 这 是 分 析 学 在 19 世纪 的 第 一 项 重要 工作 , 它 不 
仅 使 分 析 方法 进入 新 的 物理 领域 ,而 且 扩展 了 函数 概念 ， 
推进 了 偏 微分 方程 理论 对 愈 里 时 级 数 收敛 点 的 研究 ,最 
终 导致 G. 康 托 尔 创立 集合 论 。 傅 里 叶 本 人 尚 保留 有 18 
世纪 的 风格 ,没有 讨论 级 数 的 收敛 性 ,但 由 于 传 里 叶 级 数 
在 应 用 中 的 重要 性 ， 研 究 其 收敛 性 成 为 分 析 严格 化 的 动 
为 六 = 

19 世纪 分 析 严格 化 的 倡导 者 有 高 斯 、 波 尔 查 诺 、 柯 
西 . 阿 贝尔 和 犹 利克 雷 等 人 。1812 年 ,高 斯 对 一 类 具体 的 
级 数 一 一 超 几何 级 数 , 进行 了 严密 研究 ,是 历史 上 第 一 项 
重要 的 有 关 级 数 收 敛 性 的 工作 。1817 年 , 波 尔 查 诺 首先 抛 
弃 无 穷 小 量 概念 ,用 极限 观念 给 出 导数 和 连续 性 的 定义 ， 
并 得 到 判别 级 数 收 化 的 一 般 准 则 ( 现 称 柯 西 准则 )， 由 于 
他 的 工作 长 期 被 埋没 ， 因 此 对 当时 数学 的 发 展 没 有 产生 
影响 ， 是 数学 史上 一 件 刍 事 。 柯 西 是 对 分 析 严格 化 影响 
最 大 的 学 者 , 1821 年 发 表 了 《分 析 教程 y， 除 独立 得 到 波 
尔 查 诺 的 基本 结果 ， 还 用 极限 概念 定义 了 连续 函数 的 定 
积分 。 这 是 建立 分 析 严格 理论 的 第 一 部 重要 著作 。 值 得 
注意 的 是 柯 西 的 分 析 理 论 基本 上 基于 几何 直观 ， 按 现代 
标准 衡量 仍 不 够 严密 。 阿 贝尔 一 直 强调 分 析 中 定理 的 严 
格 证 明 ,在 1826 年 最 早 使 用 一 致 收敛 的 思想 证 明了 连续 
函数 的 一 个 一 致 收敛 级 数 的 和 在 收敛 区 域内 部 连续 。 

柯 西 在 建立 严格 的 分 析 理 论 的 同时 ， 还 为 19 世纪 
最 重要 的 数学 创造 之 一 一 一 单 复 变 函数 论 疯 定 了 基础 。 
1814 一 1825 年 间 ， 他 得 到 了 计算 复 函数 沿 复 平面 上 路 
径 积 分 的 基本 定理 ( 即 柯 西 积分 定理 ) 和 留 数 计算 公式 。 
由 于 柯 西 的 工作 ， 复 数 和 复 变 函数 论 在 19 世纪 20 年 代 
已 为 广大 数学 家 所 熟悉 。1826 年 , 阿 贝尔 和 雅 可 比 创立 
了 燃 贺 函数 理论 , 成 为 复 变 函数 论 莲 勃 发 展 的 生长 点 。 

19 世纪 最 富 革命 性 的 创造 当 属 非 欧 几何 。 自古 希腊 
时 代 始 ， 欧 氏 几 何 一 直 被 认为 是 客观 物质 空间 唯一 正确 
的 理想 模型 , 是 严格 推理 的 典范 。16 世纪 后 的 数学 家 在 
论证 代数 或 分 析 结 果 的 合理 性 时 ， 都 试图 归 之 为 欧 氏 几 
何 问题 。 但 欧 氏 几何 的 平行 公设 曾 引起 数学 家 的 持久 的 
关注 ,以 弄 清 它 和 其 他 公理 ,公设 的 关系 。 这 个 烦 扰 了 数 
学 家 于 百年 的 问题 ,终于 被 高 斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 
各 自 独立 解决 。 高 斯 在 1816 年 已 认识 到 平行 公设 不 可 
能 在 欧 氏 几何 其 他 公理 ,公设 的 基础 上 证 明 ,得 到 在 远 辑 
上 相 容 的 非 欧 几何 ,其 中 平行 公设 不 成 立 , 但 由 于 担心 受 
人 指责 而 未 发 表 。1825 年 左右 ， 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 
分 别 得 到 同样 的 结果 ， 并 推演 了 这 种 新 几何 中 的 一 些 定 
理 。 罗 巴 切 夫 斯 基 1829 年 的 文章 《 论 几何 基础 是 最 早 发 
表 的 非 欧 几何 著作 ， 因 此 这 种 几何 也 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 。 这 项 发 现 的 技术 细节 是 简单 的 ， 但 观念 的 变革 是 
深刻 的 , 欧 氏 几 何不 再 是 神圣 的 ,数学 家 步 人 了 创造 新 几 
何 的 时 代 。 非 欧 几 何 对 人 们 认识 物质 世界 的 空间 形式 提 
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供 了 有 力 武器 ,但 由 于 它 背 频传 统 ,创立 之 初 未 受到 数学 
界 的 重视 。 只 是 当 高 斯 有 关 非 欧 几 何 的 通信 和 笔记 在 他 
1855 年 去 世 后 出 版 时 , 才 因 高 斯 的 名 望 而 引 起 数学 家 们 
的 关注 。 

19 世纪 前 半 叶 最 热门 的 几何 课题 是 射影 几何 。17 世 
纪 G. 伪 扎 格 提出 了 射影 几何 的 一 些 基本 概念 与 方法 ,但 
影响 远 不 如 当时 刚刚 兴起 的 解析 几何 学 。18 世纪 是 分 析 
学 兴旺 的 时 代 ， 纯 粹 几何 (或 称 综合 几何 ) 的 研究 默默 无 
闻 。 随 着 18 世纪 后 期 学 术 思想 的 活跃 和 由 G. 蒙 日 等 人 唤 
起 的 对 纯 几 何 课题 的 重视 ,射影 几何 复兴 了 。 在 某 种 程度 
上 ,这 是 对 分 析 方法 介入 几何 的 抵制 所 产生 的 后 果 。1822 
年 , 芝 赛 列 发 表 《 论 图 形 的 射影 性 质 》, 这 是 他 1813 一 1814 
年 被 俘 关 在 俄国 时 开始 的 研究 的 总 结 。 他 探讨 几何 图 形 
在 任 一 投影 下 所 有 截 影 所 共有 的 性 质 ， 他 的 方法 具有 象 
解析 几何 那样 的 普遍 性 。1827 年 左右 , 普 吕 克 等 人 引进 
齐 次 坐标 ,用 代数 方法 研究 射影 性 质 , 丰富 了 射影 几何 的 
内 容 。 

对 纯 几何 问题 兴趣 的 增长 ， 并 未 减弱 分 析 在 几何 中 
的 应 用 。 役 分 几何 学 创立 于 18 世纪 ,当时 内 容 仅 涉及 用 
分 析 方 法 研究 位 于 欧 氏 空间 的 曲线 .曲面 的 性 质 。 高 斯 从 
1816 年 起 参与 大 地 测量 和 地 图 绘制 工作 , 引起 他 对 微分 
几何 的 兴趣 。1827 年 他 发 表 的 《关于 曲面 的 一 般 研 究 》， 
为 这 一 数学 分 支 注 入 了 全 新 的 思想 ， 即 把 在 参数 表示 下 
的 曲面 本 身 看 成 一 个 空间 ， 它 的 特性 不 依赖 它 周围 的 空 
间 ( 在 这 种 观点 下 研究 的 几何 称 为 内 萄 几何 )， 开 创 了 微 
分 几何 的 现代 研究 。 

代数 学 在 这 一 阶段 最 突出 的 成 果 是 阿 贝尔 证 明了 一 
般 五 次 及 五 次 以 上 代数 方程 无 根 式 解 (1824)。 代 数 思想 
的 革命 发 生 在 19 世纪 30~40 年 代 。 

代数 观念 的 变革 (19 世 纪 20 年 代 末 到 40 年 代 末 ) 
1830 年 ,G. 皮 秆 克 的 《代数 学 》 癌 世 ， 书 中 对 代数 运算 的 
基本 法 则 进行 了 探索 性 研究 。 在 这 之 前 ， 代 数 的 符号 运 
算 实际 仅 是 实数 与 复数 运算 的 翻版 。 皮 科 克 试图 建立 一 
门 更 一 般 的 代数 ， 它 仅 是 符号 及 其 满足 的 某 些 运算 法 则 
的 科学 。 他 和 A. 他 序 根 等 英国 学 者 围绕 这 一 目标 的 工 
作 ,为 代数 结构 观点 的 形成 及 代数 公理 化 研究 作 了 尝试 ， 
因而 皮 科 克 被 誉 为 “代数 中 的 欧 几 里 得 "。 皮 科 克 的 目标 
虽然 很 有 价值 ,但 方法 过 于 含糊 ,无 法 达到 他 的 愿望 。 

代数 中 更 深刻 的 思想 来 自 数学 史上 传奇 式 的 人 物 。 
伽 罗 瓦 。 在 1829~1832 年 间 , 他 提出 并 论证 了 代数 方程 
可 用 根 式 解 的 普遍 的 判别 准则 ， 从 概念 和 方法 上 为 最 基 
本 的 一 种 代数 结构 一 一 全 的 理论 英 定 了 基础 ， 阐 明了 群 
的 正规 子 群 及 同 构 等 重要 概念 。 伽 罗 瓦 在 1832 年 去 世 
前 , 几 次 向 巴黎 科学 院 递 交 他 的 论文 , 均 未 获 答复 。 他 的 
理论 在 1846 年 由 刘 维 尔 发 表 之 前 几乎 无 人 知晓 ， 到 19 
世纪 60 年 代 后 才 引 起 重视 ,这 是 数学 史上 新 思想 历经 磨 
难 终 放 异 彩 的 最 典型 的 例证 。 

另 一 项 引起 代数 观念 深刻 变革 的 成 果 ， 归 功 于 哈密 
顿 和 划 .G. 格拉 斯 更 。 哈 密 顿 在 用 “ 数 对 "表示 复数 并 探究 
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其 运算 规则 时 ,试图 将 复数 概念 推广 到 三 维 空间 ,未 获 成 
功 ,但 却 意 想不到 的 创立 了 四 元 数理 论 , 时 间 是 1843 年 。 
四 元 数 是 第 一 个 被 构造 出 的 不 满足 乘法 交换 律 的 数学 对 
象 。 从 此 ,数学 家 便 突 破 了 实数 与 复数 的 框架 ,比较 自由 
地 构 作 各 种 新 的 代数 系统 。 四 元 数理 论 一 经 问世 便 引 来 
数学 与 物理 学 家 的 讨论 , 它 本 身 虽 没有 广泛 应 用 ,但 成 为 
向 量 代数 、 向 量 分 析 以 及 线性 结合 代数 理论 的 先导 。1844 
年 ,格拉 斯 曼 在 讨论 n 维 几何 时 ,独立 得 到 更 一 般 的 具有 
nn 个 分 量 的 超 复数 理论 ， 这 一 高 度 独创 的 成 果 由 于 表达 
降 涩 ,无 法 为 当时 的 学 者 所 理解 。 

在 这 一 时 期 ， 还 性 生 了 代数 不 变量 理论 ， 这 是 从 数 
论 中 的 二 次 型 及 射影 几何 中 的 线性 变换 引申 出 的 课题 。 
1841 年 左右 , 凯 莱 受 布尔 的 影响 开始 研究 代数 型 在 线性 
变换 下 的 不 变量 。 之 后 ， 寻 找 各 种 特殊 型 的 不 变量 及 不 
变量 的 有 限 基 ， 成 为 19 世纪 下 半 叶 最 热门 的 研究 课题 ， 
出 现 了 人 数 众多 的 德国 学 派 ， 进 而 开 嫉 了 代数 几何 的 研 
究 领 域 。 

数论 中 的 重要 问题 ， 往 往 成 为 新 思想 发 展 的 酵母 。 
1844 年 , E.E, 库 冉 尔 在 研究 费 马 大 定理 时 提出 了 理想 数 
理论 ， 借 助理 想 数 可 证 明 在 唯一 因子 分 解 定理 不 成 立 的 
代数 数 域 中 ,普通 数论 中 的 某 些 结果 仍 成 立 。 

在 这 代数 学 丰产 的 时 期 ,几何 ,分 析 和 数论 也 都 有 长 
足 的 进步 。 格 林 在 讨论 变 密度 椭 球 体 的 引力 问题 时 ， 考 
虚 了 nn 维 位 势 (1833~1835)， 凯 莱 在 分 析 学 中 讨论 了 具 
有 +n 个 坐标 的 变量 (1843)， 格 拉 斯 曼 则 直接 从 几何 上 建 
立 高 维 空间 理论 (1844)。 他 们 从 不 同 角度 导出 超越 直观 
的 n 维 空间 概念 。 施 陶 特 确立 了 不 依赖 欧 氏 空间 的 长 度 
概念 的 射影 几何 体系 (1847)， 从 逻辑 上 说 明 射影 几何 比 
欧 氏 几何 更 基本 。 

分 析 的 严格 化 在 继续 。 狄 利克 雷 按 变量 间 对 应 的 说 
法 给 出 现代 意义 下 的 函数 定义 (1837)。 外 尔 斯 特 拉 斯 开 
始 了 将 分 析 疯 基于 算术 的 工作 (1841), 从 1842 年 起 ， 采 
用 明确 的 一 致 收敛 概念 于 分 析 学 ,使 级 数理 论 更 趋 完善 。 
值得 注意 的 是 ,未 经 严格 证 明 的 分 析 工 具 仍 被 广泛 使 用 ， 
在 获得 新 结果 方面 显示 威力 。 格 林 首 先 使 用 了 位 势 函 数 
的 极 小 化 积分 存在 的 原理 一 一 即 现 称 的 狄 利克 雷 原 理 
(1833)， 它 的 严格 理论 迟 至 1904 年 才 为 D. 希 尔 伯 特 并 
明 ， 但 是 在 19 世纪 50 年 代 成 为 黎 曼 研究 分 析 学 的 重要 
工具 。 

随 着 分 析 工具 的 逐步 完善 ， 数 学 家 开始 更 自觉 地 在 
数学 其 他 分 支 使 用 它们 。 除 微分 几何 外 ， 解 析 数 论 也 应 
运 而 生 。1837 年 , 狄 利克 雷 在 证 明 算 术 序 列 包含 无 穷 多 
素数 时 ,精心 使 用 了 级 数理 论 ,这 是 近代 解析 数论 最 早 的 
重要 成 果 。 刘 维尔 则 在 1844 年 首次 证 明了 超越 数 的 存 
在 ， 引 起 数学 家 对 寻找 超越 数 和 证 明 某 些 特殊 的 数 为 超 
越 数 的 兴趣 。 在 下 半 世 纪 ,F.von 林 德 曼 利用 埃 尔 米 特 证 
明 e 为 超越 数 的 方法 ,证 明了 的 超越 性 (1882), 从 而 彻 
底 解 决 了 化 圆 为 方 问题 。 
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1851 年 ， 黎 曼 的 博士 论文 《 单 复 变 函数 一 般 理 论 的 基 
础 》 第 一 次 明确 了 单 值 解析 函数 的 定义 ， 指 出 了 实 函数 
与 复 函数 导数 的 基本 差别 ， 特 别 是 阐述 了 现 称 为 黎 曼 面 
的 概念 和 共 形 映射 定理 ， 开 创 了 多 值 函 数 研究 的 深刻 方 
法 ， 打 通 了 复 变 函数 论 深 入 发 展 的 道路 。 黎 曼 本 人 利用 
这 一 思想 出 色 地 探讨 了 阿 贝尔 积分 及 其 反 演 阿 贝尔 函数 
(1857)。1854 年 ， 黎 曼 为 获 大 学 讲师 资格 ， 提 交 了 两 篇 
论文 ， 其 中 《关于 作为 几何 学 基础 的 假设 》 是 数学 史上 影 
响 最 深远 的 作品 之 一 。 在 19 世纪 前 半 叶 ,数学 家 已 认识 
到 存在 不 同 于 欧 氏 几何 的 新 几何 学 ， 并 发 展 了 内 荀 几何 
和 高 维 几何 的 理论 ,但 它们 处 于 分 散 与 孤立 的 状态 。 黎 曼 
以 其 深刻 的 洞察 力 将 三 者 统一 于 n 维 流 形 的 理论 ， 开 始 
了 现代 微分 几何 学 (或 称 黎 曼 几何 ) 的 研究 。 这 是 关于 任 
意 维 空间 的 内 蕴 几 何 ， 黎 曼 以 二 次 微分 形式 定义 流 形 的 
度量 ， 给 出 了 流 形 曲 率 的 概念 。 他 还 论证 了 能 在 球面 上 
实现 二 维 正 的 常 曲 率 空间 〈 即 被 克 莱 因 称 为 椭圆 几何 的 
非 欧 几何 ! 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 被 称 为 双 曲 几何 )。 据 说 歼 
曼 的 深刻 思想 当时 只 有 高 斯 能 理解 。 经 19 世纪 60 年 代 
贝尔 特 拉 米 等 人 的 介绍 与 推进 ， 黎 曼 的 理论 才 开 始 为 广 
大 数学 家 领悟 ,他 们 对 微分 不 变量 的 研究 ,最 后 导致 里 奇 
创立 张 量 理论 (1887)。 在 另 一 篇 论文 中 ， 黎 受 探讨 了 将 
积分 概念 推广 到 间断 函数 上 去 ， 提 出 了 现 称 为 黎 曼 积分 
的 概念 。 他 构造 了 具有 无 穷 间 断 点 而 按 他 的 定义 仍 可 积 
的 函数 。 寻 找 这 类 函数 是 19 世纪 70~80 年 代 很 时 万 的 
课题 。 沿 着 扩展 积分 概念 的 方向 ， 后 来 的 数学 家 得 到 各 
种 广义 积分 ， 最 著名 的 当 属 20 世纪 初出 现 的 勒 贝 格 积 
分 。1859 年 , 歼 曼 研 究 : 函数 的 复 零点 ， 提 出 著名 的 黎 
曼 猿 想 。 黎 曼 的 思想 ,在 几何 、 分 析 , 数 论 领 域 长 盛 不 衰 ， 
有 力 地 影响 着 19 世纪 后 期 以 至 20 世纪 的 数学 研究 。 

K. 外 尔 斯 特 柱 斯 在 这 一 时 期 继续 分 析 算 术 化 的 工 
作 ,提出 了 现代 通用 的 极限 的 e- 说 法 , 即 用 静态 的 方法 
(不 等 式 ) 刻 画 变化 过 程 。 他 构造 出 处 处 不 可 微 的 连续 函 
数 实例 , 告 诚 人 们 必须 精细 地 处 理 分 析 学 的 对 象 ,对 实 变 
函数 论 的 兴起 起 了 催化 作用 。 在 复 变 函 数论 方面 ， 他 提 
出 了 基于 宪 级 数 的 解析 开拓 理论 。 外 尔 斯 特 拉 斯 的 众多 
成 果 出 自 他 任 中 学 教员 的 时 期 (1841 一 1856), 到 1859 年 
出 任 柏 林 大 学 教师 后 才 广为人知 。 由 于 他 为 分 析 英 基 的 
出 色 成 就 ,后 被 誉 为 “现代 分 析 之 父 ”。 

当 德国 学 者 在 分 析 与 几何 领域 大 放 异 彩 之 时 ， 英 国 
学 者 继续 发 挥 他 们 在 代数 中 的 优势 。1854 年 , 布尔 发 表 
了 《思维 规律 的 研究 》, 创立 了 符号 逻辑 代数 ( 亦 称 布尔 代 
数 ), 这 是 使 演绎 推理 形式 化 的 有 力 工具 。 布 尔 强调 数学 
的 本 质 不 是 探究 对 象 的 内 容 ,而 是 研究 其 形式 ,因而 数学 
不 必 限 于 讨论 数 和 连续 量 的 问题 ， 可 由 符号 表示 的 一 切 
事物 都 可 纳入 数学 领域 。1855 年 , 凯 莱 在 研究 线性 变换 
的 不 变量 时 ， 系 统 地 提出 矩阵 概念 及 其 运算 法 则 。 短 阵 
是 继 四 元 数 之 后 的 又 一 类 不 满足 乘法 交换 律 的 数学 对 
象 ， 它 们 和 群 论 都 是 推动 抽象 代数 观点 形成 发 展 的 重要 
因素 。 在 凯 某 之 后 ,和 矩阵 理论 不 断 完 善 ， 不 仅 成 为 数学 中 


的 锐利 武器 ， 还 是 描述 和 解决 物理 问题 的 有 效 武器 。 基 
于 对 和 矩阵 和 四 元 数 的 认识 ， 凯 莱 还 引进 了 抽象 群 的 概念 
(1849~1854), 但 未 立刻 引起 重视 ,抽象 群 论 的 发 展 还 有 
待 于 对 各 种 具体 的 群 作 深入 的 研究 。 

19 世纪 60 年 代 末 ， 壤 尔 当 担 起 了 向 数学 界 阐明 伽 
罗 瓦 理论 的 重任 ,在 发 表 于 1870 年 的 《置换 论 》 中 ， 他 对 
置换 群 理论 及 其 与 姻 罗 瓦 方程 论 的 联系 作出 清晰 的 总 
结 ,为 群 论 在 19 世纪 最 后 30 年 间 的 发 展 葛 定 了 基础 。 

在 这 一 时 期 , 数学 家 对 射影 几何 及 非 欧 几何 的 认识 
也 日 趋 深化 。1859 年 , 凯 莱 论 证 了 网 氏 空间 的 度量 性 质 
并 非 图 形 本 身 的 属性 ， 而 可 以 借助 某 种 特定 图 形 按 射 影 
概念 加 以 建立 ， 说 明 欧 氏 几 何 是 射影 几何 的 一 部 分 。 克 
药 因 发 挥 凯 莱 的 思想 ， 同 样 论证 非 欧 几何 也 可 以 包括 在 
射影 几何 之 内 (1871)。 这 样 便 彻 底 澄 清 了 射影 几何 与 那 
些 度量 几何 的 关系 , 铺 平 了 几何 公理 化 发 展 的 道路 。1868 
年 ,贝尔 特 拉 米 在 伪 球面 上 实现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 在 
欧 氏 空间 中 给 出 直观 上 难以 想象 的 非 歇 几何 模型 。 之 后 
克 莱 因 和 庞 加 莱 分 别 给 出 各 自 的 非 欢 几何 模型 ， 说 明 非 
网 几何 本 身 的 相 容 性 ( 即 无 矛盾 性 ) 与 欧 氏 几何 一 致 ， 加 
速 了 人 们 接受 非 欧 几何 的 进程 。 

在 60 年 代 末 70 年 代 初 ,由 高 斯 在 19 世纪 初 开辟 的 
代数 数论 研究 ,经 由 戴 德 爹 和 克 罗 内 克 等 人 的 推进 ,形成 
为 内 容 丰 富 的 现代 数学 分 支 。 戴 德 金 引 进 一 种 代数 数 类 
代替 库 默 尔 的 理想 数 ， 重 建 了 代数 数 域 中 的 唯一 因子 分 
解 定理 ,创立 了 理想 论 。 克 罗 内 克 则 另 脏 蹊 径 , 得 到 相似 
的 概念 ,并 创立 有 理 函 数 域 论 ,引进 在 域 上 添加 代数 量 生 
成 扩 域 的 方法 。 

这 里 ,需要 提 及 概率 论 中 的 几 项 重要 成 果 。 在 19 世 
纪 , 概 率 论 的 发 展 不 象 数学 其 他 分 支那 样 突出 。 自 拉 普 拉 
斯 之 后 , 泊 松 曾 得 到 著名 的 泊 松 分 布 (1837 )。 更 重要 的 是 
切 比 雪夫 关于 独立 随机 变量 序列 的 大 数 律 (1866) 和 某 类 
独立 随机 变量 序列 的 中 心 极 限定 理 (1867)， 概 率 论 的 系 
统 理论 到 20 世纪 才 完 成 。 

综 上 所 述 ， 可 看 到 19 世纪 前 半 叶 出 现 的 新 思想 ,在 
这 20 多 年 间 变 得 更 成 熟 , 形 成 了 众多 独立 的 研究 方向 或 
分 支 学 科 。 

为 数学 黄 基 及 公理 化 运动 的 初创 期 (19 世 纪 70 年 代 
初 至 19 世纪 末 ) ”数学 经 过 19 世纪 前 70 年 的 发 展 ， 讨 
论 基础 问题 的 条 件 已 趋 成 熟 。 与 以 前 的 世纪 不 同 19 世 
纪 的 数学 家 最 终 选择 算术 而 不 是 几何 作为 本 门 科 学 的 基 
础 。 几 何 中 普 吕 克 有 关 齐 次 坐标 的 研究 ， 分 析 中 外 和 尔 斯 
特 拉 斯 的 静态 方法 都 反映 了 这 种 倾向 。 但 是 算术 中 最 基 
本 的 实数 概念 始终 是 模糊 的 。 柯 西 的 实数 定义 有 严重 缺 
陷 , 犯 了 循环 定义 的 错误 。1872 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 .G. 康 
托 尔 \ 戴 德 金 和 其 他 一 些 数学 家 ,在 确认 有 理 数 存在 的 前 
提 下 ,通过 不 同 途径 ( 戴 德 金 分 割 \ 有 理 数 的 基本 序列 ) 给 
无 理 数 下 了 精确 定义 。 又 经 过 不 少数 学 家 的 努力 ， 最 终 
由 意大利 学 者 G. 皮 亚 诺 完成 了 有 理 数理 论 。1881 年 , 他 
在 《算术 原理 新 方法 》 中 ,给 出 了 自然 数 的 公理 体系 ,由 此 
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可 从 逻辑 上 严格 定义 正 整数 、 负 数 .分 数 ,无 理 数 。 

G. 康 托 尔 在 探讨 实数 定义 的 同时 , 研究 了 传 里 叶 级 
数 收敛 点 集 的 结构 , 1874 年 起 发 表 一 系列 有 关 无 穷 集合 
的 文章 , 开创 了 集合 论 这 一 基础 性 的 数学 分 支 。G. 康 托 
尔 的 成 果 是 高 度 独 创 性 的 ， 他 把 无 穷 集 本 身 作为 研究 对 
象 ,通过 一 一 对 应 方法 ， 区 分 无 穷 集 的 大 小 ,定义 了 集合 
的 基数 (或 称 势 ), 引 进 序 型 .序数 以 及 一 些 属于 拓扑 学 的 
基本 概念 。 他 提出 了 著名 的 连续 统 假设 。G. 康 托 尔 的 工 
作 影 响 十 分 深远 ,首先 是 重新 唤起 人 们 对 实 无 穷 的 研究 ， 
开拓 了 点 集 拓 扑 的 领域 ;第 二 ,使 人 们 把 函数 的 定义 域 建 
立 在 一 般 的 点 集 之 上 ,推动 了 测度 论 和 泛 函 分 析 的 研究 ; 
第 三 ,由 于 集合 论 的 内 在 矛盾 ,激发 起 对 数理 逻辑 和 数学 
基础 的 深入 研究 。 但 集合 论 问世 之 初 ， 曾 遭 到 一 些 著名 
数学 家 (如 L. 克 罗 内 克 ) 的 激烈 反对 ,以 至 G. 康 托 尔 晚年 
处 于 精神 崩溃 状态 。 到 19 世纪 未 , 阿达 马 等 证 实 了 G. 
康 托 尔 的 理论 在 分 析 学 中 的 重要 应 用 ， 才 使 这 一 理论 得 
到 转机 ,终于 成 为 20 世纪 数学 研究 的 一 个 基础 。 

分 析 的 严格 化 以 皮 亚 诺 的 自然 数 公理 体系 的 建立 而 
告 一 段落 。 这 种 公理 化 的 倾向 也 同样 在 其 他 数学 分 支 莫 
延 。G. 刷 雷 格 提出 了 逻辑 公理 体系 (1879),M. 帕 施 得 到 
了 射影 几何 的 公理 体系 (1882)。 最 著名 的 是 希 尔 伯 特 于 
1899 年 在 《几何 基础 》 中 靖 述 的 欧 几 里 得 几何 的 公理 系 
统 。 他 考虑 了 公理 系统 的 独立 性 、 相 容 性 和 完备 性 ， 并 
证 明 欧 几 里 得 几何 的 相 容 性 可 归结 为 算术 的 相 容 性 。 希 
尔 伯 特 的 工作 揪 起 了 公理 化 的 热潮 :一 方面 ,数学 家 为 各 
数学 分 支 建立 公理 体系 ; 另 一 方面 ,通过 略 去 ,否定 或 其 
他 方式 改变 所 论 体系 的 公理 来 探索 新 体系 ,新 问题 。 

公理 化 运动 并 没有 限制 新 思想 的 萌生 和 对 各 种 具体 
课题 的 研究 ,后 者 始终 是 数学 发 展 中 最 活跃 的 因素 , 群 论 
的 应 用 在 这 一 时 期 特别 引 人 瞩 目 ，1872 年 ， 克 莱 因 受聘 
任 埃 尔 朗 根 大 学 教授 时 , 发 表 题 为 关于 近代 几何 研究 的 
比较 考察 > 的 讲演 ( 即 著名 的 埃 尔 朗 根 纲领 ), 他 指出 每 种 
几何 可 由 特定 的 变换 群 来 刻画 ， 各 种 几何 的 研究 内 容 是 
在 相应 的 变换 群 下 的 不 变量 ， 一 种 几何 的 子 几何 则 是 研 
究 原 变 换 群 的 子 群 的 不 变量 。 根 据 变换 群 的 观点 ， 克 莱 
因 对 几何 进行 了 系统 分 类 ， 揭 示 了 群 的 概念 在 几何 中 的 
统一 作用 (不 包括 一 般 的 黎 曼 几 何 和 代数 几何 )， 开 拓 了 
研究 几何 的 一 种 有 效 的 方法 。 克 革 因 的 工作 体现 了 数学 
专门 化 趋势 中 董 含 的 统一 因素 。1874 年 ,挪威 数学 家 M. 
S. 李 在 研究 常 微分 方程 与 保持 这 些 方程 的 解 不 变 的 变换 
群 之 间 的 关系 时 ， 创 建 了 连续 变换 群 理论 ( 现 称 李 群 ) 以 
及 相应 的 代数 ( 现 称 李 代数 )。 有 了 对 具体 的 群 的 广泛 研 
究 ,抽象 群 论 获得 了 新 生 。1882 年 ,德国 数学 家 W.F.A. 
von 迪克 受 凯 莱 工作 的 鼓舞 ， 引 进 用 生成 元 和 生成 元 之 
间 关 系 来 定义 群 的 抽象 观点 ,开始 抽象 群 论 的 系统 研究 。 
与 此 相伴 的 是 分 析 与 经 典 代数 方法 对 群 论 的 应 用 ， 即 群 
的 表示 理论 应 运 而 生 。 

组 合 拓扑 学 作为 一 门 学 科 (当时 叫 "位 置 分 析 "在 19 
世纪 末 登 上 了 数学 舞台 。 庞 加 莱 是 这 一 领域 的 主要 奠基 
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者 。 庞 加 莱 是 当时 领头 的 数学 家 之 一 ,兴趣 广泛 ,研究 涉 
及 众多 数学 分 支 以 至 天 体力 学 和 物理 科学 。 在 探讨 描述 
行星 运动 的 微分 方程 周期 解 时 ， 他 采用 拓扑 观点 分 析 奇 
点 及 积分 曲线 的 结构 ,开创 了 微分 方程 定性 理论 (1881 一 
1886)。 在 研究 一 般 ” 维 图 形 的 结构 时 ,引进 了 一 套 系统 
的 组 合 方法 ， 为 组 合 拓扑 奠定 了 基础 (1892 一 1904)。 拓 
扑 和 抽象 代数 的 观点 和 方法 成 为 20 世纪 最 有 影响 的 研 
究 手 段 。 

与 庞 加 莱 齐 名 的 另 一 位 著名 数学 家 是 D. 希 尔 伯 和 村 。 
他 不 仅 积极 创 导 了 公理 化 方法 ， 而 且 特别 重视 数学 中 单 
个 重大 问题 的 研究 ,认为 这 是 数学 活力 之 所 在 。 他 本 人 就 
通过 解决 一 系列 具体 问题 ,得 到 许多 重要 方法 。19 世 纪 
末 , 他 发 表 了 两 个 报告 数论 报告 X1897) 系 统 总 结 了 代 
数 数论 的 全 部 成 果 , 开 辟 了 类 域 论 的 研究 方向 。1900 年 ， 
在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 ,他 作 了 影响 深远 的 题 为 6 数 
学 问题 ?的 报告 ( 见 硕 尔 伯 特 数学 问题 )， 成 为 迎接 20 世 
纪 挑 战 的 宣言 。 

在 数学 分 成 几 十 个 分 支 各 自 独 立 发 展 的 形势 下 ， 和 希 
尔 伯 特 坚信 数学 科学 是 一 个 不 可 分 割 的 有 机 整体 , 它 的 
生命 力 正 是 在 于 各 部 分 之 间 的 联系 。 在 19 世纪 末 , 领头 
数学 家 对 数学 前 途 充满 了 信心 , 与 18 世纪 末 的 情景 形 
成 鲜明 对 照 , 施 加 莱 和 项 尔 伯 特 的 业绩 展示 了 20 世纪 数 
学 大 发 展 的 曙光 。 《刘向东 ) 


shijion xulle fenxl 
时 间 序 列 分 析 (time series analysis) 用 随 
机 过 程 理论 和 数理 统计 学 方法 ， 研 究 随机 数据 序列 所 遵 
从 的 统计 规律 ， 以 用 于 解决 实际 问题 。 由 于 在 多 数 问题 
中 ， 随 机 数据 是 依 时 间 先 后 排 成 序列 的 ， 故 称 为 时 间 序 
列 。 它 包括 一 般 统计 分 析 ( 如 自 相关 分 析 、 谱 分 析 等 ), 统 
计 模 型 的 建立 与 推断 ,以 及 关于 随机 序列 的 最 优 预测 、 控 
制 和 滤波 等 内 容 。 经 典 的 统计 分 析 都 假定 数据 序列 具有 
独立 性 ， 而 时 间 序 列 分 析 则 着 重 研究 数据 序列 的 相互 依 
赖 关 系 。 后 者 实际 上 是 对 离散 指标 的 随机 过 程 的 统计 分 
析 ， 所 以 又 可 看 作 是 随机 过 程 统计 的 一 个 组 成 部 分 。 例 
如 ， 用 x(t) 表 示 某 地 区 第 + 个 月 的 降雨 量 , {x(t),t=1， 
2，…)} 是 一 时 间 序列 。 对 t=1,2,…,T，, 记录 到 逐 月 的 降 
雨量 数据 *(1),x(2), …,x(T), 称 为 长 度 为 的 样本 序 
列 。 依 此 即 可 使 用 时 间 序列 分 析 方 法 ， 对 未 来 各 月 的 雨 
量 x(T+1) (1=1,2,…) 进 行 预报 .时 间 序 列 分 析 在 第 二 
次 世界 大 战 前 就 已 应 用 于 经 济 预 测 。 二 次 大 战 中 和 战 后 ， 
在 军事 科学 、 空 间 科学 和 工业 自动 化 等 部 门 的 应 用 更 加 
广泛 。 

就 数学 方法 而 言 ， 平 稳 随 机 序列 ( 见 平 稳 过 程 ) 的 统 
计 分 析 , 在 理论 上 的 发 展 比较 成 熟 , 从 而 构成 时 间 序 列 分 
析 的 基础 。 

频 域 分 析 一 个 时 间 序列 可 看 成 各 种 周期 扰动 的 双 
加 , 频 域 分 析 就 是 确定 各 周期 的 振动 能 量 的 分 配 ,这 种 分 
配 称 为 " 谱 ”, 或 "功率 谱 "。 因 此 频 域 分 析 又 称 谱 分 析 。 谱 分 
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析 中 的 一 个 重要 统计 量 是 


x(t)ene [fs 


称 为 序列 的 周期 图 。 当 序列 含有 确定 性 的 局 期 分 量 时 ， 通 
过 1(w) 的 极 大 值 点 寻找 这 些 分 量 的 周期 ， 是 庶 分 析 的 重 
要 内 容 之 一 。 在 按 月 记录 的 降雨 量 序列 中 ,序列 x(t) 就 
可 视 为 含有 以 12 为 周期 的 确定 分 量 ,所 以 序列 zx() 可 以 
表示 为 

z(D=a+bcos3 和 t+ csin 1 有 tto(b， 
它 的 周期 图 Ho) 在 w= 3 处 有 明显 的 极 大 值 


当 平 稳 序 列 的 谱 分 布 函 数 P (和 ) 具 有 谱 密度 f(X)( 即 
功率 谱 ) 时 ,可 用 (2x)-'I(AX) 去 估计 也 X)，, 它 是 了 和 X) 的 渐 
近 无 偏 估计 。 如 欲求 KKX) 的 相合 估计 ( 见 点 估计 )， 可 用 
1(w) 的 适当 的 平滑 值 去 估计 f(X), 常用 的 方法 为 谱 窗 估 
计 即 取信 和 ) 的 估计 入》) 为 


j= IOA 一 o)ior(o)da， 


式 中 wr(w) 称 为 谱 窗 函数 。 谱 窗 估计 是 实际 应 用 中 的 重 
要 方法 之 一 。 谱 分 布 F(A) 本 身 的 一 种 相合 估计 可 由 区 w) 
的 积分 直接 获得 , 即 


了 
fO)= 去 全 row (一 x<A<)。 


研究 以 上 各 种 估计 量 的 统计 性 质 ,改进 估计 方法 ,是 
谱 分 析 的 重要 内 容 。 

时 城 分 析 ” 它 的 目的 在 于 确定 序列 在 不 同时 刻 取 值 
的 相互 依赖 关系 ,或 者 说 ,确定 序列 的 相关 结构 ,这 种 结构 
是 用 序列 的 自 相关 函数 P(k)=A( 一 六 =Y(D/7(0) (k= 
0，1，…) 来 描述 的 ， 式 中 Y(k)=y( 一 k)=E[x(t) 一 m] 
[x(t+k) 一 m] 为 序列 的 自 协 方差 函数 值 , m=Ex(t) 是 平 
稳 序 列 的 均值 。 常 常 采用 下 列 诸 式 给 出 m,y(k),p(k) 的 
估计 ， 


“a + 
站 一 了 =， 
3 = 和 -已 = 于 守 cx 一 和 [xct+ 旬 一 向 


(k=0,1,..,T—1), 
Pk)=HK)/N —k) 
(k=0, 士 1,…, 士 (T 一 1))。 
通过 久 k) 了 解 序列 的 相关 结构 , 称 为 自 相关 分 析 。 研 究 
它们 的 强 、 弱 相合 性 及 其 渐 近 分 布 等 问题 ,是 相关 分 析 中 

的 基本 问题 。 

模型 分 析 20 世纪 70 年 代 以 来 ,应 用 最 广泛 的 时 
间 序 列 模型 是 平稳 自 回归 - 滑动 平均 模型 (简称 ARMA 
模型 )。 其 形状 为 

x(t)— Bix(t—1)— Bx(t—2)—.…— Bo(t—p) 

=a(t)—0e(t—1)—0e(t—2)— Gest—q), 
式 中 s(t) 是 均值 为 零 、 方 差 为 0 的 独立 同 分 布 的 随机 序 


列 ;B1，B1,…,Bp,91,9:,…,9a 和 为 模型 的 参数 ， 它 们 
满足 : 
o<o"<o (I 加 az)*o， (- 加 cz) 

对 一 切 |z| <1 的 复数 z 成 立 p 和 9 是 模型 的 阶 数 ,为 非 
负 整 数 。 特 别 当 gq=0 时 ,上 述 模 型 称 为 自 回 归 模 型 ， 当 
P=0 时 , 称 为 滑动 平均 模型 。 根 据 x(t) 的 样本 值 佑 计 这 
些 参数 和 阶 数 ， 就 是 对 这 种 模型 的 统计 分 析 的 内 容 。 对 
于 满足 ARMA 模型 的 平稳 序列 ， 其 线性 最 优 预 测 与 控 
制 等 问题 都 有 较 简捷 的 解决 方法 ,尤其 是 自 回 归 模型 ,使 
用 更 为 方便 。G.U. 尤 尔 在 1925 一 1930 年 间 就 更 出 了 平 
稳 自 回归 的 概念 。1943 年 ,H. B. 曼 和 A. 瓦尔 德 发 表 了 
关于 这 种 模型 的 统计 方法 及 其 渐 近 性 质 的 一 些 理论 结 
果 。 一 般 ARMA 模型 的 统计 分 析 研究 , 则 是 20 世纪 60 
年 代 后 才 发 展 起 来 的 。 特 别 是 关于 p,q 值 的 估计 及 其 渐 
近 理 论 ,出 现 得 更 晚 些 。 除 ARMA 模型 之 外 , 还 有 其 他 
的 模型 分 析 的 研究 ,其 中 以 线性 模型 的 研究 较为 成 熟 ,而 
且 都 与 ARMA 模型 分 析 有 密切 关系 。 

回归 分 析 ”如 果 时 间 序 列 x(t) 可 表示 为 确定 性 分 量 
P(t) 与 随机 性 分 量 wt) 之 和 ,根据 样本 值 x*(1),x(2),…， 
x(T) 来 估计 p(t) 及 分 析 w(t) 的 统计 规律 ,属于 时 间 序 列 
分 析 中 的 回归 分 析 问题 。 它 与 经 典 回归 分 析 不 同 的 地 方 
是 , w(t) 一 般 不 是 独立 同 分 布 的 ， 因 而 在 此 必须 涉及 较 
多 的 随机 过 程 知识 。 当 q(t) 为 有 限 个 已 知 函 数 的 未 知 线 
性 组 合 时 , 即 


x(t)= Eapdd + wud), 


式 中 w(t) 是 均值 为 零 的 平稳 序列 ,a,a,,…,m 是 未 知 参 
数 ,91(t) ,pa(t),… ,ps(t) 是 已 知 的 函数 ,上 式 称 为 线性 回 
归 模 型 ， 它 的 统计 分 析 已 被 研究 得 比较 深入 。 前 面 叙述 
的 降雨 量 一 例 ， 便 可 用 此 类 模型 描述 。 回 归 分 析 的 内 容 
包括 ; 当 w(t) 的 统计 规律 已 知 时 , 对 参数 wj,a:，…，a 进 
行 估计 ， 预 测 x(T+1) 之 值 ; 当 w(t) 的 统计 规律 未 知 时 ， 
既 要 估计 上 述 参 数 , 又 要 对 w(t) 进 行 统计 分 析 ， 如 谱 分 
析 、 模 型 分 析 等 。 在 这 些 内 容 中 ， 一 个 重要 的 课题 是 :在 
相当 广泛 的 情况 下 ， 证 明 ww ,az，…，w 的 最 小 二 乘 估计 ， 
与 其 线性 最 小 方差 无 偏 估计 一 样 ， 具 有 相合 性 和 渐 近 正 
态 分 布 性 质 。 最 小 二 乘 估计 所 (1<j<s) 不 涉及 wt) 的 
统计 相关 结构 ， 是 由 数据 x(1), x(2), …,x(T) 直接 算 
出 ， 由 此 还 可 得 


Wh) zt)— Domt) tl,2,D), 


对 协 (t) 进行 时 间 序列 分 析 中 的 各 种 统计 分 析 ， 以 代替 
对 w(t) 的 分 析 。 在 理论 上 也 已 证 明 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 
这 样 的 替代 具有 满意 的 渐 近 性 质 。 由 于 w(t) 的 真 值 不 能 
直接 量 测 ， 这 些 理论 结果 显然 有 重要 的 实际 意义 。 这 方 
面 的 研究 仍 在 不 断 发 展 。 

时 间 序列 分 析 中 的 最 优 预测 、 控 制 与 滤波 等 方面 的 
内 容 见 平稳 过 程 条 。 近 年 来 多 维 时 间 序列 分 析 的 研究 有 


所 进展 ,并 应 用 到 工业 生产 自动 化 及 经 济 分 析 中 。 此 外 非 
线性 模型 统计 分 析 及 非 参 数 统计 分 析 等 方面 也 逐渐 引起 
人 们 的 注意 。 
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shibion honshulun 
实 变 函数 论 (real function theory) ”19 世 纪 
末 20 世纪 初 形成 的 一 个 数学 分 支 , 它 的 最 基本 内 容 已 成 
为 分 析 数 学 各 分 支 的 普遍 基础 。 实 变 函数 主要 指 自 变 量 
(也 包括 多 变量 ) 取 实数 值 的 函数 ， 而 实 变 函 数论 就 是 研 
究 一 般 实 变 函 数 的 理论 。 在 微 积分 学 中 ， 主 要 是 从 连续 
性 、 可 微 性 、 黎 曼 可 积 性 三 个 方面 来 讨论 函数 (包括 函数 
序列 的 极限 函数 )。 如 果 说 微 积分 学 所 讨论 的 函数 都 是 性 
质 "良好 "的 函数 《例如 往往 假设 函数 连续 或 只 有 有 限 个 
间断 点 ) ,那么 ， 实 变 函 数论 是 从 连续 性 、 可 微 性 ,可 积 性 
三 个 方面 讨论 最 一 般 的 函数 ， 包 括 从 微 积分 学 来 看 性 质 
“不 好 "的 函数 。 它 所 得 到 的 有 关 的 结论 自然 也 适用 于 性 
质 "良好 "的 函数 。 实 变 函数 论 是 微 积分 学 的 发 展 和 深入 。 
函数 可 积 性 的 讨论 是 实 变 函数 论 中 最 主要 的 内 容 。 
它 包 括 HL. 勒 贝 格 的 测度 、 可 测 集 、 可 测 函 数 和 积分 以 
及 少许 更 一 般 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 和 积分 的 理论 
( 见 勒 贝 格 积 分 》。 这 种 积分 比 黎 曼 积分 是 更 为 普遍 适用 
和 更 为 有 效 的 工具 ， 例 如 微 积分 基本 定理 以 及 积分 与 极 
限 变 换 次 序 。 精 美的 调和 分 析 理 论 ( 见 伟 里 叶 分 析 ) 就 是 
建立 在 惑 贝 格 积分 的 基础 上 的 。 此 外 ,还 适应 特殊 的 需要 
而 讨论 一 些 特 殊 的 积分 。 例 如 为 讨论 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 
而 有 佩 隆 积分 。 由 于 有 了 具有 可 列 可 加 性 的 测度 和 建立 
在 这 种 测度 基础 上 的 积分 ， 导 致 了 与 微 积分 中 函数 序列 
的 点 点 收敛 和 一 致 收敛 不 同 的 一 些 新 的 重要 收敛 概念 的 
产生 ， 它 们 是 几乎 处 处 收敛 、 度 量 收敛 《 亦 称 依 测度 收 
化)、 积 分 平均 收敛 等 。 度 量 收敛 在 概率 论 中 就 是 依 概率 
收敛 , 且 具 有 特别 重要 的 地 位 。 积 分 平均 收敛 在 一 般 分 析 
学 科 中 也 是 常用 的 重要 收敛 。 伟 里 叶 级 数理 论 以 及 一 般 
的 正 交 级 数理 论 就 是 以 积分 的 平方 平均 收敛 为 基本 的 收 
伊 概念。 一般 正 交 级 数 的 无 条 件 收敛 问题 在 实 变 函 数论 
中 也 有 所 讨论 。 

在 函数 连续 性 方面 ， 实 变 函 数论 考察 了 例如 定义 在 
直线 的 子 集 M (不 必 是 区 间 ) 上 的 函数 的 不 连续 点 的 特 
征 :第 一 类 不 连续 点 最 多 只 有 可 列 个 ,第 二 类 不 连续 点 必 
是 可 列 个 (相对 于 M 的 ) 闭 集 的 并 集 (也 称 和 集 ) 的 结论 ; 
还 讨论 怎样 的 函数 可 以 表示 成 连续 函数 序列 处 处 收敛 的 
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极限 ,引入 半 连 续 函数 ,更 一 般 地 是 引入 贝尔 函数 ， 并 讨 
论 它们 的 结构 。 

与 研究 函数 连续 性 密切 相关 的 就 是 讨论 各 类 重要 的 
点 集 如 Fo,G。,Fos,Gso，…， 更 一 般 的 是 波 莱 尔 集 及 其 结 
构 。 解 析 集 合 论 就 是 在 深入 讨论 波 莱 尔 集 和 勒 贝 格 可 测 
集 相互 关系 基础 上 形成 的 一 个 数学 分 支 。 

实 变 函 数论 在 函数 可 微 性 方面 所 获得 的 结果 是 非常 
深刻 的 。 设 了 (x) 是 定义 在 (a,b) 上 的 ,在 每 点 取 有 限 值 
的 实 函数 。 对 于 每 个 xE(ab), 引 入 四 个 数 ， 

Drfmy=sap { fet hy fs) } 
D-fx) =sup | Net hy ft) } 
Df(x)= inl 人 


下 
Ed 
eff (xth)—f(x) 
Df in 人， 
分 别称 D*f(x)(D,f(x)), D-f(x)(D_f(x)) 为 x) 在 x 
处 的 右 方 上 (下 ) 导 数 , 左 方 上 (下 ) 导 数 。 这 四 个 数 (可 以 
是 无 限 大 ) 都 相等 且 有 限时 , 就 称 f(x) 在 x 处 是 可 导 的 。 
历史 上 人 们 曾 以 为 [a, bJ 上 任何 连续 函数 人 (x) 都 至 少 有 
一 点 是 可 导 的 , 后 来 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 举 出 了 一 个 反例 ， 
f(x)= 局 o cos (errx), 
式 中 0<a<1, 而 b 是 奇数 且 
b>1+ 3 


它 是 连续 的 ， 而 在 任何 一 点 处 都 是 不 可 导 的 。 但 A. 当 
儒 瓦 、W. H. 杨 和 S. 萨克斯 证 明了 ， 对 (a,b) 上 每 点 取 
有 限 值 的 实 函数 ， 必 有 勒 贝 格 测度 是 零 的 集 忆 ， 使 得 对 
任何 *&E, 下 面 三 种 情况 必 有 一 种 出 现 。@f 在 x* 处 有 
有 限 导数 。@ 在 x 处 的 异 侧 的 某 两 个 导数 是 同一 个 有 限 
数 ， 另 两 个 异 侧 导数 必定 一 个 是 十 co， 另 一 个 是 一 co。 
回 两 个 上 导数 都 是 + co ， 两 个 下 导数 都 是 一 c。 由 这 个 
定理 又 可 推出 如 下 重要 结果 ， 设 及 x) 是 [a,b] 上 单调 函 


数 ， 那 么 除去 一 个 勒 由 格 测度 是 零 的 集 忆 外 ，- 让 fcz) 


必定 存在 且 有 限 。 

在 实 变 函 数论 中 还 考虑 可 导 点 集 的 特征 ， 多 元 函数 
的 微分 问题 以 及 其 他 的 一 些 导数 概念 和 不 同 导数 之 间 的 
关系 。 

实 变 函 数论 不 仅 应 用 广泛 ， 是 某 些 数学 分 支 的 基本 
工具 ， 而 且 它 的 观念 和 方法 以 及 它 在 各 个 数学 分 支 的 应 
用 ， 对 形成 近代 数学 的 一 艇 拓扑 学 和 泛 函 分 析 两 个 重要 
分 支 有 着 极为 重要 的 影响 。 

( 严 绍 宗 舒 五 昌 ) 
shishu 
实数 (real number) 。 包括 有 理 数 〈 零 与 正 负 整 
数 , 正 负 分 数 ) 和 无 理 数 。 人 们 在 长 期 实践 中 理解 了 有 理 
数 的 四 则 运算 及 次 序 关系 ， 不 过 对 它们 的 公理 化 描述 直 
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到 19 世 纪 末 和 20 世 纪 初 才 完成 ( 见 数 系 )。 用 现代 语言 来 
描述 ,可 以 说 ,有 理 数 构成 有 序 的 阿 基 米 德 域 Q。 

首先 ,Q@ 是 一 个 域 , 即 在 其 中 可 进行 四 则 运算 (0 作 除 
数 除外 ), 而 且 对 于 这 些 运算 ， 以 下 的 运算 律 成 立 (a,b,c 
等 都 表示 任意 的 有 理 数 ): 

@ 加 法 的 交换 律 a+b=b+a; 

回 加 法 的 结合 律 a+(b+c)=(a+b)+cy 

图 存在 数 0, 使 0+a=a+0=a; 

@ 对 任意 有 理 数 a, 存在 一 个 加 法 逆 元 ， 记 作 一 a， 
使 4+( 一 0)=( 一 0)+a=0; 

@ 乘法 的 交换 律 和 结合 律 ab=ba, a(bc)=(ab)cy 

图 分 配 律 a(b+c)=ab+acy 

@ 存在 乘法 的 单位 元 10, 使 得 对 任意 有 理 数 
a la=ol=a; 

@ 对 于 不 为 0 的 有 理 数 a, 存在 乘法 逆 元 a!, 使 
aa: 一 ora 一 1。 

其 次 ,8 是 有 序 域 , 即 存在 一 个 次 序 关系 二 ， 使 对 于 
一 切 有 理 数 a 和 b,a<b 与 b< a 中 至 少 有 一 个 成 立 , 而 且 
对 一 切 a,b,cEQ: 

@ 由 a<b, b<c 可 得 o<c; 

@ 由 a<b, b<a 可 得 a=b; 

@ 由 a<b 可 得 atc<b+c; 

图 由 0<a, 0<b 可 得 0<ab。 

此 外 ,对 每 个 4EQ， 必 存在 一 数 记 作 |a| (lal>0)， 
使 对 任何 二 0,1a| =ay 对 任何 a<0,1a| = 一 ,1a| 称 为 0 
的 绝对 值 。 

再 有 ,Q 是 阿 基 米 德 域 , 即 对 有 理 数 和 b,a>> 0，b> 
0, 必 可 找到 一 个 自然 数 n, 使 地 a。 由 此 可 知 ,不 存在 最 
大 的 正 有 理 数 ;因为 对 任 一 正 有 理 数 a, 取 b=1, 必 存 在 
自然 数 n 使 n=n.1>a。 也 不 存在 最 小 的 正 有 理 数 ,因为 


对 任意 0<a 有 二 >0, 从 而 一 定 有 自然 数 n 使 A> -二 ， 
亦 即 十 <a。 


有 理 数 域 虽然 有 如 上 丰富 的 性 质 ， 但 用 它 不 足以 刻 
画 一 切 几何 量 , 也 就 是 说 ,如 果 选 定 一 个 线段 以 其 长 作为 
单位 , 则 并 非 一 切线 段 的 长 都 是 有 理 数 。 早 在 古 希腊 时 代 
就 发 现 ， 正 方形 的 对 角 线 与 边 长 之 比 W3 不 是 有 理 数 。 
因此 直线 上 之 点 的 集合 不 能 与 @ 一 一 对 应 。 这 就 使 解析 
几何 以 至 整个 数学 分 析 的 基础 产生 了 问题 。 这 个 情况 可 
以 用 以 下 几 个 命题 之 一 表述 。 

@ 有 理 数 的 上 (下 ) 有 界 集 不 一 定 以 某 个 有 理 数 为 
上 (下 ) 确 界 。 ACQ 的 上 确 界 是 这 样 一 个 数 a: 它 是 4 的 
一 个 上 界 , 即 a 二 A 中 一 切 数 , 但 任 取 a <a, a' 必 非 上 
界 , 即 入 中 至 少 有 一 个 元 a, 使 a>>a'。 

@ 单调 有 界 的 有 理 数 序列 不 一 定 以 某 个 有 理 数 为 
极限 。 

@ 有 理 数 的 柯 西 序列 ( 即 一 个 序列 {om} omEQ@， 而 
且 对 和 任意 的 有 理 数 es> 0， 必 存在 N 一 N(e)， 当 my n>N 


时 ,|am 一 an| <e) 不 一 定 收 化 于 一 个 有 理 数 。 

这 些 情况 可 以 概括 为 @ 不 是 连续 统 。 这 一 事实 对 数 
系 的 应 用 带 来 很 大 不 便 。 为 了 克服 这 个 困难 ， 有 必要 系 
统 地 对 有 理 数 系 @ 补充 新 数 即 无 理 数 ， 使 得 扩充 后 的 新 
的 数 系 即 实数 系 及 没有 以 上 的 问题 ， 但 是 仍 为 有 序 的 阿 
基 米 德 域 .这 个 工作 在 19 世纪 中 叶 以 几 种 不 同 的 方式 完 
成 了 。 

一 种 方式 是 由 R. 曲 舍 全 提出 的 。 

功德 金 实数 理论 ” 戴 德 金 在 《连续 性 与 无 理 数 》 
《1872) 一 文中 生动 地 描绘 了 当时 微 积分 面临 的 困难 ， 并 
且 指 出 ， 摆 脱困 境 的 出 路 在 于 使 几何 算术 化 。 他 的 出 发 
点 是 @ 的 次 序 性 。 例 如 w 2 作为 一 个 数 其 特征 是 大 于 一 
切 非 正 有 理 数 及 一 切 适合 a+<2 的 正 有 理 数 4 而 小 于 一 
切 适合 a?>2 的 正 有 理 数 。 其 实 ， 每 个 有 理 数 4。 都 有 类 
似 的 性 质 ， 它 将 Q 分 为 两 个 非 空 的 子 集 : 8@ = QU 8， 
QiNQ=G, Qi={xix€EQ, x<a}, Qs={x; +*EQ, 
x>a}，@Q 称 为 下 类 ，Q 称 为 上 类 。 这 里 可 将 4 归 入 Q， 
而 为 其 中 最 大 元 ,也 可 将 归 入 Q@; 而 为 其 中 最 小 元 。 这 
样 得 出 的 有 理 数 分 划 记 作 Qi1@:, 它 是 由 a 生成 的 。 

戴 德 金 将 此 普遍 化 。 他 考察 了 有 理 数 集 @ 的 一 切 分 
划 ,Qlle:QuQ, 非 空 ,Q=QiUQ:，Qune:= 多 ,而且 
@, 中 的 一 切 元 均 小 于 Q; 中 的 一 切 元 ,这 时 可 以 分 为 两 种 
情况 。 

@ Q, 有 最 大 元 而 9, 无 最 小 元 《车 Q, 有 最 小 元 但 
Q@, 无 最 大 元 ， 则 规定 将 此 元 移入 Q,)， 这 时 就 说 Q,18， 
定义 了 a 。 反 过 来 ， 如 上 所 述 ， 每 个 有 理 数 4 也 都 产生 
这 种 类 型 的 有 理 数 分 划 。 因 此 ， 若 记 这 类 有 理 数 分 划 的 
集合 为 , 则 外 与 8 一 一 对 应 ， 且 称 伯 中 的 元 就 “是 "有 
理 数 。 

@ Qi 中 没有 最 大 元 ，Q, 中 也 没有 最 小 元 。 记 这 类 
分 划 之 集合 为 D, 称 工 中 的 元 定义 无 理 数 。 

会 发 生 Q, 有 最 大 元 a，Q, 也 有 最 小 元 的 情况 。 
因为 车 4b, 则 将 与 81 8, 一 矛盾 ,车 a<b, 则 将 得 到 


0 和 eo 


QUQ:*Q。 

实数 集 即 一 切 有 理 数 分 划 之 集合 
R=IU® (INO=@), 

在 这 样 定义 的 实数 集合 中 也 可 定义 四 则 运算 。 例 如 
对 于 两 个 实数 (也 就 是 有 理 数 集 的 两 个 分 划 ) a=(Q@i| 
Q,) ER,B=(Q'|Q:) ER, 定 义 a+ B=(Q:+Q:|Q;+Q;), 
这 里 Qi+Qi={a+a'，aEQ，a'EQ1), 它 也 是 有 理 
数 集 的 一 个 分 划 , 因 而 也 是 一 个 实数 . 易 证 RR 也 适合 Q@ 是 
一 个 域 的 性 质 , 又 若 Q,CQi, 定 义 a<B, 可 证 RR 适合 上 述 
@ 是 有 序 域 的 性 质 。 同 样 也 可 证 RR 适合 QQ 是 阿 基 米 德 域 
的 性 质 。 因 此 下 也 是 一 个 有 序 的 阿 基 米 德 域 。 

实数 系 是 有 理 数 系 的 一 个 扩张 ， 或 者 说 实数 系 包含 
了 有 理 数 系 , 同 时 还 包含 其 他 的 元 ,例如 wW 2 .准确 地 说 ， 
下 中 包含 一 个 与 @8 同 构 的 真子 集 @ (I 非 空 :因为 令 Qi 一 


从 而 


{x|lxEQ, x<0 或 x*>0, Xx1<2), Q,={x;xXEQ,x>0, 
加 >2}, 则 Qi1@: 是 一 个 实数 ,但 不 在 @ 中 , 即 为 无 理 数 ， 
它 就 是 V3), 所 以 说 R 是 @ 的 一 个 扩张 。R 还 有 以 下 两 
个 性 质 : 

@ @ 在 R 中 稠密 ,这 里 所 谓 稠密 性 即 指 :对 <,BER， 
而 且 a<B, 必 有 一 个 zxE@, 使 <<x<p。 

@@ 有 中 任 一 上 (下 ) 有 界 集 必 有 上 (下 ) 确 界 。 但 这 个 
确 界 不 一 定 是 有 理 数 。 

实数 系 是 唯一 的 , 即 若 8 有 两 个 扩张 及 与 Ri 同 为 有 
序 阿 基 米 德 域 且 都 适合 @,@, 则 R 与 R, 同 构 , 即 实质 上 
相同 。 

康 托 尔 实数 理论 。G. 康 托 尔 与 了 H.C.R. 梅 雷 从 完备 
性 着 眼 提出 定义 实数 的 另 一 种 作法 。 例 如 w 3 可 以 用 有 
理 数 序列 {1，1.4，1.41，1.414,…} 去 通 近 。 因 为 这 个 
序列 是 有 理 数 的 柯 西 序列 。 所 以 想到 是 否 可 以 用 有 理 数 
的 柯 西 序列 来 定义 实数 。 但 3 还 可 以 用 另外 的 有 理 数 
柯 西 序列 如 {2，1.5，1.42，1.415,…} 来 定义 。 因 此 
必须 在 有 理 数 柯 西 序列 的 集合 中 引入 等 价 关系 ， 有 理 数 
柯 西 序列 {a,)} 与 {a%} 当 0。 一 as>0 时 称 为 等 价 的 ， 记 作 
{on} 一 {oi}。 每 一 个 有 理 数 柯 西 序列 的 这 样 的 等 价 类 定 
义 为 一 个 实数 。 这 样 定义 的 实数 集 记 作 Ri。@ 中 所 有 的 
4 均 可 用 一 个 特殊 的 柯 西 序列 ( 常 值 序列 ){a,a,…) 来 到 
近 。 包 含 常 值 序列 的 等 价 类 《每 一 个 这 种 等 价 类 只 能 含 
一 个 常 值 序列 {a,4,…}) 称 为 有 理 数 a， 记 其 集合 为 全 
不 包含 常 值 序列 的 等 价 类 称 为 无 理 数 , 记 其 集合 为 11。 显 


然 
R=hUO, (LNO,=2),. 


R, 中 也 能 定义 四 则 运算 与 次 序 关系 , 它 与 RR 一 样 是 
有 序 的 阿 基 米 德 域 ,而 且 适 合 

Q@ R, 有 一 个 与 8 同 构 的 稠密 的 真子 集 他,， 

@ Ri 中 一 切 柯 西 序列 都 有 极限 在 Ri 中 。 

RR, 在 同 构 意 义 下 也 是 唯一 的 。 又 因为 性 质 @ 与 R 的 
性 质 @ 是 等 价 的, 即 互相 蕴涵, 所 以 R 与 R, 也 是 同 构 的 ， 
即 这 两 种 作法 所 得 的 结果 是 相同 的 。 

实数 系 的 完备 性 ”实数 系 是 否 还 可 以 进一步 扩张 ， 
这 是 很 自然 会 想到 的 问题 。 

首先 , 它 可 以 在 引入 一 个 理想 元 素 即 方程 六 +1=0 
的 根 以 后 而 扩张 为 复数 系 。 但 是 这 时 必须 放弃 次 序 性 , 即 
前 述 的 关于 @ 是 有 序 域 的 性 质 ( 见 复数 )。 

其 次 ,因为 尽 是 阿 基 米 德 域 ， 所 以 和 @ 一 样 ,在 R 中 
不 会 有 最 大 的 正 数 ( 即 正 无 穷 大 ) 和 最 小 的 正 数 〈 即 正 无 
穷 小 ), 但 也 可 以 引入 正 的 无 穷 小 这 样 的 理想 元 素 而 得 到 
非 标准 的 模型 ,但 是 这 时 将 破坏 阿 基 米 德 域 性 质 ( 见 非 标 
准 分 析 )。 

至 于 在 R 中 再 作 分 划 或 再 作 柯 西 序列 ， 都 不 会 再 得 
到 新 的 数 。R 的 元 与 直线 上 的 点 可 以 一 一 对 应 ， 在 这 个 
意义 下 , 称 R 具 有 完备 性 ,也 因此 称 R 为 连续 统 。 

及 与 @ 的 性 质 有 很 大 的 区 别 .Q 中 有 无 限 多 个 元 ,但 
是 Q@ 是 一 个 可 数 无 限 集 。 可 以 把 中 之 元 写成 既 约 分 数 

581 


p/q, q> 0 而 将 正 有 理 数 排列 成 下 表 。 


漠 供 坊 育 
A 


15 2/5 


然后 按 上 述 的 箭头 次 序 将 它们 排列 起 来 (遇见 重复 的 即 
行 删 去 ), 此 时 一 切 正 有 理 数 就 写成 了 一 个 序列 。 所 以 正 
有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 整 个 有 理 数 系 @ 也 是 可 数 的 。 但 
是 可 以 证 明 尽 是 不 可 数 的 。 这 样 在 数学 史上 第 一 次 遇 到 
了 各 种 不 同 的 无 限 ， 从 而 就 引导 G. 康 托 尔 提出 了 基数 
的 理论 。 

前 面 已 经 说 过 ， 戴 德 金 提出 无 理 数理 论 是 为 了 克服 
作为 微 积 分 基础 的 连续 性 概念 中 的 巨大 困难 。 在 完成 了 
实数 理论 以 后 ，R 的 连续 性 就 有 丰富 的 内 容 。 可 以 完全 
严格 地 证 明 以 下 的 结果 。 

@ 上 (下 ) 有 界 的 实数 集 , 必 有 一 个 实数 为 其 上 (下 ) 
确 界 , 亦 即 上 、 下 确 界定 理 。 

@ 实数 的 每 个 柯 西 序列 都 有 唯一 的 实数 极限 , 亦 即 
柯 西 收敛 原理 。 

@ 一 切 单调 有 界 实数 序列 都 有 实数 极限 。 

@ 作 实 数 区 间 套 序列 即 一 串 实数 闭 区 间 {[ansbs]} 
使 得 对 于 一 切 n， 

[CR 
而 且 bn 一 n>0， 则 必 有 唯一 实数 a 含 于 所 有 [an, bw] 中 
{9} = Monsbo], 


亦 即 区 间 套 原理 。 

这 几 个 定理 是 等 价 的 。 此 外 还 有 两 个 等 价 的 定理 ， 

@ 在 无 限 有 界 闭 集 AcR 中 ， 必 可 选 出 一 个 序列 
{ojc 4 使 oz#o (ii， 而 lima 存 在 于 4 中 , 亦 即 让 
尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (R 的 列 紧 性 )。 

@ 设 ACR 为 有 界 闭 集 , 对 任 一 a€ 4, 任 作 一 个 开 
区 间 世 34, 则 在 (14}se4 中 必 可 选 出 有 限 多 个 ED， 
覆盖 4， 即 4c 几 忒 ， 亦 即 海 湿 - 该 荣 尔 定理 或 有 限 下 


商定 理 (R 的 紧 性 )。 

这 些 性 质 都 反映 了 的 连续 性 质 。R 的 连续 性 内 容 
十 分 丰富 。20 世纪 以 来 , 对 连续 性 的 研究 成 了 一 个 巨大 
分 支 拓扑 学 的 研究 主题 。 从 这 个 观点 来 看 ，R 是 数学 史 
上 第 一 个 被 了 解 得 较 充 分 的 拓扑 空间 ， 而 以 上 的 定理 都 
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是 以 拓扑 空间 中 更 原始 的 概念 为 基础 的 。 
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shlyan shejifa 
实验 设计 法 (method of design of experiments) 
又 称 试验 设计 法 ， 数 理 统计 学 的 一 个 分 支 ， 研 究 如 何 制 
定 实验 方案 ,以 提高 实验 效率 , 缩小 随机 误差 的 影响 ,并 
使 实验 结果 能 有 效 地 进行 统计 分 析 的 理论 与 方法 。 其 基 
本 思想 是 英国 统计 学 家 R. A. 费 希 尔 提出 的 。 他 在 罗 萨 
姆 斯 蒂 德 试验 站 任职 时 着 重 指出 :在 田间 实验 中 ,由 于 环 
境 条 件 难于 严格 控制 ， 实 验 数据 必然 受到 偶然 因素 的 影 
响 , 所 以 一 开始 就 得 承认 存在 误差 。 这 一 思想 是 与 传统 的 
“精密 科学 实验 "相对 立 的 ,在 精密 科学 实验 中 ,不 是 从 承 
认 误 差 不 可 避免 出 发 ,而 是 致力 于 严格 控制 实验 条 件 , 以 
探求 科学 规律 田间 试验 的 目的 之 一 是 寻求 高 产品 种 ,而 
实验 时 的 土地 条 件 , 如 土质 、 排水 等 都 不 能 严格 控制 , 因 
此 ,“ 在 严格 控制 的 这 样 或 那样 条 件 下 , 品种 A 比 品种 也 
多 收获 若干 斤 "这 类 结论 ,实际 意义 就 不 大 。 在 现场 进行 
的 工业 实验 ， 医 学 上 的 药物 疗效 实验 等 ,也 有 类 似 情 形 。 
这 表明 , 费 希 尔 首创 的 实验 设计 原则 ,是 针对 工农 业 以 及 
技术 科学 实验 而 设 ,而 不 是 着 眼 于 纯 理论 性 的 科学 实验 。 
实验 设计 的 基本 思想 ， 是 减少 偶然 性 因素 的 影响 ， 使 实 
验 数据 有 一 个 合适 的 数学 模型 ， 以 便 使 用 方差 分 析 的 方 
法 对 数据 进行 分 析 。 费 希 尔 于 1923 年 与 W. A. 梅 克 齐 
合作 发 表 了 第 一 个 实验 设计 的 实例 , 1926 年 提出 了 实验 
设计 的 基本 思想 ,1935 年 出 版 了 他 的 名 著 《 实 验 设计 法 》， 
其 中 提出 了 实验 设计 应 遵循 三 个 原则 ， 随 机 化 ， 局 部 控 
制 和 重复 。 随 机 化 的 目的 是 使 实验 结果 尽量 避免 受到 主 
客观 系统 性 因素 的 影响 而 呈现 偏 倚 性 ， 局 部 控制 是 用 划 
分 区 组 的 方法 ,使 区 组 内 部 条 件 尽 可 能 一 致 ;重复 是 为 了 
降低 随机 误差 的 影响 ,以 保证 实验 结果 的 重 现 性 。 费 希 尔 
最 早 提出 的 设计 是 随机 区 组 法 和 拉丁 方 方 法 两 者 都 体 
现 了 上 述 原则 。 

区 组 设计 指 将 v 个 处 理 安排 在 b 个 区 组 内 作 实验 
的 一 种 实验 设计 法 。 所 谓 "处 理 ", 是 指 诸如 品种 .工艺 条 
件 、 种 植 方法 等 因素 或 措施 。 例 如 ,要 比较 三 个 品种 的 优 
劣 , 则 每 个 品种 是 一 个 处 理 , 共有 三 个 处 理 ; 如 试验 中 涉 
及 三 个 品种 和 两 种 种 植 方法 ， 则 每 个 品种 与 每 种 种 植 方 
法 搭配 构成 一 个 处 理 ,一 共有 3 x2=6 个 处 理 。 每 个 区 组 
能 容纳 的 处 理 个 数 称 为 该 区 组 的 大 小 , 常 以 k 表 示 。 若 区 
组 i 的 大 小 所 小 于 5v , 则 区 组 i 容纳 不 了 全 部 的 处 理 , 称 


这 一 类 设计 为 不 完全 区 组 设计 ， 当 k 均 不 小 于 "时 ,区 
组 可 以 容纳 全 部 处 理 , 称 这 一 类 设计 为 完全 区 组 设计 。 

设 要 比较 8 个 不 同 的 品种 4,B,C,D,E,F,G, H, 看 
哪 一 个 品种 产量 比较 高 。 若 一 个 区 组 是 一 长 条 地 块 ， 将 
这 个 地 块 分 成 8 个 小 块 种 
植 全 部 8 个 品种 ， 就 得 一 
个 完全 区 组 。 如 共有 4 个 
这 种 区 组 ， 则 8 个 品种 在 
每 个 区 组 内 的 安排 ， 要 用 
随机 化 的 方法 ， 将 区 组 内 
的 小 块 编号 ， 利 用 随机 数 
或 抽签 方法 ， 决 定 品种 的 
位 置 。 图 1 就 是 一 个 具体 
的 随机 区 组 设计 。 图 1 肢 机 区 息 设计 

如 果 有 8 个 区 组 ,每 个 区 组 可 以 容纳 8 个 处 理 ,这 时 
不 用 随机 化 而 用 拉丁 方 进行 设计 ， 也 能 消除 区 组 内 各 小 
块 位 置 不 同 的 影响 。 

拉丁 方 是 指 将 "个 拉丁 字母 《每 个 字母 代表 一 个 处 
理 ) 排 成 v 行 。 列 的 方 阵 ,使 得 各 个 字母 在 各 行 各 列 出 现 
一 次 且 只 一 次 。 称 v 为 拉 
丁 方 的 阶 数 。 例 如 ， 图 2 
是 一 个 5 阶 拉丁 方 。 若 把 
拉丁 方 的 行 看 作 区 组 ， 是 
一 块 田 ;把 列 也 看 作 区 组 ， 
是 施肥 最 ， 那 么 拉丁 方 设 
计 不 但 能 消除 行内 各 小 块 
位 置 不 同 的 影响 ， 还 能 可 
以 消除 列 内 施肥 量 不 同 的 

图 2 拉丁 方 影响 。 

不 完全 区 组 设计 在 实际 中 常常 遇 到 。 一 个 区 组 可 以 
是 一 块 地 、 一 辆 汽车 的 四 个 轮胎 或 是 车 间 的 一 个 王 组 。 当 
处 理 的 数目 太 大 时 ， 要 将 全 部 处 理 安排 在 一 个 区 组 内 是 
有 困难 的 ,因为 区 组 的 规模 太 大 ,就 不 能 保证 区 组 内 的 均 
匀 性 。 

费 希 尔 的 合作 者 P. 耶 欧 提出 :将 全 部 处 理 分 成 若干 
组 ,每 组 形成 一 个 区 组 ,使 区 组 大 小 缩小 以 保证 区 组 内 的 
均匀 性 。 由 于 各 个 区 组 不 包含 全 部 处 理 ,这 种 设计 叫 不 完 
全 区 组 设计 。 一 般 地 ， 区 组 设计 的 狭义 理解 大 都 指 不 完 
全 区 组 设计 。 

不 完全 区 组 设计 主要 有 两 类 ， 一 类 是 平衡 不 完全 区 
组 (BIB) 设 计 ， 一 类 是 部 分 平衡 不 完全 区 组 (PBIB) 设 计 。 
设 5 个 区 组 大 小 相等 , 均 为 k, 且 k<v, 车 能 将 v 个 处 理 
安排 在 5 个 区 组 内 ， 使 每 个 处 理 出 现 的 次 数 r( 称 为 重复 
数 ) 都 相同 ， 且 每 两 个 不 同 处 理 恰好 在 个 区 组 内 相遇 
《( 称 :为 相遇 数 ), 则 称 这 种 安排 为 一 个 BIB 设计 . 若 ^ 并 
不 全 一 样 ， 而 是 随 着 处 理 对 的 不 同 而 分 成 若干 类 ， 则 称 
这 种 情况 为 一 个 PBIB 设计 。 某 些 其 他 设计 可 以 看 成 是 
BHB 设计 或 PBIB 设计 的 一 些 特殊 类 型 。 

在 BIB 设计 的 参数 bw b。k, r 和 入 之 间 有 如 下 的 关 
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系 : 好 = 及 Xp 一 1)=r(K 一 1)。 这 些 条 件 对 BZ 设 计 的 
存在 是 必要 的 ,但 不 是 充分 的 。 若 v=b, 从 而 k=r, 则 称 
为 对 称 BB 设计 。 若 5 为 偶数 , 则 7 一 ^ 必须 是 一 个 完全 
平方 数 ， 否 则 , 设计 不 存在 。 例 如 由 于 7 一 和 =12 一 4=8 
不 是 完全 平方 数 ,不 存在 v=b=34,k=r=12, 和 一 4 的 对 
称 BIB 设计 ,尽管 这 些 参数 满足 上 述 必要 条 件 。 

析 国 设计 ”区 组 设计 主要 用 于 农业 的 单 因素 实验 ， 
而 析 因 设计 既 能 用 于 农业 实验 ， 又 能 用 于 工业 和 其 他 技 
术科 学 实验 ， 其 目的 是 了 解 因素 对 某 项 指标 的 影响 。 例 
如 , 某 项 产品 质量 受 原料 、 加工 温度 、 加 工时 间 等 因素 的 
影响 。 若 原料 有 三 个 产地 ， 上 海 、 天 津 和 锦州 , 把 产地 作 
为 一 个 因素 ， 则 它们 是 这 个 因素 的 3 个 水 平 。 若 可 选 的 
加 工 温度 是 8O0C、90C、100YC 和 105C， 加 工时 间 是 5 
分 钟 和 7 分 钟 ， 则 加 工 温度 和 加 工时 间 这 两 个 因素 分 别 
有 4 个 水 平和 2 个 水 平 。 问 题 是 要 了 解 在 这 些 因素 的 不 
同 水 平 组 合 之 下 ,产品 质量 是 否 有 显著 性 差异 ,并 进一步 
确定 这 样 一 种 水 平 组 合 ,使 产品 质量 最 好 。 析 因 设 计 就 是 
将 全 部 因素 的 水 平 组合 起 来 做 实验 ， 使 得 既 能 估计 各 个 
因素 的 主 效应 ， 又 能 估计 因素 之 间 的 交互 作用 。 所 谓 主 
效应 ， 是 指 同一 因素 各 水 平 之 间 的 差异 ， 交 互 作 用 是 指 
一 个 因素 的 效应 因 另 一 因素 的 水 平 的 改变 而 起 的 变化 。 
前 例 中 有 3 个 因素 ,它们 分 别 有 3、4、2 个 水 平 ,把 它们 组 
合 起 来 共有 3 x4 x2~=24 个 水 平 组 合 ， 称 为 3x4Xx2 型 
实验 。 若 这 3 个 因素 分 别 以 4.B、C 表示 , 则 从 这 个 实验 
可 以 算出 3 个 主 效应 A、B、C; 3 个 二 因素 交互 作用 Ax 
B.AxC、BxC 以 及 一 个 三 因素 交互 作用 4xBxC。 主 
效应 和 交互 作用 统称 效应 ， 三 因素 或 更 多 因素 的 交互 作 
用 统称 为 高 阶 交互 作用 。 

部 分 实施 法 ” 随 着 因素 个 数 和 因素 水 平 的 增多 ， 水 
平 组 合 的 数目 急剧 增加 , 例如 ，10 个 3 水 平 因素 的 实验 
总 共有 3 一 59049 个 水 平 组 合 , 将 近 6 万 个 实验 要 全 部 
进行 是 不 可 能 的 。1946 年 ,英国 统计 学 家 D. J. 芬 尼 在 
保证 能 估计 全 部 主 效应 和 少数 一 部 分 低 阶 交互 作用 的 前 
提 下 ,提出 了 部 分 实施 法 , 即 只 挑选 一 部 分 水 平 组 合 做 实 
验 ， 忽略 一 部 分 低 阶 和 全 部 高 阶 交互 作用 。 正 交 表 是 进 
行 部 分 实施 法 最 方便 的 一 种 工具 。 

正 交 表 正 交 阵列 的 简称 ， 是 在 拉丁 方 和 正 交 拉丁 
方 的 基础 上 形成 的 。 它 的 形式 和 广泛 应 用 同日 本 统计 学 
家 田口 去 一 的 工作 分 不 开 ， 他 的 工作 得 到 国际 上 的 重 
视 , 在 中 国 也 有 相当 影响 。 下 表 是 正 交 表 的 一 个 例子 ,这 
个 表 记 作 Le(27)， 表 示 有 8 行 7 列 ， 而 每 行 都 包含 2 个 
水 平 , 它 可 用 来 安排 2 水 平 的 实验 。 按 正 交 表 安排 并 进行 
分 析 的 实验 称 为 正 交 实 验 。 正 交 表 有 下 述 两 个 性 质 , 一 是 
任 一 列 的 每 个 水 平 出 现 的 次 数 相 同 ， 二 是 任意 两 列 的 各 
种 不 同 水 平 组 合 出 现 的 次 数 相同 。 在 实际 应 用 中 , 当 把 因 
素 对 应 于 正 交 表 各 列 时 ， 各 行 则 表示 应 做 实验 的 水 平 组 
合 。 由 于 上 述 两 个 性 质 , 任 一 因素 的 效应 可 不 受 其 他 因素 
干扰 。 

正 交 表 的 构 作 同 组 合 数学 有 密切 的 关系 ,因此 ,有 关 

583 


四 
吕 
四 
a 
o 


rhonrnnomnl|a 


正 交 表 的 一 些 理 论 性 问题 的 探讨 是 纯粹 数学 的 课题 。 


参考 书目 
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W. G. Cochran and G.IM. Cox, Experimental Designs. 
2nd ed,, John Wiley & Sons, New York, 1957. 
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( 刘 娃 温 ) 


shouheng geshl 
守恒 格式 〈conservative scheme) ”一 类 差分 
格式 。 如 果 差分 格式 的 解 满足 微分 方程 所 描述 的 守恒 律 
的 离散 模型 ,就 称 它 是 该 微分 方程 的 守恒 格 式 。 

描述 4 维 空间 Re 中 的 一 个 区 域 9 内 、 在 时 间 间 隔 
[0,T] 上 物理 量 U(x,t) 的 守恒 性 质 ， 一 般 可 以 用 积分 关 
系 式 表示 为 


| Uz, tdo— | Uz, yen 


而 -人 arn dsdt + |e dv 


(VwEQ, [tts JESL0,T]), 《1) 
式 中 F 是 一 个 d 维 向 量 ， 表 示 流量 ， 它 的 每 一 个 分 量 都 
是 U( 包 括 它 的 导数 ) 的 函数 ， 有 时 还 依赖 于 x 和 t; Q@ 是 
源 项 ;3w 是 的 边界 yn 是 的 外 法 线 方向 。 当 U 和 F 充 
分 光滑 时 ,积分 关系 式 (1) 与 微分 方程 


tdv pe (Ente(0, TD) C2) 


是 等 价 的 。 这 种 形式 的 方程 称 为 守恒 律 , 在 物理 学 .力学 
及 其 他 各 门 学 科 的 研究 中 经 常 磁 到 。 例 如 在 笛 卡 儿 直 角 
坐标 系 中 ， 非 定常 可 压 绾 理想 流体 力学 方程 就 是 一 组 描 
述 质量 ,动量 ,能 量 守恒 的 守 便 律 , 即 


ER 
各 +div(pii# + Pl)=0, 
+div(pEni + PE)=0, 


式 中 p.w、P、E 分 别 表示 密度 速度、 压力、 总 能 量 ,/ 是 单 
位 张 量 。 又 如 描述 热量 守恒 的 热传导 方程 
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YT aivkgradT) + 0 (3) 
也 是 一 个 守恒 律 ,其 中 Uc,T,c。 是 定 容 比 热 , 是 温度 ; 
流量 ~ kgrad 了 依赖 于 的 导数 ，K 是 热传导 系数 。 
如 果 方 程 (3) 中 的 未 知 量 了 不 依赖 于 时 间 t， 即 方程 左 端 
等 于 堆 , 可 得 描述 定常 问题 的 本 加 型 方程 
守重 格 式 一 般 是 从 积分 守重 关系 式 (1) 出 发 ,利用 积 
分 插值 方法 建立 起 来 的 。 首 先 将 区 域 0 划分 为 一 组 子 区 
域 (oj。 取 (1) 中 的 积分 区 域 @ 为 任 一 wo 入 = 折 二 At, 然后 
将 (1) 中 的 积分 用 高 散 化 的 近似 公式 代替 。 如 果 ui 与 几 
是 两 个 相 邻 的 子 区 域 ,它们 的 边界 就 有 共同 的 部 分 Tu。 
当 Tw 作为 w 的 边界 和 作为 w 的 边界 时 ， 其 上 的 外 法 
线 方 向 n 正好 相反 ， 所 以 当 Tw EB 和 Tw Ew 时， 流量 
一 “| Fen ds 引 离 散 化 以 后 的 表达 式 应 该 只 关 一 个 


负 号 。 这 意味 着 从- 个 子 区 域 流出 的 物理 量 全 部 流入 相 
邻 的 子 区 域 ， 因 而 保持 了 守恒 的 性 质 ， 这 样 就 得 到 守恒 
格式 。 

一 维 (d=1) 守 重 律 的 守重 格 式 的 一 般 形 式 为 


(Uy Us)Ax+ (nh 


式 中 a、8 均 取 闭 区 间 [0, 1] 上 的 值 , f"**=af"*!+(1 一 
四 hr 一 h(U3-iw4s…,U9,4) 是 和 本 ,3 相 容 的 。 对 于 


二 维 (d= 2) 问 题 的 守恒 格式 , 以 抛物 型 方程 


Bu 9 Bu 
Br = Br KX Xs t) er 


De 站 3)At= Qy*eAxAt 


8 a 
十 Rat Bi +Q(XL zst) (4) 


为 例 。 将 方程 (4) 在 时 间 间隔 [t，t"* 直 和 空间 区 域 。 上 
积分 ， 就 得 等 价 的 积分 守恒 关系 式 (1)， 式 中 


Fk Cn12)。 
mi(i- 玛 )az。， (i+ bax, 
(i) (t+) 


四 条 直线 所 围 成 的 矩形 ,然后 用 近似 积分 公式 得 出 
Cu 0 )AxiAr:= 一 (Fnta 


和 


DAxaA 
0 
十 Q8aAxiAxaAt， 
式 中 
了 一 一 区 
Fonsi= — Koss eA, 
而 Kss#s 可 取 作 


[i ee 
| ad] Ni 


I A 


或 其 他 近似 式 。 椭 回 型 方程 的 守恒 格式 可 类 似 地 得 出 。 

守恒 格式 的 优点 在 于 它 的 解 能 比较 好 地 反映 物理 量 
基本 的 守恒 性 质 。 同 时 ， 由 于 守重 格式 可 以 看 作 是 从 积 
分 守恒 关系 式 (1 ) 出 发 建立 的 ,对 于 间断 解 ,微分 方程 (2) 
是 不 成 立 的 , 但 是 积分 关系 式 (1) 仍 然 满足 , 因此 用 守 得 
格式 来 计算 间断 解 往往 不 失 为 一 种 有 效 的 方法 

参考 书目 
冯 康 等 编 ; “数值 计算 方法 >, 国防 工业 出 版 社 , 北京 ,1978。 

( 李 他 元 ) 

shouming shuju tongji fenxi 
寿命 数据 统计 分 析 (statistical analysis of 
life data) 数理 统计 学 中 处 理 寿命 数据 的 理论 与 
方法 ， 主 要 包括 以 工业 产品 寿命 为 对 象 的 可 靠 性 统计 和 
以 生物 体 的 生存 期 为 对 象 的 生存 分 析 。 这 里 所 说 的 寿命 
和 生存 期 的 含义 都 是 广义 的 ,对 不 可 修复 的 产品 (如 电子 
管 ), 寿 命 是 指 它 从 开始 工作 起 至 形 失 其 规定 功能 〈 称 为 
失效 ) 为 止 的 工作 时 间 ， 而 对 可 修复 的 产品 (如 计算 机 )， 
寿命 是 指 它 两 次 相 邻 故障 间 的 工作 时 间 。 生 物体 的 生存 
期 是 与 它 生命 过 程 中 的 某 个 特殊 事件 (如 患 某 种 疾病 ) 相 
联系 的 , 指 从 该 事件 发 生起 至 因此 而 死亡 所 经 历 的 时 间 。 
如 果 将 出 生 作 为 所 考虑 的 事件 的 开始 而 又 不 区 分 死亡 的 
原因 ， 则 所 得 的 生存 期 就 是 通常 意义 下 的 寿命 。 上 述 在 
不 同 场合 下 使 用 的 寿命 或 生存 期 的 概念 ， 在 数学 上 有 共 
同 点 ,可 以 统一 处 理 。 

寿命 分 布 及 其 数学 描述 ”对 任 一 特定 个 体 〈 产 品 或 
生物 体 )， 从 某 个 标准 时 间 起 在 规定 时 间 上 内 失效 (或 死 
亡 ), 是 一 个 随机 事件 。 因 此 寿命 (生存 期 ) 是 一 个 非 负 的 
随机 变量 ,通常 记 为 T， 其 概率 分 布 称 为 寿命 分 布 。 描 述 
一 个 寿命 分 布 ， 除 了 通常 的 分 布 函数 F(t) 和 密度 函数 
f(t) 外 ， 也 常用 下 述 两 个 更 为 直观 且 与 上 面 两 种 函数 可 
以 互相 转换 的 函数 ,GD 可 靠 度 函数 也 称 生存 函数 ,是 指 个 
体 在 上 时 尚未 失效 ( 尚 存活 ) 的 概率 
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@ 危 险 率 函 数 也 称 失效 率 函 数 ， 是 指 在 + 时 刻 尚未 失效 
的 个 体 在 上 以 后 的 一 个 单位 时 间 内 失效 (或 死亡 ) 的 概率 
X(t)。 更 严格 地 说 ，X(t) 是 在 已 知 T>t 的 条 件 下 T 的 条 
件 密度 。 它 与 前 述 各 量 之 间 的 关系 为 

XE)=fE /RG = — R(t)/ROt), 
因而 可 靠 度 函 数 也 可 用 危险 率 函 数 表示 : 


RD =emp[ -| >(odz]aexpr-4(D]， 


式 中 4( 约 = | Au du 又 称 黑 积 危险 率 。 老 命 了 的 数学 
期 蛙 称 为 平均 寿命 1a 分 位 数 称 为 可 靠 度 为 1 a 的 可 靠 寿 
命 。 特 别 , 中 位 数 称 为 中 位 毒 命 ,也 就 是 有 50 殉 个 体 所 能 
达到 的 寿命 值 ， 它 们 都 是 常用 的 寿命 特征 量 。 


常见 的 寿命 分 布 有 指数 分 布 . 韦 布尔 分 布 .对 数 正太 
分 布 和 伽 玛 分 布 等 ( 见 松 让 分 市 )。 其 中 以 指数 分 布 最 为 
重要 , 它 是 唯一 具有 恒定 危险 率 ,因而 具有 "无 后 效 性 "的 
分 布 , 即 一 个 尚 存活 (未 失效 ) 的 个 体 ,不 管 它 已 生存 工作 
了 多 长 时 间 ， 其 未 来 的 存活 时 间 与 一 个 “新 "的 个 体 没有 
差别 。 在 一 定 条 件 和 一 定 的 近似 程度 之 下 ， 许 多 工业 产 
品 的 寿命 都 可 以 看 成 是 遵循 或 近似 遵循 指数 分 布 的 。 指 
数 分 布 在 寿命 数据 分 析 中 占有 重要 地 位 的 另 一 原因 是 它 
的 统计 分 析 最 为 简单 , 理论 上 也 最 为 成 熟 。 

寿命 数据 特点 和 寿命 试验 种 类 ”一 般 的 寿命 数据 与 
统计 中 通常 使 用 的 随机 样本 有 很 大 区 别 。 寿 命 数据 往往 
是 不 完全 数据 ， 即 并 不 是 每 一 个 观测 到 的 值 都 是 确切 的 
寿命 值 。 某 些 数据 可 能 只 表示 相应 个 体 的 寿命 不 小 于 该 
数值 ,而 并 不 知道 其 确切 寿命 的 数值 ,这 样 的 数据 称 为 截 
尾数 据 。 如 从 现场 收集 的 寿命 数据 ,由 于 在 统计 时 某 些 产 
品 尚未 失效 ,或 因 多 种 原因 中 断 观测 ,这 些 产 品 的 实际 寿 
命 应 比 已 观测 到 的 时 间 长 。 生 存 期 数据 一 般 也 具有 这 种 
特点 。 就 是 在 可 以 人 为 控制 的 产品 海 命 试验 中 ,由 于 试验 
费时 较 长 ,费用 较 高 ,往往 不 能 将 试验 进行 到 所 有 受 试 样 
品 都 失效 时 为 止 。 因 此 必须 在 达到 规定 的 时 间或 在 失效 
的 样品 达到 规定 数目 时 终止 试验 ,这 种 试验 称 为 截 尾 试 
验 ,前 者 称 为 定时 截 尾 试验 ,后 者 称 为 定数 截 尾 试验 。 对 
某 些 长 寿命 的 产品 ， 为 进一步 缩短 试验 所 必须 的 时 间 且 
获得 足够 的 失效 数据 ,试验 时 常 采用 加 大 应 力 (诸如 热 应 
力 , 电 应 力 ,机 械 应 力 等 ), 以 促使 产品 加 速 失效 。 这 种 斌 
验 称 为 加 速 寿 命 试验 。 此 外 ,根据 试验 中 是 否 用 “新 "的 样 
品 亚 换 已 失效 的 样品 ， 寿 命 试验 还 可 以 分 成 有 替换 试验 
和 无 普 换 试验 两 类 。 

统计 分 析 方法 ”对 于 非 截 尾 的 〈 完 全 ) 洗 命 数据 ， 
可 以 应 用 一 般 的 统计 分 析 方 法 ,对 于 截 尾 寿命 数据 , 则 必 
须 用 特殊 的 分 析 方法 ,常用 的 有 如 下 方法 。 

@ 基于 次 序 统计 量 ( 见 统计 量 ) 的 分 析 方法 “如 果 
寿命 分 布 的 类 型 已 知 ， 则 对 于 定时 或 定数 截 尾 的 寿命 数 
据 ， 根 据 次 序 统计 量 的 统计 推断 方法 可 以 对 有 关 分 布 参 
数 或 寿命 特征 量 进行 估计 或 检验 ,例如 对 指数 分 布 ,不 论 
何 种 截 尾 形式 ,也 不 论 试 验 有 无 谷 换 , 平均 寿命 9 的 最 大 
似 然 估 计 都 为 6=S/r, 式 中 为 试验 中 出 现 的 失效 数 , S 
为 所 有 试验 样品 的 试验 时 间 的 总 和 。 还 可 进一步 对 9 进 
行 区 间 估计 。 对 其 他 的 寿命 分 布 ,其 参数 或 寿命 特征 量 的 
估计 与 检验 , 要 比 指数 分 布 复杂 得 多 。 例 如 威 布尔 分 布 ， 
为 求 参 数 的 最 大 似 然 估计 ,必须 用 连 代 法 解 似 然 方程 组 。 
为 此 发 展 了 许多 线性 估计 方法 ,使 用 方便 ,但 需 用 大 篇 幅 
的 图 表 。 

有 关 寿 命 数据 的 假设 检验 的 主要 问题 之 一 ， 是 确定 
寿命 分 布 的 类 型 。 此 时 就 需要 用 适用 于 截 尾 样 本 的 分 布 
拟 合 优 度 检验 的 特殊 方法 。 例 如 为 检验 总 体 服从 指数 分 
布 的 假设 ，B. B. 格 涅 坚 科 等 提出 以 下 一 种 检验 方法 
如 果 折 ,和 ，…% 是 全 部 投 试 的 呈 个 样品 中 前 r(r<m) 个 
失效 的 定数 截 尾 寿命 数据 ， 那 么 当 总 体 分 布 为 指数 分 布 
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时 ， 统 计量 Qdky fa)= 站 蔓 si 导 ,总 ，s 服从 自由 度 


为 2kj)2k: 的 卫 分 布 ， 式 中 后 十 所 =rySi 一 (一 i 计 J1)( 一 
1) 《〈i=1，2，…*7)， 而 如 一 0 。 在 实际 应 用 中 常见 
的 另 一 类 检验 问题 是 两 组 寿命 数据 的 比较 ， 即 检验 两 个 
寿命 总 体 的 可 靠 度 (生存 ) 函 数 是 否 相等 ,在 已 知 分 布 类 
型 时 ， 可 以 化 成 关于 分 布 参数 或 某 些 寿命 特征 量 的 假设 
检验 问题 。 

加 寿命 表 分 析 和 乘积 限 估计 以 及 其 他 非 参 数 方法 
当 寿 命 分 布 类 型 未 知 时 ， 可 采用 各 种 非 参 数 统计 分 析 方 
法 。 寿 命 表 分 析 适 用 于 大 样本 的 寿命 (生存 ) 数据 ， 它 脱 
胎 于 人 口 统计 中 的 人 口 寿命 表 ， 但 经 过 修改 可 适用 于 各 
种 寿命 数据 。 数 据 按 大 小 分 组 ,通过 对 截 尾 数据 的 校正 ， 
可 得 出 各 组 的 可 靠 度 函 数 、 密 度 函 数 和 危险 率 函数 的 估 
计 , 以 及 平均 寿命 等 寿命 特征 量 的 估计 ,并 可 计算 这 些 统 
计量 的 方差 的 近似 值 。 乘 积 限 估计 适用 于 小 样本 数据 ， 
其 思想 和 方法 与 寿命 表 分 析 相 似 。 

关于 假设 检验 ,也 有 许多 非 参 数 方法 可 以 采用 ,例如 
对 两 组 寿命 数据 的 比较 ， 可 用 广义 威 尔 科 克 森 检验 和 时 
序 检验 等 。 

加 危险 率 的 回归 模型 ”在 实际 中 ,个 体 的 失效 受到 
它 本 身 某 些 固 有 因素 和 外 界 因素 的 影响 。 为 此 有 必要 对 
寿命 数据 进行 统一 的 定量 分 析 ， 以 便 在 尽 可 能 排除 个 体 
差异 的 情况 下 , 对 感 兴趣 的 因素 的 作用 进行 考察 在 数学 
上 ,就 是 要 考虑 若干 定性 或 定量 因素 Zi,Z:，…,Z。 对 寿命 
的 影响 。 一 种 有 效 的 方法 是 将 它们 的 影响 表现 在 对 危险 
率 )( 纪 的 关系 中 ,考虑 Xt) 或 logX(t) 对 诸 因素 的 回归 模 
型 ,讨论 最 多 的 是 所 谓 比例 危险 率 模型 


X(6252 ,20)= et)exp[ ,2,], 


式 中 各 (t) 是 当 Z = Z,=…=Zs=0 时 的 基准 条 件 下 的 
危险 率 ， 而 B61, B,,…，B 是 待 估计 的 回归 系数 。 根 据 
Xo(t) 的 类 型 是 否 已 知 ,模型 又 可 分 为 参数 与 非 参 数 两 种 。 
无 论 对 哪 种 类 型 , 都 可 以 对 Bl ，B:，…，py 以 及 X(t) 的 
类 型 及 所 包括 的 参数 进行 估计 , 并 对 有 关 的 B, 的 假设 进 
行 检验 。 

发 展商 史 ”很 早 以 来 人 们 就 有 一 些 处 理 寿 命 数据 的 
方法 。 寿 命 表 就 是 最 早 应 用 的 一 种 统计 分 析 的 工具 , 它 的 
使 用 可 追 洲 到 300 多 年 前 。 由 于 人 口 统计 学 的 发 展 ， 特 
别 是 人 寿 保 险 数学 的 发 展 ， 寿 命 数据 的 分 析 逐 渐 采 用 现 
代 统 计 理 论 和 方法 ， 且 寿命 的 概念 也 逐渐 从 人 和 生物 体 
的 寿命 扩大 到 工业 产品 的 寿命 。W. 韦 布尔 发 现 工 型 极 
值 分 布 可 以 广泛 地 拟 合 各 类 寿命 数据 以 后 ， 寿 命 数据 分 
析 的 手段 就 更 为 有 效 。 特 别 是 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 
由 于 复杂 武器 及 电子 设备 的 发 展 使 产品 可 靠 性 问题 愈 来 
愈 突出 ,因而 产生 了 可 靠 性 这 个 综合 了 工程 、 物理、 数学 
和 统计 学 内 容 的 边缘 性 学 科 〈 见 可 条 性 数学 理论 )， 并 
在 战 后 得 到 迅速 发 展 。 从 可 靠 性 统计 中 发 展 起 来 的 寿命 
数据 分 析 方法 又 反 过 来 应 用 于 医学 和 生物 学 ， 从 而 又 促 
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使 生存 分 析 的 发 展 。 由 于 生命 过 程 更 为 复杂 ， 个 体 差异 
更 大 ,因此 必须 考虑 某 些 更 为 复杂 的 模型 ,而 这 些 模型 及 
其 处 理 方法 又 可 应 用 到 可 靠 性 问题 中 去 。 在 这 个 意义 上 
说 ， 可 靠 性 和 生存 分 析 是 两 个 既 有 联系 又 各 具 特 点 的 分 
支 学 科 。 它 们 所 研究 的 具体 对 象 不 同 ， 所 考虑 的 模型 也 
有 区 别 , 但 它们 的 统计 分 析 是 有 共性 的 。 
参考 书目 

N. R. Mann. R. D. Schafer and N. D. Singpurwalla, 
Methods for Statistical Analysis of Reliability ond Life 
Doto, John Wiley & Sons. New York. 1974. 

A.J. Gross and V. A. Clark, Survivol Distributions: 
Reliobility Applications in the Biomedical Sciences, John 
Wiley & Sons, New York, 1975. 


( 荫 诗 松 ” 冯 士 并) 


shu de jihe 

数 的 几何 (geometry of number) 又 称 几何 
数论 ,应 用 几何 方法 研究 某 些 数论 问题 的 一 个 数论 分 支 。 
它 的 一 类 典型 问题 为 ， 设 jziyxa,…yzn) 是 实 变量 xj， 
zaw…zn 的 实 值 函 数 , 对 于 适当 选取 的 整数 tu， 
| Turn)| 的 值 能 有 多 小 ?例如 设 也 ziyza) 一 anz 
十 2aaxixa+ aa 好 是 一 个 正定 二 次 型 ， 用 数 的 几何 方法 
可 以 证 明 , 存 在 不 全 为 零 的 整数 %W，ta， 使 得 


feu (#D), 


这 是 最 佳 结果 ,其 中 D=aa: 一 a3, 是 型 的 判别 式 。 

17 一 18 世纪 间 , J.-L. 拉 格 朗 日 和 C. F. 高 斯 等 就 
已 开始 以 几何 观点 研究 二 次 型 的 算术 性 质 。1891 年 , H. 
闵 科 夫 斯 基 发 表 了 数 的 几何 第 一 篇 论文 ,并 于 1896 年 出 
版 了 《 数 的 几何 学 》 一 书 。 从 此 ， 数 的 几何 成 为 数论 的 一 个 
独立 分 支 。 

数 的 几何 是 研究 丢 番 图 通 近 ,代数 数论 的 重要 工具 。 

用 Rr 表示 n 维 实 欧 几 里 得 空间 ,如 果 z= (zx 
xm) ER" 的 所 有 坐标 都 是 整数 ,那么 zx 称 为 一 个 (n 维 ) 整 
点 或 格 点 。 全 体 n 维 整 点 的 集合 记 作 4。 设 点 集 习 CRP， 
入 是 一 个 实数 ,把 所 有 形 如 Xz(x E 负 ) 的 点 组 成 的 集 记 为 
2 项 。 如 果 轴 = 一 呐 , 亦 即 若 TE 英 , 则 一 x E 和 ,那么 吕 称 
为 关于 原点 对 称 ， 或 简称 为 对 称 。 如 果 当 喘 含有 zx、y 
时 必 含 有 连接 工 .y 的 线段 ， 亦 即 含有 一 切 形 如 (1 一 0)z 
+9y(0<9<1) 的 点 ， 则 称 各 为 凸 集 。 关 于 原点 对 称 的 
凸 集 , 称 为 对 称 凸 集 。 

一 个 重要 的 对 称 凸 集 ， 是 由 以 下 的 一 组 实 线性 型 定 
义 的 ， 


| Boursl<e (或 oD) (i=1,2,5n)， (#4) 
局 


式 中 cc …,cn 是正 实 数 ，det (au) 大 0。 这 是 一 个 有 界 
集 ， 其 体积 是 站 = 2"cica…ca/1det(au)|。 如 果 ( * ) 中 全 
是 "<"， 那 么 它 就 定义 了 一 个 闭 集 。 

闵 科 夫 斯 基 研究 了 对 称 凸 集 的 基本 性 质 ， 获 得 数 的 
几何 第 一 基本 定理 : 如 果实 CR 是 体积 为 V( 实 )( 可 能 
为 无 穷 ) 的 对 称 凸 集 ， 且 V(9i) 二 2"， 那么 在 只 中 或 其 边 


界 上 必 有 一 个 非 零 整 点 。 

这 个 定理 应 用 于 集 (4)， 得 到 著名 的 闵 科 夫 斯 基线 
性 型 定理 : 如 果 正 实数 cb C1，…， cn 适合 cicr…cn 
1det(aw)| ,那么 存在 不 同时 为 零 的 整数 fi,za，…,zn， 满 
足 不 等 式 组 


[Boss |< [Bessl<e, = 


由 此 定理 可 以 导出 丢 番 图 珊 近 的 一 系列 结果 。 例 如 ， 
对 于 ”个 实数 %,0,,…， q， 若 其 中 至 少 有 一 个 无 理 数 ， 
则 有 无 穷 多 组 (Pi/g, pa/g, …， pa/9) 适合 la 一 Pwyd|<< 
gq0* 和 D (1<isn)。 此 外 ,上述 定理 还 可 用 于 解决 代数 
数 域 的 基数 问题 。 

有 时 ,需要 考虑 中 含有 多 少 个 线性 无 关 的 整 点 。 设 
器 是 闭 的 对 称 凸 集 ，0<V( 叶 )<co。 对 于 工 ERm, 定 义 距 
离 函数 F(z)= inf{ 和 | 入 >0,zE 和 叶 )， 若 右 式 不 存在 , 则 
令 F(z) 一 co。 于 是 0<F (xz)<%, F(z)= 和 F(z)( 当 
入 >0)， 并 且 )g = {z|F(z)<X)》 (二 0)。 对 于 集 (A)( 其 


中 全 取 "<"),F(z)=max| | 加 oa (Csi<n)。 


由 F(z) 的 性 质 可 知 ,对 每 个 i(1<i<n), 存在 最 小 
的 和 = 使 XXX 含有 ti 个 线性 无 关 的 整 点 。Xt 称 为 加 的 
第 i 个 相继 极 小 , 亦 即 
和 =inf{( 和 | 入 >0,dim(XRn 4) 三 这 《1<i<n)， 
于 是 存在 整 点 miyma，…m 适合 
和 A=F(m)=min(F(g)|g€4,,g*0), 
A=F(m)=min(F(g)lg€E dg, mm mi 线 
性 无 关 } (i>2)。 
例如 ,对 于 超 立 方 体 |x|<1 (1<i<m,X,=1 (i=1, 
2,…,n) ,ms 可 取 作 单位 矢 (0,…,0,1,0,…,0)。 
显然 ，0 三 和 :<X:*<…<)n， 由 闵 科 夫 斯 基 关 于 数 的 
几何 第 一 基本 定理 可 知 ，X?V(R)<2"。 
闵 科 夫 斯 基 进而 得 到 数 的 几何 第 二 基本 定理 ， 设 壬 
是 闭 的 对 称 凸 集 ，0<V(X)<c<o， 则 其 相继 极 小 Xiy 
和 an 适合 不 等 式 
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这 个 定理 在 数论 中 有 不 少 有 趣 而 重要 的 应 用 ,例如 ， 
W.M. 施 密 特 用 它 为 主要 工具 解决 了 实 代数 数 联 立 有 理 
逼近 问题 。 

参考 书目 

J. W. S. Cassels, An Introduction io the Geometry of 
Number, Springer-Verlag, Berlin, 1959. 


《未 先 展 ) 
shuju fenxl 
数据 分 析 (data analysis) 
理论 。 
数据 也 称 观测 值 ， 是 实验 、 测 量 ,观察 、 调 查 等 的 
结果 ， 常 以 数量 的 形式 给 出 。 数 据 分 析 的 目的 是 把 隐没 
在 一 大 批 看 来 杂乱 无 章 的 数据 中 的 信息 集中 、 革 取 和 提 
炼 出 来 ,以 找 出 所 研究 对 象 的 内 在 规律 。 在 实用 中 ,数据 


分 析 数 据 的 技术 和 


数 


分 析 可 帮助 人 们 作 判 断 , 以 便 采 取 适 当 行动 。 例 如 J. 开 
普 勤 通过 分 析 行 星 角 位 置 的 观测 数据 ， 找 出 了 行星 运动 
规律 ,又 如 , 一 个 企业 的 领导 人 要 通过 市 场 调查 , 分 析 所 
得 数据 以 判定 市 场 动向 ， 从 而 制定 合适 的 生产 及 销售 计 
划 。 因 此 数据 分 析 有 着 极 广泛 的 应 用 范围 。 

数理 统计 学 也 是 一 门 以 收集 和 分 析 数 据 为 内 容 的 学 
科 ， 它 与 数据 分 析 不 同 之 处 在 于 数理 统计 学 中 所 涉及 的 
数据 是 受到 随机 性 的 影响 ， 分 析 的 目的 是 对 数据 所 来 自 
的 总 休 作 出 推断 ， 总 体 有 一 定 的 概率 模型 ， 推 断 的 结论 
也 往往 以 概率 的 形式 表达 。 但 在 一 般 的 数据 分 析 中 ， 则 
不 包含 这 些 要 求 。 例 如 ,分 析 20 世纪 以 来 北半球 年 平均 
气温 的 数据 ， 以 确定 是 否 有 变 冷 或 变 暖 的 趋势 。 从 数理 
统计 的 观点 ， 年 平均 温度 数据 应 看 成 是 从 一 个 总 体 抽取 
的 样本 ,这 种 看 法 在 本 问题 中 显得 牵强 ! 而 数据 分 析 则 不 
受 这 些 约束 , 它 的 出 发 点 就 只 是 数据 本 身 ， 即 所 谓 “ 让 数 
据 本 身 说 话 "。 所 以 , 广义 地 说 , 可 以 把 数理 统计 学 看 成 
是 数据 分 析 的 一 部 分 但 一 般 只 把 那 种 数学 模型 不 明显 ， 
或 模型 需要 借助 于 分 析 已 有 的 数据 而 提出 ， 或 者 根本 不 
需要 模型 等 情况 , 列 入 数据 分 析 的 范围 。 

典型 的 数据 分 析 工 作 可 能 包含 以 下 几 个 步骤 首先 ， 
当 数 据 刚 取得 时 ,可 能 只 是 一 大 堆 杂乱 无 章 的 数字 ,不 仅 
看 不 出 其 规律 性 ， 甚 至 也 不 知道 如 何 着 手 寻找 其 中 可 能 
隐 含 的 规律 性 ， 于 是 就 通过 作 图 、 造 表 、 用 各 种 形式 的 方 
程 拟 合 ,计算 某 些 特征 量 等 手段 探索 规律 性 的 可 能 形式 ， 
即 往 什么 方向 和 用 何 种 方式 去 寻找 和 揭示 隐 含 在 数据 中 
的 规律 性 。 这 一 步 工作 叫 探索 性 数据 分 析 。J. W. 图 基 在 
其 著作 《探索 性 数据 分 析 》 中 对 此 进行 了 详细 的 论述 。 第 
二 步 是 模型 选 定 分 析 ， 在 探索 性 分 析 的 基础 上 提出 了 一 
类 或 几 类 可 能 的 模型 ， 然 后 通过 进一步 的 分 析 从 中 挑选 
一 定 的 模型 。 例 如 研究 两 变量 X、Y 的 关系 ,初步 分 析 可 
以 用 不 超过 三 次 的 多 项 式 去 拟 合 ， 还 要 进一步 确定 其 次 
数 ,并 且 估计 出 多 项 式 各 项 的 系数 。 又 如 , 在 一 个 包含 多 
个 自 变量 的 回归 问题 ( 见 回归 分 析 ) 中 ， 经 判定 认为 具有 
线性 关系 , 则 进一步 需要 确定 使 用 哪些 自 变量 ,如 何 估计 
方程 中 的 系数 。 如 果 数 据 是 来 自 一 个 统计 总 体 ， 则 这 一 
步 实际 上 是 数理 统计 学 的 研究 对 象 。 最 后 一 步 是 推断 分 
析 ， 通 常 使 用 数理 统计 方法 对 所 定 模型 或 估计 的 可 靠 程 
度 和 精确 程度 作出 推断 。 例 如 ， 检 验 由 上 面 所 定 出 的 模 
型 是 否 可 用 。 这 一 步 工 作 完 全 属于 数理 统计 学 的 范围 ， 
者 不 假定 数据 有 一 定 的 统计 结构 , 则 无 法 进行 ,只 能 将 第 
二 步 所 得 模型 付 诸 实用 ， 以 对 所 研究 的 现象 提出 一 种 假 
说 或 作出 某 种 采取 行动 的 方案 ， 再 由 以 后 收集 到 的 数据 
去 检验 和 修正 。 

因此 ,狭义 的 数据 分 析 主 要 是 指 探索 性 数据 分 析 。 有 
时 根据 问题 的 需要 和 现实 的 可 能 只 能 做 到 第 一 步 ， 有 时 
则 必须 进 到 模型 选 定 分 析 。 探 索性 数据 分 析 是 在 尽量 少 
的 先 验 假定 下 处 理 数据 ， 以 表格 、 摘 要、 图 示 等 直观 的 手 
眉 , 探 索 数据 的 结构 ,及 检测 对 于 某 种 指定 模型 是 否 有 重 
大 偏离 。 它 可 以 作为 进一步 分 析 的 基础 ， 也 可 据 以 对 数 
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据 作出 非 正 式 的 解释 。 实 验 者 常常 据 此 扩充 或 修改 其 实 
验方 案 ， 重 作 实 验 。 图 形 由 于 其 形象 性 ， 容 易 为 人 所 理 
解 ， 故 作 图 法 是 探索 分 析 的 重要 方法 。 图 基 在 上 述 著作 
中 把 探索 分 析 放 在 模型 选 定 分 析 与 推断 分 析 之 前 ， 提 高 
了 人 们 对 于 “让 数据 说 话 " 和 “探索 ”的 重要 性 的 认识 。 对 
一 、 两 个 变量 和 为 数 不 多 的 数据 ,用 笔 和 坐标 纸 就 可 以 进 
行 探索 分 析 。 计 算 机 及 其 作 图 设备 的 人 机 对 话 功能 提供 
了 充分 探索 的 可 能 性 ,例如 用 不 同方 法 看 数据 ,进行 数据 
变换 ,图 示 , 考察 残 差 等 等 。 至 于 怎样 对 多 变量 、 大 批量 、 
复杂 结构 的 数据 作 合适 而 有 效 的 探索 分 析 ， 已 引起 广泛 
注意 。 

数据 分 析 离 不 开外 部 的 知识 和 判断 ， 形 式 化 的 数据 
分 析 方法 只 是 一 种 辅助 性 手段 ， 以 帮助 人 们 进行 判断 或 
推理 。 在 有 些 问 题 中 ， 上 述 三 个 步骤 的 某 一 步骤 可 以 跳 
过 或 简略 地 进行 ， 而 在 进行 过 程 中 又 可 能 返回 前 面 的 某 
一 步 艰 。 在 作 数 据 分 析 时 ,必须 注意 所 得 结果 是 近似 的 ， 
对 它 的 解释 可 能 不 完全 正确 。 例 如 ， 开 普 勒 曾 发 现 太阳 
系 中 当时 已 发 现 的 6 个 行星 轨道 的 某 种 数据 ， 与 5 种 正 
多 面体 有 微妙 的 关联 ， 由 此 他 解释 为 什么 行星 恰好 是 6 
个 。 这 一 点 现在 知道 并 不 正确 。 所 以 数据 分 析 所 发 现 的 
事实 及 其 解释 ,最 终 要 接受 以 后 数据 的 检验 。 

数据 及 其 结构 、 数 据 分 析 的 问题 及 目的 ,都 是 多 种 多 
样 的 ,来 自 不 同 的 领域 , 具有 不 同 的 特性 , 从 而 数据 分 析 
可 划分 成 许多 课题 。 它 尚未 定型 ， 与 数学 、 统 计 学 ,计算 
机 科学 等 学 科 和 技术 都 有 密切 关系 ,正在 壬 勃发 展 , 对 促 
进 科学 技术 的 进展 有 重要 作用 。 

参考 书目 
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Shull Jingyun 

《数理 精 缠 》 ”中 国清 代 的 一 部 重要 数学 著作 ， 是 在 
康 巾 和 皇帝 主持 下 由 梅 裔 成 、 何 国 琼 主编 的 《 律 历 洲 源 》 的 
第 三 部 分 ,其 余 两 部 分 是 《 律 吕 正 义 》 和 《 历 象 考 成 》。《 数 
理 精 荀 》 共 五 十 三 卷 , 其 中 上 编 五 卷 , 下 编 四 十 卷 , 附 数 
学 用 表 八 卷 , 康 早 五 十 二 年 (1713) 始 编 ,雍正 元 年 (1723) 
刻 成 。 该 书 汇集 了 自 1690 年 之 后 输入 中 国 的 西方 数学 知 
识 ， 并 吸收 了 当时 中 国 数学 家 的 一 些 研究 成 果 。 上 编 称 
“ 立 岗 明 体 "， 包 括 “ 数 理 本 原 "" 河 图 "、" 洛 书 ""“ 周 僚 经 
解 ”一 卷 ,《 几 何 原本 »》 三 卷 ,《 算 法 原本 》 一 卷 。 下 编 称 “分 
条 致 用 "， 包 括 首部 二 卷 , 线 部 八 卷 ,面部 十 二 卷 , 体 部 八 
卷 , 末 部 十 卷 。 它 包括 初等 数学 各 个 分 支 的 内 容 , 有 人 誉 之 
为 初等 数学 百科 全 书 。“ 数 理 本 原 " 意 在 说 明 数学 起 源 于 
“ 河 图 ”、“ 洛 书 "。& 几 何 原本 》、《 算 法 原本 》 介 绍 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 主 要 内 容 及 阿 基 玉 舍 & 论 球 与 圆柱 》 等 著作 
的 一 些 内容 。 首 部 、 线 部 主要 是 算术 知识 。 面 部 介绍 平面 
几何 与 平面 三 角 ， 主 要 有 平面 图 形 面积 计算 及 三 角 函 数 
表 造 法 。 体 部 介绍 立体 几何 ,主要 是 与 正 多 面体 有 关 的 计 
算 。 末 部 内 容 主要 有 两 项 :一 是 借 根 方 比例 ( 即 一 元 方程 
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的 布 列 与 解法 )， 二 是 对 数 比 例 ( 即 对 数 求法 及 造 表 法 )。 
此 外 还 介绍 了 比例 规 , 对 数 尺 及 日 县 画 法 。 所 附 数 表 共 四 
种 ,其 中 三 角 函 数 表 二 卷 ， 对 数 病 微 ( 即 素 因数 表 ) 二 卷 ， 
对 数 表 二 卷 及 三 角 函 数 对 数 表 二 卷 。 

书 中 的 下 列 内 容 值得 注意 。 在 上 编 6 几 何 原 本 ?中 第 
一 次 比较 全 面 的 介绍 了 立体 几何 的 知识 ,在 此 之 前 ,中 国 
只 有 《几何 原本 》 前 六 卷 的 译本 ,内 容 是 平面 几何 知识 ,而 
立体 几何 的 内 容 只 是 在 《崇祯 历 书 》 等 书 中 时 有 引用 。 面 
部 的 求 加 内 接 正 十 四 边 形 、 正 十 八 边 形 及 正七 边 形 、 正 九 
边 形 边 长 ,有 本 弧 通 弦 求 其 三 分 之 一 弧 通 弦 等 内 容 , 在 中 
国 数学 史上 也 是 第 一 次 出 现 。 体 部 的 开 带 纵 和 数 立方 , 即 
一 类 三 次 方程 正 根 求法 是 宋 元 数学 失传 后 再 次 发 现 的 一 
种 方法 。 末 部 的 借 根 方 是 比较 系统 地 介绍 当时 西方 的 代 
数 知 识 。 对 数 比 例 是 对 数理 论 在 中 国 第 一 次 详细 的 介绍 。 

《数理 精 蕴 》 的 部 分 内 容 与 法 国 传教 士 为 康 照 帝 讲 授 
的 数学 知识 有 关 。 法 国 传教 士 张 诚 . 白 晋 等 人 曾 秦 召 入 官 
为 康 巾 帝 讲授 西学 ， 其 中 数学 部 分 主要 是 以 《几何 原本 》 
《理论 与 应 用 几何 》 等 为 底 本 。 张 、 白 等 人 入 宫 后 ， 康 黑 
曾 派 员 教 其 学 习 满 语 。 故 宫 博物 院 收 藏 的 《几何 原本 》 
满 文 抄本 七 卷 ， 即 是 当时 授课 时 所 用 的 讲义 。 根 据 康 昭 
的 肯 意 ,该 讲义 后 译 为 汉文 ， 整 理 为 6 几何 原本 附 算法 原 
本 兴 前 一 种 十 二 卷 ,后 一 种 二 卷 )， 故 宫 目前 茂 有 此 书 抄 
本 .该 本 亦 即 k 数 理 精 荀 》 相 应 部 分 的 底 本 。 另 有 一 些 内 容 
如 前 述 的 四 种 正 多 边 形 边 长 的 计算 及 开 带 纵 和 数 立方 
等 , 则 是 在 中 西数 学 基础 上 的 研究 成 果 。 

该 书号 称 御 制 ,在 国内 流传 广泛 ,国外 亦 有 流传 。 对 
18 世纪 和 19 世纪 中 国 数学 的 发 展 影响 很 大 ， 尤 其 是 对 
数 、 告 级 数 展开 式 和 方程 论 的 发 展 多 受 该 书 有 关内 容 的 
启发 和 影响 。 (地 光华 ) 


shuli luojl 

数理 逻辑 (mathematical logic) ”又 称 符号 逻 
辑 \ 理 论 逻 辑 或 逻辑 斯 蒂 ， 数 学 的 一 个 分 支 ,用 数学 方法 
研究 的 逻辑 或 形式 逻辑 。 由 D. 希 尔 伯 特 与 W. 阿 克 曼 合 
著 的 20 世 纪 第 一 本 著名 的 数理 逻辑 读本 称 数理 逻辑 为 理 
论 逻辑 。 所 谓 数学 方法 就 是 指数 学 采用 的 一 般 方法 ， 包 
括 使 用 符号 和 公式 ,使 用 已 有 的 数学 成 果 和 方法 ,特别 是 
使 用 形式 的 公理 方法 ( 见 欧 几 里 得 几何 学 ); 形式 的 公理 
方法 也 称 为 逻辑 斯 蒂 方 法 。 由 于 数理 逻辑 的 学 科 性 质 ， 
它 自然 地 成 为 一 门 数学 , 即 逻 辑 底数 学 。 用 数学 方法 研究 
逐 辑 的 系统 的 思想 一 般 滴 源 到 G. W. 菜 布 尼 基 ,萌芽 于 
古 希 腊 的 亚 里 士 多 德 。 莱 布 尼 获 的 数理 逻辑 思想 是 研究 
了 在 其 前 的 经 典 逻辑 的 传统 (包括 亚 里 士 多 德 和 中 世纪 
的 传统 逻辑 ) 而 形成 的 。 莱 布 尼 茨 认为 经 典 的 传统 逻辑 必 
须 改造 和 发 展 ， 使 之 更 为 精确 和 便于 演算 。 数 理 逻辑 是 
经 一 些 数理 逐 辑 的 先驱 者 沿 着 莱 布 尼 区 的 思想 进行 了 实 
质 性 的 工作 ， 而 逐步 完善 和 发 展 起 来 的 。 在 20 世纪 里 ， 
数理 逻辑 的 内 容 , 从 狭义 到 较 广义 、 最 广义 大 致 形成 三 个 
层次 。 


@ 最 狭义 的 数理 逻辑 通常 称 为 狭 谓词 逻辑 或 经 
典 谓 词 逻辑 。 这 是 对 从 亚 里 十 多 德 三 段 论 式 理论 演变 产 
生 的 传统 逻辑 的 严格 化 和 必要 的 推广 。 这 一 部 分 在 数理 
逻辑 中 是 最 基础 的 部 分 ， 也 是 传统 演绎 逻辑 的 基本 内 容 
的 精密 化 .精确 化 和 完善 化 。 它 是 演绎 逻辑 的 基础 ,也 是 
数学 在 证 明定 理 时 所 用 的 最 基本 的 逻辑 推理 规律 。 

回 较 广 义 的 数理 逻辑 ”20 世纪， 由 于 数学 黄 基 问 
题 的 研究 而 形成 了 四 个 数理 逻辑 分 支 , 即 模型 论 ,公理 集 
合 论 、 递归 论 和 证 明 论 ， 简 称 四 论 。 这 四 论 构成 现代 数 
理 有 逻辑 的 主要 内 容 , 这 样 的 数理 逻辑 就 是 数学 底 逻 辑 , 即 
数学 逻辑 。 

图 最 广义 的 数理 逻辑 除了 上 述 那些 内 容 还 包括 
归纳 逻辑 、 包含 可 能 、 必然 等 模 态 词 的 模 态 逻辑 、 内 含 逻 
辑 , 多 值 逻辑 ,包含 时 间 因素 的 时 态 远 辑 等 等 。 它 仍然 是 
用 数学 方法 研究 的 逻辑 。 

从 较 狭 义 到 最 广义 的 数理 逻辑 的 划分 ,主要 是 对 " 逻 
辑 "一 词 ,特别 是 对 “形式 逻辑 "一 词 的 理解 的 由 狭 到 广 的 
衍化 。 当 然 ， 由 狭 到 广 的 这 种 分 层 是 不 严格 的 。 

狭 谓词 远 辑 即 经 典 谓词 逻辑 ， 亦 即 一 阶 谓词 逻辑 
(简称 一 阶 还 转 )。 它 是 研究 演绎 推理 的 逐 辑 ， 是 数理 水 
辑 的 基础 部 分 。 

狭 谓词 逻辑 是 形式 逻辑 。 这 种 逻辑 研究 的 是 命题 间 
的 "形式 "的 推理 规律 。 比 如 有 以 下 三 个 表达 式 ， 

任何 *, 如 果 x 是 S 则 x 是 P 


(z 是 S 草 洒 x 是 P)。 (1) 
4 不 是 P( 或 非 " 是 P)。 (2) 
4 不 是 S( 或 非 " 是 S)。 (3) 


任何 三 个 命题 , 只 要 其 中 两 个 有 (1)、(2) 形 式 , 那么 , 有 
(3) 形式 的 命题 一 定 能 从 前 两 个 推出 。 这 种 推导 关系 与 
命题 的 内 容 无 关 , 仅 决定 于 这 种 表达 式 之 间 的 形式 关系 。 
由 (1)、(2) 可 以 推出 (3), 把 (1)、(2)、(3) 写 作 ， 


Vx[S(x)>P(x)], (1 
一 P(a)。 (2") 
一 SCo)。 (3") 


式 中 “S(x)" 表 示 "x 是 5"; “P(x)" 表 示 "x 是 P";“Y" 表 
示 " 任 何 ”;“ 一 "表示 “ 非 ”; 由 之 “一 Pla)" 表 示 " 非 Pla)"” 
( 即 “ 非 是 P" 亦 即 “a 不 是 E" 等 等 )。 这 样 ，(1 )、(2 )、 
3") 就 表示 相应 的 (1)、(2)、(3)。 由 (1)、(2) 推 出 (3) 就 
表 作 由 (1')、(2') 推 出 (3')。 把 (1')、(2') 与 (3') 的 这 种 关 
系 写作 ; 
VXx[S(x) P(X)J], HP(a) FH Sa), (4) 
式 中 的 “上 "表示 推出 。(4) 可 以 读 作 从 Yx[S(x)> 
P(x)], 一 P (oa) 可 (演绎 地 ) 推 出 一 S(a)。(4) 表 示 : 在 一 
定 的 讨论 论 域 ) 里 ,不 论 “S"、“P" 表 示 什么 属性 ,“a” 
表示 什么 个 体 , 如 果 Yx[S(x)>P(x)] 和 一 P(a) 都 是 
真 的 , 则 一 S (4) 也 一 定 是 真 的。 
在 (4) 中 使 用 了 Y、 一 、 ~ 三 个 符号 。 它 们 可 以 顺序 
地 读 作 “任何 ”( 或 “ 凡 "),“ 非 " “蕴涵 ”( 或 “如 果 … 
则 …”)， 这 三 个 符号 顺序 地 称 为 "全称 量词 ",“ 否 定 词 ”， 
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“蕴涵 词 "。 还 要 使 用 =、 习 、 八 .V、 一 五 个 符号 ， 它 们 可 
顺序 地 读 作 “ 等 于 "、“ 有 "、“ 并 且 "( 或 " 且 " “与 ")“ 或 "、 
“ 当 且 仅 当 ”; 它们 师 序 地 称 为 “等 词 " 或 “等 号 ")“ 存 在 
量词 "“ 合 取 词 "“ 折 取 词 "等 值 词 "或 “等 价 词 ")。 这 
八 个 符号 统称 为 逻辑 常 项 。 否 定 词 、 蕴 涵 词 、 合 取 词 、 
折 取 词 和 等 价 词 都 是 命题 (或 语句 ) 连接 词 。 有 了 等 号 ， 
警 如 可 以 表示 
Pla), a=b 上 Pla) 
那样 的 推理 关系 。 还 可 以 把 “qb" 看 作 是 “一 (a=b)” 
的 简写 ,由 之 有 
P(a)， 一 P(b) F a#b, 

(4) 中 的 S 与 P 称 为 “一 元 谓词 ", 还 可 以 有 二 元 谓词 ， 三 
元 谓词 ,以 及 n 元 谓词 等 等 。 设 QQ 是 一 个 二 元 谓词 , 则 @ 
(x,y) 表 示 x 与 y 之 间 有 @@ 关 系 。 比 如 ，Q(z, y) 可 以 表 
示 "x<y" ,或 者 表示 “x 与 V 是 挛 生 兄弟 "等 等 均 可 。 设 及 
是 一 个 三 元 谓词 , 则 R(X,y,z?) 表 示 xy, z 之 间 有 借 尽 表 
示 的 三 项 关系 。 比 如 R(x,y, z) 可 以 表示 “x 是 yy 和 z 两 
个 正 整数 的 最 小 公 倍 数 ", 或 者 "x 与 y 是 z 的 父亲 和 母亲 ” 
等 等 。 对 于 任意 的 正 整数 n 宇 2，n 元 谓词 表示 n 个 个 体 
之 同 的 关系 ,一 阶 逻 辑 要 用 另 一 类 符号 称 为 函数 词 "( 或 
称 " 函 数 符号 " “函数 符 "), 借 以 表示 数学 中 的 函数 .函数 
可 以 是 一 元 、 二 元 、 三 元 的 等 等 。 与 谓词 相似 ,任何 正 整 
数 n， 可 以 有 "元 的 函数 词 。 如 9g 是 二 元 的 函数 词 ， 则 
9(x，y) 可 以 表示 “x 与 1 中 年 龄 较 长 者 的 母亲 "或 "整数 
与 Vy 的 最 小 公 倍数 "等 等 。 上 面 用 了 “a” 表示 个 体 ， 称 
“a” 为 “个体 词 "(或 “个 体 符号 "“ 个 体 符 ")， 可 以 用 更 多 
的 个 体 词 ,可 以 用 具有 直观 意义 符号 。 比 如 可 以 用 “0" 表 
示 0, 用 "1" 表示 1 之 类 。“0" 和 “1" 都 是 个 体 词 。 谓 词 , 函 
数 词 .个 体 词 统称 为 非 逻辑 符号 。 此 外 ,还 用 了 “x"、“y"、 
“z" 这 些 符号 ( 称 它们 为 变 元 符号 ,简称 变 元 符 ) 以 及 一 些 
辅助 符号 ， 如 括号 和 到 点 。 非 逻辑 符号 之 外 的 符号 全 都 
是 逻辑 符号 。 

有 了 这 些 符号 ,可 以 用 含有 这 些 符号 的 公式 ( 记 成 p， 
91,9:，…， ns …) 来 表达 命题 的 较为 复杂 的 逻辑 形式 和 
命题 间 的 逻辑 关系 。 辟 如 令 

9 为 VxVy[g(Xx,y)*x]， 
9 为 VxYVyLQ(X,Y)>R(X,Y, g(x,Y))], 
wa 为 VxXYVYY2[R(X,Y,2) >X=2], 
则 以 下 的 推理 关系 是 必然 成 立 的 : 
pupom -3x3y 一 Q(X,Y), (5) 
如 上 面 (4),(5) 那 样 前 提 与 结论 之 间 的 推理 关系 ,在 
一 阶 逻 辑 中 可 以 一 般 地 写作 
SF-o9。 (6) 
以 大 写 的 希腊 字母 2( 或 别 的 大 写 希腊 字母 ) 表 示 推理 的 
(形式 ) 前 提 。 前 提 是 若干 个 公式 , 若 
多 就 是 9i592… ns 


则 (6) 就 表示 
Pusan Py 
即 表示 从 94,94,…,Pn 可 以 形式 地 推出 9。 一 阶 逻辑 也 就 
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可 以 说 就 是 研究 如 (5) 那样 的 S$ 与 9 之 间 的 三 关系 的。 
如 果 把 9 固定 下 来 ， 看 看 哪些 对 于 (6) 是 成 立 的 ,这 里 
的 中 包含 的 非 远 辑 符号 限于 在 乡 中 出 现 的 。 这样， 多 
称 为 一 个 (形式 的 ) 公 理 系统 ， 其 中 的 非 软 辑 符号 表示 公 
理 系 统 的 原始 概念 ，? 是 公理 系统 多 的 一 个 (形式 的 ) 定 
理 。 这 里 需要 特别 说 明 的 是 ，(6) 中 对 于 与 9 之 间 是 
否 存在 着 上 这 一 关系 是 完全 由 乡 与 p 的 语法 (syntax) 
所 决定 的 ,这 就 是 说 ,仅仅 地 由 于 9 与 具有 怎样 的 符号 
排列 的 形式 结构 所 确定 , 而 与 8, 9 的 解释 无 关 。 儿 中 的 
公式 和 vp 称 为 “语句 "， 对 于 给 定 的 与 9, 要 确定 (6) 这 
关系 成 立 ,需要 给 出 (6) 成 立 的 规则 。 比 如 可 以 有 以 下 的 
规则 ， 
如 果 9 在 多 中 则 2 上 -9， (7) 
和 p>, pF y, (8) 
等 等 。 象 (56) 那样 的 关系 的 形式 系统 (符号 、 公 式 和 规则 
系统 ) 称 为 逻辑 演算 。 数 理 远 辑 是 通过 逻辑 演算 来 研究 
命题 间 的 前 提 与 结论 之 间 的 逻辑 关系 的 。 研 究 的 直接 对 
象 是 逻辑 演算 。 因 之 ,谓词 逻辑 往往 就 称 为 亩 词 演算 。 通 
过 逻辑 演算 来 研究 逻辑 就 是 前 面 所 说 的 形式 的 公理 方法 
或 逻辑 斯 带 方法 。 
通过 逻辑 演算 来 做 研究 是 否 真 的 研究 了 演绎 逻辑 ? 
演绎 逻辑 的 规律 是 否 可 以 这 样 完 全 妥当 地 被 刻画 ? K. 哥 
德尔 于 1930 年 证 明了 ,一 阶 逻 辑 演算 是 完全 地 刻画 了 演 
绎 逻辑 。 这 就 是 著名 的 完备 性 定理 。 
设 有 一 个 讨论 问题 的 范围 ， 称 为 论 域 。 警 如 讨论 的 
是 关于 人 的 问题 ， 即 以 人 类 为 论 域 ， 讨 论 自然 数 时 即 以 
自然 数 集 为 论 域 等 等 。 给 定 一 个 语句 集 6， 就 决定 了 一 
个 (一 阶 ) 语 言 名 ,这 语言 是 仅仅 由 中 的 非 逻辑 符号 ( 谓 
词 、 函 数 词 和 个 体 词 ) 和 逻辑 符号 构成 语句 ，” 也 是 这 样 
一 个 语句 。 定 义 多 与 它 的 语言 色 中 的 语句 9 之 间 的 另外 
一 个 关系 , 记 作 
SE m。 (9) 
乡 的 语言 2 的 非 逻辑 符号 可 以 在 任 一 不 空 论 域 中 作 各 
种 许可 的 解释 , 使 每 一 个 色 中 的 语句 都 被 解释 为 真 或 假 
的 命题 。(9) 是 说 ， 对 8 中 的 所 有 语句 在 任意 不 空 论 域 
中 作 任 意 许可 的 解释 时 都 为 真 ， 则 9 也 随 之 必然 解释 为 
真 。(9) 中 的 与 (6) 中 的 六 不同 。 可 以 读 (6) 为 “由 形 
式 前 提 峭 形式 地 推导 出 形式 结论 9"， 钱 关系 是 与 解释 
和 真 假 无 关 的 ;(9) 可 以 读 如 “前 提 乡 有 后 承 p”, 片 关系 
是 与 解释 和 真 假 有 关 的 。 哥 德尔 完备 性 定理 肯定 ， 
@F9 仅 当 -9。 
哥 德 尔 完备 性 定理 的 现代 形式 是 FF? 当 且 仅 当 和 上 p， 
这 是 由 上 . 亨 金 于 1949 年 整理 重新 证 明 的 。 哥 德尔 定理 
说 明了 用 有 逻辑 斯 蒂 方 法 来 处 理 形式 逐 辑 是 妥当 的 ， 具 有 
完备 性 。 即 片 确定 严格 地 表达 了 瞩 。 这 定理 是 形式 逻辑 
发 展 史 中 的 里 程 碑 ;为 模型 论 的 建立 准备 了 条 件 ,定理 本 
身 就 是 模型 论 的 一 项 重大 成 果 。 
形式 逻辑 的 规律 是 一 切 理性 思维 所 必须 共同 遵守 的 
客观 的 思维 逻辑 的 规律 ,不 是 语言 的 规律 , 既 不 是 自然 语 
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言 的 规律 ， 也 不 是 形式 语言 的 规律 。 不 同 的 数理 逻辑 学 
者 往往 采用 不 同 的 符号 系统 ,不 同 的 形式 语言 ,不 同 国籍 
的 学 者 还 使 用 不 同 的 自然 语言 ， 但 所 表达 的 逻辑 规律 却 
是 共同 的 。 用 语言 来 表达 思维 的 规律 时 ， 逻 辑 学 者 总 是 
避免 不 要 由 于 语言 含混 而 表达 不 确切 ， 失 去 科学 性 。 数 
理 逻辑 采用 形式 语言 ,无 非 是 为 了 确切 性 ,不 是 要 表达 与 
传统 逻辑 不 同 的 逻辑 规律 。 传 统 逻 辑 的 不 足 是 需要 给 以 
补充 的 ,一 阶 逻辑 对 传统 逻辑 作 了 补充 。 

在 逻辑 演算 中 ,一 种 语句 称 为 便 真 语句 (或 普遍 有 效 
语句 ) 的 ,引起 逻辑 学 者 特殊 重视 。 这 样 的 语句 mw 就 是 对 
任何 语句 集 @, G- ”是 恒 成 立 的 。 这 一 点 等 价 于 说 , 当 
多 空 时 , 多 上 9 成 立 ,此 时 记 作 上 w, 借 以 表示 , 9 的 成 立 
不 需要 前 提 。 远 辑 学 者 往往 称 恒 真 语句 为 (形式 ) 逻 辑 规 
律 。 恒 真 语句 的 重要 性 在 于 ,(6) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 
在 中 必然 存在 着 有 穷 个 语句 p,,p,,… ,pn 使 得 

Pspa spn P» (10) 
Fo (pn 9)) (11) 
成 立 。(10) 和 (11) 包 括 
Lh 
这 一 情况 , 即 = 0。 不 论 (11) 中 的 是 不 是 0, 上 右 方 的 
语句 总 是 恒 真 的 。 恒 真 语句 的 例子 如 wp->9, YzxQ(z,a) 一 
Q(a, a) 之 类 。(6) 与 (11) 的 上 述 关系 既 说 明了 上 -和 ~ 之 
间 的 关系 又 说 明了 它们 的 区 别 。 

数学 底 逻 辑 主要 指 较为 广义 的 数理 逻辑 ,也 就 是 
数学 基础 研究 形成 的 模型 论 ,公理 集合 论 ,证 明 论 和 递归 
论 四 个 数理 逻辑 分 支 。 

模型 论 ”研究 形式 语言 和 对 它 的 解释 之 间 的 关系 的 
理论 。 对 于 一 个 如 上 述 的 逻辑 演算 中 的 语句 集 @ 决 定 了 
一 个 语言 多 ,给 出 一 个 解释 驮 ,就 是 2 的 模型 。 这 就 是 
说 ,模型 论 就 是 研究 驶 与 乡间 关系 的 理论 。 当 建立 作 
时 ,用 了 一 个 语言 2, 可 以 有 许多 不 同 的 解释 , 有 许多 不 
同 的 模型 。 但 是 为 了 研究 一 定 的 数学 结构 而 建立 一 个 语 
言 乡 和 语句 集 作 时 是 有 预定 的 解释 驮 的 ， 即 目的 是 为 
了 研究 数学 结构 钢 。 可 以 从 两 方面 考虑 问题 ,一 方面 ,从 
已 有 的 数学 结构 出 发 ,研究 这 种 结构 ,研究 中 会 需要 把 数 
学 结构 当 作 语言 的 预定 模型 进入 模型 论 的 研究 。 这 种 研 
究 是 出 于 对 数学 结构 的 代数 性 质 的 理解 。 另 一 方面 ,从 形 
式 语言 多 出 发 (不 论 多 及 其 特定 的 语句 集 @ 是 怎样 得 到 
的 ) 研 究 乡 与 它 的 模型 之 间 的 关系 当然 ,研究 中 可 以 使 
用 各 种 数学 工具 。 这 种 研究 是 出 于 数学 基础 研究 的 需要 
和 目的 .前 一 方面 的 考虑 是 泛 代数 性 质 的 ,后 一 方面 的 考 
虑 是 模型 论 性 质 的 。 模 型 论 与 泛 代数 的 范围 (外 延 ) 是 很 
难 划分 清楚 的 ， 而 倾向 和 目的 则 可 以 是 不 同 的 。 1898 年 
出 版 了 第 一 本 由 A. N. 怀特 海 所 著 的 泛 代数 专著 ,A. 塔 
尔 斯 基 1931 年 发 表 & 形 式 语言 中 真 底 概念 一 文 ,模型 论 
的 发 展 才 有 了 基础 , 哥 德 尔 1930 年 发 表 的 完备 性 定理 是 
模型 论 性 质 的 结果 。 在 此 之 前 还 有 其 他 相当 重要 的 模型 
论 性 质 的 结果 。 但 是 作为 数学 逻辑 的 一 个 方向 的 模型 论 ， 
仍 推 由 塔 尔 斯 基 的 工作 肇始 ,而 由 人 .和 鲁 宾 孙 等 学 者 的 贡 


献 得 于 20 世纪 50 年 代 形成 。 

公理 集合 论 ”如 果 在 研究 模型 论 时 关心 的 预定 模型 

是 集合 论 ， 那 就 进入 了 公理 集合 论 的 范围 。 不 能 把 公理 

合 论 看 作 模 型 论 的 一 个 分 支 。 各 门 数 学 中 的 概念 、 
定义 、 定 理 和 证 明 都 可 以 用 集合 论语 言 来 表达 。 这 就 是 
说 ， 各 门 数 学 都 可 以 (在 一 定 意义 下 ) 还 原 到 集合 论 。 所 
以 , 莫 定 数学 基础 就 成 为 黄 定 集合 论 基础 ,归结 成 为 公理 

合 论 的 研究 公理 集合 论 对 于 数学 基础 有 其 特殊 意义 。 
哥 德 尔 1940 年 发 表 他 的 讲演 录 《 选 择 公理 和 广义 连续 统 
假设 对 集 论 公理 的 一 致 性 » 中 证 明了 ,如 果 集 论 公理 是 无 
矛盾 的 ( 即 协调 的 或 一 致 的 , 相 容 的 ), 那 么 加 上 选择 公理 
和 康 托 的 广义 连续 统 假设 ( 即 对 任何 序数 ,2a = 基 sy) 
也 是 无 矛盾 的 。P. J. 科恩 于 1963~1966 年 发 表 集 论 公 
理 独立 性 的 一 些 论文 (参见 他 1966 年 出 版 的 《集合 论 与 
连续 统 假设 》 一 书 )， 证 明了 (广义 ) 连 续 统 假设 和 选择 公 
理 的 独立 性 , 即 ,如果 集 论 公理 无 矛盾 ， 那 么 加 上 连续 统 
假设 (选择 公理 ) ,或 加 上 其 否定 都 不 矛盾 。 这 些 成 果 已 为 
数学 界 所 公认 。 但 是 数学 基础 学 者 各 根据 自己 的 数学 观 
可 以 对 此 见仁见智 ,各 有 不 同 ,有 所 争议 。 数 学 基础 问题 
有 待 于 公理 集合 论 的 进一步 研究 。 

证 明 论 ”如 果 一 个 形式 系统 乡 对 于 多 中 的 任何 语 

句 w, 不 能 同时 

GH ep， (12) 

SH-—p (13) 
都 成 立 ， 就 说 2 是 无 蔬 盾 的 。 证 明 论 原来 就 是 研究 数学 
无 矛盾 性 问题 的 。 它 是 按 希 尔 伯 特 计划 的 思想 进行 的 数 
学 基础 研究 ， 形 成 了 数理 逻辑 的 一 个 分 支 。 现 在 则 应 当 
说 ,证 明 论 是 以 数学 证 明 为 研究 对 象 的 数学 ,由 于 哥 德 尔 
1931 年 发 表 了 不 完备 性 定理 , 证 明 论 的 研究 和 原来 不 同 
了 。 哥 德尔 定理 说 ,一 个 数学 理论 ,只 要 包含 着 自然 数 的 
理论 (如 集合 论 )， 那 么 这 理论 的 形式 的 公理 系统 多 一 定 
是 不 完备 的 ， 即 一 定 找 得 出 一 个 ,使 (12)、(13) 都 不 成 
立 。 哥 德尔 的 (第 二 ) 不 完备 性 定理 还 说 ， 如 果 儿 是 一 致 
的 ,那么 , 这 一 致 性 不 可 能 在 多 中 证 出 , 必须 在 一 个 比 多 
更 强 的 系统 里 才能 证 明 。 这 就 使 证 明 论 的 内 容 发 生 了 变 
化 ,整个 数理 逻辑 都 受到 相当 大 的 影响 . 哥 德 尔 能 够 证 明 
他 的 定理 , 是 由 于 他 在 J. 埃 尔 布朗 工作 的 基础 上 看 清楚 
了 证 明 与 计算 的 关系 ,运用 了 递归 论 的 技巧 。 

着 归 论 “也 称 算法 论 , 是 研究 算法 、 可 计算 性 、 不 可 
计算 性 的 数学 。 算 法 与 数学 有 着 同样 长 的 历史 。 递 归 论 
研究 的 是 算法 的 一 般 规 律 ， 研 究 数学 的 问题 类 是 否 存在 
着 算法 解 。 一 类 问题 存在 着 算法 解 就 是 这 类 问题 都 是 可 
解决 的 ;一 类 问题 不 存在 着 算法 解 ,就 是 这 类 问题 不 都 是 
可 解决 的 。 研 究 问题 类 的 可 解决 性 和 不 可 解决 性 就 是 数 
理 逻辑 中 的 判定 问题 ,这 是 关系 到 全 部 数理 逻辑 的 问题 。 
递归 论 的 研究 开始 于 对 自然 数 的 递归 (可 计算 ) 函数 的 研 
究 ,自然 就 推广 到 公式 .序数 (全 部 序数 或 某 一 序数 <>w) 
和 集合 等 各 种 数学 结构 的 递归 函数 的 研究 .集合 论 中 “可 
构成 集 " 和 “ 力 迫 法 ”概念 是 广义 的 递归 论 的 概念 。 递 归 
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论 与 构造 性 数学 不 可 分 ,是 构造 性 数学 的 理论 基础 。 

如 上 所 述 四 论 的 内 容 都 可 以 看 作 是 一 阶 逻辑 的 延 
伸 , 因 为 它们 都 可 以 在 一 阶 逻辑 的 范围 里 讨论 ,一 阶 逻辑 
是 最 基本 的 逻辑 ， 在 一 阶 逻 辑 的 基础 上 讨论 的 四 论 也 是 
四 论 中 最 基本 的 部 分 。 高 于 一 阶 的 高 阶 逻辑 也 有 它 的 重 
要 性 。 

一 阶 肥 辑 演算 中 的 谓词 .函数 词 称 为 一 阶 谓词 一 阶 
函数 词 ， 变 元 符号 都 是 个 体 变 元 符号 。 如 果 有 一 阶 谓词 
的 变 元 符号 ,而 且 许可 用 量词 ( 即 Y ,3 ) 来 约束 , 这 样 就 
由 一 阶 逻辑 演算 扩充 为 二 阶 逻 辑 演 算 了 。 比 如 XX 是 一 个 
一 元 的 谓词 变 元 符号 ， 在 二 阶 逻辑 演算 里 有 这 样 的 语句 

VX[X(a)>X(b)], (14) 
这 是 一 个 二 阶 罗 辑 演算 中 的 语句 ， 可 以 用 (14) 来 定义 
“a=b", 即 
VxYyyx=y YX(X(X)->X(Y))] 

是 二 阶 逻 辑 演 算 中 的 恒 真 语句 。 在 二 阶 逻 辑 中 还 许可 有 
二 阶 的 谓词 。 比 如 D 是 一 个 二 元 的 二 阶 谓词 ， 写 出 一 个 
包含 D 的 公式 如 

VYYVZ[ID(Y ,2Z)r YXYY YX Y) >Z(X,Y))], (15) 
这 是 一 个 二 阶 逻 辑 的 语句 。(15) 中 的 Y,Z 都 是 (二 元 的 ) 
一 阶 的 谓词 变 元 符号 ， 表 示 DD 是 两 个 二 元 谓词 之 间 的 一 
种 包含 关系 。 如 Y 表示 <,Z 表示 <<， 则 DD 表示 < 包含 于 
所 之 中 。 在 二 阶 逻辑 中 可 以 有 象 D 这 样 的 谓词 ， 但 不 许 
可 有 对 应 于 DD 的 二 阶 的 谓词 变 元 符号 ， 如 果 许 可 用 二 阶 
的 谓词 变 元 符号 ,并 许可 用 量词 来 约束 ,就 进入 三 阶 逻 辑 
范围 了 。 对 于 任何 正 整 数 n， 可 以 有 ? 阶 逻辑 。 一 般 讲 
的 高 阶 运 辑 ,就 是 讲 包 括 所 有 阶 逻 辑 的 高 阶 逻 辑 。 

由 于 集合 论 公理 的 使 用 和 哥 德 尔 完备 性 定理 的 证 
明 ， 高 阶 称 辑 的 数学 基础 意义 也 随 之 而 变 。 哥 德尔 在 
1936 年 发 表 了 一 篇 短文 《论证 明 长 度 》 中 说 ; 由 n 阶 逻 
辑 过 渡 到 n+1 阶 逻 辑 ,不 但 可 以 证 明 原来 在 % 阶 逻辑 中 
不 能 证 出 的 定理 ， 而 且 存 在 着 无 穷 多 的 在 n 阶 逻 辑 中 本 
来 可 证 的 定理 证 明 的 长 度 极 大 地 缩短 。 这 就 说 明了 ,高 
阶 逻辑 对 于 证 明 论 、 递 归 论 (特别 是 计算 复杂 性 )、 公 理 

合 论 和 一 阶 逻辑 中 的 证 明 的 研究 都 是 很 有 意义 的 。 哥 
德尔 在 1936 年 指出 的 方向 的 研究 ,开展 得 很 不 够 。 

最 广义 的 数理 还 辑 最 广义 的 数理 逻辑 应 当 包括 哪 
些 内 容 是 难于 作 系统 概括 的 。 下 面 是 20 世纪 内 出 现 的 、 
难于 归 入 前 述 的 一 些 研究 方向 。 

多 值 远 辑 可 以 看 作 超 出 古典 逻辑 局 限 的 一 个 研究 方 
向 。 在 古典 逻辑 中 ,命题 只 可 能 有 真 或 假 两 值 ", 经 典 逻 
辑 是 二 值 逻 辑 。 现 代 多 值 逻 辑 研究 多 于 二 值 的 逻辑 演算 ， 
即 三 值 以 至 更 多 值 的 逻辑 演算 。 作 为 一 种 数学 研究 ， 有 
运 辑 的 意义 , 也 有 非 逻辑 的 意义 。 对 于 n( 之 2) 元 集 上 的 
可 能 的 函数 集 的 研究 就 是 nt 值 逻辑 的 问题 ,有 各 种 应 用 。 

模 态 逻辑 是 另 一 方向 。 在 模 态 逻 辑 中 除了 一 阶 逻辑 
中 已 讲 到 的 合 题 连接 词 ， 还 有 “可 能 "，“ 必 然 " “严格 曹 
涵 " 几 个 连接 词 。 以 ”9 "表示 可 能 ，“ 一 0 "可 以 读 作 "不 
可 能 "。 这 三 个 连接 词 可 以 如 下 表示 : 
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0O9 读 作 可 能 mp， 
一 9 一 读 作 ”必然 ?( 不 可 能 一 9)， 


9<y 即 
话 W( 不 可 
oo 读 作 loa 可 能 
9 YY)。 


模 态 逻辑 中 引进 严格 蕴涵 词 ~， 是 由 于 一 些 逐 辑 学 者 对 
于 古典 逻辑 中 的 蕴涵 词 >( 对 应 于 严格 蕴涵 词 ， 称 > 为 
“ 真 值 蕴涵 词 ") 的 一 些 规律 的 存疑 。 但 是 模 态 逻辑 研究 
的 成 果 是 有 意义 的 ， 而 且 在 许多 方面 是 有 应 用 的 。 模 态 
到 辑 是 数理 逻辑 中 一 个 很 重要 的 分 支 。 一 般 逻 辑 学 家 
往往 把 模 态 水 辑 归 入 内 涵 逻 辑 ， 以 区 别 于 经 典 逐 辑 为 外 
延 逻辑 。 内 涵 逻 辑 是 关于 意义 的 逻辑 ， 而 外 延 逻 辑 只 涉 
及 命题 的 真 假 值 和 概念 所 指 的 范围 ( 即 外 延 )。 寞 态 还 辑 
在 进入 20 世纪 60 年 代 已 发 展 得 很 成 熟 ， 发 展 出 模 态 模 
型 论 .但 是 ,对 于 一 般 的 “内 涵 逻 辑 "很 难 作 数 理 逻 辑 学 者 
公认 的 刻画 。A. 丘 奇 在 1941 年 时 曾 讨 论 到 对 函数 概念 
的 “外 延 "和 “内 涵 " 的 两 种 不 同 的 理解 ,他 说 fg 两 个 函 
数 , 若 它们 的 定义 域 相同 , 当 它 们 的 主 变 元 取 值 相同 时 函 
数值 也 都 相同 ， 则 认为 了 与 9 是 同一 个 函数 ,这 是 对 “ 函 
数 "外 延 地 理解 ! 如 果 取 值 的 规则 不 同 (尽管 外 延 地 理解 
fg 是 相同 的 ) 就 把 了 与 9 看 作 是 两 个 不 同 的 函数 , 那么 
这 就 是 对 函数 的 内 涵 地 理解 了 。 内 涵 远 辑 是 重要 的 ,但 如 
何 确切 地 定义 "内涵 逻 辑 "还 存在 着 问题 。 

以 上 讲 到 过 的 逻辑 都 是 演绎 逻辑 。 逻 辑 学 家 往往 把 
归纳 逻辑 与 演绎 逻辑 并 列 。 演 绎 逻辑 是 研究 演绎 推理 的 
有 多 辑 ,归纳 逻辑 是 研究 归纳 推理 的 逻辑 。 现 代数 理 逻 辑 中 
的 归纳 逻辑 也 是 通过 对 形式 的 逻辑 演算 中 语句 间 的 形式 
关系 来 研究 的 。 在 现代 归纳 逻辑 中 , “确定 度 "或 “确定 程 
度 ”的 概念 很 基本 。 确 定 度 可 以 比 作 演绎 逻辑 中 的 蕴涵 
词 (经 典 有 逻辑 中 的 真 值 副 涵 词 ,或 模 态 逻 辑 中 的 严格 副 
涵 词 <)。 在 演绎 逻辑 中 有 了 .9 两 个 语句 , 可 以 用 蕴涵 
词 造 出 新 的 语句 >9 或 y 环 9。 在 归纳 逻辑 中 则 可 以 造 出 

| (16) 
它 可 以 读 为 “对 于 而 言 p 的 确定 度 为 ”或 入 冀 涵 p 的 
确定 度 为 "或 "如 果 * 则 9 的 确定 度 为 "等 。(16) 中 的 
7 是 0 与 1 之 间 (0 与 1 也 在 内 ) 的 一 个 实数 。 这 是 对 于 
“确定 "的 一 种 度量 概念 。 可 以 把 (16) 看 作 表 示 这 样 一 个 
二 元 的 函数 (可 称 之 为 “确定 度 的 函数 ") 关 系 ， 

clp,y)=r, 
如 何 定义 这 个 函数 ,有 各 种 途径 。 逻 辑 学 家 ,科学 哲学 家 
R. 卡 纳 普 于 1950 年 出 版 的 《概率 的 逻辑 基础 一 书 中 提 
出 了 建立 归纳 逻辑 的 途径 。 他 用 数理 逻辑 的 方法 分 析 了 
逻辑 过 程 ， 认 为 “归纳 "和 "概率 "是 相同 的 。 他 的 论题 导 
向 对 “归纳 " 的 语义 分 析 和 建立 严格 的 归纳 的 数理 逻辑 。 
为 了 研究 归纳 逻辑 ， 类 似 于 研究 演绎 逻辑 ， 可 以 建立 各 
种 归纳 逻辑 演算 。 归 纳 逻 辑 , 是 在 20 世纪 里 由 于 数理 逐 
辑 和 数学 基础 理论 的 建立 和 发 展 才 开始 形成 一 门 科学 的 
逻辑 。 

可 以 归 入 不 是 由 于 数学 基础 研究 目的 的 逐 辑 ， 或 者 
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被 认为 是 逻辑 的 很 多 ,如 时 态 逻辑 道义 逻辑 、 认识 逻辑 
等 等 。 由 于 别 的 学 科 中 涉及 “逻辑 "问题 而 形成 的 逻辑” 
也 很 多 ,如 量子 逻辑 计算 机 逻辑 ,程序 逻辑 等 等 ,不 能 一 
一 列举 。 如 果 承 认 它们 都 是 逻辑 , 那 也 就 都 是 数理 逻辑 ， 
因为 都 是 用 数学 工具 和 方法 来 研究 的 。 在 进入 70 年 代 
之 后 ， 由 于 科学 、 技 术 的 发 展 ， 在 各 研究 领域 中 都 涉及 
思维 的 逻辑 规律 问题 ， 从 各 方面 要 求 密集 各 种 知识 、 澄 
清 各 种 逻辑 问题 数理 逻辑 及 其 应 用 正在 很 迅速 地 发 展 。 
在 这 种 情况 下 ， 最 广义 的 数理 逻辑 的 体系 结构 实在 难于 
作出 明确 的 刻画 。 但 是 ， 从 总 的 发 展 趋势 看 ， 对 于 最 广 
义 的 数理 逻辑 来 说 ,数学 逻辑 的 内 容 是 基础 ,是 数理 逻辑 
发 展 的 重点 。 

现代 数理 逻辑 的 基本 特点 。 关 于 现代 数理 逻辑 的 基 
本 特点 ,可 从 数理 逻辑 与 逻辑 数学 和 计算 机 科学 三 个 学 
科 领 域 的 关系 来 简单 地 说 明 。 

数理 还 辑 与 远 辑 的 关系 简 而 言 之 ， 数 理 逻 辑 就 是 
精确 化 、 数 学 化 的 形式 逻辑 。 但 有 人 会 怀疑 数理 逻辑 里 
是 否 会 包括 一 些 不 属于 形式 逻辑 的 内 容 ， 或 者 形式 逻辑 
的 内 容 是 否 全 都 能 包括 在 数理 逻辑 里 ,譬如 ,关于 亚 里 士 
多 德 的 三 肥 论 式 理论 ， 会 有 人 认为 不 能 如 现代 数理 逻辑 
学 者 那样 理解 〈 象 希 尔 伯 特 与 阿 克 曼 在 《理论 逻辑 基础 》 
一 书 中 就 讲 了 亚 里 土 多 德 的 三 段 论 )。 对 亚 里 士 多 德 三 
段 论 应 当 怎样 理解 ， 本 来 在 逻辑 学 者 中 就 有 分 歧 。 波 兰 
著名 数理 逻辑 学 家 J. 武 卡 谢 维 奇 深入 研究 了 亚 里 士 多 
德 希腊 文 的 逻辑 原著 、 对 其 原著 的 注释 和 传统 逻辑 学 者 
的 著作 ,于 1951 年 出 版 了 一 本 《 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 》 专 
著 ， 系 统 地 陈述 和 讨论 了 亚 里 士 多 德 逻辑 和 传统 逻辑 问 
题 。 亚 里 士 多 德 的 逻辑 是 经 受 了 许多 误解 的 ， 误 解 主要 
产生 于 逻辑 学 者 把 亚 里 士 多 德 逻辑 等 同 于 在 亚 里 士 多 德 
之 后 传统 逻辑 著作 中 所 讲 的 三 段 论 式 。 武 卡 谢 维 奇 的 着 
作用 数理 逻辑 的 方法 ， 澄 清 了 这 些 问题 。 至 于 超出 经 典 
逻辑 范围 的 较 广义 的 数理 逻辑 ， 自 不 能 局 限于 亚 里 士 多 
德 逻辑 和 传统 未 辑 的 范围 ， 但 是 并 没有 超出 形式 逻辑 范 
围 的 内 容 。 因 为 , 按 对 “形式 逻辑 "的 “形式 "的 严格 含义 ， 
数理 远 辑 的 内 容 只 能 都 是 形式 逻辑 。 形 式 逻 辑 发 展 为 数 
理 逻 辑 , 使 得 形式 逻辑 有 了 远大 的 发 展 前 景 。 

数理 逻辑 与 数学 的 关系 ”从 科学 性 质 看 ， 全 部 数理 
逻辑 都 是 逻辑 底数 学 ,都 是 数学 。 从 数学 方面 看 ,每 一 门 
数学 是 一 个 数学 结构 。 对 数学 结构 作 系统 的 考虑 时 会 与 
数理 逻辑 发 生 关 系 ， 警 如 会 涉及 构造 性 与 非 构 造 性 的 关 
系 问题 ( 见 数学 基础 )。 就 拿 一 门 数学 中 的 一 个 尚未 解决 
的 数学 问题 来 说 ,会 有 难于 下 手 的 情况 .这 时 可 以 研究 这 
问题 是 否 是 可 解决 的 ,这 就 成 为 另 一 性 质 的 数学 问题 了 ， 
有 可 能 会 有 了 下 手 之 处 。 有 了 这 种 下 手 之 处 ， 结 果 不 外 
两 种 。 一 种 是 证 明了 问题 是 可 解决 的 ， 即 证 , 明 9 与 一 9 
之 一 是 可 证 的 ,虽然 还 不 知道 究竟 9 还 是 一 9 可 证 。 这 时 
据 数 理 逐 辑 已 有 结果 , 可 以 给 出 pq 和 一 ? 二 者 之 一 的 证 
了 明 的 机 械 方法 。 另 一 种 可 能 是 ， 证 明了 在 某 一 公理 系统 
4 中 , 9 与 一 9 都 不 可 证 。 那 就 导致 超出 这 一 问题 本 身 更 


为 深刻 的 数学 问题 的 研究 。 区 如 希 尔 伯 特 第 10 问 题 就 是 
一 例 。 数 理 逻 辑 提供 了 数学 研究 有 意义 的 工具 和 方法 。 

数理 逻辑 与 计算 机 的 关系 ”在 莱 布 尼 芯 的 思想 中 ， 
数理 逻辑 、 数 学 与 计算 机 三 者 出 于 一 个 统一 的 目的 , 即 思 
维 过 程 的 演算 化 ,计算 化 ,以 至 在 计算 机 上 实现 。 他 在 计 
算 机 发 展 史 上 有 尝 高 的 地 位 。 他 研究 了 B. 由 斯 卡 的 数 
学 与 计算 机 思想 ,创制 了 第 一 台 具 有 四 则 运算 的 计算 机 ， 
建立 了 计算 机 发 展 中 的 第 二 个 里 程 碑 。 他 研制 计算 机 是 
为 了 实现 他 的 理想 ,尽管 还 远 未 实现 。 在 20 世纪 里 经 过 
数理 逻辑 学 家 J 汉 诺 伊 昌 与 A. M. 图 灵 的 工作 ， 造 出 
了 第 一 台 程序 内 存 的 计算 机 。 由 于 哥 德 尔 等 数理 逻辑 学 
者 的 伟大 贡献 ,在 进入 70 年 代 之 后 ,计算 机 科学 技术 、 逻 
辑 , 数 学 都 有 了 较 大 的 发 展 , 莱 布 尼 茨 的 理想 才 逐 步 得 到 
具体 的 实现 。 现 在 ,原则 上 早已 清楚 ,哪些 思维 过 程 可 以 
借 计算 机 来 实现 ,哪些 不 可 能 ， 换言之 , 莱 布 尼 蒋 理想 实 
现 的 可 能 性 已 经 得 到 相当 的 澄清 ， 可 以 由 计算 机 实现 哪 
些 思维 过 程 ; 如 何 组 织 好 计算 机 ( 自动 机 逻辑 问题 ) 如 何 
提高 计算 机 的 效率 (软件 问题 、 计算 复 杂 性 问题 、 计 算 系 
统 体系 结构 等 问题 ); 也 知道 了 如 何 进一步 开展 有 关 的 研 
究 。 这 些 问题 的 研究 直接 关系 到 计算 机 工业 和 软件 产业 
的 发 展 。 这 些 计算 机 问题 的 研究 中 包含 着 大 量 的 与 数理 
逻辑 有 关 的 研究 课题 ,许多 问题 本 身 就 属于 数理 逻辑 。 

人 类 社会 正 进入 信息 化 的 时 代 。 这 个 时 代 的 科学 技 
术 特 点 之 一 是 一 切 科学 、 技 术 领 域 都 需要 用 计算 机 对 信 
息 进行 加 工 处 理 , 促 使 科学 ,技术 的 数学 化 。 新 的 时 代 必 
将 是 数学 大 发 展 的 时 代 ， 而 数理 逻辑 在 其 中 将 起 着 很 关 
键 的 作用 。 
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shull tongjlxue 

数理 统计 学 (mathematical statistics) ”数学 
的 一 个 分 支 学 科 。 研 究 怎样 去 有 效 地 收集 、 整理 和 分 
析 带 有 随机 性 的 数据 ， 以 对 所 考察 的 问题 作出 推断 或 预 
测 ， 直 至 为 采取 一 定 的 决策 和 行动 提供 依据 和 建议 。 数 
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理 统计 学 可 用 于 种 种 专门 领域 (物理 ,化 学 ,工程 .生物 、 
经 济 、 社 会 等 )， 但 只 涉及 其 中 有 关 带 随机 性 的 数据 的 分 
析 问 题 ,而 不 是 以 任何 一 种 专门 的 知识 领域 为 研究 对 象 
但 是 ,在 用 数理 统计 方法 分 析 带 随机 性 的 数据 时 ,从 统计 
模型 的 选择 、 实 验方 案 的 制定 ,统计 方法 的 正确 使 用 以 至 
所 得 结论 的 恰当 解释 ,都 离 不 开 所 论 问题 的 专门 知识 。 

在 英语 中 ,统计 学 (statistics) 一 词 系 由 state (国家 》 
衍化 而 来 , 意 指 由 国家 收集 的 有 关 国 情 的 资料 ,在 中 国 的 
《二 十 四 史 》 和 其 他 典籍 中 ,可 看 到 不 少 关于 钱粮 户口 ,水 
灾 地 震 等 数字 记载 ,这 类 记载 可 以 看 成 是 统计 学 的 滥 盘 ， 
但 还 不 是 现代 意义 下 的 数理 统计 学 ， 因 为 它 只 是 有 关 事 
实 的 记录 和 整理 ,而 没有 在 一 定理 论 的 指导 下 ,作出 超越 
数据 范围 之 外 的 推断 。 例 如 ， 在 概 年 论 和 近代 数学 发 展 
起 来 以 前 ,没有 也 不 可 能 根据 已 有 的 人 口 数据 ,去 建立 一 
定 的 模型 以 预测 人 口 发 展 的 趋势 ， 或 者 根据 已 有 的 地 震 
数据 ， 去 建立 一 个 模型 以 预测 今后 若干 年 内 的 地 震 。 在 
概率 论 发 展 以 前 ,社会 调查 多 是 采取 普查 的 形式 ,不 需要 
处 理 因 抽样 的 随机 性 所 产生 的 问题 。 常 把 这 种 收集 、 记 
录 和 整理 数据 的 工作 称 为 描述 性 统计 。 

数理 统计 学 是 伴随 着 概率 论 的 发 展 而 发 展 起 来 的 ， 
当 人 们 认识 到 ， 必 须 把 数据 看 成 是 来 自 具 有 一 定 概率 分 
布 的 总 体 ， 所 研究 的 对 象 是 这 个 总 体 而 不 能 局 限于 数据 
本 身 之 日 ， 也 就 是 数理 统计 学 证 生 之 时 。 这 一 点 始 自 何 
时 ， 在 专家 中 没有 一 致 的 意见 。 从 现 有 资料 看 , 在 19 世 
纪 中 叶 以 前 已 出 现 了 若干 重要 的 工作 ， 特 别 是 C.F. 高 
斯 和 A.-M. 勒 让 他 关于 观测 数据 误差 分 析 和 最 小 二 来 
法 的 研究 。 到 19 世纪 末期 ， 经 过 包括 KK. 皮尔 森 在 内 的 
一 些 学 者 的 努力 ， 这 门 学 科 已 开始 形成 。 但 数理 统计 学 
发 展 成 一 门 成 熟 的 学 科 , 则 是 20 世纪 上 半 叶 的 事 , 它 在 
很 大 程度 上 要 归功 于 K. 皮尔 森 、R. A. 费 希 尔 等 学 者 的 
工作 .特别 是 费 希 尔 的 贡献 ,对 这 门 学 科 的 建立 起 了 决定 
性 的 作用 。1946 年 H. 克拉 默 发 表 的 《统计 学 数学 方法 》 
是 第 一 部 严 谦 且 比较 系统 的 数理 统计 著作 ， 可 以 把 它 作 
为 数理 统计 学 进入 成 熟 阶段 的 标志 。 

数理 统计 学 一 词 有 一 种 狭义 的 理解 ， 即 仅 指 有 关 统 
计 方 法 的 数学 理论 。 在 美英 等 国 多 是 这 样 理解 的 。 统 计 
方法 的 数学 理论 研究 中 用 到 很 多 近代 数学 的 知识 ， 主 要 
的 如 分 析 学 与 函数 论 ,和 矩阵 代数 、 组 合 数学 ， 也 用 到 泛 函 
分 析 、 拓 扑 学 和 抽象 代数 的 知识 。 但 与 数理 统计 学 关系 
最 密切 的 是 概率 论 。 在 很 大 程度 上 可 以 说 :概率 论 是 数理 
统计 的 基础 ,数理 统计 是 概率 论 的 一 种 应 用 。 但 是 ,它们 
是 两 个 并 列 的 数学 分 支 学 科 , 并 无 从 属 关系 。 

统计 工作 诸 环节 ”用 数理 统计 方法 去 解决 一 个 实际 
问题 时 ,一 般 有 如 下 几 个 步骤 : 建立 数学 模型 , 收集 整理 
数据 ,进行 统计 推断 预测 和 决策 。 这 些 环节 不 能 截然 分 
开 ,也 不 一 定 按 上 述 次 序 , 有 时 是 互相 交错 的 。 例 如 , 在 
建立 模型 时 往往 要 参考 所 掌握 的 数据 ,在 整理 数据 时 ,要 
考虑 到 拟 作 的 统计 推断 的 形式 ,等 等 。 

模型 的 选择 和 建立 ”在 数理 统计 学 中 ， 模 型 是 指 关 
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于 所 研究 问题 的 总 体 的 某 种 假定 ， 一 般 是 给 总 体 分 布 规 
定 一 定 的 类 型 。 有 的 假定 不 直接 涉及 总 体 分 布 形式 ， 如 
在 回归 分 析 中 ， 常 假定 回归 函数 为 线性 的 , 称 为 线性 回归 
模型 。 这 一 假定 与 总 体 分 布 所 属 类 型 无 关 。 建 立 模型 要 
依据 概率 论 的 知识 、 所 研究 的 同 题 的 专业 知识 、 以 往 的 经 
验 以 及 从 总 体 中 抽取 的 样本 (数据 )。 例 如 ， 依 概率 论 的 
中 心 极限 定理 ,在 分 析 测 量 误差 时 ,有 理由 选择 正 态 分 布 
作为 模型 ， 在 电子 元 件 的 老化 作用 可 以 忽略 不 计 的 时 
有 段 内 ， 有 理由 假定 其 寿命 服从 指数 分 布 ， 等 等 。 在 有 些 
实际 问题 中 ， 并 无 足够 的 理论 根据 去 选择 一 种 特定 的 模 
型 ,而 需要 利用 数据 。 例 如 ,把 数据 描 在 各 种 概 乎 纸 上 ,看 
它们 在 哪 一 种 概率 纸 上 与 直线 最 接近 ， 就 选 那 种 分 布 为 
模型 根据 理论 选 定 的 模型 ,也 要 用 数据 去 检验 它 是 否 符 
合 实际 ， 其 中 涉及 很 多 理论 问题 。 

数据 的 收集 、 有 三 种 方式 :全面 观测 ,抽样 观测 和 安 
排 特 定 的 实验 。 

全 面 观测 又 称 普查 ， 即 对 所 研究 的 总 体 的 每 个 个 体 
都 加 以 观测 ， 测 定 所 需要 的 指标 值 ， 如 和 人口 普查 。 如 果 
不 计 普 查 过 程 中 可 能 发 生 的 重复 遗漏. 误 记 等 人 为 性 错 
误 , 则 普查 结果 没有 随机 性 可 言 。 而 且 , 普 查 既 然 对 总 体 
的 所 有 个 体 都 作 了 观测 ， 就 不 存在 由 所 得 数据 去 对 总 体 
作出 统计 性 的 推断 的 问题 。 因 此 ， 全 面 观测 不 属于 数理 
统计 学 的 研究 范围 。 但 是 ， 全 面 观测 所 得 的 数据 的 加 工 
整理 也 用 到 数理 统计 学 的 方法 和 概念 。 

抽样 观测 又 称 抽查 ， 是 指 从 一 些 有 形 的 个 体 组 成 的 
总 体 中 抽取 一 部 分 ,测定 其 有 关 的 指标 值 。 例 如 ,在 全 国 
人 口中 抽取 十 分 之 一 作 调查 。 为 使 抽出 的 这 一 部 分 个 体 
在 总 体 中 有 尽 可 能 大 的 代表 性 ， 对 抽样 方法 要 作 适 当 安 
排 。 这 方面 的 研究 内 容 构成 数理 统计 的 一 个 分 支 学 科 ， 
叫 抽样 调查 。 一 个 最 简单 且 最 常见 的 要 求 是， 总 体 中 的 
每 一 个 体 要 有 同等 的 机 会 被 抽出 。 在 抽样 观测 中 ， 随 机 
性 一 般 表现 在 ,样本 中 包含 哪些 个 体 , 是 出 自 机 会 , 而 不 
是 在 抽样 前 预定 的 。 有 一 种 所 谓 "判断 性 抽样 "或 称 " 典 
型 抽样 ", 是 根据 抽样 者 的 判断 抽取 他 认为 合适 的 若干 个 
体 作 调查 。 在 这 种 情况 下 ,随机 性 的 影响 无 法 考虑 , 因而 
不 属于 数理 统计 学 的 研究 范围 。 

安排 特定 实验 以 收集 数据 ， 可 以 理解 为 通过 实验 去 
“ 造 出 "总 体 中 的 个 体 (的 指标 )。 例 如 ， 在 同样 的 条 件 下 
重复 测定 一 个 物理 常数 ， 会 得 出 不 尽 相同 的 数值 。 所 有 
可 能 的 测定 值 构成 一 个 总 体 , 它 并 非 有 形 地 存在 着 ,而 是 
每 做 一 个 实验 ,就 “ 造 出 "其 中 一 个 个 体 。 在 一 定 的 生产 条 
件 下 ， 所 能 生产 出 的 某 种 工业 产品 的 质量 指标 构成 的 总 
体 ,也 属于 这 种 性 质 , 即 , 每 生产 出 一 件 产品 并 测 出 其 质 
量 指标 时 ,就 “ 造 出 "其 中 一 个 个 体 。 由 此 可 见 , 通 过 实验 
收集 数据 与 抽样 观测 不 同 之 处 ， 在 于 前 者 是 从 一 个 无 形 
且 无 限 的 总 体 中 抽样 ,而 在 后 者 ,总 体 是 有 形 且 一 般 是 有 
限 的 。 

实验 需要 有 计划 地 安排 。 如 为 试制 一 种 工业 品 ， 有 
几 种 原材料 和 设备 可 选用 ， 生 产 的 各 种 工艺 因素 温度 、 
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压力 、 反 应 时 间 等 ， 又 可 各 有 若干 个 可 选用 的 水 平 。 因 
此 ， 全 部 可 能 的 搭配 数 很 多 , 一 般 为 人 力 物力 时 间 所 限 ， 
只 能 挑选 一 部 分 去 做 实验 。 所 挑 的 一 部 分 要 有 代表 性 ， 
并 使 所 得 数据 便于 进行 分 析 。 这 里 面 所 包含 的 数学 问题 ， 
构成 数理 统计 学 的 一 个 分 支 学 科 实验 设计 法 的 内 容 。 

数据 整理 ”目的 是 把 包含 在 数据 中 的 有 用 信息 提取 
出 来 一 种 形式 是 制定 适当 的 图 表 , 以 反映 隐 含 在 数据 中 
的 粗略 的 规律 性 或 一 般 趋 势 。 另 一 种 形式 是 计算 若干 特 
征 数字 ,以 刻画 样本 某 些 方面 的 性 质 。 如 样本 均值 和 样本 
方差 分 别 反映 了 样本 内 各 数值 的 平均 水 平 及 差异 程度 。 
这 种 特征 数字 在 数理 统计 学 中 称 为 统计 量 ， 它 的 研究 有 
重要 的 理论 和 实际 意义 ， 所 得 到 的 成 果 可 用 于 指导 数据 
的 整理 和 统计 推断 方法 的 选择 。 

统计 推断 ” 指 根据 总 体 模型 以 及 由 总 体 中 抽出 的 样 
本 ， 作 出 有 关 总 体 分 布 的 某 种 论断 。 数 据 的 收集 和 整理 
是 进行 统计 推断 的 必要 准备 ， 但 它 没有 越 出 所 观察 的 事 
物 的 范围 ,是 属于 前 述 的 描述 性 统计 的 范畴 ,而 不 是 统计 
推断 后 者 的 特征 是 :推断 的 内 容 必须 涉及 总 体 。 例 如 ,从 
整 批 1 万 件 产品 中 随机 抽取 200 件 作 检查 。 算 出 这 200 
件 的 废品 率 为 2%。 这 确切 描述 了 抽出 的 这 200 件 产品 
的 质量 情况 。 若 由 此 跨 出 一 步 ， 以 2% 这 个 数 作为 整 批 
产品 的 废品 率 了 的 估计 , 则 构成 一 个 统计 推断 。 

统计 预测 ”统计 预测 的 对 象 ， 是 随机 变量 在 未 来 某 
个 时 刻 所 取 的 值 ， 或 设想 在 某 种 条 件 下 对 该 变量 进行 观 
测 时 将 取 的 值 。 例 如 ,预测 一 种 产品 在 未 来 三 年 内 的 市 场 
销售 量 ,武汉 市 明年 的 长 江 最 高 水 位 , 某 个 10 岁 男孩 在 
两 年 后 的 身高 ,等 等 ,统计 推断 与 统计 预测 在 两 个 方面 有 
相似 之 处 :一 是 都 要 依据 一 定 的 统计 模型 和 观测 数据 ,二 
是 都 要 越 出 已 观察 的 事物 的 范围 。 不 同 之 处 在 于 ， 统 计 
推断 的 对 象 是 总 体 分 布 的 某 一 方面 ， 如 分 布 中 所 包含 的 
一 个 参数 的 值 , 它 虽 是 未 知 的 ,但 并 无 随机 性 ， 统 计 预 测 
的 对 象 则 不 仅 未 知 , 且 是 随机 的 。 例 如 ， 估 计 由 全 体 12 
岁 男孩 的 身高 构成 的 总 体 的 均值 ， 是 统计 推断 问题 ! 若 
要 问 一 个 指定 的 10 岁 男孩 两 年 后 将 长 到 多 高 , 则 是 一 个 
统计 预测 问题 。 预 测 和 推断 也 不 能 截然 分 开 ， 在 许多 情 
况 下 , 为 了 进行 预测 , 必须 先 做 统计 推断 。 例 如 , 当 用 线 
性 回归 方程 作 预 测 时 ,有 必要 先 估计 回归 方程 中 的 系数 ， 
而 这 属于 统计 推断 问题 。 

统计 决策 不 少 实际 问题 的 解决 ， 最 后 要 落实 到 一 
定 的 行动 统计 决策 就 是 依据 所 做 的 统计 推断 或 预测 ,并 
考虑 到 行动 的 后 果 ( 以 经 济 损失 的 形式 表示 )， 而 制定 的 
一 种 行动 方案 。 目 的 是 使 损失 尽 可 能 小 , 或 反 过 来 说 , 使 
收益 尽 可 能 大 。 例 如 ,一 个 商店 要 决定 今年 内 某 种 产品 的 
进货 数量 ,商店 的 统计 学 家 根据 抽样 调查 ,预测 该 产品 本 
店 今年 销售 量 为 1000 件 。 假 定 每 积压 一 件 产品 损失 20 
元 , 而 少 销售 一 件 产品 则 损失 10 元 , 要 据 此 作出 关于 进 
货 数量 的 决策 。 一 般 ， 在 作 决 策 时 要 考虑 其 他 方面 的 因 
素 ， 而 不 完全 是 统计 决策 。 但 只 要 在 决策 所 依据 的 条 件 
中 有 受到 偶然 性 影响 的 成 分 ， 则 数理 统计 方法 总 是 有 用 


的 。 从 广义 的 意义 说 ， 统 计 推 断 (或 预测 ) 也 可 视 为 一 种 
行动 。 这 带 来 一 种 新 观点 ， 就 是 把 损失 的 概念 引伸 于 评 
价 所 作 统 计 推断 的 优 劣 。 这 种 看 法 丰富 了 统计 推断 理论 
的 内 容 ， 使 得 有 可 能 用 统一 的 观点 去 研究 种 种 形式 不 同 
的 统计 推断 。 这 正 是 A. 瓦尔 德 在 1950 年 提出 统计 决策 
理论 的 出 发 点 。 

分 支 学 科 ”数理 统计 学 内 容 庞杂 ,分 支 学科 很 多 , 难 
于 作出 一 个 周密 而 无 懈 可 击 的 分 类 。 大 体 可 以 划分 为 如 
下 几 类 。 

第 一 类 分 支 学 科 包括 前 面 已 提 到 的 抽样 调查 和 实验 
设计 。 它 们 讨论 在 观测 和 实验 数据 的 收集 中 有 关 的 理论 
和 方法 问题 ， 但 并 非 与 统计 推断 无 关 。 因 为 收集 数据 是 
为 了 尔后 作 统计 推断 之 用 ， 在 制定 收集 数据 的 方案 时 要 
以 此 为 准绳 。 

第 二 类 分 支 学 科 为 数 甚 多 ， 其 任务 都 是 讨论 统计 扒 
断 的 原理 和 方法 。 各 分 支 的 形成 是 基于 ，@ 特 定 的 统计 
推断 形式 。 例 如 ， 主 要 的 统计 推断 形式 有 参数 估计 和 假 
设 检 验 两 种 ， 它 们 各 自 构成 数理 统计 学 中 的 基础 性 的 重 
要 分 支 。 回 特定 的 统计 观点 。 例 如 贝 叶 斯 统计 与 统计 决 
策 理论 ， 它 们 都 是 从 一 种 基本 观点 出 发 去 处 理 全 部 统计 
推断 问题 。 回 特定 的 理论 模型 或 样本 结构 。 例 如 非 姑 数 
统计 、 多 元 统计 分 析 、 回 归 分 析 、 相 关 分 析 、 序 贯 分 析 、 时 
间 序 列 分 析 和 随机 过 程 统计 。 其 中 ， 非 参数 统计 之 所 以 
形成 一 个 分 支 ,是 因为 所 讨论 的 问题 有 一 个 公共 特性 ;其 
总 体 分 布 族 包 罗 的 内 容 很 广泛 ， 不 能 用 有 限 个 实 参数 去 
刻画 ， 多 元 统计 分 析 的 特点 则 在 于 所 讨论 的 统计 总 体 必 
是 多 维 的 ， 等 等 。 这 种 分 支 学 科 不 是 以 某 一 种 特定 的 统 
计 推断 形式 为 研究 对 象 ,而 要 涉及 各 种 统计 推断 形式 , 它 
们 既 研 究 统计 理论 ,也 研究 统计 方法 。 这 种 统计 方法 是 共 
性 的 , 即 可 用 于 来 自 各 种 不 同 的 专业 领域 中 的 实际 问题 
而 不 是 以 一 种 特定 的 应 用 领域 为 对 象 。 

第 三 类 是 一 些 针对 特殊 的 应 用 问题 而 发 展 起 来 的 分 
支 学 科 , 如 产品 抽样 检验 \ 可 靠 性 统计 、 统 计 质量 管理 等 ， 
它们 都 不 涉及 或 很 少 涉及 任何 一 种 专门 学 科 的 知识 ， 以 
此 才 被 认为 是 一 个 统计 分 支 。 在 这 种 分 支 学 科 中 ， 一般 
都 需要 同时 考虑 数据 的 收集 和 统计 推断 两 方面 的 问题 。 
例如 ， 产 品 抽样 检验 的 任务 是 制定 从 一 批 产品 中 作 随 机 
抽样 的 方案 ， 并 依据 由 此 获得 的 样本 去 决定 是 否 接受 该 
批 产品 ,这 里 面 有 抽样 方案 的 统计 问题 ,也 有 使 用 数据 作 
统计 假设 检验 的 问题 。 

还 有 一 些 分 支 学 科 ， 它 们 的 任务 是 讨论 统计 方法 在 
某 一 特定 学 科 中 的 应 用 ,例如 生物 统计 ,计量 经 济 学 、 气 
象 统计 、 地 质 统计 等 ,这 些 分 支 因 为 涉及 大 量 有 关 学 科 的 
专门 知识 ,不 好 认为 是 数理 统计 学 的 一 个 分 支 ,可 以 看 作 
是 一 种 边缘 学 科 分 支 。 

对 上 面 所 提 的 分 支 学 科 和 名单 及 其 分 类 ， 也 还 存在 某 
些 问题 。 例 如 有 的 意见 认为 第 三 类 中 的 产品 抽样 检验 等 
不 应 列 为 数理 统计 的 分 支 学 科 ， 只 是 数理 统计 方法 的 一 
种 应 用 。 另 外 ,在 上 面 提 到 的 一 些 分 支 之 间 ,存在 着 内 容 
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重复 交叉 以 至 在 一 定 意义 下 有 包含 关系 的 情况 。 例 如 ， 
时 间 序列 分 析 可 以 认为 是 更 一 般 的 随机 过 程 统计 的 一 部 
分 ， 回 归 分 析 、 相 关 分 析 中 的 许多 内 容 可 归 入 多 元 统计 
分 析 内 ;假设 检验 中 的 非 参 数 检验 部 分 是 非 参 数 统计 的 
主要 内 容 。 

应 用 ”数理 统计 方法 在 工农 业 生产 、 自 然 科学 和 技 
术科 学 以 及 社会 经 济 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 ， 然 而 按 其 
性 质 来 说 ,基本 上 是 一 个 辅助 性 的 工具 , 它 的 恰当 应 用 依 
赖 于 所 论 问题 的 专门 知识 \ 经 验 , 以 至 良好 的 组 织 工作 。 

数理 统计 方法 在 农业 中 应 用 的 一 个 主要 方面 ， 是 对 
田间 试验 进行 适当 的 设计 和 统计 分 析 。 实 验 设计 的 基本 
思想 和 方法 ， 就 是 从 田间 试验 开始 发 展 起 来 的 。 象 种 子 
品种 、 施 肥 的 种 类 和 数量 以 及 耕作 方法 的 选 定 ， 都 需要 
通过 试验 。 农 业 试验 由 于 周期 长 且 环境 因素 变异 性 大 , 特 
别 需 要 对 试验 方案 作 精 心 的 设计 ， 并 使 用 有 效 的 统计 分 
析 方 法 。 数 理 统计 方法 在 农业 中 应 用 的 另 一 方面 是 数量 
遗传 学 的 方法 。 例 如 ， 培 育 高 产品 种 的 研究 中 的 数据 分 
析 使 用 了 多 种 统计 方法 ,如 在 遗传 力 的 计算 上 ,用 了 很 复 
杂 的 回归 和 方差 分 量 分 析 的 方法 。 

数理 统计 方法 在 工业 中 的 应 用 ,有 两 个 主要 方面 ,一 
是 在 工业 生产 中 ， 常 有 试制 新 产品 和 改进 老 产 品 、 改 革 
工艺 流程 ,使 用 代用 原材料 和 寻求 适当 的 配方 等 问题 , 影 
响 产 品质 量 的 因素 一 般 很 多 ， 在 进行 试验 时 要 用 到 各 种 
多 因素 设计 方法 ,及 与 之 相应 的 统计 分 析 方法 ,以 判定 哪 
些 因 素 是 重要 的 ,哪些 是 次 要 的 ,并 决定 一 组 最 优 的 生产 
条 件 。 正 交 设计 ( 见 实验 设计 法 ), 回 归 设计 与 回归 分 析 、 
方差 分 析 、 多 元 分 析 等 统计 方法 ,是 处 理 这 类 问题 的 有 用 
工具 。 另 一 方面 是 ， 现 代 工业 生产 多 有 大 批量 和 要 求 高 
可 靠 的 特点 ,为 保证 产品 质量 ,需要 在 连续 的 生产 过 程 中 
进行 工序 控制 ,制定 成 批 产品 的 抽样 验收 方案 ,对 大 批 生 
产 的 元 件 进行 寿命 试验 ， 以 估计 元 件 的 可 靠 性 及 包含 大 
量 各 种 元 件 的 系统 的 可 靠 性 。 为 解决 这 些 问 题 发 展 了 一 
些 统计 方法 ， 如 种 种 形式 的 质量 控制 图 ， 抽 样 检验 ， 可 
靠 性 统计 分 析 ,等 等 ,它们 构成 统计 质量 管理 的 内 容 。 这 
些 方法 是 20 世纪 二 三 十 年 代 开 始 发 展 起 来 的 ， 几 十 年 
来 的 经 验证 明 ,它们 起 了 相当 大 的 作用 。 

医学 是 较 早 使 用 数理 统计 方法 的 领域 之 一 。 在 防治 
一 种 疾病 时 ， 需 要 找 出 导致 这 种 疾病 的 种 种 因素 。 统 计 
方法 在 发 现 和 验证 这 种 因素 上 ,是 一 个 重要 工具 。 例 如 ， 
长 时 期 来 人 们 剑 疑 肺癌 的 发 生 与 吸烟 有 关系 ， 这 一 点 得 
到 大 量 统计 资料 的 证 实 。 另 一 方面 的 应 用 是 ， 通 过 临床 
试验 ， 用 统计 分 析 确定 一 种 药物 对 治疗 某 种 疾病 是 否 有 
用 ,用 处 多 大 ,以 及 比较 几 种 药物 或 治疗 方法 的 效力 ; 对 
比试 验 、 列 联 表 ,回归 分 析 等 是 这 方面 的 常用 工具 。 统 计 
方法 在 医学 中 应 用 之 广 ， 可 以 由 在 关于 医药 的 广告 中 也 
常 引用 统计 数字 这 样 一 个 现象 看 出 。 

数理 统计 方法 在 自然 科学 和 技术 科学 中 的 应 用 ,有 
以 下 几 个 方面 ， 在 基础 理论 研究 中 ， 常 常 从 一 种 观点 出 
发 ,根据 初步 观察 结果 而 提出 一 种 学 说 或 假说 它们 是 否 
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正确 或 在 多 大 程度 上 正确 , 要 诉 诸 大 规模 的 实验 验证 ， 
这 里 面 就 有 实验 的 设计 和 数据 的 统计 分 析 问 题 有 时 ,是 
通过 统计 分 析 发 现 某 种 规律 性 ， 然 后 在 理论 上 去 寻求 解 
释 。 一 个 著名 的 例子 是 门 德尔 的 遗传 定律 ， 门 德尔 通过 
耽 豆 试验 发 现 了 这 个 定律 ， 以 后 由 很 多 人 通过 进一步 的 
试验 ,并 用 数理 统计 学 中 的 “ 拟 合 优 度 检验 法 " 见 假设 检 
验 ) 检 验 过 。 为 这 个 定律 寻求 理论 上 的 解释 ， 是 导致 基 
因 学 说 "建立 的 一 个 重要 原因 。 在 应 用 性 的 研究 中 ,常常 
因为 对 所 研究 的 现象 的 规律 性 认识 不 充分 ， 而 不 能 不 主 
要 依靠 对 实验 和 观察 数据 的 分 析 ， 去 提出 解决 问题 的 办 
法 。 例 如 ， 统计 方法 用 于 地 震 、 气象 和 水 文 方面 的 预报 ， 
都 有 一 定 的 效果 。 在 地 质 勘探 中 ， 人 们 在 一 个 地 区 的 若 
干 个 点 (点 的 选择 也 有 统计 上 的 考虑 ) 进 行 观察 ， 对 其 结 
果 用 种 种 统计 方法 ,如 趋势 面 分 析 、 对 应 分 析 ( 见 多 元 统 
计 分 析 ) 等 去 进行 处 理 ,去 建立 某 种 经 验 性 质 的 规律 ,以 
用 于 指导 找 矿 。 数 理 统计 方法 在 上 述 各 领域 中 的 作用 很 
大 ， 以 致 出 版 了 一 些 阐述 统计 方法 在 这 些 领域 中 应 用 的 
专著 。 一 般 地 说 ,无 论 是 自然 科学 和 技术 科学 ,都 离 不 开 
实验 观察 ,都 有 处 理 数 据 的 问题 ,因此 也 就 有 统计 方法 用 
武之 地 。 例 如 ,通过 分 析 实 验 数 据 而 建立 经 验 公 式 , 是 技 
术科 学 中 常用 的 一 种 方法 。 

数理 统计 方法 对 社会 .经 济 领 域 也 有 重要 的 意义 ,从 
某 些 数理 统计 学 较 发 达 的 国家 看 ， 统 计 方法 在 这 些 领 域 
中 的 应 用 ， 比 它 在 自然 科学 和 技术 领域 中 的 应 用 更 早 且 
更 广泛 。 

统计 方法 在 社会 领域 中 应 用 的 一 个 重要 方面 是 抽样 
调查 ， 在 人 力 物力 时 间 不 允许 进行 全 面 调 查 时 ， 使 用 抽 
样 调查 可 以 做 到 节省 、 快 速 , 并 获得 满意 的 结果 。 有 时 ， 
经 过 精心 设计 和 组 织 的 抽样 调查 ， 其 效果 甚至 比 全 面 调 
查 更 好 。 因 为 ,全 面 调查 由 于 工作 量 太 大 ， 常 不 免 产 生 一 
些 人 为 性 的 错误 。 另 一 方面 ， 对 社会 现象 的 研究 有 向 定 
量化 发 展 的 趋势 。 例 如 和 人口 学 ， 确 定 一 个 合适 的 人 口 发 
展 动态 模型 ,需要 掌握 大 量 的 数据 资料 ,并 使 用 包括 统计 
方法 在 内 的 一 些 科 学 分 析 方法 。 在 经 济 科 学 中 ， 定 量化 
的 趋势 比 其 他 社会 科学 部 门 更 早 且 程度 更 深 , 如 早 在 20 
世纪 二 三 十 年 代 ， 时 间 序列 分 析 方法 就 曾 用 于 市 场 预 
测 , 现 在 已 建立 了 一 门 边缘 性 质 的 学 科 一 一 数量 经 济 学 ， 
从 简单 的 回归 分 析 方法 到 艰深 的 随机 过 程 统计 方法 ， 都 
在 其 中 找到 了 应 用 。 

发 展 简 史 ”数理 统计 学 的 发 展 大 致 可 分 三 个 时 期 来 
叙述 。 

20 世 纪 以 前 ”这 个 时 期 又 可 以 分 成 两 段 ， 大 致 上 可 
以 把 高 斯 和 勤 让 德 关于 最 小 二 乘法 用 于 观测 数据 的 误差 
分 析 的 工作 作为 分 界线 ， 前 正 属 萌芽 时 期 ， 总 的 说 还 没 
有 超出 描述 性 统计 的 范围 。 不 过 ， 这 个 时 期 在 概率 论 方 
面 有 较 多 的 发 展 ,为 以 后 数理 统计 学 的 建立 作 了 准备 。 某 
些 现在 还 很 常用 的 统计 方法 ， 如 直方 图 方法 ， 符 号 检验 
法 等 ,在 这 个 时 期 就 有 人 使 用 过 。T. 贝 叶 斯 在 1763 年 发 
表 的 《 论 有 关机 遇 问 题 的 求解 ?对 后 世 统计 思想 起 了 很 大 
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的 影响 。 这 时 期 的 后 一 段 可 算 作 是 数理 统计 学 的 幼年 阶 
段 。 其 中 ,高 斯 等 关于 最 小 二 乘法 的 工作 ,在 20 世纪 初 以 
来 经 过 A.A. 马尔 可 夫 和 其 他 学 者 的 发 展 ,成 为 数理 统计 
学 中 的 一 个 重要 方法 。 但 是 ,这 个 时 期 的 最 重要 的 发 展 ， 
首先 在 于 确立 了 这 样 一 种 观点 ， 即 数据 是 来 自 服从 一 定 
概率 分 布 的 总 体 ， 而 统计 问题 就 是 用 数据 去 推断 这 个 分 
布 中 的 未 知 方面 。 这 种 观点 强调 了 推断 的 地 位 ， 而 使 统 
计 学 摆脱 了 单纯 描述 的 性 质 。 但 这 种 观点 也 并 非 一 下 子 
就 彻底 建立 起 来 的 ， 由 于 高 斯 等 的 工作 揭示 了 正 态 分 布 
的 重要 性 (人 们 常 称 正 态 分 布 为 高 斯 分 布 )， 在 相当 一 个 
时 期 内 ,学 者 们 普遍 持 有 这 样 一 种 观点 , 即 在 实际 问题 中 
遇见 的 几乎 所 有 的 连续 变量 ， 都 可 以 满意 地 用 正 态 分 布 
去 刻画 。 这 正 是 “ 正 态 "一 词 的 由 来 与 含义 。 这 样 ,连续 变 
量 的 统计 基本 上 就 被 看 成 是 正 态 分 布 的 统计 。 这 种 观点 
对 20 世纪 统计 的 发 展 起 了 很 大 的 影响 ,其 积极 的 一 面 是 
关于 正 态 分 布 的 统计 得 到 了 深入 的 发 展 ， 而 这 在 应 用 上 
有 很 大 的 重要 性 .但 也 有 消极 的 后 果 , 如 延缓 了 非 参 数 统 
计 的 发 展 并 使 它 没有 取得 应 有 的 地 位 。 19 世纪 末期 以 
来 ,一 些 学 者 ， 特 别 是 K. 皮尔 森 ， 开 始 认识 到 这 种 观点 
的 局 限 性 。 皮 尔 森 引进 了 一 个 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 分 
布 族 ， 它 包含 了 正 态 分 布 及 现在 已 知 的 一 些 重要 的 偏 态 
分 布 。 皮 尔 森 认为 ， 他 所 引进 的 分 布 族 可 以 概括 实用 上 
常见 的 分 布 。 统 计 学 以 后 的 发 展 并 没有 沿 着 他 所 设想 的 
路 线 , 但 他 的 工作 仍 有 很 大 的 意义 。 特 别 是 ,他 引进 了 一 
种 方法 一 一 矩 估 计 法 ， 用 来 估计 他 所 引进 的 分 布 族 中 的 
参数 ( 见 点 估计 )， 这 个 方法 一 直 是 一 种 重要 的 参数 估计 
方法 。 

另外 ， 德 国 的 大 地 测量 学 者 F. 赫 尔 梅 特 1875 年 在 
研究 正 态 总 体 的 样本 方差 时 ， 发 现 了 在 统计 上 十 分 重要 
的 z 分 布 。P. 高 尔 顿 等 关于 回归 分 析 的 先驱 性 的 工作 ， 
以 及 时 间 序列 分 析 方 面 的 一 些 工作 ， 也 是 这 个 时 期 数理 
统计 学 发 展 史 中 的 重要 事件 。 

20 世 纪 初 到 第 二 次 世界 大 战 结 素 ”是 数理 统计 学 莲 
勃发 展 达到 成 熟 的 时 期 。 许 多 重要 的 基本 观点 和 方法 ， 
以 及 数理 统计 学 的 主要 分 支 学 科 ， 都 是 在 这 个 时 期 建立 
和 发 展 起 来 的 。 这 个 时 期 的 成 就 ， 包 含 了 至 今 仍 在 广泛 
使 用 的 大 多 数 统计 方法 ,并 占据 了 教科 书 中 的 主要 篇 幅 。 
在 其 发 展 中 ,以 英国 统计 学 家 、 生 物 学 家 R. A, 费 希 尔 为 
代表 的 英国 学 派 起 了 主导 的 作用 。 

KK. 皮尔 森 在 1900 年 提出 了 检验 拟 合 优 度 的 x* 统 
计量 ,并 证 明 其 极限 分 布 (在 原 假设 成 立时 ) 是 好 分 布 。 
这 个 结果 是 大 样本 统计 的 先驱 性 工作 , 20 世纪 20 年代 
费 希 尔 又 作 了 重要 发 展 。 

紧 接 着 的 一 项 重要 进展 ,是 皮尔 森 的 学 生 ,英国 医生 
W. S. 戈 塞 特 ( 又 译 哥 色 特 , 笔名 “学生 "”)1908 年 导出 了 
上 分 布 一 一 正 态 总 体 下 上 统计 量 的 精确 分 布 ， 开 了 小 样 
本 理论 的 先河 。 在 此 以 前 ,皮尔 森 成 功 地 导出 了 一 些 统计 
量 的 标准 差 , 但 对 统计 量 的 抽样 分 布 问题 没有 多 少 建树 。 
不 过 , 怠 塞 特 这 项 成 就 中 也 有 皮尔 森 的 功劳 ,因为 它 是 在 


t+ 统计 量 的 分 布 属于 皮尔 森 分 布 族 的 假定 下 导出 的 。 

比 皮 尔 森 略 晚 的 费 希 尔 (1890 一 1962)， 对 现代 数理 
统计 的 形成 和 发 展 作出 了 最 大 的 贡献 。 他 是 一 些 有 重要 
理论 和 应 用 价值 的 统计 分 支 和 方法 的 开创 者 ， 其 重要 成 
就 有 ， 系统 地 发 展 了 正 态 总 体 下 种 种 统计 量 的 抽样 分 布 
(20 年 代 ) ,这 标志 着 相关 、 回 归 分 析 和 多 元 分 析 等 分 支 的 
初步 建立 ， 建立 了 以 最 大 似 然 估计 为 中 心 的 点 估计 理论 
(1912 一 1925)8 与 了 . 耶 茨 合作 创立 了 实验 设计 ， 并 发 
展 了 与 这 种 设计 相 适 应 的 数据 分 析 方法 一 一 方差 分 析 法 
(20 一 30 年 代 ), 这 在 实用 上 很 重要 。 费 希 尔 在 统计 学 上 
另 一 项 有 影响 的 工作 ,是 他 引进 的 “信任 推断 法 "( 见 区 间 
估计 ), 这 种 方法 不 是 基于 传统 的 概率 思想 ， 但 对 某 些 困 
难 的 统计 问题 , 特别 是 著名 的 贝 伦 斯 - 费 希 尔 问题 ， 提供 
了 简单 可 行 的 解法 。 

在 数理 统计 学 的 另 一 个 主要 分 支 一 一 假设 检验 的 发 
展 中 , 费 希 尔 也 起 过 重要 的 作用 ,但 假设 检验 理论 的 系统 
化 和 深入 的 研究 ， 则 应 归功 于 原籍 罗马 尼 亚 的 美国 学 者 
站 奈 曼 与 K. 皮尔 森 的 儿子 、 英 国学 者 E.S. 皮尔 森 。 他 们 
在 1928 一 1938 年 期 间 发 表 了 一 系列 文章 ,建立 了 假设 检 
验 的 一 种 严格 的 数学 理论 。 其 要 虽 是 把 假设 检验 问题 作 
为 一 个 数学 最 优化 问题 来 处 理 。 在 一 定 意义 上 ,他 们 的 工 
作 是 尔后 瓦尔 德 建立 的 统计 决策 理论 的 先驱 。 奈 曼 对 数 
理 统计 作出 的 另 一 项 很 重要 的 贡献 , 是 他 在 1934 一 1937 
年 间 建 立 的 置信 区 间 估 计 理 论 。 它 基于 概率 的 频率 解释 ， 
并 与 奈 曼 -皮尔 森 的 假设 检验 理论 有 密切 联系 。 

多 元 统计 分 析 是 数理 统计 学 中 有 重要 应 用 价值 的 分 
支 。1928 年 以 前 ， 费 希 尔 已 经 在 狭义 的 多 元 分 析 (多 元 
正 态 总 体 的 统计 分 析 ) 方 面 作 过 一 些 工作 。1928 年 了 维 
夏 特 导出 了 著名 的 “ 维 夏 特 分 布 "。 此 后 ,狭义 多 元 分 析 发 
展 很 快 ,作出 重要 贡献 的 学 者 中 ,包括 中 国 著名 的 数理 统 
计 学 家 许 宝 用 。 他 在 1940 年 前 后 的 几 年 中 ,对 这 一 领域 
以 及 线性 模型 的 统计 推断 理论 ,都 作出 了 莫 基 性 的 工作 。 
此 外 , G. U. 尤 尔 在 1925 一 1930 年 间 关于 时 间 序列 分 析 
的 工作 中 ,引进 了 自 回 归 和 序列 相关 等 重要 概念 , 莫 定 了 
这 个 分 支 现 代 发 展 的 基础 。 瓦 尔 德 在 第 二 次 世界 大 战 期 
间 发 展 了 序 贯 概率 比 检验 的 方法 ， 不 仅 在 实用 上 有 重要 
意义 ,也 为 战 后 序 贯 分 析 的 发 展开 了 先 声 。 

综合 起 来 ， 以 上 这 些 成 就 构成 了 数理 统计 学 一 幅 成 
热 而 丰富 多 采 的 图 景 ， 确 立 了 这 门 学 科 在 人 类 文化 史 中 
的 地 位 。 前 面 提 到 的 克拉 默 在 1946 年 发 表 的 著作 ,对 这 
些 成 就 的 主要 部 分 作 了 扼要 的 总 结 ， 宣 告 了 统计 学 发 展 
史上 这 一 重要 时 期 的 结束 。 

战 后 时 期 这 一 时 期 中 ， 数 理 统计 学 在 应 用 和 理论 
两 方面 继续 获得 很 大 的 进展 。 在 应 用 上 ， 由 于 经 济 和 军 
事 技术 的 快速 发 展 以 及 电子 计算 机 的 出 现 ， 使 数理 统计 
学 的 应 用 达到 了 前 所 未 有 的 规模 。 有 些 需要 大 量 计 算 的 
统计 方法 ， 在 战 前 限于 条 件 而 无 法 使 用 ， 这 个 障碍 今日 
已 不 复 存在 。 在 战 前 ,即使 在 统计 学 较 发 达 的 国家 里 , 统 
计 方 法 的 使 用 多 少 还 局 限 在 一 些 “点 "上 ， 如 今 在 一 些 国 
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家 中 则 逐步 达到 了 "“ 面 "的 规模 。 最 显著 的 例子 是 在 大 批 
生产 工业 产品 时 使 用 统计 质量 管理 的 方法 ， 它 对 日 本 在 
战 后 的 经 济 恢复 和 发 展 起 了 不 小 的 作用 。 

与 战 前 不 同 ， 战 后 统计 理论 是 沿 着 纵深 的 方向 和 使 
用 更 复杂 的 数学 工具 的 方向 发 展 的 。 在 许多 情况 下 ， 是 
把 在 战 前 已 有 发端 的 理论 引 向 深入 与 完善 ， 显 著 的 表现 
是 在 大 样本 理论 方面 。 例 如 ， 最 大 似 然 估计 和 非 参 数 统 
计 的 大 样本 理论 ,在 战 前 只 有 初步 的 结果 , 现 已 达到 完善 
的 地 步 。 

瓦尔 德 在 1950 年 创立 了 统计 决策 理论 ， 它 从 人 与 
大 自然 进行 博弈 的 观点 出 发 ， 企 图 把 形形色色 的 统计 问 
题 归 并 在 一 个 统一 的 模式 之 下 ， 这 种 理论 对 战 后 数理 统 
计 各 分 支 的 发 展 产生 了 程度 不 等 的 影响 。 它 大 大 地 改变 
了 参数 估计 这 个 分 支 的 面貌 ， 而 对 假设 检验 的 影响 则 要 
小 一 些 。 但 是 ， 对 于 用 这 种 观点 去 看 待 统计 问题 是 否 恰 
当 , 统 计 学 界 还 存在 分 野 。 

在 战 后 数理 统计 的 发 展 中 ， 一 个 引 人 注 目的 现象 是 
贝 叶 斯 学 派 的 崛起 。 如 前 所 述 ， 这 个 学 派 的 思想 可 调 源 
于 贝 叶 斯 1763 年 的 工作 。 但 在 战 前 , 虽 有 一 些 学 者 ， 例 
如 了 H. 杰 弗 里 斯 ,在 其 著作 中 鼓吹 这 一 学 派 的 思想 , 并 对 
流行 的 ,基于 概率 的 频率 解释 的 统计 理论 有 所 批评 ,但 未 
能 产生 多 大 的 影响 。20 世纪 50 年 代 以 来 ,这 个 学 派 日 益 
获得 了 势头 ,原因 在 于 :传统 的 统计 学 发 展 趋 于 成 熟 并 得 
到 大 量 应 用 后 ， 其 固有 的 弱点 开始 显露 并 逐渐 为 人 们 所 
认识 。 贝 叶 斯 统计 在 理论 上 的 进展 以 及 它 在 应 用 上 的 方 
便 和 效益 ， 使 其 观点 为 更 多 的 人 所 了 解 并 对 一 些 人 产生 
吸引 力 。 传 统 学 派 与 贝 叶 斯 学 派 之 间 的 争论 ( 见 贝 叶 斯 
统计 ), 其 最 后 结局 如 何 , 要 取决 于 它们 在 应 用 中 的 表现 ， 
这 会 影响 到 未 来 统计 学 的 面貌 。 就 目前 情况 而 言 ， 传 统 
学 派 虽然 失去 了 一 些 阵地 ， 但 在 统计 学 中 大 体 上 仍 处 于 
支配 地 位 。 

电子 计算 机 的 广泛 应 用 ， 也 对 战 后 数理 统计 学 的 发 
展 产生 不 小 的 影响 。 有 了 计算 机 ， 过 去 一 些 停留 在 理论 
上 的 方法 得 以 付 诸 实用 ， 而 这 又 反 过 来 促进 人 们 提出 和 
解决 一 些 理论 上 的 问题 。 如 在 涉及 数 十 个 自 变 量 的 大 型 
回归 问题 中 ,有 变量 选择 的 问题 。 没 有 计算 机 ， 这 种 问题 
只 能 停留 在 纸 面 上 ， 而 现在 这 种 问题 所 涉及 的 计算 已 不 
难 实现 ， 人 们 就 提出 了 很 多 选择 标准 并 进行 了 理论 上 的 
探讨 ,这 丰富 了 回归 分 析 这 个 分 支 的 内 容 。 通 过 计算 机 模 
拟 , 可 以 在 实际 应 用 中 避 开 一 些 难于 解决 的 ,复杂 的 抽样 
分 布 推导 问题 。 另 外 ， 计 算 机 在 短 时 间 内 处 理 大 量 数 据 
的 能 力 ， 使 人 们 有 可 能 从 各 个 角度 对 数据 进行 透彻 的 分 
析 , 从 其 中 提出 更 多 的 信息 ,而 不 必 总 是 依赖 一 定 的 数学 
模型 。 有 的 学 者 把 这 方面 的 工作 称 为 "数据 分 析 ”，, 并 认为 
是 数理 统计 发 展 中 的 一 个 生长 点 。 从 另 一 面 看 ， 这 在 一 
定 程度 上 降低 了 模型 ( 即 理论 ) 的 作用 。 有 的 学 者 已 表现 
出 忽视 模型 的 倾向 ， 它 可 能 加 剧 在 数理 统计 学 的 发 展 中 
理论 与 应 用 分 家 的 趋势 。 总 的 说 ， 电 子 计算 机 的 广泛 应 
用 为 数理 统计 学 提供 了 巨大 的 机 会 ， 也 提出 了 一 些 很 有 
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数论 (theory of number) ”研究 数 的 规律 ， 特 
别 是 研究 整数 性 质 的 数学 分 支 。 它 与 几何 学 一 样 ， 既 是 
最 古老 的 数学 分 支 ,又 是 始终 活跃 着 的 数学 研究 领域 -从 
方法 上 讲 , 数 论 可 分 成 初等 数论 ,解析 数论 与 代数 数论 。 

自然 数 分 成 1、 素数 和 复合 数 。 刻 画 自 然 数 的 基本 规 
律 , 早 在 公元 前 4 世纪 就 为 欧 儿 里 得 所 证 明 , 即 每 个 复合 
数 都 可 以 唯一 地 表 成 素数 的 乘积 。 这 又 称 为 算术 基本 定 
理 。 幸 数 分 布 是 数论 最 早 研究 的 课题 之 一 , 欧 几 里 得 证 明 
过 素数 有 无 穷 多 。 他 还 给 出 求 两 个 自然 数 的 最 大 公约 数 
的 算法 , 即 所 谓 欧 几 里 得 算法 。 大 约 在 公元 前 250 年 , 埃 
拉 托 斯 特 尼 发 明 一 种 第 法 ， 可 求 出 不 超过 某 个 自然 数 N 
的 全 部 素数 。 后 来 的 素数 表 都 是 根据 这 一 方法 略 加 改变 
而 得 出 来 的 。 

数论 研究 不 定 方程 的 求解 问题 。 大 约 在 公元 250 年 ， 
技 备 图 研究 过 这 种 方程 ， 故 又 称 丢 番 图 方程 。 最 简单 的 
不 定 方程 为 一 次 方程 ax+by 一 1, 此 处 4、 为 整数 , 且 互 
素 即 (a,b)=1。 借助 于 欧 几 里 得 算法 , 可 以 求 出 它 的 解 。 
如 果 整数 a.b 用 正 整 数 m 除 后 ,有 相同 的 余数 ,就 称 4 与 
b 关于 模 m 同 余 , 记 为 a 三 bL(mod m)。 以 x 为 变数 的 同 余 
方程 ax=c(madm) x=1,2,…,m), 等 价 于 求解 一 次 不 
定 方程 ax+my=c, 此 处 0<x<m。 同 余 方程 即 某 些 不 定 
方程 。 中 国 古代 即 有 关于 不 定 方程 的 研究 记载 ， 如 5 世 
纪 的 《 张 丘 建 算 经 > 中 的 “ 百 鸡 问题 ”" 及 《孙子 算 经 》 中 的 
“ 物 不 知 其 数 ” 都 属于 一 次 不 定 方程 问题 。 又 如 公元 前 
1100 年 商 高 曾 给 出 方程 x*+ 太 =z 的 一 组 解 x*=3, y= 
4,z 一 5。 不 定 方程 式 论 虽 有 长 久 的 发 展 ,但 完满 解决 的 问 
题 并 不 多 , 如 著名 的 费 马 猜想 , 即 当 整数 n>3 时 ， 方 程 
xn+ 芳 = 加 没有 正 整数 解 ,就 是 至 今 仍 未 解决 的 难题 最 
近 , 利 用 代数 几何 的 成 就 , G. 法 尔 廷 斯 出 色 地 证 明了 , 当 
nn 固定 时 ,这 一 方程 只 有 有 限 多 个 两 两 互 素 的 正 整数 解 。 

研究 将 整数 表 为 某 种 整数 之 和 的 问题 ， 这 一 数论 分 
支 称 为 堆 垒 数论 。 例 如 ， 研 究 将 整数 表 为 正 整 数 的 上 次 
方 畦 之 和 的 种 种 问题 ,都 属于 华 林 问 题 范畴 。 又 如 ,每 一 
不 小 于 4 的 偶数 恒 可 以 表 为 两 个 素数 之 和 ， 就 是 尚未 解 
决 的 哥 德 巴赫 猜想 。 

定义 于 自然 数 集 上 的 函数 , 称 为 数论 函数 。 例 如 , 欧 
拉 函 数 w(n)， 表 示 不 超过 m 且 与 ” 互 素 的 整数 个 数 。 
on(n) 表示 nn 的 因数 的 入 次 方 署 之 和 ， 特 别 地 , ceCn) 一 
am) 表示? 的 因数 个 数 , 以 及 r(m) 表 示 不 定 方程 m 一 空 十 
矿 的 解 的 个 数 ， 等 等 。 

研究 数论 函数 的 性 质 ， 也 是 数论 的 一 个 重要 课题 。 
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例如 ， 澡 7(m) 与 襄 4 (4m) 可 以 分 别 用 加 癌 + 路 <x 与 区 


域 切 <x,8>1,n<1 的 面积 来 作 渐 近 计算 ， 这 种 渐 近 计 
算 的 误差 估计 ， 就 是 著名 的 高 斯 加 问题 与 狄 利克 雷 除数 
问题 。 它 们 的 误差 第 不 超过 O(zt*9) 的 猜想 ， 也 是 一 个 
未 解决 的 难题 。 此 处 。 为 任意 正 数 。 

对 于 任何 实数 4, 如 何 构造 有 理 数 h/k(k>0) 来 通 近 
atP.G.L. 儿 利克 雷 曾 证 明 过 ,对 于 任意 实数 a 及 K>1, 缘 
存在 整数 hk 使 0<k<K 及 |a 一 h/k| 1/kK。 可 以 用 连 
分 数 方法 来 构造 h/k。 将 a 展 成 连 分 数 4=[0os01,…]。 取 
h/k 为 a 的 渐 近 分 数 ， 即 hk= [ou ai， …， on] 即 可 。 在 
5 世纪 时 ， 中 国 的 何 承 天 与 祖冲之 就 曾 分 别 建议 用 22/7 
(的 率 ) 与 355/113 ( 密 率 ) 来 近似 表示 x 值 。 这 两 个 数 都 
是 + 的 源 近 分 数 。 

有 理 通 近 的 研究 与 丢 番 图 方程 的 研究 是 密切 相关 
的 ， 故 又 称 为 丢 番 图 晕 近 。 研 究 实数 的 种 种 有 理 台 近 问 
题 ,是 数论 研究 的 一 个 重要 课题 。 

数 的 几何 学 是 用 几何 方法 研究 某 些 数论 问题 的 一 个 
数论 分 支 。 特 别 是 种 种 丢 备 图 通 近 问题 ,例如 ,可 以 证 明 
平面 上 以 原点 为 对 称 中 心 的 凸 城 , 若 其 面积 大 于 4, 则 必 
含有 一 个 非 原点 的 整 点 ( 闵 科 夫 斯 基 定理 )。 由 此 可 以 立 
即 推出 上 述 狄 利克 雷 关于 实数 的 有 理 到 近 定 理 。 

特殊 类 型 的 数 , 是 数论 最 早 研究 的 对 象 之 一 。 例 如 ， 
形 如 Fs=2”"+1 的 数 , 称 为 费 马 数 。 当 n=0, 1, 2, 3,4 
时 ，F， 都 表示 素数 。P. de 费 马 猜测 Fw 都 表示 素数 ,但 
L. 网 拉 证 明了 641|Fs, 所 以 费 马 的 猜想 被 否定 了 。 形 如 
Ms=2? 一 1 (P 为 素数 ) 的 素数 , 称 为 梅森 素数 ,是 否 有 无 
穷 多 个 梅森 素数 ? 乃 是 没有 解决 的 问题 。 迄 今 只 知道 28 
个 梅森 素数 ,其 最 大 者 为 Miexe, 也 是 至 今 所 知 的 最 大 素 
数 。 适 合 于 oi(n)= 2n 的 整数 , 称 为 完全 数 。 可 以 证 明 ， 
偶 完全 数 与 梅森 素数 是 一 一 对 应 的 , 故 迄今 共 知道 28 个 
偶 完全 数 。 是 否 有 奇 完全 数 , 是 未 解决 之 难题。 

整数 系数 的 代数 方程 的 根 ， 称 为 代数 数 ， 其 他 的 复 
数 则 称 为 超越 数 。 超 越 数 也 是 数论 较 早 研究 的 课题 。 例 
如 ,用 初等 方法 可 以 证 明 e 与 + 是 超越 数 ,运用 复 变 函 数 
论 还 可 以 证 明 2 ,让 等 都 是 超越 数 。 但 欧 拉 常数 与 e+ 
工 是 否 为 超越 数 ， 都 是 迄今 尚未 解决 的 难题 。 

一 般 说 来 ， 用 算术 推导 方法 来 论证 数论 命题 的 分 支 
称 为 初等 数论 。 而 解析 数论 则 是 把 一 个 算术 问题 化 为 一 
个 分 析 问题 ,然后 用 分 析 的 成 果 与 方法 来 处 理 , 从 而 导出 
算术 的 结果 。 当 然 ,得 到 的 常常 是 渐 近 性 质 的 结果 ,如果 
在 推导 过 程 中 ， 不 用 到 单 复 变 函数 论 中 的 柯 西 定理 或 同 
样 深度 的 分 析 工具 ,仅仅 只 用 到 普通 的 数列 求 极限 等 等 ， 
则 称 为 解析 数论 的 初等 方法 。 

解析 数论 开始 于 欧 拉 的 一 些 研究 ， 其 中 之 一 为 关于 


素数 有 无 穷 多 的 证 明 。 候 定 素数 个 数 有 限 , 则 II( 


为 有 限 数 , 此 处 了 过 所 有 素数 , 但 本 (1 二) 


是 发 散 的 ， 故 得 矛盾 。 命 <(z) 表示 不 超过 x 的 素数 个 
数 , 则 素数 有 无 穷 多 可 以 表示 为 xz)-> ce。 关于 x(z) 的 
研究 是 素数 论 的 中 心 问 题 。 首 先是 开 . I. 雪 比 雪夫 用 初 
A(X) ,T(xX) 6 


等 方法 证 明了 a<limzjiogz< 1 <limzjiogz< 二 0 此 
处 a=0.92129, 尽管 a 的 数值 不 断 地 被 以 后 的 数学 家 所 


(xX) 


改进 ,但 并 不 能 够 证 明 素数 定理 , 即 世 is 的 极限 为 1。 


首先 是 B. 槛 受 确 定 了 x(zx) 与 他 所 引进 的 复 变 函数 
?(s) (3S= + 让 ) 之 间 的 联系 。 当 o>1 时 ，(s) 由 级 数 
局 南 米 定义 , 当 o<1 时， 可 以 由 解析 开拓 来 定义 。 除 
s=1 为 8(s) 的 一 次 极 外 , f(s) 在 s 平面 上 是 正则 的 。 黎 
曼 猜 想 是 说 ,在 带 状 区 域 0<o<1 中 ,f(s) 的 零点 都 位 于 
直线 c=1/2 上 面 。 这 一 著名 猜想 是 一 个 纯 分 析 问 题 ,但 
它 与 x(x) 有 密切 关系 ， 可 以 证 明 它 等 价 于 x(z) 的 极为 
精密 的 表达 公式 ; *(x)=lix+O(Mxlogx), 此 处 lix= 
太吉 ' 黎 狂想 高 解决 还 相差 很 运 。 到 目前 为 止 ,关于 
(x) 最 精密 的 估计 是 HH. M. 维 诺 格拉 多 夫 与 HH.M. 利 
博 夫 证 明 得 到 的 *(x)=lix+O(xexp( 一 (logx)"*))， 
此 处 。 为 任意 正 数 。 这 是 从 f(x*) 的 零点 分 布 的 结果 中 推 
导出 来 的 。 

有 一 系列 重要 的 数论 问题 ， 特 别 是 与 素数 有 关 的 问 
题 的 完满 解决 ,都 关联 着 黎 曼 猜 想 及 类 似 猜想 的 解决 。 例 
如 , 相 邻 素数 之 差 pa,1 一 Pn 的 估计 问题 ， 此 处 pn 表示 第 
nn 个 素数 。 又 如 ， 算 术 级 数 kn+1 (n=1,2,…) 中 最 小 素 
数 PCk,1) 的 估计 间 题 ,此 处 (k,1) ==1。 

命 2| n 及 ra(n) 表 示 方 程 n=p+p' 的 解 Pp、p' 的 个 
数 ,此 处 PP' 为 素数 。 命 S(q)= 最 ee 由 于 


1 (a=0), 


ea 
。 0 《at0)， 


所 以 mn(m)= | S(a)rereen da 命 roxm) 表 示 方 程 mn 

好 十 下 +…+ 对 的 解 的 个 数 ， 此 处 zx 〈1<i<s) 均 取 

正 整数 。 又 命 了 (= 宝 ereee， 此 处 P=Cma， 则 
ram) = rca) em da。 


将 [0,1] 分 成 优 弧 观 与 劣 弧 m。 粗 略 地 说 ,9 为 包 
含 较 小 分 母 的 分 数 的 小 区 间 所 组 成 ,[0,1] 的 其 余部 分 为 
劣 弧 m。 由 于 7.(n) 与 7,s(n) 的 积分 表达 式 中 在 优 弧 部 
分 的 积分 可 以 估计 出 来 ， 所 以 它们 的 研究 均 归结 为 劣 弧 
上 的 积分 的 研究 。 这 就 是 G. HH. 哈代 与 J. EE. 地 特 尔 伍 
德 的 圆 法 。 

劣 弧 上 积分 的 估计 归结 为 在 劣 弧 上 指数 和 S(a) 与 
T(a) 的 估计 。 这 样 一 来 ， 很 多 著名 的 数论 问题 (如 上 述 
的 哥 德 巴赫 问题 与 华 林 问 题 ) 都 化 为 纯 分 析 问题 , 即 指数 
和 的 估计 问题 。 

这 种 和 的 研究 起 源 颇 早 ， 最 初 是 C. P。 高 斯 研究 了 


形 各 SCm,q) 一 各 emmere 的 指数 和 ， 此 处 (nq)=1, 他 


并 证 明了 |S(n,q)| <Va. 将 x 推广 到 一 般 的 整 系数 多 
项 式 人 x)=Q 十 … 二 gx， 其 中 《0%,…5,01,9)==1, 这 一 
历史 难题 是 华罗庚 解决 的 * 命 SC9,J(z))= 中 ev oo 
华罗庚 证 明了 |SCq, KKz))| ~0(q' 性 )， 其 中 1 一 是 最 
佳 可 能 的 。 特 别 当 9 一 ?为 素数 时 ,由 A, 书 伊 证 明 的 有 
限 域 上 类 似 的 黎 曼 猜 想 可 以 推出 |S(p, f(x))| <kVP。 
韦 伊 证 明了 类 似 的 黎 曼 猜想 是 基于 他 对 代数 几何 学 的 
深刻 研究 .这 一 结果 最 近 已 由 C. A. 斯 捷 潘 诺 夫 、W, ML 
施 密 特 和 EE. 邦 别 里 用 分 析 方 法 加 以 证 明 。 用 代数 几何 
学 的 积累 , P. 德 利 湿 更 证 明了 高 维 代数 函数 体 上 的 类 似 
黎 曼 猜想 ,由 此 可 得 到 了? 的 多 重 完 整 三 角 和 的 精确 估计 。 
当世 zx) 的 系数 为 实数 ,这 种 广泛 的 指数 和 的 研究 是 ,外 
尔 开始 的 ， 所 以 又 称 这 种 和 为 外 尔 和 。 维 诺 格拉 多 夫 创 
立 了 新 的 估计 外 尔 和 的 精密 方法 ， 还 创立 了 估计 以 素数 
为 变数 的 指数 和 的 方法 。 从 而 ,关于 哥 德 巴赫 猜想 ,他 用 
加 法 证 明了 每 个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 ， 关 于 
华 林 问 题 他 证 明了 当 s>s% 一 2klogk 时 ,每 个 充分 大 的 整 
数 都 是 s 个 正 整数 的 上 次 方 守之 和 。 将 华 林 问 题 与 哥 德 
巴赫 问题 结合 起 来 ， 可 以 研究 将 整数 n 表 为 n= 了 (pi) 
十 … 二 fp) 的 问题 ， 此 处 了 (x) 为 给 定 的 天 次 整 值 多 项 
式 ，P(1<i<s) 为 素数 。 华 罗 庆 对 这 一 问题 进行 系统 
的 研究 , 除 个 别 结果 外 ,关于 华 林 问 题 的 结果 ， 都 可 以 扒 
广 到 这 个 问题。 

另 一 个 研究 哥 德 巴赫 猜想 的 方法 是 埃 拉 托 斯 特 尼 阁 
法 的 改进 ， 这 一 方法 的 研究 是 V, 布 龙 开始 的 。 用 这 一 方 
法 ,目前 所 得 到 的 最 佳 结果 是 陈景润 证 明 的 , 即 每 个 充分 
大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 2 个 素数 的 乘积 
之 和 。 

由 x(z) 的 研究 可 以 看 出 ， 不 同 深度 的 方法 得 出 了 不 
同 深度 的 结果 。 还 可 以 举 整 数 分 拆 问题 为 例 。 命 Pn) 
表示 将 ”分 拆 为 整数 和 的 方法 数 。 用 简单 的 算术 方法 可 
以 得 出 p(n) 最 粗略 的 估计 ，2% <p(n)<nw51(n> 


.用 初等 的 分 析 方 法 可 以 证 明 logp(m)~#Y 了 mi。 用 


所 谓 的 陶 伯 型 定理 就 可 以 得 出 p(n) 的 渐 近 表达 式 。 利 用 
模 形式 论 的 结果 及 解析 数论 方法 还 可 以 求 出 p(n) 的 展 
开 式 。 在 逐步 求 精 的 方法 中 ， 容 易 看 出 各 种 不 同方 法 之 
精度 。 

另 一 方面 ,虽然 有 的 问题 已 经 由 分 析 方法 所 解决 ,但 
是 寻求 一 个 算术 的 解决 方法 或 较 初等 的 分 析 解决 方法 ， 
仍 是 很 重要 的 事 。 例 如 ,寻求 素数 定理 的 初等 分 析 证 明 ， 
即 不 依赖 于 KKs) 零 点 分 布 成 果 的 证 明 ， 是 素数 论 中 历时 
很 久 的 问题 之 一 。 这 一 证 明 是 由 A. 赛 尔 伯 格 与 P. 爱 尔 
特 希 得 到 的 。 又 如 ，R. 特 艾 德 曼 用 盖 尔 丰 德 -贝克 方法 
基本 解决 了 卡 塔 朗 猜想 ， 即 方程 *"= 纺 +1 的 整数 解 适 
合 于 1xz"|<c, 此 处 c 是 一 个 绝对 常数 。 在 此 之 前 ， 柯 召 
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曾 用 初等 方法 证 明 , 方 程 x 一 六 +1 只 有 整数 解 <== 土 3， 
y=2,n=3。 

正 因为 数论 问题 很 具体 与 特殊 ， 所 以 在 数论 中 发 展 
起 来 的 各 种 方法 常常 是 很 有 用 的 。 例 如 ， 指 数 和 的 估计 
方法 与 第 法 在 理论 物理 学 ,概率 统计 和 组 合 数学 中 ,都 有 
重要 的 应 用 。 

首 项 系数 为 1 的 整 系数 方程 的 根 , 称 为 代数 整数 . 例 
如 ， 普 通 整数 ，/ 也 ,i, + 入。 等 都 是 代数 整数 。 代 数 
数论 就 是 研究 代数 整数 集合 。 代 数 整数 集合 是 比 普通 整 
数 集合 更 广泛 的 集合 。 

在 研究 代数 数论 时 ,首先 要 引入 代数 数 域 的 概念 .所 
谓 数 域 即 加 、 减 乘除 运算 自封 的 某 复数 的 集合 ,例如 有 
理 数 的 全 体 @ 构 成 一 个 域 。Q@ 添加 一 个 代数 数 «, 即 得 代 
数 数 域 Q(a)。Q(a) 中 的 代数 整数 的 全 体 R, 关 于 加 、 碱 、 
乘 (除法 除外 ) 自 封 ， 构 成 一 个 环 。 算 术 基本 定理 对 于 一 
般 代数 整数 是 不 成 立 的 ， 例 如 ， 对 于 任何 正 整数 皆 有 
2=2W42W4.…2V 219。 这 建议 人 们 仅 考虑 一 个 代数 数 
域 ,即使 如 此 ,算术 基本 定理 也 可 能 不 成 立 ,例如 ,对 于 域 
QV-5) 有 6=2.3=(1+MV-5)(1-M5)。 在 引入 
“理想 数 "概念 之 后 ， 就 可 得 唯一 因子 分 解 定理 。 所 谓 理 
想 数 是 及 的 子 集 4, 关 于 加 、 减 自封 , 且 RR 的 元 素 乘 以 A 
的 元 素 仍 属于 4。 例如 ，R 的 一 个 元 素 zx 生成 的 集合 xR 
即 为 一 个 理想 数 ， 这 种 理想 数 称 为 主 理想 数 。 可 以 定义 
理想 数 之 间 的 乘法 及 素 理 想 数 ， 并 可 以 证 明 算术 基本 定 
理 对 于 理想 数 是 成 立 的 。 

在 代数 数 域 Q(a) 中 存在 一 组 代数 整数 86:，…， bn 
使 正中 任何 元 素 & 皆 可 以 唯一 表 成 &=cib 二 cba 十 
+cn9n， 此 处 Cc，(1<i<m) 为 普通 整数 。91,9,，,…， bn 称 
为 Q(a) 的 整 底 。 

如 果 4 与 1/u 都 属于 玉 , 则 称 x 为 Q(a) 的 单位 , 除 
1 的 单位 根 外 ，RR 中 常常 还 有 其 他 单位 。 命 < 的 定义 方 
程 有 m 个 根 ,r: 对 复 根 ,又 置 r=74+7s 一 1, 则 P.G.L. 狄 
利克 雷 证 明了 在 RR 中 存在 7 个 单位 ,2，…, 9r 使 正中 
任何 单位 。 都 可 以 唯一 地 表 成 =f98 E>…n8r， 此 处 了 
为 单位 根 ,而 ad1<i<r) 均 为 普通 整数 。h,72，…,m 称 
为 @(a) 的 基本 单位 组 。 

还 可 以 定义 分 数理 想 ， 即 理想 中 含有 非 代数 整数 之 
元 素 。 这 些 理想 构成 一 个 群 。 它 关于 主 理想 构成 的 子 群 的 
商 群 叫 做 类 群 。 互 . 闵 科 夫 斯 基 证 明了 类 群 是 有 限 群 。 类 
群 的 元 素 个 数 称 为 代数 数 域 的 类 数 。 类 数 为 1 的 代数 数 
域 中 ， 代 数 整数 有 唯一 因子 分 解 定 理 。 一 般 代数 数 域 的 
类 数 是 很 难 具体 算出 来 的 。 对 于 虚 二 次 域 Q( 和 /一 m)。 
H. M. 斯 塔 尔 克 与 A 贝克 证 明了 ,只 有 当 m=1,2,3,7， 
11,19,43,67 与 163 时 ,Q( 一 mm ) 的 类 数 为 1 ,C.F. 高 
斯 曾 经 猜测 有 无 穷 多 个 实 二 次 域 有 类 数 1， 这 是 尚未 解 
决 的 难题 。 

研究 两 个 代数 数 域 与 ,此 处 工 为 的 代数 扩张 。 
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有 一 种 代数 数 域 特别 重要 ， 即 工 关于 下 的 维 数 等 于 的 
类 数 ,而 且 了 的 任何 理想 在 工 中 都 是 主 理想 , 则 工 称 为 卫 
的 类 域 。 类 域 论 的 研究 是 代数 数论 的 一 个 重要 课题 。 

代数 数论 的 重要 ， 不 仅 在 于 它 是 为 弄 清 普通 整数 的 
某 些 规律 所 不 可 少 的 ， 而 且 在 于 它 的 成 果 几 乎 可 以 用 到 
每 一 个 数学 领域 中 去 。 

近 30 年 来 ,电子 数字 计算 机 的 产生 与 发 展 给 科学 技 
术 带 来 了 无 比 巨大 而 深刻 的 变革 。 这 使 数论 有 了 非常 广 
阔 的 直接 应 用 途径 。 众 所 周知 ， 无 论 什 么 问题 必需 离散 
化 之 后 才能 在 计算 机 上 进行 数值 计算 ， 所 以 离散 数学 日 
益 显 得 重要 , 而 离散 数学 的 基础 之 一 就 是 数论 。 例 如 , 近 
20 年 发 展 起 来 的 高 维 数值 积分 的 数论 网 格 法 的 研究 中 ， 
数论 的 成 果 曾 被 广泛 运用 。 一 致 分 布 理论 ,指数 和 估计 ， 
经 典 代数 数论 都 被 用 到 ， 甚 至 丢 番 图 逼近 论 中 施 密 特 关 
于 代数 数 的 联 立 有 理 逼 近 定 理 也 被 用 到 , 在 华罗庚 、 王 元 
的 《高 维 数值 积分 的 数论 网 格 法 》 一 书 中 有 详尽 的 论述 。 
在 编码 和 数字 信号 处 理 问题 中 ,数论 也 有 很 重要 的 应 用 。 
随 着 科学 的 发 展 ,数论 除 其 在 纯粹 数学 中 的 基础 性 质 外 ， 
已 日 益 展现 出 直接 应 用 的 途径 。 这 是 近 30 年 的 事 。 

数论 在 中 国 古 代 有 着 悠久 的 研究 历史 。 数 论 的 研究 
也 是 中 国 近代 数学 最 早 开拓 有 的 数学 研究 领域 之 一 。 杨 武 
之 首先 将 近代 数论 引入 中 国 。 华 罗 庚 、 柯 召 , 闵 天 稚 等 是 
这 一 领域 的 研究 在 中 国 的 创始 人 ， 特 别 是 华罗庚 在 解析 
数论 方面 的 卓越 成 就 ,在 国际 上 有 广泛 深入 的 影响 ,在 他 
领导 下 ,培养 出 一 批 优秀 的 中 国 数论 学 家 。 

参考 书目 

L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, 
Vol. 1~3, Carnagie Institute, 1919, 1920, 1923. 
华罗庚 著 :数论 导 引 ?, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1957。 


( 王 元 ) 
shulun hanshu 
数论 函数 (number-theoretic function) 以 
正 整 数 为 定义 域 的 函数 fn), 例 如 数列 (as), 阶乘 nl、 守 
做 等 都 是 数论 函数 。 
重要 的 数论 函数 设 风 的 标准 分 解 式 为 n= pi pi。 
@ 麦 比 乌 斯 函数 
"1 (n=1); 
ACID) 一 (一 1) (="=h,=1); 
0 (有 某 个 1>1, 1<j<s)。 
易 知 
11 (着 n=1)， 
Bud)=4m= | 
Cr 10 (着 n>1)， 
式 中 和 号 表示 d 过 nn 的 所 有 因数 。 


@ 欧 拉 函数 p(n) 表示 与 % 互 素 且 不 超过 #% 的 正 
整数 的 个 数 ， 易 证 
dp(m)p(n) 
CD) 一 Cd) ， 


这 里 (mm) =d。1801 年 , C. 了 .高 斯 证 明了 习 o(d) 一 n。 
关于 欧 拉 函数 ,有 一 个 迄今 尚未 解决 的 猜想 :不 存在 复合 


数 使 得 p(n)|m 一 1。 这 个 猜想 是 1932 年 由 D. H. 莱 黑 
尔 提出 来 的 。1962 年 ， 柯 召 和 孙 琦 证 明了 这 样 的 复合 数 
存在 ,n 至 少 是 12 个 不 同 的 奇 素数 的 乘积 !1980 年 ,G. L- 
科 思 和 了 . 哈 吉 斯 用 计算 机 改进 到 ?至 少 是 14 个 不 同 的 
奇 素数 的 积 。 

@ 除数 函数 

= De 
当 4#0 时 , 则 有 
pyttatD 1 
mM- pi 
当 w=0 时 ， 
gm)=d Cn)=(h+1).(l+1), 

设 a(n)=oln), 正 整数 nn 满足 oCn)=2n 时 ,n 就 叫做 完 
全 数 。 

图 曼 格 尔 德 特 函 数 


4cm = fs? ( 若 n 为 素数 p 的 方 宏 )， 
0 (其 他 情况 )。 
则 有 
A=logn 
和 


A(mlogn + Ad) A(T)= Dd) log:, 
计 论 


后 一 恒等式 在 素数 分 布 理论 中 有 用 。 

狄 利 交 雷 秦 积 ” 设 fi(n) 和 下 (mn) 是 两 个 数论 函数 ， 
则 Km)= 加 站 (让 (于 ) 叫 做 Cn) 和 态 (n) 的 猴 利 克 雷 
卷 积 , 记 为 扩 (n)#f(n)==f(n)。 显 然 , f(n) 也 是 一 个 数论 
函数 ， 且 有 Cm)#fiCn)=fCn)xfCn), (fCn)afsCn)) 
天 C0) 二 有 Cn)4f2(n)xfs(n))， 这 里 及 (n) 也 是 一 个 数论 
函数 。 狄 利克 雷 卷 积 是 研究 数论 函数 的 重要 概念 。 可 以 
证 明 , 全 体 世 1) 二 0 的 数论 函数 fn)， 对 于 狄 利克 雷 生 
积 * 组 成 一 个 阿 贝 尔 群 。 

积 性 函数 和 完全 积 性 函数 ” 若 (mym)=1, 有 了 nan) 一 
fm)f(n)， 称 数论 函数 fn) 为 积 性 函数 ， 若 对 任意 正 整 
数 m、n， 都 有 fmn) 一作 m)f(n)， 则 称 数论 函数 fn) 
为 完全 积 性 函数 , 例如 4(n)、m* 是 完全 积 性 函数 ,wm)、 
9(n)、\ou(m) 是 积 性 函数 ， 但 不 是 完全 积 性 函数 。 曼 格 尔 
德 特 函数 4A(n) 是 非 积 性 函数 。 积 性 函数 有 下 列 性 质 ，@ 
若 信 mn) 是 一 个 非 恒 等 于 0 的 积 性 函数 ， 则 有 f(1)=1 和 
如 人 DF)= 开 Q-ftp))s @ 若 fi(m) 和 fi(n) 都 是 


积 性 函数 ， 则 有 Cn)* 了 (mn) 也 是 积 性 函数 ，@ 若 也 Cn)* 
了 mp 和 户 (m) 是 积 性 函数 , 则 Cn) 也 是 积 性 函数 。 

走 比 乌 斯 反 演 公式 设 ?为 正 整数 , 若 fm) 一 
轴 g(e), 则 有 stm)= 及 fx( 委 )， 反 之 亦 然 。 这 就 是 
著名 的 麦 比 乌 斯 反 演 公式 , 它 还 有 乘积 表达 式 。 设 fn) 一 
了 9(d), 则 gn)= Hf(a)/D, 

麦 比 乌 斯 反 演 公式 是 R. 雏 德 金 1857 年 给 出 的 ， 它 
有 多 种 推广 形式 ,在 数论 和 组 合 数学 中 都 很 有 用 。 例 如 由 


数 
Be)=n, 用 麦 比 乌 斯 反 演 公式 立即 可 得 w(m) 一 


以 wa) 下。 因为 必 是 积 性 函数 , 所 以 cmD= 以 由 也 
是 积 性 函数 ,于 是 容易 求 得 ou(n) 的 表达 式 。 以 素数 了 为 
模 ,把 多 项 式 xm 一 x 分 解 为 不 可 约 多 项 式 之 积 ， 设 其 案 
因 式 的 次 数 为 m, 已 知 mm|n, 反之 ， 任 一 个 mmlm) 次 不 
可 约 多 项 式 一 定 是 该 式 的 因 式 , 设 go 表示 对 模 了 的 nn 次 
不 可 约 多 项 式 的 个 数 , 故 有 了 = 六 mm Dm, 由 麦 比 乌 斯 反 


演 公式 得 ng 一 如 mp"", 故 得 多 >0, 即 知道 元 素 个 


数 为 p" 的 有 限 域 存 在 。 (和 孙 瑚 ) 
shulun wangge qiujifenfo 
数论 网 格 求 积分 法 (number theoretical 


method for numerical integration) 高 维 
数值 积分 数论 方法 研究 开始 于 20 世纪 50 年 代 末 ， 其 理 
论 基础 是 数论 中 的 一 致 分 布 论 。 命 U, 表示 s 维 单位 立 
方 体 。 假 定 f(z)=f 了 (xX, x;,，…，X,) 是 U, 上 定义 的 函 


数 , 并 假定 8.6.8 存在 且 其 绝对 值 以 C 为 界 。 合 


P(k) 一 (zi(k)，xza(k)，…， xs(K))(1<k<n) 是 局 中 具有 
偏差 D(m) 的 点 集 。 所 谓 数论 方法 就 是 用 被 积 函数 在 P(k) 
(1<k<n) 上 值 的 算术 平均 
10f,P(k)) = 去 加 (PD)) 

作为 U, 上 定 积分 

KD=|, fo)dr 
的 近似 值 ,而 误差 由 下 面 的 公式 给 出 ， 

lf)—1(f,P(k))| <C 2: D(n), 

J(f，P(k)) 就 是 由 点 集 P(k) (1<k<n) 定义 的 一 个 
求 积 公式 。 因 此 寻求 U, 上 最 佳 求 积 公式 的 问题 即 等 价 于 
寻求 以 上 最 佳 偏差 的 点 集 的 问题 。 从 计算 方法 的 观点 
看 ， 不 仅 要 求 点 集 P(k)(1<k<n) 的 偏差 小 ， 而 且 要 求 
P(k) 的 形式 简单 ,易于 计算 。 

@ 科 罗 博 夫 - 劳 卡 方法 命 p 表 示 素 数 ，a= (oa 
4,…s0,) 表示 整数 向 量 , 科 罗 博 夫 和 了. 劳 卡 证 明了 , 对 
于 任意 p, 皆 存在 a, 使 点 集 

ep-( 生 直 直 中 … 后 ask<m 
有 偏差 D(p)=0 (P-: (log p)')。 也 就 是 说 用 点 集 Q(k) 
(1<k<p) 构 造 的 求 积 公式 有 误差 OCp™'(log p)")。 对 于 
了 求 出 a 的 计算 量 为 OCP:) 次 初等 运算 。 因此 当 ? 较 大 

时 ,算出 a 来 很 困难 。 
1 


@ 分 园 域 方法 分 加 域 o(cos 全 ) 是 一 个 s= 了 本 

次 代数 数 域 。 利 用 Q@(cos 35 ) 的 独立 单位 组 可 得 它 的 一 
个 适合 于 

n>1, nfl<Cni 


(2<i<s) 
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的 单位 列 mi(I= 1，2，…)， 其 中 地 2 表示 轿 的 共 婉 数 。 
如 果 使 

= 访 "P， 如 = 识 听 (200s Bi)" aci<s~D, 
则 得 点 集 


ar-( 转 | 所 于， 和 


用 这 一 点 集 构造 的 求 积 公式 的 误差 为 
On n+), 

式 中 。 为 任意 正 数 。 算 出 m%、hss (1<j<s 一 1) 的 计算 量 
为 O(logm)。 因 此 算出 mw 和 hh=《hs has…, hs,s) 没 有 
困难 ,但 缺点 是 误差 略为 偏 大 些 。 

当 2<s<18 时 ,上 述 的 P.a.n, 和 hh 都 已 汇编 成 表 ， 
可 供 查阅 。 

数论 方法 得 到 的 求 积 公式 的 误差 主 阶 均 与 维 数 无 
关 , 所 以 当 s 较 大 时 ， 用 数论 方法 近似 计算 U 上 的 定 积 


1) as<k<m。 


分 比较 合算 。 
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shuxl 
数 系 (number system) ”通常 指 包括 自然 数 ( 正 


整数 )、 整 数 ,有 理 数 ,实数 和 复数 的 系统 。 这 些 数 之 间 的 
关系 如 下 表 ， 


零 和 正 整数 整 才 
负 整 
分 数 


数 的 观念 具有 悠久 的 历史 ,尤其 是 自然 数 观念 ,其 产 
生 当 在 史前 时 期 ， 详 情 已 难于 追 索 。 但 对 数 系 建立 严 说 
的 理论 基础 ， 却 在 19 世纪 下 半期 才 完成 。 

自然 数 ”建立 自然 数 概念 通常 有 基于 基数 与 基于 序 
数 两 种 方法 。 

基于 基数 的 自然 数 概念 可 计 源 于 原始 人 类 用 匹配 方 
法 计数 。 古 希腊 人 用 小 石 卵 记 畜 群 的 头 数 或 部 落 的 人 数 。 
事实 上 ， 英 文 calculate( 计 算 ) 一 词 是 从 希腊 文 calculus 
( 石 卵 ) 演 变 来 的 。 中 国 古籍 k 易 * 系 辞 ) 中 说 ,上 古 结 强 而 
治 ,后 世 圣 人 易 之 以 书 契 ,这 些 都 是 匹配 计数 法 的 反映 。 

如 果 两 个 集合 之 间 能 建立 一 个 一 一 对 应 ， 就 说 这 两 
个 集合 是 对 等 的 。 称 对 等 的 集合 具有 相同 的 基数 。 如 果 一 
个 集合 不 可 能 对 等 于 它 的 任何 真子 集 , 则 称 为 有 限 集 . 非 
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空 有 限 集 的 基数 ,就 是 自然 数 。 由 此 能 通过 集合 的 并 , 积 
运算 定义 自然 数 的 加 法 与 乘法 ( 见 算术 )。 

基数 理论 依据 的 是 一 一 对 应 原则 。 另 一 方面 ,为 了 
计数 ， 必 须 有 某 种 数 制 ， 即 建立 一 个 依次 排列 的 标准 集 
合 。 随 后 对 某 一 有 限 集 合计 数 ， 就 是 将 该 集合 中 每 个 元 
素 顺 次 与 标准 集合 中 的 项 对 应 + 所 对 应 的 最 后 的 项 ,就 标 
志 着 给 定 集合 元 素 的 个 数 。 这 种 想法 导致 自然 数 的 序数 
理论 , 它 是 G. 皮 亚 诺 于 1889 年 建立 的 。 

皮 亚 诺 从 不 加 定义 的 "集合"、“ 含 有 "、“ 自 然 数 "与 
“后 继 "等 词 出 发 ,规定 自然 数 集 满足 下 列 五 条 公理 ， 

@ 1 是 自然 数 。 

@ 1 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 。 

回 每 个 自然 数 都 有 一 个 后 继 ( 记 4 的 后 继 为 a')。 

Q@ a'=b' 蕴涵 a=b。 

加 设 S 是 自然 数 的 一 个 集合 。 如 果 S 含 有 1, 且 S 
含有 a 蕴涵 S 含 有 a', 则 S 含 有 任何 自然 数 。 

最 后 这 条 公理 就 是 熟知 的 数学 归纳 法 公理 。 

一 切 自然 数 的 集 记 为 {1,2,3,…,n,…), 简 记 为 N。 

从 上 述 公理 出 发 ,可 以 证 明 , 对 任何 自然 数 4,b, 存 
在 唯一 的 自然 数 a+b, 满足 a+1=a', at+b'=(a+b)'。 
a+b 称 为 4 与 b 的 和 ,相应 的 运算 称 为 加 法 。 加 法 满足 
交换 律 与 结合 律 。 类 似 地 ,对 任何 自然 数 ,b, 存在 唯一 
的 自然 数 a.b, 满 足 a+1=a,ab'=a.b+a。a:b( 记 a.b 为 
呈 ) 称 为 4 与 b 的 积 ,相应 的 运算 称 为 乘法 。 柔 法 也 满足 
交换 律 与 结合 律 ,加 法 与 乘法 满足 分 配 律 。 

对 自然 数 集 可 用 下 述 方法 定义 一 个 全 序 。 设 a,b 是 
自然 数 ， 如 果 存 在 自然 数 “, 使 得 a=b+c, 则 称 a>b 或 
b<a, 

a 在 自然 数 集 N 之 外 ,再 引入 新 的 元 素 0， 一 1， 

称 N 中 的 元 素 为 正 整数 , 称 0 为 零 ， 
… 为 负 整数 。 正 整数 、 零 与 负 


整数 构成 整数 系 。 

零 不 仅 表示 “无 ”, 它 在 命 数 法 中 还 具有 特殊 的 意义 ， 
表示 空位 的 符号 。 中 国 古 代用 算 筹 计数 并 进行 运算 ， 空 
位 不 放 算 筹 , 虽 无 空位 记号 ,但 仍 能 为 位 值 记 数 与 四 则 运 
算 创造 良好 的 条 件 。 印度 -阿拉 伯 命 数 法 中 的 零 (zero) 来 
自 印 度 的 零 (sunya) 字 ,其 原意 也 是 " 空 "或 “空白 "。 

中 国 最 早 引 进 了 负数 。《 九 章 算术 方程 中 论述 的 
“ 正 负 术 ”, 就 是 整数 的 加 减法 .减法 的 需要 也 促进 了 负 整 
数 的 引入 。 威 法 运算 可 看 作 求 解 方 程 a4+x*=b， 如 果 a， 
b 是 自然 数 ， 则 所 给 方程 未 必 有 自然 数 解 。 为 了 使 它 便 
有 解 ,就 有 必要 把 自然 数 系 扩大 为 整数 系 。 

关于 整数 系 的 严格 理论 ,可 用 下 述 方式 建立 ,在 Nx 
N ( 即 自 然 数 有 序 对 的 集 ) 上 定义 如 下 的 等 价 关系 一 ， 对 
于 自然 数 有 序 对 (al,bi),(aavb:), 如 果 mw 十 忆 =aa+b 就 
说 (aubi) 一 (aaybz)，NxN 关于 上 述 等 价 关系 的 等 价 类 ， 
称 为 整数 。 一 切 整 数 的 集 记 为 Z。 

设 p,g9EZ,(ab)Ep,(cd)E9, 则 定义 P+9 为 (+ 
csb+d) 所 在 的 等 价 类 ,pq 为 (ac+bd,ad+bc) 所 在 的 等 价 


类 。 这 样 定 义 的 加 法 与 乘法 满足 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 
律 。 对 于 给 定 的 整数 p，9, 方程 P+xq 有 唯一 的 整数 
解 , 记 为 4 一 p。 这 种 运算 称 为 减法 , 它 是 加 法 的 逆 运 算 。 

设 (ob)Ep, 如 果 a>b, 则 称 p 为 正 整 数 ; 如 果 a 一 
b, 则 称 P 为 零 ; 如 果 4<b, 则 称 p 为 负 整数 。 设 p,QEZ， 
如 果 p 一 9 是正 数 , 则 称 p>9 或 9<p。 这 样 就 能 在 整数 
系 中 建立 一 个 全 序 。 

令 自 然 数 nn 对 应 于 (n+1,1) 所 在 的 等 价 类 ， 就 把 自 
然 数 集 找 入 到 整数 集中 。 把 (n+ 1,1) 所 在 的 等 价 类 仍 记 
为 mw。 把 (1,1) 所 在 的 等 价 类 记 为 0, 把 (1, n+1) 所 在 的 
等 价 类 记 为 -n, 就 有 2={…, 一 n,…, 一 2, 一 1, 0, 1, 
天 

有 理 数 ” 古 埃及 人 约 于 公元 前 17 世纪 已 使 用 分 数 。 
中 国 k 九 章 算术 ?中 也 载 有 分 数 的 各 种 运算 。 分 数 的 使 用 
导 源 于 除法 运算 的 需要 。 除 法 运算 可 看 作 求 解 方程 
pxr=q(P 关 0)， 如果 p,q 是 整数 , 则 所 给 方程 未 必 有 整数 
解 。 为 了 使 它 恒 有 解 ， 就 有 必要 把 整数 系 扩大 成 为 有 理 
数 系 。 

关于 有 理 数 系 的 严格 理论 ， 可 用 下 述 方式 建立 。 在 
2 x(Z\{0)) 即 整数 有 序 对 (但 第 二 元 不 等 于 零 ) 的 集 上 
定义 如 下 的 等 价 关系 ， 设 Pi,P: EZ,491,9: EZ\ {0), 如 果 
pig:= Pig 则 称 (Ps, gj) 一 (pay 9:)。Z x (ZN\{0)) 关 于 这 
个 等 价 关系 的 等 价 类 , 称 为 有 理 数 。(P,9) 所 在 的 有 理 数 ， 


记 为 刀 。 一 切 有 理 数 的 集 记 为 @。 令 整数 了 对 应 于 了 即 
(p，1) 所 在 的 等 价 类 ， 就 能 把 整数 集 自然 地 庶 入 到 有 理 
数 集中 。 习 惯 上 把 肝 仍 记 为 p。 


yy 了 We 4 
设 g， 忆 为 有 理 数 ， 则 定义 @ +“ 与 为 (ps+ gr,9s) 所 


在 的 等 价 类 ， 号， 让 为 (pr,qs) 所 在 的 等 价 类 。 这 样 定义 


的 加 法 与 乘法 满足 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 。 对 于 给 定 
的 有 理 数 a,B, 方 程 g+z= 8，axr= 有 (后 者 要 求 0) 恒 
有 有 理 数 解 。 第 二 个 方程 的 解 , 称 为 < 除 8 所 得 的 商 , 相 
应 的 运算 称 为 除法 。 除 法 是 乘法 的 逆 运 算 。Q 关于 加 法 
与 乘法 构成 一 个 域 , 称 为 有 理 数 域 。 


设 a= 二 EQ, 和 如 果 pq 是 正 整数 , 则 称 a 是 正 的 , 记 


为 a>>0。 于 是 仍 可 用 a>>8 当 且 仅 当 a 一 8>0 来 规定 @ 
上 的 全 序 。 这 个 全 序 满足 ,a>8 蕴涵 4+Y>8+y;a>0， 
8>0 蕴涵 ap8>0; 给 定 a>0:8>0, 存在 正 整数 n， 使 得 
B<na。 最 后 的 陈述 称 为 阿 基 米 德 性 质 。 这 样 ,8 是 一 个 
阿 基 米 德 有 序 域 。 

实数 ”为 表示 各 种 几何 量 (例如 长 度 ,面积 体积) 与 
物理 量 (例如 速率 、 力 的 大 小 ), 人 类 很 早已 发 现 有 必要 引 
进 无 理 数 。 约 在 公元 前 530 年 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 已 知道 
边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 〈 即 W 3 ) 不 能 是 有 
理 数 。 

除了 同类 量 可 以 相 加 外 ， 上 述 这 些 量 的 另 一 显著 特 
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征 是 任 一 量 能 不 断 分 割 。 这 种 “无穷 可 分 性 ", 是 实数 系 
连续 性 的 体现 。 

实数 系 的 逻辑 基础 直到 19 世纪 70 年代 才 得 以 疯 
定 。 从 19 世纪 20 年 代 药 始 的 数学 分 析 严 密 化 潮流 ， 使 
得 数学 家 们 认识 到 必须 建立 严格 的 实数 理论 ， 尤 其 是 关 
于 实数 系 的 连续 性 的 理论 。 在 这 方面 ,K. 外 尔 斯 特 拉 斯 
《1859 年 开始 ) 、H. C. R. 梅 雷 (1869)、R. 戴 德 金 (1872) 
与 G. 康 托 尔 (1872) 作 出 了 杰出 的 贡献 。 

大 体 说 来 ,构造 实数 系 有 两 条 途径 ,一 是 戴 德 金 的 途 
径 , 另 一 是 G. 康 托 尔 等 人 的 途径 。 

康 托 尔 实数 论 的 出 发 点 是 有 理 数 的 基本 序列 。 设 
{qn}%-s 是 有 理 数 序列 。 如 果 对 每 个 正 有 理 数 ", 存在 自 
然 数 入 ,使 当 n,m 宇 时 ,有 一 r<a, 一 am<r, 则 称 所 给 序 
列 为 一 个 基本 序列 , 又 称 柯 西 序列 。 设 {an}3-，,{Bn} 3 
是 有 理 数 的 两 个 基本 序列 ， 如 果 对 每 个 正 有 理 数 +, 存 
在 自然 数 N， 使 当 m>N 时 ， 有 一 r< mm 一 B。<r， 则 称 
{qm} m1 一 (Bn) -1。 这 是 一 个 等 价 关 系 有 理 数 基本 序列 
的 集 关 于 这 个 等 价 关 系 的 等 价 类 ， 称 为 实数 。 一 切实 数 
构成 的 集 , 记 为 R。 对 有 理 数 4, 令 序 列 {a, a, …} 所 在 的 
等 价 类 ( 仍 称 为 有 理 数 x) 与 之 对 应 ,就 能 把 有 理 数 集 嵌 
入 于 实数 集中 。 不 是 有 理 数 的 实数 , 称 为 无 理 数 。 

设 x,y 是 实数 , {an)5-1 EX，{Bn)}%-1 Ey， 则 定义 
+y 为 {q 十 pn}3-: 所 在 的 等 价 类 ，zg 为 {anpn}%-， 所 
在 的 等 价 类 。 实 数 集 关 于 这 样 定 义 的 加 法 与 乘法 构成 一 
个 域 。 

对 于 实数 x, 如 果 存在 正 有 理 数 r 与 自然 数 N, 使 当 
n>N 时 ,an>r({an}3%- Exz), 则 称 z 为 正 的 , 记 为 x>0。 
于 是 又 可 用 x>y 当 且 仅 当 x 一 y>0 来 定义 R 上 的 一 个 
全 序 。 类 似 于 Q@,R 也 是 阿 基 米 德 有 序 域 。 

由 实数 构成 的 基本 序列 必 有 极限 ( 柯 西 准则 )。 这 称 
为 实数 系 的 完备 性 。 

戴 德 金 实数 论 的 出 发 点 是 有 理 数 的 划分 。 设 4，B 
是 @ 的 非 空子 集 。 如 果 @= 4UB, 目 对 任何 a€A, pE 
B, 必 有 a<8p, 则 称 (A,B) 为 @ 的 一 个 划分 。 有 理 数 的 一 
个 划分 定义 一 个 实数 。 对 有 理 数 的 任 一 划分 (4, B), 或 
者 4 有 最 大 元 ，B 无 最 小 元 ; 或 者 A 无 最 大 元 , B 有 最 小 
元 ;或 者 A 无 最 大 元 , B 无 最 小 元 。 第 一 、 第 二 两 种 情形 
实质 相同 , 此 时 称 (A, B) 定 义 一 个 有 理 数 。 在 这 两 种 情 
形 下 , 令 A 的 最 大 元 或 B 的 最 小 元 对 应 于 (A,B), 就 使 有 
理 数 集 自然 地 嵌入 到 实数 集中 。 

对 于 实数 *=(A4,B1),y=(4,, B,), 如 果 ALCA,， 
则 定义 为 x<y。 定 义 x+y=( 和 +As,Q\(A1+41)), 其 
中 心 +4:={a+a:aE4ioEA4}。 如 果 z>0,g>>0， 
则 定义 xy=(A14,, Q\A14,)， 其 中 A 4:={a mi:mE 
Ai,aaE4:}。 其 余 情形 的 乘积 由 符号 法 则 规定 ， 例 如 当 
z>0,<0 时 ,定义 动 = 一 (z( 一 妃 )。 在 这 样 的 定义 下 ， 
一 切实 数 构成 一 个 阿 基 米 德 有 序 域 。 

对 于 实数 系 及 的 任 一 划分 (4, B)， 或 者 A 有 最 大 元 
BB 无 最 小 元 ;或 者 无 最 大 元 B 有 最 小 元 。 这 表明 对 实 
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数 系 再 加 以 划分 已 不 能 产生 新 的 数 。 这 就 是 实数 系 的 连 
续 性 。 

由 此 可 见 ， 实 数 系 可 定义 为 具有 完备 性 或 连续 性 的 
阿 基 米 德 有 序 域 。( 见 实数 ) 

复数 ”从 16 世纪 开始 , 解 高 于 一 次 的 方程 的 需要 导 
致 复数 概念 的 形成 。 用 配方 法 解 一 元 二 次 方程 就 会 遇 到 
负数 开平 方 的 问题 。G. 卡尔 达 诺 在 《大 法 》(1545) 中 亲 
述 一 元 三 次 方程 解法 时 ,发 现 难以 避 开 复数 。 吉 拉 尔 认为 
复数 至 少 可 以 作为 代数 方程 的 形式 解 。 也 有 不 少数 学 家 
不 承认 复 根 ， 例 如 笛 卡 儿 。 事 实 上 “虚数 "这 一 称呼 就 始 
自 笛 卡 儿 。 关 于 复数 及 其 代数 运算 的 几何 表示 ,是 18 世 
纪 末 到 19 世纪 30 年 代 由 C. 书 塞 尔 、J. B. 阿尔 根 和 
C. F. 高 斯 等 人 建立 的 。 高 斯 引进 了 “复数 "这 一 名 词 。 

由 实数 定义 复数 的 方法 很 多 。 例 如 ， 称 实数 的 一 个 
有 序 对 (x,y) 为 一 个 复数 。 加 法 与 乘法 分 别 定义 为 (zu 
YD + xas Ya) = K+ Rs Yt Ya), (Xs 1) (xy az) 一 
(zx 一 iayzuga 十 zagi)。 一 切 复数 的 集 C 构成 一 个 域 ， 
令 实 数 x 对 应 于 (x,0)， 就 使 实数 域 详 入 于 复数 域 中 。 
y*0 的 复数 (x,y)， 常 称 为 虚数 。(0, 1) 称 为 虚数 单位 ， 
记 为 i。( 见 复数 ) 
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数学 规划 (mathematical programming) 
研究 在 变量 z= (xi，x:，…，z) 受 到 某 些 条 件 约束 之 
下 ,如 何 寻 求 一 z#*， 使 得 某 一 个 (或 几 个 ) 给 定 的 函数 在 
z* 处 取 极 小 《或 极 大 ) 值 的 一 门 学 科 。 用 也 表示 满足 所 
给 定 的 条 件 的 x* 的 全 体 ， 则 数学 规划 的 主要 内 容 就 是 要 
对 某 函 数 f(x) 寻求 一 z*ED， 使 得 对 于 所 有 的 ED， 
都 有 f(x*)<f(x)( 或 >f(x))，f(z) 称 为 问题 的 目标 函 
数 ,D 称 为 约束 集 , 属 于 了 的 z 称 为 问题 的 可 行 解 ,z* 称 
为 问题 的 一 个 最 优 解 ,也 称 为 总 体 最 优 解 。 若 存在 ED 
的 一 个 邻 域 U(z*)， 使 得 对 于 U(xz”)ND 中 之 z， 都 有 
fz)<f(z"), 则 称 ze 为 问题 的 一 个 局 部 最 优 解 。 若 DD 一 
Rr, 即 n 维 欧 氏 空间 , 则 上 述 规划 称 为 无 约束 规划 ， 否 则 
称 为 带 约束 规划 。 

在 生产 实际 中 ， 有 大 量 的 问题 都 可 化 为 数学 规划 问 
题 来 处 理 。 例 如 ,关于 物资 运输 的 组 织 ,在 一 定 要 求 之 下 
厂房 建筑 的 最 优 结构 、 厂 址 的 选择 、 水 利 资源 的 分 析 ( 诸 
如 水 力 发 电 与 农业 用 水 之 间 的 平衡 .城区 用 水 的 分 配 ) 等 
等 。 根 据 问题 的 性 质 以 及 处 理 方法 的 不 同 ,数学 规划 分 成 
许多 不 同 的 分 支 ，@ 线 性 规划 ， 即 可 以 用 (zx, x，，…。 
mn) 的 一 些 线性 (不 ) 等 式 表 出 ，f 人 XY) 为 (Xi, Xx:，…, Xn) 的 
线性 函数 的 规划 。 回 非 线性 规划 ， 即 在 表示 呈 的 诸 函数 
和 目标 函数 fx) 中 出 现 非 线 性 函数 的 规划 。@ 整 数 规 
划 , 即 规定 部 分 (或 全 体 ) 变 量 只 能 取 某 些 整数 值 的 规划 。 
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图 组合 规划 ， 或 称 组 合 最 优化 ， 即 利用 组 合 方法 在 一 
有 限 的 集合 中 寻求 一 元 素 使 所 给 定 的 目标 达到 最 优 的 规 
划 。 回 参数 规划 。 即 在 表示 的 诸 函数 或 目标 函数 中 含 
有 某 些 参数 的 规划 。@ 随 机 规划 ， 即 某 些 变量 和 (或 ) 系 
数 是 随机 变量 的 规划 。 人 @@ 动 态 规 划 ， 这 是 从 事 处 理 多 阶 
眉 决 策 过 程 的 一 种 方法 。@@ 多 目标 规划 ， 即 及 Xx) 是 一 个 
向 量 函 数 的 规划 。 除 上 述 情形 外 ,还 有 几何 规划 ,分 数 规 
划 , 半 无 限 规划 ,模糊 规划 ,等 等 。 

数学 规划 中 最 简单 ,最 基本 、 应 用 最 广 的 一 个 形式 是 
线性 规划 。 它 可 以 表示 如 下 ， 


求 z 一 以 cm 在 条 件 为 ours<boiD 2 mm 


为 >0,j 一 1,2,，…，4 之 下 的 极 小 值 。 许 许多 多 的 实际 同 
题 千 可 化 成 线性 规划 来 求解 。 例 如 一 大 类 的 运输 问题 可 


以 表 成 永 z= 加 为 cr 在 条 件 习 mu=a， 避 r = 
bs xu>0, 六 a = 为 岂 之 下 的 极 小 值 。 一 大 类 的 任务 
分 本 问题 可 以 化 成 求 2= 六 加 cv zu 在 条件 如 zu 


加 ro- lzu=0 或 1 之 下 的 极 小 值 


有 些 实际 问题 ,如 水 源 管理 ,要 把 它们 形成 数学 规划 
问题 ,必须 经 过 对 具体 情况 作 仔细 调查 和 反复 推 殴 ,然后 
才能 定 出 有 关 的 变量 约束 条 件 和 目标 函数 。 同 时 ,由 于 
规划 问题 本 身 所 考虑 的 是 未 来 的 活动 安排 ， 可 能 有 一 些 
因素 是 不 确定 的 ， 有 些 数据 是 通过 估计 得 到 的 不 一 定 确 
切 , 有 些 因素 可 能 是 未 曾 预料 到 的 。 这 也 是 参数 规划 、 随 
机 规划 引起 人 们 注意 的 原因 之 一 。 

将 数学 方法 用 于 生产 的 组 织 和 规划 的 思想 ,在 19 世 
纪 或 更 早 的 时 期 就 已 萌生 。 如 在 17 世纪 了 . de 党 马 提出 
如 下 问题 : 求 一 点 使 其 到 三 个 给 定点 的 距离 之 和 为 最 小 。 
这 可 视 为 厂址 选 点 问题 的 一 个 雏形 。 然 而 ,首先 认识 到 某 
些 重要 的 大 量 存在 的 生产 安排 问题 均 具 有 某 种 共同 的 明 
确 的 数学 结构 ， 且 可 以 用 数学 方法 去 处 理 , 应 归 之 于 
开 , B. 次 托 罗维奇 。 他 的 工作 出 现时 很 少 为 人 注意 ， 因 
而 没有 得 到 发 展 。1947 年 , G. B. 丹 齐 克 作 出 了 解决 线 
性 规划 问题 的 单纯 形 法 。 同 时 ,人 们 发 现 , 大 量 的 生产 问 
题 都 可 化 成 线性 规划 问题 来 解决 ， 从 而 引起 人 们 的 普遍 
重视 。 由 于 线性 规划 的 影响 ， 生 产 实际 中 许多 与 最 优 决 
问题 提 了 出 来 ， 其 中 不 少 问题 却 不 能 用 线性 规 
划 方 法 来 处 理 ， 因 此 产生 了 上 述 的 各 种 分 支 。 可 以 认为 
它们 都 是 线性 规划 在 某 种 意义 下 的 推广 。 

国际 数学 规划 协会 于 1970 年 成 立 ,每 三 年 召开 一 次 
国际 性 讨论 会 .从 1982 年 开始 ,每 次 会 上 颁发 两 项 奖金 ， 
一 为 富 尔 克 森 奖 (组 合 数学 ) ,一 为 丹 齐 克 奖 (数学 规划 )。 

参考 书目 

A. Bachem, ed., Mathematica! Programming, The State 
of the Art, Springer-Verlag, Berlin, 1983. 
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shuxue jichu 
数学 基础 (foundations of mathematics) 
从 事 数学 奠基 的 数学 研究 。 

数学 基础 学 家 要 根据 他 们 的 数学 观 ， 即 “什么 是 数 
学 "、“ 什 么 是 数学 的 基础 "等 问题 的 回答 ， 以 及 他 们 对 数 
学 方法 ,数学 概念 、 数学 命题 、 数 学 理论 的 看 法 来 进行 莫 
定数 学 基础 的 工作 。 数 学 基础 学 家 要 根据 他 们 对 数学 真 
理 的 性 质 的 看 法 ， 根 据 他 们 的 数学 哲学 来 作 研究 。 由 于 
各 家 数学 观 的 不 同 ， 在 长 期 的 争论 中 形成 了 不 同 的 数学 
基础 学 派 。 尽 管 如 此 ， 人 们 在 从 事 这 一 领域 的 研究 工作 
中 所 取得 的 数学 成 果 却 应 当 或 至 少 企图 为 数学 基础 学 家 
所 公认 ， 为 一 切 数学 家 所 公认 。 这 是 问题 的 一 方面 。 问 
题 的 另 一 方面 ， 数 学 基础 学 家 对 于 所 有 的 成 果 又 都 是 依 
照 自 己 的 数学 观 来 作 解释 的 。 因 之 ， 数 学 基础 学 可 以 看 
成 是 由 两 部 分 组 成 :一 是 数学 基础 研究 中 形成 的 数学 ,在 
20 世纪 隶 步 形成 了 数理 运 辑 的 几 个 重要 分 支 ; 二 是 数学 
基础 学 家 由 这 些 成 果 得 出 的 数学 观 。 

数学 哲学 与 数学 基础 学 不 同 。 前 者 是 数学 的 哲学 ， 
是 哲学 ,不 是 数学 。 后 者 是 数学 , 不 是 哲学 。 但 是 , 在 数 
学 基础 的 研究 中 ， 人 们 往往 是 从 不 同 的 哲学 观点 出 发 来 
研究 数学 中 具有 普遍 性 和 本 质 性 的 问题 ， 并 从 而 形成 和 
发 展 自己 的 数学 哲学 观点 ， 乃 至 形成 不 同 的 数学 哲学 学 
派 。 因 此 ,数学 基础 的 研究 常常 涉及 数学 哲学 的 内 容 , 而 
数学 哲学 的 研究 不 能 不 涉及 数学 韵 基 问 题 。 所 以 ,它们 之 
“ 间 的 关系 相当 密切 。 数 学 哲学 较 多 地 涉及 数学 思想 史 、 
哲学 史 和 哲学 家 的 观点 ， 而 数学 基础 则 更 多 地 涉及 数学 
家 的 数学 工作 、 数 学 观 和 他 们 对 数学 基础 研究 成 果 的 理 
解 ， 不 论 他 们 自己 愿意 把 他 们 的 数学 观 溯源 到 以 往 什么 
哲学 ， 他 们 的 数学 观 总 不 能 违背 数学 基础 研究 的 数学 成 
果 , 因 之 他 们 的 观点 必然 随 着 数学 的 发 展 而 变化 。 

20 世纪 上 半 叶 ,在 数学 基础 的 论战 中 被 讲 得 最 多 的 
有 三 个 学 派 , 即 逻辑 主义 、 形 式 主义 和 直觉 主义 。 

逻辑 主义 ”逻辑 主义 认为 数学 就 是 逻辑 ， 英 定数 学 
基础 的 工作 就 是 把 数学 从 一 个 逻辑 系统 中 推导 出 来 。 也 
就 是 说 ,按照 逻辑 主义 的 主张 ,数学 概念 都 可 以 借 迎 辑 概 
念 由 定义 给 出 ， 数 学 定理 都 可 以 由 逻辑 公理 用 逻辑 规则 
推出 ,这 样 ,他 们 认为 全 部 数学 就 可 以 由 逻辑 推导 出 来 。 

在 数学 基础 的 文献 中 ， 一 般 都 把 B. A. W. 罗素 作 
为 逻辑 主义 的 代表 人 物 , 并 常 将 G. 沿 雷 格 与 罗素 合 称 为 
逻辑 主义 者 。 而 A. N. 怀特 海 与 罗素 合 著 的 《数学 原理 》 
一 书 则 被 公认 为 逻辑 主义 的 代表 作 。 在 这 一 巨著 中 ， 作 
者 从 未 转 演 算出 发 再 加 上 集合 论 的 选择 公理 和 无 穷 公理 
把 当时 的 数学 严格 地 推导 了 出 来 。 故 而 罗素 曾 在 书 中 宣 
称 ,“ 从 逻辑 中 展开 纯 数 学 的 工作 ,已 由 怀特 海 和 我 在 《 数 
学 原理 中 详细 地 做 了 出 来 。" 但 是 ,事实 并 非 如 此 。 作 者 
在 书 中 从 一 个 逻辑 系统 推导 数学 时 使 用 了 集合 论 的 选择 
公理 和 无 穷 公理 ,这 是 不 可 或 缺 的 ,否则 不 能 完成 。 所 以 ， 
作者 并 未 将 数学 化 归 到 逻辑 ， 而 是 化 归 到 集合 论 。 但 是 
1937 年 罗素 在 写 《数学 的 原理 》 第 二 版 导言 时 ,还 坚持 数 


数 


学 就 是 逐 辑 ,并 进一步 表示 ,无 穷 公 理 和 选择 公理 都 是 逻 
辑 公 理 , 没 有 必要 改变 他 “数学 就 是 逻辑 "的 观点 。 怀 特 海 
在 1939 年 12 月 的 讲演 中 显示 了 放弃 逻辑 主义 的 观点 。 

数学 基础 学 家 一 般 都 不 接受 “数学 就 是 逻辑 ”的 观 
点 ; 同样 也 不 能 接受 "一切 数学 思维 都 是 逻辑 思维 "的 说 
法 。 但 是 ,尽管 如 此 ,怀特 海 与 罗素 合 着 的 《数学 原理 》 一 
书 在 20 世纪 的 科学 发 展 中 影响 很 大 。 它 以 当时 最 严格 的 
形式 化 的 符号 语言 来 陈述 作者 建立 的 逻辑 体系 、 定 义 和 
定理 ,从 而 标志 符号 逻辑 方法 的 成 功 , 并 显示 了 数学 的 逻 
辑 基 础 研究 的 意义 。 因 而 进一步 地 显示 了 现代 逻辑 的 科 
学 意义 。 

《数学 原理 》 一 书 不 失 为 一 部 名 着 。 尽 管 逻辑 主义 的 
主张 不 能 实现 ， 逻 辑 主义 的 数学 观 虽 不 能 为 数学 基础 学 
者 所 广泛 接受 ,但 此 书 在 方法 论 上 的 意义 是 不 可 忽视 的 。 
他 们 的 活动 推动 了 大 量 的 新 见解 和 新 知识 的 出 现 ， 并 且 
形成 了 象 类 型 论 ( 见 集合 论 公理 系统 ) 这 样 的 逻辑 体系 ， 
这 些 对 于 数学 的 发 展 是 积极 的 ,影响 很 大 。 

形式 主义 了 . 希 尔 伯 特 的 数学 观 和 数学 基础 观 ， 常 
被 人 们 称 作 "形式 主义 ,这 是 不 妥当 的 。 

罗素 和 L. E. J. 市 劳 成 尔 是 称 希 尔 伯 特 为 形式 主义 
者 的 代表 人 物 ， 他 们 是 指 希 尔 伯 特 英 定 数学 基础 的 形式 
化 方法 ,不 一 定 是 指 他 的 某 种 主张 。 他 也 没有 自称 是 形 
式 主义 者 的 那 种 主张 。P. 贝 尔 奈 斯 就 不 认为 希 尔 伯 特 是 
形式 主义 者 。 

希 尔 伯 特 要 保卫 经 典 数学 和 经 典 的 数学 方法 ， 并 且 
发 展 它们 。 他 认为 ,经 典 数学 ,包括 由 集合 论 的 出 现 而 发 
展 起 来 的 新 的 数学 方向 ,都 是 人 类 最 有 价值 的 精神 财富 ， 
数学 中 的 公理 方法 和 逻辑 推理 (包括 使 用 经 典 逻辑 中 的 
排 中 律 ) 就 象 天 文学 家 手中 的 望远镜 那样 重要 ,是 不 能 丢 
弃 的 。 希 尔 伯 特 根据 自己 的 数学 观 提出 了 奠定 数学 基础 
的 希 尔 伯 特 计划 。 希 尔 伯 特 计划 的 主要 思想 是 ， 英 定 一 
门 数 学 的 基础 ， 应 该 严格 地 、 数 学 地 证 明 该 门 数 学 的 协 
调 性 ( 即 无 矛盾 性 或 一 致 性 、 相 容 性 )， 希 尔 伯 特 计划 的 
数学 内 容 就 是 数理 逻辑 中 的 证 明 论 。 希 尔 伯 特 与 贝尔 
泰 斯 合 著 的 两 卷 《 数 学 基础 》 是 希 尔 伯 特 计划 的 代表 作 。 
希 尔 伯 特 的 研究 工作 得 到 贝尔 奈 斯 很 大 的 帮助 《数学 基 
础 》 一 书 就 是 贝尔 奈 斯 执笔 的 。 他 忠实 地 按 希 尔 伯 特 计 
划 完 成 了 这 一 著作 ,并 发 展 了 希 尔 伯 特 的 思想 。 因 之 , 希 
尔 伯 特 的 数学 基础 思想 可 以 称 作 “ 希 尔 伯 特 主义 "、“ 希 尔 
伯 特 -贝尔 奈 斯 主义 "或 " 格 丁 根 数学 基础 学 派 "。 

希 尔 伯 特 原来 设想 ， 数 学 的 协调 性 证 明 可 以 限于 有 
穷 的 构造 性 方法 范围 之 内 。 但 是 研究 结果 表明 ， 这 个 范 
围 应 当 加 以 扩充 。K. 哥 德尔 的 不 完备 性 定理 说 ， 证 明 一 
门 数 学 的 无 矛盾 性 不 可 能 在 本 门 数 学 内 做 出 ， 必 须 在 一 
门 较 之 更 强 的 数学 中 才 可 能 做 出 。 这 定理 说 明了 希 尔 伯 
特 的 原 计划 是 不 能 成 功 的 。 但 是 基于 希 尔 伯 特 的 数学 基 
础 思想 却 发 展 出 了 数理 逻辑 中 的 证 明 论 分 支 。 可 是 希 尔 
伯 特 并 没有 60 一 70 年 代 中 自称 形式 主义 者 那样 的 思想 。 

形式 主义 的 代表 人 物 有 A. 重 宾 孙 ( 非 标准 分 析 的 发 
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现 者 , 模型 论 的 创立 者 之 一 ) 和 P. J. 科恩 (连续 统 假设 
和 选择 公理 独立 性 的 证 明 者 ) 等 人 。 

形式 主义 者 认为 ， 在 现实 世界 中 不 存在 数学 研究 的 
对 象 。 比 如 ， 以 驴 表 示 所 有 自然 数 构成 的 集 N 一 {0,1， 
2,…}， 我们 不 能 说 NN 存在 。 同 样 地 ,说 “N 中 包括 所 有 的 
偶数 "是 没有 意义 的 ， 因 为 这 话 涉及 到 这 一 无 穷 整体 。 
再 如 ,假定 以 戴 德 金 切 (Dedkind cut) 来 定义 实数 , 我 们 就 
不 能 说 V3 这 个 数 是 存在 的 ， 因 为 据 定义 V2 是 一 个 戴 
德 金 切 ,定义 中 用 到 了 无 穷 整体 。 按 形式 主义 者 的 观点 ， 
严格 意义 下 的 “w 3 存在 ",“1<wW 3 <2" 等 等 ， 都 是 没 
有 意义 的 。 他 们 否认 无 穷 整体 的 存在 ， 但 在 进行 研究 和 
工作 时 ,又 把 它们 当 作 “ 好 象 是 真 的 存在 "着 。 
”形式 主义 者 还 认为 ,数学 是 研究 推理 或 形式 推理 的 ， 
即 从 一 定 的 形式 前 提 ( 公 理 ), 按 照 演绎 推理 的 规则 ,把 一 
定 的 语句 作为 数学 定理 推导 出 来 。 他 们 认为 ， 一 门 数学 
就 是 一 个 形式 系统 ， 即 一 个 符号 系统 。 把 形式 前 提 表 作 
具有 一 定形 式 的 符号 排列 (符号 串 )， 把 推理 规则 表 作 具 
有 某 种 形式 的 符号 排列 之 间 的 形式 关系 。 按 他 们 的 观点 ， 
数学 应 看 作 是 一 种 纯粹 的 符号 游戏 。 对 这 种 游戏 的 唯一 
要 求 是 ,从 形式 前 提 ( 形 式 公理 ) 推 导 不 出 矛盾 。 比 如 , 按 
形式 主义 的 观点 看 ,集合 论 只 是 一 个 协调 的 形式 系统 。 集 
售 论 中 的 定理 只 是 一 种 特定 的 符号 率 。 象 集合 论 中 的 连 
续 统 那 样 的 无 穷 整体 ,客观 上 是 不 存在 的 。 

根据 科恩 的 研究 ,可 以 肯定 , 存在 无 穷 多 个 ZF 集合 
论 公理 系统 的 模型 ， 其 中 每 两 个 模型 中 连续 统 的 势 都 不 
相同 。 关 于 这 一 点 ,科恩 论证 说 , 正 象 平行 公理 成 立 的 欧 
几 里 得 几何 之 外 ,还 有 平行 公理 不 成 立 的 非 欧 几何 那样 ， 
除了 连续 统 假设 成 立 的 “ 康 托 尔 集合 论 "之 外 还 可 以 有 连 
续 统 假设 不 成 立 的 “ 非 康 托 尔 集合 论 "1 他们 认为 ,既然 可 
以 存在 各 种 不 同 的 非 康 托 尔 集合 论 ， 那 么 关于 肯定 连续 
统 假设 是 否 是 真 ,还 有 什么 意义 呢 ?数学 对 象 客观 性 的 主 
张 , 据 形 式 主义 者 看 ,是 不 成 立 的 , 按 科恩 的 观点 ,他 已 经 
解决 了 希 尔 伯 特 第 1 问题 即 连续 统 问 题 ， 因 为 按 他 的 观 
点 ,连续 统 客观 地 应 多 么 大 "那样 的 问题 是 没有 意义 的 。 
这 种 形式 主义 思想 显然 与 希 尔 伯 特 的 主张 不 同 。 

直觉 主义 布 劳 威 尔 是 现代 直觉 主义 者 的 代表 。 他 
的 数学 观 包 括 两 个 方面 ，@ 他 对 数学 对 象 的 观点 ，@@ 对 
数学 所 用 的 逻辑 的 观点 。 布 劳 威 尔 认 为 纯粹 数学 是 “ 心 
智 的 数学 构造 自身 ", 是 “反省 的 构造 "。 这 种 数学 构造 之 
成 为 构造 ,与 这 种 构造 物 的 性 质 无 关 ,与 其 本 身 是 否 独立 
于 人 们 的 知识 无 关 ， 与 人 们 持 有 的 哲学 观点 也 无 关 。 构 
造物 应 该 怎样 就 是 怎样 ,数学 判断 应 该 是 永恒 的 真理 。 数 
学 独立 于 逻辑 和 语言 ， 数 学 的 基础 在 于 一 种 先 验 的 原始 
直 党 ,这 种 直觉 使 人 认识 到 作为 “ 知 党 单位 "的 “一 ", 然 后 
通过 不 断 的 联结 来 创造 有 穷 数 以 及 无 终止 的 无 穷 序 列 ， 
并 从 而 构造 出 各 种 数学 对 象 ， 而 且 只 有 当 我 们 把 一 个 数 
学 构造 物 构造 出 来 之 后 , 才能 说 , 有 这 样 一 个 数学 对 象 。 
因此 , 布 劳 威 尔 不 承认 有 客观 存在 的 ,封闭 的 和 已 完成 的 
实 无 穷 体系 (简称 为 实 无 穷 )。 无 穷 只 是 潜在 的 ,只 是 无 限 
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增长 的 可 能 性 ,只 是 一 个 永 无 休止 的 创造 过 程 (简称 为 潜 
无 穷 )。 

布 劳 威 尔 对 数学 对 象 的 观点 直接 导出 了 他 对 数学 所 
用 的 逻辑 的 观点 ;认为 逐 辑 不 是 发 现 真理 的 绝对 可 入 的 
工具 ", 并 认为 ,在 真正 的 数学 证 明 中 不 能 使 用 排 中 律 , 因 
为 排 中 律 和 其 他 经 典 逻辑 规律 是 从 有 穷 集 抽象 出 来 的 规 
律 ， 因 此 不 能 无 限制 地 使 用 到 无 穷 集 上 去 。 同 样 不 能 使 
用 反 证 法 。 布 劳 威 尔 对 数学 所 用 逻辑 的 观点 可 以 进一步 
说 明 他 对 数学 对 象 的 观点 例如 , 设 有 两 个 自然 数 mymoy 
按 通常 的 数学 习惯 对 它们 作 以 下 两 个 定义 ， 

@ mm 是 mm 与 mm 一 1 都 是 素数 的 那些 素数 中 最 大 的 
素数 ,如 果 这 样 一 个 素数 不 存在 ， 则 mo= 1。 

@@ m 是 "与 一 2 都 是 素数 的 那些 自然 数 中 最 大 的 
素数 ,如 果 这 样 一 个 素数 不 存在 ， 则 nm 一 1。 

直觉 主义 者 认为 ， 经 典 数学 忽视 了 @ 与 @ 两 个 定义 
的 不 同 。ms 是 可 以 计算 出 来 的 , 即 me= 3。 但 我 们 并 不 
知道 是 否 存在 着 无 穷 多 个 李 生 数 ( 即 p 与 p+2 都 是 素 
数 ) 偶 。 直 觉 主义 者 否认 加 是 一 个 自然 数 的 定义 。 他 们 
认为 ， 只 有 把 一 个 数 计算 出 来 (构造 出 来 ) 的 方法 已 经 有 
了 之 后 ， 才 能 认为 这 个 数 有 了 合理 的 定义 。 根 据 这 种 观 
点 ， 布 劳 威 尔 否认 排 中 律 。 因 为 ,如 果 承认 了 排 中 律 ， 就 
得 承认 “ 李 生 数 有 穷 ,或 李 生 数 非 有 穷 "。 由 此 ,如 果 认为 
加 是 合理 的 定义 ， 那 么 若 李 生 数 有 穷 , nm 就 是 最 大 李 生 
数 偶 中 的 那个 较 大 的 素数 ! 否则 n=1。 布 劳 威 尔 认为 ， 
经 典 数学 之 所 以 承认 全 是 一 个 "合理 "的 定义 ， 是 出 于 一 
种 哲学 思想 , 即 , 有 一 个 包含 数学 对 象 的 世界 , 这 里 存在 
着 独立 于 我 们 知识 的 真理 。 这 样 就 使 数学 与 哲学 有 关 了 。 
但 是 ， 数 学 是 不 应 当 与 任何 哲学 有 关 的 。 在 直觉 主义 着 
看 来 ,数学 的 "存在 "等 同 于 “被 构造 出 来 "。 

不 同意 直觉 主义 的 人 会 问 , 照 你 的 说 法 ,假定 于 2000 
年 1 月 1 日 证 明了 李 生 数 无 穷 ,那么 ,是 否 到 了 那 一 天 @ 
就 突然 成 为 一 个 定义 , 且 m= 1? 而 在 这 一 天 之 前 mw 就 不 
是 1 呢 ? 这 是 发 展 了 布 劳 威 尔 维度 理论 的 K. 门 杰 于 
1930 年 对 直觉 主义 提问 的 大 意 。 直觉 主义 者 的 回答 是 ， 
数学 所 肯定 的 是 某 种 数学 构造 做 出 来 了 ,你 所 说 的 “ 那 一 
天 到 来 之 前 "如 何 ,就 是 这 个 数学 构造 还 没有 做 出 来 。 

数学 界 起 初 觉得 ， 布 劳 威 尔 在 陈述 他 的 数学 观 时 用 
词 缺 乏 明确 含义 ,没有 严格 定义 ,因此 很 难 判断 他 的 观点 
是 否 正确 。 布 劳 威 尔 于 1907 年 在 《数学 基础 》 一 文中 比 
较 系统 地 提出 了 他 的 数学 基础 观 之 后 ， 直 觉 主义 者 作 了 
巨大 的 努力 ， 对 有 关 概 念 和 直觉 主义 数学 所 使 用 的 逻辑 
作 了 严格 的 数学 陈述 。 到 了 20 世纪 50 年 代 发 展 出 了 系 
统 的 直觉 主义 逻辑 和 数学 ,推进 了 构造 性 数学 的 发 展 ,也 
回答 了 责难 者 的 疑问 。 构 造 性 数学 已 经 成 为 数学 科学 中 
一 个 重要 的 数学 学 科 群 体 ,与 计算 机 科学 密切 相关 。 

布 劳 威 尔 从 意识 .美学 .哲学 、 自然 科学 、 语言 学 , 远 
辑 学 等 各 个 角度 来 比较 直觉 主义 数学 与 经 典 数学 。 他 认 
为 ,经 典 数学 不 能 算 纯 数学 。1940 年 他 在 《意识 ,哲学 与 数 
学 ?一 文中 说 ,经 典 数学 是 用 逻辑 来 产生 定理 的 ， 相 信 未 


知 真理 是 客观 存在 的 ， 特 别 是 用 排 中 律 来 表达 一 个 数学 
判断 的 真 或 不 真 。 他 对 经 典 数学 的 形成 作 了 说 明 。 他 说 ， 
人 们 把 观察 到 的 因果 序列 群 的 质 的 方面 剥 去 (或 抽象 挤 、 
或 舍弃 掉 ), 得 到 数学 的 基本 素材 ， 再 把 它 推广 为 一 种 假 
设 ,这 假设 就 是 一 个 包容 更 广 ,更 可 供 研究 的 经 典 数学 系 
统 。 他 还 在 文章 中 说 ， 经 典 数学 系统 中 所 抽象 表达 的 因 
果 序 列 , 常常 要 在 以 后 才 有 可 能 观察 到 , 而 目前 还 没有 ， 
也 没有 可 能 去 观察 。 他 在 这 里 明显 地 表达 了 他 对 经 典 数 
学 在 科学 思维 、 科 学 发 展 以 及 科学 预见 中 的 作用 的 看 法 。 
按 布 劳 威 尔 的 观点 看 ,经 典 数学 是 重要 的 ,但 不 是 真正 的 
数学 。 只 有 直觉 主义 的 数学 才 是 真正 的 数学 ， 而 且 是 最 
美的 。 他 认为 ,人 们 一 旦 理解 了 这 种 数学 ,就 会 为 之 奉献 
自己 的 生命 。 他 还 认为 ， 数 学 中 严格 的 直觉 主义 数学 之 
所 以 能 为 人 们 接受 , 比 之 现实 生活 和 科学 要 晚 得 多 。 

布 劳 威 尔 对 数学 的 看 法 ， 包 括 对 直觉 主义 和 非 直觉 
主义 数学 的 看 法 ， 是 和 他 早年 对 自然 科学 的 哲学 观 有 密 
切 联系 的 。 他 的 直觉 主义 数学 基础 思想 在 1907 年 的 博 
士 论文 中 就 已 经 表述 得 很 系统 , 基本 上 已 经 完备 ,只 是 陈 
述 得 比较 含混 。1907 年 论文 发 表 后 约 10 年 的 时 间 里 ,他 
对 直觉 主义 数学 思想 讲 得 不 多 ， 而 是 大 力 从 事 经 典 的 几 
何 ,分 析 、 拓扑 与 力学 的 研究 ; 拓扑 学 方面 的 工作 尤为 重 
要 。 众 所 周知 ,他 是 现代 拓扑 学 的 开创 者 之 一 。 从 1918 年 
开始 ,他 按 直 党 主义 观点 对 经 典 数学 进行 系统 的 改造 , 结 
果 表明 ， 有 些 数学 证 明 是 不 能 改造 的 。 布 劳 威 尔 在 经 典 
数学 方面 的 造 放 是 公认 的 。 如 果 对 这 方面 没有 充分 的 认 
识 和 深厚 的 功力 ， 即 令 一 个 数学 证 明 可 以 按 直 党 主义 的 
要 求 改写 ， 也 是 难以 成 功 的 。1927 年 以 后 , 他 发 表 的 论 
文 越 来 越 多 是 论战 性 的 ， 这 是 应 答 不 同意 他 直 党 主义 观 
点 的 学 者 的 责 询 。 上 面 提 到 的 1940 年 的 文章 相当 全 面 
地 代表 了 他 对 数学 科学 ， 包 括 他 称 之 为 "经 典 数学 "和 他 
的 直觉 主义 数学 的 看 法 。 

数学 基础 观点 的 发 展 在 20 世纪 30 年 代 之 前 ， 上 
述 的 几 种 数学 基础 观点 之 间 有 过 剧烈 的 争论 ， 这 可 以 布 
劳 威 尔 和 希 尔 伯 特 为 代表 。 那 时 ， 自 称 形式 主义 的 观点 
尚未 出 现 。 

30 一 50 年 代 , 数学 基础 的 数学 研究 取得 了 重大 成 
果 。 特 别 应 当 提 到 的 是 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 (1931) 和 
《连续 统 假设 的 协调 性 》(1941)》 的 发 表 。 这 两 项 工作 促 
进 了 希 尔 伯 特 -贝尔 奈 斯 数学 基础 思想 的 发 展 。 起 初 , 希 
和 尔 伯 特 以 为 ,不 完备 性 定理 使 他 的 计划 不 能 成 立 ,因而 用 
以 奠定 数学 基础 的 证 明 论 就 成 问题 了 ， 后 来 与 贝尔 奈 斯 
一 起 弄 清 了 ,情况 并 不 如 此 ,而 是 证 明 论 所 使 用 的 构造 性 
方法 应 当 不 断 发 展 。 哥 德尔 于 1941 年 证 明 , 如 果 原 来 的 
2F 集合 论 公理 无 矛盾 , 那么 加 上 选择 公理 和 连续 统 假设 
也 一 定 无 矛盾 。 他 用 了 一 个 比 ZF 系统 更 强 的 系统 ,得 到 
的 却 是 证 明 论 中 很 突出 的 结果 。 哥 德尔 的 工作 使 希 尔 伯 
特 的 证 明 论 有 了 进一步 的 发 展 。 

在 这 期 间 ， 哥 德尔 、A. 海 丁 等 数学 基础 学 者 对 直觉 
主义 数学 进行 了 研究 ， 并 澄清 数学 研究 中 本 来 就 存在 着 
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构造 性 和 非 构造 性 两 种 倾向 。1931 年 哥 德 尔 发 现 , 经 典 
速 辑 可 以 在 直觉 主义 逻辑 中 表达 ， 从 而 这 两 种 数学 的 关 
系 在 理论 上 更 加 清楚 ， 构 造 性 数学 有 了 较 大 的 发 展 。 按 
王 浩 的 说 法 ， 构 造 性 数学 就 是 做 的 数学 (mathermatics of 
doing)， 非 构造 性 数学 就 是 在 的 数学 (mathetnatics of 
being)。 这 很 确切 地 反映 了 两 种 数学 的 本 质 特性 。 

关于 连续 统 有 多 大 的 问题 , 非 形式 主义 者 认为 ,连续 
统 应 该 多 么 大 就 只 能 多 么 大 ， 这 是 有 客观 标准 的 。 贝 尔 
奈 斯 在 1956 年 说 , 科 思 研究 连续 统 假设 的 独立 性 的 结果 
是 关于 集 论 公理 系统 的 证 明 论 的 ， 不 是 直接 关于 集合 论 
本 身 的 结果 。 换 言 之 ， 贝 尔 奈 斯 认为 科恩 只 解决 了 在 怎 
样 的 形式 系统 中 不 能 推导 出 表示 连续 统 假设 的 公式 ， 而 
没有 解决 集合 论 本 身 的 问题 ,所 以 ,不 承认 科 思 解 决 了 连 
续 统 同 题 。 我 们 现在 还 不 能 确定 连续 统 的 势 ， 因 为 我 们 
的 知识 不 够 , 随 着 数学 知识 的 积累 ,这 问题 是 有 可 能 解决 
的 。 希 尔 伯 特 是 一 贯 这 样 看 待 数 学 问题 的 。 

非 形式 主义 者 认为 ， 数 学 对 象 是 独立 于 人 的 构造 的 
《 即 不 承认 直觉 主义 者 所 说 ， 数 学 是 "心智 的 构造 自身 ”， 
是 反省 的 构造 ), 并 且 和 我 们 对 它 有 没有 直观 无 关 ， 它 是 
独立 地 存在 的 (而 形式 主义 者 是 不 承认 这 种 存在 的 ); 数 
学 概念 必须 充分 清楚 , 即 能 使 我 们 承认 它 是 合理 的 ,公理 
都 是 真 的。 他 们 认为 ,数学 可 以 看 作 是 结构 的 科学 。 贝 尔 
奈 斯 在 1975 年 曾 明确 地 这 样 说 过 。 希 尔 伯 特 在 早年 的 
论著 中 也 有 过 这 种 思想 。 怀 特 海 于 1939 年 曾 说 过 ， 数 
学 是 研究 模式 的 科学 (“ 模 式 " 与 “结构 "从 字源 讲 是 相同 
的 )。 数 学 所 研究 的 是 理想 的 结构 或 模式 ,但 不 是 随意 构 
造 出 来 的 ,是 由 对 客观 世界 的 抽象 而 得 ,在 追求 科学 理想 
和 研究 问题 中 知道 它们 是 客观 存在 的 。 

布尔 巴 基 学 派 也 有 “数学 是 研究 抽象 结构 ”的 观点 。 
他 们 对 数学 基础 的 见解 ,与 前 述 各 流派 都 有 不 同 。 

关于 数学 对 象 的 客观 性 的 观点 可 以 集中 于 对 实 无 穷 
(如 自然 数 集 、 连 续 统 等 无 穷 对 象 ) 的 看 法 。 非 形式 主义 
者 认为 ， 实 无 穷 的 存在 要 从 数学 本 身 的 发 展 ( 希 尔 伯 特 ， 
1925) 以 至 从 整个 科学 文化 的 发 展 中 去 考察 (怀特 海 ， 
1939,1940)。 任 何 有 穷 的 对 象 都 存在 一 个 无 穷 的 背景 ,这 
个 情况 反映 到 数学 中 来 就 是 实 无 穷 是 客观 存在 的 。 实 无 
穷 的 存在 关系 到 无 穷 与 有 穷 , 理 想 与 现实 ,理论 与 实践 的 
相互 关系 问题 。20 世 纪 的 数学 基础 学 者 对 这 些 大 问题 有 
过 相当 深入 的 讨论 。 

上 面 综合 介绍 的 非 形式 主义 各 家 之 间 的 观点 可 能 存 
在 着 或 大 或 小 的 差别 。 但 是 ， 记 录 非 形式 主义 各 家 言论 
的 文献 中 却 不 曾 发 现 他 们 之 间 有 过 什么 争议 。 他 们 反 形 
式 主义 的 观点 对 于 数学 的 理论 与 实践 的 基本 特点 是 有 共 
同 认识 的 。 

给 人 印象 最 深刻 的 几 个 数学 的 特点 ,就 是 确切 性 , 抽 
象 性 与 严格 性 , 应 用 的 广泛 性 , 和 它 特有 的 一 种 美 ( 王 浩 
称 之 为 "dry beauty")。 这 种 美 是 理性 的 美 。 数 学 的 严格 
性 和 确切 性 在 很 大 程度 上 是 由 于 它 的 抽象 性 ， 世 部 分 地 
说 明了 应 用 的 广泛 性 。 数 学 研究 的 对 象 虽然 是 “思想 事 
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物 "( 见 思 格 斯 在 《自然 辩证 法 ?中 论 同 一 性 的 一 段 话 ), 是 
与 理想 密切 相关 的 (怀特 海 ，1939)， 是 理想 的 结构 或 模 
式 。 但 是 它 与 物理 世界 紧密 相 联 。 这 一 点 非常 重要 ， 是 
数学 的 本 质 特点 ， 它 决定 了 数学 不 能 只 是 符号 游戏 。 一 
切 科学 和 理论 都 必须 严格 ， 都 具有 严格 性 。 数 学 与 一 切 
科学 ,理论 中 的 严格 性 相符 合 ,数学 反映 这 种 严格 性 。 
数学 基础 观点 之 同 的 争议 ,到 20 世纪 70 年 代 末 、 进 
入 80 年 代 时 ,渐渐 地 不 象 过 去 那样 剧烈 了 。 数 学 基础 研 
究 中 ， 构 造 性 与 非 构造 性 数学 之 间 的 相互 关系 的 问题 显 
得 十 分 重要 ,但 这 是 数学 问题 。 数 学 基础 学 家 一 般 相信 ， 
这 种 问题 的 研究 对 于 数学 发 展 的 意义 是 不 可 忽视 的 。 
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Shuxue konwu 

数学 刊物 (mathematical publications) 
刊载 数学 研究 成 果 , 或 综合 性 ,评述 性 文章 的 定期 与 不 定 
期 的 连续 出 版 物 。 这 类 刊物 对 于 交流 研究 成 果 ， 促 进 数 
学 事业 的 发 展 十 分 重要 。 

纯 数学 方面 的 第 一 个 杂志 《纯粹 数学 与 应 用 数学 年 
刊 XAnnales de Mathématiques Pure et Appliquées) 
于 1810 年 在 法 国 创刊 , 到 1831 年 停刊 。1826 年 在 德国 
创刊 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》(Journal fiir die Reine 
und Angewandte Mathematik ,通常 称 为 《 克 雷 尔 杂 志 》 
Crell's Journal) 是 目前 仍 在 发 行 的 最 老 的 数学 刊物 。 

到 19 世纪 , 各 国 数学 会 相继 成 立 , 并 编辑 出 版 数学 
刊物 。 如 1864 年 成 立 的 莫斯科 数学 会 ， 于 1865 年 开始 
出 版 《数学 汇 刊 XMartemaTHdeckn 站 C6opuux),1865 年 成 
立 的 伦敦 数学 会 ,于 当年 开始 出 版 《会 报 》(Proceedings)。 

早期 的 数学 研究 论文 , 除 在 上 述 数学 刊物 上 发 表 外 ， 
还 在 一 些 多 科 性 的 综合 刊物 上 发 表 ,如 美国 的 《美国 国家 
科学 院 院 报 》(Proceedings of the National Academy 
of Sciences of the USA), 英国 的 k 伦 敦 皇家 学 会 哲学 汇 
TMPhilosophical Transactions of the Royal Society 
of London, Series A) 和 《伦敦 皇家 学 会 会 报 》(Proceed- 
ings of the Royal Society of London,Series A) ,法国 的 
《法 国 科学 院 会 议 报告 了 (Comptes Rendus Hebdomadai- 
Tes des Seances de I' Académie des Sciences, Série I) 
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和 苏联 的 《苏联 科学 院 报告 JIornaner AxaneMHH HayK 
CCCP) 等 。 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ， 特 别 是 进入 20 世纪 60 年 代 
以 来 ,数学 方面 的 专业 性 杂志 越 办 越 多 ,研究 论文 的 发 表 
场合 也 就 比较 分 散 ， 但 如 美国 的 《数学 年 刊 》(Annals of 
Mathematics) 等 仍 具 有 较 高 的 声誉 。 

除了 上 述 以 刊登 研究 论文 为 主 的 杂志 以 外 ， 还 有 许 
多 数学 方面 的 丛书 。 例 如 ，1964 年 创始 的 《数学 文 辑 》 
(Lecture Notes in Mathematics) ,目前 已 出 到 1000 本 以 
上 ， 由 于 它 及 时 、 快 速 地 报道 数学 研究 新 成 果 和 数学 中 
的 新 发 展 ， 很 受 人 们 欢迎 。 和 这 种 以 刊登 数学 研究 新 成 
果 为 主 的 丛书 平行 , 还 有 基础 性 的 从 书 , 如 《研究 生 用 数 
学 丛书 》(Graduate Texts in Mathematics) 等 。 

近代 ,由 于 会 议 已 成 为 交流 的 一 种 快速 手段 ,与 此 相 
应 ,会 议 录 也 应 运 而 生 , 在 众多 的 数学 会 议 中 , 以 每 四 年 
举行 一 次 的 国际 数学 家 大 会 最 为 引 人 注 目 ， 第 二 次 世界 
大 战 后 举行 的 各 次 大 会 均 有 专门 文集 ,其 他 的 会 议 文集 ， 
大 都 在 6 数学 文 辑 》 中 。 

由 于 书籍 和 杂志 的 出 版 , 直 费 时 日 ,现在 研究 论文 更 
多 的 是 以 预 印 本 形式 流传 ， 这 种 预 印 本 比 正 式 发 表 的 论 
文 要 快 得 多 ,因此 其 作用 与 日 俱 增 。 

随 着 数学 研究 的 开展 ,论文 数目 日 益 增 加 , 据 统计 ， 
每 5 年 就 要 翻 一 番 , 因 此 在 众多 的 论文 “海洋 "中 ,利用 文 
搞 杂志 来 获得 信息 , 就 更 成 为 必要 ， 文摘 杂志 提供 作者 、 
题名 ,出 处 和 内 容 评介 等 。 

中 国 的 数学 刊物 , 以 6 数学 学 报 ?的 历史 最 长 , 它 是 由 
1936 年 发 行 的 K 中 国 数学 会 学 报 》 演 变 而 来 , 不 过 当时 各 
大 学 的 刊物 ,也 登载 数学 论文 ,而 且 有 的 历史 更 长 ,如 《 清 
华 学 报 》(1924)、《 自 然 科学 季刊 (北京 大 学 , 1929)、《 理 
科 季 刊 ( 武 汉 大 学 ,1930) 等 ,现在 , 除 《 中 国 科学 》《 科 学 
通报 等 多 科 性 杂志 也 有 数学 论文 外 ,主要 的 数学 刊物 有 
《数学 学 报 》.《 数 学 年 刊 》、《 数 学 进展 》、《 应 用 数学 学 报 》 
等 等 。 

目前 国内 外 的 主要 数学 刊物 见 表 1,2,3,4。 


表 1 中 国 主要 数学 刊物 


刊 名 种 生得 单位 


< 数学 学 报 *(Acta Ma- | 1936 中 国 数学 会 < 数学 学 报 > 编辑 
委员 会 


thematica Sinica) 
< 数学 年 刊 > 
< 数学 进展 > 


1980 “数学 年 刊 * 编 辑 委员 会 
1955 中 国 数学 会 数学 进展 * 编 辑 
委员 会 
< 应 用 数学 学 报 > (Acta | 1976 中 国 数学 会 < 应 用 数学 学 报 > 
编辑 委员 会 


Mathematica Appli- 
catae Sinica) 


< 数学 的 实践 与 认识 ” | 1970 中 国 数学 会 数学 的 实践 与 

| 认识 编辑 委员 会 
“数学 研究 与 评论 > | * 数 学 研究 与 评论 ?编辑 委员 会 
< 数学 物理 学 报 > | < 数学 物理 学 报 ? 编 辑 委员 会 
< 数学 通报 > 


1936 中 国 数学 会 < 数学 通报 > 编辑 
委员 会 


表 2 国外 主要 数学 刊物 


刊 名 原 文 名 创刊 年 份 国 别 
纯粹 与 应 用 数学 杂志 Journal far die Reine und Angewandte Mathematik 1826 联邦 德国 
剑桥 哲学 会 数学 文集 Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 1843 英 国 
纯粹 数学 与 应 用 数学 年 刊 。 Annali di Matematicapura ed Applicata 1850 意大利 
伦敦 数学 会 会 报 Proceedings of the London Mathematical Society 1865 英 国 
数学 汇 刊 Mareuaru geckuf C6opaE 1865 苏 联 
数学 年 刊 Mathematische Annalen 1868 。 联邦 德国 
数学 与 天 文学 通报 Bulletin des Sciences Mathematiques et Astronomiques 1870 国 
法 国 数学 会 通报 Bulletin de la Socitte Mathéematique de France 2 
美国 数学 杂志 American Journal of Mathematics 1878 美 
数学 学 报 Acta Mathematica 1882 瑞 典 
数学 年 乔 Annals of Mathematics 1884 美 
美国 数学 月 刊 The American Mathematical Monthly 1894 美 国 
美国 数学 会 通报 Bulletin of the American Mathematical Society 1894 美 国 
美国 数学 会 会 报 Transactions of the American Mathematical Society 1900 美 
数学 杂志 Mathematische Zeitschrift 1918 。 联邦 德国 
苏联 科学 院 通讯 数学 部 分 Vasesrns Aranexa Hayx CCCP Cepun Marewarasecgag 191]9 苏 联 
数学 基础 Fundaemnta Mathematicae 1920 波 益 
日 本 数学 杂志 Japanese Journal of Mathematics 1924 日 本 
伦敦 数学 会 杂志 Journal of the London Mathematical Society 1926 英 
纯粹 与 应 用 数学 通讯 Communications on Pure & Applied Mathematics 1929 美 
瑞士 数学 评论 Commentarii Mathematici Helvetici 1929 瑞 土 
数学 研究 Studia Mathematica 1929 波 兰 
数学 进展 Yemexg Marexarasecrux Hayw 1936 苏 联 
数学 数学 (日 文 ) 1947 日 本 
日 本 数学 会 杂志 Journal of the Mathematical Society of Japan 1949 日 本 
加 拿 大 数学 杂志 Canadian Journal of Mathematics 1949 加 拿 大 
美国 数学 会 文集 Proceedings of the American Mathematical Society 1950 美 国 
候 里 叶 研 究 所 杂志 Annales de l'Institute Fourier 1950 法 
西伯 利 亚 数学 杂志 CuGupexnn Mareuarmuecxnn Hypnan 1960 苏 联 
伦敦 数学 会 通报 Bulletin of the London Mathematical Society 1969 英 国 


表 3 国外 主要 专业 性 数学 刊物 


刊 名 原 Ed 名 创刊 年 份 国 别 

数理 统计 年 乔 The Annals of Mathematical Statistics 1930 美 国 
运筹 学 会 杂志 The Journal of the Operational Research Society 1950 英 国 
数学 分 析 及 其 应 用 杂志 Journal of Methematical Analysis & Applications 1960 美 国 
拓扑 学 Topology 1963 英 

代数 杂志 Journal of Algebra 1964 美 国 
微分 方程 杂志 Journal of Differential Equations 1965 美 国 
微分 方程 Ja 和 epemwaamamae Vpannenun 1965 ”苏联 
组 合理 论 杂志 Journal of Combinatorial Theory 1966 美 
微分 几何 杂志 Journal of Differential Geometry 1967 美 国 
泛 函 分 析 杂 志 Journal of Functional Analysis 1967 美 
证 函 分 析 及 其 应 用 中 yagmaoganpHi 熏 AHamg3 HE ero IIpunoxeans 1967 苏 联 
符号 逻辑 杂志 The Journal of Symbolic Logic 1969 美 国 
离散 数学 Discrete Mathematics 1971 荷 兰 
非 线性 分 析 Nonlinear Analysis 1977 英 国 
模糊 集合 与 系统 Fuzzy Sets & Systems 1978 荷 兰 
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表 4 国外 主要 数学 文摘 刊物 


刊 名 原 党 名 国 别 
数学 评论 Mathematical Reviews 美 
数学 及 其 边缘 学 科 文 摘 ”Zentralblatt fur Mathematik und ihre Grenzgebiete 联邦 德国 
数学 文摘 Pebeparzaaaa Hypsan Mareuaraxa 苏 联 
( 沈 信 和 六 ) 
shuxue qlwang 一 个 随机 向 量 和 = (Xi,X:，…，Xn) 的 数学 期 望 EX 定 
数学 期 望 (mathematical expectation) 又 义 为 以 其 各 分 量 X 的 数学 期 望 为 分 量 的 向 量 ， 即 EX 一 


称 期 望 或 均值 ,是 随机 变量 按 概率 的 加 权 平均 ,表征 其 概 
率 分 布 的 中 心 位 置 。 数 学 期 望 是 概率 论 早期 发 展 中 就 已 
产生 的 一 个 概念 。 当 时 研究 的 概率 问题 大 多 与 赌博 有 关 。 
假如 某 人 在 一 局 赌博 中 面临 如 下 的 情况 :在 总 共 mm+ "种 
等 可 能 出 现 的 结果 中 ,有 m 种 结果 可 赢得 a, 其余" 种 结 


果 可 赢得 b， 则 -ra+ 而 7b 就 是 他 在 该 局 赌博 
中 所 能 期 望 的 收入 。 数 学 期 望 的 这 种 初始 形式 早 在 1657 
年 即 由 荷兰 数学 家 C， 吉 更 斯 明确 提出 。 它 是 简单 算术 
平均 的 一 种 推广 。 

设 X 为 离散 型 随机 变量 ， 它 取 值 *。,x,,… 的 概率 分 
别 为 PisPss…， 则 当 级 数 刀 |X|Ps<oo 时 ,定义 它 的 其 
户 为 EX= 加 By。 这 里 之 所 以 要 求 级 数 绝对 收敛 ， 是 


因为 作为 期 望 的 这 种 平均 ,不 应 当 依赖 于 求 和 的 次 序 。 若 
XX 为 连续 型 随机 变量 ， 其 密度 函数 为 P(x), 则 当 积分 


Ixlpcxydx<oo 时 ,定义 它 的 期 望 为 EX=| xp(z) 
tx。 在 一 般 场合 , 设 X 是 概率 空间 (0， 儿 ,P) 上 的 随机 变 
量 , 其 分 布 函数 为 F(z)， 则 当 | ”1zldFz)< 时 ， 定 
义 X 的 期 望 为 

Ex=[ xdarcx)=| Xcodeo)=| xap, 


式 中 xd F(x) 是 斯 还 尔 杰 斯 积分 ，| 。xo)dP(w) 或 


za 是 随机 变量 六 在 上 上 对 概率 测度 P 的 职 分 。 然 


而 ,并 非 所 有 的 随机 变量 都 具有 期 望 。 

随机 变量 的 期 望 ,/ 有 下 列 性 质 ,E(X+Y)=EX+EY， 
若 把 常数 4 看 作 随 机 变量 , 则 ZE 一 ai 若 X>0, 则 EX>0; 
车 区 与 了 独立 , 则 E(XY)=EX.EY,; 若 随 机 变量 X,,X,， 
…sXs 有 联合 分 布 函数 (Xi,x,，…， x。)， 则 对 一 类 nn 元 
函数 及 z4,x2,… sxn) ( 称 为 可 积 的 nn 元 该 莱 尔 可 测 函 数 ， 
它 包括 所 有 可 积 的 初等 函数 和 连续 函数 ), 有 

Ef(X1, Xa, Xn) 


i 
ee CR A A 


车 Z=X+iY 为 复 随机 变量 ， 则 定义 其 数学 期 望 为 
EZ—EX+iEY. 

上 述 数学 期 望 的 概念 也 可 推广 至 随机 向 量 的 情形 。 
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(EX,,EX,,…, EXn)， 也 称 为 X 的 均值 向 量 。 它 也 具有 
一 般 期 望 所 具有 的 类 似 性 质 。 《 才 览 平 ) 


shuxueshl 
数学 史 (history of mathematics) 研究 数 
学 发 展 历史 的 学 科 , 是 数学 的 一 个 分 支 ,也 是 自然 科学 史 
研究 下 属 的 一 个 重要 分 支 。 和 所 有 的 自然 科学 史 一 样 ， 
数学 史 也 是 自然 科学 和 历史 科学 之 间 的 交叉 学 科 。 数 学 
史 研 究 所 使 用 的 方法 主要 是 历史 科学 的 方法 ， 在 这 一 点 
上 ， 它 与 通常 的 数学 研究 方法 不 同 。 它 研究 的 对 象 是 数 
学 发 展 的 历史 ， 因 此 它 与 通常 历史 科学 研究 的 对 象 又 不 
相同 。 具体 地 说 , 它 所 研究 的 内 容 是 ， 

@ 数学 史 研究 方法 论 问题 ; 加 总 的 学 科 发 展 
史 一 数学 史 通史 ;@ 数 学 各 分 支 的 分 科 史 (包括 细小 分 
支 的 历史 )，@ 不 同 国家 ,民族 ,地 区 的 数学 史 及 其 比较 ， 
@ 不 同时 期 的 断代 数学 史 ，@ 数 学 家 传记 ;@ 数 学 思 
想 ,数学 概念 ,数学 方法 发 展 的 历史 ，@ 数 学 发 展 与 其 他 
科学 、 社 会 现象 之 间 的 关系 ，@ 数 学 教育 史 ，@ 数 学 史 
文献 学 ;等 等 。 按 其 研究 的 范围 又 可 分 为 内 史 和 外 史 。 

内 史 ”从 数学 内 在 的 原因 〈 包 括 和 其 他 自然 科学 之 
间 的 关系 ) 来 研究 数学 发 展 的 历史 ， 

外 史 “从 外 在 的 社会 原因 (包括 政治 、 经济 、 哲 学 因 
潮 等 原因 ) 来 研究 数学 发 展 与 其 他 社会 因素 间 的 关系 。 

数学 史 和 数学 研究 的 各 个 分 支 ， 和 社会 史 与 文化 史 
的 各 个 方面 都 有 着 密切 的 联系 ， 这 表明 数学 史 具 有 多 学 
科 交 又 与 综合 性 强 的 性 质 。 

人 们 研究 数学 史 的 历史 ， 由 来 甚 早 。 古 希腊 时 就 曾 
有 人 写 过 一 部 《几何 学 史 》, 可 惜 未 能 流传 下 来 ,但 在 5 世 
纪 普 罗 克 洛斯 对 欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 一 卷 的 注 文中 还 
保留 有 一 部 分 资料 。 中 世纪 阿拉 伯 国 家 的 一 些 传记 作品 
和 数学 著作 中 ， 曾 讲述 到 一 些 数 学 家 的 生平 以 及 其 他 有 
关 数 学 史 的 材料 。12 世纪 时 ,大量 的 古 希腊 和 中 世纪 阿 
拉 伯 数学 书籍 传人 西欧。 这 些 著作 的 镭 译 既是 当时 的 数 
学 研究 ,也 是 对 古典 数学 著作 的 整理 和 保存 。 

近代 西欧 各 国 的 数学 史 研 究 , 是 从 18 世纪 ,由 J. 色 . 
蒙 带 克拉 、C. 博 辊 埃 .A.C. 克 斯 特 纳 同时 开始 ,而 以 蒙 带 
克拉 1758 年 出 版 的 《数学 史 》(1799 一 1802 年 又 经 J.de 
拉 朗 德 增补 ) 为 代表 。 从 19 世纪 末 叶 起 ， 研 究 数学 史 的 
人 逐渐 增多 ， 断 代 史 和 分 科 史 的 研究 也 逐渐 展开 ，1945 
年 以 后 , 更 有 了 新 的 发 展 。19 世纪 末 叶 以 后 的 数学 史 研 


究 可 以 分 为 下 述 几 个 方面 。 

@ 通史 研究 ”代表作 可 以 举 出 M.B-. 康 托 尔 的 k 数 
学 史 讲 义 》(4 卷 ，1880~1908) 以 及 C. B. 博 子 (1894、 
1919)、D. E. 史密斯 (2 卷 , 1923 一 1925)、 洛 里 亚 (3 卷 ， 
1929 一 1933 等 人 的 著作 。 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 也 写 了 
一 部 数学 史 收 入 《数学 原理 ?丛书 之 中 。 以 尤 什 凯 维 奇 为 
代表 的 苏联 学 者 和 以 弥 永 昌吉 、 伊 东 俊 太郎 为 代表 的 日 
本 学 者 也 都 有 多 卷 本 数学 通史 出 版 。1972 年 美国 M. 克 
莱 因 所 着 《古今 数学 思想 » 一 书 ,被 认为 是 70 年 代 以 来 的 
一 部 佳作 。 

@ 古 希 腊 数 学 史 。 许 多 古 希 腊 数 学 家 的 著作 被 译 
成 现代 文字 , 在 这 方面 作出 了 成 绩 的 有 J. 工 . 海 贝 格 、 胡 
尔 奇 .T. 工 . 希 思 等 人 。 洛 里 亚 和 希 思 还 写 出 了 古 希腊 数 
学 通史 。20 世纪 30 年 代 起 ,著名 的 代数 学 家 范 " 德 -瓦尔 
登 在 古 希 腊 数 学 史 方面 也 作出 成 绩 。60 年 代 以 来 匈牙利 
的 A. 萨博 的 工作 则 更 为 突出 ,他 从 哲学 史 出 发 论述 了 欧 
几 里 得 公理 体系 的 起 源 。 

图 古 埃及 和 巴比伦 数学 史 ”把 巴比伦 模 形 文字 泥 
板 算 书 和 上 古 埃及 纸 草 算 书 译 成 现代 文字 是 艰难 的 工作 。 
查 斯 和 阿 奇 博 尔 德 等 人 都 译 过 纸 草 算 书 ， 而 诺 伊 格 鲍 尔 
铀 而 不 合 数 十 年 对 棉 形 文字 记 板 算 书 的 研究 则 更 为 有 
名 。 他 所 著 的 & 模 形 文字 数学 史料 研究 (1935、1937).《 横 
形 文字 数学 书 》( 与 萨克斯 合 著 ,1945) 都 是 这 方面 的 权威 
性 著作 。 他 所 著 《 古 代 精 密 科学 1951) 一 书 ,汇集 了 半 个 
世纪 以 来 关于 古 埃及 和 巴比伦 数学 史 研 究 成 果 。 范 . 德 
瓦尔 登 的 《科学 的 觉醒 六 1954) 一 书 ， 则 又 加 进 古 希 腊 数 
学 史 , 成 为 古代 世界 数学 史 的 权威 性 著作 之 一 。 

@ 断代 史 和 分 科 史 研究 ”德国 数学 家 F. 克 甘 因 著 
的 &19 世纪 数学 发 展 史 讲义 兴 1926 一 1927 ) 一 书 , 是 断代 
体 近 现代 数学 史 研究 的 开始 ， 它 成 书 于 20 世纪， 但 其 
中 所 反映 的 对 数学 的 看 法 却 大 都 是 19 世纪 的 。 直 到 
1978 年 法 国 数学 家 J. 迪 厄 多 内 所 写 的 《1700~1900 数 
学 史 概论 》 出 版 之 前 , 断代 体 数学 史 专 著 并 不 多 , 但 却 有 
了 ,外 尔 写 的 《 半 个 世纪 的 数学 》 之 类 的 著名 论文 。 对 数 
学 各 分 支 的 历史 , 从 数论 、 概率 论 , 直到 流 形 概念 、 希 尔 
伯 特 23 个 数学 问题 的 历史 等 , 有 多 种 专著 出 现 , 而 且 不 
乏 名 家 手笔 。 许 多 著名 数学 家 参 预 数学 史 的 研究 ， 可 能 
是 基于 了 HH, 谋 加 策 的 如 下 信念 ， 即 ，“ 如 果 我 们 想 要 预见 
数学 的 将 来 ， 适 当 的 途径 是 研究 这 门 科学 的 历史 和 现 
状 ”， 或 是 如 也, 外 尔 所 说 的 :“ 如 果 不 知道 远 蛮 古 希腊 各 
代 前 辈 所 建立 的 和 发 展 的 概念 方法 和 结果 ， 我 们 就 不 可 
能 理解 近 50 年 来 数学 的 目标 ,也 不 可 能 理解 它 的 成 就 。” 

轿 历代 数学 家 的 传记 以 及 他 们 的 《全 集 》《 选 集 ? 的 
整理 和 出 版 这 是 数学 史 研 究 的 大 量 工作 之 一 。 此 外 还 
有 多 种 《数学 经 典 论著 选读 3》 出现， 辑录 了 历代 数学 家 成 
名 之 作 的 珍贵 片断 。 

@ 专业 性 学 术 杂 志 最早 出现 于 19 世纪 末 ,M. B. 
康 托 尔 (1877 一 1913，30 卷 ) 和 洛 里 亚 (1898~1922,21 
卷 ) 都 曾 主编 过 数学 史 杂 志 , 最 有 名 的 是 埃 内 斯 特勤 姆 主 


编 的 《数学 宝藏 X1884 一 1915, 30 卷 )。 现 代 则 有 国际 科 
学 史 协 会 数学 史 分 会 主编 的 《国际 数学 史 杂志 》。 

中 国 以 历史 传统 悠久 而 著称 于 世界 ， 在 历代 正史 的 
《 律 历 志 》* 备 数 "条 内 常常 论述 到 数学 的 作用 和 数学 的 历 
史 。 例 如 较 早 的 《 汉 书 * 律 历 志 》 说 数学 是 “ 推 历 . 生 律 , 制 
器 , 规 贺 , 甜 方 、 权 重 、 衡 平 ,准绳 、 嘉 量 , 探 本 家 稳 , 钓 深 致 
远 ， 莫 不 用 焉 "。《 隋 书 . 律 历 志 》 记 述 了 轩 周 率 计算 的 历 
史 , 记 载 了 祖冲之 的 光辉 成 就 。 历 代 正史 《列传 中 ,有 了 时 
也 给 出 了 数学 家 的 传记 。 正 史 的 《经 籍 志 》 则 记载 有 数学 
书目 。 

在 中 国 古 算 书 的 序 、 跨 中, 经 常 出 现 数学 史 的 内 容 。 
如 刘 和 后 注 九 阐 算术 》 序 (263) 中 曾 谈 到 《 九 章 算术 》 形 成 
的 历史 ! 王 孝 通 "上 绢 古 算 经 表 " 中 曾 对 刘 徽 、 祖 冲 之 等 人 
的 数学 工作 进行 评论 ! 祖 头 为 《四 元 玉 芍 》 所 写 的 序 文 中 
讲述 了 由 天 元 术 发 展 成 四 元 术 的 历史 。 宋 刊本 《 数 术 记 
遗 》 之 后 附录 有 "“ 算 学 源流 ”", 这 是 中 国 ， 也 是 世界 上 最 早 
用 印刷 术 保存 下 来 的 数学 史 资 料 。 程 大 位 《算法 统 宗 》 
《1592) 书 末 附 有 “ 算 经 源流 "记录 了 宋 明 间 的 数学 书目 。 

以 上 所 述 属于 零散 的 片断 资料 ， 对 中 国 古代 数学 史 
进行 较为 系统 的 整理 和 研究 , 则 是 在 乾 嘉 学 派 的 影响 下 ， 
在 清 代 中 晚期 进行 的 。 主 要 有 ，Q@@ 对 古 算 书 的 整理 和 研 
究 ,《 算 经 十 书 》( 汉 唐 间 算 书 ) 和 宋 元 算 书 的 校订 ,注释 和 
出 版 ， 参 预 此 项 工作 的 有 戴震 (1724 一 1777)、 李 满 (? 一 
1811) 阮 元 (1764 一 1849)、 沈 钦 裴 (1829 年 校 算 《 四 元 玉 
鉴 》)、 罗 士 琳 (1789~1853) 等 人 。@ 编 辑 出 版 了 K 味 人 
传 %( 数 学 家 和 天 文学 家 的 传记 )， 它 “ 牧 自 黄帝 ， 迄 于 昭 
《 清 ) 代 , 凡 为 此 学 者 , 人 为 之 传 ", 它 是 由 阮 元 、 地 锐 等 编 
辑 的 (1795 一 1799)。 其 后 , 罗 士 琳 作 “ 补 遗 "1840), 诸 可 
宝 作 《 畸 人 传 三 编 》(1886)， 黄 钟 骏 又 作 《圣人 传 四 编 》 
《1898)。《 畴 人 传 》， 实 际 上 就 是 一 部 人 物 传记 体裁 的 数 
学 史 。 收 入 人 物 多 ,资料 丰富 , 评论 允 当 ，, 它 完全 可 以 和 
蒙 带 克拉 的 数学 史 相 媲美 。 

利用 现代 数学 概念 ,对 中 国 数学 史 进 行 研究 和 整理 ， 
从 而 使 中 国 数学 史 研究 建立 在 现代 科学 方法 之 上 的 学 科 
竟 基 人 ,是 李 仇 和 钱 宝 俯 。 他 们 都 是 从 五 四 运动 前 后 起 ， 
开始 搜集 古 算 书 ,进行 考 订 、 整 理 和 开展 研究 工作 的 。 经 
过 半 个 多 世纪 ， 李 全 的 论文 自 编 为 《中 算 史 论 从 》(1~5 
集 ，1954 一 1955)， 钱 宝 琼 则 有 《 钱 宝 琼 科学 史 论文 集 》 
《1984) 行 世 。 从 20 世纪 30 年 代 起 ， 两 人 都 有 通史 性 中 
国 数学 史 专著 出 版 ， 李 介 有 《中 国 算 学 史 》(1937)《 中 
数学 大 纲 兴 1958)， 钱 宝 琼 有 《中 国 算 学 史 》C 上 ,1932) 并 
主编 了 《中 国 数学 史 》(1964)。 钱 宝 琼 校 点 的 《 算 经 十 书 》 
《1963) 和 上 述 各 种 专著 一 道 ,都 是 权威 性 著作 。 

从 19 世纪 末 , 即 有 人 ( 伟 烈 亚 力 、 赫 师 慎 等 ) 用 外 文 
发 表 中 国 数学 史 方面 的 文章 。20 世纪 初 日 本 人 三 上 义 夫 
的 《数学 在 中 国 和 日 本 的 发 展 》 以 及 50 年 代 李 约 琶 在 其 
巨著 《中 国 科 学 技术 史 》( 第 三 卷 ) 中 对 中 国 数学 史 进行 了 
全 面 的 介绍 。 有 一 些 中 国 的 古典 算 书 已 经 有 日 、 英 、 法 、 
俄 , 德 等 文字 的 译本 。 在 英美 .日 、 俄 ,法 ,比利时 等 国都 
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有 人 直接 利用 中 国 古典 文献 进行 中 国 数学 史 的 研究 以 及 
和 其 他 国家 和 地 区 数学 史 的 比较 研究 。 《 严 教 二) 


shuxue wumaodunxing 

数学 无 矛盾 性 (consistency of mathematics) 
又 称 协调 性 、 一 致 性 或 相 容 性 。 人 们 总 是 相信 数学 是 没 
有 秘 盾 的 ,如 果 在 推导 或 计算 中 得 出 互相 矛盾 的 结果 ， 那 
么 总 是 先 检 查 推导 、 计 算 有 没有 错误 ,如果 无 误 , 便 说 这 
是 由 于 推导 过 程 中 作 了 某 个 错误 的 假设 。 这 便 是 反 证 法 。 
反 证 法 所 以 可 用 ， 完 全 在 于 承认 了 数学 没有 了 矛盾。 

非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 源 于 人 们 想 证 平行 公设 。 
当 多 方 证 明 尚 无 结果 时 , 便 想 起 反 证 法 。 假 设 平行 公设 不 
成 立 但 别 的 公设 全 部 有 效 而 进行 推导 ， 如 果 能 够 推出 巴 
盾 ,那么 根据 反 证 法 便 把 平行 公设 作为 定理 而 证 出 来 了 。 
但 推 来 推 去 始终 得 不 出 矛盾 ,到 19 世纪 初 , 人 们 开始 相 
信 ，, 否 定 平行 公设 不 会 导致 矛盾 而 将 得 出 一 个 新 几何 ( 非 
欧 几 何 ) 来 。 但 要 使 新 几何 的 确 成 立 ,不 能 依靠 这 种 信念 
而 必须 严格 证 明 ， 否 定 平行 公设 而 承认 其 余 公设 不 会 导 
致 蔬 盾 。 这 样 ， 第 一 次 要 求 对 数学 的 一 个 部 门 证 明 其 无 
矛盾 。 

为 了 证 明 ， 人 们 使 用 造 模型 法 (又 叫 翻译 法 )。 即 在 
乙 理论 中 造 一 个 模型 ， 它 满足 甲 理论 的 全 部 公理 。 这 时 
如 果 甲 理论 有 矛盾 , 则 在 乙 理 论 的 这 个 模型 里 ( 亦 即 翻译 
成 乙 理论 的 语言 后 ) 也 同样 推出 矛盾 ,于 是 乙 理论 也 自 相 
矛盾 了 。 这 样 , 甲 理 论 的 无 矛盾 性 便 归 结 为 乙 理 论 的 无 矛 
慎 性 。 人 们 便 是 靠 在 欧 氏 几何 中 构造 非 软 几何 的 模型 ,用 
区 氏 几 何 的 无 矛盾 性 来 保证 非 欧 几何 的 无 矛盾 ， 从 而 确 
认 非 欧 几 何 的 。 

这 时 数学 分 析 的 无 矛盾 性 也 要 求证 明 。 微 积分 的 发 
明 者 I 牛顿 使 用 "瞬息 "概念 ,而 G. W. 菜 布 尼 英 使 用 无 
穷 小 的 概念 ， 这 两 概念 都 有 本 质 的 毛病 ， 章 到 人 们 的 非 
难 , 数学 分 析 的 无 矛盾 性 便 急 待 解决 。 直 到 19 世纪 , 人 
们 才 最 终 引入 极限 论 ， 详 细 发 展 了 实数 论 ， 把 实数 作为 
“有 理 数 的 某 种 无 穷 集合 "而 定义 。 于 是 数学 分 析 的 无 巴 
盾 性 便 归结 为 自然 数论 与 集合 论 的 无 矛盾 性 。 

这 时 集合 论 却 出 现 了 政 盾 ,而 且 是 在 集合 论 最 开始 、 
最 基本 的 地 方 ,这 便 是 有 名 的 罗素 集合 的 停 论 ,在 集合 论 
中 ， 人 们 承认 用 任何 条 件 都 可 以 作出 一 个 集合 。 如 果 试 
用 “不 是 自己 的 元 素 " 或 "不 属于 自己 " 即 x4x 这 个 条 件 
来 造 一 个 集合 ,并 叫做 集合 甲 。 人 们 问 : 甲 是 不 是 自己 的 
元 素 ? 如 果 "“ 甲 属于 甲 ", 那 么 它 不 满足 上 述 条 件 ,应 该 从 
甲 的 元 素 中 蝇 出 去 , 即 得 “ 甲 不 属于 甲 "。 如 果 “ 甲 不 属于 
甲 ， 它 便 满足 上 述 条 件 ,应 该 放 到 甲 的 元 素 中 去 ， 即 “ 甲 
属于 甲 "无论 如 何 ,人 们 都 得 出 矛盾 。 人 们 还 不 知道 如 何 
克服 这 个 矛盾 ,而 集合 论 的 影响 却 越 来 越 大 ,渗透 到 数学 
的 各 个 部 门 。 集 合 论 以 及 整个 数学 的 无 地 盾 性 问题 便 急 
待 解 决 了 。 

以 前 的 无 矛盾 性 证 明 都 是 相对 的 ， 把 甲 理论 的 无 巴 
盾 性 归结 到 乙 理 论 的 无 矛盾 性 。 后 来 ， 即 使 数学 的 无 巴 
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质 性 可 以 归结 到 另 一 理论 的 无 矛盾 性 ， 但 另 一 理论 的 无 
著 盾 性 又 需 证 明 。 显 然 ， 这 种 相对 无 矛盾 性 的 证 明 是 不 
能 最 后 解决 问题 的 。 为 了 克服 这 个 困难 ， 希 尔 伯 特 提出 
了 一 个 有 名 的 希 尔 伯 特 计划 如 下 。 

把 数学 写成 形式 公理 系统 而 且 写 得 非常 彻底 ， 使 得 
数学 中 任何 概念 的 含意 都 已 经 完全 写 进 公理 以 及 推理 规 
则 中 去 了 。 数 学 概念 将 完全 由 形式 公理 系统 中 的 公理 及 
推理 规则 所 确定 ,这 样 ,数学 的 推导 完全 不 必 使 用 公理 系 
统 中 未 曾 明 自 写 出 的 东西 ;而 所 谓 公理 ,可 以 理解 为 一 些 
符号 串 ,所 谓 推理 规则 可 以 理解 为 符号 串 的 变换 .既然 这 
样 ， 数 学 的 推导 便 只 是 一 些 数学 式 子 的 变换 而 无 需 理解 
式 子 的 内 容 。 数 学 的 无 矛盾 性 可 以 表达 为 ， 在 这 个 公理 
系统 内 不 能 推出 两 个 互相 矛盾 的 符号 公式 ， 等 价 地 说 不 
能 推出 每 一 个 符号 公式 。 因 此 要 证 明 数 学 的 无 矛盾 ， 只 
须 证 明 在 上 述 公理 系统 中 不 能 推出 “0 六 0” 这 个 公式 便 
行 。 既 然 不 必 管 其 内 容 ,这 个 要 求 也 就 等 于 ,给 出 一 些 公 
式 (表示 数学 公理 ), 又 给 出 一 此 有关 式 于 的 变换 规则 , 求 
证 根据 这 些 规 则 无 论 如 何不 能 把 上 述 那 些 公理 式 子 变 成 
“0 大 0" 这 个 式 子 。 

就 数学 内 容 而 言 可 能 很 艰深 抽象 ， 可 能 讨论 到 无 穷 
情况 ， 但 就 式 子 而 言 , 却 是 很 具体 很 实在 的 (它们 只 是 一 
些 符号 )， 对 这 些 符号 可 以 完全 在 有 穷 范围 内 讨论 其 变 
换 。 希 尔 伯 特 提出 要 求 ,只 使 用 有 穷 性 方法 , 以 使 得 推论 
过 程 更 加 明确 而 无 任何 疑问 ,所 谓 有 穷 性 方法 是 “经 得 起 
检查 "的 方法 。 例 如 ,要 证 明 “ 有 一 个 x 使 得 A(x)", 必 须 
具体 给 出 这 个 x, 或 给 出 构 作 这 个 x 的 方法 ,证 明 它 确实 
使 (xz) 成 立 ; 绝 不 能 使 用 反 证 法 说 , “如果 每 个 * 都 使 得 
ALx) 假 ,那么 ,…( 推 导 下 去 )… 得 出 巴 盾 , 故 必 有 < 使 得 
A(z)"。 又 如 , 要 证 明 “ 任 何 < 都 A(x)”, 必 须 使 用 一 般 性 
方法 来 证 明 对 给 出 的 任何 一 个 具体 的 x 都 确 使 4(x) 成 
立 ; 绝 不 能 使 用 反 证 法 说 “如 果 有 一 个 使 得 A(z) 不 成 
立 ,那么 …( 推 导 下 去 )… 得 出 矛盾 , 故 必然 任何 x 都 使 得 
4(z)。" 这 样 的 反 证 法 不 是 有 穷 性 的 。 

显然 ,这 样 的 有 穷 性 方法 是 经 得 起 检查 的 ,如 果 用 它 
能 证 明 上 述 数学 公理 系统 不 可 能 推出 "0 地 0" 一 式 ， 那 就 
表明 数学 公理 系统 没有 政 盾 ， 也 就 可 以 承认 数学 没有 下 
盾 了 ,这 就 是 有 名 的 希 尔 伯 特 计划 。 

这 个 计划 提出 后 不 久 ，W. 阿 克 曼 证 明了 ( 作 了 一 些 
限制 后 的 自然 数论 是 无 矛盾 的 ， 引 起 了 人 们 极 大 期 望 
但 是 ，1931 年 K. 可 他 尔 提出 了 他 的 著名 的 不 完备 性 定 
理 并 进而 得 出 结论 ， 要 证 明 一 个 理论 的 无 矛盾 必须 在 比 
该 理论 更 强 的 理论 中 才能 进行 。 上 述 的 有 穷 性 方法 能 够 
表述 在 自然 数论 中 ， 希 望 用 它 来 证 明 数学 甚至 自然 数论 
的 无 巴 盾 根本 是 不 可 能 的 ， 自 此 以 后 希 尔 伯 特 计划 便 被 
修正 了 。 最 重要 的 修正 是 推广 数学 归纳 法 《可 以 叫做 直 
到 的 归纳 法 ) 到 更 大 的 超 穷 序数 去 ,从 而 获得 更 多 的 数 
学 系统 的 无 矛盾 性 。 

以 后 人 们 仍然 探讨 数学 中 各 部 门 理论 的 无 矛盾 性 ， 
某 些 公理 或 猜测 的 无 矛盾 性 及 独立 性 〈 儿 立 性 问题 归根 


到 底 仍 是 无 矛盾 性 问题 )。 最 重要 的 进展 有 : 1936 年 G- 
根 崔 用 超 限 归纳 法 ( 它 强 于 自然 数论 ) 证 明 全 部 自然 数论 
的 无 矛盾 性 ，1936 年 F. B. 非 奇 与 P. 罗 伦 崔 证 明了 分 
支 类 型 论 的 无 矛盾 性 ,1940 年 哥 德 尔 用 内 模型 法 证 明了 
选择 公理 与 连续 统 假设 相对 于 现 有 其 他 的 集合 论 公理 的 
无 矛盾 性 ，1963 年 P. J. 科 思 用 力 迫 法 证 明了 选择 公理 
与 连续 统 假设 相对 于 现 有 其 他 的 集合 论 公理 的 独立 性 等 
等 ,并 从 而 得 出 很 多 成 果 ， 推 进 了 数学 的 发 展 。 因 此 , 尽 
管 全 体 数 学 的 无 矛盾 性 看 来 是 极 难 ( 几 乎 是 不 可 能 ?证明 
的 ， 但 是 对 其 中 某 些 理论 、 某 些 命题 、 某 些 猜测 相对 于 
别 的 理论 、 别 的 命题 公理 的 无 矛盾 性 仍 是 很 值得 继续 探 
讨 的 。 ( 英 绍 授 ) 


shuxue wull 
数学 物理 (mathematical physics) ”以 研究 物 
理 问 题 为 目标 的 数学 理论 和 数学 方法 。 它 探讨 物理 现象 
的 数学 模型 , 即 寻 求 物 理 现象 的 数学 描述 ,并 对 模型 已 确 
立 的 物理 问题 研究 其 数学 解法 ， 然 后 根据 解答 来 诠释 和 
预见 物理 现象 ,或 者 根据 物理 事实 来 修正 原 有 模型 。 

物理 问题 的 研究 一 直 和 数学 密切 相关 。 作 为 近代 物 
理学 始点 的 牛顿 力学 中 ， 质 点 和 刚体 的 运动 用 常 微分 方 
程 来 刻画 ， 求 解 这 些 方程 就 成 为 牛顿 力学 中 的 重要 数学 
问题 。 这 种 研究 一 直 持续 到 今天 。 例 如 天 体力 学 中 的 三 
体 问 题 和 各 种 经 典 的 动力 系统 都 是 长 期 研究 的 对 象 。 在 
18 世纪 中 ， 牛 顿 力学 的 基础 开始 由 变 分 原理 所 刻画 , 这 
又 促进 了 变 分 法 的 发 展 ,并 且 到 后 来 ,许多 物理 理论 都 以 
变 分 原理 作为 自己 的 基础 。18 世纪 以 来 , 在 连续 介质 力 
学 , 传 热学 和 电磁 场 理论 中 , 归结 出 许多 偏 微分 方程 , 通 
称 数学 物理 方程 (也 包括 有 物理 意义 的 积分 方程 ,微分 积 
分 方程 和 和 常 微分 方程 )。 直 到 20 世纪 初期 ,数学 物理 方程 
的 研究 才 成 为 数学 物理 的 主要 内 容 。 此 后 ,联系 于 等 离子 
体 物理 ,固体 物理 , 非 线性 光学 、 空 间 技术 、 核 技术 等 方面 
的 需要 ,又 有 许多 新 的 偏 微分 方程 问题 出 现 ,例如 孤立 子 
波 , 间 断 解 分歧 解 、 反 问题 等 等 。 它 们 使 数学 物理 方程 
的 内 容 进一步 丰富 起 来 。 复 变 函 数 、 积 分 变换 、 特 殊 函 
数 , 变 分 法 ,调和 分 析 , 泛 函 分 析 以 至 于 微分 几何 ,代数 几 
何 都 已 是 研究 数学 物理 方程 的 有 效 工具 。 

从 20 世纪 开始 , 由 于 物理 学 内 容 的 更 新 , 数学 物理 
也 有 了 新 的 面貌 。 伴 随 着 对 电磁 理论 和 引力 场 的 深入 研 
究 , 人 们 的 时 空 观念 发 生 了 根本 的 变化 ,这 使 得 头 科 夫 斯 
基 空 间 和 黎 曼 空间 (用 现代 术语 说 ， 洛 伦 欧 波形) 的 几何 
学 成 为 爱 因 斯 坦 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 所 必需 的 数学 
理论 , 许多 物理 量 以 向 量 、 张 量 和 旋 量 作为 表达 形式 。 在 
探讨 大 范围 时 空 结构 时 ， 还 需要 整体 微分 几何 。 量 子 力 
学 和 量子 场 论 的 产生 ， 使 数学 物理 添加 了 非常 丰富 的 内 
容 。 在 量子 力学 中 物质 的 态 用 波 函数 刻画 ， 物 理 量 成 为 
算 子 ， 测 量 到 的 物理 量 是 算 子 的 谱 。 在 量子 场 论 中 波 函 
数 又 被 二 次 量子 化 成 为 算 子 ， 在 电磁 相互 作用 、 弱 相互 
作用 和 强 相互 作用 中 描述 粒子 的 产生 和 消灭 。 因 此 ， 必 
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须 研究 各 种 函数 空间 的 算 子 谱 、 函 数 的 谱 分 析 和 由 算 子 
所 形成 的 代数 。 同 时 还 要 研究 微 扰 展开 和 重 正 化 〈 处 理 
发 散 困难 ) 的 数学 基础 。 此 外 ,用 非 微 扰 方 法 研究 非 线性 
场 论 也 是 一 个 令 人 注目 的 课题。 

物理 对 象 中 揭示 出 的 多 种 多 样 的 对 称 性 ， 使 得 群 论 
显得 非常 有 用 。 晶 体 的 结构 就 是 由 欧 几 里 得 空间 运动 群 
的 若干 子 群 给 出 。 正 交 群 和 阁 伦 区 群 的 各 种 表示 对 讨论 
具有 时 空 对 称 性 的 许多 物理 问题 有 很 重要 的 作用 。 基 本 
粒子 之 间 , 也 有 种 种 对 称 性 ,可 以 按 群 论 明 确 它们 的 某 些 
关系 。 对 基本 粒子 的 内 在 对 称 性 的 研究 更 导致 了 杨 -米尔 
斯 理论 的 产生 。 它 在 粒子 物理 学 中 意义 重大 ,统一 了 弱 相 
互 作用 和 电磁 相互 作用 的 理论 ， 提 供 了 研究 强 子 结构 的 
工具 。 这 个 理论 以 规范 势 为 出 发 点 ， 而 它 就 是 数学 家 所 
研究 的 纤维 从 上 的 联络 这 是 现代 微分 几何 学 中 非常 重 
要 的 一 个 概念 )。 有 关 纤 维 丛 的 拓扑 不 变量 也 开始 对 物 
理学 发 挥 作用 。 

微观 的 物理 对 象 往往 有 随机 性 。 在 经 典 的 统计 物理 
学 中 需要 对 各 种 随机 过 程 的 统计 规律 有 深入 的 研究 

随 着 电子 计算 机 的 发 展 ， 数 学 物理 中 的 许多 问题 可 
以 通过 数值 计算 来 解决 ， 由 此 发 展 起 来 的 “计算 力学 "、 
“计算 物理 "都 发 挥 着 越 来 越 大 的 作用 。 计 算 机 直接 模拟 
物理 模型 也 成 为 重要 的 方法 。 此 外 各 种 渐 近 方法 也 继续 
获得 发 展 。 

科学 的 发 展 表明 ,数学 物理 的 内 容 将 越 来 越 丰 富 , 解 
决 物理 问题 的 能 力也 越 来 越 强 。 其 他 各 门 科学 ,如 化 学 、 
生物 学 、 地 学 、 经 济 学 等 也 广泛 地 利用 数学 模型 来 进行 
研究 。 数 学 物理 中 的 许多 方法 和 结果 对 这 些 研究 发 挥 了 
很 好 的 作用 。 在 工程 科学 中 ， 处 处 需要 精确 地 求解 物理 
间 题 ,所 以 数学 物理 对 于 技术 进步 也 有 非常 重要 的 意义 。 
此 外 ， 数 学 物理 的 研究 对 数学 有 很 大 的 促进 作用 。 它 是 
产生 数学 的 新 思想 、 新 对 象 、 新 问题 以 及 新 方法 的 一 个 
源泉 。 (李国平 ” 郭 友 中 ) 


shuxue wull fongcheng 
数学 物理 方程 (equation of mathematical 
physics) 主要 指 从 物理 学 及 其 他 各 门 自然 科学 , 技 
术科 学 中 所 产生 的 偏 微分 方程 ， 有 时 也 包括 和 此 有 关 的 
积分 方程 微分 积分 方程 和 常 微分 方程 。 

在 力学 中 ,由 牛顿 的 引力 理论 产生 了 引力 势 的 概念 ， 
它 满足 拉 普 拉 斯 方程 或 泊 松 方程 。 在 连续 介质 力学 中 ， 
从 质量 、 动 量 、 能 量 守重 原理 出 发 ,导出 了 流体 力学 中 的 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 (有 粘性 ) 和 欧 拉 方 程 组 (无 粘性 )， 
弹性 力学 中 的 圣 维 南方 程 组 等 。 在 物理 学 中 波 的 传播 由 
波动 方程 描述 , 传 热 和 扩散 的 现象 则 归结 为 热传导 方程 。 
这 些 都 是 古典 的 数学 物理 方程 。 值 得 注意 的 是 ， 往 往 同 
一 个 偏 微分 方程 可 以 描述 许多 种 性 质 上 很 不 相同 的 物理 
现象 。 

随 着 物理 学 的 发 展 ， 从 19 世纪 到 现在 , 又 出 现 许多 
数学 物理 方程 ， 其 中 最 基本 的 有 刻画 电磁 场 变化 的 麦克 
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斯 韦 方程 ,描述 微观 粒子 的 薛 定 狗 方 程 和 狄 咯 克 方程 , 广 
义 相 对 论 中 确定 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方程 和 在 基本 粒子 研 
究 中 有 重大 作用 的 杨 - 米 尔 斯 方程 等 等 。 

对 光 辐 射 \ 中 子 迁 移 以 及 气体 分 子 运动 的 研究 ,归结 
出 了 辐射 迁移 方程 \ 中 子 迁 移 方程 和 玻 耳 兹 曼 方程 ,它们 
都 是 微分 积分 方程 。 

物理 现象 有 时 是 很 复杂 的 ， 例 如 考虑 带电 流体 在 磁 
场 中 运动 时 ,就 有 电磁 流体 力学 方程 组 , 它 是 麦克 斯 韦 方 
程 和 流体 力学 方程 的 辜 合 ,又 如 化 学 反应 和 扩散 相 看 合 ， 
就 有 反应 扩散 方程 等 等 。 

对 于 数学 物理 方程 ,需要 作出 各 种 典型 问题 的 解 , 通 
过 和 实验 与 观察 到 的 结果 对 照 来 检验 相应 的 物理 理论 。 
求解 数学 物理 方程 ， 会 使 人 们 对 相应 的 自然 现象 有 更 深 
的 认识 ,并 能 预见 新 的 现象 ,在 工程 设计 中 ， 它 能 向 人 们 
提供 必要 的 数据 ,使 工程 建设 有 坚实 可 靠 的 基础 。 

偏 微 分 方程 一 般 理论 的 发 展 ， 在 很 大 程度 上 反映 了 
求解 数学 物理 方程 的 需要 ， 同 时 也 是 研究 数学 物理 方程 
的 强大 理论 后 盾 。 数 学 物理 方程 有 许多 是 线性 方程 ,已 经 
有 很 多 求 准确 解 的 方法 ， 如 分 离 变量 法 ， 积 分 变换 法 , 复 
变 函数 等 等 解 有 时 能 用 各 种 初等 函数 和 超越 的 特殊 函 
数 来 表达 。 但 这 些 只 限于 比较 典型 的 情况 。 更 多 的 数学 
物理 方程 是 非 线性 方程 或 方程 组 ,其 求解 方法 更 为 复杂 ， 
只 有 少数 问题 有 准确 解 。 获 取 准确 解 的 有 效 方法 之 一 是 
利用 问题 的 对 称 性 ， 例 如 球 对 称 性 、 轴 对 称 性 和 相似 性 
( 量 纲 分 析 ) 等 等 来 求解 ， 它 可 以 减少 自 变数 ， 如 通过 常 
微分 方程 来 求 出 特 解 。 在 未 能 获得 准确 解 的 情况 下 可 以 
用 摄 动 方法 求 出 近似 解 ， 它 往往 先 找 出 与 问题 有 关 的 小 
参数 ， 然 后 求 出 解 关于 这 小 参数 的 展开 式 到 一 定 的 次 署 
作为 解 的 渐 近 表达 式 。 由 于 电子 计算 机 的 发 展 ， 许 多 问 
题 要 依靠 电子 计算 机 来 作出 数值 解 ,这 是 最 有 效 的 办 法 。 
联系 于 共立 子 , 杨 -米尔 斯 方程 的 研究 正在 发 展 着 求解 非 
线性 方程 的 新 方法 。 

随 着 物理 学 的 进步 , 必 将 出 现 更 多 的 数学 物理 方程 ， 
而 且 其 应 用 范围 也 会 远 远 超过 传统 的 力学 ,天 文学 ,物理 
学 等 领域 ,例如 化 学 .生命 科学 、 社 会 科学 等 等 已 在 不 同 
程度 上 应 用 数学 物理 方程 来 解决 所 遇 到 的 问题 。 
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A. H. 吉 洪 诺 夫 、 A. A. 萨 马尔 斯 基 著 ， 黄 克 欧 等 译 : “数学 
物理 方程 >， 上册、 下 册 ， 高 等 教育 出 版 社 、 人 民 教 育 出 版 社 ， 
1956, 1963。 (A. H. Taxoaos sn A. A. Cawapckmg， Y paenenua 
Mamexmamuvecxoi fuaunu, Tocrexuanart, Mocksa, 1953.) 


( 沼 起 素 ) 


shuxue wull zhong de fanwent! 
数学 物理 中 的 反问 题 (inverse problem in 
mathematical physics) 在 数学 物理 和 工程 技 
术 中 出 现 的 信 柚 分 方程 问题 ， 大 体 上 可 以 分 为 两 类 。 一 
类 问题 是 对 给 定 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 ， 要 求 出 问题 的 
解 或 揭示 解 的 某 些 性 质 。 这 类 问题 称 为 正 问题 ， 起 着 由 
因 推 果 的 作用 ， 对 它们 的 研究 在 理论 和 应 用 上 都 是 比较 
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成 熟 的 ， 至 今 仍 占 着 主导 的 地 位 。 另 一 类 问题 是 在 所 考 
察 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 中 有 不 确定 的 因素 ， 还 须 利用 
对 解 所 获得 的 某 些 信息 来 推出 方程 中 的 未 知 系数 或 源 
项 ,决定 一 部 分 定 解 条 件 或 刻画 求解 区 域 的 形状 等 等 ,这 
类 问题 称 为 反问 题 ,起 着 由 果 寻 因 的 作用 ,对 它们 的 研究 
目前 虽然 还 很 不 成 熟 , 但 由 于 应 用 上 的 迫切 需要 ,已 愈 来 
便 为 人 们 所 重视 ,成 为 当前 相当 活跃 的 研究 课题 。 

在 蜗 测 和 勘探 技术 中 提出 了 大 量 的 反问 题 .例如 ,在 
地 球 物理 勘探 中 ， 通 过 地 震波 的 测量 来 判断 地 球 内 部 的 
结构 或 地 下 矿藏 的 位 置 ; 在 无 损 探伤 中 ,用 红外 线 扫 描 来 
探测 固体 材料 中 的 缺陷 ， 通 过 测量 地 面 上 的 牛顿 引力 势 
来 推断 地 下 金属 矿藏 的 位 置 、 形 状 和 密度 ， 利 用 久光 分 
层 扫描 构 像 来 作 医学 诊断 等 等 ， 都 是 在 研究 对 象 不 能 达 
到 或 直接 接触 的 情况 下 ， 利 用 特定 的 物理 手段 来 取得 有 
关 解 的 某 些 信息 ， 而 化 为 数学 上 的 反问 题 来 处 理 的 。 工 
程 技 术 中 的 定向 设计 及 系统 识别 等 方面 的 问题 ， 都 属于 
反问 题 的 范畴 。 在 量子 物理 中 ， 利 用 散射 资料 来 反 推 位 
势 的 反 散 射 问题 ,也 是 一 类 有 重要 意义 的 反问 题 。 

反问 题 的 提 法 多 种 多 样 ， 且 往往 在 经 典 的 意义 下 是 
不 适 定 的 。 为 了 求解 各 种 不 同形 式 的 反问 题 ， 人 们 已 经 
提出 了 一 些 有 效 的 方法 ,如 拉 东 变换 、 反 散射 方法 .最 优 
设计 方法 以 及 各 种 正则 化 方法 等 ， 但 是 还 有 很 多 问题 有 
待 进一步 的 研究 。 

参考 书目 

丁 B. Keller, Inverse Problems，4mer， Math, Monthiy, 83, 
pp. 107~118, 1976. 

I. M. Gelfand and B. M. Levitan, On the Determination 
of a Differential Equation from [ts Spectral Function, J zu. 
Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 15, pp. 309~360, 1951. 

A. H. Taxomos uw B. A. Apcenun, Memodu pewenun 
nexoppexmuux saa00%, "Hayxa”, Mocksa, 1974. 


(地 大 法 ) 


shuzhi bijin 
数值 通 近 (numerical approximation) 泛 
指数 学 计算 问题 的 近似 解法 。 狭 义 的 理解 则 专 指 对 函数 
的 通 近 ， 即 对 于 给 定 的 较 广泛 的 函数 类 下 中 的 函数 f= 
信 x)， 从 较 小 的 子 类 五 中 寻求 在 某 种 意义 下 了 的 一 个 近 
似 函 数 h (x)， 以 便于 计算 和 处 理 。 醋 . 区 切 比 雪夫 和 
KK. 外 尔 斯 特 拉 斯 曾 于 19 世纪 中 后 期 做 了 奠基 性 工作 。 
函数 逼近 的 主要 内 容 有 ， 对 于 某 些 特定 的 被 逼近 函数 类 
了 与 逼近 函数 类 蔬 , 讨 论 逼近 的 可 能 性 ,最 佳 逼 近 的 存在 
性 ,特征 ,唯一 性 、 误 差 估 计 以 及 算法 等 。 它 是 现代 数值 
分 析 的 基本 组 成 部 分 ， 除 自身 具有 独立 学 科 分 支 的 意义 
外 ,还 可 用 于 构造 数值 积分 、 求 函数 零点 、 解 微分 方程 和 
积分 方程 的 近似 方法 。 

设 被 逼近 函数 f(x) ECrLa,b], 甬 近 函 数 类 记 作 HC 
CLa,b], 定 义 两 个 函数 了 与 9 之 间 的 距离 为 


et, = 有 -gs=[ fs) -gle wee] 
as<p<o)， GD 


式 中 w(x)>0 为 取 定 的 权 函 数 。 当 p=co 时 ,通常 取 
wx) 二 1, 此 时 (1) 简 化 为 


If-—gle= max |f(x)—g(x)|, 
gee 


这 种 度量 下 的 有 逼近 称 为 一 致 丙 近 ; 另 一 种 重要 情形 是 
了 =2 的 度量 , 称 为 均 方 允 近 或 平方 逼近 。 
最 住 通 近 ” 若 h(x)EH 满足 
If-nl,= int If~gl,, 


则 称 h 为 距离 度量 (1) 的 意义 下 了 在 了 中 的 最 佳 带 近 。 对 
于 p=2 和 ,相应 的 h 分 别称 为 f 在 了 中 的 最 佳 平方 百 
近 和 最 佳 一 致 逼近 ， 后 一 种 情形 又 称 切 比 雪 夫 盘 近 或 极 
小 极 大 逼近 , 它 是 由 切 比 雪夫 在 1854 年 首先 开始 研究 的 。 
多 项 式 遂 近 ” 指 H 取 作 多 项 式 类 的 情形 。 关 于 用 多 
项 式 一 致 通 近 连 续 函 数 到 任意 精度 的 可 能 性 问题 ， 外 尔 
斯 特 拉 斯 于 1885 年 以 定理 形式 给 出 肯定 的 答案 , 若 f(x) 
ECTa,b], 则 对 于 任何 s>>0, 都 存在 代数 多 项 式 P(x) ,使 
上 -~ Pl。<s。 关 于 用 三 角 多 项 式 一 致 珊 近 周期 连续 函数 
到 任意 精度 的 可 能 性 问题 ， 他 也 给 出 平行 的 结果 。 该 定 
理 本 身 及 其 各 种 不 同 的 证 明和 推广 对 逼近 论 的 研究 和 发 
展 有 重要 的 影响 。 
最 住 一 至 多 项 式 通 近 ” 取 H~=H， 为 次 数 不 大 于 n 
的 多 项 式 集合 。 若 P(x) EH 满足 
BD i lf -ol lf -Ple, (2) 


则 称 P 为 了 的 次 数 不 大 于 的 最 佳 一 致 多 项 式 逼近 ， 称 
了 (了 ) 为 极 小 极 大 偏差 。 这 样 的 多 项 式 已 是 存在 和 唯一 
的 。 它 的 特征 可 表述 为 如 下 的 交错 定理 , 设 f(x) EC [a， 
妆 ， 则 P(x) 满 足 (2) 当 且 仅 当 [a, b] 上 存在 一 组 分 点 ( 称 
为 偏差 点 组 或 交错 点 组 ) 
Q<XiI<za<<…<xmn<b (m>n+2), 
使 得 
了 xb 一 P(xzD0=( 一 1)2， |Xl=lf-Pls 
(i=1,2,.…,m) 

成 立 。 这 个 定理 除了 理论 上 的 意义 外 ， 还 是 构造 最 佳 一 
致 多 项 式 通 近 算法 的 依据 。 

列 梅 兹 算法 ”以 交错 定理 为 基础 的 寻求 最 佳 一 致 多 
项 式 逼近 的 一 种 典型 方法 。 主 要 步骤 如 下 ; 

@ 选取 初始 偏差 点 组 

Q<XiI<<Xa<<…<<Xn+i<by 

通常 取 作 [a,b] 上 n+1 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 极 值 点 ， 即 


让 2 一 
mi 到 [Go+a+CGO-a) cos 二 zx] 


“ntl 
(i=1,2,°,n+2), 
yon 和 en 的 线性 代数 方程 组 


f(z)— Tot =( -le, (=1,2,.,n+2), 


求 得 通 近 多 项 式 P(x) = 以 oz 和 在 偏 关 点 组 上 均衡 


了 的 偏差 量 |en| 。 
图 在 ro, b] 上 求 一 点 局 使 |f(x*)-P(x*)|= 


数 


lf-Pl-. 

@@ 若 |e。1 = 一 Pls, 则 P(x) 已 是 最 佳 ， 否 则 以 x* 
替换 某 个 与 之 邻近 的 x 使 1(x*) 一 P(x*) 与 f(x,) 一 
P(x,) 同 号 ,然后 回 到 @ 重 新 开始 。 当 a<x*<x, 且 
f(x*) 一 P(x*) 与 及 x1) 一 P(x,) 异 号 时 , 则 保留 x 而 去 掉 
xm+z 并 将 诸 偏差 点 按 序 重新 编号 。 对 于 出 现在 右 端的 这 
种 情形 亦 做 类 似 处 理 。 经 过 若干 次 循环 即 可 得 到 足够 精 
确 的 结果 。 

逼近 阶 ” 指 极 小 极 大 偏差 En(f) 当 n 增长 时 的 下 降 
速度 ， 它 与 被 逼近 函数 的 光滑 性 质 有 着 内 在 的 联系 。D. 
杰克 森 于 1911 年 做 了 开创 性 研究 。 以 

oo) 一 up, 19(z) 一 9 


表示 函数 gx) 的 连续 模 ,Lipy a 表示 所 有 满足 条 件 
lg(x)-g(WD)1<MIx-yl” (0<a<1,M 为 常数 ) 
的 函数 9(z) 的 集合 , ES( 了 表示 局 期 为 2 的 连续 函数 
用 次 数 不 大 于 的 最 佳 一 致 三 角 多 项 式 通 近 的 极 小 极 大 

偏差 。 杰 克 森 的 基本 结果 可 表述 如 下 ， 
着 feECws 则 
ES(f)<A ws(1/n), 
当 fELipy a(0<a<1) 时 ,有 
Es(f <AM/ne; 
荐 fece,b], 则 
ED<aw 人 (2)， 
当 fELipy a(0<a<1) 时 ,有 
Ep<am(23°) /ne, 
式 中 4 为 绝对 常数 。 
从 相反 方向 的 研究 ， 即 从 序列 {E8 (了 )} 或 {Es} 
的 递 短 速 度 来 推断 了 的 光滑 性 质 ， 是 C, H. 伯 思 斯 坦 
1912 年 的 工作 。 他 的 结果 几乎 就 是 杰克 森 定理 的 着 定 
理 ,只 是 a~1 的 情形 稍 有 差别 。 
干 方志 过 “采用 了 = 2 时 的 距离 度量 (1)， 被 通 近 廿 
数 了 可 以 属于 比 连续 函数 类 CCa,b] 更 广 的 函数 类 , 即 所 
有 使 上 f(x)1*w(x)ax 存 在 的 了 之 集合 , 记 作 L&Co,b], 定 
义 苇 中 两 个 函数 了 与 9 的 内 积 为 
G9)= fo Tag(z)olzax。 


当 (f,g)=0 时 , 则 称 f 了 与 9 正 交 。 设 wos9i…ygn 为 项 中 
一 组 线性 无 关 的 函数 ， 它 们 的 所 有 线性 组 合 所 构成 的 函 
数 集合 记 作 9, 则 每 个 fEZI2 在 乡 中 的 最 佳 平方 逼近 


Sz)= 访 cx) (3) 
存在 且 唯 一 ,其 特征 为 f 一 5 与 每 个 9.(i=0,1,…,n) 都 
正 交 , 诸 系数 cx 由 


C= G(s Peoisf Per ,Pa)/ GPos Ps, Pn) 
(k=0,1,",n) (4) 


确定 ,其 中 
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(go39s) 《goygD…(goyga) 
Ggugisrs0n) = | (F190) (95000095gn) 
(gn390) (gns91)"*( ges gs) 
为 格拉 姆 行列 式 。 当 诸 9, 两 两 正 交 时 ,cx 简化 为 
C=(f,92)/(Pes9s) (k=0,1,,n), 
并 称 为 了 的 广义 全 里 叶 系数 ,相应 的 (3) 称 为 了 按 正 交 函 
数 系 {P,P1，…， go)} 的 级 数 展开 式 。 一 种 重要 的 特殊 情 
形 是 切 比 雪夫 级 数 展开 式 。 

切 比 雪夫 级 数 展开 式 “ 即 [ob]=[ 一 1,1], w(x)= 
(1 一 x:)-4,p.(x)=T,(x) 三 cos(iarccosx) 的 情形 。 系数 
具体 表示 为 

1p _1(x) 
有 Mia 
2° fe)TAx) 

引 , NIA VI 
ai (k>1), 


H.L. 勒 贝 格 曾 证 明 ， 若 了 fEC[ 一 1,1], 则 
ls,—fls<(3+Inn)E,(f) (n>2), 
此 即 表明 ,对 于 连续 函数 类 而 言 , 切 比 雪夫 级 数 展开 式 的 
部 分 和 是 最 佳 一 致 多 项 式 逼 近 的 很 好 近似 ， 并 且 由 于 它 
简便 易 行 ,在 数值 逼近 的 实践 中 广 为 采 用 。 
有 理 通 近 ” 指 通 近 函 数 类 取 作 


到 [ast] R- 百 |3P<n,38<m,8>0,P/8 不 可 约 | 


的 情形 ,其 中 P(X),Q(x) 为 多 项 式 , 3P,3Q 表 示 它 们 的 次 
数 。 当 了 EC[a,b] 时 ,f 在 琴 [a,b] 中 的 最 佳 一 致 通 近 R* 
存在 且 唯 一 ,其 特征 ( 充 要 条 件 ) 为 在 [a,b] 上 有 一 组 点 
aSm<x<'<r Sb (k>max(n+oQ, m+ oP)+2) 
使 得 误差 R* 一 了 在 这 些 点 上 达到 其 最 大 绝对 值 且 符 号 正 
负 交替 变化 , 即 
R*(x)—f(x) = Gml,2,.,k), 
[X= [RE*—f|», 
实践 中 有 各 种 各 样 寻 求 最 佳 一 致 有 理 逼 近 的 数值 方法 ， 
其 中 效果 令 人 满意 者 有 基于 上 述 特征 的 列 梅 兹 算法 ， 还 
有 加 权 极 小 极 大 算法 ， 又 称 劳 勃 算法 。 前 者 类 同 于 寻求 
最 佳 一 致 多 项 式 通 近 的 相应 算法 ， 只 是 将 那里 的 多 项 式 
P(x) 代 之 以 有 理 函数 R(x)， 初 始 偏差 点 组 中 包含 n+ 
m+2 个 点 ,以 及 在 偏差 点 组 上 等 化 偏差 时 要 解 一 个 非 线 
性 方程 组 。 后 者 的 主要 步骤 可 表述 为 ， 
@ 选取 初始 值 @(x)>0 (a<x<b)。 


@ 确定 P(x)= 襄 ax# 和 Q(x)= 总 wx 使 


dz- |fceos 9a9, 


max, gic hay I@,x)f(x)— Px)| 


为 极 小 (k=1,2,…)。 为 避免 得 到 零 解 , 可 固定 P 或 Qy 
中 的 系数 之 一 为 非 零 常数 ,例如 取 b= 1。 经 过 者 干 次 先 
代 , 求 得 的 Rs 一 Pa/Q, 即 为 足够 精确 的 结果 。 
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帖 德 逼近” 一 种 特殊 类 型 的 有 理 逼近 ， 被 逼近 的 函 

数 由 形式 寡 级 数 定义 。 设 

大) 一 ao 十 0iX 十 Gax2 十 …， 
若 存在 多 项 式 

Pa(xz) 一 Po 十 PiX 十 … 十 Poxny 

Qn(z) 一 go 十 gx 十 … 十 gumxmy 
满足 条 件 作 x) 一 P(x)/Qm (x)=OCx**m*!) 以 及 Pn/Qm 
不 可 约 且 规范 条 件 为 Qn(0) 一 qo 一 1, 则 称 Pa(x)/Qn(xz) 
为 有 (x)( 在 点 x*=0 处 ) 的 (n, m) 阶 帕 德 通 近 ， 并 简 记 为 
[n/m]=Pn(x)/Qm(x)。 若 [n/m] 存 在 ， 则 必 唯 一 ,其 系 
数 pw9y 满足 方程 组 

oa 一 po， 

ai 十 ougi 一 piy 

oa 十 ougi 十 augt 一 py 


on 十 an-19: 十 … 十 Gogn 一 pny 5) 


On+1 十 gugi 十 … 十 an-m+igm 一 0 


Ontm 十 Qnrm-igi 十 … 十 angm 一 0 


这 个 方程 组 称 为 帕 德 方程 组 ， 其 中 若 k<0,ou= 0, dj=0 
(> mD。 当 (5) 非 奇异 时 , 雅 可 比 给 出 [n/ma] 的 显 式 解 


| Qn-mrl On-m+s nn 
o nr nn 

on 

人 4 行 

[n/m]= ， 

Oo-ntl nn nl 
om ant nn 
a xm- si 1 


式 中 若 出 现 求 和 号 的 下 指标 超过 上 指标 ， 则 规定 该 和 数 
为 零 ,这 个 显 式 解 尽管 ( 当 m 较 大 时 ) 在 计算 上 并 不 便利 ， 
但 它 对 于 研究 由 德 带 近 的 代数 性 质 有 重要 的 作用 。 帕 德 
将 诸 [n/m] 依 自然 顺序 排列 成 形 如 

[o/o] C0/1] 50/2] C0/3] … 

£1/0] [11] [1/2] [1/3] … 

[2/0] [2/1] [2/2] [2/3] … 

£3/0] [3/1] [3/2] [3/3] … 


的 表格 ,被 称 为 帕 德 表 , 并 研究 了 它 的 结构 性 质 。 表 中 相 
邻近 的 一 些 元 素 之 间 还 存在 着 若干 内 在 联系 ， 可 用 于 构 
造 帕 德 逼近 的 各 种 递 推 其 法 。 实 践 表 明 ， 帕 德 表 中 主 对 
角 线 上 及 其 两 侧 的 元 素 ， 即 [n/m] 和 [n/n 士 1], 在 n+m 
相等 的 诸 元 素 中 通常 有 更 好 的 逼近 效果 。 帕 德 逼近 是 函 
数 的 泰勒 级 数 的 自然 引伸 ， 已 证 明 它 是 最 佳 局 部 有 理 切 
比 雪夫 逼近 ， 它 在 数值 分 析 的 一 些 领域 中 以 及 物理 学 和 


化 学 的 某 些 计算 问题 中 有 着 各 种 应 用 。 
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( 徐 献 瑜 。 李 家 模 ) 


shuzhi fenxl 

数值 分 析 (numerical analysis) 见 计算 数学 。 
shuzhl Jifen 

数值 积分 (numerical integration) 用 被 积 
函数 的 有 限 个 抽样 值 的 离散 和 或 加 权 平均 值 近似 地 代替 


定 积分 的 值 。 在 求 函数 f 人 x) 的 定 积 分 站 fx)dx 时， 党 


党 无 法 用 初等 函数 表示 原 函数 了 (z) = fx)dx, 因 此 能 
按 牛 顿 - 莱 布 尼 获 公式 
站 roar-Po-Fem GD) 


计算 积分 值 的 定 积分 是 不 多 的 。 另 外 , 当 f(x) 是 列表 函 
数 时 ， 也 不 能 使 用 式 (1) 计算 它 的 积分 值 。 上 述 事实 说 
明 ,必须 研究 近似 估算 积分 的 数值 积分 方法 。 历 史上 , 阿 
基 术 他 牛 顿 \L, 欧 拉 、C, 了 , 高 产 、II, TU. 切 比 雪夫 等 
人 都 对 此 有 过 贡献 。 
数值 积分 公式 一 般 是 形 如 

上 seofemars 总 ait (2) 
的 近似 公式 ， 又 称 求 积 公式 ,xi 和 AKi=0, 1,…,m) 分 
别称 为 求 积 结 点 和 求 积 系数 ,通常 xiE [avb]; 式 (2) 右 册 
称 为 求 积 和 ;两 端 之 差 


BCD=| wofeoaz- 总) 


称 为 求 积 余 项 或 求 积 误差 ;区 间 [a,b] 可 以 是 有 限 的 或 无 
限 的 。 

构造 求 积 公式 的 问题 就 是 确定 x, 和 A 使 得 E(f) 在 
某 种 意义 下 尽 可 能 地 小 。 

代数 精度 ”车 式 (2) 对 f(x)=x*(k==0,1,…, d) 精 
确 成 立 , 亦 即 E(f)=0， 而 当代 x)=x4*! 时 (2) 不 再 是 精 
确 等 式 , 则 说 求 积 公式 (2) 的 代数 精度 是 d。 根 据 K. 外 尔 斯 
特 拉 斯 的 多 项 式 逼近 定理 ,就 一 般 的 连续 函数 了 而 言 ,d 
越 大 E(J) 越 小 , 因此 可 以 用 代数 精度 的 高 低 说 明 求 积 公 
式 的 优 劣 。 

插值 型 求 积 公式 ”通过 插值 途径 构成 的 求 积 公式 。 
用 fx) 的 以 ze,zi…yzm 为 结 点 的 插值 多 项 式 


Pn)= 加 Kxzot(z)， 
(x) 


Rs 
(z 一 24)o (ze) 


(xz) 一 (一 za)(z 一 区 0 (一 za 


1(x)= 


近似 替代 了 x) 后 ， 经 过 积分 可 以 得 到 形 如 (2) 的 插值 型 
求 积 公式 ,其 中 求 积 系数 


四 
A (Ci01 0)。 (3) 


特别 ， 若 所 有 的 x, 都 属于 [a，b], 则 称 它 为 内 插 型 求 积 
公式 。 这 是 一 类 最 基本 的 求 积 公式 。 由 于 n+1 个 结 点 
的 插值 型 求 积 公式 的 代数 精度 至 少 是 mm， 所 以 具有 一 定 
代数 精度 的 求 积 公式 总 是 存在 的 。 
十 需 - 村 基 公式 “等 距 结 点 情形 下 的 权 函 数 为 1 的 
内 播 型 求 积 公式 。 设 [a,b] 为 有 限 区 间 ,w(x)=1。 取 zx,= 
at+ih(i=0,1,…, my h=(b 一 a)/m), A 由 式 (3) 确 定 ， 
则 求 积 公式 
Pra Af) (0 


称 为 [a,b] 上 的 m+1 点 牛顿 - 科 茨 公式 , 它 的 代数 精度 
至 少 是 mm。 当 如 = 工时 , 式 (4) 变 成 


reoars 好 "ro+1Go， 


此 式 右 端 等 于 以 f(a) 和 f(b) 为 底 ， 以 b 一 0 为 高 的 梯形 
的 面积 值 , 故 通 称 为 梯形 公式 ， 它 的 代数 精度 是 1。 若 
了 "(x) 在 [a, b] 上 连续 , 则 通过 积分 插值 余 项 ,可 知 它 的 求 
积 误差 为 
Ef=— 3 ft) 


当 m=2 时 , 式 (4) 变 成 


| rers #2 f+ ) + eb)], 


这 是 辛普森 公式 ,由 于 求 积 结 点 选 得 恰当 , 它 的 代数 精度 

是 3。 当 f(x) 在 [a,b] 上 连续 时 , 它 的 求 积 误差 为 
ED=— CER fo) (oct<b), 

当 m>10， 和 牛顿 - 科 茨 公式 中 的 求 积 系数 总 有 一 些 是 负 

的 。 这 样 的 公式 在 计算 上 会 带 来 较 大 的 误差 ， 一 般 不 被 

采用 。 

由 上 述 两 个 求 积 公式 的 误差 表达 式 看 出 ， 积 分 区 间 
越 小 , 求 积 误差 就 越 小 。 因 此 为 了 提高 求 积 精度 ,可 使 用 
复 化 求 积 公式 。 若 用 分 点 *,=a+i(b 一 2)/n (i=0,1,…， 
nD) 将 [a,bJn 等 分 ,然后 对 每 个 子 区 间 [x,， x4w1] 应 用 梯形 
公式 ,并 对 i 一 0,1,…,n 一 1 求 和 , 即 得 复 化 梯形 公式 


[f+feb) +2 fx0]. 


若 用 分 点 %=a+ 讯 (i=0, 1，…, 2nyh=(b 一 a)/2n) 将 
[a, b]2n 等 分 ， 然 后 对 子 区 间 [xs4, X242] 应 用 辛普森 公 
式 ,并 对 i=0,1,…,n 一 1 求 和 , 即 得 复 化 辛普森 公式 


Psarssn=§ [f+ 0)+4 afm) 
+25 fm) ]. 


逐次 分 半 算 法 和 龙 贝 格 公式 ” 递 推 关系 和 逐次 分 半 
算法 是 数值 方法 的 重要 技巧 ， 可 用 以 节省 计算 时 间 和 计 
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(Ca<t<b。 


roar<m- 


算 机 的 存储 量 。 龙 贝 格 求 积 方法 正 是 利用 控 次 分 半 算 法 
和 弟 推 关系 构成 的 一 种 在 现代 计算 机 上 十 分 有 效 的 数值 
积分 法 。 

下 面 以 梯形 公式 为 例 说 明 逐 次 分 半 算法 。 在 整个 区 
间 [Ca,bJ 上 应 用 梯形 公式 算出 积分 近似 值 了,， 将 [esb] 二 
等 分 ,应 用 n=2 的 复 化 梯形 公式 算出 了; 再 将 每 个 小 区 
间 二 等 分 (即将 [a,b] 四 等 分 )， 应 用 n=4 的 复 化 梯形 公 
式 算出 7,， 如 此 进行 ,可 得 T4,Ts,T,,…。 在 计算 Ts 时 
可 利用 已 算出 的 7 值 ， 

TT +H,), 

中 b—a b—a 
EG GD0 到) 
为 复 化 中 矩形 公式 ， 这 样 ， 只 需要 计算 KKz) 的 个 新 人 
即 可 从 T 得 到 is。 显然 ， 逐 次 分 半 算 法 充分 地 利用 了 
前 次 的 计算 结果 。 

比较 复 化 公式 Sw、Tas 和 Ts 发 现 ， 适 当地 组 合 Tis 
与 zw 可 得 到 代数 精度 为 3 的 辛普森 公式 , 即 有 


T=Sm= 扫 TT 
同样 , 适当 组 合 Sw 与 Sa 可 得 到 代数 精度 为 5 的 求 积 


公式 


H,= 


2 
TT, 


T= 0 


4 
42—1 
如 此 可 以 引出 一 系列 新 公式 ( 递 推 关系 ): 
TT 1 
此 处 ,Th 三 Ta。 上 式 的 代数 精度 是 2k+1。 通 常 称 上 式 


为 逐次 分 半 加 速 公式 或 龙 贝 格 公式 。 实 际 计算 可 按 表 1 
所 示 进 行 ， 


表 1 龙 贝 格 表 
和 次 册 区 间 和 下 | | | rm 
0 Lt ty | | 
1 2=2 ™ tr | | | 
2 2=4 Ts -Ti pT | | 
3 | 2=8 | 长 Ti 二 TP 人 2 | 


当 对 角 线 上 相 邻 两 个 近似 值 了 吕 和 7 名 3 之 差 的 绝对 
值 小 于 允许 误差 时 ,计算 即 可 停止 ， 并 取 了 货 名 为 积分 
近似 值 。 

高 斯 型 公式 一 类 具有 最 高 的 代数 精度 的 内 插 型 求 
积 公式 ( 表 2)。 求 积 公式 (2) 含 有 2(m+1) 个 自由 参数 (x 
和 4,)， 恰 当选 择 这 些 参数 ， 能 使 公式 (2) 的 代数 精度 达 
到 2m+1。 高 斯 求 积 理论 中 的 一 个 基本 定理 断言 :只 要 把 
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结 点 zoyxziy…， zm 取 为 区 间 [a,b] 上 关于 权 函 数 w(x) 的 
mn 十 1 次 正 交 多 项 式 的 零点 ， 内 插 型 求 积 公式 (2) 即 达到 
最 高 代数 精度 2m++1。 这 里 [a，6b] 可 以 是 有 限 或 无 限 区 
间 ,w(x) 为 取 正 值 的 权 函 数 。 

表 2 几 种 常用 的 高 斯 型 求 积 公式 


[a,b] w(x) Fo 
勒 让 德 多 项 式 Pnn(x) 的 零点 
项 式 Lmri(x) 的 零点 


埃 尔 米 特 多 项 式 Hmyr(x) 的 零点 


许多 有 关 数 值 积分 的 论著 都 列举 出 各 种 高 斯 型 公式 
的 结 点 和 系数 的 数值 。 可 以 证 明 : 对 每 个 连续 函数 , 当 结 
点 个 数 趋 于 无 穷 时 ， 高 斯 型 公式 所 给 出 的 近似 值 序列 收 
伍 到 相应 积分 的 精确 值 ,而 牛顿 - 科 蒋 公式 则 不 具有 这 种 
性 质 。 
高 维 数值 积分 的 主要 方法 有 蒙特 卡 罗 法 、 代 数 方法 
和 数论 方法 。 
参考 书目 
B. YH. Kpunos, ITpudnuxennoe euwucaewue ummetpanoe， 
Puauarrua, Mo 1959. 
P. J. Davis and P. Rabinowitz, Method of Numerical 
Tntegration, Academic Press, New York, 1975, 
A. H. Stroud, Approximate Calculation of Multiple 
Integrals, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey,1971. 
( 徐 利 治 周 茂 时 ) 


shuzhl ruonjion 
数值 软件 (numerical software) 计算 数学 
中 标准 算法 程序 的 总 称 。 每 个 数值 软件 是 实现 一 个 特定 
的 计算 方法 的 标准 程序 模块 ,由 一 个 或 几 个 标准 过 程 (或 
子 程序 ) 组 成 ， 成 为 计算 机 科学 计算 软件 中 的 一 个 软件 ， 
可 供用 户 选 用 ,实现 其 所 需 的 数值 计算 。 因 此 ,数值 软件 
是 计算 方法 转化 为 社会 生产 力 的 重要 环节 。 

大 量 数值 软件 组 装 在 一 起 , 称 为 数值 软件 库 ( 包 ), 它 
可 用 于 各 类 计算 机 用 户 和 各 种 科学 工程 应 用 软件 。 因 此 ， 
数值 软件 库 是 大 型 科技 应 用 软件 研制 者 的 重要 工具 ， 是 
科技 应 用 软件 的 组 成 部 分 。 

数值 软件 同 电子 计算 机 一 起 诞生 和 发 展 。 最 初 的 数 
值 软件 只 是 常用 的 初等 函数 和 简单 的 计算 方法 的 标准 程 
序 ， 直 接 用 机 器 语言 或 汇编 语言 写成 ， 随 着 程序 语言 的 
发 展 , 特别 是 在 标准 的 FORTRAN 和 ALGOL 等 语言 定 
型 之 后 , 为 减少 重复 劳动 , 提高 数值 软件 本 身 的 可 靠 性 、 
可 移植 性 和 使 用 效率 ,多 采用 标准 的 PORTRAN、ALGOL 
和 PASCAL 等 语言 写成 。 随 着 计算 机 在 工程 技术 和 科 
学 研究 领域 里 的 广泛 应 用 和 数值 计算 方法 的 迅速 发 展 ， 
数值 软件 的 内 容 正在 迅速 扩充 和 更 新 。 目 前 ， 几 乎 所 有 
的 大 中 型 计算 机 和 计算 中 心 都 装备 着 数值 软件 库 。 数 值 
软件 已 经 商品 化 ， 并 出 现 了 专门 经 营 数值 软件 的 软件 公 
司 .国际 上 召开 了 多 次 讨论 数值 软件 发 展 的 学 术 会 议 , 并 


创办 了 专门 刊登 数值 软件 论文 的 刊物 。 

数值 软件 要 被 经 常 反复 调用 。 因 此 ， 在 建立 一 个 数 
值 软件 库 时 ， 必 须 对 计算 方法 进行 认真 的 选择 。 选 择 时 
主要 应 考虑 计算 方法 的 适用 性 、 专 业 性 、 准 确 性 、 稳 定性 、 
计算 量 和 存 贮 量 。 这 些 方面 必须 尽 可 能 兼顾 。 列 人 数值 
软件 库 的 每 个 软件 ， 必 须 经 过 严格 、 全 面 的 考验 ， 以 确 
保 其 正确 性 、 可 靠 性 和 执行 的 有 效 性 。 每 个 数值 软件 须 
有 详尽 ,明白 的 使 用 说 明 书 ,对 软件 如 何 使 用 以 及 计算 方 
法 的 适用 范围 ,准确 度 , 计 算 量 给 予 确切 的 说 明 ， 以 便 用 
户 使 用 。 

数值 软件 的 内 容 已 经 涉及 到 数值 计算 的 各 个 方面 ， 
例如 有 算术 子 程序 、 初 等 函数 、 多 项 式 与 特殊 函数 、 数 什 
积分 与 数值 微分 、 函 数 逼近 、 矩阵 及 向 量 计 算 、 线 性 与 非 
线性 方程 组 解法 ,概率 计算 、 统 计 分 析 与 数据 拟 合 、 线性 
与 非 线 性 规划 ,管理 科学 、 绘图 与 图 像 灵 示 、 常 微分 方程 
数值 解法 、 偏 微分 方程 数值 解法 、 数 模 转换 等 等 。 随 着 计 
算 方法 的 进一步 发 展 和 计算 机 的 更 广泛 的 应 用 ， 数 值 软 
件 所 包含 的 内 容 必 将 越 来 越 广 。 《 惟 仗 芝 ) 


shuzhl welfen 
数值 微分 (numerical differentiation) 根 
据 函 数 在 一 些 离散 点 的 函数 值 ， 推 算 它 在 某 点 的 导数 或 
某 高 阶 导数 的 近似 值 。 通 常用 差 商 代 葵 微 商 ， 或 用 一 能 
近似 代替 该 函数 的 较 简单 的 函数 (如 多 项 式 、 样 条 函数 
的 相应 导数 作为 所 求 导 数 的 近似 值 。 例 如 ,对 带 余 项 的 揪 
值 公式 了 xz)= KKz)+R(xr) 取 大 阶 导数 就 得 到 带 余 项 的 
数值 微分 公式 fo(xz) 一 I(z) 十 Reo(xz), 这 里 插值 函数 
Iz) 的 上 阶 导数 Ke(z) 即 为 所 求 上 阶 导数 fx) 的 近 
似 值 ， 而 插值 函数 余 项 R(z) 的 上 阶 导数 R(x) 则 给 出 
此 近似 值 的 截断 误差 。 

通常 利用 多 项 式 插值 进行 数值 微分 。 设 函数 用 x) 在 
n++1 个 等 距 点 X=4t+vh (v=0, 1, …, n) 上 的 值 人 = 
f(x,) 为 已 知 , 则 通过 低 次 插值 可 导出 一 些 最 基本 和 常用 


的 数值 微分 公式 ， 例 如 ， 两 点 公式 了 (xz0 一 卫生 化 + 


ou 了 te 


+O(D= 了 肝 全 -+O(P), 三 点 公式 


(0) = 卫生 Ti On) 等 等 。 此 外 ,利用 具 
有 n+1 个 等 距 节点 的 拉 格 明日 插值 公式 ,还 可 导出 在 节 
点 x,(i=0,1,…sn) 上 的 较为 一 般 的 数值 微分 公式 
rzo= 责 蚊 Aovf， ftzo= 记忆 Bof 
这 里 Auv,Bu。 仅 与 mw、fy 有 关 , 而 相应 的 哉 断 误差 可 分 


别 表 成 
R'(x)=Ch"f (8 


如 二 -加 二 nr fotdn) (i¥3), 


br 


[et 


2Cuhr fornn)/Cnt2) (i), 


BR"(x,) 


式 中 C=( 一 Dn 一 让 1/(n+1D)13 ,mE (a, at+nh)。 
因此 ， 当 节点 的 个 数 n+1 固定 时 ， 间 距 因 愈 小 , 则 截断 


误差 也 全 小。 但 是 这 时 系数 绝对 值 之 和 计 六 14wwl、 
元 避 1Bwv| 随 的 变 小 而 增 , 所 以 函数 值 f 的 合 信 误 


差 对 近似 导数 的 影响 也 随 h 的 变 小 而 剧 增 。 因 此 ,hh 并非 
全 小 愈 好 ,而 是 要 适中 ,这 是 数值 微分 不 同 于 某 些 插值 之 
处 。 如 果 函 数 x) 有 很 好 的 可 微 性 , 即 存在 绝对 值 不 太 
大 的 较 高 阶 导 数 , 则 宁 取 间 距 稍 大 而 个 数 稍 多 的 节点 。 当 
f(x) 在 节点 分 布 的 整个 区 间 上 的 可 微 性 不 太 好 时 ， 利 用 
样 条 插值 进行 数值 微分 比 利 用 多 项 式 插值 更 适宜 ， 只 是 
计算 量 要 大 得 多 。 

如 果 数据 人, 带 有 不 容 忽视 的 随机 误差 , 而 其 对 应 的 
自 变量 分 布 甚 密 ,就 应 该 用 曲线 权 合 代替 上 述 函 数 插值 ， 
然后 用 拟 合 曲线 的 导数 作为 函数 fx) 的 导数 的 近似 值 。 
这 样 求 得 的 导数 叫做 磨 光 的 导数 。 


参考 书目 
冯 康 等 编 :< 数值 计算 方法 ”, 国防 工业 出 版 社 ,北京 ,1978。 
( 王 兴 华 ) 
shuzhl wendingxing 
数值 稳定 性 (numerical stability) ”算法 对 


会 入 误差 的 敏感 性 。 在 算法 执行 过 程 中 会 出 现 舍 入 误差 
的 积累 。 对 同一 个 计算 问题 ,在 不 同 的 算法 中 会 入 误差 对 
计算 结果 产生 的 影响 也 各 不 相同 。 舍 人 误差 对 计算 结果 
的 精确 性 影响 小 的 算法 , 具有 较 好 的 数值 稳定 性 ; 反之 ， 
算法 的 数值 稳定 性 差 。 例 如 ,若干 个 正 数 相 加 时 , 按 从 大 
到 小 的 次 序 进行 就 不 如 按 从 小 到 大 的 次 序 进行 的 数值 稳 
定性 好 。 二 次 方程 ax:+bxz+c= 0 求 根 的 公式 为 ， 
一 b+A 刺 -40c 
2a 


We (2) 


2a 


Ex (1) 


若 b>0, 且 bp4lac|, 则 由 于 5 和 w 下-4oc 很 接近 ， 
用 公式 (1) 计 算 x 就 会 使 有 效 数字 严重 损失 。 但 这 时 可 
先 用 公式 (2) 计 算 x:， 然 后 根据 关系 x,=c/4 计算 x，， 
会 得 到 比较 好 的 结果 。 在 用 消去 法 解 线性 代数 方程 组 时 ， 

选 主 元 的 算法 比 不 选 主 元 的 算法 的 数值 稳定 性 好 。 
算法 的 数值 稳定 性 的 判别 是 和 ( 舍 入 ) 误 差分 析 密切 
相关 联 的 。 早 在 1947 年 J 冯 … 诺 伊 受 和 戈 尔 茨 坦 关于 高 
斯 消去 法 含 入 误差 分 析 的 文章 中 就 隐 含 着 数值 稳定 性 的 
概念 ,而 首先 明确 提出 这 个 概念 的 是 本 W. 吉文 斯 再. 
威 尔 金森 系统 地 发 展 了 吉文 斯 提出 的 向 后 误差 分 析 的 思 
想 , 对 代数 求解 过 程 的 舍 入 误差 作 了 深入 细致 的 分 析 , 计 
算 结 果 的 精度 不 但 依赖 于 所 用 的 算法 ， 而 且 也 和 问题 是 
良 态 或 病态 有 关 。 一 个 计算 问题 ,如 果 其 中 的 参数 (如 线 
性 代数 方程 组 的 系数 , 自由 项 ) 的 微小 扰动 只 对 解 的 精度 
产生 不 大 的 影响 , 便 说 这 个 计算 问题 是 良 态 的 ,否则 便 称 
为 病态 的 。 吉 文 斯 的 数值 稳定 性 概念 就 考虑 到 问题 是 良 
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态 或 病态 这 个 因素 。 一 个 算法 计算 得 到 的 近似 解 可 以 看 
作 原 计算 问题 中 的 参数 经 适当 扰动 后 的 准确 解 ， 若 抗 动 
是 微小 的 ,就 说 这 个 算法 是 数值 稳定 的 ,否则 就 说 算法 是 
不 稳定 的 。 
参考 书目 

J.H. Wilkinson, Rounding Errors in Algebraic Proces- 

ses,Printice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1963. 
( 何 起 初 》 


shuongqu shouhengly de jionduanjle 

双 曲 守恒 律 的 间断 解 (discontinuous solution 

of conservation law of hyperbolic equation) 

当 考 察 连续 介质 的 运动 时 ， 常 常 导出 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 

方程 组 。 例 如 ,描述 一 维 理想 气体 运动 的 守恒 律 组 : 
pst (pu)o=0 (质量 守恒 律 )， 
(pW) + (pu +p)e=0 (动量 守恒 律 )， 


(e(e+ 呈 ))+(we(e+ 呈 + 号 )-。 
《能 量 守恒 律 )， 

式 中 P\w\p\e\t\x 分 别 表示 密度 ,速度 ,压强 ,内 能 .时间 
和 空间 坐标 。 对 多 方 气体 有 状态 方程 e=p/(r-1)2， 
7>1 为 绝热 指数 (常数 )。 这 类 方程 组 的 解 中 , 一 般 要 出 
现 同 断 ， 解 在 间断 线 两 旁 的 左 、 右 极限 要 满足 一 定 的 关 
系 。 这 些 关系 反映 了 力学 中 的 冲击 波 现象 。 

B. 罗曼 1860 年 提出 了 一 类 最 典型 的 含有 间断 的 初 
值 问题 , 即 当 t 一 0 时 在 x= 0 处 初 值 具 有 一 个 任意 的 间断 ， 
而 在 zx> (或 <)0 时 初 值 分 别 为 常量 .这 样 的 问题 称 为 获 曼 
问题 。 人 们 很 早 就 研究 了 上 述 守恒 律 方程 组 的 黎 曼 问 题 ， 
它 的 解 由 向 前 或 向 后 运动 的 冲击 波 、 向 前 或 向 后 运动 的 
中 心 朴 散 波 以 及 接触 间断 所 组 成 。 这 些 波 统称 为 初等 波 。 

初等 波 的 相互 作用 也 得 到 了 研究 。 例 如 ,两 个 反方 向 
运动 的 冲击 波 相 碰 后 会 互相 离 去 ， 且 在 它们 中 间 还 将 出 
现 一 个 接触 间断 。 两 个 同方 向 运动 的 冲击 波 相 追 总 会 追 
上 , 追 上 后 除 合并 为 一 个 该 方向 运动 的 冲击 波 外 ,还 将 立 
即 产生 一 个 接触 间断 和 一 个 向 反方 向 运动 的 冲击 波 或 中 
心 疏 散 波 。 在 高 维 的 情形 还 必须 注意 马赫 反射 的 影响 等 。 

一 般 的 拟 线性 双 曲 组 为 w+ 人 (ws 一 0, 其 中 4 一 (w， 
UapUn) 于 二 (4,f，,…,f), 答 阵 了 (uw) 有 nt 个 相 异 的 实 
特征 根 。 

理想 气体 可 以 认为 是 实际 气体 当 粘性 趋 于 零 时 的 极 
限 情况 。 用 这 种 观点 来 处 理 拟 线性 双 曲 组 就 建立 了 所 谓 
“粘性 消失 法 ".E. 翟 普 夫 最 早 用 此 法 严格 论证 了 单个 拟 
线性 方程 式 初 值 问 题解 的 大 范围 存在 性 (1950)， 以 此 法 
为 背景 ， 人 们 还 提出 了 各 种 差分 格式 。 此 外 ,还 有 J. 汉 。… 
诺 伊 昌 等 人 提出 的 人 工 粘性 法 等 等 ， 都 是 在 实际 应 用 中 
求 数值 解 的 常用 方法 。 除 气体 力学 外 ， 间 断 解 理论 在 弹 
塑性 力学 、 爆 震 ,燃烧 等 方面 都 有 重要 应 用 。 

高 维 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 间断 解 问题 ， 在 应 用 上 
极为 重要 ,但 对 它们 的 研究 还 刚刚 在 开始 。 

( 张 同 周 就 月 ) 
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shuongquxing planweifen fangcheng 

双 曲 型 偏 微分 方程 (partial differential 
equation of hyperbolic type) 描述 振动 或 波 
动 现象 的 一 类 重要 的 偏 栅 分 方程 。 它 的 一 个 典型 特例 是 
波动 方程 


Qu om tu 
口 v=- 箭 一 0 (1) 
n=1 时 的 波动 方程 
dru 0 
0 (2) 


可 用 来 描述 弦 的 微小 横 振 动 , 称 为 弦 振 动 方程 ,这 是 最 早 
得 到 系统 研究 的 一 个 偏 微 分 方程 。 它 的 解 具有 十 分 简单 
的 结构 ， 即 总 可 表 为 一 个 右 传播 波 和 一 个 左 传播 波 的 友 
加 w=F(x 一 t) 十 G(x+t)。 因 此 ， 给 定 弦 的 初始 位 移 和 
速度 


0， uc， 强 -uz)， (3) 
就 可 得 到 柯 西 问题 (2)、(3) 的 解 的 表达 式 
ES et) oe+) + ud, 


称 为 达 朗 贝尔 公式 。 利 用 分 离 变 量 法 ， 将 弦 的 振动 分 解 
为 基 音 和 泛音 的 又 加 ， 还 可 以 求解 诸如 两 端 固定 弦 的 振 
动 等 问题 。 波 动 方程 可 用 来 描述 膜 的 横 振 动 (s= 2) 以 及 
弹性 体 的 振动 和 声波 、 电 磁 波 等 的 传播 "一 3)， 在 应 用 


上 十 分 重要 。 在 变动 方程 的 研究 中 ， 特 征 锥 面 竣 (x,~ 


开关 = ( 僵 区 ) (一 1 时 为 特征 线 ，z 士 t= 常数 ) 在 求解 
及 刻画 解 的 性 质 等 方面 都 起 着 重要 的 作用 。 利 用 二 维 与 
三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 解 的 表达 式 ( 泊 松 公式 )， 可 以 
看 到 二 维 与 三 维 的 波动 在 性 质 上 有 很 大 的 不 同 。 三 维 波 
动 的 传播 无 后 效 ， 这 对 现实 世界 中 信号 的 传送 与 接收 有 
重要 的 意义 ,而 二 维 波动 却 具有 后 效 现象 。 

对 一 般 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 

1 总 + 襄 m + 加 0 所 

+ 如 + ,ta) ， (4) 

式 中 系数 及 右 端 项 了 均 设 为 (t,x)= (bz xz …， Xn) 的 
适当 光滑 的 函数 ,如果 对 任 一 (t,x*), 由 方程 (4) 的 主 部 所 
决定 的 特征 方程 


H(t,x;X, §)=—X7+ 六 esr+ 总 au b=0 (5) 


对 任何 $= (5,,…s 嫩 ) ER",E 关 0, 都 有 两 个 相 异 的 实 根 
( 称 为 特征 根 ) 和 = 和 (t,x， 8) 及 和 = 和 a(t, x, §), 则 称 方程 
(4) 对 方向 为 双 曲 型 方程 ,简称 双 曲 型 方程 。 如 果 这 两 
个 相 异 实 根 能 被 一 致 地 分 隔 开 来 , 即 成 立 


inf 1XNi(tbz) 一 Xz(bxyt)| 一 常数 c>0， 
eta 


则 称 (4) 为 正规 双 曲 型 方程 。 波 动 方程 (1) 就 是 一 个 正规 
双 曲 型 方程 。 
在 求解 双 曲 型 方程 或 研究 其 解 的 性 质 时 ， 特 征 超 曲 


面 及 次 特征 线 起 着 重要 的 作用 。 一 个 超 曲面 S:ptt,z) ~ 
0, 如 果 在 其 上 成 立 H(t，z;， 剖 ， 训 )-0, 就 称 它 是 广 
程 (4) 的 一 个 特征 超 曲面 。 对 于 双 曲 型 方 香 , 任 一 特征 超 


曲面 均 由 次 特征 线 组 成 ,而 次 特征 线 t= 区 rz),z=x(7) 由 
下 述 常 微分 方程 组 


dt dx, 
Eb EH hd 


全 = 全-=-H， (i=1,2,"*,n), 

满足 附加 条 件 (5) 的 解 所 给 出 。 由 过 一 点 P(b， zx) 的 一 
切 次 特征 线 所 构成 的 特征 超 曲面 ， 称 为 以 P 为 顶点 的 特 
征 劈 锥 面 ,连同 其 内 部 称 为 特征 劈 锥 体 ， 它 们 由 位 于 坟 
如 及 ts 所 的 前 向 及 后 向 两 部 分 组 成 。 过 了 点 指向 此 劈 维 
面 内 部 的 任 一 方向 , 称 为 此 点 的 类 时 方向 ;一 个 处 处 和 类 
时 方向 相 切 的 曲线 称 为 类 时 曲线 。 以 了 为 顶点 的 特征 辟 
锥 面 内 部 的 任 一 点 ,都 可 用 类 时 曲线 与 P 点 相连 。 在 P 点 
将 辟 锥 的 前 后 两 部 分 隔 开 来 的 任 一 超 曲 面 元 素 ， 称 为 类 
空 元 素 ; 处 处 和 类 空 元 素 相 切 的 超 曲 面 称 为 类 空 超 曲 面 。 
对 方程 (4), 超 平面 t 为 常数 就 是 一 个 类 空 超 曲面 对 波动 
方程 (1), 次 特征 线 都 是 直线 zi 一 ai 二 mt (i=1, 2,…， 


m， 式 中 六 只 = 1， 而 以 Pte,z) 为 顶点 的 特征 劈 弘 面 
就 是 特征 锥 面 沪 (x, 一 中 ): 一 (t 一 上 *)*， 此 时 + 轴 愉 为 一 


个 类 时 曲线 。 在 方程 (4) 的 主 部 的 系数 有 界 时 ,以 任何 点 
为 顶点 的 特征 劈 锥 面 ， 都 可 包含 在 以 此 点 为 顶点 的 一 个 
固定 大 小 的 圆锥 中 。 解 的 弱 间断 面 一 定 是 特征 超 曲面 , 因 
此 ,在 波 的 传播 中 ,特征 超 曲面 可 用 来 表示 波 前 , 即 作为 已 
受 扰动 与 未 受 扰动 的 区 域 的 分 界面 ， 而 任何 扰动 都 沿 着 
次 特征 线 传播 。 这 里 ,扰动 沿 次 特征 线 传播 的 性 质 ,充分 
体现 了 一 般 情 形 下 线性 偏 微分 方程 的 解 的 奇 性 传播 的 特 
点 。 在 光学 中 ,次 特征 线 就 是 光线 , 沿 着 它们 积分 一 些 常 
微分 方程 ,在 高 频 振动 的 情况 下 , 可 得 到 精确 解 的 渐 近 展 
开 式 。 这 一 方法 称 为 几何 光学 近似 。 它 将 波动 光学 和 几 
何 光学 联系 起 来 ,并 为 传 里 叶 积 分 算 子 提供 了 一 个 锥 型 。 

对 双 曲 型 方程 (4), 常 见 的 定 解 问题 是 柯 西 同 题 或 称 
初 值 问题 ， 求 方程 (4) 在 t>0 时 的 解 =u(t,x), 使 它 满 
足 如 下 的 初始 条 件 


t=0: Wu=t (x), dr=u (x), (6) 


Bu 
下 
式 中 (x) 及 W(x) 为 给 定 的 适当 光滑 的 函数 。 一 般 地 
说 , 柯 西 问题 的 初始 资料 可 以 给 在 任 一 类 空 超 曲面 上 。 对 
于 正规 双 曲 型 方程 ， 其 柯 西 问题 是 在 阿达 马 意义 下 适 定 
的 , 即 其 解 存在 ,唯一 并 以 某 种 方式 连续 地 依赖 于 初始 资 
料 。 不 仅 如 此 , 柯 西 问题 (4)(6) 的 解 4 在 一 点 P(t*,x?) 
(>0) 之 值 ， 只 依赖 于 以 了 点 为 顶点 的 后 向 特征 劈 锥 体 
与 初始 超 平面 t=0 交 截 所 得 的 区 域 Ge 上 的 初始 资料 ， 
而 和 Ge 外 的 初始 资料 无 关 。 Ge 称 为 点 了 的 依赖 区 域 。 
依赖 区 域 的 有 界 性 反映 了 波动 以 有 限 速 度 传播 的 事实 ， 
是 双 曲 型 方程 所 具有 的 一 个 本 质 的 特点 。 相 应 地 ， 初 始 


资料 在 t=0 上 一 点 Pe 的 一 个 邻 域 中 的 扰动 ， 仅 影响 到 
解 在 以 P 为 顶点 的 前 向 特征 劈 稚 体 的 一 个 邻 域 中 的 数 
值 。 这 个 前 向 特征 劈 锥 体 称 为 P* 点 的 影响 区 域 . 在 特殊 的 
情形 下 (例如 对 ">1 为 奇数 时 的 波动 方程 (1))， 解 & 在 
PC ，z) 点 的 值 仅 依赖 于 初始 资料 在 Ge 的 边界 的 一 个 
任意 小 的 邻 域 中 的 值 ， 而 P* 点 的 影响 区 域 仅 是 过 Pe 点 
的 前 向 特征 劈 锥 面 。 此 时 ， 波 的 传播 有 清晰 的 阵 面 ， 不 
会 出 现 波 的 弥散 ， 称 为 成 立 惠 更 斯 原理 。 对 ”为 偶数 的 
波动 方程 (1), 惠 更 斯 原理 不 成 立 。 然 而 , 不 论 在 哪 一 种 
情形 ， 由 于 解 的 奇 性 (不 连续 性 ) 沿 着 次 特征 线 传播 ， 在 
t=0 上 一 点 P* 处 初始 资料 的 奇 性 仅 通过 以 Pe 为 顶点 的 
前 向 特征 劈 锥 面 传播 出 去 ,或 者 说 , 解 在 P(,z?) 点 的 光 
请 性 仅 依赖 于 初始 资料 在 Ge 边界 的 一 个 任意 小 的 邻 域 
中 的 光滑 性 。 这 个 事实 , 称 为 广义 的 惠 更 斯 原理 。 

双 曲 型 方程 柯 西 问题 的 现代 理论 ， 是 由 J. 阿达 马 对 
二 阶 双 曲 型 方程 柯 西 问题 的 先驱 工作 开始 的 。 他 通过 构 
造 在 特征 劈 锥 面 上 具有 奇 性 的 解 一 一 基本 解 来 求解 柯 西 
问题 ， 并 采用 求 发 散 积 分 的 有 限 部 分 的 方法 来 克服 所 遇 
到 的 奇 性 困难 。 他 的 工作 经 过 M, 里 斯 及 C. I, 索 伯 列 
夫 等 人 的 发 展 , 对 广义 函数 论 的 建立 是 一 个 重要 的 推动 ， 
而 阿达 马 的 方法 在 广义 函数 论 的 枢 架 中 也 得 到 了 更 清晰 
和 完善 的 表达 。 

证 明 柯 西 问题 适 定性 的 一 个 比较 简便 的 方法 是 能 量 
积分 法 。 所 谓 能 量 积分 ， 就 是 在 zx 空间 中 由 解 及 其 若干 
阶 偏 导数 所 组 成 的 正定 的 积分 。 在 一 些 常见 的 波动 现象 
中 ,利用 波 在 传播 中 的 能 量 守 便 律 ,可 以 知道 某 些 能 量 积 
分 是 不 随时 间 上 变化 的 常数 。 对 一 般 的 二 阶 双 曲 型 方程 
〈4), 也 能 在 一 个 包含 特征 劈 锥 面 的 适当 大 的 圆锥 中 建立 
有 关 能 量 积分 的 一 些 估计 式 ， 称 为 能 量 不 等 式 。 由 此 不 
仅 可 以 证 明 柯 西 问题 解 的 唯一 性 及 对 初始 资料 的 连续 依 
赖 性 ,还 可 以 证 明 解 的 存在 性 及 正规 性 。 为 此 ,自然 地 采 
用 了 汽 西 分 析 的 杠 架 ,并 要 利用 过 伯 列 夫 空 间 的 理论 。 

在 一 些 特殊 的 情况 下 ， 还 可 以 用 将 解 展开 为 平面 波 
或 球面 波 的 方法 求 得 解 的 表达 式 。 例 如 对 波动 方程 (1) 
带 初始 条 件 tr 0，u= 0，- 吕 -yx) 的 柯 西 问题 ， 其 解 
可 表 为 

u(t, xX)= tr 这 |- i TQ(x,T)dr, 


1 
式 中 et,o -二 | we+rodw， 


而 on=2 wz 人 (全 ) 为 ” 维 空间 中 单位 球 的 表面 积 由 
此 再 通过 引入 适当 的 未 知 函数 变换 并 利用 杜 阿 美方 法 ， 
对 非 齐 次 该 动 方程 带 初始 条 件 (6) 的 柯 西 问题 也 可 以 得 
到 相应 的 解 的 表达 式 。 
除 柯 西 问题 外 ， 另 一 类 重要 的 定 解 问题 是 混合 初 - 
边 值 同 题 ， 简 称 混合 问题 , 即 要 求 方程 (4 的 一 个 解 wb 
xz)， 使 它 在 x 空间 的 一 个 区 域 的 边界 上 满足 给 定 的 边界 
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条 件 , 并 在 此 区 域 上 满足 t=0 时 的 初始 条 件 。 在 研究 波 
的 反射 干扰 或 有 界 弹性 体 的 振动 等 问题 时 ,就 会 自然 地 
提出 这 类 问题 。 二 阶 双 曲 型 方程 (4) 带 常见 边界 条 件 的 
混合 问题 也 是 在 阿达 马 意 义 下 适 定 的 。 在 n=1 的 情形 ， 
对 二 阶 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 及 混合 问题 都 可 以 利用 黎 
曼 函 数 方法 求解 。 
对 于 高 阶 的 方程 或 方程 组 ， 其 双 曲 型 的 定义 同样 是 
和 柯 西 问题 的 适 定性 密切 联系 在 一 起 的 ,甚至 可 以 用 保 
证 柯 西 问题 为 适 定 的 要 求 来 作为 双 曲 型 的 定义 。 在 常 系 
数 的 情形 , 已 为 工 . 戈 尔 丁 所 详细 分 析 ， 并 给 出 了 此 时 方 
程 中 的 系数 所 应 满足 的 代数 条 件 ， 但 由 于 该 定义 涉及 到 
方程 中 非 主 部 的 系数 ， 难 以 推广 到 变 系数 的 情形 。 在 一 
般 的 情况 下 ， 有 意义 的 是 给 出 方程 中 的 系数 所 满足 的 一 
些 代数 条 件 , 使 能 保证 柯 西 问题 的 适 定性 ,并 适用 于 相当 
广泛 的 场合 。 下 面 是 最 常见 和 重要 的 两 种 情形 。 
和 上 述 二 阶 双 曲 型 方程 的 定义 相应 ,对 高 阶 方程 
i 
=f(t,x), . (7) 
( 式 中 G=(@ oa tn) |q| 一 后 十 aa 十 十 am 


( 配 ) -有 66， 而 on 及 /适当 光 清 )， 者 
对 任 一 (t,x), 由 方程 主 部 所 决定 的 特征 方程 
H(t, x A, =AN+ BD aoaNo tr=0 (8) 
if 


( 式 中 如 一 各! 如:… 儿 9) 对 任何 引 (和 y 扣 )ER (8 大 
0) 都 有 有 NN 个 互 异 的 实 特征 根 和 = 和 t,x, 8) (i=1, 2,…， 
NN)， 则 称 方程 (7) 为 双 曲 型 方程 。 如 果 这 NN 个 互 异 的 实 
根 能 被 一 致 地 分 隔 开 来 , 即 成 立 
手 Atzyb 一 Xx(tz,)| 一 co( 常 数 ) 
i 
(cy>0, i#j, i,j=1,2,…,N), 
则 称 (7 ) 为 正规 双 曲 型 方程 。 在 偏 微分 方程 组 的 情形 ,也 
可 给 出 类 似 的 定义 。H.T. 彼得 罗 夫 斯 基 首 先 引 入 了 双 
曲 型 的 上 述 定义 ， 并 对 正规 双 曲 型 方程 证 明了 柯 西 问题 
的 适 定性 ,对 解 的 性 质 也 有 和 二 阶 情形 相 类 似 的 结果 。 在 
巧 .T, 彼得 罗 夫 斯 基 的 原 有 证 明 中 有 一 些 缺 陷 ,已 为 械 勒 
雪 等 人 所 修正 。 对 正规 双 曲 型 方程 在 柱 形 区 域 [0, T] x 
如 (其 中 0 为 x 空间 中 的 一 个 区 域 ) 上 的 混合 问题 ， 也 已 
得 到 相当 一 般 性 的 结果 。 在 上 述 定义 中 , 实 特征 根 (i= 
1, 2，…，NN) 互 异 的 假设 在 应 用 上 往往 是 过 于 苛刻 的 要 
求 。 在 特征 方程 (8) 具 有 重 实 特征 根 的 情况 , 单 知 方程 的 
主 部 一 般 已 不 足以 保证 柯 西 问题 的 适 定性 ， 而 必须 考察 
方程 中 低 阶 项 的 影响 ,情况 变 得 很 复杂 ,是 一 个 正在 深入 
研究 的 课题 。 
对 一 阶 方程 组 


4 闭 + 训 4 总 +Bu=f (u(t )), (9) 
可 提出 双 曲 型 的 另 一 定义 : 若 NxN 矩 阵 Ai=1,2,…， 
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N) 为 对 称 ，4 为 对 称 正定 ， 则 就 称 (9 ) 为 一 阶 对 称 双 曲 
型 方程 组 。 它 概括 了 很 多 重要 的 数学 物理 方程 (例如 , 麦 
克 斯 韦 方程 组 等 ), 在 应 用 中 具有 特别 重要 的 意义 。 二 阶 
双 曲 型 方程 (4) 也 可 通过 引入 新 的 未 知 函数 化 为 这 种 形 
式 的 方程 组 。 能 量 积分 法 是 处 理 这 种 方程 组 的 最 自然 的 
工具 ， 利 用 它 同样 可 以 证 明 柯 西 问题 的 适 定性 以 及 解 具 
有 有 限 依赖 区 域 的 特点 。 KK. 0. 弗 里 德里 希 斯 首先 引入 
并 研究 了 这 一 类 方程 组 ， 讨 论 了 它 的 一 大 类 可 解 的 混合 
问题 ， 并 由 此 发 展 到 对 所 谓 正 对 称 型 方程 组 建立 了 系统 
的 理论 。 

对 于 拟 线性 及 非 线性 的 方程 和 方程 组 ， 其 特征 和 双 
曲 型 的 定义 一 般 要 依赖 所 考察 的 解 ， 对 其 柯 西 问题 和 混 
合同 题 一 般 只 能 在 上 的 局 部 范围 中 得 到 解 ， 而 在 有 限时 
间 内 其 解 可 能 产生 奇 性 。 这 一 现象 称 为 解 的 破裂 ， 在 流 
体力 学 中 对 应 着 新 激 波 的 产生 等 自然 现象 。 然 而 ， 在 一 
些 特殊 而 有 意义 的 情形 , 仍 可 在 大 范围 中 得 到 经 典 解 。 此 
外 ,对 非 线性 波动 的 周期 性 及 共振 等 问题 ,也 是 重要 的 研 
究 对 象 。 

在 空间 维 数 n=1 的 情形 ,特征 超 曲面 化 为 特征 线 ， 
而 与 次 特征 线 重合 。 此 时 ， 可 以 通过 沿 特征 线 积分 的 方 
法 来 求解 双 曲 型 方程 ， 对 它 的 柯 西 问题 及 各 种 形式 的 混 
合 问题 等 ， 甚 至 在 方程 或 方程 组 为 拟 线性 或 非 线性 的 情 
况 , 都 已 得 到 了 相当 完善 的 解决 。 

参考 书目 

吴 新 谋 等 编著 :< 数学 物理 方程 >, 科学 出 版 社 , 北京 ,1959。 

R. 柯 角 、D. 希 尔 伯 特 着 ， 熊 振 著 、 杨 应 反 译 ，< 数 学 物理 方 
法 w， 第 2 卷 , 科学 出 版 社 ， 北 京 ，1977。(R. Courant and DD。 
Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 2, Inter- 
science, New York, 1953.) 

工 . 改 归 德尔 著 , 陈 庆 益 译 ，* 线 性 偏 微分 算 子 *， 科 学 出 版 社 ， 
北京 ，1980。(L. Hrmander, Lineor Partial Differential 
Operators, Springer-Varlag, Berlin, 1963.) 

HH.T. 彼得 罗 夫 斯 基 著 , 股 乌 荣 译 : < 偏 微分 方程 讲义 *， 人 民 
教育 出 版 社 ， 北 京 ，1965。(. .Tlerposcxua，JTexuuu o6 
ypaenenuax c vacmmunu npoussodnuun,T ocrexuanar, Mockna, 
1953.) 

C. 1. 索 伯 列 夫 著 , 王 柔 怀 等 译 ，* 放 函 分 析 在 数学 物理 中 的 
应 用 *, 科学 出 版 社 , 北京 ,1959。(C. JI. Co6ones, Hexomopwe 
npumenenua Bynxyuonoaunot0 ONOau30 8 Mamexamuveckon 
Pusure, Vlan. JJemaarp. Tee. ya-ra, Jleawarpan, 1950.) 

Li Ta-tsien and Yu Wen-ci, Boundary Value Problems for 
Quasilinear Hyperbolic Systems, Duke University Mathe- 
moatics Series V ,1985. 


(地 大 次) 
Sidi'er jles! 
斯 蒂 尔 杰 斯 , T. (J.) (Thomas Jan Stieltjes 
1856 一 1894) 荷兰 数学 家 。1856 年 12 月 29 日 生 


于 兹 沃 勒 , 1894 年 12 月 31 日 卒 于 法 国 图 卢 兹 。 早 年 在 
代 和 尔 夫 特 综合 技术 学 校 学 习 。1877 一 1883 年 在 莱 顿 天 文 
台 工作 。 稍 后 迁居 巴黎 , 1886 年 获得 科学 博士 学 位 。 同 
年 任 图 卢 兹 大 学 教授 ， 直 至 去 世 。 斯 蒂 尔 杰 斯 最 重要 的 
贡献 是 推广 了 黎 曼 积分 概念 。1894 年 他 发 表 了 论文 《 连 


分 数 的 研究 》, 文 中 提出 了 在 解 
析 函 数论 和 一 元 实 变 函 数论 中 fu 
本 质 上 是 全 新 的 问题 ， 为 了 表 
示 一 个 解析 函数 序列 的 极限 ， 
他 引进 了 一 种 新 的 积分 - 
蒂 尔 杰 斯 积分 ， 这 种 积分 后 来 
成 为 研究 一 般 测 度 上 的 积分 的 
开端 ， 在 现代 数学 中 起 到 重要 
作用 。 他 还 研究 了 发 散 级 数 ， 
并 在 1886 年 与 H. 虎 加 莱 彼 此 
独立 地 给 出 了 这 种 级 数 的 正式 定义 ， 以 后 又 继续 研究 发 
散 级 数 的 连 分 式 展开 (1894)， 为 连 分 式 解析 理论 的 研究 
葛 定 了 基础 。 与 此 相关 ， 他 还 提出 了 “和 矩 量 问题 ” 研究 
了 正 交 多 项 式 、 近 似 积分 法 等 经 典 分 析 课 题 。 

( 杜 瑞 芝 ) 


Sidiwen 
斯 蒂 文 ,S$，(Simon Stevin 1548 一 1620) ”荷兰 
数学 家 、 工 程 师 。 生 于 荷兰 布 鲁 日 ( 今 属 比利时 )， 约 
1620 年 3 月 卒 于 海牙 。 曾 任 政 
府 官员 。 在 对 西班牙 的 战争 中 
担任 陆军 军需 司令 ,设计 水 阅 ， 
利用 洪水 冲击 敌人 。1586 年 出 
版 《 静 力学 与 流体 静 力学 》 一 
书 ， 实 际 已 得 到 力 的 平行 四 边 
形 法 则 。 同 年 发 表 一 篇 实验 报 
告 ， 指 出 两 个 相差 十 倍 的 铅球 
自由 落下 ， 同 时 到 地 。 用 事实 
驳 倒 亚 里 士 多 德 的 雇 论 ， 在 时 
间 上 早 于 伽利略 。 影 响 最 大 的 是 《 论 十 进 》《1585 年 出 
版 ， 原 文 为 佛 兰 芒 语 , 同 年 有 法 语 译本 ) 这 本 小 册子 。 其 
中 论述 十 进 制 的 优点 ， 主 张 一 切 度量 衡 和 币制 均 应 改 为 
十 进 。 十 进 分 数 (小 数 ) 虽 然 早已 为 中 国人 所 用 ， 但 在 欧 
洲 ,系统 地 阐明 其 理论 仍 以 此 书 为 最 早 。 此 外 ,他 还 有 算 
术 、 天 文 、 透 射 等 方面 的 著作 。 
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( 梁 宗 巨 ) 
Sltumu 
斯 图 姆 ， C.-F. (Charles-Francois sturm 
1803 一 1855) 法 国 数学 家 。1803 年 9 月 29 日 生 于 


日 内 瓦 , 1855 年 12 月 18 日 卒 于 巴黎 。 幼 年 攻读 古典 语 ， 
16 岁 能 即席 翻译 希腊 语 ,拉丁 语 。 后 转学 数学 ,就 读 于 日 
内 瓦 学 院 毕 业 后 曾 任 家 庭 教师 。1825 年 移居 巴黎 .1827 
年 ,与 D. 科 拉 东 合作 的 关于 不 可 压缩 流体 的 论文 获 巴 黎 
科学 院 的 数学 物理 大 奖 。1829 年 ,解决 了 自 R. 备 卡 儿 时 
代 以 来 数学 家 们 关心 的 一 个 问题 一 一 在 变量 的 给 定 范围 


内 确定 实 系数 代数 方程 的 实 根 数 ( 即 斯 图 姆 定理 ) 。1833 
年 和 法 国籍 。 同 年 ， 首 次 考虑 了 数学 物理 中 出 现 的 二 阶 
常 微分 方程 的 特征 值 与 特征 函 
数 问题 ,后 与 J. 刘 维 尔 合作 得 
到 若干 重要 结果 。 现 在 称 二 阶 
常 微分 方程 的 边 值 问题 为 斯 图 
姆 - 刘 维 尔 问题 。 1840 年 任 巴 
黎 综 合 工科 学 校 分 析 与 力学 教 
授 ， 并 接替 S.-D. 泊 松 在 巴黎 
理学 院 的 力学 教授 席位 。 他 还 
先后 成 为 英国 皇家 学 会 、 柏 林 
科学 院 ,彼得 堡 科学 院 的 成 员 。 
斯 图 姆 在 射影 几何 、 曲 线 和 曲面 的 微分 几何 以 及 几 
何 光学 方面 也 有 重要 工作 。 (过 向 东 ) 


Situokes! 
斯 托 克 斯 ，G. G.。 (George Gabriel Stokes 
1819~1903) 英国 数学 物理 学 家 。1819 年 8 月 13 
日 生 于 爱尔兰 斯 菜 戈 郡 的 斯 克 震 轴 , 1903 年 2 月 1 日 卒 
于 英格兰 剑桥 。18 岁 人 剑桥 大 学 喜 布 罗 克 学 院 ,1841 年 
毕业 。1849 一 1903 年 任 剑桥 大 
学 卢 卡 斯 数学 教授 ，1851 年 当 
选 为 皇家 学 会 会 员 ， 1854 一 
1885 年 任 皇家 学 会 秘书 达 31 
年 1885 年 任 皇家 学 会 会 长 直 
至 1890 年 ， 成 为 继 工 牛顿 之 
后 第 一 位 同时 获得 卢 卡 斯 教 
投 、 皇 家 学 会 秘书 长 及 会 长 这 
三 个 职位 的 学 者 ， 他 后 半生 还 
获得 了 许多 其 他 荣誉 。 

斯 托 克 斯 是 19 世纪 英国 剑桥 数学 物理 学 派 的 重要 
代表 人 物 之 一 ， 其 主要 兴趣 是 在 于 发 展 求解 重要 物理 问 
题 的 有 效 的 和 一 般 的 数学 新 方法 。 他 在 1845 年 独立 于 
C.-L.-M.-H, 纳 维 等 人 导出 了 著名 的 粘性 流体 运动 方 
程 ,后 来 称 之 为 “ 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 "，1847 年 , 他 在 一 
篇 论 周 期 级 数 的 应 用 性 论文 中 先 于 A.-L. 林 西 提出 了 一 
致 收敛 的 概念 ， 他 计算 过 光学 中 出 现 的 一 种 广义 积分 
(1850);1857 年 他 在 复 平面 z 中 解 方程 

Se 

而 引出 了 有 名 的 斯 托 克 斯 现象 与 斯 托 克 斯 直线 。 此 外 ,斯 
托 克 斯 公式 还 是 向 量 分 析 的 基本 定理 。 

斯 托 克 斯 的 工作 分 5 卷 出 版 ,前 3 卷 由 他 自己 编辑 ， 
分 别 出 版 于 1880、1883、1901 年 ， 其 他 著作 还 有 ，《 光 》 


(1887)、《 自 然 神学 了 (1891) 等 。 (地 炳 仁 ) 
sise wentl 
四 色 问 题 (four color problem) ”又 称 四 色 猜 


想 ， 数 学 中 的 著名 问题 之 一 。 1852 年 了 . 格 思 里 提出 如 
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下 猜想 :对 平面 或 球面 上 的 任 一 地 图 着 色 ,至 多 用 四 种 颜 
色 就 可 以 使 两 个 相 邻 ( 即 有 一 段 公共 边界 ) 的 国家 或 区 域 
的 颜色 不 相同 。1890 年 ，A. B. 肯 普 和 了. D. 希 伍德 证 
明了 五 色 定理 :对 平面 上 的 任何 地 图 着 色 , 用 五 种 部 色 就 
可 以 使 得 任何 两 个 相 邻 的 区 域 具有 不 同 的 颜色 。 

对 平面 上 的 任何 地 图 , 若 用 点 表示 区 域 ,用 边 表示 区 
域 的 相 邻 关系 , 则 得 到 一 个 对 应 的 平面 图 〈 见 图 论 )， 如 
图 1。 于 是 ,四 色 问 题 即 为 任何 平面 图 的 点 色 数 不 超 过 4 
的 问题 。 


CES 


区 域 1 (黄色 ) 


mn ( 黄 ) 


Ass 


mn ( 红 ) (时 ) 
图 1 用 “图 "表示 区 域 荐 色 同 题 


一 个 平面 图 G, 若 对 G 中 任意 两 个 不 邻接 的 点 tv 加 
进 边 (w,v) 后 就 不 是 平面 图 , 则 G 称 为 极 大 平面 图 。 如 果 
能 证 明 所 有 极 大 平面 图 的 点 色 数 不 超 过 4， 那么 ,所 有 平 
面 图 的 点 色 数 也 不 超过 4， 因此 四 色 问 题 中 所 研究 的 平 
面 图 都 假定 是 具有 足够 多 点 数 的 极 大 平面 图 。 点 数 小 于 
96 时 ,可 用 推理 方法 直接 证 明 四 色 定理 。 

一 个 平面 图 , 若 它 的 每 个 有 界面 的 边界 都 是 三 角形 ， 
则 称 之 为 构 形 。 一 个 构 形 F, 若 具有 下 述 性 质 , 则 称 F 为 
可 约 的 对 任何 极 大 平面 图 G, 若 G 中 包含 F, 则 存在 G 
的 一 个 子 图 G' (通常 G' 是 从 G 中 去 掉 下 内 部 的 点 后 而 
得 到 的 ) ,使 G 的 色 数 等 于 G' 的 色 数 。 例 如 , 若 平面 图 G 
中 含有 图 2 中 的 构 形 P， 取 子 图 G' = G 一 w%， 只 要 用 与 
wpay tn 的 染色 不 同 的 第 4 种 颜色 去 染 v., 就 可 从 G' 的 
四 色 着 染 导 出 G 中 的 四 色 着 染 ， 因 此 构 形 P 是 可 约 的 。 
一 个 由 有 限 个 构 形 组 成 的 集合 8, 若 具有 下 述 性 质 , 则 称 
多 为 一 个 不 可 免 完 备 集 : 任 何 点 数 多 于 4 的 极 大 平面 图 ， 
至 少 包含 8 中 的 一 个 构 形 。 已 经 证 明 ， 图 2 中 的 构 形 集 
{P,Q,R} 组 成 一 个 不 可 免 完 备 集 , 且 P、@ 是 可 约 的 。 假 
如 能 继续 证 明 尽 也 是 可 约 的 ( 即 如 果 {P,，@,， R} 是 一 个 由 
可 约 构 形 所 组 成 的 不 可 免 完 备 集 )， 那么 , 应 用 数学 归纳 
法 就 可 证 明 四 色 犹 想 。 然 而 ， 至 今 未 能 得 证 。 1879 年 ， 
A, B. 肯 普 认为 他 已 证 明了 四 色 猜 想 ， 但 他 的 证 明 是 错 
的 ,其 原因 在 于 承认 了 RR 具有 可 约 性 。 


ES 


Q R 


a 


图 2 构 形 集 {P,Q,R} 
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1913 年 ,G. D. 伯 克 霍 夫 发 现 了 一 些 新 的 可 约 构 形 。 
20 世纪 30 年 代 , 芯 . 希 施 企图 用 电子 计算 机 在 可 约 构 形 
中 找 出 一 个 不 可 免 完 备 集 。 他 提出 了 一 个 检查 给 定 的 构 
形 集 合 , 是 否 为 不 可 免 完备 集 的 算法 。1971 年 有 人 声称 
借助 计算 机 找 出 了 一 个 不 可 免 完 备 集 ， 其 中 的 构 形 全 是 
可 约 的 。 但 H. 患 特 尼 和 W. T. 塔 特 独立 地 发 现 其 错误 
是 计算 机 误 算 出 一 个 构 形 的 可 约 性 。 同 时 ， 他 们 提出 了 
可 约 性 的 分 类 理论 .1976 年 K.I. 阿 佩 尔 和 W. 哈 肯 改进 
了 希 施 的 算法 ,并 研究 了 可 约 构 形 的 范 图 ,他 们 声明 利用 
电子 计算 机 找到 了 一 个 由 1936 个 可 约 构 形 所 组 成 的 不 
可 免 完 备 集 ， 从 而 在 美国 数学 会 通报 上 宣布 证 明了 四 色 
猜想 。 之 后 ,减少 到 1834 个 可 约 构 形 。 

与 四 色 问题 有 关 的 命题 很 多 。 例 如 ， 赫 德 维 格 尔 猜 
想 ; 凡 是 点 色 数 为 x 的 图 ,都 可 通过 一 系列 碱 去 边 或 将 一 
个 边 压缩 成 一 个 点 的 方式 变 成 一 个 * 个 点 的 完全 图 。 已 
经 证 明 ， 当 x<4 时 ， 命 题 成 立 ; 而 x*~5 时 该 猜想 与 四 
色 问 题 等 价 。 四 色 问 题 对 图 的 着 色 理 论 ,平面 图 理论 , 代 
数 拓扑 图 论 , 极 图 理论 以 及 有 限 射影 几何 的 发 展 ,都 起 了 
推动 作用 。 

参考 书目 

O. Ore, The Four Colour Problem, Academic Press New 


York, 1967. 
( 刘 产 佩 ) 


Siyuon Yujllon 
《四 元 玉 鉴 》 见 朱 世 杰 。 
songchlifo 
松弛 法 (relaxation method) 数值 计算 中 解 
线性 代数 方程 组 的 一 类 志 代 法 。 当 方程 组 的 未 知 量 个 数 
甚 多 而 又 有 大 量 的 零 系数 时 ,常用 这 类 方法 求解 。 

基本 壬 代 格 式 ” 设 线性 代数 方程 组 为 

Out Art "+ arn = fi 


QaXit qnXt+ "+ antn= fs 
(1) 


GniT1 + naXs + "+ Gnn 


此 处 xyzay…yzm 为 未 知 量 ，aw(is,j=1,2,…，n) 和 下 ， 
如， 加 为 已 知 量 , 又 设 ou(i=1,2，…，n) 均 不 为 零 , 则 
由 迭代 公式 
Quxt" dD = aux — wanxf? + a + 
“+n —f1), 
Ga 0h? — (Gu tauxn + 
(2) 


oanxa —f3)» 


Om = Cnneh — (GnaXH® + nsXHO + 


人 二 on 人 一 名)， 
和 给 定 的 初 值 x ,X40,… ,X40 ,就 可 求 出 好 Doxz8 
2x49， 由 后 者 又 可 求 出 x 四 ,X49，…， 9 如 此 继续 直到 


满足 精度 要 求 为 止 ， 例 如 对 所 有 的 1z 人 一 z | 或 


1z 人 一 2D171z 人 21( 若 zx 5 关 0) 或 剩余 
7 介 一 aax 和 9 十 Qt 十 … 十 aor 人 一 四 
的 绝对 值 17 名 | 小 于 某 给 定 的 小 数 = 时 就 终止 欠 代 而 将 
2 取 作 方程 组 (1) 的 解 。 选 代 格式 
(2) 称 为 同时 超 松弛 法 或 JOR 法 ,其 中 的 "为 一 实 参数 ， 
称 为 松弛 因子 ， 当 w=1 时 就 是 通常 所 谓 的 简单 选 代 法 ， 
或 称 雅 可 比 法 。 
若 在 迭代 格式 (2) 中 , 将 第 i 个 方程 先 代 出 的 x 
的 值 代 赫 其 后 各 方程 中 的 xf ， 就 得 到 迭代 格式 
Qux =a 0 — (anrH + a + 
人 二 Qunx 和 一 下)， 
Qu dD = — oanxt D+ ox? + 
一 到)， 


(3) 


4) 
nn 


on — WanXE D+ 

人 二 Go 这 生生 十 Ganx 扣 一 加) 
它 称 为 逐次 超 松弛 法 ,或 SOR 法 ， 一 般 所 说 的 超 松弛 法 
就 是 指 这 种 方法 ， 当 w=1 时 称 为 高 斯 - 赛 德尔 法 或 赛 德 
尔 法 ,有 时 将 w>1 的 情形 称 为 超 松弛 法 ,而 将 w<1 的 情 
形 称 为 亚 松弛 法 或 低 松弛 法 。 选 代 格 式 也 可 用 和 矩阵 形式 
来 写 , 设 


Qn oz … am| 
y mn Mg 00 hy 而 
人 on， on “Om 


为 呈 阶 方 阵 , 严 =(ztyxay Xa) 人 =( 玉 2… sf) 为 
维 列 向 量 , 则 (1) 可 写 为 


Ar=f. (5) 
记 4 的 对 角 线 元 素 所 成 的 对 角 和 矩阵 为 D， 又 B=D-A4， 
则 (2) 可 写 为 
DzterD=Dzt9 一 o(4zo 一 们 (6) 
或 
Dz*1 = (1—w)Dr +wBr+ of, (7) 


再 设 L 和 UU 分 别 为 B 的 下 三 角形 和 上 三 角形 矩阵 ， 则 
A=D-L-U, 而 (3) 可 写 为 
(D-oL)z* d=(1—w)Dr toUr tof. (8) 
收效 性 ”迭代 格式 (7 和 (8) 可 统一 地 写 为 
60D=Gzrt2++g (s 一 0)1) (9) 
的 形式 ， 其 中 G 称 为 选 代 和 矩阵 ， 对 应 于 (7 和 (8) 分 别 有 
G=D"![(1-w)D+wB] 和 G=(D-oL)-![(1-%) D+ 
wU]。 以 p(M) 表 示 方 阵 MM 的 谱 半 径 , 其 定义 为 M 的 按 模 
最 大 特征 值 的 模 ， 则 选 代 过 程 (9) 收敛 的 充分 必要 条 件 
站 P(G)<1。 (10) 
由 此 可 得 收敛 的 一 个 充分 条 件 为 这 里 |Gll 是 G 的 任意 一 
lcl<1， (11) 
种 范 数 。 对 上 面 松弛 法 的 迭代 格式 可 以 得 出 一 些 有 关 收 
但 性 的 命题 如 下 : 
@ 若 4 为 严格 对 角 优 势 矩 阵 ( 见 对 角 优势 短 隆 ) 或 


不 可 约 弱 对 角 优势 矩阵 ，|D-'B| 为 矩阵 D-'B3 的 元 素 取 

绝对 值 所 成 的 矩阵 , 则 JOR 法 和 SOR 法 在 
0<o<2/(1+po)1D-:BI 

范围 内 收敛 ,并 且 在 所 述 条 件 下 ,上 式 右 端 是 一 个 大 于 1 

的 数 ; 

@ 车 4 为 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 且 aw(i=1,2,…,n) 均 为 
正 , 则 JOR 法 收敛 的 充分 必要 条 件 为 4 和 2ur'D-4 正 
定 ; 

@ SOR 法 收敛 的 必要 条 件 为 0<w<2， 

图 若 4 为 埃 尔 米 特 矩阵 ,quti= 1)2,…?m) 均 为 正 ， 
则 SOR 法 收敛 的 充分 必要 条 件 为 A 正定 和 0<w<2。 

松弛 轿子 的 选取 ”的 值 选取 得 适当 可 使 松弛 法 有 
较 好 的 收敛 性 ,然而 如 何 选 取 最 优 的 。, 还 是 一 个 困难 的 
问题 。 通 常用 五 点 差分 格式 解 二 维 二 阶 椭圆 型 方程 得 到 
的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 块 三 对 角 和 矩阵 ， 主 对 角 
块 是 三 对 角 阵 , 非 主 对 角 块 为 对 角 阵 对 这 种 方程 组 若 记 
简单 迭代 和 超 松弛 和 迭代 的 迭代 矩阵 为 ! 和 红 。, 则 它们 的 
特征 值 X(JT) 和 X(Z) 之 间 有 关系 

(28.) 十 wo 一 1)2=wP(X(J))2C2)。 (12) 
由 此 可 以 研究 2 的 选取 问题 ,例如 可 以 证 明 :在 上 述 情形 
下 使 超 松 弛 迭代 收敛 最 快 的 松弛 因子 为 
w=2/{1+ Wi (0 。 (13) 
此 时 

AL) = —1=pI) /+ MI-PpI), (14) 
这 里 P(JT) 和 P( 儿 。。 ) 分 别 为 矩阵 和 名 。, 的 谱 半 径 。 这 
些 结果 还 可 推广 到 所 谓 “ 相 容 次 序 " 的 矩阵 。 尽 管 如 此 ， 
在 实际 计算 中 仍 难以 精确 确定 w 的 值 , 而 往往 是 通过 一 
些 试 算 或 用 其 他 方法 先 估计 p(J), 再 来 估计 ww。 也 可 用 
著 干 " 值 试 闪 代 , 从 中 选取 使 剑 速 较 快 者 。 从 (12) 式 还 可 
看 出 ,me 在 1 与 2 之 间 , 且 从 大 于 w 的 一 侧 选取 w, 然后 
逐步 减 小 ,较为 有 利 。 

当 取 w=1 时 , 由 (12) 有 XX,)=(X(J))*。 即 对 相 容 
次 序 的 矩阵 来 说 , 赛 德尔 迁 代 比 简单 选 代 伍 速 快 一 倍 。 在 
很 多 情况 下 , 赛 德尔 选 代 比 简单 选 代 收 分 快 。 实 际 上 , 若 
4=M-N, 且 4'、M-' 和 的 元 素 均 非 负 , 则 迭代 过 程 

Mz HNed+f (s=0,1,2,…) (15) 
收敛 , 且 NN 的 元 素 愈 少 愈 小 ,收敛 愈 快 。 不 难看 出 ， 前 述 
的 迭代 格式 都 是 (15 ) 的 特殊 情形 ， 并 且 赛 德尔 迭代 较 之 
简单 迭代 相应 的 NN 的 元 素 要 少 得 多 ,从 而 收敛 也 要 快 些 ， 
当然 在 不 满足 这 些 条 件 的 情况 之 下 ， 也 可 能 出 现 相反 的 
情形 。 

此 外 ， 落 将 4 分 成 块 来 形成 分 块 矩阵 ， 而 将 (6)(7) 
(8) 中 的 D.B、L 和 如 分 别 取 为 A 的 主 对 角 抉 .一 A 的 非 主 
对 角 块 .下 三 角 块 和 上 三 角 块 所 形成 的 矩阵 , 则 和 迭代 (15) 
的 收敛 速度 可 能 更 快 。 这 样 得 出 的 迭代 格式 称 为 块 松弛 
选 代 , 相 应 地 有 块 简单 先 代 , 块 超 松弛 迭代 等 ,对 照 之 下 ， 
前 面 的 迭代 就 称 为 点 松弛 迭代 ， 上 面 关 于 最 佳 松 弛 因子 
的 讨论 对 块 松弛 迭代 也 是 适用 的 。 

上 述 的 一 些 迭 代 法 有 时 收敛 都 很 慢 ， 这 就 需要 用 一 
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些 辅 助 方法 来 加 速 收敛 ， 例 如 半 选 代 加 速 、 共 罗 梯 度 法 
加 速 等 。 
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sousuolun 
搜索 论 (search theory) ”关于 在 资源 和 探测 
手段 受到 限制 的 情况 下 ,如何 设计 寻找 某 种 竺 定 目标 的 
方案 ,并 如 何 加 以 实施 的 理论 和 方法 ,目的 是 希望 以 最 大 
的 可 能 或 (和 ) 最 短 的 时 间 找到 该 目标 。 它 是 运筹 学 初期 
的 重要 研究 对 象 之 一 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 盟 军 为 了 克 
服 政 方 潜艇 对 海上 交通 的 严重 威胁 ， 建 立 了 反潜 战 运筹 
小 组 从 事 搜索 水 下 潜艇 的 数学 分 析 。 当 时 成 果 发 表 于 
1951 年 由 P. M. 英 尔 斯 和 G. E. 金 布尔 合 著 的 《运筹 学 
方法 》 一 书 中 ，1953 一 1957 年 B. 0. 库 普 曼 在 美国 《 运 
筹 学 ?杂志 上 撰文 “搜索 论 "， 对 之 作 了 系统 的 理论 综合 。 
至 今 ,搜索 论 的 发 展 已 超出 了 传统 的 军事 领域 ,在 地 下 或 
海域 的 资源 勘探 ,海上 捕 鱼 ,边防 巡 远 、 搜 手 逃 犯 ,检索 书 
籍 ,寻找 故障 等 非 军事 领域 中 也 得 到 了 应 用 。 
搜索 过 程 的 目的 ， 首 先是 在 用 于 搜索 的 资源 和 手段 
已 经 给 定之 下 查 明 特 定 目标 有 多 大 可 能 存在 于 某 个 区 域 
内 ,并 以 最 大 的 可 能 或 最 短 的 时 间 找到 它 ,通常 用 发 现 目 
标的 概率 期 望 个 数 、 期 望 面积 、 体 积 或 期 望 搜索 时 间 来 
描述 ， 其 次 在 于 测量 目标 的 状态 参数 ， 如 速度 ,位 置 等 ， 
用 适当 的 测量 准确 度 来 描述 。 搜 索 论 主要 研究 前 者 。 
搜索 要 素 “实现 搜索 目的 依赖 于 三 个 搜索 要 素 。 
@ 目标 特性 ”包括 目标 的 几何 形状 .大 小 .个 数 ,被 
发 现 的 特征 以 及 位 置 或 运动 的 变化 规律 等 ,在 搜索 论 中 ， 
通常 把 目标 的 存在 看 作 离散 空间 或 连续 空间 中 的 点 有 
些 特定 目标 则 需要 用 有 限 区 域 来 描述 )， 它 对 搜索 者 而 
言 ， 是 不 能 预知 的 ， 如 果 目 标 是 静止 的 ,一 般 用 均匀 的 、 
正 者 的 或 其 他 合适 的 概率 分 布 函数 (简称 分 布 ) 来 描述 ; 
如 果 目 标 是 运动 的 , 则 当 目标 运动 与 搜索 者 行动 无 关 时 ， 
可 用 马尔 可 夫 过 程 \ 维 纳 过 程 来 描述 , 当 目标 运动 依赖 于 
搜索 者 的 行动 策略 时 称 为 对 抗 搜索 ,可 用 对 策 论 来 描述 。 
@@ 探测 特性 ”包括 搜索 者 (或 被 搜索 目标 ) 所 使 用 的 
探测 手段 发 现 目标 存在 信息 的 概率 特征 。 在 离散 观察 中 ， 
假设 探测 手段 一 次 观察 发 现 位 于 x 点 的 目标 的 概率 为 
gs， 则 在 各 次 观察 独立 的 假设 下 , n 次 观察 发 现 它 的 概率 
为 P。(n)=1~(1~gs)"。 在 连续 现 察 中 , 设 在 时 间 t( 宇 0) 
内 没有 发 现 位 于 x 点 的 目标 条 件 下 ， 而 在 t 以 后 单位 时 
间 内 发 现 它 的 概率 为 re(t)， 则 在 时 间 7>0 内 发 现 目标 
概率 为 
PT)=1 一 exp 人 Gd， 


626 


式 中 9。 或 7。 亦 称 探测 手段 的 发 现 率 ， 可 由 试验 数据 经 
过 统计 处 理 获 得 。 上 述 两 种 发 现 目标 的 概率 表示 式 中 蕴 
涵 着 探测 发 现 规律 的 如 下 一 般 特性 ， 即 发 现 目标 概率 既 
是 目标 相对 位 置 又 是 搜索 时 间 的 函数 ， 而 且 它 虽 是 搜索 
时 间 了 或 观察 次 数 ” 的 递增 函数 ,但 是 ,这 种 递增 的 变化 
率 却 是 严格 递减 的 。 在 搜索 论 中 ， 把 具有 以 上 性 质 的 发 
现 概率 函数 称 为 正规 的 , 即 若 记 它 为 Kxz,z), 则 它 满足 ， 
bz,0) 一 0.b 对 z 的 偏 导 数 是 连续 的 , 正 的 和 严格 递减 的 ， 
其 中 x 表示 目标 位 置 , z 表示 在 上 使 用 的 某 种 搜索 力 。 

@ 搜索 力 分 配方 式 ”包括 探测 手段 数量 ,所 耗费 的 
搜索 时 间 在 空间 上 的 分 配 。 从 而 构成 为 搜索 策略 ,可 以 
搜索 者 的 运动 轨迹 或 搜索 区 间 序列 ,搜索 时 间 序列 ,搜索 
力 密度 等 表示 。 

主要 内 容 “可 分 为 两 类 ， 一 类 是 描述 性 问题 ， 即 根 
据 已 知 的 目标 (静止 和 运动 的 ) 位 置 分 布 、 发 现 概率 函数 
和 特定 的 搜索 策略 (搜索 力 分 配 计划 ) 构 成 搜索 模型 ， 计 
算 发 现 目标 的 效果 ;一 类 是 最 优化 问题 , 即 根据 已 知 的 目 
标 ( 静 止 或 运动 的 ) 位 置 分 布 或 行动 策略 ,发 现 概率 函数 ， 
对 于 给 定 的 总 搜索 力 ， 求 解 搜索 效果 达到 最 大 的 搜索 策 
略 ,或 者 对 于 给 定 的 搜索 效果 求解 代价 最 小 的 搜索 策略 。 
下 面 是 这 两 类 问题 的 一 些 典 型 结果 。 

随机 遗 遇 ”假设 在 平面 上 有 一 批 运动 速度 为 w、 位 
置 与 搜索 者 的 航向 差 角 都 服从 均匀 分 布 的 目标 ， 搜 索 者 
以 等 速 v 按 直线 运动 ， 所 使 用 探测 手段 对 目标 的 作用 距 
离 为 尺 。 目 标 进入 以 搜索 者 为 中 心 、 半 径 为 尽 的 加 域内 
时 ， 称 为 搜索 者 遭遇 目标 。 现 求 搜索 者 在 不 同方 向 角 6 
下 章 遇 目标 的 概率 ,对 此 ,， B. O. 库 普 曼 最 早 利用 几何 概 
率 ， 推 导 了 著名 的 遭遇 概率 公式 ， 它 可 以 用 图 形 概略 地 
表示 。 

图 中 ， 用 浅 绿色 标注 的 辐 线 表 示 目 标 方向 角 8 取 值 


过 冰 氏 率 公式 的 图 示 


0°~360*， 用 黑色 标注 的 闭 曲线 表示 速度 比 参数 m= 
v/u 取 值 0 一 co ,用 红色 标注 的 同心 圆 表示 唱 遇 目标 概率 
Pm(8) 取 值 0 一 0.5。 搜索 者 位 于 图 的 中 心 , 且 航向 为 0"。 

B. 9. 库 普 曼 的 推导 原理 , 搜索 者 遭遇 目标 的 概率 ， 
等 于 目标 出 现在 被 搜索 者 可 能 发 现 的 区 域内 的 概率 。 这 
一 原理 为 解决 一 大 类 描述 性 搜索 效果 的 计算 问题 莫 定 了 
基础 ,得 到 了 许多 的 推广 应 用 。 

随机 搜索 即 考虑 对 静止 目标 的 搜索 。 假 设 在 面积 
为 8 的 区 域 D 内 的 目标 位 置 服从 均匀 分 布 ， 搜 索 者 在 DD 
中 进行 了 N 次 随机 的 不 重生 探测 , 每 次 探测 的 面积 为 wx， 
且 Na=A,A/S<1, 则 搜索 者 发 现 目标 的 概率 为 =1 一 


(1- 便 ) -1-(- 辣 】 1。 人 称 为 随机 搜索 公 


式 ， 其 中 4/S 为 覆盖 系数 。 在 此 模型 中 , 目标 位 置 服从 
均匀 分 布 的 假设 ,说 明 搜索 者 所 了 解 的 目标 信息 最 小 ; 搜 
索 者 采用 随机 探测 方式 的 假设 ， 说 明 寻 找 行动 的 言 目 性 
最 大 。 如 果 搜 索 者 能 获得 目标 位 置 分 布 的 更 多 信息 ， 并 
且 采 取 适 应 于 该 分 布 的 搜索 方式 , 则 必 能 增 大 发 现 概率 。 
因此 ， 随 机 搜索 的 发 现 概 率 是 一 切 搜索 方式 的 发 现 概 率 
的 下 界 。 

马尔 可 夫 搜 索 考虑 对 运动 目标 的 搜索 ， 假 设 目标 
在 平面 Re 上 的 位 置 x=x(t) 是 一 个 扩散 过 程 , 这 过 程 取 
决 于 目标 在 时 刻 + 位 于 x 条件 下 到 时 刻 (>t) 位 于 y 
的 转移 概率 密度 y(x,tyy,r)。 搜 索 者 知道 目标 的 初始 位 
置 *。=x(to) 服 从 某 个 分 布 A(x。)， 且 使 用 一 种 马尔 可 夫 
型 的 探测 手段 进行 搜索 ,该 手段 的 发 现 概率 x(x,t) 与 t 
以 前 发 现 目标 的 经 历 无 关 。 令 p(y,t) 表 示 搜 索 者 直到 
前 没有 发 现 目标 , 且 目 标 位 于 y 的 联合 概率 密度 。A.R. 
西 尔 沃 证 明了 p(y,t) 满 足下 列 积分 方程 


Ap(y,t Ay(xstiy, 
| p(x hips) | pea 


ER 
—7(y,t)p(Y,t), 
初始 条 件 为 p(xu,0) 一 P(xo)， 从 而 给 出 搜索 者 在 时 刻 上 


发 现 目标 概率 为 P (~ 1 一 | 。, p(z,tDdr。 马尔 可 夫 


搜索 为 估计 搜索 运动 目标 效率 提供 了 解析 计算 方法 。 

最 优 一 至 搜索 计划 通常 在 某 平 面 区 域 也 内 搜索 目 
标 时 ， 投 入 的 总 搜索 力 是 限定 的 ， 它 是 时 间 上 的 函数 , 且 
随 上 + 递增。 搜索 者 在 时 刻 上 对 内 每 一 点 处 的 单位 面积 
上 分 配 搜索 力 ,在 上 述 搜索 力 的 约束 条 件 之 下 , 求 一 个 搜 
索 计 划 使 得 时 刻 上 前 总 的 发 现 目标 概率 为 最 大 ， 这 计划 
就 称 为 最 优 一 致 搜索 计划 。 

突 防 对 策 它 起源 于 第 二 次 世界 大 战 中 如 何 组 织 飞 
机 在 海峡 中 的 巡逻, 以 阻止 敌 方 潜艇 从 水 下 偷渡 的 问题 。 
假设 甲乙 两 方 对 峙 , 在 长 度 为 工 的 直线 段 S 两 人 出。 在 S 
的 每 一 点 x* 上 ， 甲 方 按照 总 兵力 的 百分率 (巡逻 密度 ) 


yx) 部 署 巡 汉 兵 力 : V(x)>0,xES, | Wx) dc=1i 乙 
方 按照 概率 密度 p(x) 安排 多 越 地 点 : 9p(z)>>0，xES， 


上 wear=1.。 已 知己 方 从 越 者 在 二 点 唱 遇 巡 远 兵 条 件 


下 偷 越 失败 的 概率 为 P(z) ,那么 甲 方 如 何 部 署 有 利 的 巡 
逐 密 度 %(z)。 作 为 对 策 来 处 理 ,可 以 定义 如 下 的 平均 巡 
有 成 功率 F 作 为 甲 方 的 赢得 


四 
Fly, 9)= | p(x) y (x)p(x)dr, 


甲 方 力 图 选择 使 了 最 大 ,乙方 力图 选择 使 最 小 。 甲 
方 巡 未 成 功 意味 着 乙方 偷 越 的 失败 ， 故 可 证 明 最 优 混 合 
策略 为 wx(z)=wx*(z) 一 [LN(L).P(z)]-!5， 其 中 N(L)= 


5 
由, 四 方 记得 为 
1 
Fy, = WL “ 


实际 的 搜索 问题 是 多 种 多 样 的 ,可 以 应 用 规划 论 、 对 
策 论 .马尔 可 夫 决 策 论 或 其 他 的 运筹 学 方法 来 解决 ,对 于 
复杂 情况 ， 还 需 利用 电子 计算 机 的 模拟 技术 求 得 近似 的 
最 优 搜索 策略 。 
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《 波 如 铺 ) 

Su Buqing 
茵 步 青 (1902~ 。“) 中国 现代 数学 家 。1902 
年 9 月 23 日 生 于 浙江 省 平阳 县 。 中 学 毕业 后 去 日 本 求 
学 , 1927 年 毕业 于 日 本 东北 帝 
国 大 学 数学 系 ， 随 后 进入 该 校 
研究 院 ,1931 年 获 理学 博士 , 同 
年 回国 。 历 任 浙江 大 学 教授 、 
数学 系 主任 ， 中 华人 民 共 和 国 
成 立 后 任 该 校 教务 长 。1952 年 
后 ， 历 任 复旦 大 学 教授 、 教务 
长 、 数 学 研究 所 所 长 、 研 究 生 
部 主任 、 副 校长 、 校 长 和 名 誉 
校长 等 职 。 1955 年 当选 为 中 国 
科学 院 学 部 委员 。 他 还 是 第 五 、 六 届 全 国人 民 代表 大 会 
常务 委员 会 委员 和 第 六 届 人 大 常委 会 科学 、 教育 、 文化、 
卫生 委员 会 副 主任 。 

他 的 主要 研究 领域 为 微分 几何 学 。 早 期 对 仿 射 微 分 
几何 学 和 疾 影 役 分 几何 学 作出 了 突出 贡献 。 他 建立 了 独 
到 的 方法 ， 用 几何 构图 来 表现 曲线 和 曲面 的 不 变量 和 协 
变 图 形 , 取得 了 丰富 的 成 果 , 如 仿 射 曲面 论 中 的 锥 面 T。、 
射影 曲线 的 一 般 的 协 变 理论 .射影 曲面 论 中 的 @, 伴随 曲 
面 . 主 切 曲线 属于 一 个 线性 从 的 曲面 (S 曲面 )、, 射 影 极 小 
曲面 和 闭 拉 普 拉 斯 序列 等 方面 的 研究 ， 得 到 了 国际 上 的 
高 度 评价 .40~50 年 代 开始 研究 一 般 空间 向 分 几何 学 , 特 
别 是 一 般 面积 度量 的 二 次 变 分 的 计算 和 展 空间 。60 年 
代 又 研究 高 维 空间 共 元 网 理论 ， 获 得 系统 币 深 入 的 成 
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果 。70 年 代 以 来 , 又 注意 把 微分 几何 运用 于 工程 中 的 几 
何 外 型 设计 ,在 中 国 开创 了 新 的 研究 方向 一 一 计算 几何 。 

苏 步 青 是 中 国 数学 会 的 发 起 人 之 一 ， 担 任 过 中 国 数 
学 会 学 报 ( 旧 刊 ) 的 主编 。 解 放 后 ， 参 与 筹建 中 国 科学 院 
数学 研究 所 , 后 又 创办 复旦 大 学 数学 研究 所 , 创办 《数学 
年 刊 ? 杂 志 并 任 主编 。 曾 任 中 国 数学 会 副 理 事 长 .名誉 理 
事 长 。 

他 和 陈 建 功 教授 共同 把 浙江 大 学 和 复旦 大 学 的 数学 
系 建成 一 个 具有 相当 高 水 平 的 教学 和 科学 研究 的 基 地， 
为 国家 培养 出 许多 优秀 的 数学 人 才 。 在 他 的 领导 下 ,形成 
了 具有 特色 的 微分 几何 研究 集体 。 他 非常 关心 中 学 数学 
教育 ,为 提高 中 学 师资 质量 ,改革 中 学 教材 做 了 不 少 工作 。 

苏 步 青 一 共 发 表 论文 168 篇 , 1983 年 出 版 了 《 苏 步 
青 论 文选 集 》。 他 还 出 版 了 《射影 曲线 概论 》、《 射 影 曲面 
论 》《 一 般 空间 微分 几何 学 ?《 计 算 几 何 》 等 专著 ,有 的 已 
在 国外 翻译 出 版 。 此 外 ,还 有 多 种 译 著 和 讲义 。 

(从 起 素 ) 

sushu fenbu 
素数 分 布 (distribution of prime number) 
数论 中 研究 素数 性 质 的 一 类 重要 问题 。 素 数 或 称 质数 ， 
是 指 一 个 大 于 1 的 整数 , 除 1 和 它 本 身 外 ,不 能 被 其 他 的 
正 整 数 所 整除 。 例 如 ,2,3,5,7,11,13,17， 19 都 是 素数 。 
大 约 在 公元 前 300 年 ， 欧 几 里 得 就 证 明了 素数 有 无 穷 多 
个 , 设 2,3,…,P 是 不 大 于 P 的 所 有 素数 ,9 一 2.3…… 了 十 
1。 容 易 看 出 9 不 是 2,3,…,p 的 倍数 。 由 于 9 的 最 小 正 
除数 一 定 是 素数 ,因此 ， 或 者 9 本 身 是 一 个 素数 , 或 者 q 
可 被 p 与 9 之 间 的 某 个 素数 所 整除 。 所 以 必 有 一 个 大 于 
了 的 素数 存在 ， 由 此 即 知 素数 有 无 穷 多 个 。 素 数 在 自然 
数 中 占有 极其 重要 的 地 位 ,但 是 它 的 变化 非常 不 规则 。 人 
们 至 今 没 有 找到 ， 大 概 也 不 可 能 找到 一 个 可 以 表示 全 体 
素数 的 有 用 公式 。 研 究 各 种 各 样 的 素数 分 布 状况 ， 一 直 
是 数论 中 最 重要 和 最 有 吸引 力 的 中 心 问题 之 一 。 最 初 的 
研究 方法 ， 是 通过 观察 素数 表 来 发 现 素 数 分 布 的 性 质 。 
现 有 的 较 完善 的 素数 表 是 D. B. 扎 盖 尔 于 1977 年 编制 
的 , 列 出 了 不 大 于 50000000 的 所 有 素数 。 从 素数 表 可 以 
看 出 , 在 1 到 100 中 间 有 25 个 素数 ， 在 1 到 1000 中 间 
有 168 个 素数 ， 在 1000 到 2000 中 间 有 135 个 素数 ， 在 
2000 到 3000 中 间 有 127 个 素数 ， 在 3000 到 4000 中 间 
有 120 个 素数 ， 在 4000 到 5000 中 间 有 119 个 素数 ， 在 
5000 到 10000 中 间 有 560 个 素数 。 由 此 可 看 出 , 素数 的 
分 布 越 往 上 越 稀少 。 目 前 所 知道 的 最 大 素数 是 2 一 1 
( 见 梅 森 数 ), 它 有 65050 位 ,是 1985 年 发 现 的 ,在 证 明 它 
是 素数 时 需 用 特殊 的 方法 并 借助 于 电子 计算 机 。 关 于 素 
数 分 布 性 质 的 许多 著名 猜想 ,是 通过 数值 观察 计算 和 初 
步 研究 提出 的 ， 大 多 数 至 今 仍 未 解决 。 其 中 最 著名 的 猜 
想 有 以 下 几 个 ， 

李 生 素数 猿 想 ”两 个 差 等 于 2 的 一 对 素数 ， 称 为 李 
生 素数 。 例 如 ,3 和 5;5 和 7; 11 和 13; 17 和 19; 29 和 
31541 和 43;59 和 61371 和 73;101 和 103; …# 10016957 
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和 10016959; 都 是 李 生 素数 。 途 今 所 知 的 最 大 李 生 素数 
是 1159142985 x 22% 一 1 和 1159142985 x 2a%+1; 它们 
是 A. 9. 工 . 阿 特 金 和 N, W. 里 克 特 于 1979 年 得 到 的 。 所 
谓 李 生 素数 猜想 , 即 存在 无 穷 多 对 李 生 素数 .这 个 猜想 至 
今 没有 解决 ， 但 认为 它 是 正确 的 可 能 性 很 大 。 在 这 方面 
的 最 好 结果 是 陈 录 润 于 1966 年 得 到 的 ,存在 无 穷 多 个 素 
数 p, 使 得 p+2 是 不 超过 两 个 素数 之 积 。 

素数 定理 ”关于 素数 个 数 的 研究 是 素数 分 布 中 最 重 
要 的 问题 之 一 。 以 *(x) 表 示 不 大 于 x 的 素数 个 数 ,例如 ， 
x(2)=1,x(3)=2, x(100)=25, x(1000)=168。 欧 几 里 
得 早 就 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ， 即 lims(x) = 二 co。 从 


下 表 可 以 看 出 ，@x 越 大 ，x(z) 与 x 的 比值 越 接近 于 0， 
@x 越 大 ，x(z) 与 z/lnz 的 比值 越 接近 于 1。A.-M, 勒 


x Ax) | xjlax |n(x)/x | a(x)ln x/x 
1000 | 168 | 144. | 0.168 1.1605… 
2000 | 303 | 263.12… | 0. 1.1515… 
5000 | 党 587.04… 1.1396… 
| 1.1319… 
1.1107… 

1.1043… 


1.0901… 


HE 


让 他 和 C. 了. 高 斯 猜测 lim 


=1， 即 通常 所 称 
的 素数 定理 。 它 是 素数 人 天 论 的 中 心 证 理 。 在 这 方面 
首先 做 出 贡献 的 是 械 . 下 . 切 比 雪夫 ,他 在 1852 年 左右 证 
明了 存在 两 个 正常 数 c，c,， 使 得 不 等 式 ciz/lnx< 
x(z)<caz/tn 工 成 立 , 其 中 x>2。 在 1896 年 J. 阿达 马 和 
C.J. de la 瓦 莱 ' 普 桑 彼此 独立 而 又 几乎 同时 证 明了 素 
数 定理 。 他 们 的 证 明 都 使 用 了 高 深 的 复 变 函 数论 知识 。 
因此 ,能 否 以 尽 可 能 初等 的 方法 来 证 明 素 数 定理 , 则 成 为 
数学 家 一 直 探讨 的 重要 问题 。1949 年 ，A. 赛 尔 伯 格 和 
P. 爱 尔 特 希 给 出 了 素数 定理 的 初等 证 明 , 除 了 极限 .ln x 
和 人 = 的 性 质 之 外 ， 没 有 用 到 其 他 的 分 析 知 识 ,但 证 明 过 
程 十 分 复杂 。 他 们 的 证 明 是 基于 赛 尔 伯 格 的 著名 恒等式 ， 
当 x>1 时 有 

Q(x)In x+ Bo (Fnp-2xinzt0(x), 
式 中 1x)= in p, 吕 表示 对 所 有 不 超过 zx 的 素数 求 
和 ,记号 O 的 定义 如 下 : 设 9(z)>0, 了 xz) 为 一 复 值 函数 ， 
a<x<b。 若 存在 一 个 与 * 无关 的 正常 数 M, 使 得 当 a< 
x<b 时 有 | 人 (x)|<Mg(x), 则 记 为 f (x)=0(g(x)),，M 
称 为 记号 O 所 含 之 常数 。 于 是 某 一 满足 上 述 条 件 的 函数 
f(x), 就 可 用 OC(g(x)) 代 之 。 

有 误差 项 的 素数 定理 是 指 寻 求 误差 *(x) 一 lix 的 最 


佳 估计 , lix~ lim (+) 入, 它 比 x/inx 更 接 


近 于 < (x)。C. J. de la 瓦 菜 普 桑 于 1900 年 首先 证 明 
了 x(x) 一 lix=0(x exp( 一 CW Inx')), 这 里 c 是 一 正 的 


常数 。H. von 科 赫 于 1901 年 在 黎 曼 假设 ( 见 黎 更 7 西 
数 ) 下 证 明了 x(x) 一 lix=O(xWrlnx)。HH. M. 维 诺 格 
拉 多 夫 等 于 1958 年 异 助 于 他 的 三 角 和 估计 方法 , 得 到 
x(X)—lix=O(x exp( 一 c(ln xz)3/5-9)，e 为 任意 正 数 ，c 
是 和 上 有 关 的 正常 数 。 误 差 项 =(z) 一 lix 的 变化 是 极 不 
规则 的 。 设 f(x) 是 实 函 数 ,如 果 存 在 与 x 无 关 的 正常 数 a， 
使 得 任意 大 的 x 满足 人 x)>ax, 则 记 为 f(x)=0,(x); 
若 使 得 任意 大 的 x 满足 f(x)< 一 ax, 则 记 为 f(x)= 
0-(z)。 若 这 两 种 情形 同时 出 现 , 则 记 为 也 xz) 一 2z (x)。 
中 EE. 地 特 尔 伍 舍 于 1914 年 证 明了 : 当 x> 吕 时 , 有 
(xz) 一 lixz= 9x((xzVtlnlnln x)/In x),。 

拼 术 级 数 中 的 素数 定理 卫 . G. 工 . 狄 利克 雪 于 1837 
年 首先 证 明了 首 项 与 公差 互 素 的 算术 级 数 中 有 无 限 多 个 
素数 。 设 整数 9>3.1<l<q, (1，9g)=1。 以 zx(z，g，D) 
表 首 项 为 /公差 为 9 的 算术 级 数 中 不 超过 x 的 素数 之 个 
数 。 类 似 于 素数 定理 ， 对 于 固定 的 9， 容易 证 明 ， 

Hm Cs) in 

式 中 0(9) 表示 不 超过 q 且 与 9 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 这 
就 是 通常 所 说 的 算术 级 数 中 的 素数 定理 。 关 于 误差 项 估 
计 ，A. 佩 奇 于 1935 年 和 C. 工 . 西 格 尔 与 A. 瓦尔 菲 施 于 
1936 年 证 明了 ， Ee h, 当 3<qs(Inx)* 时 ,有 


一 1， 


x(x,q, 1)— ey] lix=O(xexp(—cw Inx )), 
式 中 c 为 绝对 正常 数 ; 记 号 0 中 所 含 的 常数 仅 与 有关， 
而 与 4 无 关 。 


算术 级 数 中 的 最 小 素数 设 k>3,1<l<k, (1,k)= 
1。 以 p(k, D) 表 算术 级 数 kn+1n=0,1,2,…) 中 的 最 小 
素数 。S. 乔 拉 猜测 p(k, 1) =O(k'**)， 其 中 为 任意 小 
的 正 数 。1O. B. 林 尼 克 于 1944 年 首先 证 明了 存在 绝对 
常数 c, 使 得 p(k,1) =O(k?)。 潘 承 洞 于 1957 年 首先 指出 
6 是 可 以 计算 的 ,并 定 出 了 c 的 值 。 目 前 最 好 的 结果 < 
17 是 陈景润 于 1979 年 得 到 的 。 

相 邻 素数 之 差 ” 设 Pn 是 第 nn 个 素数 ,d==Pss 一 Pn 
是 相 邻 的 两 个 素数 之 差 。 在 黎 曼 假设 下 ，H. 克拉 默 于 
1921 年 证 明了 du=O 《pm/*In ps), 无 条 件 结果 ds 一 
OCpa'0*9) 是 赫 斯 -布朗 和 HH, 伊 瓦 尼克 于 1979 年 得 
到 的 。 另 一 方面 , 关于 由 的 下 界 ，E. pe 达 


文 波 特 于 1966 年 证 明了 :PE~limintT < 


0.46650.…。M.N. 赫 硝 黎 于 1977 藻 训 六 为 E<0.4425. 
猜测 应 有 已 =0。 关 于 d 还 有 许多 有 趣 的 研究 。 
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《陈景润 ) 


suanfa 
算法 (algorithm) ”在 古代 ， 算 法 指 一 种 运算 或 
计算 ,最 初 是 指 对 自然 数 的 计算 如 加 减 乘除 (所 谓 四 则 运 
算 ) 等 。 后 来 数 的 概念 推广 了 ， 运 算 的 概念 也 推广 成 函 
数 ,算法 也 相应 地 推广 为 对 任何 一 种 函数 的 计算 ,广义 地 
说 ,是 指 为 解决 任意 一 个 问题 时 所 作 的 一 种 处 理 过 程 。 自 
古 以 来 ， 对 算法 赋予 了 一 种 要 求 一 -能 行 性 。 因 此 现在 
所 谓 算法 是 指 对 任何 一 个 问题 所 作 的 能 行 性 的 处 理 。 由 
于 能 行 性 要 求 ,算法 必须 具有 离散 性 与 机 械 性 。 

离散 性 是 指 算法 的 出 发 点 所 给 的 原始 数据 (所 谓 输 
入 ,例如 自 变 元 的 值 )， 以 及 算法 的 终点 所 求 的 结果 数据 
《所 谓 输出 ， 例如 函数 的 值 ), 必须 可 用 一 些 符号 表示 ,而 
这 些 符号 又 可 以 明确 地 分 解 为 有 限 多 个 不 可 再 分 解 的 符 
号 。 后 面 这 些 不 能 再 分 解 的 符号 叫做 字母 ， 由 字母 所 组 
成 的 符号 叫做 该 字母 表 上 的 字 。 算 法 的 第 一 个 要 求 是 其 
输入 与 输出 必须 可 以 表 成 某 个 固定 的 字母 表 上 的 字 。 因 
此 ,例如 ,不 能 以 某 条 曲线 作为 输入 或 输出 。 第 二 , 算法 
的 处 理 过 程 必须 可 以 明确 地 分 解 成 有 限 多 个 不 能 再 分 解 
的 步骤 ,算法 过 程 便 由 这 些 有 限 多 个 步 邓 组 成 。 例 如 ,不 
能 用 画 曲 线 作为 算法 的 处 理 过 程 ， 因 为 画 曲 线 不 能 分 解 
成 有 限 多 个 步骤 。 为 此 ， 算 法 必须 有 一 组 变换 规则 或 产 
生 式 来 规定 这 些 步 骤 。 第 三 ， 算 法 是 否 继续 进行 或 算法 
结束 必须 用 明确 的 结束 条 件 来 确定 。 如 果 算法 不 给 出 结 
东 条 件 ,或 给 出 结束 条 件 尚未 实现 , 则 算法 应 继续 进行 不 
能 停止 。 

所 谓 机 械 性 主要 是 指 算 法 的 变换 规则 必须 是 非常 简 
单 而 机 械 的 ,不 必须 依靠 人 的 聪明 才智 ,甚至 无 须 人 们 去 
领会 理解 , 连 最 每 的 人 甚至 于 机 器 都 能 执行 的 ,而 且 执行 
的 结果 都 是 一 样 的 

人 们 还 可 以 从 反面 来 理解 算法 的 能 行 性 。 第 一 ， 对 
于 输入 与 输出 的 大 小 是 没有 限制 的 ,由 于 能 行 性 ,每 次 输 
入 输出 的 字 固然 必须 是 有 限 长 的 ， 但 输出 入 字 的 长 度 是 
没有 上 界 的 。 这 是 指 空间 方面 。 第 二 ,由 于 能 行 性 ,每 次 
计算 当然 只 进行 有 限 多 步 ， 但 步 数 也 是 没有 上 界 的 。 这 
是 指 时 间 方面 。 第 三 ,每 次 计算 所 得 的 中 间 结果 ( 亦 即 所 
需 利 用 的 中 间 结 果 ) 当 然 是 有 限 多 的 , 但 也 是 无 界 的 
此 存储 中 间 结 果 的 存储 单元 (所 谓 “草稿 纸 ") 应 该 无 界 多 
地 供给 。 这 也 是 指 空间 方面 

总 结 起 来 ,一 个 算法 9[ 必须 具有 下 列 两 个 内 容 ,O 一 
张 字母 表 A 《以 便 用 A 中 字 表 示 输 入 输出 以 及 中 间 结 
果 )，@ 一 组 变换 规则 (又 名 产生 式 ), 也 可 叫做 指令 ,用 
以 规定 各 步 改造 动作 。 

给 出 算法 9 后, 如果 一 个 字 P 经 过 执行 一 条 变换 规则 
而 变 成 字 8, 则 说 对 把 了 一 次 改造 成 @, 记 为 %:PHQ 
如 果 忆 经 过 实施 多 次 (包括 0 次 ， 即 未 改造 时 ) 变 换 规则 
而 变 成 @, 则 说 %[ 把 了 改造 成 @, 记 为 :PF@。 如果 算 
法 规定 有 结束 条 件 , 当 了 改造 成 @ 时 结束 条 件 实现 , 则 说 
外 把 P 改 造 最 终 得 @, 记 为 %:PF.Q。 

各 种 算法 的 区 别 在 于 字母 表 与 变换 规则 表 的 不 同 ， 
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此 外 ,还 可 对 算法 作 各 种 的 分 类 。 

附 有 结束 条 件 的 算法 特别 关心 的 是 对 一 字 改 造 的 最 
终结 果 ,而 不 是 未 结束 时 所 得 的 中 间 结果 ,这 种 算法 仍 叫 
做 算法 。 对 于 不 附 有 结束 条 件 因而 对 每 步 改造 结果 都 同 
样 重视 的 算法 则 特 名 日 演算 。 

一 般 的 算法 是 关心 改造 的 结果 ， 但 是 有 一 种 算法 却 
只 关心 是 否 结束 以 及 结束 的 方式 。 当 因 实 施 结束 规则 而 
结束 时 , 它 便 接受 该 输入 字 ,而 当 因 无 法 改造 而 结束 或 者 
永 不 结束 时 ， 它 便 不 接受 该 输入 字 。 这 种 算法 叫做 识别 
算法 。 

对 任何 输入 字 都 必然 结束 的 算法 叫做 完全 算法 ， 对 
某 些 输入 字 结束 而 对 另 一 些 输入 字 不 结束 的 算法 ， 叫 做 
部 分 算法 。 部 分 算法 用 以 计算 部 分 函数 , 即 函数 在 某 处 的 
值 有 定义 时 ， 算 法 应 该 结束 而 给 出 其 值 ， 函 数 在 某 处 的 
值 没有 定义 时 算法 可 以 不 结束 或 结束 而 用 特殊 符号 表明 
该 函数 没有 值 。 使 用 完全 算法 可 以 使 人 们 完全 解决 问题 
《有 值 与 否 必 可 知道 ) ,但 完全 算法 很 难 作出 ,一 般 容易 作 
出 的 是 部 分 算法 ,因此 在 实用 上 部 分 算法 更 为 重要 。 

如 果 在 每 一 步骤 只 能 使 用 一 条 变换 规则 ， 执 行 这 条 
规则 后 又 只 有 一 个 结果 ,因此 从 开始 到 结束 ,都 是 同样 进 
行 ， 得 到 同样 结果 。 这 种 算法 叫做 一 意 算法 。 如 果 在 各 
步骤 中 ,可 以 使 用 若干 条 (有 限 多 条 ) 规 则 之 一 ,而 执行 读 
规则 后 ,又 可 能 有 有 限 多 个 不 同 结果 ,从 而 改造 结果 不 是 
唯一 的 ， 这 种 算法 叫做 多 意 算法 。 一 般 是 使 用 一 意 算法 
的 ,但 因 和 演算 相 比较 ,近年 来 渐渐 使 用 多 意 算法 了 。 演 
算 对 各 中 间 结 果 是 同样 重视 的 ,因此 一 般 是 多 意 的 , 它 考 
处 在 改造 过 程 中 是 否 曾经 出 现 过 某 种 形状 的 中 间 结 果 。 

最 有 名 的 算法 有 图 灵机 、 正 规 算 法 以 及 首尾 算法 ,最 
有 名 的 演算 是 各 种 公理 系统 与 形式 语言 文法 。 

图 灵机 是 一 条 两 端 (或 一 端 ) 无 限 延长 的 纸 带 ， 上 面 
划 成 方 格 ,每 个 方 格 可 以 印 上 某 字母 表 中 的 一 个 字母 ( 亦 
可 为 空格 ,这 时 说 印 有 字母 5,)。 又 有 一 个 读 头 , 它 具有 
有 限 个 内 部 状态 (每 个 状态 可 以 看 作 一 条 指令 )。 任 何 时 
候 读 头 都 注视 着 一 个 方 格 ， 并 根据 注视 方 格 的 内 容 以 及 
读 头 当时 的 内 部 状态 而 执行 变换 规则 所 规定 的 动作 。 每 
个 图 灵机 都 有 一 组 变换 规则 ， 它 们 具有 下 列 三 种 形状 
之 = 

gaRq， gtaLg， qabg. 
其 意 是 ， 当 读 头 处 在 状态 qs 时 如 果 注 视 格 的 内 容 为 字母 
4 则 读 头 右 移 一 格 、 左 移 一 格 、 印 下 字母 b( 亦 即 把 注视 
格 内 容 由 a 改 为 6), 然后 转 到 状态 gy。 易 见 图 灵机 带 上 
的 各 格 相当 于 计算 机 的 存储 单元 , 而 读 头 的 状态 9 则 相 
当 于 第 宇 条 指令 。 

另 一 个 有 名 的 算法 是 马尔 可 夫 的 正规 算法 。 正 规 算 

法 中 每 条 变换 规则 都 有 下 列 形状 ( 换 中 规则 ): 

A>B,, 
其 意 是 :把 被 改造 的 字 中 第 一 个 (最 左 ) 出 现 的 A, 换 为 B， 
《两 边 其 余 的 字母 不 变 )。 正 规 算法 也 叫做 换 中 算法 。 

还 有 一 个 是 E. 工 . 波斯 特 的 首尾 算法 。 其 中 每 条 变 
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换 规则 都 是 首尾 规则 ， 

APHPB,, 
即 当 被 改造 的 字 以 4 起 头 时 ,把 头 A, 删 掉 , 再 在 最 右边 
添上 B, ,这 是 最 简单 的 算法 。 

已 经 证 明 , 图 灵机 、 换 中 算法 、 首 尾 算法 的 力量 是 一 
样 的 , 凡 可 以 用 其 中 一 种 算法 计算 的 函数 ,都 可 以 用 另外 
两 种 算法 计算 。 根 据 丘 吉 - 图 灵 论 题 , 凡 直觉 上 认为 可 以 
计算 的 函数 ， 恰 巧 就 是 可 以 用 这 三 种 算法 之 一 计算 的 函 
数 。 这 三 种 算法 既 简 单 , 又 威力 大 ,其 重要 性 由 此 可 见 。 

各 种 各 样 的 公理 系统 便 是 一 个 大 演算 。 公 理 系统 中 
的 常 元 与 变 元 便 相 当 于 字母 表 中 的 字母 ， 而 项 以 及 公式 
相当 于 字母 表 上 的 字 。 公 理 系统 中 的 推理 规则 相当 于 变 
换 规则 (一 般 是 多 元 的 规则 , 即 把 多 个 字 变 成 一 个 字 的 规 
则 )。 具 有 公理 的 公理 系统 相当 于 具有 固定 开始 字 的 演 
算 ,没有 公理 的 公理 系统 相当 于 没有 固定 开始 字 的 演算 。 

形式 语言 中 的 文法 便 是 简化 了 的 演算 。 它 的 变换 规 
则 都 是 换 中 规则 , 它 把 字母 表 分 成 两 个 ,一 个 是 变 元 字母 
表 , 一 个 是 终极 字母 表 ( 相 当 于 常 元 ), 并 指定 一 个 变 元 字 
母 (一 般 记 为 8) 作为 开始 字母 ， 凡 将 这 个 字母 改造 而 得 
的 不 含 变 元 字母 ( 纯 含 终极 字母 ) 的 字 便 叫做 该 语言 的 语 
句 。 全 体 语句 的 集合 叫做 该 文法 所 产生 的 语言 。 上 述 的 
文法 (对 其 变换 规则 不 再 加 任何 限制 ) 叫 做 等 型 文法 ， 如 
果 逐 步 增加 限制 , 便 得 出 一 型 二 型 、 三 型 文法 。 其 中 以 
二 型 文法 最 为 重要 ,因为 现在 计算 机 所 使 用 的 算法 语言 ， 
大 多 数 是 二 型 文法 所 产生 的 语言 。 

如 果 把 图 灵机 的 内 部 状态 解释 为 指令 ， 用 字母 表 的 
字 来 表示 ,和 输出 字 输入 字 同样 存储 在 机 器 里 , 那 便 是 一 
部 电子 计算 机 。 可 以 说 ， 电 子 计算 机 正 是 图 灵机 与 电子 
技术 结合 之 后 的 产物 ,电子 计算 机 的 发 展 ,又 促进 了 形式 
语言 的 研究 ,算法 理论 现在 已 经 日 趋 重要 。 


( 英 绍 鬼 ) 
Suaonfa Tongzong 
《算法 统 宗 》 。 见 程 大 位 。 


Suanjing Shishu 
《 算 经 十 书 》 ”中 国 汉 唐 千 余年 间 陆续 出 现 的 十 部 数 
学 著作 。 唐 代 曾 在 国子监 中 设立 算 学 馆 ， 以 李 淳 风 等 注 
释 的 十 部 算 经 作为 教 本 ,用 以 进行 数学 教育 和 考试 。 这 
十 部 算 经 是 :《 周 租 算 经 》、《 九 阐 算 术 》、《 和 孙子 算 经 》,《 五 
划算 经 》、《 夏 修 阳 算 经 》、《 张 立 建 算 经 》,《 海 岛 算 经 》、《 五 
经 算术 》《 缓 术 》《 缉 十 算 经 》。 

北宋 谷 板 印刷 术 甚 为 发 过 ， 曾 将 十 部 算 经 刊刻 发 行 
《1084)v* 这 是 世界 上 最 早 的 印刷 本 数学 书 。 但 此 时 《组 术 》 
已 经 失传 ,实际 刊刻 的 只 有 九 种。 到 南宋 时 期 ,又 进行 了 
一 次 翻 刻 (1213)， 在 这 次 南宋 翻 刻本 中 则 是 用 《 数 术 记 
遗 ? 苦 代 了 已 失传 的 《 绷 木 》。 

在 明代 ， 由 于 不 够 重视 以 及 其 他 的 社会 原因 ， 这 十 
部 算 经 几乎 失传 。 直 到 清 乾 隆 年 间 ， 由 于 《四 库 全 书 》 的 
编辑 和 乾 嘉 学 派 的 兴起 ,十 部 算 经 才 被 重新 整理 出 版 当 


时 发 现 流传 下 来 的 南宋 刻本 ( 均 系 孤本 ) 有 《局 铂 》、《 九 
章 兴 只 有 前 五 章 , 残 )《 孙 子 》《 五 曹 》、《 夏 侯 阳 》、《 张 丘 
建 》 等 七 种 ， 其 影 抄 本 呈 和 清宫， 收藏 于 北京 故宫 博物 
院 。 其 后 ,除了 《夏侯 阳 》 一 种 又 不 知 去 向 外 ,其 余 六 种 南 
宋 刻 本 经 历代 藏书 家 收藏 流传 至 今 ， 存 于 上 海 图 书馆 和 
北京 大 学 图 书馆 。 

清 代 学 者 戴震 在 参加 编辑 《四 库 全 书 》 时 ， 又 由 明代 
《永乐 大 典 》 中 抄 出 《 周 修 》《 九 章 》、《 孙 子 》《 五 曹 》《 夏 
修 阳 》《 海 岛 》《 五 经 等 七 种 , 由 影 宋 抄本 中 抄 出 k 张 乒 
建 》《 缉 古 》 二 种 必 记 遗 》 是 由 明 刻本 抄 出 ,十 部 算 经 于 是 
都 被 抄 和 《四 库 全 书 》。 由 《永乐 大 典 》 中 抄 出 的 七 种 还 曾 
用 武英 殿 聚 珍 版 刊印 。 

1773 年 孔 继 涵 以 戴震 的 校订 本 为 主 , 将 十 部 算 经 刻 
入 《微波 榭 从 书 》 之 中 ,题名 为 《 算 经 十 书 》 这 是 《 算 经 十 
书 》 名 称 的 首次 出 现 。 

因此 ，《 算 经 十 书 》 按 狭义 的 理解 ， 是 专 指 孔 刻 《 微 
波 榭 丛书 》 之 一 的 书 名 ， 按 广义 的 理解 ， 则 是 指 上 述 汉 
唐 千 余年 间 陆 续 出 现 的 十 部 算 书 。 通 常 都 是 按 广义 来 理 
解 。 

《 算 经 十 书 》 较 完备 地 体现 了 中 国 古代 数学 各 方面 的 
内 容 。 其 中 大 多 数 还 曾 传人 朝鲜 和 日 本 ， 成 了 他 们 进行 
数学 教育 和 考试 的 教科 书 。 

下 面 是 《 算 经 十 书 》 收 入 的 各 种 算 经 。 

《 周 租 算 经 》 中 国 流传 
至 今 的 一 部 最 早 的 数学 著 
作 ， 同 时 也 是 一 部 天 文学 著 
作 。 中 国 古 代 ， 按 所 提出 的 
宇宙 模式 的 不 同 ， 天 文学 共 
有 三 家 学 说 ，“ 盖 天 说 " 是 其 
中 之 一 ,而 k 周 铂 算 经 》 是 " 盖 
天 说 ”的 代表 。 这 派 学 说 主 
张 , 天 象 盖 符 , 地 法 材 盆 (天 
空 如 斗笠 ,大 地 象 翻 扣 的 盆 )。 

据 考 证 , 现 传 本 《 周 垢 算 
经 》 大 约 成 书 于 西汉 时 期 ( 公 
元 前 1 世纪 )。 南 宋 时 的 传 刻 本 (1213) 是 目前 传世 的 最 早 
刻本 ,收藏 于 上 海 图 书馆 。 历 代 许 多 数学 家 都 曾 为 此 书 作 
注 , 其 中 最 著名 的 是 唐 李 淳 风 等 人 所 作 的 注 。《 周 铂 算 经 》 
还 曾 传 入 朝鲜 和 日 本 ,在 那里 也 有 不 少 翻 刻 注释 本 行 世 。 

从 所 包含 的 数学 内 容 来 看 ， 书 中 主要 讲述 了 学 习 数 
学 的 方法 、 用 勾 股 定理 来 计算 高 深远 近 和 比较 复杂 的 分 
数 计 算 等 。 

《 九 章 算 经 》 通称 《 九 阅 算 术 》, 是 中 国 古代 《 算 经 十 
书 》 中 最 重要 的 一 种 。 如 同 欧 几 里 得 《几何 原本 》 对 其 后 
西方 数学 发 展 所 起 的 重要 影响 一 样 ，《 九 章 算术 3》 对 中 国 
古代 数学 发 展 的 影响 也 是 极为 巨大 的 。 

据 考证 ,《 九 章 算术 》 大 约 成 书 于 公元 1 世纪 。 它 汇 
总 了 战国 和 西汉 时 期 数学 发 展 的 成 果 ， 又 几经 增删 而 最 
后 成 书 。 
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《 九 章 算术 》 全 书 共 分 九 章 , 收 有 246 个 数学 问题 。 这 
九 章 的 章 名 分 别 是 ,“ 方 田 ”、“ 票 米 "、“ 误 分”、 di A 
功 "“ 均 输 ”"、“ 盈 不 足 "、“ 方 
程 "“ 勾 股 "。 其 中 的 问题 大 
都 与 当时 实际 的 社会 生活 密 
切 联系 。 | 

从 其 所 包含 的 数学 内 容 
来 看 ,《 九 章 算术 》 的 主要 成 是 
就 是 在 算术 和 代数 方面 。 在 | 
算术 方面 ,《 九 章 算术 2 给 出 
系统 的 关于 分 数 运算 的 数学 
方法 ， 此 外 各 种 比例 问题 和 
“至 不 足 术 " 等 等 也 都 是 重要 
的 成 就 ,代数 方面 的 成 就 有 
联 立 一 次 方程 组 的 解法 、 负 
数 概 念 的 引入 和 正 负数 加 减法 法 则 ， 这 在 世界 数学 史上 
都 是 最 早 的 ;此 外 还 有 开 方 、 开 立方 和 一 般 二 次 方程 的 解 
法 等 等 。 

在 中 国 古代 ,有 不 少 人 曾 对 k 九 章 算术 》 进 行 校注 。 其 
中 ,要 晋 时 刘 微 和 唐 代 李 淳 风 的 注释 都 很 有 名 ， 并 与 4 九 
章 算术 ?一 道 流传 至 今 。《 九 章 算术 的 南宋 刻本 ,保存 在 
上 海 图 书馆 。 从 20 世纪 中 叶 起 ,作为 世界 古代 科学 名 著 ， 
《 九 章 算术 》 陆 续 被 译 成 俄 文 、 德 文 、 日 文 和 法 文 等 各 种 
文字 。 

《孙子 曾经 》 共 三 卷 ,作者 及 成 书 年 代 均 不 可 详 考 。 
在 《 张 丘 建 算 经 》《 夏 侯 阳 算 经 》 二 书 的 序 中 都 曾 提 到 《 孙 
子 算 经 》, 可 见 其 成 书 年 代 大 约 是 早 于 这 二 种 著作 的 。 

《孙子 算 经 》 上 卷 较 系 统 的 叙述 了 算 筹 记 数 法 和 和 莽 算 
的 乘 、 除 、 开 方 以 及 分 数 等 计算 的 步骤 和 法 则 。 这 在 中 
国 古 算 书 中 ,都 是 些 仅 见 的 宝贵 资料 。 下 卷 第 26 题 则 是 
著名 的 “ 物 不 知 数 "问题 (通常 被 称 作 “ 孙 子 问题 ")， 是 求 
解 一 次 同 余 式 问题 。 这 问题 和 古代 编制 历法 过 程 中 的 计 
算 " 上 元 积 年 "的 算法 有 密切 联系 。 这 一 算法 ,到 宋代 ,发 
展 成 为 求解 一 次 同 余 式 的 普遍 解法 一 一 大 衍 求 一 术 。 

《孙子 算 经 ?的 南宋 刻本 ,收藏 于 上 海 图 书馆 。 

《五 章 算 经 》 北周 杜 讲 所 著 。 甄 亦 通 历法 , 曾 编 6 天 


< 九 章 算 经 > 卷首 
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和 历 》， 于 566 年 颁 行 。“ 五 曹 "是 指 五 类 官员 。 其 中 “ 田 
曹 "所 收 的 问题 是 各 种 田亩 面积 的 计算 , 兵 曹 "是 关于 军 
队 配 置 ,给 养 运输 等 的 军事 数学 问题 ， 集 曹 "是 贸易 交换 
问题 , 仓 曹 "是 粮食 税收 和 仓 窗 体 积 问题 , 金 曹 "是 丝 织 
物 交 易 等 问题 。 全 书 共 收 67 个 问题 ,其 数学 内 容 没有 超 
出 《 九 章 算术 》 的 内 容 。 其 南宋 刻本 ， 收 藏 于 北京 大 学 图 
书馆 。 

《夏侯 阳 算 经 》 作者 及 
写作 年 代 均 不 可 考 。《 张 丘 建 
算 经 》 序 中 曾 提 及 此 书 ,因此 
它 可 能 要 稍 早 一 些 。 

但 就 现 传 本 《夏侯 阳 算 
经 ?而 论 , 其 中 却 包含 有 8 世 
纪 以 后 ， 即 唐 代 中 叶 以 后 颁 
行 的 税收 制度 ， 因 此 可 以 说 
它 包括 有 4~8 世纪 的 各 种 
间 题 ， 是 后 人 托 古 而 作 的 一 
部 伪 书 。 ~ 
全 书 共 三 卷 , 收 有 83 个 时 


数学 问题 。 内 容 与 《孙子 算 党 号 素 四 要 尖 | 
经 > 相 类 似 。 i t 
《 张 冬 奸 算 经 》 作者 和 ”了 生 美 二 千 震 认 
写作 时 代 均 不 可 考 , 据 推断 ， 和 由 
它 大 约 是 5 世纪 中 叶 南 北朝 on 
时 期 的 一 部 著作 。 此 书 的 南 。 全 
宋 记 本 ,收藏 于 上 海 图 书 倍 。 ， 宇 中 三 体 时 


全 书 分 三 卷 ， 卷 中 之 尾 
和 卷 下 之 首 残缺 ， 现 传 本 还 
留 下 92 问 。《 张 丘 建 算 经 ?的 
内 容 ， 除 k 九 章 算术 》 已 有 的 
之 外 ,有 等 差 级 数 问题 、 二 次 方程 问题 , 特别 是 不 定 方程 
问题 等 ,都 是 值得 特别 予以 指出 的 。 

《海岛 算 经 》 魏 晋 时 刘 徽 注 , 最 早 是 附 于 他 所 注 k 九 
章 算术 )( 注 于 263 年 ) 之 后 的 ， 唐 初 开始 单行 ,第 一 题 是 
测算 海岛 的 高 、 远 问题 , 因此 得 名 。 现 传 本 系 清 编 《四 库 
全 书 》 时 抄 自 6 永 乐 大 典 》、 全 书 共 有 9 题 ， 都 是 利用 测量 
(二 次 或 多 次 ) 来 计算 高 深 广 远 的 问题 ， 是 中 国 最 早 的 一 
部 测量 数学 专著 ,也 是 中 国 古代 高 度 发 达 的 地 图 学 的 数 
学 基础 。 

《五 经 算术 》 北周 里 高 所 著 ， 共 二 卷 。 书 中 对 《 易 
经 >》《 诗 经 》《 尚 书 》《 周 礼 》、《 仪 礼 2>《 礼 记 》、《 论 语 》、 
《 左 传 ;等 儒家 经 典 及 其 古 注 中 与 数字 有 关 的 地 方 详 加 注 
有 森 , 对 研究 经 学 的 人 或 可 有 一 定 的 帮助 ,但 就 数学 的 内 容 
而 论 , 其 价值 有 限 。 现 传 本 亦 系 抄 自 《永乐 大 典 》。 

《 数 术 记 遣 》 现 传 本 虽 记 为 汉 徐 岳 著 , 下 高 注 ,但 实 
际 很 可 能 就 是 甄 弯 自 著 自 注 的。 此 书 甚 短 ， 除 了 关于 大 
数 记 法 的 讨论 之 外 , 还 列举 了 14 种 不 同 的 记 数 法 , 其 中 
包括 古代 通用 的 筹 莽 。《 数 术 记 和 遗 》 本 不 属 唐 代 立 于 官学 
的 十 部 算 书 ， 南 宋 刻 书 时 因 《 绥 术 》 已 失传 ， 它 便 被 补 入 
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充 数 。 

《 绎 古 算 经 》 唐 代 王 孝 
通 所 著 ( 约 7 世纪 初 ), 一 卷 ， 
共 收 入 20 个 问题 ,但 在 现 传 
本 中 ,后 四 问 已 残缺 不 全 。 现 
传 最 早 的 版 本 是 一 部 明代 的 
影 宋 抄本 ， 收 藏 在 北京 故宫 
博物 院 。 

书 中 最 重要 的 内 容 是 关 
于 修筑 两 端 宽 狭 不 一 致 、 高 
低 不 同 的 堤坝 的 问题 ， 还 有 
已 知 体积 反 求 边 长 等 问题 。 
在 这 里 ，《 缉 古 算 经 》 在 中 国 
数学 史上 第 一 次 提出 并 解决 
了 需要 求解 三 次 方程 的 问 
题 。 由 于 王 孝 通 还 没有 掌握 
用 设 未 知 数列 方程 的 方法 
( 即 后 来 在 宋代 方才 出 现 的 
“天 元 术 ") ,《 缉 古 算 经 》 中 列 
方程 时 仍 是 使 用 了 较为 复杂 
的 几何 方法 。 

《 缉 古 算 经 》 中 所 列 出 的 
三 次 方程 , 共有 28 个 。 王 


《 纯 古 算 经 > 卷首 
孝 通 所 列 方程 的 系数 也 还 只 限于 是 正 数 ， 求 得 的 解 也 只 


有 正 根 。 《柱石 然 ) 
suonshu 
算术 (arithmetic) 数学 中 最 古老 同时 又 是 最 
基本 的 一 个 分 支 , 它 研究 数 的 性 质 及 其 运算 。 arithmatic 
源 于 希腊 文 arithmos, 就 是 " 数 "(shi) 数 的 意思 。" 算 " 字 
的 古 义 也 是 “ 数 "的 意思 ， 古 写 为 " 短 "， 表 示 计算 用 的 竹 
筹 ， 许 慎 《 说 文 解 字 》 中 有 “ 敌 ， 长 六 寸 , 所 以 计 历 数 者 ”， 
中 国 古代 复杂 的 数字 计算 都 要 用 算 筹 ， 所 以 “算术 "包含 
当时 的 全 部 数学 知识 与 计算 技能 ， 流 传 下 来 的 最 古老 的 
《 九 阐 算术 了》 以 及 失传 的 许 商 《算术 》 与 杜 忠 《 算 术 》， 就 是 
讨论 各 种 实际 的 数学 问题 的 求解 方法 。 

作为 现代 学 校 教学 科目 的 “算术 "与 作为 数学 分 支 的 
“算术 "是 有 差别 的 教学 科目 的 算术 ,除了 正 整数 ,分 数 、 
小 数 的 性 质 以 及 它们 的 四 则 运算 (加 、 减 乘 . 除 ) 外 ,还 包 
含量 的 度量 、 比 、 比 例 等 带 有 实用 性 质 的 内 容 , 这 是 由 来 
已 久 的 传统 。 而 作为 数学 分 支 的 "算术 " 则 还 包含 数论 的 
某 些 初 步 内 容 。 

数 的 早期 发 展 人 类 在 日 常生 活 与 生产 实践 中 ， 由 
于 计数 的 需要 ,在 文化 发 展 的 最 初 阶段 ,就 产生 了 自然 数 
的 概念 。 仅 有 自然 数 不 足 以 解决 生活 和 生产 中 常见 的 分 
份 问题 , 因 之 , 数 的 概念 的 第 一 次 扩张 是 从 自然 数 扩大 到 
正 分 数 , 最 初 仅 认识 分 子 是 1 的 分 数 ,尔后 逐渐 熟悉 了 分 
子 是 任意 自然 数 的 分 数 及 其 运算 规则 。 从 已 有 的 文献 可 
知 ,人 类 认识 自然 数 与 分 数 的 历史 是 很 久 的 ,例如 , 古 埃及 


人 很 早 就 有 了 关于 整数 和 分 数 的 知识 ,流传 下 来 的 莱茵 
德 纸 草书 ( 约 公元 前 2000) 记载 了 有 关于 分 数 的 计算 方 
法 。 中 国 股 代 遗 留 下 来 的 甲骨 文字 中 有 很 多 自然 数 ,最 大 
的 数字 是 三 万 ,并 且 全 部 是 应 用 十 进位 制 的 位 置 记 数 法 。 
战国 时 齐 人 所 写 的 《 考 工 记 》 就 利用 分 数 的 知识 , 例如 ,A 
的 长 度 是 B 的 长 度 的 几 分 之 一 , 意 即 “n 分 其 B, 以 其 一 为 
A”, 而 在 《 九 章 算术 》 一 书 的 方程 章 里 ， 相 当 完整 地 介绍 
了 分 数 的 约 分 \ 通 分 以 及 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 的 规则 。 
中 国 古 代数 学 主要 用 来 解决 实际 问题 ， 其 中 涉及 到 一 些 
无 理 数 ， 例 如 关于 正方 形 的 边 长 与 对 角 线 的 关系 最 初 表 
述 为 " 方 五 斜 七 "。3 世纪 时 ， 刘 徽 提 出 用 继续 开 方 “ 求 其 
微 数 "的 方法 后 ,可 得 到 十 分 准确 的 近似 值 。 引 入 无 理 数 
是 古 希 腊 人 的 贡献 ， 希 腊 哲 学 家 毕 达 哥 太 斯 从 直角 三 角 
形 定理 出 发 ， 知 道 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 7 
适合 关系 式 r*=2, 因 此 ,存在 一 个 “ 数 ", 其 平方 为 2, 但 当 
时 仅 知道 有 理 数 ,于 是 应 存在 两 个 自然 数 a,b, 没有 真 公 


因数 ， 使 得 ( 包 ) 2, 从 而 一 20t， 于 是 b 应 是 一 个 偶 


数 ,从 而 9 也 是 偶数 ,这 又 与 4.b 没 有 真 公 因数 相 矛 盾 。 
这 就 是 所 谓 " 毕 达 哥 拉 斯 的 两 难 "。 为 了 摆脱 这 个 困境 ， 
只 有 扩大 数 的 范围 ,承认 存在 不 能 表 成 分 数 形式 的 数 ,这 
种 新 数 ， 就 是 无 理 数 。 后 来 ， 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 
又 用 几何 的 方法 证 明正 方形 的 对 角 线 长 与 其 边 长 不 可 通 
约 ,进一步 说 明了 无 理 数 的 存在 。 中 国 古代 很 早 就 认识 负 
数 及 其 计算 规则 ,例如 ,& 九 章 算 术 》 的 方程 章 中 就 提出 用 
不 同 颜色 的 算 筹 分 别 表示 正 、 负 数 (红色 算 筹 表 示 正 数 ， 
黑色 算 筹 表示 负数 ), 并 给 出 正 .负数 的 加 减法 规则 , 即 所 
谓 正 负 术 : 同名 相 除 , 异 名 相 益 , 正 无 人 负 之 ， 负 无 人 正 
之 。 这 比 其 他 国家 的 人 民利 用 负数 的 年 代 要 早 得 多 。 至 
于 零 的 引入 ,通常 认为 是 大 约 5 世纪 以 后 印度 人 的 贡献 。 
虚数 的 出 现 , 则 是 16 世纪 以 后 的 事 。 数 的 知识 ,经 过 了 漫 
长 的 历史 发 展 过 程 , 直到 19 世纪 ， 才 建 立 严密 的 理论 体 
系 。 通 常 算术 里 仅 讨论 自然 数 , 正 分 数 、 正 无 理 数 , 而 把 
其 他 的 数 留 给 代数 讨论 。 

自然 数 的 公理 刻画 ”自然 数 的 概念 ， 在 数学 上 一 直 
把 它 当 作 最 明显 、 最 基本 的 概念 来 应 用 ，, 多少 世纪 以 来 ， 
没有 发 生 用 更 简单 的 概念 来 说 明 它 、 定 义 它 的 问题 ;直到 
19 世纪 ,在 数学 的 公理 化 方法 发 展 的 影响 下 ， 才 提 出 “ 自 
然 数 是 什么 "的 问题 。 按 照 公 理 法 的 要 求 , 数 学 上 每 一 个 
概念 都 希望 用 更 简单 的 概念 来 定义 ， 最 后 归结 为 几 个 最 
基本 的 不 定义 的 概念 ;已 知 概念 的 每 一 个 性 质 , 也 希望 由 
几 个 不 加 推导 的 最 基本 的 性 质 推导 出 来 对 于 自然 数 ,可 
以 用 什么 样 的 最 基本 的 概念 来 定义 ? 哪些 是 自然 数 的 最 
基本 性 质 ， 其 余 性 质 均 可 由 它们 推导 出 来 ? 这 项 工作 可 
以 认为 发 端 于 G. W. 莱 布 尼 关 关于 等 式 2x2=4 的 证 
明 。 由 于 自然 数 有 两 种 功用 ,一 种 是 用 来 回答 “多 少 个 ， 
一 种 是 用 来 回答 “第 几 个 "， 因 此 ,产生 了 两 种 理论 :基数 
理论 与 序数 理论 。 这 个 工作 是 在 19 世纪 末 分 别 由 德国 
数学 家 G. 康 托 尔 和 意大利 数学 家 G. 皮 亚 诺 完成 的 。 


自然 数 的 基数 理论 ， 是 以 集合 间 的 "一 一 对 应 "的 概 
念 为 基础 的 。 给 定 两 个 集合 A、B, 如 果 存 在 一 个 规则 了， 
对 于 A 中 每 一 元 c， 在 了 B 中 唯一 确定 b( 称 为 在 了 下 的 
像 ) ,并 且 ,A 中 不 同 元 确定 的 像 也 不 同 , 又 B 中 任 一 元 均 
为 4 中 某 一 元 的 像 ， 那 么 就 说 了 是 4 到 了 的 一 个 一 一 对 
应 。 存 在 一 一 对 应 的 两 个 集合 称 为 等 价 的 。 取 定 一 个 集 
合 4, 把 所 有 与 4 等 价 的 集合 放 在 一 起 ,作成 一 个 集合 的 
类 W, W 中 所 有 集合 所 共有 的 属性 称 为 4 的 基数 , 简 而 
言 之 ,类 W 本 身 就 称 为 A 的 基数 。 于 是 ,每 一 个 集合 均 有 
一 个 唯一 确定 的 基数 ,等 价 的 两 个 集合 的 基数 相同 ,不 等 
价 的 集合 的 基数 不 同 。 例 如 ， 取 A 为 单独 一 支 粉笔 所 成 
的 集合 ,与 A 等 价 的 所 有 集合 所 具有 的 共同 属性 ,显然 就 
是 这 个 集合 所 具有 的 元 素 个 数 1。 基数 概念 也 就 是 这 样 
通过 比较 (一 一 对 应 ) 与 分 类 得 出 来 的 。 单 独 一 个 元 素 的 
集合 4= {a} 的 基数 记 为 1, 将 4 本 身 作为 元 素 添加 到 集 
合 4 中 ,得 出 集合 B= {a,4)} = {o,{o}y} 的 基数 记 为 2, 再 
将 卫视 为 元 素 添 加 到 集合 B 中 ， 得 出 的 集合 C= {o,4， 
B}={o,{o),{o,{a}}} 的 基数 记 为 3， 如 此 下 去 ， 依 次 得 
出 1,2, 3,…， 称 为 自然 数 。 由 单独 一 个 元 的 集合 出 发 ， 
逐次 添加 一 个 元 素 所 得 的 集合 ,通常 称 为 有 限 集 , 因此 ， 
自然 数 可 以 定义 为 有 限 集 的 基数 。 此 时 集合 的 基数 实际 
上 就 是 人 们 通常 所 熟悉 的 集合 中 元 素 个 数 。 例 如 ， 含 有 
三 本 书 的 集合 E, 易 知 它 与 上 述 基数 为 3 的 集合 C 等 价 ， 
故 互 的 基数 为 3， 也 就 是 瑟 中 元 素 个 数 为 3。 为 了 计数 ， 
先 要 有 计数 的 标准 集合 (自然 数 )， 通 过 一 一 对 应 就 可 确 
定 所 要 计数 的 集合 中 元 素 个 数 ， 考 查 一 下 儿童 数 数 的 过 
程 ,就 可 发 现 确 是 如 此 。 这 样 ,自然 数 可 以 用 来 回答 有 多 
少 个 的 问题 。 

取 定 两 个 自然 数 a.b。 设 4、B 分 别 表示 以 a、.b 为 基 
数 的 集合 。 若 4 与 B 等 价 ,由 定义 知 , a~b。 若 A 等 价 于 
卫 的 一 个 真子 集合 ( 即 由 了 3 的 部 分 元 素 组 成 的 集合 )， 则 
说 a<b。 若 B 等 价 于 A 的 一 个 真子 集合 , 则 说 b<a。 由 
于 A.B 是 有 限 集 ,可 以 证 明 ,二 者 不 能 同时 成 立 ( 当 A、B 
是 无 限 集 时 ,二 者 可 以 同时 成 立 , 此 时 ， 由 伯 思 斯 坦 定理 
知 ,4 与 B 等 价 ), 因此 , 这 就 建立 了 自然 数 的 顺序 关系 ， 
对 于 任意 自然 数 4.b, 或 4=b, 或 0<b ,或 5b<a, 三 者 有 
且 仅 有 一 种 情形 成 立 。 

取 定 自然 数 a、b, 设 A.B 分别 表示 以 a、b 为 基数 且 
无 公共 元 素 的 集合 (由 于 A、B 可 在 等 价 类 中 任意 选取 ， 
无 公共 元 素 的 集合 总 是 存在 的 ), 命 C 表示 A、B 的 并 集 
( 即 以 4.B 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 ) ,C 的 基数 c 称 为 a、 
的 和 , 记 为 c=a+b, 形成 和 的 运算 称 为 自然 数 的 加 法 。 
可 以 证 明 ,自然 数 的 加 法 适合 交换 律 与 结合 律 ,由 加 法 结 
合 律 ,可 知 任意 b 个 4 相 加 的 结果 ,与 添加 括号 的 方式 无 
关 ，, 其 唯一 结果 记 为 4=a+a+…+a=ba, 称 为 b、a 的 
积 , 形成 积 的 运算 称 为 自然 数 的 乘法 。 于 是 ， 可 以 证 明 ， 
自然 数 的 乘法 适合 交换 律 、 结 合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 分 
配 律 。 

自然 数 的 序数 理论 ,是 皮 亚 诺 于 1891 年 发 表 的 。 他 
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利用 两 个 不 定义 的 概念 1" 与 “后 继 者 ”以 及 四 个 基本 性 
质 (公理 ) 来 定义 自然 数 。 所 谓 自然 数 ， 是 指 满足 以 下 性 
质 的 集合 N 中 的 元 素 ， 
@ 1 是 N 的 一 个 元 ， 它 不 是 N 中 任何 元 的 后 继 者 ， 
车 的 后 继 者 用 a* 表示 , 则 对 于 N 中 任何 ao* 关 15 
@ 对 于 N 中 任意 元 c， 存 在 而 且 仅 存在 一 个 后 继 
者 a*， 
图 对 于 NN 中 任何 a.b, 若 a*=b*, 则 a=b; 
@ NN 的 一 个 子 集合 M, 若 具有 以 下 性 质 。 
1 属于 M; 4 属于 M, 则 a* 也 属于 M, 则 M=N。 
用 2 表示 1*,3 表示 2*,…, 如 此 下 去 , 则 可 以 把 N 
的 全 部 元 素 如 下 排列 出 来 : 
15253,45°5 nn se (#) 
这 就 是 人 们 所 熟悉 的 自然 数列 。 所 谓 "“ 如 此 下 去 "， 实 际 
上 就 是 公理 @ ,通常 称 为 归纳 公理 ,这 是 证 明 对 于 所 有 自 
然 数 都 成 立 的 命题 非常 有 效 的 工具 。 例 如 ,说 数列 ( * ) 就 
是 全 部 自然 数 ,首先 ( * ) 的 全 部 元 素 组 成 N 的 于 集合 M 
1 在 M 中 ,又 当 nt 在 M 中 时 ,有 "在 M 中 , 故 M=N。 利 
用 自然 数列 ( * ), 可 以 回答 第 几 个 的 问题 .1 是 第 一 个 数 ， 
1 后 面 的 2 是 第 二 个 数 ,等 等 。 因 此 , 这 样 的 自然 数 称 为 
序数 ， 以 区 别 于 前 述 的 可 用 来 回答 多 少 个 的 基数 理论 。 
当然 , 稍 加 处 理 , 即 可 使 二 者 沟通 起 来 。 
算术 基本 定理 在 自然 数 范围 内 ， 除 法 不 是 永远 能 
施行 的 , 这 就 是 说 , 任意 两 个 自然 数 的 商 未 必 是 自然 数 ， 
因而 出 现 因数 问题 。 所 谓 & 是 b 的 因数 ， 即 指 存 在 自然 
数 6, 使 ac=b, 也 称 为 4 除 尽 b, 此 时 b 称 为 的 倍数 。1 
是 任何 数 的 因数 。 自 然 数 P 称 之 为 一 个 素数 ,是 指 p>1， 
而 且 p 的 因数 只 有 1 与 ? 本 身 。 不 是 1 也 不 是 素数 的 自 
然 数 称 为 合 数 。 大 于 1 的 任意 自然 数 均 可 表 成 素数 的 乘 
积 ， 如 果 不 计 次 序 的 差别 ， 表 法 是 唯一 的 。 这 一 结论 通 
常 称 之 为 算术 基本 定理 ， 是 德国 数学 家 C.F. 高 斯 首先 
证 明 的 。 
记 数 法 ”用 十 个 数码 0,1, 2,…, 9 表示 任意 自然 数 
的 位 置 记 数 法 ,是 中 国 古代 首先 应 用 的 。 由 于 计算 工具 是 
算 筹 ， Cae hie eet 
Wp 式 1 NT TT 
模式 一 二 山 由 出 ， 
1 2 3 4 6 7 8 9 
例如 , 329 表 为 | 一 而， 1042 表 为 | 三 上 ,约定 各 位 数 
目 从 左 到 右 横 列 , 并 纵横 相间 ,数码 为 零 的 位 置 则 让 其 空 
着 ,以 后 逐渐 改 成 口 ,DO, 0。 位 置 记 数 法 不 必 限 于 十 进 
位 制 , 任 取 大 于 1 的 自然 数 "， 可 用 来 表示 任意 自然 数 的 
7 进位 制 ， 此 时 anan-i aiq 表示 wor" 十 on-ir 十 … 十 
QT! 十 gor", 此 处 0<as<r。 例 如 ,二 进位 制 的 11011 表示 
1.24+1.23 十 0.22 二 121 十 1.29, 表 成 十 进位 制 , 即 27。. 竖 
式 运算 不 必 限 于 十 进位 制 ，” 进位 制 的 记 数 法 同样 可 以 
进行 ,只 要 注意 到 填 ” 进 一 即 可 。 
分 数 ”分 数 的 建立 有 各 种 方式 ， 以 下 定义 是 比较 简 
634 


单 的 。 符 号 开 称 为 ( 正 ) 分 数 ,此 处 m,n 是 自然 数 ,其 相等 、 
相 加 、 相 季 规 定 如 下 :两 个 分 数 便 与 完 -， 当 mums 一 mn 


mm + many 


时 ,认为 是 相等 的 ,区 :与 了 的 和 ,是 指 分 数 Ian， 


人 记 为 3 了 易 证 ， 分 数 的 加 、 生 适 合 


交换 律 、 结 合 律 以 及 分 配 律 。 当 了 六 了 2 时， 由 定义 
mm 天 mm 于 是 ,mns> mm RM 在 前 
一 情形 ， 认为 型 > 名 在 后 一 情形 ， 认为 2 > 矶 。 这 


样 ， 任意 两 个 分 数 4 和， 或 a=b, 或 a>b， 块 b>o 三 者 
有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 。 从 而 对 分 数 规定 了 顺序 ， 分 母 


是 1 的 分 数 了 认为 与 自然 数 是 同一 的 ， 这 样 ， 就 可 写 


出 人 们 所 熟悉 的 分 数 的 一 些 性 质 。 

无 理 数 无 理 数 的 概念 虽然 在 古 希 腊 时 代 即 已 产 
生 , 但 是 严谨 的 论证 是 古代 学 者 不 能 胜任 的 。 直 到 17 世 
纪 以 后 , 随 着 数学 分 析 的 发 展 ,实数 理论 才 成 为 主要 研究 
课题 。19 世纪 70 年代， 由 R. 戴 他 爹 、G. 康 托 尔 ,区 .外 
尔 斯 特 拉 斯 采取 不 同 的 途径 差不多 同时 完成 。 

参考 书目 


钱 宝 防 主编 :< 中 国 数学 史 ", 科学 出 版 社 , 北京 ,1964。 
F, Klein, Elementory Mathematics from an duonced 
Standpoint, Dover, New York, 1939. 


名 与 池 的 积 ， 是 指 分 数 


( 闫 品 三 

suanshuqun 
算术 群 (arithmetic group) 。 帮 妊 中 带 有 算术 
性 质 的 一 类 离散 子 群 。 例 如 ， 实 数 域 R 中 的 整数 全 体 
Z;GL(n,R) 中 的 GL(n,Z);SL(n,R) 中 的 SL(n,2Z) 等 。 令 
G=GL(n,R), T=GL(n,Z), 若 GL(n,Q@) 的 子 群 G' 是 
与 了 相称 的 , 则 G' 称 为 GL(n,R) 中 的 算术 子 群 。 所 谓 群 
有 H 的 子 群 H, 与 H; 是 相称 的 , 意 即 HiNH, 在 H, 及 H， 
中 的 指数 [H,:H, 几 HJ] 与 [H,:Hi 赂 Hs] 都 是 有 限 的 。 相称 
关系 是 个 等 价 关 系 。 设 G 是 定义 在 有 理 数 域 Q 上 的 线性 代 
数 群 ,Go 表 G 的 @ 有 理 点 所 成 的 子 群 , 又 令 Gz= GonGL 
《mn,2), 若 Ge 的 子 群 了 与 Gs 相称 , 则 了 称 为 G 的 算术 子 
群 。 这 个 性 质 是 与 G 如 何 嵌入 在 GL(n, 囊 ) 中 无 关 的 。 

如 果 了 能 同 构 于 G 的 一 个 算术 子 群 ， 则 了 称 为 算术 
群 。 显 然 ， 算 术 群 中 的 有 限 指数 的 子 群 都 是 算术 群 。 算 
术 群 是 较为 广泛 的 一 种 群 ,诸如 有 限 群 ,有限 生 成 的 交换 
群 、 无 挠 的 有 限 生成 告 零 群 以 及 有 限 生成 的 非 交 换 自 由 
群 都 是 算术 群 ;如 果 环 尺 又 是 有 限 秩 自 由 Z 模 ,那么 环 民 
的 所 有 单位 所 成 的 乘法 群 R* ,都 是 算术 群 ;特别 地 ,代数 
数 域 K 的 整数 环 Or 的 乘法 群 Ot ,都 是 算术 群 。 

还 有 一 类 重要 的 算术 群 。 自 然 同 态 "，GL(n，Z) 一 
GL(n,Z/qZ) 下 的 核 Kerw=To, 称 为 主 同 余子 群 , 这 里 
是 把 任 一 n 阶 整 系数 方 阵 (9w) 映 射 到 方 阵 (B) E GL (n， 


2Z/gq2Z), 其 中 4 为 大 于 1 的 正 整 数 , 而 纹 是 整数 gu 所 属 
的 模 9 剩余 类 。 含 主 同 余子 群 Te 的 算术 子 群 T, TocT 
NGL(n,Z)， 称 为 同 余子 群 。 所 以 同 余子 群 必然 是 算术 
子 群 , 但 是 , 每 个 算术 子 群 了 是 否 都 是 同 余子 群 , 即 是 否 
有 9 使 TNGL(n, Z) 二 To， 这 是 算术 群 理 论 中 的 一 个 核 
心 同 题 , 并 称 之 为 同 余子 群 问题 。 当 G=SL(n,R),n>3 
时 , 同 余子 群 问题 已 有 肯定 答案 ,而 n=2 时 是 否定 的 ,对 
G 是 别 的 分 裂 型 单 连通 单 代数 群 时 ,也 有 类 似 结果 。 

最 早 研究 的 算术 群 是 SL(2, Z), 称 为 模 群 , 设 H 是 复 
数 平面 的 上 半 平 面 , 即 H= {z 一 # 十 动 EC|y> 0} ,矩阵 9 一 


b 
(4 )EesL(2,R) 以 下 列 方式 作用 在 H 上 : gz 一 92 二， 


ZEH, SL(2,Z) 是 SL(2, R) 中 的 算术 子 群 ,对 于 这 个 算术 
子 群 SL(2,Z) 可 以 找到 HH 的 一 个 子 集 D, 使 D 是 SL(2,2) 在 
HH 上 的 基本 域 , 即 满足 SL(2,2Z).D==H,@ 着 g' ESL(2， 
2), 则 集合 {g9ESL(2,Z)19D9'D 关 忆 } 是 有 限 集 ， 也 可 
以 对 一 般 算术 群 定义 基本 域 。 研 究 基本 域 的 存在 ， 紧 致 
性 ,测度 等 方面 的 理论 , 称 为 算术 群 的 简约 理论 。 它 也 是 
算术 群 理论 中 的 一 个 核心 问题 。 早 在 19 世纪 ，C. F. 高 
斯 和 J.W.R. 吉他 人 金 等 人 在 研究 梢 加 函数 的 时 候 , 就 先 及 
模 群 SL(2, Z) 及 模 群 下 不 变 的 模 函 数 , 高 斯 在 讨论 正定 
二 元 二 次 型 的 整 等 价 分 类 时 ,也 已 经 知道 模 群 的 基本 域 。 
20 世纪 30 年 代 C. 工 . 西 格 尔 研究 算术 群 SC(n,Z) ,并 作 
出 了 它 的 基本 城 , 称 为 西 格 尔 区 域 ,而 SL(n,2) 称 为 西 格 
尔 模 群 。 至 于 一 般 线性 代数 群 中 算术 群 的 研究 ， 则 是 在 
60 年 代 由 上 人, 博 震 尔 、 哈里 什 - 钱 德 拉 以 及 本 蒂 欧 开始 。 
这 个 概念 就 是 首先 在 他 们 研究 李 群 中 的 格 的 存在 性 时 产 
生 的 。 随 后 ,A. 赛 尔 伯 格 和 其 他 人 提出 了 一 个 著名 的 猜 
想 ，R- 秩 大 于 2 的 任 一 半 单 李 群 的 不 可 约 格 皆 是 算术 
的 。 经 过 博 雷 尔 .M, 拉 格 休 内 森 等 许多 著名 数学 家 的 努 
力 工作 ,这 一 猜想 最 后 为 G. A. 马 圭 利 斯 所 证 实 ,他 因此 
获得 1978 年 的 费 尔 兹 奖 。 这 些 工作 大 大 地 推动 和 丰富 了 
算术 群 的 研究 。 
参考 书目 

A. Borel, Introduction aux Groupes Arithmetiques, Her- 
mann, Paris, 1969. 

J. E. Humphreys, Arithmetic Groups, Lecture Notes in 
Math. 789, Springer-Verlag, Berlin, 1980. 

M.S. Raghunathan, Discrete Subgroups of Lie Groups, 
Springer-Verlag, Berlin, 1972- 

G. A. Margulis, Arithmeticity of Irreducible Lattices 
in Semi-Simple Groups of Rank Greater Thon 1, Mir., 


Moscow, 1971. 
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Suanshushu 

《算数 书 》 。 西汉 初 年 〈 吕 后 至 文帝 初 年 ) 的 竹简 算 
书 。1983 年 在 湖北 省 江陵 张 家 山 , 出 土 了 一 批 西汉 早期 
竹简 共 千 余 支 。 经 整理 ,这 批 竹简 中 包括 :律令 《 脉 书 》、 
《 引 书 》、 历 谱 、 日 书 等 多 种 古代 文献 。 其 中 还 出 土 了 一 部 
数学 著作 ,根据 写 在 一 支 竹 简 背 面 的 字迹 辨认 ,这 部 竹简 


算 书 的 书 名 是 《算数 书 》。 

《算数 书 》 共 有 竹简 二 百 余 支 《其 中 完整 者 185 支 )， 
由 于 长 期 埋 存 地 下 ， 已 全 然 残 乱 。 经 研究 ， 它 和 《 九 章 算 
术 % 一 样 ,也 采取 了 "问题 集 "的 形式 。 已 清理 出 来 的 小 标 
题 有 “分 乘 "“ 增 减 分 "“ 相 乘 "“ 合 分 "“ 经 分 "“ 里 田 、 
“ 税 田 ”、“ 金 价 ”“ 程 禾 "等 六 十 余 个 。 从 数学 内 容 看 ,《 算 
数 书 》 中 有 关于 分 数 各 种 运算 的 法 则 以 及 各 种 与 当时 社 
会 有 关 的 计算 数学 内 容 。 

《算数 书 》 是 中 国 现 已 发 现 的 最 古 的 一 部 算 书 ， 比 现 
有 传 本 的 《 九 章 算术 》 还 要 早 近 二 百年 ， 而 且 《 九 章 算 
术 ? 是 传世 本 ，《 算 数 书 》 则 是 出 土 的 竹简 算 书 ， 使 人 更 可 
以 了 解 中 国 古代 算 书 的 原貌。 《柱石 然 ) 


suantu 
算 图 (nomogram) 又 称 诺 模 图 , 系 指 根据 一 定 
函数 关系 式 由 若干 有 刻度 的 线条 所 构成 的 特定 图 形 ， 可 
用 来 进行 计算 。 例 如 ， 根 据 指数 函数 关系 式 w=w 可 制 
出 算 图 如 图 1。 若 变 元 4.v 的 值 已 知 , 则 在 图 中 4,? 轴 上 
定 两 点 , 作 一 直线 , 即 能 求 得 未 知 变 元 也 的 值 。 由 于 算式 
的 函数 关系 都 隐 含 于 算 图 的 线条 和 刻度 之 中 ， 而 图 上 只 
显 出 各 变 元 的 数值 ,因此 计算 操作 极为 方便 ,不 要 求 使 用 
者 先 经 任何 训练 或 具备 其 他 用 具 。 计 算 精 度 虽 受 图 形 限 
制 , 只 达 有 效 数字 三 位 上 下 , 但 一 般 已 可 满足 实际 需要 。 
在 科学 技术 各 部 门 , 算 图 都 有 广泛 应 用 。 

算 图 分 为 贯 线 算 图 和 网 络 算 图 两 类 。 

员 线 算 图 又 名 列 线 图 。 它 的 基本 要 求 为 三 点 共 线 。 
设 三 点 及 其 坐标 为 Pi(ziygi)、P:(xayga)、Ps(xayaa)， 则 
Pi、P:、P; 共 线 的 充 要 条 件 为 


2 
za Ya 1|=0。 (1) 
za yl 
给 定 函数 式 
Fu,v,w)=0, (2) 
设 此 式 可 化 为 
Flu) gu) 1 
Fu,v,w)=|f,(v) gi(v) 1|=0, (3) 
fCw) gw) 1 


将 (1) 与 (3) 对 照 ,可 得 
a=f(u), Y= (4) 
Xs=fa(V), Ys=92(0); (5) 
P=f(w), Y=g(w), (6) 
在 (4) 中 , 以 变 元 x 作为 参数 ， 可 得 出 点 Px1, 妨 ) 的 轨 
迹 , 称 为 & 尺度 (简称 4 尺 ),(4) 称 为 4 尺 的 尺度 方程 同 
样 ,(5)、(6) 分 别 为 v 尺 、 w 尺 的 尺度 方程 。 用 此 三 组 尺 
度 方程 即 可 绘制 4、v、w 三 尺度 ,构成 贯 线 算 图 。 

图 1 的 绘制 方法 是 将 原 有 算式 鼠 = 刀 化 为 logw 一 
blog wu, 故 (uv, ww) 一 "log& 一 log w=~0。 为 使 此 算式 化 
为 行列 式 , 试 引入 辅助 参数 s.t, 使 =log 4,t=logw, 并 
代入 上 式 而 得 三 联 立 式 关于 sst\1 的 齐 次 线性 方程 组 
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5 尺 居于 5 风 =o(o 尺 在 z 贡 


上 ,用 儿 角 坐标 ,5 刻度)， 

也 尺 z=1, y=—logw(wRR 
平行 轴 , 距 y 轴 单 位 长 ,用 反 向 对 数 
刻度 )。 

若 三 元 函数 Fu v, zw)= 0 取 函 
数 乘法 关系 有 (W)Cv) 一 户 (zg) 的 形 
式 ( 缩 记 为 了 人 = 所) 可 得 DY 及 D, 为 

1 0 -fn 


Dr*=|fj -1 0|=0, 


0 1 -fh 

o fl 
po | 
1+f 六 

1 = 和 


由 此 可 得 w.v.w 三 元 的 尺度 方程 , 而 
三 尺度 全 为 直线 , 4 尺 平行 于 岂 尺 , 并 
均 与 尺 斜 交 ， 故 这 种 贯 线 算 图 称 为 
名 形 算 图 。 


三 元 算式 取 函 数 加 法 九 (u) 十 
CV) 一 及 (w) 即 筷 + 人 = 所 的 形式 ， 依 
上 法 可 得 D* 及 D, 为 
1 0 一 
Dr=lo 1 -fo, 
1 1 =h 
时 w= 400,"= 女 ， 则 w= 20 Eloo00 0 fl 1 
w= 30, v=2， 购 w= 900 D,=|! 让 l=0, 
图 1 www 算 图 3 # 1 
slog ub, 例如 ,对 于 算式 ,pe 
vs—t=0, . | A 
t—log w=0, 
D -|1 b 1|_0 (7) 
由 于 此 齐 次 方程 组 有 非 零 解 ,所 以 得 TT ce . 
1 0 ~logu 本 六 
Dremelv 一 1 0 0, 要 
0 1 -logw 
再 把 D* 化 为 (3) 的 形式 ,可 得 六 ,4 
0 logu 1 六 § 
Po se Pa 区 
和 | Be 
1 ~logwl1 Py 
行列 式 D* 称 初始 行列 式 ，D, 称 标准 行列 式 。 二 者 都 可 
还 原 为 算式 Fu,v,w) 一 0。 
从 (4)、(5)、(6) 可 得 关于 ww 算 图 的 三 组 尺度 4 
方程 : 5 四 四 六 四 


4 尺 x1=0,y4=logu(u 尺 在 y 轴 上 ,用 对 数 刻 度 )， 图 2 呐 线 算 图 示意 图 
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| og 


a =A. b= 6. 则 c= 10 


3 3 
本 ' 4 
在 (7) 中 , 因 zxa\zs 三 坐标 各 为 常数 0、1、1/2, 故 a.b、 
6 三 尺 均 平行 于 y 轴 。a 尺 .b 尺 为 
平方 刻度 ，c 尺 相似 而 缩 半 (图 3)。 
此 种 算 图 由 三 平行 尺度 构成 ， 故 称 
为 三 平 算 图 ， 在 算 图 中 应 用 最 广 。 
例如 ,对 算式 有 f= 所, 经 取 对 数 后 ， 
可 化 成 logf1+1logfi=logf,。 又 如 ， 
WWw=wWw 也 可 用 重 对 数 化 成 log log 十 
log v=1loglogw， 从 而 都 可 以 作出 
三 平 算 图 。 
有 的 三 元 算式 Flu, v, w)=0 

中 有 两 个 含 某 一 变 元 的 不 同 函数， 
一 般 形式 为 ， 

fu) +fv) fw) +g(w)=0, 
式 中 含 w 的 有 包 、g, 两 个 函数 。 仿 
前 可 得 


了 尺 与 9 尺 为 二 平行 尺度 ,用 等 分 刻度 。xz 为 二 次 曲线 尺 
度 ( 双 曲线 )。 在 此 ,一 贯 线 与 x 尺 可 有 两 交点 ,它们 对 应 
于 zx 的 两 个 实 根 ; 若 不 相交 , 则 无 实 根 。 这 种 图 称 为 平 曲 
算 图 (图 4)。 

并 非 一 切 三 元 算式 F(u, v, w)=0 都 可 作出 相应 的 
贯 线 算 图 。 对 于 特定 的 算式 F=0 是 否 可 能 作出 贯 线 算 
图 , 其 关键 在 于 从 =0 推导 出 行列 式 D* 及 D,, 以 求 得 
WV.w 三 尺 的 尺度 方程 。 除 此 法 以 外 , 亦 可 不 用 行列 式 ， 
只 将 F=0 按 其 类 型 ,诸如 f+f,=f,ff=f, 提 + 十 
由 =0 等 各 种 形式 , 选 定 三 平 算 图 , Z 形 算 图 , 平 曲 算 图 等 
贯 线 算 图 格式 ， 然 后 作出 尺度 方程 。 后 一 方法 易 为 初学 
者 掌握 。 

网 络 算 图 它 的 基本 要 求 是 三 线 共 点 。 同 贯 线 算 图 
的 三 点 共 线形 成 几何 学 的 对 偶 关 系 。 对 于 给 定 算式 F(u， 
2 ww) ==0, 网 络 算 图 的 适用 范围 比 货 线 算 图 更 为 广泛 , 但 
其 使 用 和 制作 比 贯 线 算 图 困难 ,精度 也 低 。 因 此 ,网 络 算 
图 只 成 为 算 图 中 次 要 类 型 ， 或 与 主要 类 型 叶 线 算 图 配合 
使 用 。 

下 面 以 二 次 方程 所 +pt+q=0 为 例 绘制 网 络 算 图 。 
在 此 ,算式 F(p,q,t)=0, 用 直角 坐标 , 使 P=x, g=y 而 


m+prt+q= 0 9 


- 


Eo 
韭 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
rmi TT 


1 0 -fh 
一 了 |=o， 
1 f g 
:| 
| 
| 
[TB I 
例如 对 于 二 次 方程 十 px+q=0, 让 
为 4,f; 为 P,f, 为 x, gs 为 习 , 故 可 得 
0 p 1 


D*=0 1 


D,=| 


一 0。 


ii ， 
aa 


图 4 二 次 方程 贯 线 算 图 


形成 p 族 直线 和 9 族 直线 〈 即 纵横 坐 
标 网 )。 当 + 取 0, 土 1, 士 2 等 值 ,可 得 
g=0, 士 +9g+1=0, 士 2p+9q+4=0 
等 直线 ， 形 成 上 族 直线 。 当 pq 取 定 
值 ， 此 p 线 和 9 线 交 点 所 经 过 的 上 线 
有 了 两 条 ， 即 可 以 读 出 所 求 上 + 的 两 根 
(图 5)。 

除 三 元 算式 以 外 ， 四 元 算式 以 及 
五 元 以 上 的 算式 ,也 都 可 作出 算 图 。 对 
于 四 元 算式 F(u,v,w, t)=0, 在 一 定 
条 件 下 可 引入 过 渡 变 元 R, 将 原 式 分 
解 为 两 个 三 元 函数 ， 

Fi(u,v,R)=0, 

如 算式 


Fl(w,t,R)=0。 


a sinA 
-sinB’ 
可 化 为 
a sinA 
-R=-snB’ 
作出 两 个 Z 形 贯 线 图 (图 6)。R 尺 为 
两 算 图 的 共同 尺度 ,其 上 不 用 刻度 点 ， 
只 使 第 一 贯 线 的 交点 决定 第 二 贯 线 即 
可 。 这 样 ， 
sin B=bsin A/a 
或 
b=asin B/sin A 
的 值 可 以 读 出 。 
上 述 四 元 算式 的 分 解法 是 由 两 组 
货 线 算 图 利用 共同 尺度 复合 而 成 ， 故 


Te 0 0 1 1 称 为 复合 算 图 。 也 可 由 货 线 算 图 与 网 
图 5 二 次 方程 网 络 算 四 
0 Ho lo M0 0 9 m 70 6 和 4 3 ww 10 
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六 
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s0 
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30"44 全 
20° 和 
50 
34=58 . B=20 , b=35. 
上 60 则 a=86.8( 从 4,B 定 R 点 再 
Fz0。 从 R 与 p 来 o) 
Cr 
0 20 30 4 和 50 50 70 8 和 10 0 120 130 10 150 


图 6 正弦 定理 算 图 
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络 算 图 相 结 合 或 两 网 络 算 图 相 结合 ， 甚 至 用 三 组 复合 算 
图 来 处 理 更 复杂 的 多 元 算式 。 
参考 书目 

罗 河 著 ，* 图 算 原理 *, 中 国 科学 图 书 仪器 公司 ,上 海 ,1953。 

A. S. Levens, Nomography, John Wiley & Sons, New 
York, 1948. 

B. A. Hescxui, Cnpasounana xnuta no noxorpafuu, Tocre- 
xuanar, Mocksa, 1951. 


(和 孙 克 定 ) 
suanzl banqun 

算 子 半 群 (semigroup of operators) 依赖 
于 参数 的 算 子 族 。 单 参数 的 算 子 举 群 可 以 通过 指数 公式 
exp( 一 tA) 的 形式 表示 出 来 , 其 中 4 是 一 个 算 子 , 称 为 生 
成 元 ,而 + 二 0。 算 子 半 群 理论 是 泛 函 分 析 的 一 个 分 支 , 主 
要 研究 各 种 类 型 的 算 子 半 群 和 它们 的 生成 元 的 特性 ， 以 
及 指数 公式 的 各 种 表达 形式 。 这 个 理论 在 发 展 型 方程 
(扩散 型 及 波动 型 偏 微 分 方程 ) ,马尔 可 夫 过 程 论 , 算 于 到 
近 论 ,各 态 历 经 理论 ,控制 理论 以 及 量子 力学 的 数学 理论 
中 有 着 广泛 的 应 用 。 

强 连 续 线性 算 子 半 群 ”是 这 样 一 族 线性 算 子 {T(t)| 
t>0}, 它们 都 连续 地 映 巴 拿 赫 空间 X 于 自身 ， 满足 ，@、 
T(0)=1 (合同 算 子 ); @T(ty+t)=TCt)T(t)， 对 一 切 
tti>0; 图 对 一 切 xEX, 有 T(t)xz->x 于 X 当 ty +0。 这 
类 半 群 可 以 表示 为 exp( 一 翅 ) 的 形式 ,其 中 4 是 闭 的 , 有 
稠密 的 定义 域 D(A), 且 满足 条 件 : 3w>0, 当 入 > 时， 
XI+A 有 有 界 道 ， 并 有 常数 M， 使 得 |(XI+4) "< 
M/( 和 一 w60)", n=1,2,…。 这 个 条 件 还 是 充分 的 。 指 数 公 
式 exp (一 tA) 有 几 种 解释 。 其 一 ， 当 xED(A) 时 ， 成立 

BT (tx= -4r(bx= —T(t)Ax。 
这 个 结论 给 出 算 子 微分 方程 初始 值 问题 的 解 。 
x(t) + Axct) =0, x(0) =x, ED(A), 
有 解 x(t)=T(t)x。。 其 二 ， 


T(t)=limexp(- 维 (I+ 译 4) )( 强 )， 


这 里 着 记 
B=-A(1+24)", 
则 其 为 有 界线 性 算 子 ， 于 是 可 以 定义 
1l 
ep (一 二 )= 电击 (一 t)"。 
其 三 ， 
T(t) =lim(I+ 不 4) ( 强 )。 
这 类 算 子 半 群 的 理论 主要 是 由 C. EF. 希 尔 、 吉 田 耕 作 、 
R. S. 菲利普 斯 等 人 莫 定 的 。 
百 算 子 终 是 希 尔 伯 特 空间 电 到 自身 的 一 族 本 站 子 


( 见 线性 算 子 )，{U(t)| 一 co<t<co}， 满 足 ， OU 二 
妇 ) 一 U(tD)U(a) 对 一 切实 数 拍 ;a; @ 对 任意 x,yEH, 函 


算 


数 (U(t)x, y) 是 可 测 的 , 其 中 (”) 是 卫 上 的 内 积 。 斯 通 定 
理 断 言 :U(t) 一 exp( 一 让 4)， 其 中 4 是 且 上 的 一 个 自 伴 算 
子 。 而 且 送 定理 也 成 立 。 这 个 定理 在 群 表示 论 中 有 重要 
的 作用 ,在 量子 力学 中 则 给 出 巷 定 户 方 程 解 的 表示 。 
压缩 半 绎 满足 T(t)|<1， 对 一 切 t>0 的 强 连续 
算 子 半 群 。 成 为 压缩 半 群 的 生成 元 A 的 充 要 条 件 是 


Toxr+ A)- 由 < 款 , 对 一 切 和 > 0。 线 性 算 子 4 称 为 是 增殖 


的 ,是 指 Relx*, Az>0 对 一 切 xED(A), 对 一 切 x*E 
T(x):={x* EX | xt, x>=]zx]:, x*l=|z)), 式 中 ¢,> 
表示 X 的 共 亏 空间 X* 与 X 同 的 对 偶 。 压 缩 半 群 的 生成 元 
有 一 个 等 价 的 刻画 ,4 是 闭 的 增殖 算 子 ,并 有 *。>0, 使 得 
(xfI+A) 的 值 域 是 满 的 。 压 缩 半 群 的 应 用 极为 广泛 ， 许 
多 具体 算 子 半 群 都 是 压缩 的 。 例 如 ， 布朗 运 动 中 迁移 函 
数 导 出 的 算 子 半 群 、 发 展 型 方程 的 解 导 出 的 算 子 半 群 以 
及 泊 松 核 导 出 的 半 群 等 。 

解析 蛋子 站 妊 ”还 有 一 类 特殊 的 压缩 半 群 ， 其 中 
T(t) 作为 上 的 算 子 值 函数 可 以 解析 开拓 到 一 个 包含 正 实 
轴 的 复 平面 中 的 角形 区 域 上 去 。 这 类 算 子 半 群 在 抛物 型 
方程 中 有 重要 应 用 。 

线性 算 子 半 群 理论 也 被 推广 到 了 非 线性 算 子 。 非 线 
性 压缩 算 子 半 群 {T(t)1t=0)》 是 这 样 一 族 由 巴 拿 赫 空 间 
关中 的 子 集 C 到 自身 C 的 非 线性 映射 ， 除 了 满足 线性 强 
连续 算 子 半 群 定义 中 的 条 件 @~@ (但 以 zxEC 代 车 
xEX) 而 外 ， 还 假设 满足 条 件 T(t)x 一 T(t)y|<|x 
一 丰 , 对 一 切 x,yEC, 和 一 切 t>0。 为 了 描写 非 线性 压缩 
半 群 的 生成 元 ,引进 多 值 增殖 算 子 的 概念 , 称 XxX 上 的 
一 个 子 集 4 为 一 个 多 值 算 子 , 如 果 记 Ax={yEX|[x,y] 
EA), D(A)~{xEXIAx#*B},R(A)=UAx( 见 非 线性 
并 子 )。 一 个 多 值 算 子 A 称 为 是 增殖 的 ， 如 果 ，Recxw， 
切 一 纹 ) 关 0 对 一 切 zx ET 一 za),[zog]EA,，i 一 1)2。 
当 X 是 希 尔 伯 特 空间 时 ， 一 个 多 值 增殖 算 子 就 是 一 个 单 
调 算 子 。 多 值 增殖 算 子 有 一 个 等 价 刻画 :|z, 一 za|< 
+9) 一 (Xz+Xy2)。 当 X>0, 对 一 切 [xb3E4， 
i=1,2。 有 下 列 克 兰 多 尔 - 利 格 特定 理 , 设 4 是 巴 拿 赫 空 
闻 上 的 一 个 闭 的 多 值 增殖 算 子 ， 并 且 存 在 和 > 0, 使 得 


RCI+XA) 志 区 a), 则 Tbz=lim(I+ 工 A) x 对 一 切 
a 


t>0 及 一 切 x*ED(A) 都 存在 ,并 且 T(t) 是 一 个 非 线性 压 
缩 半 群 。 但 是 其 逆 命 题 一 般 是 不 成 立 的 。 事 实 上 有 例子 
表明 存在 着 一 个 没有 生成 元 的 压缩 半 群 ， 即 对 每 个 
xEX,lim 二 (T(t) 一 Dx 都 不 存在 。 然 而 当 X 是 一 个 希 
尔 伯 特 空间 时 ， 上 述 定 理 中 的 条 件 相当 于 4 是 极 大 单调 
的 。 这 时 其 逆 定 理 在 下 述 意 义 下 成 立 。 设 X 是 一 个 希 尔 
伯 特 空间 ， 那 么 在 X 的 极 大 单调 算 子 人 4 与 闭 凸 子 集 C 上 
的 非 线性 压缩 半 群 之 间 存 在 着 一 一 对 应 如 下 ，@ 对 每 个 
极 大 单调 算 子 4, 存 在 C= DC4) 上 的 唯一 的 非 线性 压缩 
半 群 了 (f), 使 得 he: 一 {[x,A%w]|xED(A),Ax 是 Ax 中 
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取 极 小 模 的 元 素 } 是 这 半 群 的 生成 元 ，@ 对 每 个 在 闭 凸 
子 集 C 上 定义 的 非 线性 压缩 半 群 T(t)， 存 在 唯一 的 极 大 
单调 算 子 A, 使 得 D(A4)=C， 并 上 且 A* 是 T(t) 的 生成 元 。 
非 线性 半 群 理论 在 非 线性 发 展 型 方程 和 非 线性 各 态 历经 
理论 的 研究 中 有 重要 的 应 用 。 

参考 书目 
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( 张 其 庆 》 
suanzl nelcha 
算 子 内 插 (interpolation of operators) 
证 明 算 子 有 界 性 的 一 种 数学 方法 。 如 果 算 子 T 是 L? 到 
Lr 的 有 界 算 子 , 即 对 所 有 的 1fEL?, 有 TfELs, 且 满足 
ITflse<M lflse, 
式 中 内 是 算 子 的 界 ,与 了 无 关 ,就 称 了 是 强 (p,9) 型 的 .最 
早 也 是 最 典型 的 算 子 内 插 定 理 是 里 斯 - 索 林 定理 。 
里 斯 - 索 林 定理 ”如 果 线 性 算 子 了 同时 是 强 (pb g) 
和 强 (piyg:) 型 的 ,其 中 1 和 Pi 和 coy1<9%<co(j 一 1,2)， 即 
lf sMlflsn, 
lrflzes<M,lflse,, 
则 对 所 有 满足 ‘ 
和 1 1 
pt pt 
5 1 1 (<) 
a mt 
的 p 和 gq,T 是 强 (p,9g) 型 的 , 即 
lflsa<Mlf se, 
并 且 MM,Mi,M, 之 间 满足 不 等 式 
MS<MIMI。 
可 以 从 几何 上 来 看 定理 中 p, 9 和 Py, 9, 的 关系 。 记 
< 下,8- 半 ,au 起 , 负 = 起 -12), 则 mm 表示 区 
间 [0,1] 上 的 两 点 ,x 在 m， 
四 之 间 ， 设 想 8 是 ax 的 函 几 
数 ,在 w 时 取 值 B, 在 时 
取 值 8,, 问 8 在 a 点 取 什 4 
么 值 ?关系 式 (1) 表 明 8 的 4 
值 恰 好 等 于 在 (a1,81) 和 
《wayp:) 作 线性 内 插 时 的 
线性 函数 在 < 取 的 值 (图 。“ 
了。 这 就 是 算 子 内 插 这 个 。 加 1 算 子 内 插 中 指标 关系 
名 称 的 由 来 。 的 几何 解 于 
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里 斯 - 索 林 定理 说 明 ， 要 证 明 一 个 线性 算 子 了 是 L? 
到 Ze 有 界 的 ,只 须 验 证 了 同时 是 L731 到 Lm 和 Lr 到 Ls 


有 界 的 。 也 就 是 说 ,要 得 到 7 是 强 ( 雪 ， 必 ) 型 的 ， 只 和 需 
验证 了 在 线 民 的 两 个 端点 具有 相应 的 型 ， 即 同时 是 强 
(二 天) 型 和 强 (二 ， 寺 ) 型 就 可 以 了 。 

下 面 通过 一 个 典型 例子 来 看 如 何 应 用 这 种 算 子 内 揪 
的 方法 。 

这 斯 多 夫 - 杨 定理。 设 了 是 了 的 传 里 叶 变 换 , 即 

je) = ete, 
则 lf lf, 


式 中 1<p<2; 去 + 于 -1 
从 算 子 内 插 的 观点 来 看 这 个 

定理 ,就 显得 比较 简单 。 事 实 上 ， 

取 P=2, 91=2， 这 时 不 等 式 0 . 

zs< lflls: 是 帕 舍 伐 尔 等 式 的 。 图 2 用 算 于 内 揪 

推论 。 取 P=1,q,= 吕 ， 这 时 显 。 证 明 率 斯 多 夫 - 

然 有 疡 定理 


Ws =sup| | ees < fe es= Nha 


用 里 斯 - 索 林 定理 便 得 所 要 证 的 结果 (图 2)。 如 果 不 用 算 
子 内 揪 , 这 定理 的 证 明 就 困难 得 多 。 

里 斯 - 索 林 定理 的 条 件 可 以 减弱 。 首 先 ,线性 算 子 的 
条 件 可 用 次 可 加 性 代替 ,所谓 次 可 加 性 是 指 对 任意 的 了， 
9， 皆 有 

IT(f+9)(x)| SIT (x) + |T(g)(x)|, 

其 次 ， 更 重要 的 是 定理 的 强 型 条 件 可 以 用 下 面 的 弱 型 条 
件 代替 。 称 了 是 弱 (p,9) 型 的 (1 和 9< ce)， 如 果 存在 常数 
C, 使 得 对 任意 的 fEL? 和 任意 的 实数 和 > 0, 有 不 等 式 
(Us) 


m{x||Tf(x)|>2}< 


成 立 , 式 中 严 表 示 勒 贝 格 测度 。 如 果 9= oo, 则 弱 (p,q) 型 
用 强 (P,9) 型 定义 。 不 难 证 明 , 强 (p,9) 型 的 算 子 一 定 是 弱 
(p,q) 型 的 。 这 样 代替 以 后 , p, 9 的 限制 要 多 一 些 ! 这 可 
以 叙述 为 下 面 的 另 一 个 十 分 基本 的 内 插 定 理 。 

马 钦 凯 维 夺 内 插 定 理 ”如 果 次 可 加 算 子 了 同时 是 弱 
《Pis91) 型 和 弱 (P,,9,) 型 的 , 即 
mt{zl fx)1>2) < (Sn) , 
mtzllzfcz)1>x)<( Cglee )”， 

式 中 1 和 pi<g 和 co,1<pPi<9 和 co,Pi<<piyqi 关 gy 则 对 
所 有 满足 


和 pe ! 
p=-DB+tE 

(0<t<1) 
看 
9 


1 1 
ww 
1 4 bit 


的 (p,9),T 是 强 (p,9) 型 的 , 即 
zjlze<Clflzz。 

调和 分 析 中 的 许多 重要 算 子 ,如 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 
大 函数 , 奇异 积分 算 子 等 的 强 (P,p) 型 (1<p< co)， 都 是 
用 马 钦 凯 维 奇 内 插 定理 证 明 的 。 

除 上 述 两 个 定理 外 ， 还 有 许多 其 他 类 型 的 算 子 内 插 
定理 。 近 代 的 算 子 内 插 理 论 ,已 经 从 Lr 空间 推广 到 其 他 
许多 的 空间 , 例如 索 伯 列 夫 空间 、H 空间 、 别 索 夫 空间 
等 等 。 

算 子 内 揪 的 方法 不 仅 在 调和 分 析 , 还 在 泛 函 分 析 、 偏 
仙 分 方程 的 理论 中 有 许多 应 用 。 

参考 书目 

E. M. Stein and G. Weiss, Introduction to Fourier Ana- 
lysis on Euclidean Spaces, Princeton Univ. Press, Prin- 
ceton, 1971. 

A. Zygmund, Trigonometrical Series, 2nd ed., Vol. 1~2, 


Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1959. 
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suljl bljin 
随机 通 近 (stochastic approximation) 在 
有 随机 误差 干扰 的 情况 下 ， 用 逐步 通 近 的 方式 估计 某 一 
特定 值 的 数理 统计 方法 。1951 年 , H. 罗 宾 斯 和 S. 门 罗 
首先 研究 了 此 问题 的 一 种 形式 ， 设 因素 X 的 值 可 由 试验 
者 控制 ，X 的 “响应 "的 指标 值 为 Y， 当 取 X 之 值 * 进 行 
试验 时 , 响应 了 可 表 为 Y=h(x)+s; 式 中 k(x) 为 一 未 知 
函数 , 6 为 随机 误差 。 设 目标 值 为 4, 要 找 这 样 的 x*, 使 
h(x*#) 一 A。 分 别 以 XY 一 A 和 h(x) 一 A 代替 Y 和 h(x)。 不 
妨 设 A=0， 问 题 就 在 于 找 方程 h(x) =0 的 根 x**。 例 如 
若 X 为 施 药 量 ，Y 为 衡量 药物 反应 的 某 种 生理 指标 ， 则 
问题 在 于 找 出 施 药 量 x*， 以 使 该 生理 指标 控制 于 适当 的 
值 4。 

若 随机 误差 6=0, 且 h(x) 为 已 知 函数 , 则 数值 分 析 
中 提供 了 许多 近似 解法 ,例如 可 用 牛顿 先 代 法 求解 :从 一 
适当 选择 的 初始 值 x。 出 发 ,用 过 代 公式 zw =x, 十 ay 
式 中 妇 =h(x40)344= 一 1/h"(x,)。 但 当 h(x) 未 知 且 有 随机 
误差 干扰 时 , a, 和 无 法 算出 。 罗 宾 斯 等 将 上 述 算法 稍 
作 修改 ， 引 进 迭 代 程 序 xie 一 zs 一 bpYi， 式 中 Y, 为 当 
X= zx 时 Y 的 响应 值 ,b, 为 适当 选 定 的 常数 。 假 定 MKz) 为 
x 的 递增 函数 且 增长 速度 不 快 于 线性 ， 而 各 次 量 测 相互 


独立 , 则 理论 研究 证 明了 ,只 要 取 b.>0 满足 总 w<， 
六 4~%， 则 由 此 算法 决定 的 序列 {z) 以 概率 1 收 全 到 


2#( 见 概率 论 中 的 收效 )。 上 述 算法 叫 罗 宾 斯 - 门 罗 程序 ， 
这 是 随机 台 近 的 开创 性 的 工作 。 

在 有 的 问题 中 ,要 找 的 不 是 h(x) 的 零点 , 而 是 其 
极 值 点 *， 它 满足 h'(%)=0。 但 试验 观测 到 的 不 是 
h'(x)+s 而 只 是 kz)+s， 故 上 述 算法 不 能 用 于 逼近 元。 
J 基 弗 和 J. 沃 尔 弗 维 艾 依 据 用 差 商 逼近 h'(x) 的 想法 在 
1952 年 提出 了 一 个 算法 ( 基 弗 - 沃 尔 弗 维 蒋 程 序 ) 以 解决 


估计 乞 的 问题 。 
1951 年 以 来 ,随机 逼近 的 研究 已 取得 了 很 大 的 进展 。 
在 理论 上 ， 讨 论 了 量 测 误差 不 独立 的 情形 和 带 约束 条 件 
的 情形 , 以 及 h(x) 具有 更 一 般 性 质 的 情形 。 也 考虑 了 时 
间 连 续 时 的 算法 和 修正 系数 b, 的 选择 , 并 对 算法 的 渐 近 
性 质 作 了 深入 的 研究 。 在 方法 上 ， 也 从 纯 概率 发 展 到 结 
合 使 用 微分 方程 等 工具 。 随 机 逼近 在 优化 问题 、 适 应 控 
制 、 调 节 及 跟踪 系统 等 方面 都 有 应 用 。 
参考 书目 
M. T. Wasan, Stochastic Approximation, Cambridge 
Univ. Press, Cambridge, 1969. 
H. Robbins and $. Monro, A Stochastic Approximation 
Method, Ann. Math. Statist., Vol. 22(1),1951. 
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sulll blonllong 
随机 变量 (random variable) 随机 试验 结果 
的 量 的 表示 。 例 如 挤 一 颗 般 子 出 现 的 点 数 ， 电 话 交换 台 
在 一 定时 间 内 收 到 的 呼叫 次 数 ， 随 机 抽查 的 一 个 人 的 身 
高 ,悬浮 在 液体 中 的 微粒 沿 某 一 方向 的 位 移 ， 等 等 , 都 是 
随机 变量 的 实例 。 

一 个 随机 试验 的 可 能 结果 ( 称 为 基本 事件 ) 的 全 体 组 
成 一 个 基本 空间 0( 见 概率 )。 随 机 变量 X 是 定义 于 OQ 上 
的 函数 , 即 对 每 一 基本 事件 oE0, 有 一 数值 X(w) 与 之 对 
应 .以 撞 一 颗 航 子 的 随机 试验 为 例 , 它 的 所 有 可 能 结果 是 
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共 6 个 ,分 别 记 作 motosywtyosyoey 这 时 ,9 一 (oo wy 
ouyasyas}, 而 出 现 的 点 数 这 个 随机 变量 X, 就 是 上 
的 函数 X(w) =k,k=1,2,…,6。 又 如 设 0= (oosy 
wn} 是 要 进行 抽查 的 n 个 人 的 全 体 , 那么 随意 抽查 其 中 一 
人 的 身高 和 体重 ,就 构成 两 个 随机 变量 XX 和 YY, 它们 分 别 
是 OQ 上 的 函数 ，X(w%) 一 "ww 的 身高 "，Y (wx) 一“w 的 体 
重 ",k=1,2,…,n。 一 般 说 来 ,一 个 随机 变量 所 取 的 值 可 
以 是 离散 的 (如 挪 一 颗 角 子 的 点 数 只 取 1 到 6 的 整数 , 电 
话 台 收 到 的 呼叫 次 数 只 取 非 负 整数 ), 也 可 以 充满 一 个 数 
值 区 间 ,或 整个 实数 轴 ( 如 液体 中 悬浮 的 微粒 沿 某 一 方向 
的 位 移 )。 

在 研究 随机 变量 的 性 质 时 ， 确 定 和 计算 它 取 某 个 数 
值 或 落 入 某 个 数值 区 间 内 的 概率 是 特别 重要 的 .因此 , 随 
机 变量 取 某 个 数值 或 落 入 某 个 数值 区 间 这 样 的 基本 事件 
的 集合 ， 应 当 属于 所 考虑 的 事件 域 。 根 据 这 样 的 直观 想 
法 ,利用 概率 论 公理 化 的 语言 , 取 实数 值 的 随机 变量 的 数 
学 定义 可 确切 地 表述 如 下 : 概率 空间 (9,9,P) 上 的 随机 
变量 X 是 定义 于 OQ 上 的 实 值 可 测 函 数 ， 即 对 任意 4“E0， 
X(w) 为 实数 , 且 对 任意 实数 x, 使 X(w)<<* 的 一 切 。 组 成 
的 0 的 子 集 {w: X(w)<x} 是 事件 , 也 即 是 中 的 元 素 。 
事件 {o:X(o)<z} 常 简 记 作 {X<x}, 并 称 函数 F(X) 二 
P(X<x), 一 <x<oo, 为 X 的 分 布 浮 数 。 
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设 X,Y 是 概率 空间 (9,9,P) 上 的 两 个 随机 变量 ,如 
果 除 去 一 个 零 概率 事件 外 ，X(o) 与 Y(w) 相同 , 则 称 
X=Y 以 概率 1 成 立 ， 也 记 作 P(X=Y)=1 或 X=Y,a.s. 
(a.s. 意 即 几 乎 必然 )。 

有 些 随机 现象 需要 同时 用 多 个 随机 变量 来 描述 。 例 
如 对 地 面目 标 射击 ， 弹 着 点 的 位 置 需要 两 个 坐标 才能 确 
定 ,因此 研究 它 要 同时 考虑 两 个 随机 变量 ,一 般 称 同一 概 
率 空间 (0,F,P) 上 的 nn 个 随机 变量 构成 的 n 维 向 量 X= 
(X1,X,，…， Xn) 为 n 维 随机 向 量 。 随 机 变量 可 以 看 作 一 
维 随机 向 量 。 称 nn 元 x4,Xs,… ,x 的 函数 

F(XysX2s Kn) = P(X SX XI EX Kn SXn) 

为 XX 的 (联合 ) 分 布 函 数 。 又 如 果 (X,, X:) 为 二 维 随机 向 
量 , 则 称 Xi 十 议 , (六 = 一 1) 为 复 随机 变量 。 

随机 变量 的 独立 性 ”独立 性 是 概率 论 所 独 有 的 一 个 
重要 概念 。 设 X,,X,，…， Xn 是 个 随机 变量 ,如 果 对 任 
何 n 个 实数 zza…yzn, 都 有 

P(XIS<X, ,Xn SK) =P(X EX) P(X Sx), 

即 它们 的 联合 分 布 函 数 (Xi, Xx, …，zxn) 等 于 它们 各 自 
的 分 布 函数 F(x，) ,F(x,) ,…,Fn(x。) 的 乘积 , 即 

F(x Xa Kn) = F(X)F, (Xe) Fn Xn), 
则 称 X,, X,，…， Xn 是 独立 的 。 这 一 定义 可 以 直接 推广 
到 每 一 X,(k=1,2,…,n) 是 随机 向 量 的 情形 。 独 立 性 的 
直观 意义 是 , X,, XX,，…,X。 中 的 任何 一 个 取 值 的 概率 
规律 ,并 不 随 其 中 的 其 他 随机 变量 取 什 么 值 而 改变 ,在 实 
际 问 题 中 通常 用 它 来 表征 多 个 独立 操作 的 随机 试验 结果 
或 多 种 有 独立 来 源 的 随机 因素 的 概率 特性 ， 因 此 它 对 于 
概率 统计 的 应 用 是 十 分 重要 的 。 

从 随机 变量 (或 向 量 )X,,X,，,… ,Xs 的 独立 性 还 可 以 
推出 , 设 B 是 X 取 值 的 空间 中 的 任意 访 莱 尔 集 , k=1， 
2,…sn, 则 有 

P(XIEB,,*…,X, EB,)=P(X, EB,)..P(X, EB,). 

设 Xi,X:，…X。 是 独立 的 , 则 它们 中 的 任意 个 都 是 
独立 的 。 但 逆 之 即使 其 中 任何 nm 一 1 个 是 独立 的 ,也 不 保 
证 X,X，，,…，,Xs 是 独立 的 。 又 如 果 f(x),i=1,2,…,n， 
是 nn 个 连续 函数 或 初等 函数 或 更 一 般 的 波 莱 尔 可 测 函 
数 ), 则 从 Xi,X,，,… ,Xs 的 独立 性 可 推出 fi(X,),f(X3) ， 
…， 加 (Xn) 也 独立 。 如 果 随 机 变量 (随机 向 量 ) 序列 Xi 
X,,…， Xa，… 中 任何 有 限 个 都 独立 , 则 称 之 为 独立 随机 
变量 (随机 向 量 ) 序 列 。 

关于 随机 变量 的 矩 , 特征 函数 、 母 函数 及 半 不 变量 ， 
分 别 见 数学 期 望 , 方 兰 、 埠 及 概 村 分 布 。 ( 严 士 健 ) 


suljl guocheng 

随机 过 程 (stochastic process) 随时 间 推 进 
的 随机 现象 的 数学 抽象 。 例 如 ， 某 地 第 nn 年 的 年 降水 量 
Xn 由 于 受 许多 随机 因素 的 影响 , 它 本 身 具有 随机 性 ， 因 
此 {Xnsn=1,2,…} 便 是 一 个 随机 过 程 。 类 似 地 ， 森 林 中 
某 种 动物 的 头 数 ， 液 体 中 受 分 子 碰撞 而 作 布 天 运动 的 粒 
子 位 置 ,百货 公司 每 天 的 顾客 数 , 等 等 , 都 随时 间 变化 而 
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形成 随机 过 程 。 严 格 说 来 ,现实 中 大 多 数 过 程 都 具有 程度 
不 同 的 随机 性 。 

气体 分 子 运动 时 ， 由 于 相互 碰撞 等 原因 而 迅速 改变 
自己 的 位 置 与 速度 ,其 运动 的 过 程 是 随机 的 。 人 们 希望 知 
道 ,运动 的 轨道 有 什么 性 质 (是 否 连 续 \ 可 微 等 等 )? 分 子 
从 一 点 出 发 能 达到 某 区 域 的 概率 有 多 大 ? 如 果 有 两 类 分 
子 同时 运动 ,由 于 扩散 而 互相 渗透 ,那么 扩散 是 如 何 进行 
的 ,要 经 过 多 久 其 混合 才 会 变 得 均匀 ? 又 如 ,在 一 定时 间 
内 ,放射 性 物质 中 有 多 少 原子 会 分 裂 或 转化 ?电话 交换 台 
将 收 到 多 少 次 呼唤 ?机 器 会 出 现 多 少 次 故障 ?物价 如 何 波 
动 ? 这 些 实际 问题 的 数学 抽象 为 随机 过 程 论 提 供 了 研究 
的 课题 。 

一 些 特殊 的 随机 过 程 早 已 引起 注意 ,例如 1907 年 前 
后 ，A. A. 马尔 可 夫 研 究 过 一 列 有 特定 相依 性 的 随机 变 
量 ,后 人 称 之 为 马尔 可 夫 链 ( 见 马 尔 可 夫 过 程 ); 又 如 1923 
年 N. 维 纳 给 出 了 布朗 运动 的 数学 定义 (后 人 也 称 数学 上 
的 布朗 运动 为 维 纳 过 程 ), 这 种 过 程 至 今 仍 是 重要 的 研究 
对 象 虽 然 如 此 ,随机 过 程 一 般 理论 的 研究 通常 认为 开始 
于 30 年 代 。1931 年 , A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 发 表 了 《概率 
论 的 解析 方法 》) 三 年 后 , A. 允 . 考 詹 发 表 了 《平稳 过 程 的 
相关 理论 》。 这 两 篇 重要 论文 为 马尔 可 夫 过 程 与 平稳 过 程 
奠定 了 理论 基础 。 稍 后 ,P. 某 维 出 版 了 关于 布朗 运动 与 可 
加 过 程 的 两 本 书 ,其 中 蕴含 着 丰富 的 概率 思想 。1953 年 ， 
工 荆 . 杜 布 的 名 著 《随机 过 程 论 》 问 世 , 它 系统 且 严格 地 叙 
述 了 随机 过 程 的 基本 理论 。1951 年 伊 茧 清 建立 了 关于 布 
朗 运 动 的 随机 微分 方程 的 理论 ( 见 随机 积分 )， 为 研究 马 
尔 可 夫 过 程 开辟 了 新 的 道路 ;近年 来 由 于 狱 论 的 进展 ,人 
们 讨论 了 关于 半 鞭 的 随机 微分 方程 ;而 流 形 上 的 随机 微 
分 方程 的 理论 ,正方 兴 未 艾 。60 年 代 , 法 国学 派 基于 马尔 
可 夫 过 程 和 位 势 理论 中 的 一 些 思想 与 结果 ， 在 相当 大 的 
程度 上 发 展 了 随机 过 程 的 一 般 理论 ， 包 括 截 口 定理 与 过 
程 的 投影 理论 等 , 中 国学 者 在 平稳 过 程 、 马 尔 可 夫 过 程 、 
挝 论 、 极 限定 理 、 随 机 微分 方程 等 方面 也 做 出 了 较 好 的 
工作 。 

研究 随机 过 程 的 方法 是 多 样 的 ,主要 可 分 为 两 大 类 ， 
一 是 概率 方法 ,其 中 用 到 轨道 性 质 、 停 时 、 随 机 微分 方程 
等 ; 另 一 是 分 析 方法 , 工具 是 测度 论 、 微 分 方程 、 半 群 理 
论 、 函 数论 、 希 尔 伯 特 空间 等 。 但 许多 重要 结果 往往 是 由 
两 者 并 用 而 取得 的 。 此 外 ， 组 合 方法 、 代 数 方法 在 某 些 
特殊 随机 过 程 的 研究 中 也 起 一 定 的 作用 。 研 究 的 主要 课 
题 有 ， 多 指标 随机 过 程 、 流 形 上 的 随机 过 程 与 随机 微分 
方程 以 及 它们 与 微分 几何 的 关系 、 无 穷 质 点 马尔 可 夫 过 
程 .概率 与 位 势 . 各 种 特殊 过 程 的 专题 讨论 等 。 

随机 过 程 论 的 强大 生命 力 来 源 于 理论 本 身 的 内 部 ， 
来 源 于 其 他 数学 分 支 如 位 势 论 、 微分 方程 .力学 、 复 变 函 
数论 等 与 随机 过 程 论 的 相互 渗透 和 彼此 促进 ， 而 更 重要 
的 是 来 源 于 生产 活动 、 科 学 研究 和 工程 技术 中 的 大 量 实 
际 同 题 所 提出 的 要 求 。 目 前 随机 过 程 论 已 得 到 广泛 的 应 
用 ,特别 是 对 统计 物理 、 放射 性 问题 、 原 子 反应 、 天体 物 


理 、 化 学 反应 、 生 物 中 的 群体 生长 ,遗传 .传染 病 问 题 排 
队 论 ,人 信息论. 可靠 性 ,经 济 数学 以 及 自动 控制 .无 线 电 技 
术 等 的 作用 更 为 显著 。 

随机 过 程 的 定义 、 设 (0， 多 ，P) 为 概率 空间 ( 见 概 
六 ), 人 了 为 指标 的 集合 (通常 视 t 为 时 间 ), 如 果 对 每 个 
+ET,， 有 定义 在 Q 上 的 实 随 机 变量 X(t) 与 之 对 应 ， 就 称 
随机 变量 族 X= {X(t),tET} 为 一 随机 过 程 (简称 过 程 )。 
研究 得 最 多 的 是 了 为 实数 集 R= (一 co，eo ) 的 子 集 的 情 
形 ; 如 果 人 了 为 整数 的 集 , 也 称 {X，) 为 随机 序列 。 如果 
是 d 维 欧 几 里 得 空间 Re (d 为 大 于 1 的 正 整数 ) 的 子 集 ， 
则 称 X 为 多 指标 随机 过 程 。 

过 程 X 实 际 上 是 两 个 变 元 (t, w) (tET，wE 9) 的 函 
数 , 当 + 固定 时 , 它 是 一 个 随机 变量 ; 当 名 固定 时 , 它 是 t 
的 函数 ， 称 此 函数 为 随机 过 程 (对 应 于 w) 的 轨道 或 样本 
函数 。 

如 不 限于 实 值 情况 ， 可 将 随机 变量 与 随机 过 程 的 概 
念 作 如 下 一 般 化 ; 设 (E,4 ) 为 可 测 空间 ( 即 瑟 为 任意 非 空 
集 ,4 为 王 的 某 些 子 集 组 成 的 " 域 ), 称 X= (XCo),wE9) 
为 取 值 于 瑟 的 随机 元 ， 如 果 对 任 一 BE4Z，{w:X(o) 
EB} E 8。 特 别 , 如 果 (E,b)=(Re, 吨 *)， 呈 :为 Ra 中 全 体 
波 莱 尔 集 所 成 的 o 域 ( 称 波 莱 尔 域 ), 则 取 值 于 R* 中 的 随 
机 元 即 4 维 随机 向 量 。 如 果 (E, 4)=(R", 37), 其 中 R” 
为 全 体 实 值 函数 f=(f(t)，tET) 的 集 , 而 驴 ? 为 包含 一 
切 R? 中 有 限 维 柱 集 {f: f(t1) a1,*…*, f(t,)<0,}(t,ET， 
4€ R') 的 最 小 0 域 , 则 取 值 于 EE 的 随机 元 X 即 为 上 述 的 
( 实 值 ) 随 机 过 程 。 如 对 每 :ET, 有 取 值 于 的 随机 元 X(t) 
与 之 对 应 , 则 称 {X(t),tET) 为 取 值 于 记 的 随机 过 程 。 

以 下 如 无 特别 声明 ， 只 讨论 取 值 于 (R', 号 5) 的 随机 
过 程 。 

有 穷 维 分 布 族 ”一 维 分 布 函数 描述 了 随机 变量 取 值 
的 概率 规律 ( 见 概率 分 布 ), 对 随机 过 程 X={X(t),tET) 
起 类 似 作 用 的 是 它 的 全 体 有 穷 维 分 布 函数 ， 对 任意 7 个 
和 ET， i=1, 2,…,n， 考 虑 XX,,,X,,，…， Xsn 的 联合 分 布 
函数 yetn (G19 Ga 7s On) =P (X(t ) Ca, Xt) < 
oa ) 生 cn) 全 体 联 合 分 布 {TPivea eem>0otET)} 
称 为 X 的 有 穷 维 分 布 族 , 它 显 然 满足 下 列 相 容 性 条 件 ; 

@ 对 (1,2,…,n) 的 任 一 排列 (X15,…, 和 Xn)， 


ee 网 吉 训 
@@ 若 m<nn, 则 
Frostim D102 Om) = lim Fo, ta nl» 
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asan)。 反 之 ,有 著名 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定理 : 设 已 给 了 
及 一 族 分 布 函 数 下 ={F,,t2,…,tn， m0, tET}, 如 果 它 满 
足 @、 @, 则 必 存 在 概率 空间 (9, 9, P) 及 定义 于 其 上 的 
随机 过 程 X, 而 且 X 的 有 穷 维 分 布 族 重合 于 F。 

从 测度 论 的 观点 看 ,每 一 随机 过 程 X={X(t), tET} 
在 (Rr, .97z) 上 产生 一 概率 测度 Px， 称 为 X 的 分 布 ， 它 在 
上 述 柱 集 上 的 值 就 是 P(X(t1) 考 a4,… X(t)<<an)。 

正 态 过 程 ” 有 穷 维 分 布 都 是 正 态 分 布 的 随机 过 程 ， 


随 


又 称 高 斯 过 程 。 就 象 一 维 正 态 分 布 被 它 的 均值 ( 见 数学 其 
望 ) 和 方差 所 确定 一 样 ， 正 态 过 程 {X(t), ET} 被 它 的 
均值 函数 m(t) =EX(t) 和 协 方差 函数 
A(s,t)=EX(s)X(t) —m(s)m(t) 

所 确定 ,其 中 X(s,t) 是 对 称 非 负 定 函 数 ， 即 Xs,t) 一 X(t， 
s) ,而 且 对 任意 的 tiET 及 实数 a4,1<i<n, 有 由 Xs 
古 )avay>0。 反 之 ， 对 任 给 的 有 限 实 值 函 数 m (t) 和 对 称 
非 负 定 函 数 X(s, t)， 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定 理 可 证 ， 存 在 一 
个 正 态 过 程 , 以 m(t) 为 其 均值 函数 ， 以 X(s, t) 为 其 协 方 
差 函 数 。 

根据 中 心 极限 定理 ， 许 多 实际 问题 中 出 现 的 随机 过 
程 可 近似 地 视 为 正 态 过 程 。 此 外 , 正 态 过 程 有 一 系列 的 好 
性 质 ,如 它 的 最 佳 线性 估计 重合 于 条 件 期 望 , 这 一 点 在 应 
用 上 是 很 方便 的 , 既 准 确 又 便于 计算 。 因 此 正 态 过 程 在 实 
际 中 有 广泛 的 应 用 ， 在 无 线 电 通讯 及 自动 控制 中 尤为 重 
要 。 为 方便 计 , 设 m(t 三 0。 任 取 志 ,tfET,， 用 (X(t,)， 
(bb)，…，X(tb)) 表 示 由 XCb))X(b) 和 (bo) 的 线性 
组 合 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 ，X(t) 在 此 空间 上 的 投影 
记 作 

ECXCE) [X(t ) XE) se Xs)) 
称 为 X(t) 关于 X(t) ,X(t) ,…， X(t) 的 最 佳 线性 估计 ， 
即 线性 最 小 均 方 误差 估计 ;条 件 期 望 E(X(t) |X (4)， 
X(ts),…,X(t,)) 则 是 非 线性 的 最 小 均 方 误差 估计 。 对 正 
态 过 程 来 讲 ,这 两 种 估计 以 概率 1 相等 。 

可 分 性 设 多 是 P- 完 备 的 ， 即 多 包含 任何 概率 为 
零 的 集 的 一 切 子 集 ,在 随机 过 程 的 研究 中 ,9 的 某 些 重要 
的 子 集 并 不 能 由 事件 ( 即 多 中 的 元 素 ) 经 可 列 次 集运 算 而 
得 到 .例如 A={o:|X(t,a)|<a, 对 一 切 t+ET}= 由 {X(t) 
<<a), 着 T 不 可 列 , 则 作为 不 可 列 多 个 事件 的 交 , 4A 未 必 
是 一 个 事件 ,也 就 谈 不 上 它 的 概率 。 为 了 解决 这 类 问题 ， 
杜 布 引进 了 随机 过 程 可 分 性 的 概念 。 称 过 程 X 关 于 了 的 
某 一 可 列 黎 集 @ 可 分 (或 简称 可 分 )， 是 指 除了 一 个 概率 
为 零 的 集 N 外 , X 在 每 一 t+ET 处 的 值 , 可 以 用 限于 @ 的 
X 在 上 附近 的 值 来 任意 逼近 ; 即 任 给 不 属于 N 的 w, 存在 
{my} EQ, 使 得 7y>t, 且 X47syw)>X(t,w)。 所 谓 @ 为 了 的 
币 集 ,是 指 了 的 每 一 点 必 是 @ 中 某 个 点 列 的 极限 。 如 果冻 
关于 @ 可 分 ， 则 可 以 证 明 上 述 的 A 是 一 个 事件 ， 而 且 有 
P(4)=P({o: |X(r,w)|<a, 对 一 切 r*EQ})。 如 果 过 程 
居 关 于 T 的 任 一 可 列 笛 集 都 可 分 , 则 称 刁 完全 可 分 。 

设 X={X(t),tET) 与 Y={Y(t), tET) 为 定义 在 概 
率 空间 (0, ,IP) 上 的 两 个 随机 过 程 ， 如 果 对 任何 +ET， 
P(X(t)=Y(t))=1, 则 称 X 与 Y 等 价 (X 与 Y 互 为 修正 ); 
这 时 ,X 和 Y 有 相同 的 有 穷 维 分 布 族 .虽然 任 给 的 过 程 
未 必 可 分 ,但 杜 布 证 明了 下 列 重 要 结果 ， 对 任 一 过 程 X， 
必 存 在 与 它 等 价 的 可 分 过 程 Y。 因 此 在 讨论 仅 与 有 穷 维 
分 布 有 关 的 性 质 时 ,可 取 一 可 分 过 程 Y 来 代 壹 X。 

过 程 X 称 为 随机 连续 , 如 果 对 任 一 名 ET, 在 依 概率 
收敛 的 意义 下 ( 见 概 平 论 中 的 收效 ) 有 limX(t) 一 X (to)， 
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对 随机 连续 的 过 程 X， 必 存在 一 个 完全 可 分 过 程 了 与 之 
等 价 。 

可 测 性 ”为 了 研究 样本 函数 对 上 的 积分 等 问题 ， 需 
要 X(t, 四) 关于 两 个 变量 (t, ) 的 可 测 性 。 设 了 是 下 中 某 
区 间 , 8(T) 是 了 中 全 体 波 莱 尔 集 所 成 的 o 域 , 2(T)x 多 
表示 乘积 " 域 ，z= 工 xP 表示 勒 贝 格 测度 工 ( 见 测度 论 ) 
与 了 的 乘积 测度 ， 号 (T) x 多 表示 号 (T)x 2 关于 “的 完 
备 化 = 域 。 

称 随机 过 程 X 为 可 测 的 ， 如 果 对 任 一 实数 a, 有 
{(t,w); X(t,w)<<a) E 名 (T) Xx 多。 称 随机 过 程 X 为 波 莱 
尔 可 测 的 , 如 果 对 任 一 实数 a, 有 {(t,%): X(t,w)<a} € 
号 (T) x 多 。 如果 过 程 X 随 机 连续 , 则 必 存 在 与 XX 等 价 的 、 
可 测 而 且 完 全 可 分 的 过 程 Y。 

有 时 还 需要 更 强 的 可 测 性 。 设 给 了 9 的 一 族 子 " 城 
{多 ,ET}, 其 中 T=R,=[0,co), 满 足 ，@ 单 调 性 ,对 


5<t,9,C 1 @ 右 连续 性 ，9, 一 拥有 ! @ 完 备 性 ，5F。 包 


含 玫 的 一 切 概率 为 零 的 集 。 称 X 为 {多 ,}- 适 应 的 ,如 果 对 
任 一 t,X, 为 多 可 测 ; 称 X, 为 { 多 }- 循 序 可 测 的 ,如 果 对 
任 一 4ET 及 实数 a 有 {(s,o):X(syo) 大 as<tES([0， 
])x%。 

循序 可 测 过 程 一 定 是 适应 的 而 且 是 波 莱 尔 可 测 的 ， 
但 逆 之 不 然 , 除 非 样本 函数 性 质 较 好 。 例 如 所 有 样本 函数 
都 右 连续 的 适应 过 程 一 定 是 循序 可 测 。 使 一 切 样本 函数 
右 连续 的 适应 过 程 都 可 测 的 T x 9 上 的 最 小 c 域 , 称 为 可 
选 o 域 ,关于 可 选 " 域 可 测 的 过 程 称 为 可 选 过 程 。 可 见 ， 
可 选 可 测 性 是 比 循序 可 测 性 更 强 的 一 种 可 测 性 。 进 一 步 ， 
使 一 切 样本 函数 连续 的 适应 过 程 都 可 测 的 Tx0 上 的 最 
小 = 域 ， 称 为 可 料 " 域 ， 关 于 可 料 " 域 可 测 的 过 程 称 为 
可 料 过 程 。 这 又 是 一 种 比 可 选 可 测 性 更 强 的 可 测 性 。 可 
以 证 明 ,样本 函数 左 连续 的 适应 过 程 都 是 可 料 过 程 。 

轨道 性 质 ” 当 人 们 观察 物体 作 随机 运动 时 ， 最 感 兴 
趣 的 问题 之 一 是 它 的 轨道 性 状 ， 因 此 随机 过 程 论 中 一 个 
重要 问题 是 研究 轨道 性 质 ,例如 探讨 在 什么 条 件 下 ,过 程 
的 轨道 X(t,w), a<t<b, 以 概率 1 有 界 , 或 无 第 二 类 断 
点 ,或 是 阶梯 函数 ,或 是 连续 函数 ,等 等 ,函数 f(t) 在 [a,b] 
上 无 第 二 类 断 点 是 指 :对 每 一 个 所 E (a,b), 存 在 左 、 右 极 
限 lim ft) 一 人 一 0) 及 lim f(t) = +0), 而 在 eb 处 ， 
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则 存在 单 侧 极限 。 

设 过 程 {X(t),tE [a,b]} 可 分 ,而 且 存在 常数 a>0， 
s>0, c>0, 使 得 对 任意 的 tE[a,b],t+ AtE[a,b],， 有 
EE(|X(t) 一 XX (t+At)|*)<el|Atj1*。， 则 过 程 的 轨道 以 概 
率 1 在 [a,b] 上 一 致 连续 。 设 可 分 过 程 {X(t), t€ [a,b]》 
随机 连续 ,而 且 存在 常数 p>0,9> 0,r>0,c> 0, 使 得 对 
任意 的 a<t,<t,<t,<b, 有 

E(|X(t)— X(t) ?| XG) — Xt) Se 
则 过 程 的 轨道 以 概率 1 无 第 二 类 断 点 。 正 态 过 程 的 轨道 
性 质 有 更 好 的 结果 ， 对 均值 函数 m(t)=0 的 可 分 正 态 过 
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程 (X(t),tE [ac 的 }, 只 要 存在 c> 0,a> 0, 使 得 
ELX(t)—X(s)J*<clt—sl®, 

六 的 轨道 就 以 概率 1 连续 。 

停 时 ”这 一 概念 的 引进 是 随机 过 程 论 发 展 史 中 的 一 
件 大 事 , 它 带 来 了 许多 新 的 研究 课题 ,而 且 扩大 了 理论 的 
应 用 范围 早 在 1945 年 , 十 工 . 杜 布 关 于 马尔 可 夫 链 的 文 
章 中 已 经 有 了 停 时 的 思想 。60 年 代 杜 布 、E. 6. 登 金 (又 
主 邓肯 )、R. M. 布 卢 门 塔 尔 等 应 用 停 时 于 鞭 及 强 马尔 可 
夫 过 程 的 研究 ，70 年 代 , 由 于 法 国 概率 论 学 派 的 工作 而 
使 停 时 的 理论 更 加 完善 。 

直观 上 , 停 时 是 描述 某 种 随机 现象 发 生 的 时 刻 , 它 是 
普通 时 间 变量 + 的 随机 化 。 例 如 ,灯泡 的 寿命 ,一 场 球赛 
持续 的 时 间 都 可 看 成 是 停 时 。 又 如 , 作 随机 运动 的 粒子 首 
次 到 达 菜 集 有 4 的 时 刻 +， rs(w)=inf{t>0, X(t,0) EA})， 
且 约 定 inf 纪 = cp， 当 X 的 轨道 连续 而 且 4 是 一 个 闭 集 
时 ,就 是 一 个 停 时 , 它 是 一 个 随机 变量 ,而 且 对 任何 t>0， 
{r<t) Er{X(u) ,ut), 

一 般 地 , 设 在 可 测 空间 (9,9) 中 已 给 多 的 一 族 单调 、 
右 连 续 、 完 备 的 子 " 域 族 (多 ,,tER,), 称 定义 在 QO 上 的 非 
负 可 测 函 数 =Y(o)( 可 取 + co 为 值 ) 为 9, 停 时 ,如 果 对 
任意 t>0, 总 有 {+<t} € 多 ,。 这 一 定义 的 直观 背景 是 , 把 
多 理解 为 到 + 为 止 的 全 部 信息 , 一 个 可 观测 的 随机 现象 
发 生 的 时 刻 * 是 否 不 迟 于 上 这 一 信息 应 包含 在 多 之 中 。 

类 似 于 多，,， 对 停 时 可 以 定义 o 域 Fr={AE Fo: 
AN{r<t}esS, 对 一 如 ER 其 中 加 罗 ) 为 包 


含 一 切 8 的 最 小 域 。Gv 可 理解 为 过 程 到 * 为 止 的 全 
部 信息 。 

停 时 有 许多 好 的 性 质 , 例如 ， 若 ri、 是 停 时 ， 则 
mVra zi 人 ra 也 是 停 时 ， 其 中 TVra(w)=max(Ti(o)， 
Ta(o)}，m 人 rw) 一 minfri(o)yri(w)); 还 有 GeAra 一 
Sn Zr ，8Grivm 一 griVGri 这 里 nV Zr, 表示 包含 
多 +、 rs 的 最 小 = 域 ! 进一步 ， 若 {zm} 是 一 列 停 时 ， 则 
Sup rnvinf re 也 是 停 时 更 细致 地 研究 停 时 ,需要 对 其 进 
行 分 类 ,重要 的 类 型 有 可 料 时 、 绝 不 可 及 时 等 。 

二 阶 过 程 ”均值 和 方差 都 有 限 的 实 值 或 复 值 随机 过 
程 称 为 二 阶 过 程 。 二 阶 过 程 理论 的 重要 结果 之 一 是 它 的 
积分 表示 。 设 了 是 可 测 空间 (4,y) 上 的 有 限 测度 ,如 果 对 
每 一 4AE.w, 有 一 复 值 随机 变量 Z(4) 与 它 对 应 , 且 满足 ， 
Q@EIZ(4)1 < OEZ(AVZ(A)= F(ALN A), MI 称 Z 
={Z(4)，4E.-) 为 (4, 必 ) 上 的 正 交 随机 测度 。 定 义 在 
4 上 、 关 于 .可 测 而 且 关 于 了 平方 可 积 的 函数 全 体 记 为 
(4,-F)。 给 了 一 个 正 交 随 机 测度 Z, 一 族 函 数 所 bbA) 
EL(4,-w,F),tET, 就 可 产生 一 个 二 阶 过 程 X= {XCt)， 
tET) ,满足 


XD=| ft)z(dx) Cter), (GD) 
它 的 二 阶 和 矩 为 
Ex( Es = | ft fFCd). (2) 


反之 ， 对 给 定 的 二 阶 过 程 ， 只 要 它 的 二 阶 和 矩 有 积分 表示 
《2), 就 一 定 存在 一 个 正 交 随 机 测度 Z, 使 过 程 本 身 有 积 
分 表示 (1)。(1) 和 (2) 分 别称 为 过 程 X 和 它 的 二 阶 矩 的 谱 
表示 。 对 均 方 连续 的 实 二 阶 过 程 {X(t), t€ [a,b]}, 则 有 


级 数 展开 式 X(t) ~ 总 好 全 ,其 中 mn) 是 标准 正 交 实 
随机 变量 序列 , 即 人 时 
23m， 是 积分 方程 WD Ttss)yCs)ds 的 本 


征 值 ,yn 是 相应 的 本 征 函数 
T(t,s)=EX(t)X(s), 

特殊 随机 过 程 类 ”对 过 程 的 概率 结构 作 各 种 假设 ， 
便 得 到 各 类 特殊 的 随机 过 程 。 除 上 述 正 态 过 程 、 二 阶 过 程 
外 ,重要 的 还 有 独立 增 量 过 程 、 马 尔 可 夫 过 程 , 平 稳 过 程 、 
妆 \ 点 过 程 和 分 支 过 程 等 贯穿 这 些 过 程 类 的 有 两 个 最 重 
要 最 基本 的 过 程 , 市 于 运动 和 泊 松 过程 ,它们 的 结构 比较 
简单 ,便于 研究 而 应 用 又 很 广泛 。 从 它们 出 发 ,可 以 构造 
出 许多 其 他 过 程 ,这 两 种 过 程 的 轨道 性 质 不 同 ,前 者 连续 
而 后 者 则 是 上 升 的 阶梯 函数 。 

广义 过 程 ”正如 从 普通 函数 发 展 到 广义 函数 一 样 ， 
随机 过 程 也 可 发 展 到 广义 过 程 。 设 为 R 上 全 体 无 穷 次 
可 微 且 支 集 有 界 的 实 值 函 数 p 的 集 ， 定 义 在 D 上 的 连续 
线性 泛 函 称 为 广义 函数 ， 全 体 广义 函数 的 集 记 为 D*。 考 
虑 Dx 9 上 的 二 元 函数 X(p,w)， 如 果 对 固定 的 uy X(.， 
w)ED* 是 广义 函数 ,而 对 固定 的 ,XCp,* ) 是 随机 变量 ， 
则 称 {X(9,w): pED) 为 定义 在 (09, 多 , P) 上 的 广义 过 程 。 
它 在 p81,P，,… ,Pn 上 的 联合 分 布 为 

了 5zp) =P{X(p1,0) SX 

XP) Sxn)o 
全 体 这 种 联合 分 布 构成 了 广义 过 程 X 的 “有 穷 维 分 布 
族 "。 前 两 阶 矩 分 别称 为 均值 泛 函 
ECX(p,.)1= | zaFe(z) 

和 相关 泛 函 

Bp) =ECXC9, XO, = | zaFoocrixa)。 

放 

根据 有 穷 维 分 布 族 的 性 质 ， 也 可 以 定义 特殊 的 广义 
过 程 类 , 象 广 义 平稳 过 程 、 广义 正 态 过 程 等 。 例 如 , 若 对 
D 中 任意 有 限 个 线性 独立 函数 pl,p:,，…yn,* 有 限 维 分 布 
on 都 是 正 态 分 布 , 则 称 尺 ={X(p, w)} 为 广义 正 
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Suljl guocheng de jixlan dingll 
随机 过 程 的 极限 定理 (limit theorems of sto- 
chastic process) 讨论 一 列 随机 过 程 的 概率 分 布 
和 样本 函数 极限 性 质 的 一 类 定理 。 在 实 值 随机 过 程 样本 
函数 所 构成 的 函数 空间 (简称 样本 空间 ) 上 ， 依 不 同情 况 
引进 函数 间 的 距离 ， 使 它 成 为 度量 空间 ， 随 机 过 程序 列 
XX, 一 {Xa(t),tET}, n=1, 2,…, 在 此 样本 空间 上 导出 
的 概率 分 布 序列 记 为 {P}。 将 分 布 函数 序列 {Fw} 的 弱 收 
敛 概念 加 以 推广 ， 可 以 研究 序列 {Pw} 的 弱 收 伊 问题 ， 也 
可 以 研究 过 程 样本 函数 列 以 概率 1 收敛 的 问题 ， 后 者 有 
时 也 称 为 强 收敛 问题 。 

概率 测度 弹 收 效 ”用 4 表示 度量 空间 马上 的 波 莱 尔 
域 , 即 由 已 中 的 开 集 全 体 生 成 的 " 域 . 设 Ps(n=1,2,…)， 
P 为 可 测度 量 空间 (E,4) 上 的 概率 测度 , 若 对 4 中 的 任 一 
集合 4, 只 要 其 边界 34 的 了 测度 P(3A) 为 零 ,就 有 

limpa(A)=P(A), 

则 称 概率 测度 序列 {P。} 弱 收敛 到 P。 在 弱 收 敛 性 的 讨论 
中 ,下 列 两 个 特殊 的 度量 空间 占有 特别 重要 的 地 位 ,一 个 
是 由 区 间 [0，1] 上 全 体 连 续 函 数 所 组 成 的 空间 CL0, 1]， 
它 关 于 一 致 距离 p(x,y) 一 sup |x(t) 一 y(t)| 是 可 分 完备 
的 ; 另 一 个 是 区 间 [0,1] 上 右 连续 、 左 极限 存在 的 函数 全 
体 所 组 成 的 空间 D[0, 1]， 引 进 适当 的 距离 (斯 科 罗 稚 德 
距离 ) 可 使 它 成 为 可 分 完备 度量 空间 。 

唐 斯 克 不 变 原理 1946 年 P. 爱 尔 特 希 和 M. 卡 获 


在 讨论 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 {和 } 的 部 分 和 Sn 一 Bs 
的 某 些 连续 泛 函 (如 max Sv) 的 极限 分 布 时 ， 发 现 其 极 


限 分 布 与 原始 的 公共 分 布 无 关 ， 这 样 为 了 求 极限 分 
布 ,只 要 就 &。 服 从 特殊 且 简单 的 公共 分 布 的 情形 求 出 即 
可 。 由 于 极限 分 布 不 随 原 始 分 布 的 变化 而 改变 ， 以 后 就 
称 这 种 性 质 为 " 爱 尔 特 希 - 卡 获 不 变 原理 "。1949 年 了 
杜 布 指出 柯 尔 莫 哥 洛 夫 -斯 米尔 诺 夫 统 计量 的 极限 分 布 
与 布朗 桥 的 上 确 界 的 分 布 相同 ， 这 一 事实 引起 概率 统计 
学 界 的 注意 。 1951 年 ，M. 唐 斯 克 首 先 证 明了 下 列 著名 
的 不 变 原 理 : 设 {名 ，n 之 1) 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 
其 公共 分 布 具有 和 零 均值 6=0 和 有 限 方差 0* 一 P63， 
二 = 襄 ，"> 寺 是 它 的 部 分 和 序列 ， 考 虑 由 部 分 和 序 


列 引出 的 下 列 随机 过 程序 列 
X={X,(t), OS<t<1)} (n=1,2,…), 


Cnt— [Cnt]) tne 


X, 0) + Sa (0<t<1), 


式 中 [mt] 表示 不 大 于 中 的 最 大 整数 。 用 Pa 表示 2 在 
CL[0，1] 上 导出 的 概率 分 布 , W 表示 由 布朗 运动 卫 =~ 
{B(t):0<t<1} 在 CL0, 1] 上 导出 的 概率 分 布 (通常 称 为 
维 纳 测度 ), 那 么 当 n 赵 于 时 , {Pn,n 之 1) 弱 收敛 到 W。 
这 时 ,也 称 随机 过 程序 列 {X。, m>1 依 分 布 收 全 到 B, 记 


作 X 一 >B。 同 样 , 这 一 结果 之 所 以 称 为 ( 弱 ) 不 变 原理 ， 
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是 因为 极限 分 布 W 不 依赖 原 序列 {, mn 二 1} 的 公共 分 布 。 
唐 斯 克 不 变 原理 所 含 的 内 容 相当 丰富 ， 由 它 容易 推出 爱 
和 尔 特 希 - 卡 茨 不 变 原理 与 中 心 极限 定理 。 1952 年 ， 唐 斯 
克 还 对 杜 布 指出 的 结论 给 出 了 严格 的 证 明 。 虽 然 唐 斯 克 
不 变 原理 仅仅 讨论 了 上 述 特殊 的 部 分 和 过 程 的 弱 极限 ， 
但 是 它 开创 了 一 般 随 机 过 程 弱 收敛 问题 的 研究 。 

普罗 鹤 史 夫 定 理 ”随机 过 程 弱 收敛 的 基本 问题 是 寻 
求 度量 空间 上 概率 测度 列 Pn 弱 收敛 到 概率 测度 P 的 充 
分 必要 条 件 。IO. B. 普罗 的 罗 夫 和 和. B. 斯 科 罗 稚 德 分 
别 就 CL[0, 1] 和 D[0,1] 这 两 个 具体 的 度量 空间 得 到 了 下 
列 充 分 必要 条 件 ， 

Q@ P, 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 到 P 对 应 的 有 限 维 分 布 。 

@ {Pwm>1} 是 相对 紧 的 ， 即 它 的 每 一 个 子 序列 都 
含有 弱 收 策 的 子 序列 。 

这 样 ， 如 何 验证 概率 测度 族 的 相对 紧 性 就 成 为 验证 
概率 测度 列 弱 收敛 的 关键 ,这 方面 的 重要 结果 是 1956 年 
普罗 和 霍 罗 夫 证 明 的 下 列 定理 ， 可 分 完备 度量 空间 EE 上 以 
4 为 指标 集 的 概率 测度 族 卫 = {P。, aE 4} 是 相对 紧 的 充 
分 必要 条 件 为 了 是 胎 紧 的 ， 即 对 任 给 s>0, 存在 空间 EE 
的 紧 子 集 K, 使 得 Pa(K)>>1-s 对 一 切 a€EA 成 立 。 由 此 ， 
可 利用 函数 论 的 有 关 结 果 给 出 空间 C[0,1] 和 D[0, 1] 上 
概率 测度 列 {P。,n 之 1) 弱 收敛 的 各 种 具体 条 件 。 

强 不 变 原理 ” 仍 考虑 由 同一 概率 空间 上 独立 同 分 布 
的 随机 变量 序列 {te，m> 1} 所 引出 的 上 述 随 机 过 程 列 
Xnsn 一 1,2,…。 为 简单 计 ,假定 E&,=0,var& ==1, 用 KK 表 
示 C50,1I] 中 满足 如 下 性 质 的 绝对 连续 函数 f(t) 的 全 体 : 


0) 一 0, [f(tDJdt<1。1964 年 ,V, 斯 竺 拉 森 证 明 , 随 


机 过 程 列 Tn(t)AXn(t)/WV2log logn, 0<t<1,n>3, 概 
率 为 1 地 相对 紧 ,而 且 它 的 极限 点 集 就 是 。 这 个 定理 讨 
论 的 是 随机 过 程序 列 概率 为 1 的 极限 性 质 ， 而 这 一 性 质 
也 不 随 弓 的 公共 分 布 而 改变 , 故 称 为 “ 强 不 变 原理 "。 若 考 
虑 Tn(t) 在 t=1 处 所 取 的 随机 变量 ， 则 从 斯 特 拉 森 强 不 
变 原理 直接 得 到 经 典 的 重 对 数 律 这 一 相当 深刻 的 结果 。 
1965 年 , 斯 特 拉 森 把 他 的 结果 推广 到 猴 情 形 ， 以 后 还 被 
推广 到 {与 } 为 各 种 相依 的 情形 。 
随机 过 程 的 极限 定理 可 以 看 作 是 概率 论 中 的 经 典 极 
限定 理 在 函数 空间 中 的 推广 ,所 得 到 的 结果 是 很 深刻 的 ， 
从 弱 大 数 律 ( 见 大 数 律 ) 到 中 心 极 限定 理 是 一 种 精确 化 ， 
而 弱 不 变 原理 又 把 精确 化 了 的 中 心 极限 定理 推广 到 随机 
过 程序 列 的 情形 。 从 强大 数 律 到 重 对 数 律 也 是 一 种 精确 
化 ,而 强 不 变 原理 起 到 了 类 似 的 作用 。 
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suljl guocheng tongjl 
随机 过 程 统计 (statistics of stochastic pro- 
cess) 根据 观测 对 随机 过 程 进 行 统计 推断 的 理论 与 
方法 。 把 观测 所 获得 的 数据 记 为 {X。，n=0, 1,2,…} 或 
{X,,t>0), 它 是 从 一 个 随机 过 程 抽 得 的 样本 。 为 了 得 到 
描述 这 一 随机 过 程 变 化 的 统计 规律 ,必须 对 它 的 分 布 ( 见 
概率 分 布 ) 或 某 些 特征 作出 推断 。 例 如 检验 它 是 否 为 某 
种 特殊 的 随机 过 程 ， 估 计 其 分 布 中 的 某 些 参数 等 等 。 这 
些 都 属于 随机 过 程 的 统计 问题 。 

早 在 数理 统计 学 发 展 的 初期 ， 人 们 就 已 对 随时 间 推 
进 的 观测 结果 运用 各 种 统计 分 析 方法 来 研究 ,例如 ,根据 
天 文 资料 寻找 其 变化 的 隐蔽 周期 。 但 当时 的 研究 还 只 是 
限于 相互 独立 观测 的 情形 。20 世纪 30 年 代 ,由 于 描述 社 
会 或 市 场 上 某 些 经 济 指标 变化 的 需要 ， 必 须 对 不 独立 的 
观测 结果 {Xs} 进 行 分 析 。 例 如 ,考虑 如 何 寻 找 一 个 自 回归 
模型 X。==aXn1+bX。-s+En 来 近似 地 拟 合 数据 (Xo) ,但 
仍 限于 讨论 离散 时 间 观 测 的 情形 .40 年代 以 后 ,一 方面 由 
于 无 线 电 技术 中 信号 检测 与 信号 参数 估计 的 需要 ， 提 出 
了 许多 有 关连 续 观测 随机 过 程 的 统计 问题 。 另 一 方面 , 随 
机 过 程 理论 的 迅速 发 展 ,也 为 研究 上 述 问题 提供 了 手段 。 
1951 年 U. 格 里 南 德 明确 提出 了 随机 过 程 的 统计 推断 这 
一 课题 ,并 指出 数理 统计 中 的 最 大 似 然 估计 ( 见 点 估计 )、 
似 然 比 检验 ( 见 八 设 检验 ) 等 方法 原则 上 也 可 用 于 随机 过 
程 的 统计 推断 ,但 一 个 关键 问题 是 ,要 给 出 随机 过 程 的 不 
同 概率 分 布 之 间 相互 绝对 连续 与 奇异 的 条 件 ， 以 及 求 出 
概率 分 布 同 的 密度 。 由 于 过 程 统计 的 需要 ,这 一 问题 在 以 
后 引起 了 相当 大 的 重视 和 大 量 的 工作 ， 对 于 各 类 重要 的 
过 程 ,如 正 态 过 程 ( 见 随机 过 程 )、 独 立 增 量 过 程 、 扩散 过 
程 ( 见 马 尔 可 夫 过 程 )、 点 过 程 乃至 一 般 的 半 鞭 ( 见 次 )， 都 
先后 讨论 了 这 一 问题 。 在 分 布 间 具 有 密度 的 条 件 下 ,就 可 
直接 沿用 数理 统计 的 做 法 ， 这 已 成 为 过 程 统计 中 很 重要 
的 一 方面 。 另 外 ， 过 程 统计 也 仿照 数理 统计 中 处 理 线性 
统计 模型 的 方法 。 例 如 ， 可 以 假定 观测 结果 表 为 非 随机 
变化 项 和 一 个 宽 平稳 过 程 之 和 ， 利 用 其 二 阶 或 四 阶 矩 特 
征 ， 可 对 过 程 本 身 的 均值 ( 见 数 学 期 望 ) 及 协 方差 ( 见 给 ) 
作出 统计 推 新 。 由 于 这 类 统计 方法 要 求 较 宽 , 便于 应 用 ， 
所 以 发 展 迅速 且 应 用 广泛 。 

依赖 于 密度 的 统计 方法 设 关 ={X(t),0<t<7T) 为 
随机 过 程 、{Pe。，9E6} 是 X 样 本 空间 上 的 可 能 概率 分 布 
族 ,4 是 未 知 参数 。 对 于 两 个 概率 分 布 P、P1, 如 果 P 概 
率 为 0 的 事件 ， 其 Pi 概率 必 为 0， 则 称 P, 关于 P。 是 绝 
对 连续 的 ;如 果 存 在 P 概率 为 0 而 P, 概率 为 1 的 事件 ， 
则 称 P, 与 P, 是 相互 奇异 的 。 对 随机 过 程 来 说 ，{P。 
6E6} 中 的 不 同 概率 分 布 之 间 往 往 并 不 相互 绝对 连续 ,有 
时 甚至 是 相互 奇异 和 的。 因此， 首先 必须 讨论 Po 之 间 的 绝 
对 连续 性 与 奇异 性 问题 。 而 后 在 绝对 连续 的 情形 ， 可 以 
取 某 个 Po 三 Ps, 为 标准 ， 根据 测度 论 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 


定理 ， 求 得 其 他 概率 分 布 5 关于 Pi 的 密度 中 《又 叫 


做 伺 然 比 )。 在 这 个 基础 上 ,数理 统计 中 的 最 大 似 然 估计 
法 、 似 然 比 检验 法 、 贝 叶 斯 推 等 ,都 可 直接 用 于 随机 过 
程 的 统计 推断 ， 而 一 些 大 样本 统计 同 题 也 可 归结 为 机 
过 程 的 极限 定理 来 处 理 。 

关于 随机 过 得 概率 分 布 间 的 绝对 连续 性 与 奇异 性 及 
其 密度 的 问题 ,可 利用 坎 收 伍 定 理 证 明 如 下 的 一 般 结果 ， 
震 阶 机 连续 的 过 程 (X(b,0<t<7} 在 样本 空间 上 的 可 能 
概率 分 布 为 P, 与 Pi，{fum>> 1) 为 [0, 了] 中 的 可 列 各 集 。 
对 尺 作 有 限 次 观测 {Xtti),X(t) ,…yX(to)} ,其 相应 的 有 
限 维 分 布 为 PPfm。 若 Pm 关于 PP 绝对 连续 , 则 极限 
人 =lim- 由 7 接 P,P 都 以 版 率 1 存在 , 且 P1 关 于 P， 
绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 PJ(f。<oo)=1, 这 时 有 f= 
器，P, 与 P, 坷 异 的 充分 必要 条 件 是 PCf。=0) 一 1, 或 
等 价 地 Pi( 刀 co) 一 1。 对 各 类 具体 过 程 ,还 要 用 过 程 本 
身 的 特征 ,把 这 一 结果 具体 化 。 

对 于 正 坊 过 程 ， 其 分 布 间 的 绝对 连续 性 问题 的 讨论 
开始 最 早 。1958 年 J 哈 哮 克 和 J. 交 尔 德 曼 独立 地 证 明 
了 :对 具有 不 同 协 广 基本 数 和 均值 函数 的 正 态 过 程 ,其 概 
率 分 布 之 辣 或 者 相互 绝对 连续 ,或 者 相互 奇异 ,并 用 不 同 
方式 给 出 了 各 自 成 立 的 条 件 。 特 别 , 涛 (Xwn> 1) 为 相互 
独立 的 正 态 及 机 变量 序列 ,在 Ps.P, 下 ,X。 的 概率 分 布 分 
别 为 Novoin)\N(unyoi)， 则 P, 与 P, 相互 绝对 连续 
的 充分 必要 条 件 是 pi、cis 同时 为 堆 或 同时 不 为 等, 且 
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以 后 ,还 对 许多 具体 的 正 态 过 程 ,给 出 了 它们 的 概率 分 布 
相互 绝对 连续 时 其 均值 函数 和 协 方差 函数 所 应 满足 的 条 
件 及 其 密度 的 泛 函 形式 。 在 信号 检测 理论 中 ， 就 是 直接 
运用 这 些 结果 ， 获 得 检验 信号 有 无 的 方法 和 信号 参数 的 
各 种 估计 量 的 。 

对 于 马尔 可 夫 链 ( 见 马 尔 可 夫 过 程 )， 往 往 可 以 利用 
转移 概率 或 @ 和 矩阵 直接 写 出 其 分 布 密度 及 似 然 函 数 。 这 
时 ， 对 于 转移 概率 .Q 甜 阵 或 概率 分 布 中 的 未 知 参数 ， 就 
可 运用 最 大 似 然 估计 法 或 似 然 比 检验 进行 推断 。 例 如 设 
{X(t), 0<t<T} 为 生 灭 过 程 ，X(0)=1, 入 、4 分 别 表示 
其 生 灭 强度 。 若 以 BC(t)、D(t) 分 别 表示 X 在 [0, 幻 中 生 
殖 和 死亡 的 总 数 ， 记 Sb=| xs) ds， 则 观测 到 样本 
{X(t),0<t<T} 后 ,其 似 然 函 数 为 


s 
Ls) Aeonexp] — (9+) (sa 。 


ian /的 最 大 似 然 估计 分 别 为 A= -只 一 


忌 多 -利用 B(t)、D(t)、 S(#) 的 渐 近 性 质 , 还 可 以 得 出 外 、 
外 的 相合 性 及 其 渐 近 分 布 。 类 似 的 做 法 还 可 用 于 更 一 般 
的 点 过 程 。 

对 于 状态 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ， 讨 论 得 较 多 的 是 由 
随机 微分 方程 X(t)=a(t,X(t))dt+o(t,X(t))dw(t) 规 
定 的 扩散 方程 ,其 中 W 为 市 其 运动。 例如， 设 过 程 Xi,X。 
分 别 满足 方程 dX,(t)=ast,X(t))dt+dW(t), 0<t<T， 
i=1, 2; P, 表示 X, 的 概率 分 布 。 若 a 满足 方程 存在 唯 


一 解 的 条 件 ， 且 以 概率 1 成 立 | oi(t,XKt))dt<oo， 财 


P, 与 P, 相互 绝对 连续 , 且 
dP， 
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上 式 右 端 第 一 项 为 关于 半 猴 X, 的 随机 积分 。 利 用 这 一 
结果 ， 可 以 解决 下 列 过 程 的 参数 估计 问题 ， 若 Pe 表示 
dx(t)=0X(t)dt+ dw(t) 的 解 的 分 布 , 则 


of xctaxct) 3] 2 时 。 


因此 ,| XCDdX(bD( = 去 CX ‘0-7)) 和 让 Xr(t)dt 为 


4 的 充分 统计 量 ， 而 8= CCT) 一 7 人 xp ot 便 是 


9 的 最 大 似 然 估计 。 进 而 还 可 以 推出 6 的 相合 性 与 渐 近 
正 态 性 。 

关于 过 程 概率 分 布 间 的 绝对 连续 性 问题 ， 对 独立 增 
量 过 程 也 有 较 完 善 的 讨论 。70 年 代 后 , 鞭 论 方法 已 用 于 
对 这 一 问题 的 讨论 ， 且 对 半 鞭 也 给 出 了 概率 分 布 间 绝对 
连续 的 条 件 及 密度 的 泛 函 形式 。 这 些 都 为 过 程 统计 的 发 
展开 辟 了 道路 。 

不 依赖 于 密度 的 统计 方法 ”在 许多 实际 问题 的 模型 
中 ， 常 把 被 观测 的 随机 过 程 记 为 Z(t)=m(t)+X(t), 其 


中 非 随机 项 m(t)= 交 ampu(t， 6) 反映 Z(t) 的 趋势 变化 或 


周期 变化 部 分 ，q， 8 是 未 知 参数 ,均值 为 零 的 随机 过 程 
X(t) 往 往 表 示 观 测 受到 的 干扰 和 误差 。 在 这 类 模型 中 ， 
往往 只 须 对 Z(t) 的 部 分 统计 特征 进行 推断 。 采 用 的 方法 
可 以 不 必 求 出 概率 分 布 间 的 密度 ， 仅 须 对 和 的 二 阶 和 矩 或 
前 四 阶 矩 附加 某 些 要 求 ， 一 般 是 假定 X 的 二 阶 或 前 四 阶 
拢 为 平稳 的 。 

对 2 的 统计 分 析 常 考虑 下 列 问题 , 回归 系数 m 的 估 
计 ， 均 值 函数 中 其 他 参数 9〈 例 如 隐 项 周期 ) 的 估计 ,XX 
的 统计 特征 (包括 协 方差 函数 、 谱 密度 等 ) 的 估计 及 有 限 
参数 模型 拟 合 等 ( 见 时 间 序 列 分 析 )。 

过 程 统计 从 其 任务 来 看 ， 本 质 上 与 数理 统计 是 一 致 
的 。 但 过 程 统 计 处 理 的 不 独立 随机 变量 的 统计 问题 远 较 
独立 随机 变量 的 相应 问题 来 得 复杂 。 过 程 统计 的 各 种 方 
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法 及 其 论证 ， 更 多 地 用 到 随机 过 程 论 的 许多 成 果 。 随 着 
随机 过 程 应 用 领域 的 扩大 和 理论 研究 的 深入 ， 各 种 过 程 
统计 方法 也 愈 广泛 地 被 采用 ,其 理论 也 将 日 趋 完善 。 
参考 书目 

LV. Basawa and B. L. S. Prakasa Rao, Statistical Jafer- 
ence for Stochastic Processes, Academic Press, New York, 
1980. 

U. Grenander, Abstract Inference, Joha Wiley & Sons, 
New York, 1981. 

(证 露骨 》 


suljl Jifen 
随机 积分 (stochastic integral) 对 某 些 随 
机 过 程 类 适当 定义 的 各 种 积分 的 总 称 。 它 们 在 随机 过 程 
与 随机 微分 方程 的 研究 和 应 用 中 各 有 其 重要 的 作用 。 
伊藤 积分 ”这 是 对 布朗 运动 定义 的 一 种 随机 积分 。 
布朗 运动 的 样本 函数 虽然 连续 ， 但 几乎 所 有 的 样本 函数 
非 有 界 变 差 , 甚 至 处 处 不 可 微 , 因 而 无 法 按 样本 函数 来 定 
义 通常 的 歼 更 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (简称 RS 积分 ) 或 勒 贝 
格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (简称 LS 积分 )。 一 般 来 说 ,RS 积分 
定义 中 的 达 布 和 不 会 以 概率 1 收敛 到 一 定 的 极限 ， 但 在 
适当 的 条 件 下 ， 达 布 和 的 均 方 极限 存在 。 伊 其 清正 是 利 
用 这 一 性 质 定义 了 对 布朗 运动 的 随机 积分 。 设 {元 ， 
tER+:=[0，co)} 是 一 族 上 升 的 子 o 域 ,布朗 运动 W= 
{W(t),tER,} 是 (多 ,) 狱 。 如果 样本 连续 的 有 界 随机 过 程 
={4@(t),，tER,} 是 (多 ,) 适 应 的 ,那么 当 有 限 区 间 [a,b] 
CR, 的 分 割 4={4=t<ti<…<ta=b)} 的 直径 4)= 


max( 久 一 -1) 趋 于 零 时 ， 达 布 和 ob-D)CW(b) 一 
Ee | 


WCts-1)] 的 均 方 极限 存在 ， 记 作用 g(t)dwkt), 它 称 为 0 


在 区 间 [a,b] 上 对 W 的 伊 芯 积 分 。 值 得 注意 的 是 ,在 达 布 
和 的 构造 中 ， 被 积 过 程 在 [t,t] 上 的 取 值 点 不 是 随意 
一 点 ， 而 只 能 是 它 的 左 端点 &-i。 这 是 一 个 严格 的 限制 。 
完全 不 加 限制 时 其 极限 不 存在 ,如 作 其 他 的 限制 , 则 可 能 
得 到 另外 的 极限 ,从 而 定义 出 另外 的 积分 ,但 最 有 用 的 是 
这 种 限制 。 伊 芯 积 分 最 重要 的 性 质 是 著名 的 伊 芒 公 式 : 设 
下 是 二 次 连续 可 微 的 实 函数 , 则 


POWCb)) =POWCa)) + | .PCW(DdWCt) 
WW 
+ 五 | .PCwcp)dt。 


这 一 公式 及 其 各 种 推广 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 的 作 
用 。 例 如 ， 可 以 用 来 证 明 关于 布朗 运动 的 对 刻画 的 莱 维 
定理 ,一 个 从 零 出 发 的 样本 连续 过 程 W= {W(t), tER,》 
为 布朗 运动 的 充 要 条 件 ， 是 W 和 {W(t) 一 t,tER,} 都 
为 鞭 。 

对 平方 可 积 款 的 随机 积分 ”使 了 |X(co)1<c 的 蒜 
X={X(t)，tER,) 称 为 平方 可 积 鞭 ， 其 中 X(ce) 是 当 
t> co 时 ,X(t) 以 概率 1 收敛 的 极限 。 对 一 个 平方 可 积 款 
XX, 一 X? 是 类 (D) 上 折 , 因此 根据 上 鞭 分 解 定理 ， X* 可 唯 
一 地 表 成 一 致 可 积 款 M .和 可 料 增 过 程 A 之 和 ,X(t)~ 
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M(b)+A(t)。 由 此 ,对 任何 样本 连续 的 有 界 适应 过 程 8， 
当 [a, 妆 的 分 割 4= (一 be< 扣 <…<< 名 一 东 的 直径 %4) 趋 


于 堆 时 , 达 布 和 六 ok-)[X(t) 一 X(t-D)] 的 均 方 极限 
存在 ， 这 个 极限 就 称 为 8 在 [a，b] 上 对 X 的 随机 积分 
及 ekaxkt)。 这 种 积分 也 有 相应 的 仇 基 公式 :对 二 次 连 
续 可 微 的 函数 了 ， 
FCXCD))=FCGXCo))+|PCKCDOaKCD 


Yi 
+ 到 | .PCxCD)aa(b。 


右边 最 后 一 项 是 按 轨 道 的 LS 积分 ， 可 料 增 过 程 4 的 轨 
道 是 右 连 续 增 函数 。 这 种 随机 积分 还 可 以 进一步 推广 到 
对 局 部 钦 以 至 半 软 的 积分 。 

斯 特 拉 托 诺 维 奇 各 分， 在 伊 萨 积分 定义 的 达 布 和 
中 ， 如 果 用 在 小 区 则 [th-iy 4] 中 点 的 被 积 过程 值 
(天 于) (或 等 价 地 ， 用 在 两 个 区 同 端点 的 过 程 值 的 


算术 平均 [8 (tk-,) +B (二 ) ] /2) 代替 左 端点 的 过 程 值 
作 (1)， 则 均 方 极限 也 存在 , 但 此 极限 与 伊藤 积分 不 相 
同 , 它 定义 了 用 斯 特 拉 托 诺 维 奇 命名 的 另 一 种 积分 , 记 作 


人 wkpvawtp。 这 种 积分 的 一 个 优点 是 ,对 一 个 三 次 连 
续 可 微 的 函数 P， 
FCW(b))-PCW(a)) 二 | PCW (Deaw(t)， 


它 保持 了 普通 微 积分 中 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 形式 。 

其 他 类 型 的 随机 积分 ”常见 的 还 有 均 方 随机 积分 和 
对 正 交 增 量 过 程 的 积分 ,对 一 个 均 方 连续 的 随机 过 程 X， 
即 对 一 切 如 ER* 满足 lim ELX(t) 一 X(t,)]*=0 的 X, 达 


布 和 访 X(s,) (和 一 妈 -1) 的 均 方 极 限 存在 , 它 定义 了 X 在 


区 间 [a,bJ 上 的 均 方 随机 积分 , 记 作用 X (tydt， 其 中 4= 
{ot<hh<…< 刀 一 b) 是 [a b] 的 分 割 ， si 可 在 [4] 
上 任 取 ， 均 方 极 限 是 在 MK4) 趋 于 零 的 条 件 下 取 的 。 设 也 
是 一 个 正 交 增 量 过 程 , 即 对 一 切 4<<h<hE[2() 一 
2Z(4)J[ZCts) 一 20h)]=0， 那么 对 任 一 [ay 的 上 的 连续 


函数 达 布 和 以 fa) [Z() 一 2(&-1)] 的 均 方 极限 定 


义 了 了 在 [a,b] 上 对 Z 的 积分 , 记 作 1(t)dz(b。 这 种 对 


正 交 增 量 过 程 积分 的 最 重要 的 应 用 是 宽 平 稳 过 程 的 谱 表 
示 ( 见 平稳 过 程 )。 


随机 微分 方程 Wn X(t =X00) + | as X(s))ds 


+| ns， X(s))dW(s) 的 方程 称 为 伊 芒 方 程 ， 其 中 a(s， 


z#)、"(s，z) 是 一 次 连续 可 微 的 二 元 函数 ，W 是 布朗 运 
动 , X 是 待 求 的 半 鞭 。 由 于 形式 上 还 可 以 将 方程 改写 为 
X(t)=a(t,X(t))dt+o(t, X(t))dW(t) 这 种 微分 表示 ， 


习惯 上 常 称 为 ( 伊 茧 ) 随 机 微分 方程 。 理 论 上 对 它 已 有 很 
多 研究 , 解 的 存在 唯一 性 问题 已 经 解决 ,并 且 有 各 种 形式 
的 推广 ,如 用 半 鞭 代替 布朗 运动 等 但 能 把 解 明 确 表达 出 
来 的 还 只 有 少数 简单 的 特例 ,如 对 X(0)=1, a(s,x) 二 0， 


olssx)=x, 方 程 X(t) =1+] XCsdW(s) 有 唯一 解 


XcD=emp| wb- 了， 


它 是 一 个 样本 连续 鞭 。 
此 外 ,对 于 均值 函数 为 零 的 实 二 阶 过 程 X( 见 随机 过 
程 ) ,可 定义 其 各 阶 均 方 导数 。 若 X 的 协 方差 函数 7(s, 4) 
一 EX (s)X(t) 二 次 连续 可 微 ， 则 差 商 [X (t+At) 一 
X(t)]/At 当 At->0 时 的 均 方 极限 总 存在 ， 它 定义 了 X 的 
一 阶 均 方 导数 XCD= GD。 一 般 地 , 震 FCsjt 2n 次 
连续 可 微 ， 则 X 的 nn 阶 均 方 导数 存在 。 联 系 着 一 个 二 阶 
过 程 X 及 其 各 阶 均 方 导数 之 间 的 方程 ,如 
EO ot) SD tact)xet) +ect) 
等 , 称 为 均 方 随机 微分 方程 。 求 解 它 ,就 是 要 找 出 满足 该 
关系 式 的 二 阶 过 程 X。 例 如 久 (t)=aX(t)+Y(t) 在 初 值 
X(0) 一 # 下 的 唯一 解 是 X(t) 一 tew+ oremnyCs)ds, 其 
中 4 是 实 常数 ,§ 为 已 知 的 随机 变量 ,Y 为 已 知 的 均 方 连 
续 随机 过 程 ,而 积分 是 均 方 随机 积分 。 
参考 书目 
J.L. Doob, Stochastic Processes, John Wiley & Sons, 
New York, 1953. 
严 加 安 入 车 :< 轶 与 随机 积分 引 论 >， 上 海 科学 技术 出 版 社 , 上 


海 ,1981。 
( 陈 培 抛 ) 
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随机 微分 方程 (stochastic differential equa- 
tion) 见 随机 积分 。 


Sunzl shengyu dingli 
孙子 剩余 定理 中 国 南 北朝 时 期 (5~6 世纪 ) 著 名 
的 著作 《孙子 算 经 》 中 * 物 不 知 数 ”问题 所 闹 述 的 定理 。 
物 不 知 数 问题 的 原 题 是 :“ 今 有 物 ,不 知 其 数 , 三 三 数 之 璋 
二 ,五 五 数 之 剩 三 , 七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?1" 这 属于 数 
论 的 一 次 同 余 方程 组 问题 。 用 现代 数学 符号 可 表 为 求 下 
列 同 余 方程 的 整数 解 ， 
N=R,(mod3) 
=R,(mod5) 
=R,(mod7), 
式 中 R=2, R,=3, R,=2。 
《孙子 算 经 ?中 使 用 一 种 适合 解 一 般 的 一 次 同 余 方 程 
组 的 方法 , 求 得 此 特殊 问题 的 最 小 整数 解 N=23。 解 题 步 
最 是 ; 选 定 5x7 的 一 个 倍数 ,被 3 除 余 1, 即 70; 选 定 
3x7 的 一 个 倍数 ,被 5 除 余 1, 即 21; 选 定 3x5 的 一 个 
倍数 ,被 7 除 余 1, 即 15。 然 后 按 下 式 计算 


N=70R, +21R,+15R,—105p, 
式 中 105 为 3,5,7 的 最 小 公 倍 数 ,Pp 为 适当 选取 的 整数 ， 
使 得 0<N<105, 这 里 取 p=2。 
上 述 问题 和 解法 , 可 直接 推广 为 定理 , 设 ac， 
mm 两 两 互 素 ,M= war…a。 则 
ZX=Ri(mod oa) (i=1,2,.,n), (1) 
有 整数 解 , 且 对 模 M 是 唯一 的 若 记 最 小 正 整数 解 为 N, 则 


&, M 
N= MR,—pM, 
家 区 
式 中 满足 
Kl(mod @) im1,2,..,n), 
: 


了 为 适当 选取 的 整数 , 使 得 N<M。“ 物 不 知 数 "问题 , 在 
欧洲 是 一 个 知名 的 问题 ，C. F. 高 斯 于 19 世纪 初 给 出 了 
它 的 一 般 性 定理 。 因 此 国际 上 称 上 述 《孙子 算 经 ?中 的 问 
题 为 孙子 剩余 定理 或 中 国 剩余 定理 。 

《孙子 算 经 3 没有 给 出 求 k 的 具体 算法 。 宋 代 末 九 站 
在 k 数 书 九 章 》 中 第 一 次 详细 地 、 完 整地 阐述 了 求解 一 次 
同 余 方程 组 的 算法 ,他 称 做 “大 衍 总 数 术 ", 其 中 包括 求 各 
的 一 种 机 械 化 算法 一 一 大 衍 求 一 术 。 


秦 九 韶 称 a4 为 “定数 ", k 为 "条 率 ", 由 冯 中 屡 减 a 


所 得 的 余数 G,( <as) 为 “奇数 "。“ 大 簿 求 一 术 云 ， 置 奇 
右上 ， 定 居 右 下 ， 立 天 元 一 于 左上 (图 1)。 先 以 右上 除 


左上 一 *1 Gif 右上 
or 一 右 下 


图 1 


右 下 ， 所 得 商 数 与 左上 一 相生 ( 即 相 乘 ) 入 左下 。 然 后 乃 
以 右 行 上 下 以 少 除 多 , 递 互 除 之 ,所 得 商 数 随即 递 互 累 和 
归 左 行 上 下 , 须 使 右上 末 后 奇 一 而 止 。 乃 验 左 上 所 得 ,以 
为 乘 率 ." 秦 九 部 在 例题 中 曾 以 G,~3, ,=~4 为 例 ， 列 出 
求 后 的 算 草 布 式 
左上 一 *1 3<| 右 上 _3 除 4 
a 商 1 余 1 


商 1 乘 天 元 1 
归 入 左下 


余 1 除 3 
pe 
商 2 余 1 


ot 


1 和 
EE ( 余 ) 
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( 商 ) | 商 2 要 归 数 1 
归 入 左上 


此 时 右上 余 1, 故 左 上 即 为 乘 率 上 =3。 

秦 九 韶 还 在 历史 上 首次 提出 了 当 o,a,…,a 并 非 两 
两 互 素 时 ,求解 (1) 的 方法 。 他 设计 了 “两 两 连环 求 等 , 约 
奇 弗 约 偶 ",“ 复 乘 求 定 "等 算法 , 先 约 去 诸 模 数 ni, cz，…， 
m 中 包含 的 多 余 的 因子 ， 得 到 新 的 一 组 ai ，a:，…，ony 
使 oai as 恰 为 myaay…yan 的 最 小 公 倍数 ,再 对 a:， 
san 中 的 因子 重新 归并 ， 得 到 ,3,…, 6 使" 
画 …… 吏 仍 为 41,04,…s0n 的 最 小 公 售 数 , 且 它 们 两 两 互 
素 。 这 样 便 将 问题 化 约 为 模 数 两 两 互 素 的 情形 。 秦 九 逆 
尚未 提 及 当 ,az,…an 并 非 两 两 互 素 时 ,方程 (1) 可 解 
的 条 件 。 但 从 他 所 举 八 道 例题 中 有 七 道 的 模 数 满足 可 解 
条 件 这 一 事实 分 析 , 许 多 人 认为 秦 九 韶 已 知道 该 条 件 。 

( 衣 向 东 “ 李 文 林 ) 
Sunzl Suanjing 
《孙子 算 经 》 。 见 《 算 经 十 书 》。 
Suobollefu kongjlon 
索 伯 列 夫 空 间 〈Sobolev space) 具有 弱 导 数 
的 多 变量 可 积 函数 组 成 的 一 类 巴 拿 林 空 间 。 由 于 苏联 数 
学 家 C. 开 . 索 伯 列 夫 对 这 类 函数 空间 的 发 展 作出 了 重要 
贡献 而 以 他 的 姓 来 命名 。 从 30 年 代 起 , 随 着 变 分 法 的 发 
展 和 偏 搞 分 方程 定 解 问题 的 解 的 存在 性 与 正则 性 研究 的 
需要 ， 许 多 人 研究 了 这 类 函数 空间 。 索 伯 列 夫 空间 及 其 
各 种 推广 \ 嵌 入 定理 、 迹 定理 及 各 种 揪 值 公式 已 经 成 为 偏 
微分 方程 理论 必 不 可 少 的 工具 。 

设 9 是 n 维 空间 R" 中 的 一 个 区 域 。 为 了 简明 起 见 ， 
假定 9 是 有 界 的 。 再 设 5= (ai，a mm) 是 非 负 整数 
组 ， [al a+ est et Dn Be m 为 
非 负 整 数 。 下 列 函 数 集合 赋 以 相应 的 范 数 都 是 巴 拿 赫 空 
间 ， 

@ 5 上 m 阶 连续 可 微 的 函数 的 集合 C"(5), 其 中 的 
元 素 4 的 范 数 为 |u|om5)= sup sup |Deu(x)|。 

lalem eed 

@ C"(5) 中 满足 赫 尔 德 条 件 
IDeu(x)— Dru()| 

lx—yl* 


[Dexwo= sup < (al=m) 
“Hy 


的 函数 4 的 集合 C"*5)(0< 和 <1),u 的 范 数 为 
elemac = ulomcs + sup, [Deu], oo 
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@ p 备 可 积 孙 数 的 集合 L?(0) (1<p<), 元 素 # 
的 范 数 是 luluztoy= (| lvtz)lnaz) 
@ 有 界 可 再 函数 的 集合 I"(0), 元 素 的 范 数 为 


lullsecos = esssuplx(z)|。 

索 伯 列 夫 空间 设 1<p<co， 以 C8(D) 表示 属于 
Cn(5) 且 在 0 的 一 个 闭 子 域外 为 零 的 函数 的 集合 。 如 果 
&ELI?(9)， 且 对 所 有 满足 |a|<k 的 a， 存在 函数 va。 € 
Lr(0), 使 得 积分 等 式 


| wz)Dep(z)ax=( 一 Del Va(x)p (x) dx 
o o 


对 所 有 PEC8(0) 都 成 立 ， 那么 称 WEW*'? (0) (或 4E 
H*'?(0)), 而 函数 v。 称 为 4 的 a 阶 广义 导数 或 弱 导 数 或 
分 布 导数 , 记 为 we 一 D"w。 函 数 类 W*'?(0) 对 范 数 


Wd 
lulwesxo=(| ,DD lr a) 

(1<p<oo) (#) 
成 为 一 个 巴 合 赫 空间 ， 称 为 索 伯 列 夫 空间 。 此 空间 中 几 
乎 处 处 相等 的 函数 看 成 是 相同 的 。 当 1<p<oo 且 0 的 边 
界 30 充分 光滑 时 ,空间 W*'?(0) 就 是 空间 C*(5) 关 于 范 

数 ( * ) 的 完备 化 。W*?(0) =L?(0)。 
空间 HYCO)=W%X0) 中 赋 以 内 积 (wb)atto)= 


| 忆 Drulx)Drv(x)dx 还 成 为 希 尔 伯 特 空间 。 


ota 

区 入 定理 设 Oo 是 含 于 互 的 一 个 m 维 光滑 流 形 ， 
特别 地 ， 可 以 把 0 或 9 的 子 区 域 视 为 Qm， 把 99 视 为 
Or 把 mm 维 平面 与 互 的 交 视 为 Qm。W*z(O) 中 的 函数 
可 以 视 为 0 上 定义 的 函数 , 称 为 4 在 0m 上 的 迹 , 记 
为 yu=w|otm， 并 称 ?为 把 9 上 的 函数 映射 为 gm 上 的 
函数 的 迹 算 于 。 当 Oom= Oo =0 时 ,7 为 恒 等 算 子 。 

记 X= Wez(9)， 设 Y 为 定义 在 9 上 的 函数 组 成 
的 一 个 巴 革 赫 空 间 。 若 EX 则 必 有 ?yuEY, 且 迹 算 于 y 
是 X 到 了 的 有 界 算 子 ， 就 称 空间 X 钠 入 空间 Y， 记 为 
XGY。 若 嵌入 算 子 又 是 紧 算 子 , 则 称 X 紧 嵌入 Y, 记 为 
XGGY,. 

嵌入 定理 设 1<p<o0, 当 0 的 边界 30 适当 光滑 时 
有 以 下 结果 。@ 当 m>n 一 p+>0 时 ， 对 q>p, 加 之 台 一 k 


有 Wn(0)GLAOm); 车 和 > 下 一 和 则 Wea(O)GG 
Te(om)。@ 当 -全 >r>0 时 ,有 We(O)GGCr() 
及 Wr(0)GCmAD), 这 里 , 当 r+1>k 一 邓 时 ,X= 一 7 一 
号 ,而 当 r+1~k 一 名 时 ， 入 是 (0,1) 中 的 任意 数 。 这 个 定 


理 不 能 再 改进 了 。 例 如 , 当 m>n 一 pk>0 时 ,如 果 守 < 驰 

一 k, 那 么 存在 4EW*?(0), 但 ulowm=yu gL 人 (Om )。 
G. H. 哈代 与 J. EE. 李 特 尔 伍德 在 30 年 代 初 研究 变 

分 同 题 时 建立 的 一 些 不 等 式 实际 上 是 对 ”=1 的 嵌入 定 


理 。 上 述 的 一 般 嵌 入 定理 包含 了 许多 人 的 工作 。 索 伯 列 
夫 最 初 建立 的 媒 入 定理 只 有 ，@ 当 于 > 邓 ~k 时 ,有 


Wea(9)GLe(Oem) 四 当 k 一 站 >r>0 时 ， 有 Wer(D)G 


Cr(5)。 紧 嵌入 W*(9)GGLe(95) 是 工 .B. 孔 德 拉 绍 夫 
证 明 的 (1938)。 谋 入 W**?(0)GC"*(5) 是 C.B. 莫 利 证 明 


的 (1940)。W*z(9)GLR(O em ) 的 极限 指数 (一 全 一 


是 B, 开 , 伊利 因 证 明 的 (1954)。 把 区 域 0 的 光滑 性 条 件 
减 到 最 弱 (在 情形 @ 是 所 谓 难 条 件 , 在 情形 @ 是 李 普 希 英 
条 件 ) 是 也. 加 利 亚 尔 多 的 工作 (1958)。 

分 数 阶 空间 与 这 定理 。 当 m=n 一 1 时 ， 对 满足 上 述 
嵌入 定理 的 9, W*z(9) 中 的 西数 在 30 = Oor 上 的 迹 是 
Ta(30) 中 的 函数 ;但 是 ,并非 所 有 Le(80) 中 的 函数 都 是 
空间 Ww(9) 中 某 个 函数 在 39 上 的 迹 。 然 而 ,研究 偏 征 
分 方程 更 加 密切 相关 的 问题 是 定义 在 39 上 的 哪 一 关 
函数 ,其 中 每 个 函数 都 可 以 延 拓 到 石上 而 成 为 Ww*?(9) 中 
的 一 个 函数 ?为 了 解决 这 个 问题 ,需要 把 空间 W790) 从 
整数 推广 到 非 问 数 s。 从 50 年 代 起 ， 许 多 人 从 不 同 途 
径 作 了 推广 工作 。 下 面 是 常用 到 的 分 数 阶 空间 Wrz(D)。 

设 s=m+o,m 为 非 负 整数 ，0<o<1。 若 xE 
Wm2(9), 且 4 的 所 有 mm 阶 弱 导数 都 满 下 条 件 

Naesst) = | saay <oo, 

lal =m, 
则 称 WE Wn(9) ,其 范 数 定义 为 
Hulse = leg os + 四。 Noeco | 


于 是 ,对 任意 实数 :二 0,W"?(0) 是 巴 拿 炎 空间 。 
对 上 述 问题 的 完整 回答 是 迹 定理 ， 当 边界 39 适当 


光滑 时 ， 对 1<p< 吕 有 Wun(O)GW* 3?(39), 且 灵 
入 算 子 是 满 映射 ( 相 略 地 说 ，Wuz(9) 的 函数 在 边界 30 
上 失掉 1/p 阶 导数 )。 一 般 , 命 YU- 3 表示 在 30 上 的 
外 法 向 导数 ， 则 迹 算 子 y=《Yoyy4,… ,Yt) 是 W*?(0) 


到 W700) xW' "3? (90) x x W'S"? (90) 
的 满 映射 。 

1951 年 ,C. M. 尼 科 利 斯 基 研究 了 一 类 接近 W“z(O) 
但 稍 大 于 W*?(9) 的 空间 H*?(0) 并 建立 了 类 似 的 迹 定 
理 。 上 述 迹 定理 对 p= 2 是 由 .HH. 斯 洛 博 杰 菊 基 证 明 的 
(1958), 对 任意 P<1 是 经 过 加 利 亚 尔 多 (1957) 和 C. B。 
乌 斯 宾 斯 基 (1960) 先 后 研究 完成 的 。J.-L. 莱 昂 斯 与 E. 
马 格 内 斯 通过 内 插 空 间 理 论 研究 空间 W**?(0) 也 得 出 了 
上 述 的 迹 定 理 (1961)。O. B. 别 索 夫 于 1959 年 开始 研究 
另 一 类 分 数 阶 空间 B''?(0), 也 证 明 相应 的 嵌入 定理 及 本 
定理 。 
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To'erslll 
塔 尔 斯 基 ,A. (Alfred Tarski 1902 一 1983) 

兰 数学 家 , 逻辑 学 家 , 华沙 逻辑 学 派 的 主要 代表 人 物 。 
1902 年 1 月 14 日 生 于 华沙 。1983 年 逝世 。 在 华沙 大 学 
数学 系 学 习 时 曾 师 事 J 武 卡 谢 维 奇 ,1924 年 毕业 于 华沙 
大 学 , 获 博士 学 位 。1926 年 任 华 沙 大 学 讲师 。1939 年 移 
居 美 国 。 从 1942 年 起 在 伯克利 加 州 大 学 任教 。1946 年 起 
任 数学 教授 。 曾 为 《符号 逻辑 学 报 》 主 持 编 务 。 

塔 尔 斯 基 的 研究 工作 涉及 一 般 代 数 、 测度 论 、 集 论 、 
数理 逻辑 和 数学 基础 以 及 元 数学 等 领域 ， 其 中 尤 以 对 逻 
辑 语义 学 的 研究 引 人 注 目 。 

塔 尔 斯 基 认为 逻辑 学 很 早 就 已 成 为 一 门 独立 的 学 
科 。 但 只 是 在 现代 ， 逻 辑 学 才 得 到 极 大 的 发 展 和 完全 的 
改造 ,其 学 科 性 质 类 似 于 数学 ,而 以 这 一 形式 出 现 的 逻辑 
学 ,就 被 称 为 数理 逻辑 或 符号 逻辑 。 . 

塔 尔 斯 基 指 出 ， 语 义学 停 论 的 成 因 在 于 自然 语言 的 
含糊 性 。 起 先 ，B. A. W. 罗素 为 了 要 排除 语义 学 停 论 ， 
曾 有 意 将 类 型 论 扩 展 为 分 展 语言 论 。 塔 尔 斯 基 沿 此 发 展 
和 形成 了 理论 语义 学 ， 开 展 了 关于 对 象 语 言 和 元 语言 的 
研究 方向 。 

塔 尔 斯 基 的 主要 著作 有 《初等 代数 和 几何 的 判定 
法 兴 1948)、《 逻 辑 ,语义 学 ,元 数学 X1923 一 1938,1956) 


等 。 ( 徐 云 从 ) 
To'ertallya 
塔 尔 塔 利 亚 ,N.。 (Nicolo Tartaglia 1499/ 


1500 一 1557) 。 原名 丰 塔 纳 ,意大利 数学 家 、 力 学 家 、 
军事 科学 家 。 以 发 现 三 次 方程 的 一 般 解法 和 始 创 弹道 学 
ES 而 着 称 于 世 。 约 1499 年 生 于 
意大利 北部 的 布雷 西亚 ，1557 
年 12 月 13 日 卒 于 威尼斯 。16 
世纪 的 意大利 ， 是 一 个 分 裂 的 
国家 。1494 年 法 国 开始 入 侵 。 
两 国 战争 断 续 进 行 了 六 十 多 
年 。1512 年 2 月 19 日 法 军 动 掠 
布雷 西亚 ,他 衙 在 教堂 内 , 仍 未 
能 免 于 难 。 头 部 口舌 受伤 多 
处 , 愈 后 语言 失灵 , 故 有 塔 尔 塔 
利 亚 的 绰号 (意大利 语 tartagliare 是 “口吃 者 "之 意 )。 父 
早 丧 , 赖 其 母 教育 , 以 后 自学 成 才 。1534 年 教学 于 威尼斯 ， 
宣称 已 知 “+mx* 一 n 类 型 的 三 次 方程 解法 ， 引 起 A.M. 
菲 奥 尔 不 服 。 后 者 曾 得 到 S. dal 费 罗 的 秘 传 ( 只 限于 好 十 
mx+n==0 类 型 )， 自 调 独 知 其 法 。 二 人 相约 在 米兰 进行 
公开 比赛 。 事 前 塔 尔 塔 利 亚 作 了 充分 准备 ， 进 一 步 掌握 
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多 种 类 型 的 解法 ,结果 大 获 全 胜 。 以 后 他 在 威尼斯 \ 布 雷 
西亚 、 维 罗 纳 等 地 教学 。 最 早 的 著作 是 《新 科学 》(1537)， 
论述 火炮 的 射击 ,这 是 探索 自由 落体 的 前 驱 工作 。 不 久 ， 
G. 十 尔 达 诺 向 他 求教 三 次 方程 解法 , 最 初潮 到 拒绝 。 后 
来 卡尔 达 诺 诡 称 推荐 他 任 西 班 牙 炮 兵 顾问 ,并 立 暂 , 永 不 
泄密 。 塔 尔 塔 利 亚 终于 在 1539 年 3 月 25 日 向 他 透露 了 三 
次 方程 解法 , 但 未 给 证 明 。1545 年 卡尔 达 诺 出 版 (大 术 》 
(Ars Magna), 将 三 次 方程 解法 公 之 于 世 。1546 年 塔 尔 塔 
利 亚 在 《各 式 各 样 的 问题 与 发 明 » 一 书 中 严 斥 卡 尔 达 诺 的 
失信 行为 。 导 致 一 场 争吵 ,接着 是 1548 年 在 米兰 公开 辩 
论 。 卡 尔 达 诺 未 出 席 , 只 派 门徒 L. 费 拉 里 参加 ， 结 果 是 
不 欢 而 散 。 后 世 把 三 次 方程 求 根 公式 叫做 “卡尔 达 诺 公 
式 ", 塔 尔 塔 利 亚 之 名 反而 潭 没 无 闻 。 塔 尔 塔 利 亚 最 重要 
的 著作 是 & 数 的 度量 通论 》(3 卷 ,1556 一 1560), 这 是 当时 
初等 数学 的 大 全 。 此 外 他 还 译 过 欧 几 里 得 、 阿 基 术 礼 等 
人 的 著作 。 
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《〈 果 宗 巨 ) 


Tolle 
泰勒 ,B。 (Brook Taylor 1685 一 1731) 。 英 
国 数学 家 , 18 世纪 早期 英国 牛顿 学 派 最 优秀 的 代表 人 物 
之 一 。1685 年 8 月 18 日 生 于 
埃 德 蒙 顿 , 1731 年 12 月 29 日 座 
于 伦敦 。1705 年 入 剑桥 大 学 圣 
约翰 学 院 ，1709 年 毕业 并 获 法 
学 士 学 位 ,随后 居住 伦敦 ,1714 
年 获 法 学 博士 学 位 ，1714 一 
1718 年 担任 皇家 学 会 秘书 。 
泰勒 最 重要 的 著作 是 《 正 
的 和 反 的 增 量 方法 》(1715), 书 
中 以 下 列 形式 陈述 了 他 在 1712 
年 即 已 获得 的 著名 定理 (1712 年 7 月 泰勒 在 给 他 老师 J. 
梅 钦 的 一 封 信 中 宣布 过 这 一 发 现 )， 


» 了 站 La 
sto) s+ Tt Tt 


式 中 v 为 独立 变量 的 增 量 ,和 zz 为 流 数 , 他 假定 z 随时 
间 均 匀 变 化 , 则 :为 常数 ,从 而 上 述 公式 等 价 于 现代 形式 
的 泰勒 定理 : 


2 
f(x+h)—f(x)+hf'(x)+ + Mg 


这 样 ， 他 便 成 为 有 限 差分 理论 的 奠基 人 。 泰 勒 公式 使 任 
意 单 变量 函数 展 为 里 级 数 成 为 可 能 ， 不 过 他 对 该 定理 的 
证 明 并 不 严谨 ,也 没有 考虑 级 数 的 收敛 性 。 

泰勒 在 k 正 的 和 反 的 增 量 方法 》 中 还 讨论 了 微 积分 对 
一 系列 物理 问题 的 应 用 ， 其 中 特别 重要 的 是 关于 弦 的 模 


向 振动 的 结果 ,他 通过 求解 方程 
m= (Ss=NB+) 

而 导出 了 基本 频率 公式 ， 开 了 弦 振 动 问题 研究 之 先河 。 
《 正 的 和 反 的 增 量 方法 》 一 书 还 包括 了 他 在 数学 上 的 其 他 
创造 性 工作 , 如 对 于 常 微分 方程 奇异 解 的 考察 等 。 

泰勒 的 另 一 部 名 著 《 线 性 透视 论 》 与 《 正 的 和 反 的 增 
量 方法 》 发 表 于 同一 年 ,1719 年 出 了 第 2 版 。 他 以 极 严密 
的 形式 展开 其 线性 透视 学 体系 ， 其 中 最 突出 的 贡献 是 所 
谓 “ 没 影 点 "(vanishing point) 的 提出 和 使 用 。 

(地 文 林 ) 
Tolle jishu 
泰勒 级 数 (Taylor series) 解析 西数 的 一 类 
票 级 数 展开 式 。 在 加 |z 一 a| <R 内 解析 的 函数 了 z) 可 以 
展 为 以 下 形式 的 寡 级 数 
f(z)= 访 人 (z—a), (1) 

级 数 (1) 称 为 函数 fz) 在 点 z=a 的 泰勒 级 数 。 当 a= 0 
时 ， 称 为 马克 劳 林 级 数 。 

设 z 是 贺 | 一 a| <R 内 的 任意 一 点 , 作 加 7:15 一 al 
=?*<R, 使 得 z 位 于 ?的 内 部 。 根 据 柯 西 公式 得 到 


1 
ro- 而 | Ls. (2) 


因为 
1 1 


tA (ows) 


并 且 右边 的 级 数 在 Y 上 一 致 收敛 ， 所 以 将 此 式 代 入 (2) 
式 , 逐 项 积分 后 就 得 到 


foD= 入 sz-a)v， (3) 


SA 
Ca? 


式 中 
1 m(a 

mr, 

零点 若 fa) 一 站 (a) 一 … 一 jn-D(a) 一 0,fm(a) 闻 
09, 则 称 4 是 人 2) 的 一 个 m 级 零点 。 特 别 地 , 若 m=1, 则 
称 4 是 信 z) 的 一 个 简单 零点 。 

根据 解析 函数 可 以 展 为 泰勒 级 数 的 上 述 事实 ， 可 以 
得 到 解析 函数 以 下 两 个 重要 性 质 。 

@ 零点 的 孤立 性 车 f(z) 是 域内 不 恒 为 零 的 解 
析 函 数 , 则 f(z) 在 DD 内 的 零点 是 孤立 的 。 也 就 是 说 ， 若 
f(g)=0 (a€D)， 则 存在 4 的 一 个 邻 域 , 使 得 f(z) 在 该 
邻 域内 除 4 点 外 没有 其 他 零点 。 

@ 唯一 性 定理 设 九 (z)， 户 (z) 是 域 卫 内 的 两 个 解 
析 函 数 , 若 存在 点 集 ACD, 它 有 一 个 属于 DD 的 极限 点 ay 
且 在 A4 上 f(z)=fi(z), 则 在 D 内 马 (z)=f:(z)。 唯 一 性 
定理 可 由 零点 孤立 性 推出 。 

柯 西 不 等 式 、 若 函数 f(z) 在 圆 |z-al<R 内 是 解 
析 的 , 且 |fz)| <M， 则 fz) 在 圆 |z 一 a| <R 内 的 泰勒 


级 数 思 ov(z 一 o" 的 系数 o 满足 不 等 式 


n=0,1,2.)。 (4) 


ll< 明 n=l,2,), (5) 
事实 上 ,由 (4) 式 得 
入 
Ial< 臣 -， 寺 r2rr= 光 ， 


令 r>R, 就 得 到 (5) 式 。 

刘 维尔 定理 若 也 z) 是 有 穷 复 平面 上 的 有 界 解析 函 
数 , 则 f(z) 必 为 常数 。 

事实 上 , 这 时 (3) 式 在 贺 |z 一 4| <R 内 成 立 , R 是 任 
意 正 数 ,由 柯 西 不 等 式 立即 推出 ca=04n 之 1) 即 f(z) =c。 


《常数 )。 ( 张 南岳 》 
Tollesi 
泰勒 斯 〈Thales 约 公元 前 625~ 前 547) 。 古 希 


腊 哲 学 家 、 自 然 科学 家 。 生 于 小 亚细亚 西南 海岸 米利 都 ， 
早年 是 商人 , 曾 游历 巴比伦 , 埃 
及 等 地 ， 学 会 古代 流传 下 来 的 
天 文 和 几何 知识 。 他 创立 了 爱 
奥 尼 亚 哲学 学 派 ， 企 图 摆脱 宗 
教 ,通过 自然 现象 去 寻求 真理 。 
他 认为 处 处 有 生命 和 运动 ， 并 
以 水 为 万 物 的 本 原 ,当时 米 大 、 
昌 床 亚 两 国 交战 ， 五 年 未 风 胜 “本 < 
负 。 泰勒 斯 预知 有 日 食 ， 便 扬 二 生生 
言 上 天 反对 战争 ， 某 日 必 以 日 “时 
食 来 人 警告 ， 后 来 果然 不 出 所 料 ， 于 是 双方 停战 和 好 。 
多 数 历史 家 认为 这 次 日 食 发 生 在 公元 前 585 年 5 月 28 
日 ， 大 概 是 根据 迎 勘 底 人 发 现 的 沙 罗 周期 推 得 的 。 秦 勒 
斯 在 埃及 时 曾 利用 日 影 及 比例 关系 算出 金字 塔 的 高 。 他 
在 数学 方面 的 贡献 是 开始 了 命题 的 证 明 。 所 得 到 的 命题 
有 ，@ 轩 被 任 一 直径 所 平分 ， 加 等 腰 三 角形 席 角 相等 ; 
加 两 直线 相交 ， 对 顶 角 相 等 ，@ 相 似 三 角形 对 应 边 成 比 
例 ， 回 对 半 加 的 四 周 角 是 直角 ，@ 已 知 三 角形 两 角 和 夹 
边 ,三 角形 即 已 确定 ， 等 等 。 这 些 命题 是 很 简单 的 ,可 是 
泰勒 斯 并 不 满足 于 知 其 然 ， 还 要 穷 究 所 以 然 的 道理 。 证 
明 命题 是 希腊 几何 学 的 基本 精神 ， 而 泰勒 斯 是 希腊 几何 
学 的 先驱 者 。 《 果 宁 巨 ) 


Talximile kongjion 
泰 希 米 勒 空间 (Teichmaller space) 黎 曼 
曲面 复 结构 的 形变 所 组 成 的 空间 。 泰 希 米 勒 空间 的 理论 
主要 是 用 拟 共 形 映射 为 工具 来 研究 黎 曼 曲面 的 模 问题 ， 
这 种 研究 与 克 莱 因 群 以 及 低 维 拓扑 问题 有 一 定 的 联系 。 
20 世 纪 30 年 代 末 及 40 年 代 初 ,9. 泰 希 米 勤 发 表 的 几 篇 
著名 文章 为 这 一 理论 莫 定 了 基础 。50 年 代 后 ，L. V. 阿 
尔 福 斯 与 工 . 伯 斯 等 人 进一步 发 展 了 泰 希 米 勒 理论 。 

设 RB， 是 全 体 亏 格 为 9 的 闭 黎 曼 曲 面 的 共 形 等 价 类 
所 组 成 的 空间 。 所 谓 黎 曼 曲面 的 模 问 题 就 是 指 Rs 空间 
的 参数 化 问题 。 
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在 g=1 时 (也 即 环 面 的 情况 ), 上 述 问题 的 解决 是 容 
易 的 。 事 实 上 ,每 个 环 面 都 同 构 于 C/4(r), 这 里 4(r) 表 
示 格 群 

{m+nr:m,n€EZ}, In(F)>0。 
另 一 方面 , 环 面 C/4(*) 与 C/4(* ) 共 形 等 价 的 充 要 条 件 
是 =(ar+B)/(yr+5), 其 中 a,p,y,5EZ 目 Bpy= 
1。 这 就 是 说 , 环 面 的 共 形 等 价 类 可 以 用 模 群 SL(2;Z) 在 
上 半 平 面 中 的 基本 域 中 的 点 来 代表 。 换 句 话 说, R, 可 以 
通过 一 个 复 参数 来 描述 。 

对 于 亏 格 9> 1 的 情况 ， 1857 年 黎 曼 提出 下 列 的 猜 
想 , R, 可 以 通过 3g 一 3 个 复 参数 来 描述 。 这 些 参数 被 称 
为 黎 曼 曲面 的 模 。 在 9>1 的 情况 下 ， 直 接 讨论 R, 的 参 
数 化 问题 十 分 困难 。 解 决 这 个 问题 的 一 个 关键 步骤 是 过 
渡 到 R。 的 一 个 覆盖 空间 上 ,这 就 是 后 来 以 泰 希 米 勒 命名 
的 空间 To。 

考虑 一 个 固定 的 亏 格 为 9 (9>1) 的 闭 黎 曼 曲面 Sv。 
对 于 任意 一 个 亏 格 为 g 的 闭 黎 曼 曲面 S 及 Se。 到 8 的 一 
个 保持 定向 的 同 用 "， 称 (S,c ) 为 一 个 标记 歼 曼 曲面 。 两 
个 标记 黎 曼 曲面 (S,c ) 与 (Si,o ) 被 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 
在 一 个 共 形 映射 9:S->S, 同 伦 于 mi*o~:。 标 记 黎 曼 曲面 
(5,0) 的 等 价 类 记 作 [S,r]。 全 体 这 样 的 等 价 类 就 组 成 了 
泰 希 米 勒 空间 T,。 

设 f: So>5, 是 Se 的 一 个 保持 定向 的 自 同 胚 。 则 
每 一 个 这 样 的 自 同 胚 * 都 诱导 了 Te 到 自身 的 映射 r#: 
[S,oJmLS,oot]。 全 体 这 样 的 r# 组 成 了 一 个 群 ， 记 作 
Mod 9g, 被 称 为 模 群 。 有 下 列 的 关系 : 

BE,=T,/Mod g。 

早 在 泰 希 米 勒 之 前 ,R. 弗 里 克 就 证 明了 Te(9>1) 有 
69 一 6 个 实 的 整体 参数 。 泰 希 米 勤 在 此 基础 上 , 借助 于 他 
对 黎 曼 曲面 上 的 拟 共 形 映射 的 极 值 问题 的 讨论 ， 在 Tv 
空间 中 引进 一 种 度量 ， 


da(LS,0],5S1,0,1) = int(ln ECF:fe0107!), 


式 中 了 跑 遍 mi*o-~: 的 同 伦 类 中 的 一 切 拟 共 形 映 射 ;K[ 们 
表示 了 的 最 大 伸缩 商 。 泰 希 米 勒 证 明了 这 是 一 个 完备 度 
量 ,在 这 个 度量 下 T, 空间 同 胚 于 Rw-。 中 的 单位 球 内 部 。 

设 Q(S,) 是 黎 曼 曲面 5。 上 全 体 全 纯 二 次 微分 pdz* 
所 组 成 的 线性 空间 。 由 黎 曼 - 罗 赫 定 理 可 计算 出 Q(S) 
的 复 维 数 为 3g 一 3, 这 里 g 是 S, 的 亏 格 (9> 1)。 泰 希 米 
勒 基于 对 全 纯 二 次 微分 诱导 的 度量 ds:= |9|11dz|: 的 几 
何 性 质 的 研究 ,证 明了 对 于 任意 一 点 [So] 都 可 以 找到 一 
个 特殊 代表 (S, ")， 使 得 其 中 rc: S,->S 是 一 个 拟 共 形 映 
射 ， 其 相应 的 贝尔 特 拉 米 微分 具有 下 列 形式 。 kC5/191》 
qz/dz, 其 中 是 小 于 1 的 非 负 实数 , pdz*EQ(S。)。 这 里 
pdz? 唯一 由 点 [S, 四 所 决定 ， 只 要 它 满足 规范 条 件 。 总 
之 ， 泰 希 米 勤 把 To 中 的 点 对 应 到 Q@(S,) 中 的 点 (附加 规 
范 条 件 ) 及 一 个 实数 这 样 一 来 ,T。 中 的 点 恰好 由 69 一 6 
个 实 参数 确定 。 

1960 年 阿尔 福 斯 首先 证 明了 泰 希 米 勒 空间 T,(g>1) 
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在 某 种 自然 意义 下 构成 了 3g 一 3 维 复 流 形 。1961 年 伯 
斯 进一步 证 明了 ，T。 可 以 全 纯 嵌 入 到 C*-: 中 成 为 一 个 
有 界 域 。 伯 斯 嵌入 的 主要 考虑 基于 拟 共 形 映射 理论 。 

泰 希 米 勒 空间 T。 作为 一 个 C”™? 中 的 有 界 域 , 它 是 
一 个 全 纯 凸 域 , 但 不 是 对 称 域 , 甚 至 不 是 齐 性 域 。 

在 Tv 的 复 结构 下 ， 模 群 Mod g 中 的 每 一 元 素 r#; 
T,>T 都 是 全 纯 映 射 。 模 群 在 T, 上 的 作用 是 真 间断 的 。 
因此 , ER,=T。/Mod 9 成 为 一 个 正规 复 空间 ， 但 不 是 流 形 
(g>1)。 它 有 奇 点 , 奇 点 对 应 于 允许 有 非 平凡 共 形 自 同 构 
的 黎 曼 曲面 。 

在 To 空间 上 可 以 引进 自然 的 凯 勒 度量 。 这 个 度量 
的 里 奇 曲率 及 全 纯 截 面 曲率 都 是 负 的 。 已 经 证 明了 上 述 
泰 希 米 勒 度量 重合 于 T, 的 小 林 伪 度量 ,并 由 此 推出 To 空 
间 没 有 模 群 之 外 的 全 纯 自 同 构 。 

对 于 泰 希 米 勒 空间 的 研究 导致 了 万 有 泰 希 米 勒 空间 
的 概念 。 所 谓 万 有 泰 希 米 勒 空间 实际 上 是 指 满足 规范 条 
件 的 在 单位 圆 内 单 叶 解析 而 在 单位 圆 外 能 拟 共 形 开拓 的 
函数 所 组 成 的 空间 。 对 于 泰 希 米 勒 空间 的 边界 的 研究 导 
致 了 对 边界 群 的 探讨 。 这 是 一 类 特殊 的 克 莱 因 群 ， 它 只 
有 一 个 单 连 通 的 不 变 分 支 。 此 外 ，W. P. 全 斯 顿 基 于 他 
对 曲面 叶 状 结构 的 研究 ,给 出 了 空间 Tv 的 一 种 紧 化 ， 并 
在 此 基础 上 证 明了 关于 紧 曲 面 上 保 向 自 同 胚 的 分 类 定 
理 。 伯 斯 给 琶 斯 顿 定理 以 分 析 的 证 明 ， 并 相应 地 给 出 了 
模 群 元 素 的 分 类 。 
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(地 由) 

teshu hanshu 
特殊 函数 (special function) 一 些 高 级 超越 
函数 的 总 称 ， 不 是 代数 函数 的 完全 解析 函数 通称 为 超越 
函数 。 高 级 超越 函数 是 超越 函数 中 不 为 初等 函数 的 泛称 。 
特殊 函数 多 半 是 从 寻求 某 些 数学 物理 方程 的 解 得 出 的 。 
它 种 类 繁多 ， 而 且 不 断 有 新 的 出 现 。 常 见 的 有 :T 函数 、 
B 函数 、 超 几何 函数 、 惑 让 德 函 数 、 贝 塞 尔 函数 等 。 一 些 
正 交 多 项 式 ,如 雅 可 比 多 项 式 、 切 比 雪夫 多 项 式 、 埃 尔 米 
特 多 项 式 、 拉 盖 尔 多 项 式 ,等 等 ， 通 常 也 列 人 特殊 函数 的 
内 容 中 。 

特殊 函数 在 物理 学 ,工程 技术 , 计算 方法 等 方面 有 广 
话 的 应 用 。 研 究 特殊 函数 常用 的 工具 是 解析 函数 理论 ,如 
围 道 积分 、 竺 级 数 展开 等 等 。L. 欧 拉 、P.-S. 拉 普 拉 斯 、 
站 -B.-J. 侍 里 叶 等 人 ， 都 在 这 方面 做 过 竟 基 工作 。 

I 函数 ”阶乘 nl 仅 对 正 整 数 n 及 0 有 意义 , 扩大 到 
任意 复数 <, 定 义 阶乘 函数 为 

(= Aatl)(at2) (atn—1) (n>1); 

(a)=1 (a¥0)。 


与 阶乘 函数 密切 联系 的 是 T 函数 ， 它 的 定义 是 : 当 z 不 
为 零 及 负 整 数 时 ， 
1.2.3 一 1 
Tn lm zap TG nT" 
T(z) 是 亚 纯 函数 ,以 0, 一 1, 一 2,… 为 其 单 极点 。T(z) 满 
足 两 个 等 式 ， 
T(z+1)=2T(2), TCz)TG -2) = 
当 a 不 为 零 及 负 整 数 时 ， 
T(at+n) 
(an Ta 。 
特殊 情形 有 
ml 一 (ClD)o=T(On+1)。 
当 Re(z)>0 时 ， 


ren) = etat. 
3 largz| <r—8 (3>0),1z| > 时 ， 
T(2) = N32-ter |1+0 (让 外 
这 公式 中 置 xz=n 二 1， 就 可 得 到 斯 特 林 公 式 
mw 人 (2 
了 函数 是 数学 中 常用 的 函数 之 一 ,许多 重要 级 数 的 系数 ， 
常常 用 工 函数 表 出 。 
B 函数 B 函数 可 以 用 函数 来 定义 ， 


TCP)T(9) 


Blp,D) ~ Tprq) 


当 Re(p)>0,Re(q)>0 时 ， 
Bp,g)= | tite, 
B 函数 可 以 用 来 计算 一 些 定 积分 的 值 。 例 如 , 当 Re(m)> 


0, Re(n)>0 时 ， 
TD)r 人 3) 

T(r) 

超 几何 函数 ” 设 a, b,c 为 常数 且 c 不 为 零 及 负 整 
数 ,通常 把 寡 级 数 

《 )aCb)n xz 
| Ro" 
叫做 超 几 何 级 数 。 当 a=b=c=1 时 ， 它 就 是 几何 级 数 。 
当 a 或 b 为 零 或 负 整数 时 ， 它 简化 成 多 项 式 。 如 果 a, b 
均 不 为 零 及 负 整 数 ， 则 它 是 无 穷 塞 级 数 ， 其 收敛 半径 为 
1, 因而 在 |z| <1 中 解析 。 这 时 从 它 出 发 利用 解析 开拓 可 
产生 完全 解析 函数 。 这 样 的 完全 解析 函数 〈 包 括 多 项 式 
这 一 特殊 情形 在 内 ) 叫 做 超 几何 函数 ， 记 作 FCo,byc3z)。 
这 个 符号 也 用 来 表示 上 述 短 级 数 。 若 用 9 表示 微分 算 子 
二 ,由 we PKasbicyz) 是 高 斯 微分 方程 
(0+c—1)u=2(0+a)(0+b)u 

的 一 个 解 。 当 Re(c)>>Re(b)>0,1z|<1 时 ， 


冯 cos™-10 sin"-!0 dg 一 
。 


特 


F(a,b;c;z) 
工 
一 TI by 1- t)~1(1— zt)-odt, 
设 m( 和 12， 5 ，B,(k 二 1,2,…,9) 均 为 常数 , 且 


A P<9+1。 辕 级 数 


(a 加 


1+ 2 
a 立 Gp)n 机 
及 从 它 所 产生 的 完全 解析 函数 均 可 记 作 
oFa(m ,2,3 Pi, Bs Pas2), 


它 是 微分 方程 
868+ 忆 一 1)(8 十 一 1) (8 十 Be 一 1)w 
=2(0+ om) (0+ a (8 二 ap) 

的 一 个 解 。 当 Pp~2,9~1 时 , 它 就 是 超 几 何 函数 ,其 余 情 
形 叫 做 广义 超 几何 函数 。 当 了 ?= g= 1 时 ,叫做 合流 超 几 何 
函数 。 

一 函数 F(z, t)， 如 果 通 过 形式 运算 ( 即 不 管 这 种 运 
算是 否 合理 ) 能 够 展 成 + 的 守 级 数 


Flzy)= 加 cofo(z)t (es 为 常 系数 )， 


不 论 这 个 级 数 是 否 收敛 ,只 要 f(z) 有 意义 , 就 称 F(z,t) 
为 fo(z) 的 母 函 数 。 

广义 超 几何 函数 及 超 几何 函数 可 以 用 来 表示 多 种 初 
等 函数 ,高 级 超越 函数 以 及 它们 之 中 的 一 些 母 函数 ,因而 
有 广泛 应 用 。 

te 勤 让 德 微分 方程 


(1—#) a 
的 两 个 独立 解 
F(—n, n+l 115.) 
E3 1 1 3 
及 必 zICOR 二 3 ， aasrP (号 + 去 ,中 +1ia+ 瑟 2 
rr (n+3) 


(nm 二 负 整数 或 负 奇 数 的 一 半 )， 
分 别 叫做 第 一 类 及 第 二 类 勤 让 德 函 数 ， 并 记 作 Pu(z)， 
Qn(z)。 当 为 正 整 数 或 零 时 ,Pa(z) 为 n 次 多 项 式 , 叫 做 
勒 让 德 多 项 式 ;而 


Q(z)= 加 了 了 du 


一 22E+n(n+ 1)u=0 《n 为 常数 ) 


且 
z+1 


1 
Q(z) = log ZI 
1 z+1 
Q(z2)= FP,z)log 2—1 


ro 过 站 2 一 外 +3 

一 当 (Zk—1)(n—k+1) 
当 n 为 负 整 数 (n= 一 m 一 1) 时 ， 勤 让 德 微分 方程 的 两 个 
独立 解 为 Pa(z),Qn(z)。 当 ?为 负 奇数 的 一 半 时 ， 


了 Po-aks1(2)。 
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1 


六 让 
Quz)= MT 各 (2z)nF( 一 全 25 一 去 


T(-n+3) 
与 勒 让 德 函数 有 密切 联系 的 是 连带 勤 让 德 函数 。 当 m， 
nn 均 为 整数 且 0<m<n 时 ,第 一 类 ,第 二 类 连带 勒 让 德 函 
数 分 别 为 


一 mu 


P8(z)=(z 一 De Pa) 
及 QR(2) = (01) ,2), 


这 里 z 属于 在 实 轴 的 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 有 制 线 的 z 面 , 它 
们 是 连带 勒 让 德 微分 方程 


du 
-2) 加 一 2 时 + n(n+1)— 


一 去 
的 两 个 独立 解 。 当 一 1<x<1 时 , 则 规定 
PR(z)=( 一 DnG1 一 xn Pa), 


hh=0 


当 m=1,2,…,n 时 ,PR(cos 9)cos mp,P%(cos 0)sin mp 以 
及 Pn(cos8) 构 成 24+1 个 线性 无 关 的 闫 次 球面 调和 函 
数 ， 可 以 用 来 解 在 球面 上 满足 一 定 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 
方程 
Bin dw dw 
+ 
所 以 在 研究 电磁 重力、 速度 等 的 势 函 数 以 及 当 热平衡 时 
物体 的 温度 要 用 到 它们 。 
贝 塞 尔 函数 ”在 18 世纪 中 叶 欧 拉 研 究 圆 鼓膜 振动 
问题 时 ， 引 进 了 极 坐标 形式 的 波动 方程 


Bu _ /am 1 du 1 dm 
ear tr dr tr 0)» 


这 里 4 为 常数 。 他 采用 分 离 变量 法 解 这 个 方程 ， 得 到 贝 
塞 尔 微分 方程 及 贝 塞 尔 函数 。 数 年 后 J.-L. 拉 格 朗 日 研 
究 行星 绕 日 问题 ，19 世纪 初期 传 里 叶 研 究 圆柱 体 的 热 传 
导 问 题 ， 都 用 到 贝 塞 尔 函数 。 所 谓 贝 塞 尔 微 分 方程 就 是 
形 如 


0 
的 方程 ,这 里 "为 常数 。 它 的 一 个 解 是 
全) 
WD- mTorrmr ， 
称 为 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 当 > 不 为 整数 时 ， 它 的 另 一 独 
立 解 为 


了 (2 一 Cos el 3 
当 » 为 整数 时 , 则 规定 
,COSyxJ,(2)—J_,(2) 
YD nv 
它们 称 为 第 二 类 贝 塞 尔 函数 。 
设 加 (z) 为 两 个 变量 z+ 的 解析 西数 ,满足 一 对 递 扒 


LACT 

G2)— Gon(z)=20(2), 
则 称 @,(z) 为 圆柱 函数 。J,(z) 及 Y,(z) 均 为 圆柱 函数 。 
圆柱 函数 可 以 用 来 解 在 圆柱 面 上 满足 一 定 边界 条 件 的 拉 
普 拉 斯 方程 及 波动 方程 。 

设 go(x),p1(x*),…,9n(x*),… 为 在 开 区 间 (a,b) 上 有 

定义 的 实 函数 系 ,ww(z) 为 定义 在 (ab) 上 的 非 负 函 数 ; 如 
果 对 任何 非 负 整数 mm## 和 便 有 


5 
Pw)pa yn de=0, 


则 称 {pa(x)} 为 在 区 间 (a，b) 上 以 w(x) 为 权 函 数 的 正 交 
系 。 如 果 pn(x*) 愉 为 n 次 多 项 式 ,那么 pn(x) 称 为 正 交 多 
项 式 。 

设 v> 一 1, 则 J,(z) 的 等 点 均 为 实数 , 且 有 无 穷 个 正 
零点 及 负 零 点 ， 其 阶 均 为 1。 若 以 秘 , 入 为,… 表 示 T(z 
的 正 零点 按 上 升 顺序 的 排列 ， 则 当 > 固定 时 ，{J,( jx)}》 
是 在 (0,1) 上 以 x 为 权 函 数 的 正 交 系 。 

勤 让 德 多 项 式 P.(z) 在 18 世纪 后 期 勒 让 德 研究 
球体 引力 及 行星 绕 日 运动 问题 ,从 母 函 数 

(1—2xt+8) $= Dp) 
出 发 ,引进 了 勒 让 德 多 项 式 。 它 的 常用 定义 是 


cn C17 (3) aaa 
2 
一个 多 项 式 如 果 能 够 用 一 个 函数 的 n 阶 导数 乘 上 适 
当 的 因子 表示 出 来 ， 这 种 表达 式 通常 叫做 这 个 多 项 式 的 
罗 德里 格 斯 公式 。 P(x) 的 罗 德里 格 斯 公式 是 
Px) = 1 
勤 让 德 多 项 式 具有 多 种 积分 表示 ， 常 用 的 拉 普 拉 其 
第 一 积分 表示 为 
P 和 + 
sm- 了 {e+ Dteosp)radr, 
’ 

P(x) 具 有 递 推 公式 
Pax)—(2n— Dz Pa) — Cn— Pas(x), 
(Xi— 1)P,(x)=nxP,(X)—nP,(X), 

Pu(z) 是 在 区 间 (一 1，1) 中 以 1 为 权 函 数 的 正 交 
多 项 式 。 
设 刀 =a+ip,a>0。 当 忆 固 定 ,yn->co 时 ， 


P(x)= 


1 
exp(n+ 广 )w 1 
Poh wm rin to (75) 
这 里 0 中 常数 可 取 为 4,+ 4,/sinh*a， 其 中 41, 4; 为 绝 
对 常数 。 当 0<b<xr 时， 
(sin etlPweose)1<V/ 三 。 
P(x) 有 "个 单 零 点 ,在 实 轴 的 开 区 间 ( 一 1,1) 中 。 利 
用 这 些 零点 以 及 在 这 些 零点 处 Pa(z) 的 值 ， 可 以 构造 一 


种 精确 度 很 高 的 求 定 积分 近似 值 公式 。 

1980 年 前 后 ， 有 几 位 数学 工作 者 ,利用 惑 让 德 多 项 
式 ,讨论 一 些 数 的 无 理性 ,扩大 了 这 个 古老 多 项 式 新 的 应 
用 ,引起 人 们 的 重视 。 

雅 可 比 多 项 式 P(x) 

定义 


Plex)= 


Ct F(- 1+a+t B+ 


1+a 5). 
罗 他 里 格 斯 公式 
PS) 


CSD")-(1+x)-? 
了] 


x 人 (le) 
母 函 数 


人 + CD hr lite, |} 


S&P,M(x)m 
a 
-2 本 (1+o)(1+B),® 


要 分 方程 
da 
Gx) 鱼 4+{8-a-(2+at8)x)} 虹 
+n(l1+at+B+n)u=0,。 
弟 推 公式 
2n(at+B+n)(at+B+2n—2)P!,n(x) 
=(atB+2n—1)[a—p: 
+x(at+B+2n)(a+B+2n—2)]PA(x) 
—2(atn—1)(8+n—1) 
‘(at B+2n)PseA (x), 
(q+ B+2n) (a1) Pe(x) 
=n{B— m+ (a+B+2n)x}Pe,(x) 
—2(atn)(B+n)Pse (x), 
正 交 性 条 件 4>> 一 1，B> 一 1; 区 间 ( 一 1,1); 权 函 
数 (1 一 *)*(1+*)9。 
特殊 情形 
格 根 堡 多 项 式 
Ci#) = pl i) 
v+ 辟 


(x)。 


勤 让 德 多 项 式 Pn(x*)~Ps%(x)。 
nl pl-4-4) 
, 


2/。 


切 比 雪夫 多 项 式 Ta(z) 一 (xz)。 


格 根 堡 多 项 式 C%(z)》 


CC) (2x)" -+ 
kiCn— 


定义 Cs(x) 


允 伪 里 桔 斯 公式 
~ D2r)1—z i 
mt 
母 画 数 〈1 一 2xt 十 ta)-" 一 马 Cz(z)tn。 
六 
投 分 方程 


Cx)= 建 (2 


ee 
xn 
递 推 公式 
nCi(x)=2x(v+n—1)Cy.(x) 
一 (2z+m 一 2)CY-i(z)， 


2 一 1) 起 Gx) 


=nxC%(x)—(2v—1+n)Cyi(x)。 
1 
正 交 性 条 件 v> 一 豆 ; 区 间 ( 一 1, 1); 权 函 数 


(zx), 
切 比 雪夫 多 项 式 T,(z) 
定义 Tn(X)=C0s (narc cos x)。 
2 


Tx) 1) + 


lt 1 四 


人 


9 


给 函数 了 re. 


微分 方程 2 一 半天 
利 推 公式 
Tri(z) 一 2zTn(z) 一 Tn-i(z)， 
《1 一 如 )Tn(z) 一 ?fTo-i(Z) 一 2zTn(x)}。 
正 交 性 “区间 (一 1,1), 权 函数 (1 一 z) 二 
切 比 雪夫 多 项 式 在 函数 逼近 及 计算 数学 中 用 到 。 
埃 尔 米 特 多 项 式 H(z) 


定义 ”Ho(z) 一 时 


罗 德 里 格 斯 公式 Hu(x) 一 ( -De 站 (ere2)。 


0, 


(~—1)n1(2x)" -下 
Kiln—2k)l 


马 Ho(z)in 


a nl y 


母 画 数 et- 一 


微分 方程 和 -2 时 +2nu=0。 

递 推 公式 Has(x)=2x Ho(z) 一 2nHo-i(z)， 
Hi(x)=—2nHyi(x), 

正 交 性 “区 间 ( 一口 ,0); 权 函数 ee?。 

拉 盖 尔 多 项 式 LS"(z) 


i ry) D+a)art 
re 名 (n—k)1(1+a), 


中 
Lo eo), 


罗 娘 里 格 斯 公式 


= DL) 
a 
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a 
报 分 方程 是 ++(1+4 一 x)- 轩 -+nu=0。 
嘎 推 公式 
Le(z) 一 (2n 一 1 十 a 一 LI (zz) 
一 (一 1 十 a) L(x), 


2LP(z) 一 mLPD(z) 一 (amDLI(z)。 


正 交 性 条 件 sa> 一 1 区 间 (0，<co); 权 函 数 
Xeoe 
以 上 所 列举 的 正 交 多 项 式 都 是 经 典 的 在 20 世纪 也 
引进 了 许多 新 的 正 交 多 项 式 ， 最 引 人 注意 的 是 与 贝 塞 尔 
函数 密切 联系 的 贝 塞 尔 多 项 式 ,其 定义 为 
a Pee 
Wo- 蜗 的 后 ()， 
它 在 证 明 er 的 无 理性 时 用 到 ,这 里 7 为 有 理 数 。 
参考 书目 
亚 竹 误 、 郭 教 仁 著 :< 特 殊 函 数 概论 >, 科 学 出 版 社 ,北京 ,1965。 
小 谷 正 雄 , 桥 本 英 典 着 , 钱 瑞 壮 译 :< 特殊 函数 ,上海 科 学 技术 
出 版 社 ,上 海 ，1962。 (小 谷 正 雄 , 桥 本 英 典 著 ; “特殊 函数 *， 岩 
波 , 东 京 ,1958。) 
莫 叶 : 关于 Legendre 多 项 式 ，< 数 学 进展 »，Vol.12, No. 4， 
1983。 
( 甘 叶 沈 炎 昌 ) 
tezhengxlanfa 
特征 线 法 (method of characteristics) i 
种 基于 特征 理论 的 求解 双 曲 型 偏 微 分 方程 组 的 近似 方 
法 。 它 产生 较 早 ， 19 世纪 末 已 经 有 效 地 为 人 们 所 使 用 。 
电子 计算 机 出 现 以 后 ,又 得 到 了 进一步 的 发 展 ,并 在 一 维 
不 定常 流 和 二 维 定常 流 等 问题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
考虑 两 个 自 变量 的 一 阶 拟 线性 方程 组 


弛 +4(z， bE F(t), (1) 
式 中 U、F 为 n 维 向 量 , 4 为 上 xx 阶 矩 阵 。 如 果 和 矩阵 4 
有 "个 实 的 特征 值 , 且 有 "个 线性 无 关 的 左 特征 向 量 , 即 
存在 可 逆 和 矩阵 
ga ga … gm 
Go 9 Orr Dan 


gu Gna … 


和 实 对 角 和 矩阵 
fm，。 
4=| 和 
lL a 
使 
A=G-MMG, 


则 称 方程 组 (1) 为 双 曲 型 的 ， 其 中 Xi=1,2,…,n) 为 短 
阵 4 的 特征 值 。 此 时 (1) 可 改写 成 


aU aU 
Gr+4G z=GF, (2) 


如 果 用 邮 少 表示 U、 了 的 元 素 , 那 么 (2) 可 改写 成 
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8 
Bo Bt) -dow -12 (3) 


引入 方向 4 坚 = x, 于 是 有 


Bu Bu du, n 
合 t-( 晤 )，G-1b2 rm。 


可 见 ,(3) 的 第 i 个 方程 中 只 包含 函数 坟 , 4,…, un 在 方 
向 "上 的 方向 导数 。 因 此 , 它 是 由 方程 


dzx 
十 -> (4) 


所 确定 的 曲线 上 的 函数 值 之 间 的 一 个 关系 式 。 也 就 是 说 ， 
(4) 所 确定 的 曲线 上 的 函数 值 是 不 能 任意 给 定 的 ,必须 满 
足 方程 (3) 中 的 第 i 个 方程 。 通 常 称 该 曲线 为 第 i 族 特 
征 线 ,而 称 (3) 中 的 第 i 个 方程 为 第 i 族 特 征 线 上 的 相 容 
关系 。 利 用 特征 线 (4) 上 的 相 容 关系 (3) 来 求 方程 (1) 的 
解 的 方法 叫 特征 线 法 。 

下 面 以 n=2 情况 为 例 来 说 明 此 种 方法 。 设 在 两 个 
邻近 的 点 @ 和 @: 上 已 知 函 数值 相应 为 (ui9，us9) 和 
(Wf9， Ws?)， 并 设 过 Q@ 的 第 一 族 特 征 线 与 过 Q; 的 第 二 
族 特征 线 相交 于 Q, (图 1)。 此 时 ,可 用 如 下 的 方法 来 近 
似 地 求 出 点 @, 的 位 置 和 其 上 的 函数 值 。 


第 一 族 特 征 线 的 方程 是 区 =X\， 故 点 @Q 的 坐标 


《xD #9) 和 点 @, 的 坐标 (x9), #9) 之 间 有 如 下 的 近似 
关系 ， 

x x A HD) (5) 
和 上 面 一 样 ， 上 标 (j) 表 示 它 是 点 @y 上 该 量 的 值 。 类 似 
地 ， 在 点 Q; 的 坐标 (x* 中 ,#3 和 @ 的 坐标 (zt ) 之 
间 有 如 下 的 近似 关系 ， 

0 一 xz 一 Ma(t) 一 ta))。 (6) 
从 方程 (5) 和 (6) 可 解 得 点 @, 的 坐标 的 近似 值 。 

另外 ,根据 (3) 在 第 一 族 特 征 线 上 函数 值 之 间 有 关系 


8 1 Bus Ou 
(+ 全 
=gufi+ gf:, 
点 Q@ 和 @, 处 的 函数 值 之 间 近 似 地 有 如 下 的 关系 式 ， 


gu un) to (ur un) 
gf Fo te) 7) 


类 似 地 ， 在 第 二 族 特征 线 .5 = xs 上 有 关系 式 


图 1 转 征 线 法 求解 过 程 
示意 图 


gu ut?) + gu 一 区 2 ) 
= (gf40 + g88°f89) (8D 一 ta (8) 

从 方程 (7) 与 (8) 可 解 得 点 Q@， 上 的 函数 的 近似 值 。 

如 果 在 一 条 处 处 不 与 特征 线 相 切 的 “ 空 向 ”曲线 奶 
AB 上 给 定 初 值 ， 那 么 用 上 面 所 叙 的 方法 可 以 求 出 由 过 
点 4 的 第 一 族 特征 线 和 过 点 B 的 第 二 族 特征 线 所 围 的 区 
域内 各 点 上 的 值 (图 2)。 

和 如果 (5) 和 (7) 中 的 系数 和 右 端 项 改 成 @, 和 Q, 上 相 
应 量 的 平均 值 ,把 (6) 和 (8) 中 的 系数 和 右 端 项 改 成 Q; 和 
@, 上 相应 量 的 平均 值 , 那么 可 以 把 计算 结果 从 一 阶 精度 
提高 到 二 阶 精度 。 

上 面 叙述 的 特征 线 法 是 用 特征 线 作 网 格 的 ， 其 特点 
是 物理 图 像 比 较 清楚 ， 但 网 格 显得 不 大 规则 。 也 可 以 
用 x-t 平 面 上 的 规则 网 格 ,相应 的 方法 称 为 特征 -差分 方 
法 ， 其 特点 是 采用 和 矩形 网 格 ， 但 不 象 通常 的 有 限 差 分 方 
法 那样 直接 利用 方程 (1) 而 是 利用 特征 线 上 的 相 容 关系 
来 确定 各 网 点 上 的 函数 值 。 

特征 线 法 已 被 推广 到 多 维 的 情形 。 对 三 维 情形 ， 已 
提出 的 方法 有 四 面体 特征 法 ,五 面体 特征 法 、 参 考 面 特征 
法 等 。 

参考 书目 

G. E, 福 雷 斯、W. R. 华沙 著 , 胡 祖 炽 等 译 :< 偏 微分 方程 的 有 
限 差分 方法 >, 上海 科 学 技术 出 版 社 ， 上 海 , 1964。(G. E. For- 
sythe and W. R. Wasow, Finite-Difference Methods for 
Pertial Differential Equations, John Wiley & Sons, New 
York, 1960.) 

A. lf. 仿 可 夫 著 , 陈 教 株 \ 管 丰 丛 译 :< 应 用 特征 线 方 法 数值 解 
气体 动力 学 一 维 问题 ?上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ，1963。 
(A. MH. Myxon, ITpuuenenue memoda xapaxmepucmux x 
uucnennouy peweniwo oawowepwwx aa3aw 1430000 Ounauunu, 
Max. AH CCCP, Mocxsa, 1960.) 

(未 幼 兰 陈 业 森 ) 

tiaojion qiwang 
条 件 期 望 (conditional expectation) ”随机 安 
量 按 条 件 概率 ( 见 概率 ) 的 平均 。 研 究 随机 事件 之 间 的 关 
系 时 ， 在 已 知 某 些 事件 发 生 的 条 件 下 来 考虑 另 一 些 事件 
的 统计 规律 是 十 分 重要 的 。 在 概率 论 发 展 的 初期 就 已 引 
进 并 应 用 了 简单 情形 下 的 条 件 概率 ， 一 般 情 形 下 的 条 件 
概率 与 条 件 期 望 的 严格 定义 则 是 1933 年 由 A. H. 柯 尔 
英 哥 洛 夫 给 出 的 ， 这 才 使 概率 统计 的 一 些 重要 内 容 建 立 
在 严密 的 基础 上 ， 例 如 数理 统计 学 中 的 充分 统计 量 〈 见 
统计 量 ), 贝 叶 斯 统计 都 用 到 这 一 概念 。 马 尔 可 夫 过 程 和 
次 论 的 整个 内 容 更 是 离 不 开 对 条 件 概率 和 条 件 期 望 的 研 
究 。 因 而 它 已 成 为 近代 概率 论 与 数理 统计 学 中 重要 的 基 
本 概念 。 

简单 情形 ”如果 仅 以 单个 事件 的 发 生 作为 “条 件 "， 
这 种 情形 称 为 简单 情形 。 在 已 知 正 概率 事件 ( 即 概率 不 为 
0 的 事件 ) B 发 生 的 条 件 下 ,定义 随机 变量 和 关于 事件 也 
的 条 件 分 布 函 数 为 F(x1B)=P({X<x}|B)， 由 条 件 概 
率 定 义 知 其 等 于 P({X<z}ynB)/P(B)。 这 时 ,相应 于 这 
一 条 件 分 布 函数 的 数学 期 望 为 


ECXIB)=| zar (zlB)， 


称 为 X 关 于 事件 B 的 条 件 期 望 。 

初等 情形 将 简单 情形 加 以 推广 ， 即 把 “已 知 "理解 
为 通过 观测 或 安排 试验 所 能 确切 了 解 到 的 全 部 信息 。 例 
如 , 若 事 件 B“ 已 知 ”, 它 的 对 立 事件 Be 也 “已 知 "; 若 事件 
ByB:，… 都 已 知 ， 则 事件 HB 和 [1B, 也 都 已 知 。 在 这 


样 的 意义 下 , “已 知 "的 随机 事件 全 体 构成 一 个 o。 域 ®。 如 
果 有 是 由 有 限 个 互 不 相 容 的 事件 {B,,B:,…，Bs} 生 成 的 ， 
这 种 情形 称 为 初等 情形 。 这 时 自然 把 事件 A 关于 多 的 条 
件 概率 P(A1@) 看 成 是 一 族 简单 情形 的 条 件 概率 ， 它 核 
照 哪 一 个 B, 发 生 而 取 值 P(A1B,)s 于 是 随机 变量 X 关 于 
名 的 条 件 期 望 E(X|@) 也 是 一 族 简单 情形 的 条 件 期望 ， 
它 技 照 圣 一 个 B, 发生 而 取 值 ECXIB,)， 即 当 w 落 入 B, 
时 , E(X|@)(w)=E(XIB,), i=1,2,…, n。 由 此 可 知 ， 
思 X|@) 是 各 的 函数 ， 而 且 是 可 测 的 随机 变量 ， 即 是 
概率 空间 (9，8,，P) 上 的 随机 变量 。 如 果 每 个 B, 都 具有 
正 概率 ， 上述 的 定义 是 完整 的 若 某 些 B, 的 概率 为 0, 则 
从 整体 上 E(X|@) 没有 明确 意义 的 部 分 只 是 一 个 零 概率 
事件 。 

密度 存在 的 情形 ”许多 实际 问题 需要 考虑 比 初等 情 
形 更 复杂 的 @。 例 如 为 了 预报 明天 是 否 下 雨 这 个 随机 事 
件 ,可 以 测量 空气 的 相对 湿度 ,而 湿度 本 身 可 以 看 作 一 个 
连续 型 的 随机 变量 Y。 这 时 "已 知 "的 " 域 8 就 是 了 所 生 
成 的 " 城 v(Y), 且 常 简 记 E(XIc(Y))= 了 (XIY)。 涛 随 
机 变量 X、Y 有 联合 密度 函数 f(x,，y)， 则 X 关 于 事件 


《{= 攻 的 条 件 密度 为 KKz|{Y= 切 )= -afexsz) 
Lf)du 


X 关 于 (Y 共 的 条 件 期 望 就 是 
ExI{r=y))= [xf(xl{Y=y))dr 


=| af, yas) fedr。 


这 时 E(X|Y) 是 的 波 莱 尔 可 测 函数 , 即 "(Y) 可 测 的 随 
机 变量 , 当 满 足 Y(o) 一 y 时 ， 
E(X|IY)(w)=E(X|{Y=Yy}), 

一 般 情形 根据 以 上 的 想法 ， 把 "已 知 "条 件 理解 为 
给 定 了 概率 空间 (0,9,P) 中 的 一 个 子 o 域 8, 定义 随 
机 变量 X 关 于 @ 的 条 件 期 望 ECX1@) 是 这 样 的 @ 可 测 的 
随机 变量 ， 它 在 每 一 个 "已 知 "的 随机 事件 AE@ 上 的 平 
均 同 原 随 机 变量 X 企 4 上 的 平均 相等 , 即 


| ECXIs)dp= | Xx, 


根据 测度 论 中 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 ,在 数学 期 望 EX 存 
在 的 场合 ， 这 样 的 随机 变量 E(X|@) 一 定 存在 ， 虽 不 唯 
一 ,但 彼此 之 间 只 在 一 个 零 概率 事件 上 有 差异 ,对 于 初等 
情形 和 密度 存在 的 情形 ， 前 述 的 特殊 定义 方法 与 这 里 的 
一 般 定义 是 一 致 的 。 若 是 仅 由 多 与 0 组 成 的 最 简单 的 
子 " 域 , 则 E(X1S) 就 以 概率 1 等 于 EX。 
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条 件 期 望 具有 类 似 于 数学 期 望 的 性 质 .如 设 六 ,Y 为 
数学 期 望 有 穷 的 随机 变量 , 4 为 常数 , 则 以 概率 1 成 立 以 
下 关系 式 ， E(X+Y|8)=E(X|@)+E(Y|@);E(a|@)= 
ayE(aX|@)=aE(X|@);X>>0 蕴含 E(X|@) 宇 0; 又 车 Z 
为 @ 可 测 随机 变量 ， 且 了 (ZX) 存在 ， 则 以 概率 1 成 立 
E(ZX1@)=ZE(X|@)。 此 外 还 有 E(EC(XI@))=EX; 又 
若 X 的 方差 有 穷 ， 则 对 一 切 @ 可 测 随 机 变量 Z 有 E[X 一 
E(X|@)]*<E(X 一 2Z)*, 换言之 ，E(X|@) 是 所 有 @ 可 测 
随机 变量 中 最 “接近 "X 的 。 

条 件 概率 与 正则 条 件 概 奈 ”任何 事件 4 的 示 性 函数 
了 ( 即 L(o)=1 或 0, 视 wEAh 或 FA 而 定 ) 都 是 随机 变 
量 ， 其 条 件 期 望 E(CIL18) 称 为 4 关于 @ 的 条 件 概率 ， 记 
作 P(418)。 条 件 概率 具有 类 似 于 通常 概率 的 性 质 ， 如 
0<P(AI@)<1，P(0|@)=1， 对 两 两 不 相 容 的 事件 列 


{hwsP( 局 418)= 局 PCA。18)。 但 所 有 这 些 关系 


都 只 能 以 概率 1 成立， 而 不 一 定 处 处 成 立 。 因 此 对 于 固 
定 的 w，{P(A|@)(w): 4E8) 不 一 定 是 多 上 的 概率 测 
度 。 如 能 通过 调整 随机 变量 P(A1@) 在 零 概率 事件 上 的 
值 ,使 TP(418):4E8)} 对 每 一 "都 是 8 上 的 概率 测度 ， 
则 把 P(418)(w) 记 成 P" (4A,w), 称 为 关于 久 的 正则 条 
件 概率 。 这 时 条 件 期 望 可 表 成 对 正则 条 件 概 率 的 积分 


E(X|®) -| ,xe )P"(dw',w)。 对 于 性 质 比较 好 的 概率 空 


闻 , 例 如 0 是 nn 维 实 空间 名 ,9 是 波 莱 尔 域 , 则 关于 任意 
的 子 o 域 @, 正 则 条 件 概率 总 存在 。 

条 件 独 立 性 ”相应 于 条 件 概率 的 独立 性 称 为 条 件 独 
立 性 。 设 用 ,8: 是 罗 的 子 " 域 9 和 8 关于 到 条 件 
独立 ， 是 指 任 给 FE 9,， Ps:E 8: 以 概率 1 成 立 “ 

P(FIF,|®)=P (FI®)P(F,|®), 
这 个 关系 式 等 价 于 ， 任 给 FE 9:， 以 概率 1 成 立 

P(F,lo(®,9,))~=P(F,|®)。 
这 正 是 马尔 可 夫 过 程 在 已 知 现在 〈@) 的 条 件 下 ， 过 去 
(多) 和 将 来 (多 ) 条 件 独立 的 一 种 严格 的 数学 表述 。 又 如 
果 名 是 仅 由 J 与 9 组 成 的 子 o 域 , 则 关于 名 的 条 件 独立 
性 就 是 通常 意义 下 的 独立 性 ( 见 随机 变量 )。 
参考 书目 


严 士 健 \ 王 代 驴 , 刘 秀 芳 著 :< 概率 论 基础 >, 科 学 出 版 社 ,北京 ， 
1982。 


《〈 汪 喜 同 ) 
tlaohe hanshu 
调和 函数 (harmonic function) 在 某 区 域 中 
满足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 。 通 常 对 函数 本 身 还 附加 一 些 
光滑 性 条 件 ， 例 如 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 。 当 自 变 
量 为 n 个 (从 而 区 域 是 n 维 的 ) 时 ， 则 称 它 为 n 维 调和 函 
数 。 例 如 ,n=2 时 ,调和 函数 (x,y) 在 某 平面 区 域内 满 
足 方程 
dm Ow 
b= + Bo 0 

车 所 考虑 的 区 域 包 含 一 个 闭 圆 域 ,例如 x*+ 六 <R*， 
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则 有 下 列 关 于 调和 函数 的 平均 值 公式 : 
u(0,0)= 去 | wu(R eos0, Rsin 9)d0, 


即 Kx,y) 在 圆心 的 值 等 于 圆周 上 的 积分 平均 值 。 

更 一 般 地 , 贺 内 任何 一 点 x=r cos9,y=r7 sinp(0< 
7<R) 处 调和 函数 4=u(r，p) 的 值 可 以 由 下 列 泊 松 公式 
给 出 : 

四 2 
rp)= 直 | 2 
形 如 上 式 右 端的 积分 称 作 泊 松 积分 。 

设 KWz,y) 为 平面 区 域 G 中 的 调和 函数 , 且 在 G 的 闭 
包 上 连续 , 则 借助 于 平均 值 公式 可 以 证 明 , 它 不 能 在 G 的 
内 部 取 其 最 大 值 与 最 小 值 ， 除 非 它 恒 等 于 一 常数 。 这 就 
是 调和 函数 的 最 大 、 最 小 值 原理 。 

由 泊 松 积分 出 发 可 解决 下 列 犹 利克 雷 问 题 ， 在 区 域 
GG 的 边界 3G 上 给 定 一 连续 函数 f(x,y)， 要 求 给 出 G 中 
的 调和 函数 u(x,y), 使 其 在 3G 上 取 了 fx,y) 的 值 , 即 

u(x,y)|ag=f(x,Y), 
在 G 的 边界 3G 满足 一 定 的 条 件 下 ， 这 个 问题 的 解 存 在 
且 唯一 。 

对 于 高 维 的 调和 函数 ,也 有 与 上 述 类 似 的 最 大 ,最 小 
值 原 理 ， 平 均值 公式 以 及 相应 的 狄 利克 雷 问题 解 的 存在 
和 唯一 性 定理 。 

二 维 调和 函数 与 解析 函数 论 有 着 密切 联系 。 在 某 区 
域内 的 调和 函数 一 定 是 该 区 域内 某 解 析 函 数 ( 可 能 多 值 
的 实 部 或 虚 部 ! 反 之 , 某 区 域内 的 解析 函数 其 实 部 与 虚 部 
都 是 该 区 域内 的 调和 函数 ， 并 称 其 虚 部 为 实 部 的 共 且 调 
和 函数 。 用 复数 z=z+ 芭 的 记 法 ,将 WzZ,) 写 成 以 z)， 
车 4u(z) 在 1z|<R 内 调和 , 在 1z|<R 上 连续 , 则 泊 松 公 
式 就 成 为 

Rr 


i 
rer)= 二 | RiaRr cos(0—p) +rr (Re®)do 
(0<r<R)。 
对 于 任何 a,1al <R, 此 式 还 可 写成 


六 z+a 
wo 一 天 | Res eu(z)dl 


-去 0 (z= Reo)。 

泊 松 积分 是 近代 复 变 函数 论 中 一 个 重要 的 研究 工 
具 , 由 此 出 发 ,可 得 出 函数 论 中 一 系列 重要 结果 。 

若 u(x,y) 满 足 “ 重 调和 "方程 
au 9 9 
-Bx + 25x70y + ~ 0, 
则 称 ! 是 重 调和 函数 ， 它 是 数学 物理 方程 理论 中 的 一 个 
重要 函数 类 。 调 和 函数 和 重 调和 函数 ， 在 力学 和 物理 学 
中 都 有 重要 的 应 用 。 类 似 地 也 有 高 维 的 重 调和 函数 。 

由 于 拉 普 拉 斯 方程 是 椭圆 型 方程 的 一 个 特殊 情况 ， 
故 后 者 的 解 的 一 般 性 质 也 是 调和 函数 的 性 质 。 

(政见 可 ) 


Lu = 


tongdiao dolshu 
同调 代数 (homological algebra) 代数 学 
的 一 个 非常 重要 的 分 支 ， 是 由 美国 的 数学 家 与 欧洲 的 数 
学 家 在 20 世纪 40 年 代 彼此 独立 而 几乎 同时 开始 发 展 起 
来 的 .同调 代数 源 出 于 代数 拓扑 学 ,因而 它 仍 保留 着 一 些 
代数 拓扑 学 中 所 用 的 术语 ,如 循环 ( 闲 链 )、 边 缘 ( 边 缘 链 
等 等 ， 而 代数 拓扑 学 本 来 就 是 把 几何 概念 转换 成 代数 概 
念 的 一 种 理论 。 

代数 拓扑 学 中 的 同调 群 概念 与 同调 代数 有 密切 联 
系 。 在 n 维 欧 氏 空间 名 中 适当 取 g+1 个 点 oo, ab …， 


人 9<n， 它 们 将 张 成 一 个 4 维 超 平面 。 取 x= 为 no'， 


% 之 0,Zq,=1, 则 所 有 这 些 x 之 集成 为 一 个 4 维 单 形 Se， 
常 记 为 (a?, a!，…,ar)。 它 以 at 为 其 顶点 ，a, 全 为 正 数 的 
点 称 为 内 点 ， 其 余 的 点 ， 称 为 边缘 点 。 妈 -5= (a?,a!，…， 
55005 95902) 称 为 其 一 个 边缘 而 ,(oteyat…y ac) 是 一 
个 7 维 面 ,这 里 各 因 ，… 必 是 0, 1,…, 9 中 的 任何 7+1 
个 数 , 取 C 为 E* 中 有 限 个 单 形 之 集 ， 其 中 任 两 个 单 形 之 
交 或 为 空 集 ， 或 为 它们 的 一 个 7 维 面 , 而 且 若 5* 属于 
C, 则 其 任 一 个 7 维 面 也 必 属 于 C。 以 Ce 表示 由 C 中 所 
用 的 4 维 单 形 S* 所 生成 的 加 法 自由 交换 群 ， 并 于 Se 一 
《a9,Q!，…,Q9) 时 ,定义 
0 (q=0), 
3 二 十 (aa sa Gr, 0) (9>0), 


这 里 的 土 号 是 按照 某 种 定向 规则 而 确定 的 ， 于 是 得 到 一 
个 链 复 形 
Co- Co Co0， (1) 
且 3u-,Bu=0, 所 以 ImaEKeras-,(Ima 是 9 的 像 ,Ker3 
是 3 的 核 )， 这 时 ， 商 群 Ha= Kers/Imauv 称 为 C 的 第 
4 个 同调 群 ， 同 调 群 的 理论 集中 地 反映 出 复 形 的 有 关 其 
边缘 的 几何 性 质 。“ 同 调 "一 词 源 出 希腊 文 ， 意 指 “ 和 谐 ” 
或 "一 致 。 
代数 学 家 不 考虑 上 述 同调 理论 中 的 几何 意义 ， 直 接 
讨论 式 (1), 研 究 其 同调 群 , 式 中 的 C 已 不 仅 是 一 些 交换 
群 ,而 是 环 上 的 模 。 同 调 代数 的 理论 已 经 变 成 研究 环 一 
般 代 数 , 李 代数 与 群 的 一 种 不 可 缺少 的 有 力 工具 。 
以 下 述 及 的 环 %[ 与 罗 都 有 单位 元 , 模 都 是 丁 模 ， 且 
一 般 是 左 外 模 。 左 站 模 范畴 记 作 3“。 
复 形 与 同调 模范 畴 30* 中 的 一 个 复 形 是 一 列 (4， 3) 
A A A 02) 
式 中 4 都 是 %[ 模 , 3 是 模 同 态 , 而 且 3。-13。 一 0, Ker3。 
称 为 n 循环 , Iman+i 称 为 n 边缘。 于 是 Im3。 三 Ker9。， 
定义 Hn(A,3) 一 Ker9。/Im3。4, 是 复 形 (4, 3) 的 第 ?个 
同调 模 。 若 式 (2) 中 对 所 有 的 n 都 有 Im9。,, =Ker3,, 即 
所 有 Hn(4,3) 都 等 于 0, 则 (4,9) 是 一 个 正 合 列 。 特 别 ， 
车 在 n>3 与 4<0 时 ,所 有 的 A 都 等 于 0, 而 (2) 又 正 合 ， 


则 为 短 正 合 列 0 -> Ai- 4- 4->0， 这 时 9: 必 为 间 
同 态 ,3, 必 为 满 同 态 ,而 ho= Ai/a:4:。 


同 


假定 (B,d) 也 是 一 个 复 形 , 设 有 模 同 态 f。:A。>B。, 使 
下 图 可 交换 


Ey EP 


fo fa 


一 一 一 一 一 有 一 一 一 8 
则 f={ 扩 } 称 为 由 (4,3) 到 (B,d) 的 一 个 复 形 映射 于 是 ， 
以 所 有 的 %L 模 的 复 形 为 对 象 ,以 复 形 映射 为 态 射 , 则 得 一 
个 阿 贝尔 范畴 , 称 为 复 形 范 畸 , 记 为 ov。 由 于 如 (Keran) 
SKerd,,f(lm9,)SImdowys 所 以 ,将 引出 Ha( A,3) 
到 Ha(B,d) 的 一 个 模 同 态 jw 称 为 同调 映射 。 若 了 与 9 
都 是 (4，3) 到 (B,，d) 的 复 形 映 射 ， 且 有 jn-,:4n-i->Bn， 
使 对 所 有 的 m% 便 有 加 -ao+ hv 一 如一 go 则 了 与 9 为 
同 伦 的 , 记 为 h:f~g, 这 时 必 有 f+。 一 gun。 

固定 任 一 整数 x， 每 一 个 复 形 (A，3) 将 对 应 其 第 
个 同调 模 Ha( 4，3)， 而 复 形 映射 1:(A,3)->(B，d) 将 
引出 同调 映射 fw, 因此 He 是 一 个 由 Mo* 到 的 函 子 ， 
它 把 (4,9) 变 成 Hs(A, 3), 把 f:(4，3)=>(B, d) 变 成 
fn, 这 个 H, 称 为 第 ”个 同调 函 子 。 

复 形 的 短 正 合 列 (A,3)>>(B,d) 一 5>(C,8) 是 指 如 
下 的 交换 图 ， 


--- 一 一 5 一 -一 2 一 -一 2 一 一 --- (3) 


其 中 各 行 均 为 复 形 ， 各 列 均 为 短 正 合 列 ,> 一 表单 同 态 ， 
一 > 表 满 同 态 。 对 于 (3), 有 在 同调 代数 中 各 个 方面 都 起 
着 重要 作用 的 同调 正 合 列 定理 ， 
有 连接 映射 ( 模 同 态 ) gu: HA(C，8)->Hv-i(A， 8) 使 有 
正 合 列 (3, 3， d 等 记号 都 省 掉 ) 
Han(C)— Ha A Ho(B) 一 HACC) 


一 BC4)->…， 

与 上 述 同调 相对 偶 的 是 上 同调 。 设 A" 为 六 模 ， 则 

es (4) 
称 为 上 复 形 , 式 中 3"3"!==0, 而 商 模 H"(A,3)=Ker9"/ 
Im9""! 称 为 上 复 形 (4) 的 第 n 个 上 同调 模 。 

投射 分 解 与 内 射 分 解 ” 正 合 列 

> Pu Po_i 一 … 一 Po 4->0， (5) 
当 Po,P,,P:，…，P,…' 都 是 投射 模 时 ， 称 为 4 的 投射 分 
解 。 由 于 每 一 个 站 模 都 是 一 个 投射 模 的 同 态 像 ， 所 以 ， 
每 一 个 3[ 模 4 都 有 投射 分 解 。 如果 (5) 中 存在 一 个 最 小 的 
my 使 Imas 为 投射 模 ,那么 , 尽管 4 的 投射 分 解 并 不 唯一 
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《可 能 有 其 他 的 投射 分 解 )， 这 个 n 却 是 不 变 的 ， 称 为 4 
的 投射 维 数 , 记 为 Pd4 一 n。 如 果 每 一 个 Im9。 都 不 投射 ， 
那么 Pd4= co。 于 是 , Pd4=0 的 意思 就 是 4 为 投射 模 ; 
车 Pd4=1, 则 4 可 分 解 成 两 个 投射 模 之 商 ，A 一 Po/ Pi 
若 Pd4=2, 则 4 是 三 个 投射 模 之 商 , A=P。/P,/P,,…。 
范 畴 M* 中 各 模 的 最 大 投射 维 数 是 这 个 范畴 的 一 个 总 体 
性 质 ， 因 而 也 是 环 % 本 身 的 一 个 总 体 性 质 ， 所 以 称 为 中 
的 左 总 体 维 数 ld3[ 一 pe 了 Pd4。 已 知 : 若 ld8[=0, 则 3 为 满 


中 极 小 条 件 的 半音 ) 若 14 一 1， 则 %[ 为 左 遗 传 环 。 同 样 
可 定义 中 的 右 总 体 维 数 rdal。 一 般 说 来 ，%[ 的 左 、 右 总 
体 维 数 并 不 相等 。 
与 上 述 投射 分 解 相对 偶 , 正 合 列 
0>A>1>1> 
当 Tu，T，… 都 是 内 射 模 时 ， 称 为 4 的 内 射 分 解 。 由 于 每 
一 个 4 都 可 嵌入 到 一 个 内 射 模 内 ， 所 以 A 的 内 射 分 解 一 
定 存在 。 同 样 可 定义 4 的 内 射 维 数 1d4。 在 中 各 模 
的 最 大 内 射 维 数 We 正好 等 于 的 左 总 体 维 数 1d31。 
4 


导 汪 子 设 T 是 一 个 自 2 到 罗 * 的 共 变 加 法 函 子 ， 
由 下 列 的 办 法 来 定义 的 一 系列 新 的 函 子 LT 与 RIT， 称 
为 由 了 所 导出 的 导 函 子 。 

取 4 与 B 均 为 中 模 ， 思 A~>B 为 模 同 态 ，(P, 3) 与 
《8,d) 分 别 为 4 与 也 的 投射 分 解 , 则 有 复 形 映射 { 如 } 使 有 
交换 图 


We 


本 


i 让 
fn fo 了 
二 


于 是 有 交 


Soa a rst 
rf. 这 入 (8) 

一 一 二 To, 一 -一 0 
这 里 两 行 都 是 罗 模 的 复 形 ， 它 们 的 第 个 同调 模 ， 将 表 
以 LATA=KerTaw/Iman,i 与 LATB=KerTds/ImTds sy 
m>0LuTA=TPwImTa, ,LuTB=TQw/ImTd,, 而 由 Tf 所 
引出 的 同调 映射 则 表 以 ZeT(f), 其 实 这 些 LeoT4 与 LoTB 
并 不 随 所 取 的 投射 分 解 而 变 ， 换 成 4 与 也 的 其 他 的 投射 
分 解 ， 仍 得 到 同样 的 LTA 与 LuTB。 同 时 ，LaT(f) 也 不 
随 所 取 的 复 形 映射 { 如 } 而 变 , 换 如 为 g， 只 要 图 (6) 仍 然 
是 可 交换 的 , 那么 就 有 相同 的 同调 映射 (Tfs)x = (Tgn)#。 
因此 , 由 4 变 成 LTA, 由 f:A>B 得 到 LT(f), 则 得 一 
个 共 变 函 子 IT, 称 为 了 的 左 导 函 子 。 

若 改 用 4 的 内 射 分 解 ， 则 用 同样 的 方法 可 得 到 了 的 

右 导 出 函 子 RB"T, 它 是 一 个 共 变 函 子 。 
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如 果 卫 是 一 个 逆 变 加 法 函 子 ， 那 么 取 4 的 投射 分 解 
《P,9), 就 得 上 复 形 (FP,F9), 其 第 n 个 上 同调 模 将 记 为 
RR"F(AA), :因而 可 由 下 导出 的 右 导 出 函 子 R"F, 它 是 一 个 
逆 变 函 子 。 

若 对 所 有 的 n>0 恒 有 L,TA=0, 则 A 称 为 一 个 左 
T- 零 调 模 。 零 调 模 在 谱 序 列 的 理论 中 非常 重要 。 

孙子 与 Tor 取 M 为 右 站 模 ， 对 任 一 个 左 站 模 ， 
定义 TA=M@A, 并 对 模 同 态 0:A>B, 令 T(r)=1@®0: 


M@A>M@B， 则 得 一 个 由 A* 到 交换 群 范 畴 AG 的 共 
变 加 法 函 子 T7， 此 了 也 常 表 成 M@ 一 。 由 了 所 导出 的 第 
nn 个 左 导出 函 子 将 表 以 Tor%(M, - ), 换 言 之 , 车 取 4 的 
一 个 投射 分 解 为 (P,3), 则 得 一 个 复 形 (M@P,1@3), 此 
复 形 的 第 个 同调 模 就 是 Torn(M, A)( 六 有 时 可 省 去 )。 
特别 ,Toro(M,A)~M@A。 

同样 , 让 4 固定, 则 得 函 子 一 @A, 由 其 导出 的 第 n 
个 导出 函 子 为 Torn( 一 ,A)， 所 以 Torn( 一 ,一 ) 实 际 上 是 
一 种 双 函 子 , 它 对 两 个 变量 (让 其 一 固定 , 另 一 个 变动 ) 都 
是 共 变 加 法 函 子 。 

符号 Tor 是 英文 Torsion 一 字 的 前 三 个 字母 ， 它 的 
意思 是 " 找 性 质 "。 假 定 站 是 一 个 整 环 (无 零 因 子 的 交换 
环 ), 而 A 是 一 个 AM 模 ,让 tA={aE A| 有 某 一 非 零 4E， 
使 aa=0), 于 是 t4 是 4 的 一 个 子 模 ， 称 为 4 的 挠 子 模 。 
让 A 对 应 tA 即 得 MY 到 其 自身 的 一 个 共 变 函 子 与 另 一 
方面 ,让 @ 为 % 的 商 域 (也 看 成 中 模 )， 令 M~Q/ 站 为 商 
模 ， 则 可 证 明 ， 函 子 +( 可 称 为 挠 函 子 ) 与 函 子 Tort(M， 
一 ) 是 自然 等 价 的 , 故 用 符号 Tor。 

函 子 Hom 与 Ext 固定 一 个 《<< 
左 % 模 X, 对 于 任 一 个 左 允 模 4， ~ 
定义 FA=Homu(A,X), 并 对 下 : ~ 
A->B, 定义 F(f): Hom (B，X) 
一 Hom(A,X)， 使 在 vcEHom(B， 
X) 时 由 交换 图 (7)。 

F(f)(o)=oF ,于 是 ,是 一 个 由 M* 到 AG 的 逆 变 函 
子 ， 其 第 ”个 右 导 出 函 子 R"F 将 表 以 Ext&( 一，X)。 因 
此 ， 先 取 A 的 任 一 个 投射 分 解 (p,3)， 再 作 上 复 形 0 一 
Hom(P。, X)>Hom(P,,X)>…， 则 其 第 n 个 上 同调 模 
就 是 Ext"(A,X), 特 别 ,Ext"(A,X) 一 Hom(A,X)。 

如 果 让 4 固定 , 令 TX=Hom(A,X), 并 对 g:X>Y， 
定义 T(g):Hom(A,X)>Hom(A,Y), 使 T(g)(7)=gr 
如 交换 图 (8)， 则 了 为 MY 到 AG 
的 共 变 函 子 ， 其 第 % 个 右 导出 函 人 
子 将 表 以 Pxt"(A, 一 )， 换 言 之 ， ~ 
Ext"( 一 ,一 ) 是 一 个 双 函 子 , 它 对 
第 一 个 变量 4 是 逆 变 的 《让 X 固 ~y 
定时 ); 而 对 第 二 个 变量 X 是 共 变 
的 (让 人 4 固定 )。 a 

与 Tor 的 情况 类 似 ，Ext 是 英文 Extension 一 字 的 
前 三 个 字母 组 成 的 符号 ， 其 意 为 "扩张 "。 设 和 与 A 都 是 
3[ 模 ，E 称 为 X 由 4 的 一 个 模 扩张 ， 是 指 有 短 正 合 列 0-> 


、 
FUMe)=oF ~、x 


X->E->A4~>0。 两 个 扩张 也 与 已 ' 称 为 等 价 的 ， 意 指 有 
9:E->E' 使 下 图 可 交换 


0 一 一 X 一 -一 上 一 一 一 4 一 -一 0 


业 ， 


这 里 的 p 必 是 一 个 模 同 构 ， 因 而 上 述 等 价 性 是 一 种 等 价 
关系 ,以 e(X,4) 表 所 有 等 价 类 之 集合 , 可 以 证 明 ，e(X， 
4) 与 Ext(A,X) 是 一 一 对 应 的 。 所 以 可 认定 e(X,A) 就 
是 Ext'(A,X)。 

群 的 同调 与 上 同调 ” 设 G 为 乘法 群 ,Z 表 整 数 环 ,以 
G 的 所 有 的 元 素 为 生成 元 素 可 得 一 个 加 法 自由 群 ZG, 因 
此 2G 中 每 一 个 元 素 者 唯一 地 表 成 如 mCx)x 的 形状 ,这 
里 m(x)EZ， 且 只 能 有 有 限 个 m (x) 不 为 0， 再 定义 
Dr Dm Je = Do mr)m'e )xx', 则 ZG 是 


一 个 环 , 称 为 2 上 的 群 环 。 任 一 个 ZG 模 也 称 为 G 模 。 如 
果 在 zEZ 时 ,定义 Zm(x)xz=Zm(x)z, 则 Z 作 成 一 个 左 
G 模 。 

当 4 为 G 模 时 ，H3(G,4)= Ext3(Z,A) 称 为 G 的 其 
系数 在 A 内 的 上 同调 群 。 对 偶 地 , 若 B 为 右 G 模 ,H8(G， 
B)==Tor8(B, Z) 称 为 G 的 其 系数 都 在 了 B 内 的 同调 群 。 不 
难 证 明 

He(G,4)=Homo(Z,4)={ac4lxza=ayvzEG)， 
HB(G,B)= BQZ-B/BIG， 


这 里 的 IJG= {Zm(z)zEZG|Zm(x)= 0} 称 为 ZG 的 增 广 
理想 , 它 在 群 的 同调 理论 中 十 分 重要 。 

各 种 群 的 H, 与 H" 的 计算 与 理论 是 同调 代数 与 群 论 
中 的 重要 研究 课题 。 

谱 序列 “ 它 是 同调 代数 中 的 一 个 重要 的 理论 ， 也 是 
一 种 研究 同调 模 的 重要 方法 。 

设 A 是 一 个 站 模 ， 若 有 模 自 同 态 d:A4>A 使 B= 
Im dEZ= Ker d, 即 dd==0, 则 (4,d) 称 为 一 个 微分 模 , d 
是 其 微分 ,而 商 模 Z/B 是 (A,d) 的 同调 模 H(A,d)。 与 复 
形 的 情况 类 似 ,B 为 d 的 边缘 ,而 Z 为 4 的 循环 。 微 分 模 
的 序列 {4r,dr}(r>1 是 整数 ) 称 为 一 个 谱 序 列 ,是 指 对 每 
一 个 +r 都 有 A"*'=H(Ar,d")。 让 22=Ker d!,B+=Im dt 
则 年 = Z2/B:， 又 定义 2 与 B,, 使 A?~Ker di/Imd: 一 
(Z?/B?)/(B"/B? =Z/B"，…， 依 此 类 推 ,可 让 4"=2Zr/Br， 
于 是 得 一 链 0E 了 BEB'E…EBrEBrIE…E2ZIGEZrSE 
，…E2Z2 令 Ze= niZr，B= UBr, 则 4 一 Z=/B= 称 为 谱 序 
列 {4r，d} 的 极限 模 。 在 > 很 大 时 ， A" 可 作为 极限 模 的 

在 同调 代数 中 常用 到 的 谱 序列 实际 上 是 由 双 分 次 模 
所 组 成 的 ,所 谓 双 分 次 模 , 就 是 一 些 模 Em 的 集合 ,p 与 9 
都 是 整数 。 设 与 DD 都 是 双 分 次 模 , 且 有 整数 对 (a,b)， 
使 对 任何 P、9 都 有 一 个 模 同 态 doe:Em->Dz' “as， 则 
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qd:E>D 称 为 具有 双 分 次 (a, b) 的 映射 。 若 d:E->E 有 次 
数 (a,b), 且 dd==0, 即 dpra,arsdpa=0,Yp, gq, 则 d 是 微 
分 ,而 Ho 一 Ker dee/Im d,-。,a-s 为 其 同调 双 分 次 模 。 假 
定 (Er,dr) 都 是 微分 双 分 次 模 ， 且 E28,=Hpe(E,,d,), 那 
么 ,这 对 于 (E,,d,) 也 是 一 个 谱 序列 。 
用 过 涉 的 办 法 ， 可 以 从 一 个 复 形 (4, 3) 得 到 一 个 很 
有 用 处 的 谱 序 列 。 假 定 对 每 一 个 PEZ,FzA 都 是 4 的 一 
个 子 复 形 ,并 且 有 
“CFACFrACFr AC..., 
则 下 称 为 复 形 (A,3) 的 一 个 过 小 。 于 是 ， 对 任何 p 就 有 
一 个 复 形 的 短 正 合 列 O03>F?1A>FrA>FrA/Fr1A->0, 
由 同调 正 合 列 定理 ,得 
“>Hpra( FA) SH, a F?A) > 


Hosa(F?A/F™'A) >Hy ser (Fe!A) > (9) 
让 

Dre=H,sa( FrA), Em=H,a FrA/Fr!A), 
式 (9) 就 可 改写 为 


“Dr her es Dee SEre— Ys De-te yy 
这 里 4,8,y 是 有 次 数 (1, 一 1),(0,0) 与 (一 1,0) 的 映射 。 
以 E 表示 双 分 次 模 {Em}， 并 取 dime= peaxym， 易 知 ， 
而:E>E 有 次 数 (一 1,0)， 且 did, =0， 故 di 是 E, 的 微分 。 
以 了 表 其 同调 双 分 次 模 ， 再 适当 定义 d1:E,->E; 为 EE, 的 
微分 。 依 此 类 推 , 即 得 一 个 谱 序 列 (E,,d,), 只 要 下 取 得 
恰当 ,这 个 谱 序列 可 以 提供 (4, 3) 的 同调 模 的 一 些 信息 。 
参考 书目 
H. Cartan and S. Eilenberg, Homologica! Algebra, Prin- 
ceton Univ. Press, Princeton, 1956. 
S. MacLane, Homology, Springer-Verlag, Berlin, 1963. 
工 工 Rotmann, An Introduction to Homological Algebra, 
Academic Press, New York, 1979. 
( 周 伯 搜 ) 
tongdiaolun 
同调 论 (homology theory) 。 代数 拓扑 学 中 的 
一 个 主要 组 成 部 分 ,研究 与 同调 概念 有 关 的 课题 。 
考虑 带 有 方向 的 曲面 ( 块 ) 与 曲线 ( 段 ), 如 图 1 ,图 2 
中 的 圆 盘 均 由 旋转 箭头 定向 。 贺 周 Z 与 2' 是 比 D 与 D' 
低 一 维 的 图 形 ,作为 曲线 ,它们 各 按 所 标的 箭头 定向 。 规 
定 DD 的 边缘 为 Z2， 记 作 3D=Z， 对 于 D', 则 应 有 3D'= 
一 22', 无 底 贺 简 C 与 它 的 上 下 边界 W, 与 W。 按 所 标 箭头 
定向 后 有 3C 一 W, 一 Wo( 图 3)。 
在 图 4 环 面 了 中 , 圆 图 2 为 曲面 块 4 的 边缘 ，34= 
2 这 时 称 闭 曲 线 2 在 环 面 Z 上 同调 于 零 , 记 作 2~0。 闭 
曲线 多 在 了 上 不 同调 于 零 ， 但 3B=W 一 W,， 这 时 称 闭 


四】 国友 忆 图 2 国 要 DD 
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曲线 W 同 调 于 Wi， 记 作 史 一 
Wi。 同调 概念 就 是 在 这 种 定向 
图 形 之 同 的 边缘 关系 上 建立 起 
来 的 。 

在 图 5 的 曲面 S 上 ,asc.d 
都 不 同调 于 零 , b 一 0,a 不 同调 
于 c.d 中 的 任何 一 个 ,但 c~d。 

将 图 6 中 国 盘 边界 上 的 每 
一 对 对 径 点 (诸如 A4 与 4',B 与 
了 B') 粘 合 ,得 到 的 曲面 了 叫做 身 
影 平面 ,4B'A 与 下 BA 在 P 中 
为 同一 定向 加 图 z。 可 以 看 出 ， 
在 P 中 有 z+z=2z~0, 但 z 不 
同调 于 零 。 


图 3 无 底 国 科 


图 5 雪 面 
A 
a A 8 
A 
人 8 C 
图 6 国 盘 图 7 一 维 单 形 、 二 给 


单 形 定向 


孔 ， 庞 加 莱 从 1895 年 起 , 为 了 对 同调 概念 做 一 般 的 
讨论 ， 引 进 了 可 剖 分 为 复 形 的 空间 ， 从 此 产生 了 组 合 拓 
扑 学 。 

如 维 单 形 0 维 单 形 是 一 个 点 ， 一 维 单 形 是 一 条 线 
眉 , 二 维 单 形 是 一 个 三 角形 ,三 维 单 形 是 一 个 四 面体 ,n 维 
单 形 是 一 个 具有 ?+ 工 个 顶点 的 广义 四 面体 。 

定向 单 形 ” 除 0 维 单 形 不 给 定向 外 ， 其 他 维 的 单 形 
可 以 有 两 个 定向 。 例如 ， 一 维 单 形 的 定向 可 以 用 从 起 点 
到 终点 的 箭头 给 出 ， 单 形 的 定向 可 以 用 一 个 旋转 方 
向 给 出 (图 7), 等 等 。 一 般 对 于 nn 维 单 形 有 两 个 定向 ,可 
以 用 项 点 的 顺序 来 给 出 它 的 定向 。 彼 此 相差 一 个 偶 排列 
的 两 个 顺序 代表 同一 个 定向 。 例 如 ， 线 段 4B 的 一 个 定 
向 可 以 用 (A4，B) 表 示 ， 另 一 个 定向 则 可 用 (B, A) 表 示 ， 
三 角形 ABC 的 一 个 定向 可 用 4B, A, C) 或 (C, B, 4) 或 
《A,C,B) 表 示 , 另 一 个 定向 可 用 (B,C, 4) 或 (C, A, B) 或 
《4,B,C) 表 示 。 

单纯 复 形 是 由 有 限 个 单 形 很 好 地 拼凑 起 来 而 组 成 
的 。 例 如 ， 图 8a 这 个 单纯 复 形 是 由 4 个 0 维 单 形 4,B， 
C，Di 4 个 一 维 单 形 4AB,BD, CD, BC 和 1 个 二 维 单 形 
BCD 按照 图 8a 中 所 画 的 关系 拼凑 而 组 成 的 。 图 8b 这 个 
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单纯 复 形 是 由 6 个 0 维 单 形 A, B, C， A', B', C', 12 
个 一 维 单 形 AB,BC, CA, A'B', B'C', C'A', B'C, A'C， 
A'B,BB',AA',CC',6 个 二 维 单 形 AA'B, A'BB', BB'C， 
B'CC'，CC'A'，CA'A 按 照 图 8b 中 所 画 的 关系 拼 竣 而 组 
成 的 。 

单 地 复 形 的 nh 维 链 形 如 z= 入 S89 十 … 十 myS? 的 线 
性 组 合 叫 一 个 n 维 链 ， 其 中 {S?} 取 这 单纯 复 形 K 的 所 有 
单 形 , 且 每 个 单 形 取 好 了 定向 (0 维 单 形 不 取 定向 )，a 为 
整数 〈 即 线性 组 合 中 的 每 一 项 是 KK 中 的 一 个 nn 维 定向 单 
形 , 且 附 一 个 整 系数 )。 两 个 nn 维 链 之 和 定义 为 一 个 nr 维 
链 ， 其 每 项 的 系数 是 两 个 链 的 相应 项 的 系数 之 和 。 容 易 
验证 :K 的 所 有 的 nn 维 链 组 成 一 个 交换 群 , 这 个 交换 群 叫 
的 n 维 链 群 , 记 作 C,(K)。 例 如 ,图 8a 中 的 单纯 复 形 ， 
3(4,B)+2(B,C)-(C,D) 一 5(B,D) 为 一 个 一 维 链 ; 图 
8b 中 的 单纯 复 形 ,4(4, 4yB) 一 20(B,ByC)+(C,4AA') 
为 一 个 二 维 链 。 

边 绰 算 子 ”规定 0 维 单 形 的 边缘 为 等 , 一 维 定向 单 
形 (4,B) 的 边缘 为 B 一 4A, 二 维 定向 单 形 (4,B,C) 的 边缘 
为 (B，C)- (4,C)+(4,B)， 三维 定向 单 形 (4,B,C,D) 
的 边缘 为 (B,C,D)-(A,C,D)+(A,B,D)-(A, B,C)， 
等 等 。 可 类 似 地 定义 nt 维 定向 单 形 的 边缘 。 以 符号 3 写 
在 定向 单 形 的 前 面 表示 它 的 边缘 。 对 于 每 一 个 n 维 链 
YX=amS?+…+mS?， 规 定 它 的 边缘 3X=al3S?+… 十 
95?( 即 先 取 它 的 每 一 个 定向 单 形 的 边缘 再 聚 上 它 的 原 
来 系数 然后 求 和 )。 不 难看 出 ,一 个 n 维 链 的 边缘 是 一 个 
1 一 1 维 链 。 由 此 得 到 从 n 维 链 群 到 n 一 1 维 链 群 的 同 态 ， 
这 个 同 态 叫 做 (下 ) 边 缘 算 子 ， 记 作 9:Cn(K)>Cn-,(K)。 
边缘 算 子 具 有 93= 0 的 性 质 。 

nn 维 用 链 满足 3x=0 的 nn 维 链 x* 叫 n 维 闭 链 。 例 
如 ,图 8a 中 的 单纯 复 形 , 一 维 链 (C,D)- (B,D)+(B,C) 
就 是 一 个 一 维 闭 链 。 单 纯 复 形 K 的 所 有 +n 维 闭 链 所 组 成 
的 交换 群 叫 K 的 n 维 闭 链 群 , 记 作 Z,(K)。 

n 维 边 塘 链 ”如果 一 个 nn 维 链 是 某 一 个 n+1 维 链 
的 边缘 , 则 称 此 链 为 n 维 边缘 链 ( 即 一 个 nn 维 图 形 是 n+1 
维 图 形 的 边缘 )。 例 如 图 8a 中 的 单纯 复 形 ,一 维 链 (C,D) 
一 (B,D)+(B,C)=3(B,C,D) 就 是 一 个 一 维 边缘 链 。 单 
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图 8 单纯 复 形 


纯 复 形 K 的 所 有 nt 维 边 绿 链 所 组 成 的 交换 群 K 的 n 维 
边缘 链 群 ， 记 作 B,(K)。 由 于 边缘 链 一 定 是 闭 链 ， 因 而 
Bu(K) 是 Za(K) 的 子 群 。 

nn 推 同调 群 ” 由 于 Bs(K) 是 2。(K) 的 子 群 ， 把 商 群 


Zn(K)/Ba(K) 叫 做 单纯 复 形 K 的 nn 维 ( 下 ) 同 调 群 ， 记 作 
Hn(K)。H。(K) 中 的 每 一 个 元 素 叫 做 一 个 n 维 同调 类 。 如 
果 两 个 n 维 闭 链 ao,zw 的 差 为 一 个 边缘 链 时 ,就 叫 z 与 
zr 同调 。 如 果 zn 是 边缘 链 , 则 称 am 同调 于 零 。 例 如 ,图 
8b 中 的 单纯 复 形 ，2 个 一 维 闭 链 (4，B)+ (C，4) 十 
(B,C),(A',B')+(C',A')+(B',C') 有 93((A,B, A')+ 
(A',B,B')+(B,C,B')—(C,B’,C')—(C,C', A')—(C, 
A',A))=((A,B)+(C,A)+ B,C) —((A', B')+(C’, 
A')+(B',C'))。 因 而 这 两 个 闭 链 同 调 ( 而 它们 都 不 同调 
于 零 )。 同 调 群 Hn(K) 的 秩 叫 做 K 的 n 维 贝蒂 数 , 如 果 在 
nn 维 链 群 的 定义 中 ， 用 任意 的 一 个 交换 群 G 中 的 元 素 代 
替 整 数 ,可 以 得 到 以 G 为 系数 的 n 维 链 群 Cx(K;G)。 相 似 
地 有 以 G 为 系数 的 n 维 边 绿 群 BA(K; G)，m 维 闭 链 群 Z。 
《Ky G)。 由 此 定义 以 G 为 系数 的 n 维 同调 群 Ha(K;G)。 

多 面体 单纯 复 形 K 的 全 体 单 形 的 并 集 叫 做 一 个 多 
面体 , 记 作 |K|。 对 于 多 面体 的 同调 群 Hs( |K|;G) 可 以 用 
Hn《K;G) 来 定义 , 即 令 Hn( |K|;G)=H,(K;G)。 

单线 映射 给 定 了 两 个 单纯 复 形 天 , 工 , 且 指 定 了 K 
的 每 一 个 顶点 〈0 维 单 形 ) 到 工 的 某 个 顶点 的 一 个 对 应 ， 
并 把 中 的 属于 同一 个 单 形 的 所 有 项 点 对 应 到 工 的 同 在 
一 个 单 形 中 的 顶点 ,这 个 对 应 叫 从 K 到 工 的 单纯 映射 , 单 
纯 映射 二 KL 把 K 中 的 每 一 个 定向 单 形 ( 顶 点 的 一 个 
顺序 ) 映 射 到 工 中 的 一 个 定向 单 形 (得 到 对 应 顶点 的 一 个 
顺序 , 若 有 两 个 顶点 的 像 重合 , 则 理解 为 对 应 到 0), 由 此 
产生 了 一 个 从 Cn(K;G) 到 Cn(L;G) 的 同 态 ， 并 且 可 以 证 
明 它 把 Zw(K; G) 映射 到 Zn(L; G)，Bu(K; G) 映射 到 
Bn(ZL G)。 从 这 个 同 态 可 以 导出 一 个 从 HK G) 到 
Hn(L;G) 的 同 态 。 

连续 映射 导出 的 同 态 ”给 了 两 个 多 面体 IK|、IL| 之 
间 的 一 个 连续 映射 F: |K|->|L|， 可 以 将 KK 适当 重 分 成 
另 一 复 形 K', 并 用 一 个 单纯 映射 去 通 近 下 。 利 用 这 个 单 
纯 映 射 导出 的 同调 群 之 间 的 同 态 得 到 H。( 1K'|;G) 到 
Ha( 1L|3G) 的 同 态 , 且 可 以 证 明 ,Hn( |K'|;G) 与 Hs( |K|; 
G) 自然 地 同 构 。 于 是 记 此 同 态 为 Fn: Hs(|K|; G)> 
Hn( LI3G), 

上 同调 群 ”G 为 任 一 交换 群 ，Hom(C。(K)，G) 为 所 
有 从 Cn(K) 到 G 的 群 同 态 所 组 成 的 群 ， 这 个 群 叫做 K 的 
以 G 为 系数 的 n 维 上 链 群 , 记 作 C"(K;G)。 利 用 互 的 边 
缘 算 子 3: Cn(K)-~Cn-i(K) 可 得 对 偶 同 态 3 CI(Ki 
G)->C"(KG)。 定 义 如 下 : 设 了 EC'(KG)， 规定 针 = 
j8:Cw(K)-~G。 这 个 5 叫 上 边缘 算 子 ,具有 部 =0 的 性 质 。 
与 同调 群 的 定义 相似 ， 可 以 定义 以 G 为 系数 的 上 闭 链 群 
Zn(K5G)， 上 边缘 链 群 B"(K;G), 上 同调 群 H"(K;G)。 当 
G 为 整数 加 群 Z 时 ,省 去 符号 Z, 简单 记 为 C*(K)， 
Zn"(K), B"(K), Hm"(K)， 等 等 。 对 于 连续 映射 F: |K| 一 
IL1， 利 用 单纯 映射 去 通 近 ， 可 得 到 同 态 F**: H"( |L|， 
G)>H"( |K|;G)。 上 同调 群 的 构造 可 以 由 同调 群 完 全 确 
定 。 当 多 面体 |K| 为 定向 流 形 时 ,同调 群 和 上 同调 群 之 间 
还 有 对 偶 关系 《 流 形 的 庞 加 莱 对 偶 定理 ), 即 H"(|K|， 


G) 同 构 于 Ho-a( 1K|;G), 其 中 q 为 流 形 |K| 的 维 数 。 

丁 W- 亚历山大 在 1915 年 证 明了 多 面体 的 同调 群 的 
拓扑 不 变性 , 即 如 果 两 个 多 面体 IK| ,|L| 同 胚 , 那么 这 个 
同 胚 诱导 它们 的 上 同调 群 . 同 调 群 的 同 构 。 实 际 上 ， 如 果 
IK|，, ILI 伦 型 相同 ,其 同 伦 等 价 也 诱导 它们 的 上 同调 群 、 
同调 群 的 同 构 。 

利用 同调 群 可 以 解决 不 少 几何 问题 。 例 如 ， 布 劳 威 
尔 不 动 点 定理 ( 见 不 动 点 理论 )， 可 以 找到 欧 拉 示 性 数 与 
贝蒂 数 之 间 的 关系 式 ， 

x(K)=2( 一 1)ia,=2( 一 1)b，( 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 》 
其 中 为 复 形 K 的 i 维 单 形 个 数 ，b, 为 多 面体 [KI 的 i 
维 贝蒂 数 , x(K) 即 的 欧 拉 示 性 数 。 从 而 证 明了 欧 拉 示 
性 数 是 |K| 的 拓扑 不 变量 。 

单纯 复 形 的 整 系 数 同调 群 是 个 有 限 生成 的 交换 群 。 
因此 , 它 同 构 于 2@…BZ@BZou,w 甸 … 田 Zotrwm， 其 中 
Z 代 表 整 数 加 群 ,8(1,n),…,6(Ts,n) 为 一 串 自然 数 ,每 个 
可 整除 后 一 个 ,由 表示 直 和 。 前 面 Z 的 个 数 即 为 n 维 贝 蒂 
数 ;后 面 这 串 有 限 群 的 阶 数 86(1,m)，…，,6(rn)m) 称 为 由 维 
挠 系数 。 确 定 一 个 单 弛 复 形 ( 及 其 多 面体 ) 的 各 维 贝蒂 数 
与 挠 系数 ,也 就 算出 了 同调 群 。 

简单 的 单纯 复 形 的 同调 群 的 计算 ,可 以 通过 叫做 “ 挤 
到 边 上 去 ”的 方法 直观 地 解决 。 一 般 单纯 复 形 同 调 群 的 
计算 ， 可 以 用 和 矩阵 变换 的 方法 经 有 限 多 次 的 算术 运算 解 
决 ,不 过 具体 实现 这 种 计算 是 非常 困难 的 。 

带 系 数 群 G 的 同调 群 的 构造 ， 可 由 整 系数 同调 群 与 
GG 按照 泛 系数 "公式 来 求 。 上 同调 群 的 计算 也 有 其 相应 
的 公式 。 

同调 论 的 公理 ”S. 艾 伦 伯 格 和 对 .E, 斯 廷 罗 德 提出 
了 同调 群 . 上 同调 群 满足 的 公理 ,并 证 明了 在 多 面体 的 情 
形 下 满足 公理 的 同调 群 、 上 同调 群 是 唯一 的 。 

在 一 般 的 拓扑 空间 上 引进 同调 群 主要 有 两 种 方式 。 
利用 有 序 单 形 映射 到 拓扑 空间 ， 来 定义 这 个 拓扑 空间 的 
同调 群 , 称 为 这 个 拓扑 空间 的 奇异 同调 群 , 利 用 单纯 复 形 
来 逼近 一 个 拓扑 空间 ， 用 极限 来 定义 这 个 拓扑 空间 的 同 
调 群 ， 称 为 这 个 拓扑 空间 的 切 赫 同调 群 。 在 紧 多 面体 的 
情况 ,这 两 种 同调 群 都 同 构 于 按 单 纯 剖 分 得 到 的 同调 群 。 

在 以 某 种 环 为 系数 的 上 同调 群 中 可 以 引入 乘法 使 之 
成 为 上 同调 环 .为 了 更 好 地 利用 上 同调 群 ,在 其 上 引入 了 
所 谓 上 同调 运算 的 额外 结构 ， 例 如 斯 廷 罗 德 宕 ， 庞 特 里 
亚 金 竺 等 等 。 由 斯 廷 罗 德 竺 发 展 成 为 斯 廷 罗 德 代数 的 研 
究 , 大 大 丰富 了 同调 论 的 内 容 。 
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同 伦 论 (homotopy theory) 。 代数 拓扑 学 的 一 
个 主要 组 成 部 分 。 它 研究 与 连续 映射 的 连续 形变 有 关 的 
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各 种 课题 由 于 许多 几何 问题 可 以 归结 为 同 伦 问 题 ,然后 
谋求 代数 拓扑 的 解决 办 法 ,所 以 同 伦 论 广泛 地 受到 注意 。 

同 伦 的 概念 ， 直 观 上 不 
难 理解 , 同 伦 就 是 连续 形变 。 
以 “形变 收缩 "为 例 ， 图 中 的 
半球 体 K 的 边界 包括 半球 面 
五 与 圆 盘 D。 设 想 K 是 由 可 
以 伸缩 的 质料 构成 ,很 显然 ， 
保持 了 上 每 个 点 不 动 ， 沿 垂 
直 于 DD 的 方向 挤 压 有 KK， 最 后 可 以 将 半球 体 K 压 成 半球 面 
H。 也 就 是 说 ,H 是 的 “形变 收缩 核 "。 这 个 形变 收缩 的 
过 程 可 以 描写 得 更 确切 一 些 。 过 K 的 任意 点 * 垂直 于 图 
盘 D 的 直线 与 半球 面 也 交 于 点 z+。 对 于 0<t<1, 令 x, 表 
示 分 线段 x 对 为 :1 一 t 之 点 。 不 妨 认 为 挤 压 是 从 时 刻 t= 
9 开始， 到 时 刻 t=1 时 完成 ， 而 时 刻 上 时 点 工 沿 着 线 到 
2 过 到 达 x 的 位 置 。 使 z 对 应 于 xz,, 定 义 了 半球 体 天 自身 
的 一 个 连续 映射 人 :K>K,fi(x)=X,。 于 是 ,fo(X)=X0 一 
xz。 人 为 K 自身 的 恒 等 映射 ,fh(k)CH, 并 且 人 f(y)=y。 当 
yEH, f, 就 是 一 个 “ 伦 移 "， 使 得 K 自身 的 恒 等 映 射 同 伦 
于 一 个 将 K 映 入 子 集 昌 的 映射 。 

一 般 ， 设 f,9: X->Y 为 拓扑 空间 X 到 Y 的 两 个 连续 
映射 。 如果 有 连续 映射 H:Xx1->X,1=[0,1], 使 得 hx， 
0) 一 f(x), h(x,1)~=g(x), 则 称 了 同 伦 于 g, 记 作 f~g。h 
是 从 了 到 9 的 一 个 伦 移 ， 令 h(x)=h(x,t), 人 们 也 说 连 
续 依赖 于 参数 的 一 族 映射 hh: XY 是 从 f 到 9 的 一 
个 伦 移 。 若 伦 移 hh 在 X 的 某 个 子 集 4 上 是 静止 的 ， 即 
h(x,t)=h(x,0),0<t<1, 则 说 了 相对 于 A 同 伦 于 9 记 
作 f~g(relA) 前 一 段 举 出 的 空间 HCK 是 空间 K 的 形变 
收缩 核 , 意思 是 指 存在 伦 移 h:K x [>K， 使 得 对 于 xEK 
有 h(x,0)=x，, h(x,1)EH, 而 hy,)=y 当 yEH, 0< 
t<1。 按 照 同 伦 关系 之 , 从 XX 到 Y 的 连续 映射 分 成 了 同 伦 
类 。 同 伦 类 的 集合 记 作 [X,Y]。 

在 同 伦 论 里 ， 空 间 按 同 伦 型 而 分 类 。 若 存在 连续 映 
射 f:X>Y,g:Y>X 使 得 gef= 1z， fog 之 lr, 则 称 X 与 Y 
具有 相同 的 同 伦 型 , 则 称 f( 或 g) 为 同 伦 等 价 ,这 里 ，1w: 
W>W 表示 空间 W 的 恒 等 自 映射 。 若 A 为 X 的 形变 收缩 
核 ， 则 4 与 X 有 相同 的 同 伦 型 。 反 之 在 不 太 强 的 限制 之 
下 ， 空间 X 与 Y 具 有 相同 同 伦 型 的 必要 与 充分 条 件 是 它 
们 可 以 一 同 放 在 一 个 空间 2Z 里 ， 使 得 X 与 Y 都 是 Z 的 形 
变 收缩 核 。 

同 伦 论 的 典型 问题 大 体 上 有 下 列 几 个 ， 以 下 映射 均 
指 连 续 映射 。 

同 伦 问题 ”对 于 给 定 的 映射 f,9g:X->Y, 如 何 判 断 了 
与 9 是 否 同 伦 ? 如 果 了 与 常 值 映射 同 伦 ， 则 称 了 为 零 伦 
的 ， 记 作 f 汪 0。 如 何 判断 给 定 映射 了 是 否 零 伦 是 这 个 典 
型 问题 的 特例 。 

同调 群 提供 了 处 理 这 个 问题 的 工具 。 对 任意 整数 
n 之 0, 如 果 f~g, 则 fx=gx:H,(X)>Hs(Y)。 因此, 如 果 
对 某 一 n,fx 尖 gx, 则 了 与 9 一定 不 同 伦 。 
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形变 收缩 图 


但 应 注意 ,即使 对 所 有 n, fx 一 9x， 了 与 9 也 未 必 同 
伦 。H. 狼 普 夫 按 下 述 方式 作 过 一 个 映射 :5*->5?, 他 把 
S 看 成 二 维 丁 空间 C? 中 的 单位 球面 ， 把 5* 看 成 复 射影 
直线 , 令 了 是 从 有 到 S: 的 自然 投射 ， 这 个 了 称 为 卜 普 夫 
陕 射 ， 它 不 零 伦 但 显然 对 所 有 m> 0， 办 一 0: HnCS ) 一 
Hn(S*)。 此 例 说 明 , 要 研究 映射 的 同 伦 , 除 同调 群 以 外 ,还 
需要 别 的 工具 。 

扩张 问题 设 ACX, 给 定 映射 人 A>Y 能 否 扩张 为 
X 到 YY 的 映射 , 即 是 否 存 在 映射 9:X>Y ,使 得 

a)=f(a) (对 一 切 a€A)。 

如 果 存 在 这 样 的 映射 9, 则 称 g 为 了 在 X 上 的 扩张 ,而 了 
为 9 在 A 上 的 限制 , 记 作 9|A=f。 恒 同 映射 1x 在 A 上 的 
限制 =1zx|4: A>X 称 为 A 到 XX 的 内 射 。 

一 般 说 来 ，f: A~>Y 不 一 定 能 扩张 。 例 如 ,对 n 之 1， 
恒 同 映射 le-1: S"!>S"™! 就 不 能 扩张 为 D" 到 S"™! 的 
映射 9, 因 为 如 果 这 种 9 存在 , 则 gisn-! =1sn-1， 由 此 得 出 

gis )# =gu(isn-i)# = (lsn-i)% 
一 1:Hn-i(S" ID) 一 Ho-i(S 5， 
根据 一 些 简单 的 计算 ,可 以 说 明 
Hai(S™)S2Z, Has(D")=0, 
因而 
(in-Dw=0， 
{gigi)#=1 

就 不 能 成 立 。 

很 多 重要 的 问题 可 以 转化 为 映射 扩张 问题 , 1912 年 
由 工 . E. J. 布 劳 威 尔 首先 提出 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 就 
是 典型 一 例 。 设 n 宇 0,f:D"->D" 是 nn 维 单位 实心 球体 的 
自 映射 。 则 D" 中 存在 一 点 x 使 得 人 Xx)=x。n=0 时 结论 
显然 成 立 。 设 n>0, 如 果 对 任意 xED", f(x)*x, 则 令 
g(x) 是 人 (x) 到 x 的 有 向 线段 的 延长 线 与 S"! 的 交点 , 即 
得 到 映射 9: D">S"!, 使 得 9|S"! 一 1sn-1。 根 据 前 面 所 
述 ,这 不 可 能 。 因 此 D" 中 至 少 有 一 点 x 使 得 fx)=x。 

同 伦 问 题 实际 上 是 扩张 问题 的 一 个 特例 。 设 f，g: 
X->Y 是 映射 ,可 定义 映射 G:Xx0UXx1->Y 为 
f(x) (t=0), 
g(x) (t=1), 
则 了 与 9 是 否 同 伦 的 问题 成 为 G 能 否 扩张 为 映射 F;Xx 
1->Y 的 问题 。 

一 般 地 称 同 伦 映 射 所 共有 的 性 质 为 同 伦 性 质 ， 对 于 
很 多 空间 偶 (X,A)( 例 如 X 是 单纯 复 形 ，A 是 子 复 形 ) 来 
说 ,天 A->Y 能 否 扩 张 成 为 X 到 了 的 映射 也 是 一 个 同 伦 
性 质 


G(x,t)= 


提升 问题 在 研究 流 形 上 有 没有 非 零 向 量 场 时 ， 需 
要 考虑 映射 的 提升 问题 , 它 与 扩张 问题 相对 偶 。 提 法 如 下 : 
设 P:X>B 与 1: Y-> 了 3 是 映射 ， 是 否 存在 映射 9:Y 一 和， 
使 得 pg 一 所 Y->B。 如 果 存 在 这 样 的 映射 9， 则 称 9 为 了 
关于 Pp 的 提升 。 是 否 存在 9 的 问题 就 是 提升 问题 。 

又 设 p:X->B,:Y->X 均 为 映射 ,fi:Y->B,0<t<1 


是 伦 移 , 使 得 P=f,。 是 否 存在 伦 移 

$B:Y>X 

(0<t<1), 
使 得 pj,=f，(0<t<1), 且 天 =J。 如 果 存 在 上 述 马 , 则 称 
包 为 1 的 提升 。 寻 找 提升 了 ,就 是 同 伦 提升 问题 。 如 果 
对 任意 空间 Y 及 满足 pj=f 的 映射 了 与 同 伦 所 ,总 存在 
上 述 提升 加， 则 映射 P:X>B 称 为 具有 绝对 同 伦 提升 性 
质 ， 或 称 为 纤维 化 。 它 是 纤维 从 瑞 射 的 推广 ， 任 何 纤维 
从 映射 都 是 纤维 化 。 

同 伦 分 类 问题 对 于 给 定 空间 X 与 Y， 如 何 由 X 与 
Y 的 已 知 的 可 计算 的 不 变量 去 计算 从 X 到 Y 的 映射 同 伦 
类 集合 [X,Y], 这 是 代数 拓扑 学 中 经 常 碰 到 的 问题 , 特别 
是 同 伦 群 的 计算 等 。 

如 果 X 与 7 满足 一 定 的 条 件 ， 则 [X,Y] 形 成 一 个 
群 。 对 mw>1 及 任意 道路 连通 空间 Y，W. 赫 维 区 定义 了 
mn(Y) = [S"Y]。 可 以 证 明 zw(Y) 是 一 个 群 ,而 且 xi(X) 
就 是 庇 加 莱 所 定义 的 基本 群 。 当 m>>2,xs(Y) 是 交换 群 。 
从 而 把 xn(Y) 称 为 空间 Y 的 n 维 同 伦 群 ， 它 也 是 同 伦 不 
变量 。 

近 几 十 年 代数 拓扑 学 的 发 展 表明 ， 同 伦 群 起 着 十 
分 重要 的 作用 。 和 同调 群 不 同 的 是 ， 对 一 般 单纯 复 形 来 
说 ,同调 群 可 以 计算 , 但 如 何 计算 同 伦 群 却 是 一 个 至 今 远 
未 解决 的 问题 ， 即 使 对 十 分 简单 的 维 球面 "， 当 m 相 
当 大 时 ,至今 仍 没有 计算 群 xn(S") 的 办 法 。 因 此 ， 同 伦 
群 的 计算 一 直 是 代数 拓扑 学 的 重要 课题 。 

如 果 ma(X) = 0， 则 称 空间 X 是 单 连通 的 。 一 般 地 ， 
群 .(X) 通 过 交换 化 所 得 的 交换 群 恰 是 HCX)。 此 外 ， 
赫 维 区 又 研究 了 高 维 同 伦 群 与 同调 群 的 关系 。 如 果 
和 (X) 一 … 一 mo-i(X)=0， 则 m(X) 自 然 同 构 于 HCX)， 
m>>2。 反 之 , 若 mi(X)= 0,Hi(X) 一 …=Ho-:(X)= 0, 则 
也 有 同样 结果 。 

关于 球面 同 伦 群 的 研究 概况 ,首先 要 提出 的 是 H. 弗 
勤 登 塔 尔 的 结果 ,他 证 明了 

mm(S") 宕 mti(S" 1) (me<2n—2), 
这 个 结果 表明 ， 当 和 m 小 于 2n 一 2 时 ，xm(S") 的 构造 仅 与 
n 一 n 有关 ,这 就 是 球面 同 伦 群 的 稳定 性 。 

50 年 代 初 , J. P, 塞 尔 提出 了 研究 同 伦 群 的 新 方法 ， 
他 利用 纤维 化 的 谱 序 列 ， 取 得 了 球面 同 伦 群 计算 的 突破 
性 进展 。 

关于 S*"! 到 5 的 映射 4, H. 霍 普 夫 引 进 了 一 个 霍 
普 夫 不 变量 , 前 面 提 到 的 管 普 夫 映 射 S'->S 的 霍 普 夫 不 
变量 为 1。J. F. 亚当 斯 在 20 世纪 50 年 代 末 利 用 斯 迁 
罗 德 运算 提出 了 一 个 新 的 谱 序 列 〈 以 后 称 为 亚当 斯 谱 序 
列 ), 利 用 这 个 庶 序列 ,他 证 明了 只 有 当 n=2,4,8 时 , 才 存 
在 逢 曾 夫 不 变量 为 1 的 映射 .1960 年 以 后 ,利用 亚当 斯 谱 
序列 , 同 伦 群 的 研究 又 取得 了 重要 的 进展 。 不 但 xm(S") 
的 计算 有 了 很 大 的 改进 ,而 且 ,若干 别 的 重要 空间 的 同 伦 
群 计算 也 取得 了 不 少 成 果 。 例 如 ， 某 些 托 姆 空间 的 同 
伦 群 (如 协 边 群 ) 也 可 以 完全 计算 出 来 ， 这 对 于 研究 微分 


流 形 的 分 类 具有 重要 意义 。 

扩张 问题 与 同 伦 分 类 问题 之 间 存 在 一 定 关系 。 这 方 
面 , S. 艾 伦 伯 格 首先 定义 了 阻碍 上 链 与 阻碍 上 同调 类 的 
概念 。 设 K 是 任意 单 连通 的 单纯 复 形 , n 是 正 整数 , K" 
表示 KK 中 所 有 维 数 不 大 于 n 的 单 形 组 成 的 子 复 形 ( 称 为 
区 的 nn 维 骨 架 )。 设 f Km->Y 为 任 给 映射 ， 0m! 为 K 
上 任意 n+1 维 单 形 。 则 o"*! 的 边界 9o"*! 可 以 着 成 一 
个 n 维 球面 , 因此 ，f|9o"*!:93on*1->Y 代表 xn(Y) 的 一 
个 元 素 , 记 作 [f19o"*!] Exn(Y)。 然 后 定义 上 链 C(f) € 
Cne(K,mn(Y) ) 为 

CP) sr) = [fdr] Ex Y), 

《C(j)，o" 5 表示 上 链 C(f) 在 on"*! 上 的 值 。 不 难 证 明 ; 
@f 可 扩张 为 Km*n 到 Y 的 映射 C(f)=0; @2C(f)=0。 
因此 就 称 C(f) 为 了 的 阻碍 上 链 ， 而 称 [C(f)] EH"*!(K， 
zn(Y)) 为 了 的 阻碍 上 同调 类 。 阻碍 类 为 0, 标志 着 
了 IKw5 可 以 扩张 到 Km 上 。 

车 为 群 ,n 为 正 整数 , 当 n>1 时 , 还 假定 x 为 交换 
群 。 如 果 道 路 连通 空间 Y 满足 条 件 
0 (mz#n), 
(m=n), 
则 YY 称 为 艾 伦 伯 格 -麦克 莱 思 空间, 记 作 K(x,n)。 可 以 证 
明 , 对 同一 个 x 和 同一 个 n，K(x，%) 的 伦 型 在 一 些 不 强 
的 限制 下 是 唯一 的 .利用 上 述 阻碍 上 同调 类 可 以 证 明 , 对 
任意 交换 群 = 及 单纯 复 形 X,H"(X;x) 宏 [X, K(x, n)]。 

普通 同调 群 满足 七 个 公理 ,满足 维 数 公理 〈m> 
dimX 时 ，Hm(X)=0) 以 外 的 六 个 公理 的 函 子 称 为 广义 
同调 论 。 现 在 已 经 出 现 了 许多 有 意义 的 广义 同调 论 。 例 
如 ,对 研究 向 量 从 有 重要 意义 的 K- 同 调 论 K*; 对 研究 微 
分 流 形 有 重要 意义 的 协 边 同 调 群 MU* 对 研究 球面 同 伦 
群 有 重要 意义 的 BP 同调 群 BP*。E. 布朗 在 20 世纪 60 
年 代 初 就 已 经 证 明 ， 只 要 广义 上 同调 函 子 还 满足 一 定 的 
条 件 ， 则 这 个 广义 上 同调 群 就 自然 同 构 于 空间 到 一 个 固 
定 空间 (或 空间 谱 ) 的 所 有 映射 同 伦 类 所 成 的 群 。 例 如 
Kx*(X)=[X,BU],MU(X)=[X,MU], 其 中 BU 表示 U 群 
的 分 类 空间 ,MU 表示 BU 的 托 姆 空间 。 上 面 的 结果 说 明 
同调 论 的 问题 又 可 以 转化 为 同 伦 论 的 问题 。 代 数 拓扑 学 
的 这 两 个 主要 分 支 就 统一 起 来 了 。 

伦 型 问题 M.M. 波 斯 尼 科 夫 利用 阻碍 上 同调 类 引进 
了 一 组 能 确定 许多 空间 伦 型 的 同 伦 不 变量 。 设 X 为 一 个 
单 连通 胞 驻 复 形 ,对 任意 正 整数 n, 可 以 作 胞 腔 复 形 X。 与 
映射 加 :XXXo， 使 得 :@ fw: xm(X) 宇 zm(X。), 当 mn。 
@za(X,)=0, 当 m>n+1, 事 实 上 , 可 以 取 Xs 为 Xm*D 
加 上 一 些 维 数 大 于 等 于 n+2 的 胞 腔 使 得 所 有 维 数 大 于 
等 于 n+1 的 同 伦 群 等 于 零 所 得 的 空间 。 因 此 ,不 妨 假定 
XD 一 XorD， 了 映射 ix(n+1):Xtn+D->X 的 阻碍 上 同 
调 类 [C(iXs"*9)]E H"*?(Xoyxnwx(X)) 称 为 X 的 波斯 
尼 科 夫 不 变量 。 波 斯 尼 科 夫 证 明了 的 所 有 同 伦 群 与 
所 有 波斯 特 尼 科 夫 不 变量 能 够 确定 X 的 伦 型 ,应 当 指出 ， 
波斯 尼 科 夫 不 变量 的 计算 是 以 同 伦 群 为 基础 的 更 为 复杂 


AhkT 


zn(Y)=)| 


的 问题 。 
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同 余 (congruence) 数论 中 的 重要 概念 。 给 定 
一 个 正 整 数 m， 如 果 二 整数 a、b 满 足 mla-b(a-b 被 
名 整除 ) ,就 称 整数 a.b 对 模 m 同 余 , 记 作 a==b(mod m)。 
对 模 m 同 余 是 整数 的 一 个 等 价 关 系 。 利 用 同 余 的 定义 可 
得 以 下 基本 性 质 ，@ 若 a,=b(mod m),a; 三 b,(mod m)， 
则 a 十 9;=bi 土 bs(mod m) ,qa 二 bibs(mod m)。@ 若 ac 二 
be(modm), Ma=b( modtey )。 

制 余 类 和 完全 制 余 条 余数 相同 的 整数 集合 ， 就 叫 
做 璋 余 类 。 确 切 地 说 , 若 m 是 一 个 给 定 的 正 整 数 , 则 全 体 
整数 可 以 分 成 m 个 集 , 记 作 Co,C1,…,Cm-1s 其 中 Cr(7== 
0,1,…，m 一 1) 是 由 一 切 形 如 qm+r(q=0, 土 1, 土 2,…) 
的 整数 所 组 成 的 集 。 这 些 集合 具有 性 质 ，@ 每 一 个 整数 
必 包 含 在 而 且 仅 包含 在 上 述 一 个 集合 里 。@ 两 个 整数 同 
在 一 个 集合 的 充分 必要 条 件 是 它们 对 模 mm 同 余 。 这 样 的 
如 个 集 Cu， Ci，…，Cn-' 叫做 模 严 的 剩余 类 。 由 此 可 引 
出 抽象 代数 中 重要 的 概念 ,如 群 论 中 的 陪 集 , 环 论 中 的 剩 
余 类 等 。 任 取 a.ECii=0,1,…,m 一 1)， 这 mm 个 数 oo， 
中 ，,… amot 称 为 模 光 的 一 个 完全 剩余 系 。 最 常用 的 完全 剩 
余 系 是 0,1,…,m 一 1。 如 果 (k, m)=1,1 是 任 给 的 整数 ， 
aoyai…， Gm~t 是 模 光 的 一 个 完全 剩余 系 ， 那么 , kao+1， 
ka 十 1，kan-: 十 ] 也 是 模 刀 的 一 个 完全 剩余 系 。 但 是 ， 
当 m=0Cmod2) 时 ,如 果 06,0@4，…,Qm-t 和 bobobn- 
分 别 是 模 w 的 一 个 完全 剩余 系 ， 那么 co 十 ba 十 by 
am-: 十 bm-: 就 不 是 模 灵 的 一 个 完全 剩余 系 。1948 年 ，S、 
乔 拉 等 人 证 明了 : 设 mm>2, 如 果 06,94,…,am~t 和 bo。, b,， 
…5bm-t 分 别 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ,那么 aubo， a b,， 
…%qm-ibm-: 不 是 模 光 的 一 个 完全 剩余 系 。 

费 乌 小 定理 和 欧 拉 定 理 1640 年 ,P. de 费 马 宣布 他 
证 明了 ， 如 果 ? 是 一 个 素数 ,x 是 一 个 整数 ,满足 P+x， 
则 Plxr"! 一 1。 这 个 重要 的 定理 叫做 费 马 小 定理 .1736 年 ， 
工 , 欧 拉 首先 给 出 了 这 一 定理 的 证 明 。176 年 ,他 又 作 了 
重要 推广 ; 若 m 是 一 个 正 整 数 , 对 于 每 一 个 满足 (x,m)= 
1 的 整数 x, 则 有 x” 三 1(mod m), 这 就 是 欧 拉 定 理 。 其 
中 PCm) 叫 做 欧 拉 函 数 ， 它 表示 0,1,…, m 一 1 中 与 m 互 
素 的 数 的 个 数 。 在 Co,C1,…， Cm-! 中 , 恰 有 9(m) 个 类 ， 
其 中 每 一 个 数 都 秋 互 素 ， 在 这 9(m) 个 类 中 各 取 一 数 ， 
得 到 ?4m) 个 数 ,叫做 模 汉 的 一 个 缩 系 ,运用 缩 系 的 性 质 ， 
668 


很 容易 证 明 欧 拉 定理 。 设 ,0,…，apem 是 模 避 的 一 个 
缩 系 ，(X,m) 二 1， 那么 XQ1，X0:，…， Xaotm) 也 是 模 mm 
的 一 个 缩 系 ， 于 是 qi Ga…ao (my 三 (X01) (XQs) "(Xaocm) 
三 X? 0 gy…Qptm(mod m), 即 得 出 欧 拉 定 理 *”*" 二 1 
(mod m)。 当 mm 是 素数 时 ,就 得 到 费 马 小 定理 。 设 r 的 标 
准 分 解 式 为 m 一 pr p32…p2*, 利用 缩 系 的 性 质 可 证 


olm)=m(1- 直 (1 一 去 (1 一 去) 
一 次 同 余 式 和 孙子 定理 ” 同 余 式 的 求解 中 ， 一 次 同 
余 式 是 最 基本 的 。 设 整 系数 nn 次 (n>0) 多 项 式 所 xz) 一 
0X" 十 … 十 xX 十 Qo,m 是 一 个 正 整数 且 不 能 整除 m, 则 
f(x)=0(mod m) GD) 
叫做 模 秋 的 靖 次 同 余 式 。 如 果 整 数 4 是 (1) 的 解 且 0= 
a'(mod m), 那 么 a' 也 是 (1) 的 解 , 因此 ，(1) 的 不 同 解 是 
指 满足 (1) 的 模 mm 互 不 同 余 的 数 。 对 于 一 次 同 余 式 az= 
b(mod m) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,m)1b， 若 有 解 则 有 
《a,m) 个 解 。 一 次 同 余 式 组 是 指 
zx=b,(mod m), x=b,(mod ma ) 
X=b,(mod mk)。 (2) 
在 中 国 古 代 《 孙 子 算 经 》 中 ， 对 某 些 具体 的 一 次 同 余 式 
组 已 有 解法 ， 把 这 一 解法 加 以 推广 ， 就 是 著名 的 孙子 剩 
余 定理 : 设 miyma…vms 是 上 个 两 两 互 素 的 正 整数 


Mm mem Mo i120 ho), 


则 同 余 式 组 (2) 的 解 是 

x= MMb, 十 MI Mabs+ :+ MiMibs( mod M), 
式 中 MIMi= 1(mod ms)(i=1,2,…,k)。 孙 子 剩 余 定理 又 
被 称 之 为 中 国 剩 余 定理 ,是 数论 中 一 个 重要 的 定理 ,除了 
数论 本 身 ， 数 学 的 许多 其 他 分 支 以 及 一 些 应 用 学 科 都 要 
用 到 它 。 例 如 , 设 负 =m ma…emss msma，…， ms 两 两 互 
素 ,利用 孙子 剩余 定理 可 将 同 余 式 (1) 的 求解 问题 化 为 同 
余 式 组 f(x) 三 0(mod m,) (i=1,2,…,k) 的 求解 问题 ,于 
是 就 只 需要 研究 (1) 中 m 是 素数 方 千 的 情形 了 。 又 如 ,可 
将 0<x<m 中 的 一 切 整数 x, 用 CY》ms 《Xm 《Xm 
表示 ， 这 叫做 模 系 数 记 数 法 ， 这 里 m=m ma…mk，muy 
mz，…，ma 两 两 互 素 , 而 (x>m 表示 Xx 模 m, 的 最 小 非 负 
剩余 。 

如 果 已 知 * 的 模 系数 记 数 法 ， 就 可 用 孙子 定理 找 出 
z。 这 个 记 数 法 的 优点 是 加 法 和 乘法 无 须 进位 , 它 在 计算 
机 方面 有 应 用 。 

素数 为 模 的 同 余 式 ” 关 于 素数 为 模 的 同 余 式 ，1770 
年 ,J.- 工 . 拉 格 朗 日 证 明了 如 下 定理 : 设 是 素数 ,那么 模 
了 的 次 同 余 式 oz+… 十 az+o=0(modp) 的 解数 
不 大 于 n( 重 解 也 计算 在 内 )。 人 们 称 之 为 拉 格 朗 日 定 
理 。 由 此 立即 可 以 得 威 尔 森 定理 ,如果 Pp 是 素数 ， 那 么 
(p 一 D1+1=0(mod p)。 因为 xi 一 1=0(modp) 有 
P 了 一 1 个 解 1,…,P 一 1, 故 由 拉 格 朗 日 定理 可 得 

2 一 1=(z 一 1)(x 一 2)…(z 一 (D 一 1))(modp)， 

将 x=0 代入 上 式 得 ~1=( 一 1)s*(p 一 1)1 (modp), 这 就 


证 明了 威 尔 森 定理 。 威 尔 森 定理 的 逆 定 理 也 是 成立 的 ， 
可 用 反 证 法 简单 证 出 。 用 拉 格 朗 日 定理 还 可 证 明 : 当 


p>5 是 一 个 素数 时 , 则 有 号 -下 直 L = omodp)。 这 


个 定理 是 1862 年 ,由 J 沃 斯 顿 黎 姆 证 明 的 。 

设 天 Xi，…,Xn) 是 nn 元 整 系数 多 项 式 , P 是 一 个 
奇 素数 ， 对 于 同 余 式 f(x ,x;，…，, x。) 三 0(mod p) 的 解 
(xzaxza)(0<z<p, j=1, 2,…, n) 的 个 数 N 的 研 
究 , 是 数论 的 重要 课题 之 一 。 

早 在 1801 年 ,C.F. 高 斯 就 研究 了 同 余 式 az 一 by= 
1(mod p) 的 解 的 个 数 ,这 里 p= 1(mod 3) 和 同 余 式 ax 一 
by* 二 1(mod p) 的 解 的 个 数 ,这 里 Pp 二 1(mod 4)。 

设 f(x) 模 Pp 无 重 因 式 ,1924 年 , E. 阿 廷 猜想 同 余 式 
妨 二 f(x)(mod p), 在 信 x) 的 次 数 为 3 和 4 时, N 分 别 满 
足 IN-pP1<2VP 和 IN+1-p|<2VP,1936 年 ,H. 哈 
塞 证 明了 这 一 猜想 ,: 并 且 还 证 明了 对 于 一 般 含 9 个 元 的 
有 限 域 ,把 以 上 两 式 中 了 换 成 9, 也 是 对 的 。1948 年 , 韦 
伊 对 于 一 般 的 人 x，y)=0 在 有 限 域 上 得 到 类 似 的 结果 ， 
他 猜想 对 于 f(x,x;,，…,xn) =0 也 有 类 似 的 结果 。1973 
年 , P. 德 利 湿 证 明了 韦 伊 猜想 。 他 的 杰出 工作 获得 了 
1978 年 的 国际 数学 家 会 议 的 费 尔 兹 奖 。 
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统筹 学 〈overall planning) ”研究 如 何在 实现 
整体 目标 的 全 过 程 中 施行 统筹 管理 的 有 关 理论 ,模型 , 方 
法 和 手段 ， 是 数学 与 社会 科学 交叉 的 一 个 学 科 分 支 。 它 
通过 对 整体 目标 的 分 析 ， 选 择 适当 的 模型 来 描述 整体 的 
各 部 分 ,各 部 分 之 间 、 各 部 分 与 整体 之 间 以 及 它们 与 外 部 
之 间 的 关系 和 相应 的 评审 指标 体系 ， 进 而 综合 成 一 个 整 
体 模型 ， 用 以 进行 分 析 并 求 出 全 局 的 最 优 决策 以 及 与 之 
协调 的 各 部 分 的 目标 和 决策 。 统 筹 学 的 理论 与 方法 已 渗 
透 到 了 管理 的 许多 领域 。 

20 世 纪 50 年 代 末 、60 年 代 初 , 中 国 数学 家 华罗庚 在 
研究 了 国外 的 CPM (关键 路 线 法 )、PERT( 计 划 评 审 技 
术 ) .AN( 网 络 计划 法 ) 等 几 十 种 方法 的 基础 上 ,吸收 其 科 
学 的 部 分 ， 结 合 实际 情况 ,形成 了 具有 中 国 特色 的 方法 ， 
统称 之 为 统筹 方法 ,并 在 中 国 应 用 推广 ,在 企业 管理 、 重 
大 项 目的 研究 与 管理 、 规 划 与 方案 的 论证 等 许多 方面 得 
到 开发 利用 ,取得 了 明显 的 效果 。 

基本 统筹 模型 ”统筹 方法 中 的 基本 模型 是 统筹 图 
《网络 图 ) 。 它 是 用 节点 ,箭头 和 与 之 相应 的 数 来 描述 整体 
和 各 部 分 、 各 部 分 之 间 以 及 它们 和 外 界 之 间 的 关系 。 从 基 
本 模型 出 发 ,根据 不 同 的 整体 目标 ,还 需 选 取 与 之 相 适 应 
的 其 他 模型 。 

当 整 体 目标 为 完工 时 间 的 情形 ， 可 用 箭头 表示 各 部 


分 的 内 容 , 称 之 为 活动 ;节点 表示 事件 ,如 某 些 活动 完成 ， 
某 些 活动 开始 等 ;与 箭 杆 相应 的 数字 表示 完成 该 活动 所 
需 的 时 间 等 ， 箭头 之 间 的 衔接 关系 表示 各 部 分 之 间 的 顺 
序 关 系 。 从 统筹 图 的 起 点 出 发 ， 沿 着 箭头 方向 走 到 表示 
整体 工作 完成 的 节点 (结束 点 )， 可 以 有 一 条 或 多 条 路 线 。 
其 中 花费 时 间 最 多 者 称 作 主要 矛盾 线 或 关键 路 线 ， 关 键 
路 线 上 的 各 活动 称 为 关键 活动 。 关 键 路 线 可 能 不 止 一 
条 ,但 是 任 一 条 关键 路 线 所 用 的 时 间 均 相同 ,等 于 整体 工 
作 最 早 可 能 完工 时 间 。 据 此 ， 还 可 算出 为 保证 整体 完工 
的 时 间 各 活动 的 最 迟 必 须 开 工时 刻 和 最 迟 必须 完工 时 
刻 , 各 活动 的 最 早 可 能 开工 时 刻 和 最 早 可 能 完工 时 刻 。 每 
个 活动 的 最 迟 必须 完工 时 刻 与 最 早 可 能 完工 时 刻 之 差 称 
为 该 活动 的 总 时 差 。 

以 建造 一 由 房子 的 工程 为 例 ， 如 果 该 工程 的 各 部 分 
活动 (工序 ) 经 简化 后 如 下 表 所 列 ， 


EE 
有 4 “准备 房 项 材料 | 1 
且 “| 准备 大寺 材料 5 
C | 基础 7 
万 “| 下水道 6 7 
E 开 墙 BC 10 
下 。 | 盖 房 项 AE 4 
G | 布 电线 (I) E 4 
nH 布 电线 (了) FG 2 
I 地 板 五 天 5 
了 | 室内 油 梁 清 理 | NN、I 6 
天 | 水 爵 DE 6 
工 | 铺路 DE 2 
MM | 室内 粉饰 HK 6 
| 门窗 修 肇 M 2 
0 “| 室外 清理 布置 工 2 


则 可 以 用 双 标号 统筹 图 (图 1) 来 描述 这 项 工程 

以 两 个 节点 (i, 力 表 示 一 项 活动 ， 例 如 (3，4) 表 示 活 
动 B( 砌 墙 )。 节 点 的 编号 可 以 是 任意 的 ， 习 惯 上 常常 选 
取 编号 使 得 对 任 一 活动 心 忆 都 有 ;i<j。 也 可 以 用 一 个 节 
点 表示 一 项 活动 , 画 成 单 标号 统筹 图 (图 2)。 

图 1 的 关键 活动 用 双 线 表示 。 共 有 三 条 由 点 1 到 点 


图 1 及 标号 统筹 田 
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图 2 单 标 号 绒 筹 图 


12 的 关键 路 线 。 每 条 关键 路 线 都 需要 37 天 。 在 工程 实 
施 时 ， 任 何 一 个 关键 活动 的 延误 都 可 能 拖延 整体 工作 的 
完成 时 间 。 

如 果 整体 工作 所 包含 的 活动 很 多 很 复杂 ， 有 关 参 数 
可 以 借 电子 计算 机 的 帮助 计算 出 来 。 假 定 统筹 图 (图 1) 
上 节点 编号 为 1，2，…,m; ty 为 活动 (i, 因 所 需 的 时 间 。 
如 果 活动 (i, j) 出 现在 统筹 图 上 ， 称 i 为 j 的 紧 前 节点 ， 
称 j 为 i 的 紧 后 节点 , 记 B(j) 为 节点 了 的 所 有 紧 前 节点 
的 集合 ，A(i) 为 的 所 有 紧 后 节点 的 集合 ， 那 么 节点 j 
的 最 早 可 能 开始 时 刻 t(j) 可 用 如 下 的 迁 代 公式 算出 : 

t= ma (toll) +ty)s 


妇 ( 力 =0 〈 当 B(j) 为 空 集 时 )， 
j=1,2,,n, 
设 节点 nn 的 A(n) 为 空 集 , 则 T=ts(m) 便 是 关键 路 线 所 需 
的 时 间 。 为 保证 整体 工作 的 完成 时 间 、 节 点 i 的 最 迟 必须 
完成 时 刻 刀 人 可 由 类 似 公式 迭代 求 出 ， 
tzD= min {t(j) —ty)s 
VE40D 
ton) =T, 
i=(n—1),(n—2),…,1。 
活动 (办 的 最 早 可 能 开工 时 刻 ,最 迟 必须 完工 时 刻 ， 
最 迟 必 须 开工 时 刻 ,最 早 可 能 完工 时 刻 分 别 为 * 
EST ,y=ts(i), LFTy=t,(j), 
LSTy=LFTy—ty, 
EFT,y=EST,y—tye 
时 差 为 TF=LFT,y 一 EFTwy=LSTy 一 ESTy。 
常用 统筹 模型 ”根据 不 同 的 整体 目标 、 各 部 分 的 关 
系 和 相应 数据 , 从 统筹 图 出 发 ,又 可 以 发 展 为 不 同 的 统筹 
模型 。 
时 间 - 成 本 优化 模型 ” 当 整 体 目标 涉及 时 间 与 成 本 
时 ， 在 统筹 图 中 与 箭头 相应 的 数字 表示 时 间 与 成 本 关系 
的 函数 ， 在 此 基础 上 , 可 以 建立 各 种 不 同 的 时 间 -成 本 优 
化 数学 模型 ; 或 者 以 各 部 分 之 间 相互 关系 和 可 能 提供 的 
最 高 成 本 为 约束 条 件 , 求 最 短 整体 完成 时 间 ,与 之 协调 的 
各 部 分 的 成 本 和 最 早 , 最 迟 开工 与 完工 时 间或 者 以 各 部 
分 之 间 的 关系 和 给 定 的 整体 完成 时 间 为 约束 条 件 ， 求 最 
低 成 本 以 及 与 之 协调 的 各 部 分 的 有 关 决 策 参 数 和 要 求 ， 
还 可 以 建立 参数 化 模型 ， 进 一 步 求 出 完成 整体 工作 时 间 
与 成 本 之 间 的 、 整 体 完成 时 间 与 各 部 分 的 有 关 参 数 之 间 
的 函数 关系 。 
按照 各 部 分 完工 时 间 与 成 本 关系 的 函数 性 质 ， 上 述 
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的 时 间 - 成 本 模型 又 可 分 为 线性 的 与 非 线性 的 模型 。 

时 间 -资源 优化 模型 ”如 果 整 体 目标 涉及 时 间 与 资 
源 , 则 可 以 在 工期 一 定 的 条 件 下 ,均衡 不 同时 期 资源 需要 
量 和 相应 各 部 分 的 有 关 参 数 。 此 类 模型 又 分 为 单一 资源 
模型 和 多 种 资源 模型 或 在 资源 一 定 的 情况 下 ， 求 工期 最 
短 等 。 

决策 型 模型 ”在 决策 阶段 常会 面临 各 部 分 多 种 方案 
的 选择 ,不 同方 案 的 工期 、 成 本 和 所 需 资源 ,以 及 其 他 关 
系 可 能 不 相同 , 必须 从 整体 出 发 作出 判断 ,选择 其 中 之 一 
方案 。 这 时 的 统筹 图 上 含有 若干 决策 点 ， 称 为 决策 型 统 
筹 模型 。 

控制 模型 ”在 计划 实施 阶段 ， 用 以 对 进度 、 财 务 和 
资源 等 的 控制 。 控 制 模型 包括 管理 信息 体系 和 组 织 的 设 
计 , 费 用 -进度 模型 ,成 果 - 时 间 模型 , 概 预 算 系 统 模 型 , 整 
体 化 的 决策 ,计划 与 控制 系统 模型 ,动态 -调整 决策 模型 ， 
计划 与 控制 循环 模型 ,等 等 。 

搭 接 网络 模型 (MPM 方法 ) 在 这 里 ， 两 部 分 之 间 
的 关系 是 用 其 中 一 部 分 开始 与 结束 时 间 与 另 一 部 分 的 开 
始 与 结束 时 间 的 间隔 来 描述 。 此 种 关系 允许 两 部 分 工作 
有 搭 接 ， 便 于 描述 连结 型 作业 与 交叉 平行 作业 。 

非 表 定型 统 等 模型 ”在 基本 统筹 模型 中 ， 与 各 活动 
相应 的 给 定数 是 确定 的 ， 由 此 而 发 展 出 来 的 各 种 模型 都 
叫 肯定 型 统筹 模型 。 如 果 与 各 部 分 相应 的 给 定数 并 非 确 
定 ,而 是 随机 变量 ,由 此 而 发 展 出 来 的 模型 统称 为 非 肯 定 
型 模型 ,最 早 的 非 肯 定型 模型 是 PERT, 其 中 假定 时 间 是 
服从 贝塔 分 布 ( 见 概 六 分 布 ) 的 随机 变量 。 在 此 假设 下 ， 
可 以 估计 整体 和 各 部 分 完成 时 间 的 均值 和 方差 ， 并 引出 
同 肯定 型 模型 相 类 似 的 各 种 问题 和 解决 这 些 问题 的 相应 
理论 、 模 型 与 方法 。 不 少 学 者 研究 过 时 间 随 机 变量 属于 
其 他 分 布 的 情形 并 得 出 一 些 结果 。 

广义 统筹 模型 ”为 了 更 客观 地 描述 现实 世界 中 存在 
的 复杂 的 衔接 关系 和 数量 关系 ， 引 入 了 广义 统筹 模型 
(GAN)。 其 中 的 节点 由 前 后 两 半 部 组 成 , 刻画 到 达 与 离 
开 此 节点 的 各 部 分 之 间 的 关系 。 节 点 两 半 部 的 符号 表示 
和 含义 如 下 表 所 示 。 


a 是 基本 统筹 图 中 的 节点 。b 表示 4, 或 4 有 一 个 完成 
后 ，B, 与 B, 此 执行 。e 表示 当 A 与 4, 中 有 一 个 且 只 
有 一 个 完成 后 ，B 和 B, 皆 执 行 。d 表示 A 与 4, 都 完 
成 后 ， 决定 B 执行 或 B, 执行 ， 或 各 以 某 种 概率 执行 。e 
表示 4 或 4; 有 一 个 完成 后 ,决定 B 执行 或 B: 执行 ,或 
按 各 自 的 概率 执行 。f 表示 A1、A, 中 有 一 个 且 只 有 一 个 
完成 后 , 决定 B, 执行 或 B, 执行 , 或 接 各 自 的 概率 执行 。 
在 每 个 节点 后 代表 各 部 分 的 每 个 箭头 , 除 时 间 参 数 外 ,还 
应 有 一 数量 表示 执行 该 部 分 的 概率 ,如 果 肯 定 执行 ,概率 
为 1。 与 箭头 相应 的 参数 除 时 间 外 , 还 可 以 表示 费用 、 收 
益 ,、 可 壬 性 ,信息 量 等 等 。 

用 以 上 节点 和 箭头 组 成 的 统筹 图 称 为 决策 型 统筹 图 
《决策 型 网 络 图 ), 它 是 进行 多 阶段 决策 的 有 力 工具 ,决策 
树 则 是 其 中 较 简 单 的 情形 。 进 一 步 ， 如 果 图 上 与 各 箭头 
相应 的 参数 向 量 (执行 概率 、 时 间 、 资 源 、 可 靠 性 ,信息 
量 等 等 ) 中 有 若干 分 量 是 随机 变量 ， 称 为 随机 型 统筹 图 
(GERT) 。 

为 了 找 出 总 体 最 优 解 和 与 之 相 协 调 的 各 部 分 的 指标 
与 参数 组 , 可 按 下 述 步骤 对 广义 统筹 图 进行 综合 分 析 。 

@ 进行 调查 研究 , 画 出 广义 统筹 图 。 

@ 计算 整体 指标 。 计 算 的 方法 有 代数 分 析 法 、 流 图 
计算 法 、 矩 母 函数 与 W 函 数 法 等 。 

@ 评审 与 优化 。 根据 综合 的 整体 指标 , 进行 方案 的 
评审 , 找 出 现存 整体 的 最 优 解 ,或 对 整体 进行 设计 , 以 达 
到 最 优 效 果 。 

@ 确定 与 整体 协调 的 各 项 决策 各 部 分 的 指标 与 有 
关 参 数 。 

加 控制 ,调整 与 整理 。 

对 于 随机 型 的 统筹 模型 ， 在 计算 总 体 综合 指标 和 和 寻 
找 最 优 解 时 产生 很 大 困难 ， 因 而 又 引入 了 一 些 求 满意 解 
(但 不 一 定 是 最 优 解 ) 的 方法 。 例如 统筹 模拟 模型 
(GERTS) ， 将 已 建立 的 随机 型 统筹 图 利用 计算 机 进行 模 
拟 , 计 算出 整体 综合 指标 , 或 求 出 满意 解 。 

广义 网 络 图 已 被 应 用 于 阿波 罗 工 程 、 公 共 设施 的 设 
计 , 多 阶段 决策 、 工程 的 总 体 可 靠 性 分 析 、 模拟 技 术 等 许 
多 方面 。 

统筹 学 已 成 为 较 活跃 的 一 个 管理 科学 的 分 支 。 一 方 
面 ， 它 的 内 容 随 着 研究 与 应 用 的 进行 而 不 断 丰 富 ， 它 的 
应 用 范围 与 效果 随 着 计算 机 的 发 展 和 广泛 使 用 而 不 断 扩 
大 ， 形 成 了 许多 有 效 的 软件 和 计算 机 系统 (如 GERTS， 
RAMPS)。 另 一 方面 ， 它 与 数学 有 关 分 支 ( 如 随机 过 程 、 
排队 论 , 信 息 论 、 流 图 、 随 机 优化 和 随机 微分 方程 等 等 
和 社会 经 济 学 结合 产生 了 一 些 新 的 有 生命 力 的 管理 科学 
分 支 ,如 项 目 管理 等 ; 且 进一步 推动 了 统筹 学 的 发 展 。 
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统计 决策 理论 (statistical decision theory) 
由 统计 学 家 A. 瓦尔 德 在 1950 年 提出 的 一 种 数理 统计 
学 的 理论 ， 这 种 理论 把 数理 统计 问题 看 成 是 统计 学 家 与 
大 自然 之 同 的 博弈 ， 用 这 种 观点 把 各 种 各 样 的 统计 问题 
统一 起 来 ,以 对 策 论 的 观点 来 研究 。 在 此 以 前 ,人 们 对 数 
理 统计 ， 主 要 是 着 眼 于 其 推断 的 功能 ， 亦 即 从 观测 数据 
出 发 对 总 体 作出 某 种 论断 ( 见 统计 推断 )。 至 于 由 此 应 该 
采取 什么 决策 或 行动 ,会 产生 什么 后 果 , 则 被 认为 不 属于 
统计 的 范畴 。 瓦 尔 德 的 理论 则 把 后 面 这 一 部 分 内 容 也 纳 
入 统计 的 范围 之 内 ,这 在 数理 统计 学 上 是 一 项 革新 ,有 较 
大 的 实际 意义 。 

在 一 个 统计 问题 中 ， 统 计 工作 者 掌握 的 资料 是 样本 
关 = (X,,X，，,…,Xs) ,XX 所 来 自 的 总 体 的 分 布 Fe 中 包含 的 
参数 9 为 未 知 ,而 只 知道 0 所属 的 集合 6(6 为 0 所 有 可 
能 取 值 的 集合 , 称 为 参数 空间 )。 但 是 , 采取 什么 决策 最 
好 , 则 取决 于 未 知 的 值 。 用 形象 化 的 说 法 , 9 是 由 大 自 
然 在 参数 空间 B 中选 定 的 ,人 们 力图 去 找到 它 。 大 自然 党 
提 了 9 的 秘密 ,而 这 个 秘密 又 通过 样本 泄露 出 来 ,统计 工 
作者 的 任务 就 是 根据 样本 X 中 所 包含 的 关 于 9 的 信息 ， 
去 作出 良好 的 决策 。 例 如， 一 家 商店 根据 抽样 决定 是 否 
接受 一 批 来 货 ， 一 个 工厂 根据 市 场 调查 的 结果 决定 某 种 
产品 生产 多 少 等 ， 希 望 所 采取 的 行动 取得 尽 可 能 好 的 效 
果 , 或 者 说 ,使 “行动 不 当 "所 造成 的 损失 尽 可 能 小 。 

统计 决策 三 要 素 ”可 以 通过 三 个 要 素 把 一 个 统计 决 
策 问题 表达 出 来 。 

@ 样本 空间 入 与 样本 分 布 族 (Fe: 6E@)} 这 个 要 素 
规定 了 问题 的 概率 模型 。 样 本 空间 是 样本 可 能 的 取 值 范 
围 ,而 样本 分 布 族 是 样本 所 可 能 遵从 的 分 布 的 集合 。 

图 行动 空间 A 它 是 统计 工作 者 可 以 采取 的 单纯 策 
略 (或 称 行动 ) 的 集合 。 例 如 , 设 6 为 一 维 参数 ,要 对 8 作 
区 间 估 计 ， 则 实 轴 上 任 一 区 间 [e, b] 构 成 一 个 单纯 策略 ， 
这 时 行动 空间 为 所 有 [ob 构成 的 集合 , 即 {[ajb] ;一 co<< 
9<b<co}。 若 问题 是 要 检验 有 关 6 的 假设 , 则 行动 空间 
4 由 m( 接 受 假设 ) 和 (拒绝 假设 ) 两 个 元 素 构成 。 

@@ 损失 函数 工 统计 决策 理论 有 一 个 基本 出 发 点 ， 
所 采取 的 行动 的 后 果 可 以 数量 化 。 设 参数 真 值 为 0 ,统计 
工作 者 采取 的 行动 为 a， 则 所 人 遭受 的 损失 可 表 为 4 与 9 
的 函数 工 (6,，a) ， 称 之 为 损失 函数 。 在 一 个 具体 问题 中 , 
采取 什么 损失 函数 最 好 ， 是 一 个 需要 进行 大 量 调查 研究 
以 至 理论 工作 的 问题 ， 这 也 是 在 使 用 决策 理论 时 的 一 个 
困难 点 。 

统计 决策 函数 ” 当 三 个 要 素 都 已 给 定时 ， 统 计 工作 
者 采取 什么 行动 ,取决 于 他 所 掌握 的 样本 。 求 一 个 统计 决 
策 问题 的 解 , 就 是 制定 一 个 规则 ,以便 对 样本 空间 中 每 一 
点 ,在 行动 空间 中 都 有 一 个 元 素 与 之 对 应 ,也 就 是 找 一 个 
定义 于 样本 空间 多 而 取 值 于 行动 空间 的 函数 或 分 布 函 
数 3, 当 有 了 样本 = 工 , 就 按 3(z) 采 取 行动 , 称 3 为 决策 函 
数 。 用 对 策 论 的 语言 ,3 就 是 统计 工作 者 所 采取 的 策略 。 
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选择 决策 函数 的 准则 对 一 个 统计 决策 问题 ， 为 选 
定 一 个 较 优 的 决策 函数 ， 需 要 建立 反映 决策 函数 优 劣 的 
指标 。 风 险 函 数 R(9，5) 就 是 这 样 的 指标 ， 定 义 为 RC(9， 
3) =Eo[L(9,3(X))], 即 采取 决策 函数 3 而 参数 真 值 为 6 
时 所 遭受 的 平均 损失 。 风 险 函 数 愈 小 ,决策 函数 愈 好 。 在 
这 个 原则 下 ,可 以 引进 种 种 更 具体 且 可 行 的 准则 。 

@ 容许 性 准则 设 为 一 决策 函数 , 若 存在 另 一 决 
策 函数 洲 ， 使 对 一 切 6EB@ 有 R(b, 六 ) 入 BR(9,5)， 且 不 等 
号 至 少 在 6 中 的 某 一 点 成 立 , 则 称 3 为 不 可 容许 的 ,否则 
为 可 容许 的 。 从 风险 愈 小 愈 好 的 原则 出 发 ， 当 3 不 可 容 
许 时 ， 便 没有 理由 使 用 它 。 判 定 一 个 决策 函数 是 否 可 容 
许 ， 是 统计 决策 理论 中 一 个 重要 而 且 困难 的 问题 。 在 风 
险 函 数 人 意 小 傅 好 的 原则 下 ， 若 存在 决策 函数 和 ，， 对 一 切 
9EB 必 成 立 R(6,8,) 志 RC9,8) ,其 中 3 为 任 一 决策 函数 ， 
则 % 是 最 好 的 决策 函数 , 称 为 一 致 最 优 决 策 函数 。 但 这 
种 决策 函数 一 般 不 存在 ,因而 不 得 不 放宽 条 件 , 常 采用 的 
有 了 两 种 方法 ,一 种 是 不 对 风险 函数 在 @ 上 作 逐 点 比较 ,而 
采用 某 种 综合 性 指标 ， 另 一 种 方法 是 先 从 一 定 角度 对 人 允 
许 使 用 的 决策 函数 加 以 一 定 限 制 ,然后 再 找 一 致 最 优 的， 
从 而 又 引出 下 列 准 则 。 

@ 最 小 化 最 大 准则 最 大 风险 MG3) = sup R(9,8) 


是 一 种 综合 性 指标 ， 若 存在 使 最 大 风险 最 小 的 决策 函数 
引 , 使 得 对 一 切 决策 函数 3 都 有 :; M(3) 宇 M (3*), 则 称 红 
是 最 小 化 最 大 决策 函数 ， 它 反映 了 一 种 较 稳健 或 保守 的 
策略 思想 。 

图 贝 叶 斯 准则 它 以 贝 叶 斯 风险 为 指标 , 在 参数 空 
间 @ 上 选 定 一 概率 测度 #， 称 纹 0(9€8) 的 先 验 分 布 , 而 


称 Re (3) -| R(b, 5)dt (9) 为 决策 函数 3 的 相对 于 的 


贝 叶 斯 风险 , 它 也 是 一 个 综合 性 指标 。 若 RG3*) <<R(3) 
对 一 切 决策 函数 3 都 成 立 , 称 并 为 的 贝 叶 斯 决策 函数 。 

@ 最 优 同 变性 准则 ”这 是 一 种 在 限制 决策 函数 有 
同 变性 的 条 件 下 , 求 一 臻 最 优 决策 函数 的 准则 。 同 变性 是 
指 当 问 题 由 于 平移 刻度 等 变换 而 发 生变 化 时 , 相应 的 决 
策 ( 对 策 ) 也 能 有 同步 地 变换 的 性 质 。 例 如 ， 在 正 态 总 体 
Ne,1) 中 抽样 Xi,Xs,…， Xn 以 估计 u 若 将 度量 原点 由 
零点 (0) 移 到 < 处, 则 样本 在 新 坐标 系 下 变 为 X, + c, Xs 
十 coXn+ecy 而 参数 变 为 w+ c, 如 果 接受 “估计 结果 不 
应 与 坐标 原点 的 取 法 有 关 " 的 原则 , 则 所 用 的 决策 了 应 满 
足 :对 任何 实数 c, 有 3(Xi 十 cy,Xz 十 cy …，Xn 十 一 5(CXiy 
和 an) +cs 称 这 样 的 3 在 平移 变换 下 有 同 变性 。 可 
以 在 样本 空间 全 上 考虑 更 复杂 的 一 一 变换 群 ， 而 定义 在 
这 个 变换 群 之 下 的 同 变性 。 在 所 有 具有 同 变性 的 决策 函 
数 类 中 ， 风 险 一 臻 最 小 的 决策 函数 被 称 为 最 优 同 变 决策 
函数 。 

在 点 估计 中 ， 限制 使 用 的 估计 量 有 无 偏 性 ,采用 平方 
损失 函数 (一 9)， 在 这 个 限制 下 , 一致 最 优 估计 量 就 是 
一 臻 最 小 方差 无 偏 估计 。 这 是 另 一 个 在 限制 决策 函数 下 ， 
求 一 臻 最 优 策 略 的 例子 。 
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一 旦 选 定 了 优良 性 标准 ,统计 决策 问题 的 解决 ,就 相 
当 于 一 个 数学 上 的 最 优化 问题 。1950 年 后 的 几 十 年 来 在 
这 方面 做 了 不 少 工作 ， 这 不 仅 使 统计 问题 有 了 严格 的 数 
学 提 法 ,同时 也 在 形式 上 部 分 地 突出 了 瓦尔 德 的 想法 ,把 
形式 不 一 样 的 统计 问题 归并 在 一 个 模式 下 统一 处 理 。 决 
策 函 数 的 观点 使 统计 更 注重 了 所 采取 行动 的 效果 ， 也 使 
统计 问题 提 法 更 加 多 样 化 ， 从 而 开拓 了 某 些 新 的 研究 领 
域 ， 例 如 前 面 提 到 的 关于 容许 性 及 最 小 化 最 大 准则 的 研 
究 。 因 此 ,瓦尔 德 的 理论 受到 统计 学 界 的 重视 ,成 为 二 次 
大 战 后 统计 学 史上 一 个 重大 事件 。 但 是 ， 在 这 个 问题 上 
的 看 法 也 并 不 一 致 , 英国 统计 学 家 M. 肯 德 尔 认为 “损失 
的 数量 化 ”并 非 在 任何 情况 下 都 合理 可 行 ， 而 且 他 还 认 
为 ， 把 统计 问题 归 之 于 统计 工作 者 与 大 自然 之 间 的 博弈 
的 观点 ,是 值得 坏 疑 的 。 
参考 书目 
A. Wald, Statistical Decision Functions, John Wiley & 
Sons, New York, 1950. 
J. 0. Berge, Statistical Decision Theory, John Wiley & 
Sons, New York, 1980. 
(成 平 ) 


tongjiliong 

统计 量 《statistic) ”样本 的 已 知 函数 ; 其 作用 是 
把 样本 中 有 关 总 体 的 信息 汇集 起 来 ， 是 数理 统计 学 中 一 
个 重要 的 基本 概念 。 统 计量 依赖 且 只 依赖 于 样本 Xi， 
Xi，…，Xny 它 不 含 总 体 分 布 的 任何 未 知 参数 。 从 样本 
推断 总 体 〈 见 统计 推断 》 通常 是 通过 统计 量 进行 的 。 例 
如 入，Xa，Xn 是 从 正 态 总 体 N(u 1) ( 见 正 态 分 布 ) 
中 抽出 的 简单 随机 样本 ， 其 中 均值 ( 见 数 学 期 望 )u 是 未 


知 的， 为 了 对 “作出 推断 ， 计算 样本 均值 六 一 二 (Xi+ 


和 +… 十 Xo)。 可 以 证 明 ,在 一 定 意义 下 ,各 包含 样本 中 有 
关 4 的 全 部 信息 ， 因 而 能 对 “作出 良好 的 推断 。 这 里 实 
只 依赖 于 样本 Xi,Xa，…,X。, 是 一 个 统计 量 。 

常用 统计 量 有 下 面 几 种 。 

样本 乱 ” 设 Xi,X，,…， Xn 是 一 个 大 小 为 nn 的 样本 ， 


对 自然 数 K， 分 别称 mw 二 为 闻 和 mu= 二 为 (一 Z 


为 K 阶 样本 原点 矩 和 上 阶 样本 中 心 矩 ， 统 称 为 样本 矩 。 
许多 最 常用 的 统计 量 ， 都 可 由 术 本 矩 构 造 。 例 如 ， 样 本 
均值 嗓 = 寺 加 Xi( 即 q) 和 样本 方差 Si- LT 六 Cx, 一 


n 


殉 )( 即 1 ms ) 是 常用 的 两 个 统计 量 ， 前 者 反映 总 体 
中 心 位 置 的 信息 ， 后 者 反映 总 体 分 散 情 况 。 还 有 其 他 
党 用 的 统计 量 ， 如 祥 本 标准 差 S= W 豆 = \ ms ， 


样本 变异 系数 8/ 样本 偏 度 ms/ 7 ,样本 峰 度 " 一 


3 等 都 是 样本 和 矩 的 函数 。 落 (Xi， Y1),， (Xs,Y),…,(Xa， 
Y。) 是 从 二 维 总 体 (X,Y) 抽 出 的 简单 样本 ， 则 样本 协 方 


差 Srr -Li 以 (X,~) (Yi 一 六 ) 及 样本 相关 系数 


SR yD) 
[7 
各 六 


也 是 常用 的 统计 量 ,r 可 用 于 推断 X 和 了 的 相关 性 。 

次 序 统计 量 ”把 样本 Xi,Xa:，…，X。 由 小 到 大 排列 ， 
得 到 Xew<<Xw<… 志 Xtm, 称 之 为 样本 Xi,Xs,…,X。 的 
次 序 统计 量 。 其 中 最 小 次 序 统计 量 Xc、 最 大 次 序 统计 量 
Xe 称 为 极 值 ， 在 那些 如 年 枯 水 量 、 年 最 大 地 震级 数 、 材 
料 的 断裂 强度 等 的 统计 问题 中 很 有 用 。 还 有 一 些 由 次 序 
统计 量 派生 出 来 的 有 用 的 统计 量 , 如 ， 样本 中 位 数 Z 是 


总 体 分 布 中 心 位置 的 一 种 度量 ， 若 样本 大 小 n 为 奇数 ， 
1 

如 =X(o)s 荐 "为 偶数 ,2 一 豆 (X(9) +X (44)) 它 

容易 计算 且 有 良好 的 稳健 性 。 样 本 p 分 位 数 Za(0<p<< 

了 及 极 差 Xm 一 Xe 也 是 重要 的 统计 量 ,其 中 2 当 p~ 


计时 即 为 中 位 数 ， 而 当 了 关于 时 ，Zs=Xtvno) (C1+ 


?p] 表 示 不 超过 1+ mp 的 最 大 整数 )。 样 本 分 位 数 的 一 个 
重要 应 用 是 构造 连续 总 体 分 布 的 非 参 数 性 容忍 区 间 〈 见 
区 间 估计 )。 

0 统计 量 这 是 W. 稚 夫 本 于 1948 年 引进 的 , 它 在 
非 参数 统计 中 有 广泛 的 应 用 。 其 定义 是 : 设 Xi Xs，…， 
Xs 为 简单 样本 ，m 为 不 超过 的 自然 数 , 多 为 m 元 对 称 
函数 , 则 称 

Un(X Xa Xn) 


-Le Be Xn) 
为 样本 X,,X，，…，X， 的 以 为 核 的 UU 统计 量 。 样 本 均 
值 和 样本 方差 都 是 它 的 特例 。 从 埠 夫 丁 开始 ， 这 种 统计 
量 的 大 样本 性 质 得 到 了 深入 的 研究 ， 主 要 应 用 于 构造 非 
参数 性 的 量 的 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 ( 见 点 估计 )， 并 在 
这 种 估计 的 基础 上 检验 非 参 数 性 总 体 中 的 有 关 假 设 。 

秩 统 计量 把 样本 X,，X，，…，X。 按 大 小 排列 为 
XSXwe… Xm, 若 X,=Xtno) 则 称 R, 为 和 的 秩 ， 
全 部 站 个 秩 R,,R,,…，, R, 构成 秩 统计 量 , 它 的 取 值 总 是 
1, 2，…, n 的 某 个 排列 。 秩 统计 量 是 非 参 数 统计 的 一 个 
主要 工具 。 

还 有 一 些 统计 量 是 因 其 与 一 定 的 统计 方法 的 联系 而 
引进 的 。 如 假设 检验 中 的 似 然 比 原则 所 导致 的 似 然 比 统 
计量 ,K. 皮尔 森 的 拟 合 优 度 ( 见 假设 检验 ) 准 则 所 导致 的 
x 统计 量 ， 线 性 统计 模型 中 的 最 小 二 乘法 所 导致 的 一 系 
列 线性 与 二 次 型 统计 量 , 等 等 。 

充分 性 与 完全 性 ”统计 量 是 由 样本 加 工 而 成 的 ， 在 
用 统计 量 代替 样本 作 统 计 推断 时 ， 样 本 中 所 含 的 信息 可 
能 有 所 损失 ,如 果 在 将 样本 加 工 为 统计 量 时 ,信息 毫 无 损 
失 , 则 称 此 统计 量 为 充分 统计 量 。 例 如 ,从 一 大 批 产品 中 
依次 抽出 nn 个 ,着 第 + 次 抽出 的 是 合格 品 , 则 X,=0, 否 则 


X=1(i=1,2,…， nn)。 总 体 分 布 取 决 于 整 批 产品 的 废品 
率 p, 可 以 证 明 ， 统 计量 Tw(Xi，Xa，…，Xn) 一 和 XI 十 和 :十 
十 Xns 即 样本 中 的 废品 个 数 ,包含 了 (X,,X,…,X。) 中 
有 关 的 全 部 信息 , 是 一 个 充分 统计 量 。 若 取 m<n, 令 
Tm(X1sXs Xn) == 关 十 XX 十 … 于 Xms 则 Tm 仍 是 一 个 
统计 量 ,不 过 不 是 充分 的 。 

充分 性 是 数理 统计 的 一 个 重要 基本 概念 , 它 是 R. A。 
费 希 尔 在 1925 年 引进 的 ， 费 希 尔 提 出 ， 并 由 了 本 奈 曼 和 
P. R. 哈 尔 莫 斯 在 1949 年 严格 证 明了 一 个 判定 统计 量 充 
分 性 的 方法 ， 叫 因子 分 解 定理 。 这 个 定理 适用 面 广 且 应 
用 方便 ， 利 用 它 可 以 验证 很 多 常见 统计 量 的 充分 性 。 例 
如 ， 若 正 态 总 体 有 已 知 方 苗 ， 则 样本 均值 承 是 充分 统计 
量 。 若 正 态 总 体 的 均值 方差 都 未 知 , 则 样本 均值 和 样本 
方差 号 合 起 来 构成 充分 统计 量 (XX,S*)。 一 个 统计 量 是 否 
充分 ,与 总 体 分 布 有 密切 关系 。 

将 样本 加 工 成 统计 量 要 求 越 简单 越 好 。 简 单 的 程度 
的 大 小 ,主要 用 统计 量 的 维 数 来 衡量 。 简 单 地 讲 , 若 统计 
量 T; 是 由 统计 量 Ti 加 工 而 来 ( 即 7; 是 T, 的 函数 )， 则 
Ts 比 T, 简单 。 在 此 意义 上 ,最 简单 的 充分 统计 量 叫 极 小 
充分 统计 量 。 这 是 E. L. 莱 曼 和 匡 . 谢 菲 于 1950 年 提出 
的 。 前 例 中 的 充分 统计 量 都 有 极 小 性 。 在 任何 情况 下 ， 
样本 Xi,Xa，…，Xn 本 身 就 是 一 个 充分 统计 量 ,但 一 般 不 
是 极 小 的 。 

关于 统计 量 的 另 一 个 重要 的 基本 概念 是 完全 性 。 设 
了 为 一 统计 量 ，4 为 总 体 分 布 参 数 ， 若 对 9 的 任意 函数 
9(9)， 基 于 了 的 无 偏 估计 至 多 只 有 一 个 (以 概率 1 相等 的 
两 个 估计 量 视 为 相同 ), 则 称 7 为 完全 的 。 

抽样 分 布 ” 统 计量 的 分 布 叫 抽样 分 布 。 它 与 样本 分 
布 不 同 ,后 者 是 指 样本 Xi,X:，…Xs 的 联合 分 布 。 

统计 量 的 性 质 以 及 使 用 某 一 统计 量 作 推 断 的 优良 
性 ， 取 决 于 其 分 布 。 所 以 抽样 分 布 的 研究 是 数理 统计 中 
的 重要 课题 。 寻 找 统 计量 的 精确 的 抽样 分 布 ， 属 于 所 谓 
的 小 样本 理论 ( 见 大 样本 统计 ) 的 范围 ， 但 是 只 在 总 体 分 
布 为 正 态 时 取得 比较 系统 的 结果 。 对 一 维 正 态 总 体 ， 有 
三 个 重要 的 抽样 分 布 , 即 x* 分 布 .t 分 布 和 下 分 布 。 

六 分 布设 随机 变量 Xi, Xa，… X。 是 相互 独立 且 


服从 标准 正 态 分 布 N(0, 1), 则 随机 变量 = 六 Xi 的 分 


布 称 为 自由 度 为 n 的 x* 分 布 (其 密度 函数 及 下 文 的 二 分 
布 .F 分 布 的 密度 函数 表达 式 均 见 概率 分 布 ), 这 个 分 布 是 
下 . 赫 尔 梅 特 于 1875 年 在 研究 正 态 总 体 的 样本 方差 时 得 
到 的 。 若 Xi,Xa，…*Xo。 是 抽 自 正 态 总 体 N(x, 0*) 的 简单 


样本 , 则 变量 点 六 (X, 一 你 ) 服 从 自由 度 为 ma 1 的 xz 分 
布 。 若 Xi,Xs,…,X。 服从 的 不 是 标准 正 态 分 布 ， 而 依次 
是 正 态 分 布 N44s1) (i=1,2,…om), 则 4= 加 区 的 分 布 
称 为 非 中 心 民 分布 ,3 一 ( 局 后) 称 为 非 中 心 参数 。 当 
3=0 时 即 前 面 所 定义 的 Xe 分 布 。 为 此 ,有 时 也 称 它 为 中 
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心太 分 布 。 中 心 与 非 中 心 的 z 分布 在 正 态 线性 模型 误 
差 方差 的 估计 理论 中 ,在 正 态 总 体 方差 的 检验 问题 中 ( 见 
假设 检验 ), 以 及 一 般 地 在 正太 变量 的 二 次 型 理论 中 都 有 
重要 的 应 用 。 

t 分 布设 随机 变量 7 独立 , 且 分 别 服从 正 态 分 布 
N(3,1) 及 自由 度 n 的 中 心 x 分布, 则 变量 f= 区 n/m) 
的 分 布 称 为 自由 度 7、 非 中 心 参 数 3 的 非 中 心 + 分布 ; 当 
3 一 0 时 称 为 中 心 + 分布 。 若 X1，X,，…,X。 是 从 正 态 总 
体 N (x, o?) 中 抽出 的 简单 样本 ， 以 入 记 样 本 均值 ， 
以 St= 记 工 为 (X, 一 0)" 记 样本 方差 , 则 WE(X-/S 


服从 自由 度 ”一 1 的 上 分 布 。 这 个 结果 是 英国 统计 学 家 
W.S. 戈 塞 特 〈 又 译 哥 色 特 ,笔名 “学 生 ") 于 1908 年 提 
出 的 。t 分 布 在 有 关 正 态 总 体 均值 的 估计 和 检验 问题 中 ， 
在 正 态 线性 统计 模型 对 可 估 函 数 的 推断 问题 中 有 重要 意 
义 , 上 分 布 的 出 现 开始 了 数理 统计 的 小 样本 理论 的 发 展 。 

卫 分 布 是 R.A. 费 希 尔 在 20 世 纪 20 年 代 提出 
的 。 设 随机 变量 ,7 独立 ,服从 自由 度 m、 非 中 心 参数 
3 的 非 中 心 x 分 布 , 9 服从 自由 度 n 的 中 心 x* 分 布 , 则 


僵直/ 时 的 分 布 称 为 自由 度 (m,n)、 非 中 心 参数 3 的 非 


中 心 下 分 布 , 当 3=0 时 称 为 中 心 了 分 布 。 若 X,,X,,…， 
Xn 和 YY,,Y，，,…， Yn 分 别 是 从 正 态 总 体 N(x,0*) 和 Nv， 
四) 中 抽出 的 独立 简单 样本 ,以 5 和 号 分 别 记 为 诸 X, 和 
诸 Y, 的 样本 方差 ， 则 方差 比 统计 量 S/Si 服从 自由 度 
《m 一 1, n 一 1) 的 中 心 下 分 布 。 中 心 和 非 中 心 的 F 分 布 在 
方差 分 析 理 论 中 有 重要 应 用 。 

多 维 正太 总体 的 重要 的 抽样 分 布 有 维 夏 特 分 布 和 签 
特 林 的 T* 分布 ( 见 多 元 统计 分 析 )。 

一 个 统计 量 若 服从 某 分 布 ， 常 以 该 分 布 的 名 字 命名 
该 统计 量 ,如 x? 统计 量 、F 统 计量 、T* 统 计量 等 。 

由 于 寻找 精确 的 抽样 分 布 有 困难 ， 统 计 学 者 转 而 研 
究 当 样本 大 小 no 时 统计 量 的 渐 近 分 布 ( 即 极 限 分 布 )， 
这 种 研究 是 数理 统计 大 样本 理论 的 基础 性 工作 。 已 经 有 
很 多 重要 的 统计 方法 ， 就 是 基于 这 种 工作 而 提出 的 。 象 
KK. 皮尔 森 关 于 拟 合 优 度 统计 量 的 极限 分 布 是 x? 分 布 的 
著名 结果 (1900) 就 是 一 个 有 代表 性 的 例子 。 

参考 书目 

复旦 大 学 编 :< 概率 论 >( 第 2 册 , 数 理 统计 ), 人 民 教 育 出 版 社 ， 
北京 ,1979。 

费 史 著 , 王 福 保 译 : “概率 论 及 数理 统计 >, 上 海 科学 技术 出 版 
社 ， 上 海 ，1962。(M. Fisz， Wohrscheinlichkeitsrechnung 
und Mathematische Statistik, VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschoften, Berlin, 1958.) 

陈 希 瑞 著 :< 数 理 统计 引 论 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1981。 

(〈 狐 宗 人 好) 


tongll tulduan 

统计 推断 (statistical inference) 根据 带 随 
机 性 的 观测 数据 (样本 ) 以 及 问题 的 条 件 和 假定 (模型 )， 
而 对 未 知事 物 作出 的 、 以 概率 形式 表述 的 推断 。 它 是 数 
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理 统 计 学 的 主要 任务 ， 其 理论 和 方法 构成 数理 统计 学 的 
主要 内 容 。 统 计 推 断 的 一 个 基本 特点 是 ， 其 所 依据 的 条 
件 中 包含 有 带 随机 性 的 观测 数据 。 以 随机 现象 为 研究 对 
象 的 概 系 论 ,是 统计 推断 的 理论 基础 。 

在 数理 统计 学 中 ,统计 推断 问题 常 表述 为 如 下 形式 ， 
所 研究 的 问题 有 一 个 确定 的 总 体 ， 其 总 体 分 布 了 未 知 或 
部 分 未 知 。 设 在 该 总 体 中 抽 得 样本 太一 (XXXa，…Xn)， 
要 根据 和， X,,…, X。 作 出 与 未 知 分 布下 有 关 的 某 种 结 
论 。 例 如 , 某 一 群 人 的 身高 构成 一 个 总 体 ,通常 认为 身高 
是 服从 正 态 分 布 Naoz) 的 ,这 就 是 问题 的 基本 假定 ! 从 
这 群 人 中 随机 抽出 # 人 , 量 得 其 身高 为 Xi,Xa，…Xn, 这 
就 是 观测 数据 ， 它 受到 随机 性 的 影响 。 若 要 估计 这 群 人 
的 平均 身高 , 即 上 述 正 态 分 布 的 均值 ( 见 数学 期 望 )x, 这 
种 估计 就 是 一 种 推断 形式 。 此 处 估计 的 对 象 是 总 体 分 布 
中 的 未 知 参数 4， 故 又 称 为 杂 数 估计 。 若 感 兴趣 的 问题 
是 “平均 身高 是 否 超过 1.7 ( 米 )" 就 需要 通过 样本 检验 关 
于 总 体 分 布 的 命题 "x<1.7" 是 否 成 立 ， 则 问题 称 为 假设 
检验 , 它 也 是 一 种 推断 形式 。 参 数 估 计 和 假设 检验 是 两 种 
基本 的 统计 推断 问题 。 还 有 一 些 其 他 的 重要 的 统计 推断 
问题 。 例 如 ,从 五 个 生产 同一 产品 的 工厂 中 ,各 抽查 若干 
件 产品 , 据 以 推断 哪 一 个 工厂 产品 质量 最 优 ,或 者 要 对 这 
五 个 工厂 的 产品 优 劣 排 一 个 次 序 。 在 这 类 问题 中 ,可 能 的 
结论 的 个 数 是 有 限 的 ,但 多 于 2 个 , 称 为 多 决策 问题 。 

由 于 统计 推断 是 由 部 分 (样本 ) 推 断 整体 (总 体 )， 因 
此 根据 样本 对 总 体 所 作 的 推断 ， 不 可 能 是 完全 精确 的 和 
可 千 的 ， 其 结论 要 以 概率 的 形式 表达 。 如 在 上 述 估 计 平 
均 身 高 的 问题 中 ,根据 具体 数据 和 模型 ,用 有 关 理论 和 方 
法 ， 可 能 得 出 象 “可 以 用 95% 的 概率 保证 某 一 群 人 的 平 
均 身 高 在 1.68 米 到 1.72 米 之 间 " 这 样 的 结论 , 它 是 用 概 
率 形式 表述 的 。 统 计 推 断 理论 的 研究 对 象 ， 是 如 何 利用 
问题 的 基本 假定 及 包含 在 观测 数据 中 的 信息 ， 作 出 尽量 
精确 和 可 靠 的 结论 可 以 根据 直观 的 想法 提出 推断 方法 ， 
例如 用 样本 均值 和 样本 方差 ( 见 统计 重 ) 估 计 总 体 分 布 的 
均值 和 方差 ， 或 者 先 提出 关于 推断 的 优良 性 准则 ,然后 
设法 求 出 满足 该 准则 的 推断 方法 ， 或 证 明 某 个 依 直观 提 
出 的 推断 方法 适合 该 准则 。 点 估计 中 的 一 致 最 小 方差 无 
偏 估计 及 假设 检验 中 的 一 致 最 大 功效 检验 ， 都 是 推断 优 
良性 准则 的 重要 例子 。 

在 统计 应 用 中 ,首先 要 整理 和 加 工 观测 数据 ,这 部 分 
工作 有 时 称 为 描述 性 统计 。 而 统计 推断 则 还 要 在 这 个 基 
础 上 作出 有 关 总 体 的 论断 ， 这 是 它 与 描述 性 统计 不 同 的 
地 方 。 〈 陈 希 璃 ) 


tongjl zhiliang guanll 

统计 质量 管理 (statistical quality control) 
应 用 教理 统计 学 的 工具 处 理工 业 产 品质 量 问题 的 理论 和 
方法 。 所 谓 产品 质量 是 指 产品 的 各 种 性 能 指标 ,外 观 ,使 
用 寿命 等 等 在 没有 提出 统计 质量 管理 以 前 ,产品 的 质量 
是 在 每 件 产品 完成 后 进行 检查 以 判别 它 是 否 合格 。 在 大 


批量 ,快速 生产 的 现代 工业 中 ， 如 再 采用 这 种 检查 , 可 能 
不 合格 品 已 大 量 形成 ， 及 至 发 现 已 为 时 太 晚 。 于 是 迫切 
需要 一 种 监测 ,预报 的 手段 ,使 不 合格 品 在 即将 形成 或 刚 
开始 形成 时 能 及 时 发 现 ， 予 以 阻止 。 由 于 现代 工业 生产 
通常 是 按照 同一 设计 、 采 用 同样 的 原料 ,在 相同 的 设备 和 
操作 条 件 下 进行 的 ,产品 质量 在 一 定 程度 上 是 均匀 的 ;又 
由 于 许多 不 可 避免 的 随机 因素 的 作用 ， 产 品质 量 又 必然 
会 有 波动 。 若 没有 系统 性 因素 的 作用 ， 则 产品 质量 特征 
是 服从 一 定 的 概率 分 布 的 。 这 使 数理 统计 方法 有 可 能 应 
用 到 质量 管理 中 去 ， 从 而 产生 了 统计 质量 管理 的 理论 和 
方法 。 尽 管 不 少 统计 方法 都 可 在 质量 管理 中 起 到 一 定 作 
用 ， 但 通常 把 统计 质量 管理 理解 为 以 下 三 方面 的 内 容 ， 

@ 控制 图 用 于 对 生产 过 程 进行 分 析 和 监测 ,以 及 
时 发 现 异 常 因素 ,从 而 避免 不 合格 品 大 量 出 现 。 

回 抽样 检验 ” 即 对 一 批 产品 作 抽查 ,以 对 整 批 产品 
作出 接收 或 拒 收 判断 。 

图 可 靠 性 理论 和 方法 ” 它 研究 产品 的 失效 规律 和 
寿命 分 布 ,以 评定 和 提高 产品 完成 其 规定 功能 的 能 力 ( 见 
可 靠 性 数学 理论 、 夺 命 数据 统计 分 析 )。 

统计 质量 管理 产生 于 20 世纪 20 年 代 ， 开 创 性 的 工 
作 ,是 由 在 贝尔 电话 实验 室 工作 的 W, A. 休 哈 特 和 H. F. 
道奇 在 1925 年 分 别提 出 的 休 哈 特 控制 图 和 计数 抽样 检 
验方 案 ， 当 时 只 在 少数 工厂 中 应 用 。 第 二 次 世界 大 战 中 
由 于 对 武器 数量 和 质量 的 需求 和 美国 政府 的 强制 推行， 
使 控制 图 和 抽样 检验 的 理论 和 方法 得 到 进一步 的 发 展 和 
完善 ;此 外 , 随 着 复杂 武器 系统 的 研制 以 及 电子 设备 的 广 
泛 应 用 ,产品 可 靠 性 问题 也 越 来 越 突出 ,从 而 又 开创 了 可 
靠 性 理论 与 可 靠 性 工程 ， 使 统计 质量 管理 进入 新 的 发 展 
阶段 。 战 后 美国 及 其 他 国家 相继 成 立 了 有 关 质 量 管理 的 
专门 学 术 机 构 , 出 版 了 许多 刊物 , 还 陆续 制定 了 军用 的 、 
国家 的 和 国际 的 抽样 检验 表 和 有 关 统 计 质 量 的 标准 。20 
世纪 50 年 代 ,美国 AA. V. 费 根 又 提出 了 全 面 质量 管理 的 
思想 , 它 主要 是 要 求 企业 中 全 体 从 业 人 员 , 从 最 高 领导 到 
一 般 工 人 ,都 应 把 产品 质量 第 一 的 思想 放 在 首要 地 位 .这 
当然 已 不 单纯 属于 统计 质量 管理 的 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ， 在 美国 统计 学 家 和 质量 管理 
专家 的 帮助 下 ， 日 本 的 质量 管理 得 到 迅速 发 展 ， 在 不 到 
30 年 的 时 间 里 ,创建 了 日 本 式 的 全 面 质量 管理 ， 使 日 本 
的 工业 产品 质量 跃 居 世界 前 茅 。 

中 国 从 20 世纪 70 年 代 后 期 开始 ， 吸 取 了 日 本 的 经 
验 ,结合 本 国 具 体 情况 , 有 计划 地 普及 和 应 用 全 面 质量 管 
理 ,取得 了 较 好 的 成 效 。 

参考 书目 

J. M. 朱 兰 主编 ,质量 控制 手册 > 编译 组 编 :< 质量 控制 手册 >， 
上 海 科学 技术 文献 出 版 社 ，1979。(J. M. Juran, ed., Quolity 
Control Handbook, 3rd ed.,MeGraw-Hill New York,1974.) 

石川 声 著 ， 刘 灯 宝 译 :< 质量 管理 入 门 >， 机 械 工 业 出 版 社 ， 
1979。( 石 川 声 著 : 新疆 品质 管理 入 门 >, A 镁 、B 柱 , 日 科技 联 
出 版 社 ,东京 ,1978。) 
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touru chonchu fenxi 

投入 产 出 分 析 (input output analysis) . 研 
究 各 种 经 济 活动 的 投入 与 产 出 之 间 的 数量 依存 关系 ， 特 
别 是 国民 经 济 各 个 部 门 之 间 的 数量 依存 关系 的 一 种 方 
法 。 早 在 1924 年 苏联 为 了 统一 计划 和 安排 全 国 的 生产 
活动 ,曾经 编制 1923/1924 经 济 平衡 表 , 其 中 包括 
各 种 产品 生产 与 消耗 的 棋盘 式 平衡 表 ， 当 时 在 方法 上 并 
未 进行 科学 的 提炼 和 总 结 。20 世纪 30 年 代 , W，W. 列 
昂 季子 夫 在 前 人 工作 的 基础 上 提出 了 投入 产 出 方法 ， 并 
且 利 用 美国 经 济 统计 资料 编制 了 美国 经 济 1919 年 和 1929 
年 的 投入 产 出 表 。 在 第 二 次 世界 大 战 末 期 ,这 个 方法 得 到 
美国 政府 的 重视 。 战 后 ,美国 劳动 部 与 空军 合作 ,以 较 大 
人 力 , 物 力 编制 了 美国 经 济 1947 年 投入 产 出 表 。 

在 20 世 纪 50 年 代 , 世 界 上 曾经 出 现 了 编制 和 应 用 投 
入 产 出 表 的 热潮 。 世 界 上 已 经 有 90 多 个 国家 先后 编制 
了 投入 产 出 表 。 中 国 在 1974 年 到 1976 年 曾经 编制 了 61 
个 部 门 的 实物 型 投入 产 出 表 。 

投入 产 出 分 析 的 主要 作用 如 下 ，@ 检 查 现 有 国民 经 
济 计划 方案 在 部 门 间 的 比例 和 主要 产品 产量 方面 的 不 平 
衡 状 况 ， 找 出 缺口 ， 提 出 改进 方案 。@@ 分 析 国民 经 济 中 
的 一 些 主要 比例 关系 ， 如 积累 与 消费 比例 ， 两 大 部 类 比 
例 等 。@ 研 究 采取 某 一 项 重要 的 经 济 政策 可 能 产生 的 影 
响 。 例 如 ,研究 当 工资 提高 10% 时 ， 各 部 门 商品 价格 上 
升 的 百分比 。@@ 计 算 产 品 的 完全 劳动 消耗 ， 为 正确 制订 
产品 价格 提供 科学 依据 。 回 进行 经 济 预测 例如 ,通过 编 
制 多 部 门 动态 模型 预测 未 来 某 一 时 段 的 经 济 发 展 状况 。 
图 研究 一 些 专门 的 社会 问题 。 如 污染 问题 、 收 入 分 配 问 
题 、 人 口 问题 ,就 业 问题 等 。 

投入 产 出 模型 ,按照 分 析 时 期 的 不 同 ,可 分 为 静态 的 
和 动态 的 两 种 。 

静态 投入 产 出 模型 的 研究 开始 的 较 早 ， 已 经 比较 定 
型 。 它 又 可 分 为 静态 开 模型 .静态 闭 模型 .静态 局 部 闭 模 
型 三 种 。 静 态 开 模型 的 基本 结构 如 下 页 表 。 

在 这 个 模型 中 整个 国民 经 济 分 为 n 个 部 门 。Xs, YY， 
分 别 表示 第 i 个 部 门 的 总 产品 和 最 终 产品 的 数量 ,Xu 表 
示 第 j 个 部 门 产品 生产 过 程 中 所 消耗 的 第 i 部门 产品 的 
数量 。Dy, Vs Ms 分 别 表示 第 j 个 部 门 产品 中 的 固定 资 
产 折旧 ,劳动 报酬 纯 收入 (税金 、 利润 、 利息 等 ) 的 数量 。 
这 个 表 从 横向 看 ， 说 明 各 部 门 产品 按 经 济 用 途 的 使 用 情 
襄 , 从 纵向 看 ,说 明 各 部 门 产品 的 价值 构成 。 从 水 平方 向 
看 ,这 个 模型 中 有 如 下 关系 : 


DPKGtY KR =1,2,.sn), 
名 


引入 直接 消耗 系数 au, 它 表示 第 j 个 部 门 单位 产品 
对 第 个 部 门 产品 的 消耗 量 , 则 上 式 可 写 为 
tl) 


以 4 表示 直接 消耗 系数 矩阵 ,X、Y 分 别 表示 总 产品 
和 最 终 产品 列 向 量 , 则 上 式 可 写 为 AX+Y 一 X。 
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投入 产 出 静态 开 模 型 模型 的 解 中 就 可 能 包含 余弦 
函数 项 。 据 此 ， 资 本 主义 国 
汪汪 本 总。 家 部 分 经 济 学 家 曾 用 以 解释 
| | “| 洒 费 | 新 增 固定 资产 网 并 产 ”资本 主义 社会 生产 不 断 发 生 
ee i a 和 合 周期 性 波动 的 原因 。 上 述 动 
| | 计 | 个 驻 | 生产 | 大家 | 家 侧 口 | 吕 | 计 | 品 。 态 模型 可 写 为 如 下 的 差分 方 
人 会 | 入 备 ( 一 )(+) 程 形式 Xi 一 4X -BAX, 一 
& po i Ys |X， ”C1， 进 而 可 研究 动态 逆 和 F 阵 
T 以 及 资本 形成 过 程 中 的 时 洲 
生产 2 Xs | Xss | Xn Ys Xs 问题。 
资料 | | |: 投入 产 出 模型 按照 计量 
转移 n Kns| Xn | … | Xm js |X。 ”单位 的 不 同 ， 可 以 分 为 实物 
从 全 | 型 投入 产 出 模型 、 价 值 型 投 
入 产 出 模型 、 劳 动 型 投入 产 
园 定 资产 折旧 |D， | Ds ”|Dn | 出 模型 和 能 量 型 投入 产 出 模 
合计 | 型 等 。 
- | T T 投入 产 出 模型 按照 应 用 
Ld Wi GA | Wa | 范围 的 不 同 ， 还 可 分 为 世界 
造价 | 社会 弛 收入 |M | | …… |M | | 投入 产 出 模型 、 全 国 性 投入 
值 | 合计 | | | | 产 出 模型 、 地 区 投入 产 出 模 
证 | 本 一 型 .地 区 间 投 入 产 出 模型 .部 


在 投入 产 出 分 析 中 ， 矩阵 (I- 4)-: 称 为 完全 需要 系 
数 和 矩阵 , 或 列 昂 季 耶 夫 地 和 矩阵。 矩阵 B=(I 一 A)-!-I 称 
为 完全 消耗 系数 矩阵 。 完 全 消耗 系数 说 明 在 单位 最 终 产 
品 的 生产 过 程 中 所 直接 和 间接 消耗 的 各 部 门 产品 的 数量 
之 和 。 

在 通常 情况 下 ,上 述 静 态 模型 的 最 终 产品 Y( 包 括 居 
民 消费 .国家 和 集体 消费 ,增加 库存 和 储备 、 净 出 口 等 ) 是 
在 模型 之 外 确定 的 ， 即 最 终 产品 是 外 生变 量 。 所 以 这 个 
模型 是 开 模 型 。 如 果 把 最 终 产品 的 各 个 组 成 部 分 如 居民 
消费 ,国家 消费 等 都 作为 内 生变 量 ,都 作为 个 部 门 中 的 
一 个 部 门 看 待 ， 那 么 可 得 到 一 个 静态 闭 模型 ， 其 公式 为 
AXX= 义 , 这 里 有 ,入 分 别 为 部 门 扩展 后 的 直接 消耗 系数 
算 阵 和 总 产品 列 向 量 。 

静态 局 部 闭 模型 是 把 最 终 产品 中 的 一 部 分 项 目 ， 如 
个 人 消费 等 作为 内 生变 量 处 理 。 这 种 模型 在 很 多 情况 下 
得 到 应 用 。 

动态 投入 产 出 模型 研究 若干 年 份 的 社会 再 生产 过 
程 ,其 内 生变 量 常 涉及 很 多 年 份 。 它 的 种 类 很 多 ,主要 有 
列 易 季 好 夫 动态 投入 产 出 模型 .快车 道 动态 模型 , 半 动态 
投入 产 出 模型 等 。 列 昂 季 子 夫 动态 投入 产 出 模型 的 基本 
公式 为 X, 一 AX, 一 BX,=C,, 这 里 C, 表示 t 年 份 最 终 净 
产品 列 向 量 ，B 表示 资本 系数 甜 阵 。 列 昂 季 耶 夫 曾经 提 
出 , 在 上 述 线性 常 微分 方程 组 中 当 1I 一 4 一 XB| =0 时 所 
得 到 的 n 个 特征 根 中 的 模 数 最 大 者 ， 将 最 终 决 定 各 部 站 
生产 发 展 速度 和 各 部 门 之 间 的 比例 关系 。 由 于 上 述 模型 
的 系数 均 为 实数 ,特征 根 中 的 复数 必 成 对 出 现 ,这 时 动态 
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门 投入 产 出 模型 、 企 业 投 入 
产 出 模型 等 。 
按照 资料 的 性 质 和 内 容 ， 投 入 产 出 表 可 以 划分 为 报 
告 期 投入 产 出 表 和 计划 期 投入 产 出 表 两 种 。 前 者 是 根据 
某 一 报告 期 实际 数据 编制 ， 后 者 则 为 计划 数据 。 
把 投入 产 出 模型 和 运筹 学 中 其 他 方法 如 线性 规划 、 
非 线性 规划 \ 动 态 规划 、 多 目标 规划 等 相 结合 ， 以 编制 最 
优化 模型 。 研 究 理论 上 比较 完善 而 实际 上 又 可 行 的 动态 
投入 产 出 模型 ， 为 编制 中 长 期 计划 和 进行 中 长 期 预测 服 
务 。 这 些 都 是 投入 产 出 模型 目前 发 展 的 方向 。 在 方法 上 ， 
有 一 些 模型 已 经 利用 了 数学 上 的 非 负 元 素 和 矩阵 中 的 一 些 
结果 以 及 概率 统计 方面 的 一 部 分 成 果 。 在 编 表 技术 上 ， 
已 开始 向 利用 电子 计算 机 进行 自动 编 表 的 方向 发 展 。 
参考 书目 
W. Leontief, et al.,Studies in the Structure of the Ame- 
rican Economy, Oxford Univ. Press, New York, 1953. 
陈 锡 康 等 著 :< 经 济 数 学 方法 与 模型 >, 修订 本 ， 中 国 财政 经 济 
出 版 社 , 北京 ,1985。 
《 陈 锡 康 ) 


tufenxl 

凸 分 析 (convex analysis) 。 研究 凸 性 的 一 门 
学 科 。 它 主要 由 同 集 、( 凸 ) 多 包 形 和 凸 函 数 三 部 分 所 组 
成 。 所 谓 凸 集 , 是 指 一 个 集 4, 当 x! 和民 属 于 A 则 连接 
+! 与 民 的 线段 也 属于 A。 若 A 是 有 限 多 个 点 x!,x?，…， 
民 们 的 西 包 , 即 A={x| =X Xt 十 和 a 二 二 Aovi 
入 N=1 和 4 和 shams>0), 则 此 捉 集 称 为 一 (多 包 


形 。 若 (zz …， 0) 的 维 数 为 &, 则 此 多 包 形 称 为 
大 维 单 纯 形 。 若 4 为 有 限 多 个 半 闭 空间 的 交 ， 即 A= 


由 elofz<b), 则 称 A 为 一 多 面 集 。 一 个 卫 数 fx) 区 


为 在 凸 集 4 上 的 凸 函 数 , 意 即 当 x! 和 x 属于 A 时 ,不 等 
式 0x1+(1 一 和 )x?)<Xf(x!)+(1 一 和 )f(x!) 对 所 有 的 
90<X<1 都 成 立 。 若 对 所 有 x!EA.x*EA 和 XECL0, 1]， 
上 述 不 等 式 以 严格 不 等 号 <” 成 立 , 则 称 f(x) 在 4 上 为 
严格 凸 的 。 若 将 上 述 不 等 式 的 “过 " 改 为 “>>", 则 称 了 (x) 
为 4 上 的 凹 函数 ,相应 的 有 严格 止 函数 。 由 于 当世 入 ) 为 四 
时 ,一 和 x) 即 为 凸 的 , 故 四 函数 不 作为 单独 研究 的 对 象 。 

凸 集 理论 主要 包括 :分离 定理 , 即 两 个 无 公共 内 点 的 
凸 集 必 可 为 一 平面 分 开 ; 支 撑 定理 , 即 过 一 凸 集 4 的 一 边 
界 点 , 必 可 作 一 平面 使 A 全 位 于 此 平面 之 一 侧 ;一 凸 集 到 
另 一 凸 集 的 连续 映射 的 性 质 ， 例 如 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 
等 。 此 外 ,关于 各 种 锥 的 性 质 ,若干 个 凸 集 作成 的 集合 的 
组 合 性 质 等 也 是 其 研究 的 课题 。 

多 包 形 理论 主要 是 研究 多 包 形 的 代数 性 质 、 组 合 性 
质 和 度量 性 质 。 代 数 性 质 是 指 有 关 多 包 形 的 维 数 、 基 代 
数 表达 式 等 的 情况 ;组 合 性 质 则 指 有 关 其 顶点 数 fo, 边 数 
全 , 面 数 f，…,fr(fi 表示 i 维 面 的 数目 ) 之 间 的 关系 。 例 
如 在 三 维 空间 中 的 欧 拉 定 理 (fo 一 人 +f=2) 即 为 一 例 。 
其 基本 问题 之 一 是 ;什么 样 的 k+1 个 正 整数 f., 了，…, 志 
分 别 是 一 个 k+1 维 多 包 形 的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 ? 

凸 函数 理论 主要 包括 有 关 凸 函数 的 微分 性 质 (导数 、 
次 梯度 ,次 微分 ) 和 凸 函 数列 的 极限 函数 ( 若 其 存在 ) 的 性 
质 ,以 及 对 偶 性 质 等 等 。 

虽然 某 些 有 关 凸 性 的 结果 可 追 漳 到 18 世纪 中 叶 ,但 
是 近代 的 凸 分 析 则 在 20 世纪 由 互 . 闵 科 夫 斯 基 、C,. 卡拉 
西 奥 多 里 等 人 创始 的 。 他 们 对 于 多 包 形 作 了 深入 的 研究 ， 
葛 定 了 有 关 的 基本 理论 。 在 20 世纪 中 叶 , 由 于 最 优化 理 
论 的 发 展 ,许多 的 基本 理论 问题 皆 涉 及 到 凸 性 ,使 凸 分 析 
日 益 受 到 重视 而 深入 发 展 。 凸 性 、 次 梯度 等 在 离散 数学 
方面 也 受到 注意 。 

参考 书目 

A. Brondsted, An Introduction to Convex Polytopes, 
Springer-Verlag, New York, 1983. 
R. T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton Univ。 
Press, Princeton, 1970， 
( 越 民 义 》 

tublon lllun 
突变 理论 (catastrophe theory) 20 世纪 70 
年 代 发 展 起 来 的 一 个 新 的 数学 学 科 。 一 种 自然 现象 或 一 
个 技术 过 程 ， 在 发 展 变化 过 程 中 常常 会 从 一 个 状态 跳 联 
式 地 变 到 另 一 个 状态 ， 或 者 说 经 过 一 段 时 间 缓 慢 的 连续 
的 变化 之 后 ,在 一 定 的 外 界 条 件 下 ,会 产生 一 种 不 连续 的 
变化 ， 这 就 是 所 谓 的 突变 现象 。 这 类 突变 现象 在 大 自然 
里 以 及 在 技术 过 程 中 都 是 普遍 存在 的 。 例 如 ， 一 定 质量 
的 气体 在 一 定 的 温度 和 压力 之 下 会 变 成 液体 ， 天 气 的 突 
然 变化 会 产生 暴风 雨 ,地 这 的 剧烈 运动 会 引起 地 震 , 桥 梁 
的 扭曲 会 导致 断裂 ， 容 器 里 的 几 种 物质 在 一 定 的 外 界 条 
件 下 会 发 生化 学 反应 ,胚胎 的 发 育 , 等 等 , 这 些 现象 都 是 


突变 现象 。 以 前 科学 家 们 在 研究 这 类 突变 现象 时 遇 到 了 
各 式 各 样 的 困难 ， 其 中 主要 困难 之 一 就 是 缺乏 恰当 的 数 
学 工具 来 提供 描述 它们 的 数学 模型 。1969 年 法 国 数学 家 
BR. 托 姆 在 他 的 题 为 《生物 学 中 的 拓扑 模型 > 一文 中， 首次 
在 奇 点 分 类 的 基础 上 提出 了 一 个 描述 突变 现象 的 数学 模 
型 。 稍 后 ,他 在 著名 的 《结构 稳定 与 形态 发 生 》 一 书 中 又 系 
统 地 阐述 了 他 的 思想 ,这 就 是 现在 人 们 所 称 的 突变 理论 。 
译 曼 机 是 E. C. 译 曼 为 阐述 突变 理论 而 构造 的 一 个 
力学 例子 。D 是 一 个 半径 为 1 的 圆 盘 , 它 可 以 围绕 z 平 
面 的 原点 O 自由 转动 。 4 是 z 平面 上 的 一 个 固定 点 ,4O0 
的 长 为 3,B 是 圆 盘 上 的 一 个 固定 点 , 取 两 条 长 度 为 1 的 
弹性 带子 ,把 其 中 的 一 条 的 一 端 固定 在 点 A, 另 一 端 固定 
在 贺 盘 上 的 点 B 处 ; 另 一 条 弹性 带子 的 一 端 固定 在 B 处 ， 
另 一 端 C 在 平面 上 自由 移动 。 当 点 C 在 平面 上 连续 变动 
时 ,只 要 BC 的 长 度 大 于 1, 那 么 在 弹性 力 的 作用 下 ,一 般 
说 来 ， 贺 盘 是 跟着 C 点 的 移动 而 连续 
地 转动 。 在 实验 中 发 现 ， 当 C 移 动 到 
某 些 点 时 ， 圆 盘 会 从 一 个 状态 跳跃 到 
另 一 个 状态 ,发 生 了 不 连续 的 变化 即 
突变 。 通 过 实验 就 可 以 看 到 这 种 突变 
点 构成 一 条 如 图 1 所 示 的 尖 点 状 的 曲 
线 。 对 这 样 一 个 力学 系统 的 运动 ， 取 
直线 04 为 y 轴 ， 首 先 找 出 刻画 贺 盘 0 
状态 的 参数 ， 可 以 用 OB 与 04 的 夹 
角 9 来 刻画 圆 盘 的 状态 并 称 9 为 状态 
参数 ,或 称 内 参数 。 点 C 的 运动 控制 着 
贺 盘 的 运动 ,所 以 点 C 的 坐标 (x,y) 就 
称 为 控制 参数 或 外 参数 。 由 胡 克 定律 
可 知 ， 这 个 力学 系统 有 个 势 函数 。 当 C 
两 条 弹性 带子 的 长 度 分 别 为 az 时 ， 
它们 的 总 势能 为 V=(4, 一 1)?+(h 一 
1)?, 式 中 =AB, h,=BC， 将 


] 


图 1 泽 杰 机 
h= Mn + (cos0y:, 
h=M(x—sin 0)i+(y— cos 0)i 


代入 V， 可 以 看 出 V 是 .za 的 函数 。 由 极 小 势能 原理 
可 知 , 当 点 C 的 坐标 为 (x6,y。) 时 , 圆 盘 状 态 b 应 使 VCbo， 
Xosye) 为 势 函 数 V(9,x,y) 的 极 小 值 。 也 就 是 说 ,这 个 力 


学 系统 的 状态 (0,x, 刀 ) 应 满足 方程 式 -3 =0, 在 三 维 空 


间 (9, zx y) ER 中 ,方程式 - 弛 - 0 确定 一 曲面 ， 记 作 
M 并 称 它 为 状态 曲面 或 突变 流 形 。 它 上 面 的 点 代表 这 个 
力学 系统 的 一 个 状态 。 从 奇 点 理论 研究 的 结果 知道 ， 可 
以 选取 适当 的 坐标 (u,v) 使 得 函数 在 新 坐标 系 中 有 
很 简单 的 分 析 表 达 式 ， 
Vgs ws 9) = + 让 utp 

而 状态 曲面 Mr 由 方程 
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tu 


WV -w+ap+o=0 


所 决定 。 这 个 曲面 图 形 如 图 2 所 示 。 几 何 上 曲面 Mr 是 
这 样 描述 力学 系统 运动 的 :为 了 使 图 看 起 来 清晰 , 把 4,v 


图 2 尖 点 型 突变 


平面 沿 ? 轴 向 下 平移 一 个 距离 ，xr 表示 Mr 到 (u,v) 平 
面 的 重 直 投影 ,曲面 Mr 的 两 条 折 释 线 在 xr 下 的 像 是 一 
条 尖 点 曲线 s， 给 定 一 点 Po(uosv6)， 贺 盘 的 状态 9 应 
该 使 

pos) =0, 


即 (goytoyze) 是 曲面 Mr 上 的 一 点 Q。, 亦 即 通过 点 (wo,v。) 
平行 于 9 轴 的 直线 与 Mr 的 交点 就 是 @ = (9oy wo， v0)。 
当 控 制 参数 P= (u,v) 在 平面 上 沿 一 条 曲线 从 P。 连续 地 
变 到 PuP: 时 ,相应 的 代表 系统 状态 的 点 @ 就 从 @。 连续 


过 它 时 ， 系 统 状 态 产生 突变 。 曲 线 a 看 作 点 集 并 称 为 突 
变 集 ， 而 xr 称 为 突变 映射 。 研 究 一 下 曲面 Mr 和 映射 
xr: Mr 一 刁 就 可 以 看 到 曲线 “就 是 映射 xr 的 奇 点 集 在 
xr 下 的 像 。 因 此 , 若 要 找 突变 集 , 首 先是 要 求 出 xr 的 奇 
点 集 。 

由 这 个 力学 的 实例 可 以 概括 出 研究 突变 现象 的 数学 
方法 ; 

@ 确定 刻画 系统 状态 的 参数 (zz:，…，,zxn) 及 系统 
的 控制 参数 (tuay…var)。 在 上 例 中 就 是 确定 出 刻画 四 
盘 的 状态 的 参数 4 以 及 控制 参数 (x,5)。 

@ 确定 支配 系统 的 势 函数 P(X xyxzniaty 
aa atr)， 在 控制 参数 为 (xu, te， …，xr) 时 系统 的 平 
街 态 (zi,za，…,zn) 使 得 势 函数 也 取 极 小 值 , 在 上 例 中 就 
是 找 出 系统 的 弹性 势能 V(0,x,y)。 

轿 确定 系统 所 有 可 能 出 现 的 平衡 态 构成 的 空间 
Mp,Mp 是 Rr"*" 中 由 方程 式 

‘P(e 


An5 tts) 
Bx 


~ P(x Xa Xny li st 


axn 


所 确定 的 子 流 形 。 

图 研究 Ms 到 R"(W4,44,…,ur) 上 的 投影 Xp:Mp> 
Rr, 以 2p 记 xp 的 奇 点 集 ,R"(t4sts,…sur) 中 的 xp( 写 p》 
称 为 分 歧 集 。 它 确定 了 突变 可 能 发 生 的 范围 。 

一 般 说 来 , 势 函 数 可 以 是 非常 复杂 的 。 但 是 托 姆 关于 
基本 突变 分 类 定理 告诉 人 们 ,尽管 势 函数 P 千 千 万 万 ,但 
是 只 要 势 函数 的 控制 参数 uta，… ur 的 个 数 不 超 过 4， 
用 奇 点 的 语言 就 是 , P(X, x2，… ,Xn) 的 余 维 7?<4， 结构 
稳定 的 势 函 数 的 拓扑 型 ( 即 在 坐标 的 微分 同 胚 变换 之 一 ) 
只 有 七 种 类 型 ( 见 表 )。 


一 
余 维 | Play sa 二 0) P(x 各 帮 
r=l EE | 对 十 i 十 ( 验 十 … 十 x3 一 2 折 登 型 
r=2 x 是 尖 点 型 
r=3 Er ED 燕尾 型 
r=3 好 十 对 十 (2 十 十 2 一 X34 一 … 一 xD) 双 曲 脐 点 型 
r=3 并 一 碱 十 埠 划一 和 2 十 W( 共 十 3) 十 ax 十 Usxa 十 (3 十 … 二 28 一 X34 一 棋 圆 脐 点 型 
r=4 好 EE 蝴蝶 型 
r=4 二 十 过 十 四 对 十 二 好 二 ix 十 ua 十 ( 妇 十 …… 士 好 一 2 一 …… 一 2 抛物 脐 点 型 


地 沿 着 曲面 上 一 条 曲线 变 到 8,, Q:。 但 当 点 了 通过 曲线 
上 的 点 P, 时 ,相应 的 代表 系统 状态 的 点 @@ 就 从 曲面 的 折 
县 处 (悬崖 上 ) 掉 到 曲面 的 下 面 一 叶 上 的 点 Q,， 这 就 是 代 
表 系 统 状态 的 点 @ 产 生 了 不 连续 的 跳跃 ， 即 描述 了 系统 
的 突变 运动 。 曲 线 “具有 重要 性 质 : 当 控制 参数 (wz) 穿 
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tulun 
图 论 (graph theory) 数学 的 一 个 分 支 。 它 以 
图 为 研究 对 象 。 图 论 中 的 图 是 若干 给 定 的 点 及 连接 两 点 
的 线 所 构成 的 图 形 ， 这 种 图 形 通 常用 来 描述 某 些 事物 之 
间 的 某 种 特定 关系 ,用 点 代表 事物 ,用 连接 两 点 的 线 表示 
相应 两 个 事物 间 具 有 这 种 关系 。 因 此 这 种 图 中 点 的 位 置 、 
线 的 长 短 曲直 是 无 关 紧 要 的 。 

图 论 起 源 于 著名 的 柯 尼斯 堡 七 桥 问题 。 在 柯 尼斯 堡 
( 今 苏联 加 里 宁 格 勒 ) 的 普 莱 格 尔 河上 有 七 座 桥 ， 将 河中 
的 两 个 岛 和 河岸 连结 ， 如 图 1 所 示 , 要 寻找 一 条 路 线 ,经 


、 

a D 

人 

图 1 柯 尼斯 堡 七 桥 
过 每 座 桥 只 一 次 而 能 回 到 出 发 点 。1736 年 ,L. 欧 拉 用 点 
表示 陆地 ,用 连结 两 个 点 的 线 来 表示 桥 , 以 图 2 代替 图 1， 
提出 了 第 一 个 图 论 问题 ， 对 给 定 的 图 ， 是否 存 在 一 条 路 
线 ， 使 得 通过 每 条 线 正好 一 < 
次 而 能 回 到 起 点 他 证 明了 ， 
当 且 仅 当 ， 图 是 连通 的 以 及 
每 个 点 都 与 偶数 条 线 相关 联 4 D 
时 , 才 存 在 上 述 的 路 线 (所 谓 
的 欧 拉 闫 )。 图 2 虽然 是 连通 
的 ， 但 是 每 个 点 都 与 奇数 条 4 
线 相关 联 ， 所 以 并 不 存在 欧 图 2 用 点 表示 陆地 的 
拉 圈 。 柯 尼 斯 堡 七 桥 图 
1847 年 , G, R. 基 尔 稚 夫 在 建立 电网 络 理论 时 ,以 图 

G( 图 4) 代替 电网 络 N (图 3)， 提 出 了 “连通 图 "、“ 树 "、 
“支撑 树 "等 基本 概念 。 


< 


图 3 电网 络 入 图 4 图 C 


1857 年 , A, 山菜 在 研究 饱和 碳 毛 化 合 物 (Co Hn.) 
同 分 异 构 体 的 数目 时 ， 独 立地 提出 了 “ 树 " 的 概念 。 他 把 
这 一 类 化 合 物 的 计数 问题 ， 抽 象 为 计算 某 类 树 的 个 数 问 
题 。 在 这 类 树 中 , 要 求 关 联 到 每 点 的 线 的 条 数 是 1 或 4， 
树 上 的 点 对 应 于 一 个 氢 原子 或 一 个 碳 原子 (图 5)。 这 一 
问题 是 图 的 计数 理论 的 起 源 。 

1859 年 ,W, R. 哈密 屯 提 出 了 一 种 叫做 “旅行 世界 ” 
的 游戏 ， 把 一 个 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 看 作 20 个 城市 
(图 6)。 要 寻找 一 条 沿 着 多 面体 的 边 走 的 旅行 路 线 , 经 过 


图 


下 
HH 
加 


图 5 几 种 碳 氧 化 合 物 的 结构 图 


每 个 顶点 正好 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 ,例如 ,1 二 2-3-… 
说 20->1 就 是 一 种 走 法 。 将 这 个 问题 推广 到 一 般 图 上 , 即 
对 给 定 的 图 是 否 存 
在 一 条 路 线 ， 使 得 
通过 每 个 点 正好 一 
次 ， 最 后 回 到 起 点 
《所谓 的 哈密 上 顿 
图 )。 这 就 是 哈密 
顿 问题 。 由 于 运筹 
学 、 计 算 机 科学 以 
及 编码 理论 中 的 很 
多 问题 ， 都 可 化 为 
哈密 顿 问题 ， 从 而 
引起 了 广泛 的 注 
意 , 但 是 至 今 只 得 到 一 些 关 于 哈密 顿 图 存在 的 充分 条 件 。 
例如 ， 若 关联 到 每 个 点 的 线 的 条 数 不 少 于 图 的 点 数 的 一 
半 ， 则 必 存 在 哈密 顿 图 。 

1936 年 ，D. 柯 尼 希 写 出 了 第 一 本 图 论 的 书 。 近 三 
十 年 来 ， 图 论 的 广泛 应 用 ， 促 进 了 图 论 自身 的 发 展 。 例 
如 ，W.T. 堵 特 等 发 展 了 由 HH. 总 特 尼 首 先 提出 的 拟 阵 
理论 , C. 伯 奇 等 发 展 了 超 图 理论 , P. 爱 尔 特 希 等 发 展 了 
极 图 理论 。 此 外 ,代数 图 论 、 拓 扑 图 论 等 方面 也 有 了 很 大 
的 进展 。 

图 的 定义 ”在 图 论 中 ， 所 谓 图 G， 是 指 由 两 个 集合 
V(G) 和 ECG) 所 组 成 的 集合 ， 并 记 作 G=(V，E)， 其 中 
V(G)= (wp，…，z} 称 为 点 集 ， 它 的 元 素 " 称 为 G 的 
点 : E(G)={e1,e1，,…,em) 称 为 边 集 ， 它 的 元 素 e 称 为 G 
的 边 ， 是 V(G) 的 某 些 点 对 。 若 e= (bz) 是 一 条 边 ， 则 
点 入 称 为 互相 邹 接 ,或 称 为 e 的 两 个 端点 。 同 时 把 
边 。 和 点 vw( 或 岂 ) 称 为 互相 关联 的 。 若 两 条 边 e% 和 es 都 
关联 于 某 一 点 v, 则 边 e% 和 e 称 为 互相 邻接 。 一 个 具有 
mm 个 点 的 图 ,如 其 每 一 对 点 都 是 互相 邻接 的 , 则 此 图 称 为 
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图 6 哈密 顿 旅行 路 线 图 


tu 


完全 图 记 作 Ks, 如 图 7 中 的 Ks。 若 图 的 点 集 V 能 够 划 
分 成 两 个 子 集 V， 和 Vs, 使 得 图 中 每 条 边 都 关联 于 Vi 和 
Vs 中 的 各 一 个 点 则 称 这 种 图 是 一 个 二 部 图 。 若 从 一 个 
二 部 图 的 Vi 和 Vs 中 各 取 一 点 所 成 的 任何 点 对 ， 都 是 图 


ps Dy 
2%4 
0 2 中 De 
a 完全 图 Ks b 完全 二 部 图 KK;,， 
图 7 完全 图 


的 边 , 则 称 这 个 二 部 图 为 完全 二 部 图 。 假 设 此 时 Vi 中 的 
点 数 为 7，V 中 的 点 数 为 s， 则 记 此 完全 二 部 图 为 K,， 
如 图 7 中 的 Ks。 

关联 于 某 一 点 "的 边 的 数目 称 为 该 点 的 度 ， 记 作 
dkv)。 通 常 把 各 点 的 度 中 最 小 者 记 作 3, 最 大 者 记 作 4。 

着 两 个 图 G=(V,E) 和 G'=(V'E') 中 的 V 和 V' 之 
间 存 在 保持 邻接 性 质 的 一 一 对 应 关系 , 则 称 G 和 G' 
是 同 构 的 , 记 作 GG'。 例如, 图 8 中 的 G' 和 图 7 中 
的 K,,s 是 同 构 的 。 若 ne am 
两 个 图 G=(V，E) 和 
G'=(V', E') 有 V'S 
V, E'S{(Vw) EE ow oy 
louawEv 少 则 称 G 
是 G 的 一 个 子 图 。 从 
G 中 减 去 点 v 以 及 所 a 
有 关联 于 "的 边 后 所 本 本 人 
得 的 子 图 ， 记 为 G~v。 从 G 中 碱 去 边 e( 保 留 其 端点 ) 后 
所 得 的 子 图 ， 记 为 Ge。 

连通 度 车 一 点 序列 P= {v4,04,…，v%)} 中 相继 的 两 
点 所 构成 的 点 对 (bt 41) 都 是 图 中 的 边 ， 则 称 P 为 一 条 
联结 入 的 链 。 而 wm 入 称 为 链 P 的 两 个 端点 。 一 
条 两 个 端点 相生 合 的 链 , 称 为 图 。 一 个 图 ,车 任何 两 点 之 
间 ， 至 少 存在 一 条 联系 它们 的 链 ， 则 称 之 为 连通 图 。 否 
则 ,各 为 不 连通 图 。 一 个 无 图 的 连通 图 称 为 树 * 设 图 G 的 
子 图 G' 含有 G 的 所 有 的 点 ,如 果 G' 是 树 ， 那 么 称 G' 为 
G 的 一 个 支撑 树 设 G 不 是 完全 图 ,使 G 变 成 不 连通 图 所 
需要 减 去 的 最 少 点 数 , 称 为 G 的 点 连通 度 , 记 作 x(G)。 对 
完全 图 Ks, 取 k(Ks)~p 一 1。 设 G 至 少 含有 两 个 点 ,使 G 
变 成 不 连通 图 所 需要 减 去 的 最 少 边 数 ， 称 为 G 的 边 连通 
度 , 记 作 X(G)。 对 G 中 任意 两 条 联结 点 和 的 不 同 链 ， 
车 除了 tu 和 ? 之 外 再 没有 其 他 的 公共 点 ， 则 称 它 为 联结 
% 和 ? 的 两 条 点 不 相交 的 链 。 若 两 条 联结 和 "的 链 没 
有 公共 边 , 则 称 其 为 联结 u 和 ? 的 两 条 边 不 相交 的 链 。K. 
门 杰 于 1927 年 获得 一 个 有 关 图 的 点 连通 度 的 著名 定理 ， 
图 G 中 每 对 点 之 间 至 少 有 上 (G) 条 点 不 相交 的 链 。 对 边 
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连通 度 也 有 相似 的 结果 :图 G 中 每 对 点 之 间 至 少 有 和 X(G) 
条 边 不 相交 的 链 。 这 是 1956 年 由 工 .R. 福特 和 D. R. 富 
尔 克 森 发 现 的 。 

无 关 数 与 逢 兰 数 ” 著 是 点 (或 边 ) 的 一 个 子 集合 ， 
其 中 的 点 (或 边 ) 两 两 互 不 邻接 , 则 称 X 为 图 的 一 个 点 (或 
边 ) 无 关 集 。 在 各 点 (或 边 ) 无 关 集中 ,其 所 含 的 点 (或 边 ) 
数 达 到 最 大 者 , 称 为 最 大 点 (或 边 ) 无 关 集 , 而 它 所 含 的 点 
《或 边 ) 数 , 称 为 图 的 点 (或 边 ) 无 关 数 , 记 作 po( 或 8)。 点 
(或 边 ) 的 一 个 于 集合 S, 若 使 得 图 中 任意 一 个 边 ( 或 点 )， 
至 少 与 8 中 一 个 点 (或 边 ) 相 关联 ， 则 称 8 为 图 的 一 个 点 
(或 边 ) 覆 盖 集 。 在 各 点 (或 边 ) 覆 盖 集 中 ， 所 含 的 点 (或 
边 ) 数 达到 最 小 的 覆盖 集 , 称 为 最 小 点 (或 边 ) 覆 盖 集 , 其 
所 含 的 点 (或 边 ) 数 称 为 图 的 点 (或 边 ) 覆 盖 数 , 记 作 ao( 或 
aa)。 当 G 是 二 部 图 时 , 设 wi 中 的 点 代表 工人 ,Vs 中 的 点 
代表 工作 ， 边 (xuvm) 代 表 工 人 u 热 悉 工 作 久 , 则 G 的 边 
无 关 数 Bl, 表示 能 同时 将 工人 安排 到 熟悉 的 工作 上 的 最 
大 数目 。 柯 尼 希 于 1931 年 获得 了 一 个 关于 图 的 边 无 关 
数 的 著名 定理 , 若 G 是 二 部 图 , 则 G 的 边 无 关 数 等 于 点 覆 
盖 数 ( 即 p,= a。)。 对 任意 的 连通 图 G, T, 加 莱 于 1959 年 
发 现 如 下 的 简明 关系 式 ; qo 十 Bo=n; 当 3>0 时 ,4+Bi= 
1, 式 中 nn 是 图 的 点 数 。 因 此 , 当 G 是 二 部 图 时 ,点 无 关 数 
等 于 边 覆 盖 数 ( 即 p= a,)。 对 二 部 图 求 参数 %。、a1、B。、 
Bi 的 问题 ， 都 可 化 为 线性 规划 问题 。 点 或 边 ) 覆盖 集 
和 点 (或 边 ) 无 关 集 分 别 都 对 应 于 相应 线性 规划 问题 的 基 
本 可 行 解 。 其 中 求 mo (或 m) 的 线性 规划 问题 和 求 81( 或 
8B,) 的 线性 规划 问题 ,恰巧 互 为 对 偶 规划 。 因 此 ， 柯 尼 希 
定理 是 一 个 组 合 形式 的 对 偶 定理 ( 见 线性 规划 )。 门 杰 定 
理 也 可 以 通过 线性 规划 对 偶 定理 来 证 明 。 假 如 一 个 边 无 
关 集 又 是 边 材 盖 集 ， 则 称 它 是 图 的 一 个 1- 因子。D, W。 
年 尔 于 1935 年 ， 首 先 对 二 部 图 给 出 了 存在 1- 因子 的 充 
分 必要 条 件 。1947 年 , 塔 特 给 出 了 任意 图 存在 1- 因 子 的 
充分 必要 条 件 。 在 此 基础 上 ,他 还 发 展 了 图 的 因子 理论 。 

色 数 ”图 的 每 一 个 点 (或 边 ) 染 一 种 颜色 ,使 得 染 同 
一 种 颜色 的 点 (或 边 ) 都 互 不 邻接 所 需要 的 最 少 颜色 种 数 ， 
称 为 图 的 点 (或 边 ) 色 数 。 记 作 X (或 ")。 显 然 , 边 色 数 
不 能 小 于 图 的 最 大 度 , 即 ,> 4。V. G. 维 津 于 1964 年 证 
明了 和 ,<4+ 1。 关 于 点 色 数 ，R. L. 布鲁克 斯 在 1941 年 
已 获得 如 下 的 结果 : 若 G 是 连通 图 , 它 既 不 是 一 个 奇数 点 
的 图 ， 也 不 是 一 个 完全 图 ， 则 <4。 当 G 是 二 部 图 时 ， 
入 = 4,X<2。 假设 Vi 中 的 点 代表 工人 ,V， 中 的 点 代表 设 
备 , 而 边 (wsvy) 代 表 工 人 u 要 求 使 用 设备 一 天 。 如 果 
在 同一 天 内 ,每 个 工人 只 能 使 用 一 种 设备 ,而 每 种 设备 只 
能 被 一 个 人 使 用 ,那么 G 的 边 色 数 和 ' 表示 最 少 要 X' 天 后 
才能 满足 各 工人 对 各 种 设备 的 要 求 。 

平面 图 车 用 几何 的 点 和 线 来 表示 一 个 图 G 的 点 和 
边 ,在 平面 上 画 出 G 时 每 两 条 线 , 除 端点 外 ,内 部 互 不 相 
交 , 则 称 G 是 一 个 平面 图 。 例 如 ,印刷 电路 板 上 的 线路 图 
就 是 一 种 平面 图 。 完 全 图 Ks 和 完全 二 部 图 K,, ,是 两 个 
分 别 使 点 数 和 边 数 最 少 的 非 平面 图 。 平 面 图 的 边 把 平面 


划分 为 若干 个 连通 的 区 域 。 每 个 连通 的 区 域 称 为 平面 图 
的 一 个 面 。 欧 拉 公式 刀 一 九 十 刀 =2 反映 了 平面 图 的 点 数 
也 、 边 数 思 及 面 数 所 的 关系 。 设 (wz) 是 G 的 一 条 边 ， 若 
在 这 条 边 上 增加 一 个 新 的 点 妇 , 用 两 个 边 (uw,w) 和 (w, v) 
来 代替 (u,v) 时 , 称 边 (u,v) 被 由 细 分 。 两 个 图 , 若 能 从 同 
一 个 图 通过 一 系列 的 边 的 细 分 而 得 到 ， 则 称 这 两 个 图 同 
肽 。 例 如 ， 任 何 两 个 圈 都 同 卜 。 图 9 中 是 两 个 分 别 同 胚 
于 Ks 和 Ks, 的 图 。1930 年 ,K. 库 拉 托 夫 斯 基 首先 给 出 
了 平面 图 的 特征 :一 个 图 G 是 平面 图 , 当 且 仅 当 , G 中 不 
含有 同 胚 于 Ks 或 K;, ,的 子 图 。 这 是 图 论 中 著名 的 定理 
之 一 。 平 面 图 的 研究 与 四 色 问 题 以 及 拓扑 图 论 的 发 展 密 
切 相关 。 


a b 
图 9 同 胚 于 开 s 和 KKs,s 的 图 


重 构 问题 1929 年 , S. M. 乌 拉 姆 提出 了 一 个 猜想 ; 
设 图 G=(V,E),H=(V',E'), 其 中 V= {vi baoup)， 
V={vivi…04}, 且 n>3, 对 于 i=1,2,…，, nn, 若 子 图 
G,=G-v 与 Hi=H-v, 同 构 , 则 图 G 与 H 同 构 , 这 是 图 
论 中 著名 的 重 构 猜想 ， 尚 未 得 到 证 明 。 

鲜 接 矩阵 ”对 一 个 给 定 的 个 点 的 图 ,构造 一 个 
1X# 和 矩阵 A= (au), 其 中 所 有 aw=0; 对 于 i*j， 且 点 
与 节 互 相 邻 接 , 则 取 cu= 1 否则 au= 0。 该 短 阵 A= (ou) 
称 为 图 的 邻接 和 矩阵。 代数 图 论 中 很 多 结果 是 通过 研究 邻 
接 和 矩阵 获得 的 。 基 尔 霍 夫 于 1847 年 证 明了 如 下 的 著名 
定理 ,和 矩阵 M 所 有 代数 余 因子 都 相等 , 且 其 值 等 于 G 的 支 
撑 树 的 数目 ,此 处 M= (mw) 也 是 一 个 mx?m 和 矩阵 ,所 有 的 
Ti 一 du)3 当 访 j 时 , 取 mu 一 一 ad。 

有 向 图 “ 若 将 图 G= (V，E) 中 下 的 元 素 都 变 成 有 序 
的 点 对 ( 即 给 边 规定 了 方向 ), 则 称 此 图 为 定向 图 。 人 们 常 
见 的 物资 流向 图 ,电流 图 ,计算 程序 框图 等 都 是 属于 定向 
图 , 定 了 向 的 边 e= (ivzy) 称 为 弧 。 而 w 称 为 弧 的 起 点 ， 


图 10 树 形 图 


vy 称 为 弧 的 终点 。 以 2 为 起 点 的 弧 的 数目 ， 称 为 ?的 出 
度 ! 以 "为 终点 的 弧 的 数目 , 称 为 "的 入 度 。 若 一 点 序列 
P= {v1，V4，…， v4} 中 相继 两 点 所 构成 的 有 序 点 对 (v,， 
vsr1) ,都 是 定向 图 中 的 弧 , 则 称 为 一 条 以 v4 为 起 点 、 Vs 
为 终点 的 定向 链 。 一 条 起 点 和 终点 重合 的 定向 链 称 为 定 


椭 


向 圈 。 若 一 个 支撑 树 上 的 边 的 定向 满足 如 下 条 件 ， 有 一 
个 点 的 入 度 为 零 ( 称 之 为 根 ) ,其余 各 点 的 入 度 都 是 1, 则 
此 树 称 为 定向 树 (或 树 形 图 )。 如 图 10 所 示 ,图 中 箭头 表 
示 边 的 定向 。 假 如 在 任意 两 个 点 v 与 v4 之 间 ,允许 存在 
弧 (v4swy) 和 (vy,v04), 则 称 其 为 有 向 图 。 
定向 图 常常 被 用 来 描述 元 素 间 的 某 种 偏 序 关系 。 例 
如 表示 人 与 人 之 间 的 上 下 级 关系 ;比赛 过 程 中 的 输赢 关 
系 ;生产 过 程 中 工序 的 先后 顺序 ;集合 同 的 包含 关系 ; 状 
态 闻 的 转移 关系 ， 命题 间 的 逻辑 关系 等 等 。 对 有 些 物 
理 和 化 学 现象 可 以 利用 有 向 图 来 表示 变量 之 间 的 函数 关 
系 。 在 图 上 , 按 一 定 的 计算 规则 ,就 可 直接 求 得 问题 的 解 
答 。 在 网 络 分 析 中 ， 图 论 早 已 成 为 一 种 有 力 的 工具 。 图 
论 和 线性 规划 相 结 合 , 产 生 了 网 络 流 理论 和 组 合 最 优化 ， 
而 成 为 运筹 学 中 应 用 较 广 的 两 个 分 支 。 
参考 书目 

F. Harary, Graph Theory, Addison-Wesley, Reading 
Mass., 1969. 

C. Berge, Graphs and Hypergraphs, 
Amsterdam, 1973. 

J. A. Bondy and U. S. R. Murty, Groph Theory with 
Applications, Macmillan, London, 1976. 
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tuoyuan hanshu 
椭圆 函数 (elliptic function) 双 周 期 的 亚 地 
函数 。 它 最 初 是 从 求 精 圆 弧 长 时 引导 出 来 的 ， 所 以 称 为 
椭 贺 函数。 椭圆 函数 论 可 以 说 是 复 变 函 数论 在 19 世纪 
发 展 中 最 光辉 的 成 就 之 一 。N, H. 阿 贝尔 ,C. G. J. 雅 可 
比 和 KK. 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 对 此 都 有 卓越 的 贡献 。 

一 个 函数 f(z)， 如 果 存 在 着 常数 70 (可 以 是 复 
数 ) ,使 对 一 切 z 均 有 

f(z+T)=f(z), (1) 

则 称 1(z) 为 周期 函数 ，7 为 其 周期 。 可 使 周期 了 满足 式 
(1) 且 有 最 小 的 模 。 


如 果 一 函数 f(z) 有 两 个 周期 20,2o'， 且 Im 全 尖 0 


《以 下 恒 设 其 >0), 则 称 fz) 为 双 周 期 函数 。 一 般 说 来 
f(z) 在 z= 思 附近 的 性 态 与 在 z=z6+ Omns wo 一 2mu 十 
2nw' 附近 的 性 态 相同 ,msn 为 任何 整数 ; za 十 Oms 称 作 加 
的 (周期 ) 合 同 点 。 因 此 ， 研究 1(z) 例如 可 只 限于 z 在 以 
0, 20,=2w, 2ws=2(w+ 
几 )，2w= 2w' 为 顶点 的 平 Wg 
行 四 边 形 P 中 变动 。 这 个 
平行 四 边 形 称 为 f(z) 的 基 
本 周期 四 边 形 或 基本 胞 4 
腔 ( 见 图 )。 

只 有 极点 的 双 周 期 解 
析 函 数 1(2) 就 是 椭 贺 函 | 
数 。 不 妨 假设 在 P 的 周 界 。 - 7 
上 没有 f(z) 的 零点 和 极 
点 ， 因 为 否则 只 要 对 复 坐 


工本 周期 四 边 形 
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tuo 


标 z 作 适当 平移 变换 便 可 达到 目的 。 

由 刘 维 尔 定理 知 ， 双 局 期 解析 函数 2) 如 果 没 有 奇 
点 则 必 为 常数 。 又 由 留 数 定理 易 证 , f(z) 在 P 中 也 不 可 
能 只 有 一 个 单 极点 。 且 可 证 明 ，f(z) 在 P 中 取 任何 值 的 
点 的 个 数 包括 极点 的 个 数 ( 重 数 也 计 入 个 数 内 ) 均 相同 。 
椭 贺 函数 在 P 中 极点 的 个 数 称 作 它 的 阶 数 。 因 此 ,( 非 党 
数 的 ) 椭 贺 函 数 至 少 是 二 阶 的 。 

了 函数 与 多 函数 定义 

1 


1 a 1 z 
1 -i+2 [z+o+B], (2 


式 中 2' 表示 对 一 切 整数 m, n 求 和 , 但 m=n=0 除 外 。 
(2z) 是 一 亚 纯 函数 ， 以 Oma 为 单 极点 (m, n=0， 士 1， 


十 2,….), 且 主 部 为 5-。 它 不 是 周期 函数 ,但 满足 下 
列 关系 ， 


fz+20)=7(2)+2n (j=1,2,3), (3) 
式 中 =?(w) 为 三 常数 ,它们 之 间 有 如 下 关系 : 
Zo + 2om = mi, N= N+ nse 
由 式 (3) 可 见 


20D- -fo 十 +2 [5 三 ] 
已 是 一 个 二 阶 椭圆 函数 ， 以 On 为 二 阶 极点 ， 并 以 
- 六 为 其 主 部 。 


任何 本 加 函数 均 可 通过 9(2) 及 其 各 阶 导 函 数 表 出 。 
函数 9(z) 满 足 微分 方程 
rz)=493(2) 一 02(2 一 g， 
式 中 04=60 2' Og, 一 140 3 94。 9 函数 还 有 所 谓 加 
法 公式 


(2z) 3'(z) Ep 
PP(w) 2'(w) 1| =0。 
F(z2+w) —P(z+w) 1 


v 劝 数 “ 为 了 得 到 精 圆 函数 的 一 种 方便 的 表示 法 , 引 
进 o 函数 。 
02- 志 -) op| 志 + 
式 中 IT 表示 对 一 切 整数 加 ,nn 求 积 ， 但 m=n=0 除外 。 


0(z) 是 以 Ono 为 单 零点 的 整 函 数 , 它 不 是 双 周期 的 , 但 满 
足下 列 关系 : 


o(z+2uj)= 一 5(z)exp{2ni(z+u))》 (j=1,2,3), 
易 证 
‘(= 


任何 阶 椭圆 函 数 fCz) ,如 分 别 以 my， …，m 和 
BisB4s…，Bn 为 其 等 点 和 极点 ( 计 入 重 数 )， 则 总 可 使 得 
六 m= 如 Bs 这 时 它 可 表 为 
(2— 0)(2— a 
T(z2—B1)(z—B, 
式 中 C 为 一 常数 。 
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f(z)=C 


如 记 
ov(z+wy) 


ai(2) 一 er (j=1,2,3), 
Co 


则 可 证 
VR 
式 中 =9(wy), 且 根 式 已 适当 选 定 一 支 。 
9 函 教 在 实际 应 用 中 , 作 变 换 v= 郭 -可 使 椭 加 函 
数 f(z) 变 成 另 一 梯 加 函数 p(v), 后 者 的 一 个 周期 为 1, 另 


一 周期 为 *= 多。 引进 4 函数 


0(0)=2 Dlg mh sin(2n+1)xoy 
名 
式 中 q=etxr。g() 不 是 酉 圆 函数 ,但 有 
ep+1) 一 一 6(D)， 
Ov+r)=—q te mg(y), 
由 6(v) 还 可 引进 函数 如 下 


Gi(v)=000), Bs Co)=e(o+ 卫 )， 
(0) 一 qtemog(v+ 雪 + 于)， 


Hv)= -idqtewe(o+ 王 日 
这 些 函数 都 不 是 精 四 函数 ,但 有 
(V+1)=—H(v), (V+r)= —q emp (v0), 
(Vv+1)=—P(0) ,V+ 7) = pV), 
HV+1)=0,(0) ,Dv+r)=9 ev), 
Hv+1) BV), V+ 5) = — qe mp (v), 
任何 以 2w,2w' 为 周期 的 椭 贺 函数 f(z), 可 通过 6 函 
数 表 出 : 


Ha-c 站 | (es JE (二 2 让， 


如 前 式 中 mpi(r 一 1，… 
2(z) 与 (2) 间 有 如 下 确定 的 关系 : 


iD) 


22)=6,+[- ee (k=1,2,3), 
; 一 (DCD)9 CD) 
29D)= G0 RV) 
式 中 8 一 bu(0),34 一 01(0)。 
纪 5 未 数 间 也 有 加 法 公式 等 。 
稚 可 比 靖国 卫 数 令 z- -De 《〈 根 号 取 定 一 
一 
值 ) ,定义 雅 可 比 椭 贺 函 数 如 下 : 
2 E 
nu Vt, na ue y 
02(2) 
dnu=gi2)* 


它们 都 是 4 的 二 阶 椭圆 函数 。snu 以 4K 与 2ik' 为 周期 ， 
cnu 以 4K 与 2K+2ik' 为 周期 , dnu 以 2K 与 4iK' 为 周 
期 , 式 中 K=wV = 名，K'= 一 iw'Wa 扣 。 它 们 和 三 
角 函 数 有 某 些 相似 之 处 。 例 如 ,有 


sniut cng=1, sniutdniu=l (k= 


(snu)'=cnudnu, (cnu)'=—snudnu, 
(dnu)’= —k: snu cnu, 
等 等 。 由 这 些 公式 ,可 得 
(snuw)'=N (I—snm)(I—Rsniu), 

这 里 根 式 应 选取 w=0 时 取 值 +1 的 一 支 ,由 此 可 以 得 出 

= 3 
o MV (FREE) 
右边 这 类 含有 四 次 根 式 的 积分 正 是 求 椭 贺 的 弧 长 时 会 遇 
到 的 那 种 类 型 ， 它 们 统称 为 椭圆 积分 。 由 式 (4) 可 见 ，w 
作为 z 的 函数 时 ,其 反 函数 正好 是 椭 贺 函数 sn u。 椭 贺 函 
数 名 称 来 源 于 此 。 

自 宁 函 教 ”椭圆 函数 所 z) 具 有 这 样 一 个 特点 ， 当 z 

经 过 平移 变换 

T: z->z+2w，T': z->z+2o' 
后 函数 值 不 变 。 变 换 了 ,7' 生成 一 群 6, f(z) 的 变量 z 经 
6 中 任何 变换 后 1(z) 保 持 不 变 。 

一 般 说 来 ， 设 G= {T) 为 分 式 线性 变换 构成 的 群 (但 
不 是 单位 群 , 即 不 是 由 恒 等 变 换 一 个 元 构成 的 群 ), 又 设 
也 z) 为 某 区 域 了 中 的 亚 纯 函 数 ， 群 G 中 的 任何 元 7 把 也 
变 成 自身 。 且 使 

f(T(2))=f(z) (zED), 
则 称 信 z) 为 区 域 马 中 关于 群 G 的 自 守 函数 。 椭 贺 函 数 就 
是 全 平面 中 关于 群 G= {Twn;z->z+ 2mo 十 2no'ymiy 7 为 
整数 } 的 自 守 函数 。 

自 守 函数 理论 是 由 耳 . 庞 加 莱 与 F. 克 莱 因 等 人 在 19 
世纪 80 年 代 建立 起 来 的 , 它 对 复 变 函数 论 的 许多 分 支 以 
及 微分 方程 都 有 重要 影响 。 
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z=snu。 (4) 
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tuoyuanxing plonweifen fongcheng 
椭圆 型 偏 微分 方程 (partial differential equa- 
tion of elliptic type) 。 简称 梢 圆 型 方程 , 一 类 
重要 的 偏 微 分 方程 。 早 在 1900 年 D. 希 尔 伯 特 提 的 著名 的 
23 个 问题 中 , 就 有 三 个 问题 (第 19、20、23 问题 ) 是 关于 
椭 贺 型 方程 与 变 分 法 的 。 八 十 多 年 来 , 椭 葬 型 方程 的 研究 
获得 了 丰硕 的 成 果 。 椭 贺 型 方程 在 流体 力学 、 弹 性 力学 、 
电磁 学 、 几 何 学 和 变 分 法 中 都 有 应 用 。 拉 普 拉 斯 方程 是 
椭 贺 型 方程 最 典型 的 特例 。 

拉 普 拉 斯 方程 许多 定常 的 物理 过 程 ， 如 稳定 的 热 


传导 过 程 .牛顿 引力 理论 及 电磁 理论 中 的 位 势 弹 性 薄膜 
的 平衡 ,不 可 压 流体 的 定常 运动 等 ,提出 形 如 
Bi Ou Om 


和 -+ 人 
的 方程 , 称 之 为 拉 普 拉 斯 方程 ,以 及 泊 松 方程 
和 


式 中 2 一 般 有 密度 的 意义 。 

容易 得 到 方程 (1) 和 (2) 的 一 些 特 解 。 由 于 方程 是 线 
性 的 , 因此 可 以 由 已 知 的 一 些 特 解 得 加 而 得 到 新 的 解 。 积 
分 也 是 一 种 又 加 。 通 过 积分 型 天 加 , 便 可 得 到 方程 (1) 的 
如 下 的 重要 解 ; 


ee ar， (3) 


式 中 为 一 曲面 , 为 定义 在 S 上 的 连续 函数 。 由 (3) 确 
定 的 函数 w 在 $ 以 外 的 地 方 满足 方程 (1)。 
非 齐 次 方程 (2) 有 一 个 重要 的 特 解 , 它 就 是 以 p 为 密 
座 的 体位 势 ， 
ux, 基 »-[ 2 mf) gedn des (4) 


只 要 在 域 口 内 有 界 且 连续 可 向, 由 (4 确定 的 函数 在 
内 就 满足 方程 (2), 而 在 9 外 则 满足 方程 (1)。 

在 应 用 上 ， 往 往 不 是 求 一 些 特 解 ， 而 是 求 满足 某 些 
附加 条 件 的 解 。 例 如 ， 第 一 边 值 同 题 《 儿 利克 震 问 题 )。 
如 = 0，alao= pz 由 z); 第 二 边 值 问题 诺 伊 妇 问题 ): 
=0， 侣 | -wa z)。 这 里 .为 (2, 空间 的 
一 个 有 界 域 , 9 为 定义 在 边界 30 上 的 已 知 连续 函数 ，n 
为 90 的 单位 外 法 向 量 。 

这 些 边 值 问题 的 解 的 叭 一 性 ， 由 调和 西数 的 一 个 极 
值 性 质 很 容易 推出 。 拉 普 拉 斯 方程 的 二 次 连续 可 微 解 ， 
称 为 调和 范 数 。 

极 值 原理 域内 的 调和 函数 不 可 能 在 域内 一 点 取 
极 大 值 或 极 小 值 ， 除 非 这 个 调和 本数 便 等 于 常数 。 关 请 
和 函数 的 最 大 值 只 在 某 一 边界 点 P 上 达到 , 则 -34 | ,>0 
(假设 4 在 P 点 可 微 )。 

这 些 边 值 问题 的 解 的 存在 性 ， 也 不 难 证 明 。 由 格林 
公式 可 以 推 得 

al 


1 du 
和 四 


从 而 有 


a GE yxsY, 2)do, 
下 
式 中 T=90, Gt nfy zy 2) VG 1) + 


Vl= - 如。G(610,f1xy,2) 称 为 拉 普 拉 斯 方程 关于 


域 0 的 格林 函数 。 由 此 引出 解 第 一 边 值 问题 的 如 下 方法 ， 
先 求 出 G(8,9,f;x,y,z)， 再 将 所 给 的 边界 值 代入 ,得 到 
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9 
woy,2)=— fo Cen8) Bm CCEsnt3ey2)dr (6) 


只 要 对 边界 面 再 加 上 一些 限制 ,就 可 以 证 明 由 (6) 确 定 的 
函数 4 是 第 一 边 值 问题 的 解 。 应 当 指出 ， 对 于 某 些 特殊 
域 ,如 球 ,半球 ;半空 间 等 ,格林 函数 是 容易 用 镜像 法 求 得 
的 。 以 球 域 为 例 ， 设 K 是 以 原点 为 中 心 
体 ， er dn 


入 
Gap,oO)= 坪 . 


Ws 

7 “Fae 全 
式 中 Q, 是 向 径 00 的 延长 线 上 | 
的 一 个 点 ， 它 使 roo*root=R( 如 
图 所 示 )。 点 Q, 为 点 Q 关 于 球面 
S= 3K 的 反 演 点 。 将 G(P,@) 代 “、 
入 (6) 即 得 到 泊 松 公式 ， 


R: 
(0)= 三 


六 
-= zr)? (mtr 
5 

它 所 确定 的 函数 & 9)》 就 是 拉 普 拉 斯 方程 关 于 球 域 K 的 
第 一 边 值 问题 的 解 。 

利用 泊 松 公式 和 极 值 原理 ， 可 以 推出 调和 函数 的 一 
系列 基本 性 质 ， 如 平均 值 公式 (0)= #3 用 (PYar、 

2 

调和 函数 的 解析 性 \ 哈 那 克 定理 等 等 

公式 (5) 中 出 现 的 可 分 人 dx 和 Gs 
别称 为 展 布 在 曲面 了 上 密度 为 “的 单 层 位 势 和 双 层 位 
势 。 它 们 都 是 9 内 的 调和 函数 。 单 层 位 势 通 过 边界 面 是 
连续 的 ， 而 双 层 位 势 在 边界 面 上 有 跳跃 。 因 此 为 了 使 双 
层 位 势 满足 第 一 边 值 问题 的 边界 条 件 ， 必 须 选 取 使 它 
满足 积分 方 各 


"00- | es 二 )dn+2rw(@) (QoET), 


由 于 这 一 积分 方程 是 齐 次 的 , 除 平凡 解 外 无 其 他 连续 解 ， 
因此 ， 按 弗 雷 德 年 姆 定理 ， 该 方程 对 任何 恒 可 解 。 这 
样 ， 以 这 个 解 为 密度 的 双 层 位 势 便 给 出 了 第 一 边 值 问题 
的 解 。, 利 用 单 层 位 势 和 弗 雷 德 种 姆 定理 ,同样 可 以 证 明 第 
二 边 值 问 题 的 可 解 性 。 上 述 积分 方程 法 虽然 能 统一 地 处 
理 第 一 边 值 问 题 和 第 二 边 值 问题 ， 但 是 对 域 的 边界 要 求 
过 严 ,如 要 求 它 是 鲁 古 诺 夫 曲 面 。 

关于 第 一 边 值 问题 的 解 的 存在 性 论证 有 许多 更 一 般 
的 方法 ,如 庞 加 莱 - 佩 隆 方法 、 施 瓦 效 交 营 法 ,差分 法 等 。 

第 一 边 值 问题 ， 还 可 用 变 分 法 求解 。 古 典 的 变 分 法 
理论 指出 ,如 果 函 数 w= 以 x, y，z) 适 合 第 一 边 值 问题 的 
边界 条 件 , 且 使 泛 函 ( 狄 利克 雷 积分 


pra- [+ (+ ew on 
取 极 值 ， 则 当 交 EC*(0)， 去 必 满 足 这 一 泛 函 的 欧 拉 - 拉 
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球 域 示意 图 


格 朗 日 方程 , 即 立 是 拉 普 拉 斯 方程 (1) 的 解 。 这 种 把 一 泛 
函 的 极 值 问题 归结 为 解 微分 方程 的 边 值 问题 ， 是 变 分 法 
早期 的 理论 。 但 是 这 一 理论 只 有 在 极 少 的 特殊 情形 才 是 
可 行 的 。 因 此 人 们 产生 了 与 此 相反 的 思考 ， 用 求解 泛 函 
极 值 问题 来 获得 微分 方程 边 值 问题 的 解 。B. 但 受 由 泛 函 
《7) 的 非 负 性 作出 断言 :〈7 ) 必 存在 极 小 值 函数 ， 它 就 是 
狄 利克 雷 问 题 的 解 。 这 个 论断 称 为 狄 利克 雷 原理 。K. 外 
尔 斯 特 拉 斯 指出 了 黎 曼 在 提出 这 个 论断 时 逻辑 上 的 不 严 
密 ， 并 举 出 了 有 下 界 而 无 极 小 值 的 泛 函 的 例子 。 多 年 之 
后 ， 首 先 由 希 尔 伯 特 给 出 了 狄 利克 雷 原理 的 完整 无 缺 的 
证 明 。 其 他 的 证 明 也 随 之 相继 出 现 ， 这 方面 的 研究 极 大 
地 推动 了 泛 函 分 析 的 发 展 ， 也 使 得 变 分 法 成 为 研究 偏 微 
分 方程 的 强 有 力 的 工具 。 
二 阶 梢 圆 型 方程 ” 形 如 


go a 
os 访 9+ 

+c(x)u=f(x) (8) 
的 方程 , 若 (auw(z) ) 为 正定 的 矩阵 ， 则 称 为 精 四 型 的 ， 涛 
《au(z)) 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 有 界 ， 则 方程 
《8) 称 为 一 致 梢 圆 型 的 。 经 常 考虑 的 是 方程 (8) 的 如 下 三 
种 边 值 问 题 ，@ 第 一 边 值 问题 ( 狄 利克 雷 问 题 ), 其 边界 条 
件 为 u|ao=9(#)。@ 第 二 边 值 问题 ( 诺 伊 曼 问 题 )， 其 边 
界 条 件 为, 贸 ，ou cos (nzouei+b(b =P(9，tE 30。 
@ 第 三 边 值 问题 (混合 问题 )， 其 边界 条 件 为 (o- 3 二 
WD】 ,=9(, 这 里 a 可 在 0 的 部 分 点 集 上 为 0v 广 


向 与 补 法 线 方向 夹 角 小 于 /2。 

二 阶 椭 贺 型 方程 的 研究 甚 早 ,在 50 年 代 以 前 , 对方 
程 (8) 的 一 些 基本 边 值 问题 的 可 解 性 就 获得 某 此 成果。 在 
几 十 年 的 发 展 中 ,建立 了 各 种 解法 ,例如 , 绍 德尔 方法 、 泛 
冰 方 法 ,差分 法 、 变 分 法 、 积 分 方程 法 ,等 等 。 

绍 德 尔 方法 是 建立 在 绍 德尔 估计 之 上 的 。 设 Chwa 表 
示 卡 次 连续 可 微 且 k 阶 微 商 “ 赫 德 尔 连 续 的 函数 类 , 又 
设 9 是 即 中 的 Csra 区域, 方程 (8) 的 所 有 系数 和 自由 项 
都 属于 Ce 所 谓 绍 德尔 估计 ,是 指 若 方程 (8) 在 9 中 有 解 
ba 并 且 4&|ao 一 pogECara(39)， 则 

lulo,,a eco 和 ec(luloco) 十 181o,scaoy 十 | 用 oocoy 


式 中 上 是 一 个 与 方程 (8) 和 区 域 有 关 的 常数 。 

在 上 述 假设 下 ， 由 泊 松 方程 具有 C24ac5) 解 以 及 
一 般 线 性 方程 的 极 值 原理 , 当 c<0 时 可 以 得 |4|o5) 的 估 
计 。 因 此 利用 绍 德尔 估计 和 参数 的 连续 开拓 就 可 以 证 明 
方程 (8) 的 狄 利克 雷 问题 的 解 的 存在 性 。 作 为 极 值 原理 
的 一 个 直接 推论 : 当 c<0 时 狄 利克 雷 问题 的 解 是 唯一 的 。 

泛 函 方法 咎 端 于 KK. 9. 弗 里 德里 希 斯 1934 年 关于 
对 称 椭圆 算 子 半 有 界 扩张 的 工作 。H. 外 东 、C. I. 索 伯 
列 夫 .C.T 了 . 米 赫 林 和 M. 了 H. 维 希 克 等 人 在 40 年 代 末 期 
的 进一步 研究 表明 ， 解 椭圆 型 方程 的 基本 边 值 问题 等 价 
于 和 解 形 如 XX+ AX= 了 的 算 子 方程 ， 其 中 4 是 希 尔 伯 特 空 


间 的 全 连续 算 子 。 从 而 由 泛 函 分 析 的 里 斯 - 绍 德尔 理论 
得 到 椭 贺 型 方程 可 解 性 的 所 谓 “ 二 择 一 原理 "。 

近 几 十 年 来 椭 贺 型 方程 的 重大 进展 之 一 ， 是 解 拟 线 
性 椭 贺 型 方程 


a Bru V， 
Qu= >, Qu(Xs us Vi -Br dxy 十 bo wu)=0(9) 


通常 用 勒 雷 - 绍 德尔 不 动 点 原理 。 
设 B 是 书 拿 林 空 间 ,T 是 从 Bx[0, 1] 到 B 的 一 个 完 
全 连续 映射 ,对 所 有 xEB, 使 得 T(x,0)=0。 若 存在 M， 
使 得 对 满足 x*=T(x，t) 的 所 有 (x, t) EBx[0, 1], 有 
xls<M, 则 Tix=T(x， 1) 在 也 中 有 不 动 点 。 这 就 是 勤 
雷 - 绍 德尔 不 动 点 原理 。 
考虑 问题 徐 
| QU) Tax Vu,t Dyutb(x,u, Vu,t)=0, 
ulao=tp (0<te1), 
式 中 Qi=a, Q, 对 所 有 tE 50, 1] 都 是 椭圆 的 。 定 义 4= 
T(v,t) 是 线性 狄 利克 雷 问题 
| Bay(xsv, Vo,t)Dyut+b(x,v, Vv,t) = 0 (在 Q 中 ); 
四 
Hao 一 好 
的 唯一 解 。 于 是 可 以 看 出 ,方程 (9) 的 狄 利克 雷 问题 的 解 
妇 就 是 Tv,1) 的 不 动 点 。 通 常 取 B 为 Ci,a,0<B<1。 对 
系数 加 以 适当 限制 就 可 使 得 了 满足 勤 雷 - 绍 德尔 原理 的 
要 求 ， 于 是 方程 (9) 的 狄 利克 雷 问题 就 化 为 求 问题 簇 的 
Ci+a(5) 解 的 先 验 估计 |ulowra <M。 
高 阶 顶 轩 型 方 枉 组 ” 形 如 下 面 的 方程 组 
BD wt), (10) 


XEQ k= (kskar kn) ii, j=l1, 2, , N, 0<Ik|= 
二 ki 十 十 ns 此 处 ,对 一 切 x*E D0, 一 切 $E R* 一 [0]， 


忆 atj(x)*| 二 0, 是 最 一 般 线 性 椭 贺 型 方程 组 。 这 


本 
个 定义 是 HH.T. 彼得 罗 夫 斯 基 给 出 的 。 

对 于 如 此 广泛 的 方程 组 ,有 些 人 例如 , 工 . 赫 尔 曼 德 尔 
讨论 过 它 的 一 般 边 值 问题 : 

Po Dp Cl, zeao)， 


此 处 Pu(z,D) 是 变 系数 的 微分 算 子 , ny 与 4 之 间 存在 着 
某 种 关系 。 

这 样 的 边 值 问题 ， 一 般 经 典 的 弗 雷 德 年 姆 备 择 定理 
不 成 立 。 维 希 克 和 工 , 尼 伦 伯 格 等 人 提出 了 一 个 子 类 ， 
称 之 为 强 籽 圆 组 ， 对 于 它 的 某 些 基本 边 值 问 题 ， 弗 雷 德 
瞧 姆 备 择 定理 是 成 立 的 。 

近年 来 ， 研 究 在 流 形 上 定义 的 椭 贺 算 子 的 一 大 成 就 
是 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 。 
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tuopu dongll xltong 

拓扑 动力 系统 (topological dynamic system) 
又 称 抽象 动力 系统 ， 是 具有 连续 性 质 的 动力 系统 。 它 是 
通过 拓扑 映射 (不 一 定 通过 微分 方程 ) 来 定义 的 。 设 常 微 
分 系统 


时 s(x) (#) 


的 右 侧 函数 S(x)EC"R"->R")， 且 满足 解 的 唯一 性 条 
件 ，R 为 n 维 欧 几 里 得 空间 。 由 于 S(x) 与 t+ 无关， 不 
失 一 般 性 ,可 设 ( * ) 的 每 个 解 p(x, t) 在 整个 实 轴 1 上 有 
定义 ,于 是 它 确定 了 Re xI 到 Rr 的 变换 ,满足 ， 

人 @ 初 值 条 件 : 9(x,0)=x; 

回 p(x,t) 对 x,t 一 并 连续 ， 

@ 群 的 条 件 ， 即 对 任意 xER", 任意 ,tiE1, 有 
Pxstitt)=p(p(x,t),t,)s 

@ v(x,t) 对 t 可 微 。 

为 了 更 一 般 地 研究 问题 ,可 以 抛 开 常 微分 系统 ,并 假 
设 空间 是 一 般 的 度量 空间 R。 设 "(z,t) 是 玉 xI 到 及 且 满 
足 性 质 @、@、@@ 的 单 参数 连续 变换 群 , 则 所 有 这 些 变换 
的 全 体 称 为 拓扑 动力 系统 或 抽象 动力 系统 ， 记 作 R,， 其 
中 参数 t+ 代表 时 间 。 点 集 {p(x,t),tE 了 DD 称 为 过 点 x* 的 轨 
线 或 轨道 , 记 作 9(x, ID)。 仿 此 ， 称 (xz, 1*)={9(x,t)| 
t 二 0) 为 正 半 轨 线 ，p(x, 厂 )= {9(x，,t)|t<0) 为 负 半 轨 
线 。 9(xX3 Ti Ta) 一 (9(XZ,t)1Ti<t<Tz) 为 弧 段 。 当 tEI 
( 半 群 ),R, 称 为 半 动 力 系统 或 半 流 ! 当 +EN (整数 加 群 )， 
R 称 为 离散 动力 系统 或 离散 流 。 若 P(x,t) 一 x, 对 一 切 
tET, 则 称 点 x 为 休止 点 , 车 p(x,t+w)=p(x,t), 对 一 切 
tE1, 其 中 >0, 则 称 p(x,t) 为 周期 轨 线 , 满足 上 述 等 式 
的 最 小 正 数 w 称 为 周期 轨 线 的 周期 。 

例如 ， 下 面 是 一 个 有 趣 的 拓扑 动力 系统 一 一 别 布 托 
夫 系 统 。 

令 5={f(x)|fECWI,1))}。 对 于 了 (x),g(x*)E5, 定 
义 距离 

1 
MHz 一 Pin {ma fw) ge)l 机 


对 距离 p， 互 构成 完备 的 可 分 的 度量 空间 。 定 义 映射 2: 
5xI->I1 如 下 ， 
qlf(x),t)=f(x+t) (ED 

于 是 它 构成 一 个 拓扑 动力 系统 , 称 为 别 布 托 夫 系统 , 简 记 
为 5。 

由 nn 个 符号 所 组 成 的 一 切 可 能 的 双 无 穷 序列 ， 在 上 
述 类 似 的 距离 和 轨 线 的 定义 下 ,组 成 动力 系统 , 称 为 符号 
动力 系统 , 它 可 视 为 5, 的 子 系统 。 很 多 拓扑 动力 系统 可 
嵌入 成 为 它 的 子 系统 。 

车 fxz)= 拓 c， 则 o(f(z)， 反 是 休止 点 ! 若 孔 xX 十 加 ) 一 
天 x), 对 一 切 xEI, 其 中 w>>0, 则 9(f(x),t) 是 周期 轨 线 。 
周期 轨 线 在 5, 中 处 处 稠密 。 另 外 万, 中 含有 在 互 中 处 
处 稠密 的 轨 线 。 

极限 点 集 及 轨 线 分 类 ”G. D. 伯 克 冤 夫 认 为 ， 动 力 
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系统 理论 主要 是 研究 各 种 轨 线 的 类 型 及 其 间 的 关系 。 为 
了 研究 轨 线 的 分 类 ,必须 了 解 轨 线 在 无 穷 时 (t-> 土 0) 的 
状态 。 

极限 点 集 设 实数 列 {t)， dimb=+eoo。 如果 有 
im (zt 如) 一 ， 则 称 点 ! 是 轨 线 9(x:t) 的 w- 极 限 点 ， 
9。 表示 9(z ,的 一 切 -极限 点 集 。 若 lim = 一 oo, 则 


称 ! 是 p(x,t) 的 a- 极 限 点 , As 表示 P(x, t) 的 一 切 q- 极 
限 点 集 。 

不 变 集 设 给 定 集合 ASR, 若 对 一 切 tEI,p(A,t) 
王 A， 则 称 A 是 不 变 集 。0。 和 A。 是 闭 的 不 变 集 。 任 何 
一 条 轨 线 是 不 变 集 ,但 不 一 定 是 闭 集 。 

机 小 集 集合 3SR 称 为 极 小 集 , 若 它 是 非 空 、 闭 的 
且 不 变 ， 同 时 它 没 有 任何 真子 集 也 具有 这 三 条 性 质 。 显 
然 ， 2 中 的 每 一 条 轨 线 在 了 上 处 处 稠密 。 另 外 , 在 R*" 上 
所 定义 的 拓扑 动力 系统 若 对 轨 线 p(x,t) 而 言 ，0。U A。 
一 名 ， 则 p(x， 了 就 是 一 个 极 小 集 ,但 它 不 是 紧 致 的 。 而 
比较 有 趣 的 是 紧 致 极 小 集 ， 如 休止 点 和 周期 轨 线 就 是 紧 
致 极 小 集 ,在 Re 上 定义 的 连续 动力 系统 的 紧 致 极 小 集 只 
能 是 休止 点 和 周期 轨 线 但 当 尺 六 R: 时 ,情形 就 不 同 了 。 


例如 至 - 只 -1 式 中 9 9 的 周期 部 为 1 这 


样 就 在 二 维 环 面 7* 上 定义 了 动力 系统 。 当 ?是 有 理 数 
时 ,T* 上 都 是 周期 轨 线 ;而 ?是 无 理 数 时 , T* 上 的 每 条 轨 
线 在 其 上 处 处 稠密 ，T* 构成 紧 致 极 小 集 。 


又 如 ,前 例 中 , 当 7 是 无 理 数 时 , 令 季 一 ?9 (0,p)， 
万 -wo,p), 式 中 罗 (6， 9) 是 对 g, 9 周期 都 为 1 的 连续 


周期 函数 对 P= (9p,pp) ET?,@(9p,9p) 一 0; 当 (9,9) 尖 
(bpypp),G(b,p) 盖 0。 直观 地 说 ,这 就 是 将 前 例 中 的 一 条 
过 点 P 且 在 T+ 上 处 处 稠密 的 轨 线 用 奇 点 也 切断 。 这 时 
T* 不 再 是 极 小 集 ,而 奇 点 P 是 极 小 集 。 

伯 克 霍 夫 证 明 , 若 R 是 紧 致 度量 空间 , 则 在 其 上 定义 
的 动力 系统 R 至 少 包含 一 个 紧 致 极 小 集 。 

当 尺 是 紧 致 的 二 维 定向 流 形 ,在 其 上 定义 了 C? 光滑 
动力 系统 。 若 A 是 RR, 的 极 小 集 且 在 R 上 无 处 稠密 , 则 A 
必 是 休止 点 或 周期 轨 线 。 若 9。 中 不 包含 休止 点 或 周期 轨 
线 , 则 9。=T*=R。 但 当 RR, 只 是 C: 光滑 时 ,A. 当 侨 瓦 在 
1931 年 举 出 过 反例 ( 见 常 微 分 方程 定性 理论 )。 

轨 线 分 类 ”根据 轨 线 的 极限 点 的 性 质 , 可 分 为 

@ 若 9.= 儿 , 则 称 p(x,t) 为 正 向 远离 ， 

@ 若 9.+, 但 p(x,D)N9。= 儿 , 则 称 p(x, bb) 为 
正 向 渐 近 ; 

回 若 w(z,Dno9. 关 纪 , 则 称 w(z, 昌 为 正 向 泊 松 稳 
定 , 简 称 P* 稳定 。 

仿 此 , 有 负 向 或 双 侧 的 远离 、 渐 近 和 泊 松 稳定 轨 线 ， 
后 者 分 别 简称 为 P- 或 稳定。 休止 点 和 周期 轨 线 是 P 
稳定 的 。R* 上 的 连续 动力 系统 的 P 稳定 轨 线 只 能 是 休止 
点 或 周期 轨 线 , 且 其 上 的 P* 或 P- 稳定 轨 线 必 是 稳定 
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雪线 而 当 及 关 Rz 时 ,情形 就 完全 不 同 了 。 如 前 述 的 T+ 上 
被 奇 点 切 成 两 段 的 轨 线 ,一 条 是 P* 稳定 的 , 另 一 条 是 P- 
稳定 的 , 而 T* 上 其 余 的 都 是 了 稳定 的 轨 线 。 比 起 远离 和 
渐 近 轨 线 来 ，P 稳定 轨 线 是 较 复 杂 和 较 有 兴趣 的 。 从 天 
体力 学 观点 看 , P 稳定 轨 线 在 它 的 运行 过 程 中 ,将 不 断 地 
在 其 轨 线 的 任 一 点 的 任意 小 邻 域内 再 现 。 与 此 现象 相反 
的 是 下 面 的 情形 。 

设 点 zxER,， 若 存 在 它 的 邻 域 U(x) 及 时 间 T>>0, 使 
得 当 t>T 时 ,U(x) Ne(x, t)= 名 ， 则 称 x 为 游荡 点 。R 
上 的 所 有 游荡 点 集 W 是 RR 上 的 不 变 开 集 。V = R\W 是 相 
对 于 及 的 非 游 的 点 集 ， 它 是 不 变 闭 集 。 所 有 也 稳定 轨 线 
上 的 点 都 是 非 游 荡 点 。 反 之 ， 却 不 然 。 如 前 述 的 被 奇 点 
切断 的 那 条 轨 线 , 若 再 用 有 限 个 奇 点 将 它 切断 , 则 每 两 个 
奇 点 之 同 的 那些 轨 线 就 既 非 P- 稳定 也 非 P* 稳定 , 但 其 
上 都 是 非 游荡 点 。 

对 于 了 稳定 轨 线 p(x, t), 根据 在 其 运行 过 程 中 , 它 
在 轨 线 上 任 一 点 的 任意 小 邻 域 中 再 现 的 时 间 序 列 的 性 质 
不 同 ,可 分 成 很 多 类 型 ,除了 周期 轨 线 外 ， 最 重要 的 是 以 
下 两 类 。 

“着 对 任 给 6>0， 存 在 T(s)>0 及 1 上 对 T(s) 而 言 
的 相对 稠密 集 {rey， 使 得 对 一 切 tEI 和 一 切 re， 有 
Pp(9(X,t),，9(X,t+ re))<5， 则 称 轨 线 w(z,t) 是 几乎 周期 
轨 线 (或 称 概 周期 轨 线 )。 周 期 轨 线 便 是 几乎 周期 的 ， 若 
局 期 轨 线 的 周期 为 v0, 则 可 取 T(e)= ,tn= nw。 

若 上 述 相对 稠密 集 {r} 是 依 束 于 轨 线 上 的 点 3= 
9(x,t), 或 者 说 依赖 于 t 的 , 即 {ta(t)}, 则 称 p(x,4) 为 回 
复 轨 线 。 回 复 轨 线 和 几乎 周期 轨 线 的 闭 包 的 性 质 是 不 同 
的 。 伯 克 乱 夫 证 明 ， 紧 致 极 小 集 内 的 每 条 轨 线 都 是 回复 
的 ; 反之 ,在 完备 空间 内 回复 轨 线 的 闭 包 是 紧 致 极 小 集 。 
而 紧 致 极 小 集 了 成 为 几乎 周期 轨 线 的 闭 包 的 充分 必要 条 
件 是 :2 是 紧 致 ,交换 ,连通 拓扑 群 。 

前 例 中 未 被 奇 点 切断 的 轨 线 都 是 P 稳 定 的 ， 但 它们 
不 是 回复 的 。 类 似 地 ,可 构造 双 周期 函数 (9, p), 使 得 
整个 环 面 人 ?是 回复 轨 线 的 闲 包 而 不 是 几乎 周期 轨 线 的 
闭 包 。 

A. M. 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 ( 见 常 秽 分 方程 运动 稳定 性 
理论 )\ 吸 引 区 等 概念 已 经 推广 到 拓扑 动力 系统 。 对 非 自 
治 微分 方程 的 解 来 引进 动力 系统 , 即 所 谓 “ 斜 积 流 ”, 这 是 


值得 注意 的 动向 。 《 张 芷 芬 ” 黄 文 灶 ) 
tuopu kongjion 
拓扑 空间 (topological space) 欧 几 里 得 空 


间 的 一 种 推广 。 给 定 任意 一 个 集 ， 在 它 的 每 一 点 赋予 一 
种 确定 的 邻近 结构 便 成 为 一 个 拓扑 空间 。 构 造 邻近 结构 
有 多 种 方法 ,常用 的 是 指定 开 集 的 方法 。 给 定 集 X, 它 的 
一 个 子 集 族 了 称 为 X 上 的 一 个 拓扑 结构 ， 简 称 拓扑 ， 是 
指 久 满足 下 列 三 个 条 件 ，Q@ 空 集 和 XX 本 身 是 7 的 元 ，@ 
了 内 任意 有 限 多 个 元 的 交 仍 是 了 的 元 ，@3 内 任意 多 个 
元 的 并 仍 是 了 的 元 。 集 XX 连同 它 上 面 的 一 个 拓扑 7 构 


成 一 个 拓扑 空间 ,简称 空间 。2 的 元 叫 和 的 开 集 ， 开 集 的 
补 集 叫 闭 集 。 任 何 集 X 上 总 可 以 赋予 拓扑 。 例 如 ， 开 的 
一 切 子 集 组 成 的 族 就 是 X 上 的 一 个 拓扑 , 叫 离散 拓扑 ,对 
应 的 空间 叫 离散 空间 ， 另 一 个 拓扑 仅 由 空 集 与 XX 自己 所 
组 成 ， 叫 平凡 拓扑 。 如 果 集 江上 定义 了 一 个 度量 或 距离 
函数 ， 那 么 X 内 可 以 用 一 些 开 球 的 并 表示 的 一 切 子 集 组 
成 X 上 的 一 个 拓扑 ， 叫 度量 拓扑 。 一 切 开 球 组 成 的 集 族 
称 为 这 个 拓扑 的 一 个 基 。 一 般 地 ， 拓 扑 了 的 一 个 子 族 
号 称 为 9 的 一 个 基 ， 是 指 9 的 每 个 元 可 表 为 号 的 一 些 
元 的 并 。 这 时 ， 也 说 拓扑 了 是 由 号 生成 的 。 拓 扑 了 的 
一 个 子 族 9 称 为 了 的 一 个 子 基 是 指 9 中 元 的 所 有 有 限 
交 构 成 的 集 族 是 了 的 一 个 基 。 设 A 是 拓扑 空间 X 的 任 一 
子 集 。 规 定 4 的 开 集 是 区 的 开 集 与 4 的 交 ， 于 是 4 自己 
构成 一 个 拓扑 空间 , 称 为 的 子 空间 。 

积 空间 “任意 两 个 集 4, 和 4; 的 第 卡 儿 积 定义 为 集 
4ix As={(x1sx2)|x1E A1, xsE 4:)。 两 个 拓扑 空间 X， 
与 X 的 笛 卡 儿 积 XixXs 上 可 以 引入 乘积 拓扑 如 下 : 其 
基 中 的 元 是 形 如 A，x A; 的 集 ， 这 里 4, 是 ,的 任意 开 
集 ,i=1,2。 这 样 得 到 的 拓扑 空间 称 为 空间 X, 与 X 的 积 
空间 。X, 与 X 叫 因子 空间 。 积 空间 可 以 推广 到 任意 多 
个 因子 的 情况 。 任 意 集 族 {A。}aer 的 笛 卡 儿 积 可 类 似 地 
定义 为 集 耳 A。={(xa)oer|xoE Ao(aE1)}。 一 族 拓扑 


空间 (Xa)aez 的 销 卡 儿 积 了 X。 上 可 以 引入 乘积 拓扑 如 
下 :其 基 中 的 元 是 形 如 代 A。 的 集 , 这 里 A。 是 Xe 的 任 


意 开 集 , 并 且 这 些 he(aEI) 中 除 有 限 多 个 外 都 等 于 Xe。 
这 样 得 到 的 拓扑 空间 称 为 空间 族 (X。}aez 的 积 空间 。 
商 空间 设 X 是 拓扑 空间 ， 将 X 划 分 为 两 两 不 相交 
的 子 集 , 把 每 个 子 集 看 作 一 个 点 ， 就 得 到 一 个 新 的 集 移 。 
多 的 每 个 点 可 以 看 作 是 由 区 的 某 个 相应 子 集中 的 点 重 竹 
而 成 。 规 定 多 的 子 集 & 是 开 集 当 且 仅 当 & 的 一 切 元 的 并 
是 X 的 开 集 。 这 样 ,入 便 构成 一 个 拓扑 空间 , 叫 尺 的 商 空 
间 。 例 如 ,让 和 表 平 面 上 的 长 方形 带 4BCDEP, 并 作为 数 
平面 尼 的 子 空间 。 先 把 带 扭 转 180"， 再 把 FD 边 与 CA 
边 粘 合 起 来 ， 这 样 得 到 的 图 形 叫 麦 比 乌 斯 带 。 这 时 点 4 
与 D 重 合 , C 与 F、B 与 BE 也 重合 , 等 等 。 如 果 将 X 划 分 


为 下 列 两 两 不 相交 的 子 集 ; {4,D}),{C,F),{B,E},… 以 及 
所 有 单 点 集 {P}, 这 里 P 是 六 的 不 在 两 条 竖 直 边 上 的 点 。 
所 得 的 商 空间 就 是 麦 比 乌 斯 带 ( 见 图 )。 

连续 映射 与 同 胚 ” 设 了 是 空间 和 到 空间 Y 的 映射 ， 
即 对 于 X 内 每 一 点 x*，Y 内 有 唯一 一 点 # 与 它 对 应 。 这 
个 y 叫 x 在 f 下 的 像 ， 记 为 f(x)， 称 了 是 连续 映射 是 指 
对 Y 的 每 个 开 集 G, 其 逆 像 六 ![G]= {x€EXIf(x) EG} 
是 的 开 集 .如 果 站 内 任意 两 个 不 同 的 点 有 不 同 的 像 ,就 
称 了 是 单 射 ,如 果 Y 内 每 一 点 必 是 XX 内 某 一 点 的 像 , 就 称 
了 是 满 射 。 从 空间 多 到 Y 的 每 个 既 单 又 满 映 射 了 必 有 道 
映射 9, 它 是 Y 到 X 上 的 既 单 又 满 映射 ， 这 里 9(y)=x 当 
且 仅 当代 x)=y。 这 时 如 果 了 和 9g 都 连续 , 便 称 了 为 同 胚 
映射 。 两 个 拓扑 空间 称 为 同 胚 的 ， 是 指 它们 之 间 存 在 一 
个 同 胚 喘 射 。n 维 欧 几 里 得 空间 Re 的 任 一 开 球 作为 子 
空间 与 避 同 胚 。 另 一 方面 , 1913 年 荷兰 数学 家 L. E. J。 
布 劳 威 尔 证 明了 : 当 m 不 等 于 n 时 ，R" 与 可 不 同 胚 。 

第 一 与 第 二 可 数 空间 ”拓扑 空间 称 为 第 二 可 数 的 是 
指 它 的 拓扑 有 一 个 可 数 基 。R" 是 第 二 可 数 空间 , 因为 半 
径 与 球 心 坐 标 箔 为 有 理 数 的 一 切 开 球 组 成 Rr* 上 拓扑 的 
可 数 基 。 设 A 是 空间 XX 的 任 一 子 集 。X 的 子 集 W 称 为 子 
集 A4 的 邻 域 是 指 存在 开 集 U 包含 A 且 包 含 在 W 内 。 点 x* 
的 邻 域 即 子 集 {x} 的 邻 域 。 由 点 * 的 一 切 邻 域 组 成 的 集 
族 W。 叫 点 的 邻 域 系 。W。 的 子 族 号 。 称 为 x 的 邻 域 基 或 
局 部 基 是 指 对 于 ale 的 每 个 元 U, S。 中 相应 地 有 元 B, 使 
BSU。 如 果 空 间 X 的 每 一 点 都 有 一 个 可 数 局 部 基 , 便 称 
为 第 一 可 数 空间 。 第 二 可 数 空间 与 度量 空间 都 是 第 一 可 
数 空间 。 

分 离 公理 主要 有 下 面 几 条 。 

Ti 分 离 公 理 空间 内 任何 两 个 不 同 的 点 都 各 有 一 个 
邻 域 不 含 男 一 点 。 

率 斯 多 夫 分 离 公理 (Ts 分离 公理 ) 空间 内 任何 两 
个 不 同 的 点 都 各 有 邻 域 互 不 相交 。 

正则 分 离 公 理 ”空间 内 每 一 点 以 及 不 含 该 点 的 任 一 
闭 集 都 各 有 邻 域 互 不 相交 。 

全 正则 分 离 公 理 ”对 于 空间 关内 每 一 点 * 及 不 含 * 
的 任 一 闭 集 BB, 存 在 连续 映射 1:X>[0,1], 使 得 人 (x)=0 
且 对 内 每 一 点 y,f(y)=1。 

正规 分 离 公理 ”空间 内 任何 两 个 不 相交 的 闭 集 都 各 
有 邻 域 互 不 相交 。 

满足 Ti 分 离 公理 的 空间 叫 Ti 空间。 满足 7 分 离 公 
理 的 空间 叫 7 空间 或 豪 斯 多 夫 空间 。 一 个 Ti 空间 如 果 
还 满足 正则 分 离 公理 或 全 正则 分 离 公理 或 正规 分 离 公 
理 , 则 分 别称 为 正则 空间 ,全 正则 空间 和 正规 空间 。 各 空 
间 之 间 的 董 含 关系 可 用 "一 " 表 示 如 下 ， 正 规 空间 写 全 正 
则 空间 地 正则 空间 坊 T, 空间 一 T, 空间 。 度 量 空间 以 及 
下 述 的 紧 空 间 和 仿 紧 空间 都 是 正规 空间 。 

紧 空 间 ”拓扑 空间 X 的 子 集 族 % 称 为 X 的 覆盖 是 
指 X 可 表 为 YW 的 一 切 元 的 并 。 由 开 集 组 成 的 覆盖 叫 开 
覆盖 。 如 果 7, 空间 X 的 每 个 开 覆 盖 有 一 个 有 限 子 族 仍 
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是 X 的 覆盖 , 则 X 称 为 紧 空间 。? 维 欧 几 里 得 空间 E* 中 
的 有 界 闭 集 , 即 可 以 包含 于 某 个 球 内 的 闭 集 , 作为 "的 
子 空间 是 紧 空 间 。 但 Re 本 身 不 是 紧 空间 。 任 意 一 族 紧 
空间 {Xer 的 积 空间 全 .X, 仍 是 紧 空间 。 连 续 映 射 把 


紧 空 间 映 成 紧 空间 ,只 要 映 成 的 空间 是 7， 的 。 与 一 个 度 
重 空间 同 胚 的 拓扑 空间 叫 可 度量 空间 。1924 年 , 苏联 拓 
扑 学 家 开 . C. 乌 雷 松 证 明了 : 紧 空 间 是 可 度量 的 当 且 仅 
当 它 是 第 二 可 数 的 。 在 第 二 可 数 或 度量 空间 范围 内 ， 一 
个 空间 是 紧 的 当 且 仅 当 它 是 列 紧 的 , 即 是 T: 空间 且 它 的 
每 个 点 列 有 一 个 收敛 子 序 列 。 

仿 紧 空间 1944 年 由 法 国 数学 家 本 迪 厄 多 内 提出 
的 仿 紧 空间 是 紧 空 间 的 一 种 重要 推广 。 空 间 内 的 一 个 子 
集 族 %w 称 为 局 部 有 限 的 是 指 空间 内 每 一 点 有 一 个 邻 域 
与 &% 内 至 多 有 限 多 个 元 相交 。 设 WY 是 空间 X 的 任 二 
开 覆 盖 , 如 果 % 的 每 个 元 是 Y 的 某 个 元 的 子 集 , 则 称 % 
加 细 Y 或 反 是 Y 的 一 个 加 细 。 一 个 T: 空间 称 为 仿 紧 
空间 是 指 对 于 它 的 每 个 开 覆 盖 ， 存 在 一 个 局 部 有 限 的 
开 覆 盖 % 加 细 Y。 紧 空间 和 度量 空间 都 是 仿 紧 空 间 。 

连通 空间 有 一 类 简单 的 几何 图 形 只 由 “一 片 "所 组 
成 ， 这 就 是 连通 空间 的 直观 含义 。 拓 扑 空间 称 为 连通 空 
间 是 指 它 不 能 表示 为 两 个 不 相交 的 不 空 开 集 的 并 。 等 价 
地 ， 从 它 到 由 两 个 点 组 成 的 离散 空间 的 每 个 连续 函数 是 
常 值 的 ， 即 每 一 点 的 像 皆 相 同 。R 是 连通 空间 。R' 内 的 
连通 子 空间 恰好 是 区 间 ， 包 括 带 一 个 或 两 个 端点 的 或 不 
带 端点 的 ,有 限 或 无 限 的 。 每 个 紧 连 通 空间 称 为 连续 统 。 
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(着急 光 ) 

tuopuqun 
拓扑 群 〈topological group) 。 又 名 连续 群 ， 
是 具有 拓扑 空间 结构 的 群 。 设 G 是 拓扑 空间 ， 又 是 一 个 
群 ， 而且 群 的 乘积 运算 与 求 逆 按 此 拓扑 是 连续 的 ， 即 从 
拓扑 空间 GxG 到 拓扑 空间 G 上 的 映射 m:(x,)>xy 
及 从 G 到 G 上 的 映射 了 :x>x-! 都 是 连续 映射 ， 则 称 G 
为 拓扑 群 。 如 果 G 作为 拓扑 空间 是 局 部 紧 ( 或 紧 、 连 通 、 
单 连通 ) 的 ， 则 称 G 为 局 部 紧 ( 或 紧 、 连 通 、 单 连通 ) 拓 
扑 群 。 例 如 , n 维 欧 氏 空间 中 所 有 向 量 所 成 的 加 群 ,再 加 
上 通常 的 拓扑 ， 就 是 一 个 交换 拓扑 群 ， 实 数 域 R 上 所 有 
? 阶 非 奇异 方 阵 所 成 的 乘法 群 GL(n,R), 再 加 上 通常 的 
拓扑 ,是 一 个 局 部 紧 拓扑 群 ;而 所 有 行列 式 为 1 的 正 交 和 矩 
阵 所 成 的 群 SO(n,R) 是 一 个 紧 连 通 拓扑 群 。 

从 拓扑 群 G 到 拓扑 群 昌 内 的 映射 1:G->H, 如 果 作为 
群 结构 它 是 群 同 态 ,作为 拓扑 空间 的 映射 它 是 连续 的 , 那 
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么 了 称 为 从 拓扑 群 G 到 拓扑 群 了 的 同 态 ， 简 称 同 态 。 如 
果 同 态 了 是 双 射 ,而 且 首 映射 六 : 也 是 连续 的 , 那么 了 称 
为 拓扑 群 G 到 拓扑 群 卫 上 的 同 构 喘 射 ,简称 同 构 拓扑 群 
全 体 带 上 拓扑 群 间 的 同 态 ， 构 成 一 个 范畴 。 这 个 范畴 就 
是 拓扑 群 论 研究 的 对 象 。 

在 数学 中 ， 拓 扑 群 概念 最 初 是 由 连续 变换 群 的 研究 
所 引起 ， 人 们 发 现在 处 理 许多 连续 变换 群 的 问题 中 所 出 
现 的 群 ， 往 往 不 必 考虑 作 变 换 群 ， 而 只 需 研究 这 些 群 本 
身 ,于 是 产生 了 连续 群 的 概念 。M. S. 李 是 最 初 对 连续 群 
进行 系统 研究 而 卓 有 成 就 的 人 。 李 群 就 是 因 他 得 名 。 

拓扑 群 的 结构 是 比较 均匀 的 ， 一 点 邻近 的 性 质 可 以 
反映 其 他 点 邻近 的 性 质 。 设 G 为 群 ，3# 为 G 的 某 些 子 
集 构成 的 集合 。 如 果 3， 适合 下 列 五 人 条件 ，@ 站 ,7 


{e}， 其 中 e 为 G 的 单位 元 素 ; @ 对 U、VE 中 ,存在 
WE 下 使 WSUnV; @ 对 每 个 UEH, 存在 V E23* 
使 VV-ICU，@ 对 每 个 UE2# 及 aEU， 存 在 VE3y 
使 VecU; 回 对 每 个 UE 嘴 及 aEG, 存在 VE2# 使 
QVeacU, 那 么 在 G 中 可 以 引进 唯一 的 拓扑 ,以 {UalU € 
于 ,oaEG) 为 拓扑 空间 的 完全 邻 城 组 ， 使 G 成 为 拓扑 群 ， 
亦 即 拓扑 群 G 的 拓扑 结构 完全 决定 于 单位 的 完全 邻 域 组 
下 ,只 要 拓扑 群 中 有 一 点 是 闭 集 ,那么 每 一 点 都 是 闭 集 ， 
从 而 是 豪 斯 多 夫 空间 ， 并 且 这 样 的 拓扑 群 的 拓扑 空间 是 
正则 的 。 连 通 拓扑 群 作为 抽象 群 都 可 以 由 它 的 单位 的 一 
个 邻 域 来 生成 。 

如 果 拓 扑 群 G 的 子 集 H 是 群 G 的 子 群 ， 那 么 H 加 上 
由 G 的 拓扑 继承 下 来 的 拓扑 也 构成 拓扑 群 ， 就 称 二 为 拓 
扑 群 G 的 拓扑 子 群 ;如 果 志 又 是 G 的 闭 ( 开 ) 子 集 ,那么 H 
称 为 G 的 闭 ( 开 ) 子 群 。 开 子 群 一 定 是 闭 子 群 。 拓 扑 群 G 
的 子 群 了 的 闭 包 是 也 是 拓扑 子 群 。 拓 扑 群 G 的 中 心 与 换 
位 子 群 都 是 G 的 闭 正规 子 群 。 给 出 拓扑 群 G 的 子 群 H， 
就 可 以 有 左 陪 集 的 集合 G/H= {aH|aEG}, 有 从 G 到 G/H 
上 的 自然 映射 +:G>G/H,x(a)=aH, 对 aEG,G/H 上 使 
x 连续 的 最 强 拓扑 ， 使 G/H 成 拓扑 空间 ， 称 为 G 关 于 子 
群 五 的 左 陪 集 空间 。 同 样 有 右 陪 集 空间 H\G。 于 是 ,G/H 
是 豪 斯 多 夫 空间 当 且 仅 当 H 是 闭 子 群 。 G/H 是 离散 的 ， 
当 且 仅 当 五 是 开 子 群 。 如 果 瑟 是 拓扑 群 G 的 正规 子 群 ， 
那么 商 群 G/H 再 加 上 上 述 陪 集 空间 拓扑 ， 使 G/H 成 拓 
扑 群 , 称 为 拓扑 群 G 按 正规 子 群 也 所 做 得 的 商 群 。 这 时 ， 
从 拓扑 群 G 到 拓扑 群 G/H 的 自然 映射 = 是 拓扑 群 间 的 
开 同 态 ( 作 为 拓扑 空间 的 映射 把 开 集 映 到 开 集 )。 还 有 类 
似 于 群 同 态 基本 定理 的 同 态 定理 ， 如 果 了 是 从 拓扑 群 G 
到 拓扑 群 G, 上 的 开 同 态 映射 ，N 为 了 的 核 , 那么 N 是 G 
的 闭 正 规 子 群 ， 而 且 由 了 导出 G/N 到 G, 上 的 映射 是 拓 
扑 群 同 的 同 构 映射 。 

在 研究 拓扑 群 的 结构 及 讨论 拓扑 群 上 函数 的 性 质 
时 ,一 个 非常 重要 的 有 力 工具 是 ,在 局 部 紧 拓扑 群 G 上 可 
以 建立 起 不 变 测度 与 不 变 积分 ， 即 G 有 一 个 适当 广 的 可 
测 子 集 类 ( 博 雷 尔 子 集 类 )， 在 这 个 类 集 上 可 以 有 一 个 测 


度 几 使 得 对 G 中 的 任 一 元 素 0, 可 测 集 M 的 测度 AM) 
与 集合 Ma 的 测度 KMa) 相等 。 这 种 测度 称 为 局 部 紧 群 
G 上 的 哈 尔 测度 。 它 是 A, 哈 尔 于 1933 年 首先 建立 起 来 
的 理论 。 可 以 证 明 ,除了 一 个 常数 因子 外 ,局 部 紧 群 上 的 
哈 尔 测度 是 唯一 确定 的 。 紧 子 集 上 的 哈 尔 测度 是 有 限 的 ， 
因此 ,在 紧 群 G 上 哈 尔 测 度 总 可 以 标准 化 为 KG)= 1。 有 
了 测度 就 可 以 在 局 部 紧 拓扑 群 上 建立 起 不 变 积分 的 理 
论 。1934 年 J. 汉 * 诺 伊 昌 用 比 人 A. 哈 尔 简单 得 多 的 方法 ， 
在 紧 群 上 直接 建立 起 不 变 积分 的 理论 。 早 在 1927 年 , F. 
彼得 与 蔚 , 外 尔 已 经 在 讨论 紧 李 群 的 线性 表示 时 用 到 了 
不 变 积分 。 

拓扑 群 的 表示 理论 也 是 研究 拓扑 群 的 一 个 重要 方 
面 。 从 拓扑 群 G 到 所 有 n 阶 非 奇异 方 阵 所 成 的 拓 扑 群 
GL(n,C ) 中 的 同 态 ， 称 为 G 的 一 个 线性 表示 。 与 有 限 群 
的 线性 表示 理论 相似 ， 紧 拓扑 群 的 线性 表示 也 具有 完全 
可 约 性 , 正 交 性 ,完备 性 。 所 谓 完 全 可 约 性 ， 是 指 紧 拓 扑 
群 的 任 一 线性 表示 都 是 不 可 约 表示 的 直 和 ,所谓 正 交 性 ， 
是 指 紧 群 G 的 任意 两 个 维 数 各 为 m 与 n 的 不 等 价 的 不 可 
约 表示 p 与 9,p: zx->P (Xx)=(gu(X)), x €G,i,j=1, 
2 my OXF0X)= ha(x)), XEG, k,l=1,2,.,n, 


有 关系 式 | outz)uCzodz= obj 1 2 ,ms 1=1， 


2 fou)gu Ce de by jls 2 


wey9(x)ax 一 0, 当 is 或 jt 时 式 中 积分 是 群 G 


上 的 不 变 积分 ，Bus(x)、Rs(x) 分 别 是 gu(x)、 h(x) 的 
共 绒 。 

所 谓 完备 性 ， 是 指 如 果 0 表示 紧 群 G 的 所 有 不 可 约 
表示 中 所 出 现 的 连续 函数 gu(x) 全 体 ， 那 么 G 上任 一 连 
续 函 数 都 可 用 9 中 函数 的 线性 组 合 来 通 近 。 这 就 是 著名 
的 彼得 -外 尔 定理 。 

在 拓扑 群 中 研究 得 最 多 的 是 局 部 欧 氏 群 。 当 拓扑 群 
G 的 某 一 点 有 邻 域 同 胚 于 欧 氏 空间 的 开 集 ， 则 G 称 为 局 
部 欧 氏 群 。 许 多 数学 家 在 研究 希 尔 伯 特 第 5 问题 即 是 否 
每 一 个 局 部 网 氏 群 都 是 李 群 时 作出 了 贡献 JI. C. 庞 特 里 
亚 金 于 1934 年 解决 了 交换 群 的 情况 ， 冯 诺 伊 曼 解决 了 
紧 群 的 情况 ，D. 蒙哥马利 和 工 . 章平 证 明了 任 一 局 部 连 
通 的 有 限 维 的 局 部 紧 群 是 李 群 ,从 而 肯定 了 D. 着 尔 伯 特 
的 猜测 。 

拓扑 群 的 理论 是 李 群 的 基础 。 李 群 在 数学 的 许多 方 
面 有 广泛 的 联系 ,在 物理 学 中 有 大 量 的 应 用 。 

参考 书目 

可. C. 邦 德 列 雅 金 著 , 曹 锡 华 译 :< 连续 群 5;， 科 学 出 版 社 ， 北 
京 ,1957。(JI. C. [lonrparun, Henpepuenue 1pynnu, Tocre- 
xuanar, Mocksa, 1954.) 


( 章 饭 华 ) 


tuopu xlonxing kongjion 
拓扑 线性 空间 (topological linear space) 
又 称 拓扑 向 量 空间 , 它 是 具有 拓扑 结构 的 线性 空间 , 赋 范 


线性 空间 概念 的 推广 。 

泛 函 分 析 早 期 所 研究 的 空间 大 都 是 赋 范 线性 的 。 但 
到 了 30 年 代 初 ， 人 们 已 经 充分 地 认识 到 , 无 论 从 巴 拿 赤 
空间 理论 本 身 ， 还 是 算 子 代数 的 研究 ， 都 必须 引进 一 般 
的 ， 不 只 是 序列 收敛 的 弱 拓扑 。 那 时 已 经 把 巴 拿 赫 空间 
的 一 些 基本 结果 推广 到 完备 的 \ 拟 赋 范 的 线性 空间 上 去 。 
其 后 ,分 布 理论 的 出 现 ,又 提出 一 批 新 空间 如 多 空间 、9 空 
间 等 等 ,这样 大 量 的 重要 空间 就 不 再 是 赋 范 线性 的 了 ,于 
是 有 必要 在 它们 的 基础 上 ， 建 立 起 局 部 凸 拓扑 线性 空间 
理论 。 从 而 开创 了 新 的 研究 领域 ， 也 使 泛 函 分 析 旧 有 的 
理论 得 到 进一步 发 展 。 

设 藉 既 是 实 或 复 的 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 又 是 拓扑 
空间 ， 并 且 XxX->X 的 映射 {r,yjrz+3 和 KxX->X 
的 映射 fa,zjar 都 是 连续 的 ， 则 称 为 拓扑 线性 空 
间 。 以 下 还 假定 所 论 拓扑 线性 空间 是 豪 斯 多 夫 空间 ， 因 
为 绝 大 多 数 有 趣 的 定理 和 应 用 都 是 关于 这 类 空间 的 。 

线性 空间 忆 中 的 点 集 4, 如 果 当 xz，yEA4 且 0<a<1 
时 axz+(1 一 JE4, 则 称 4 是 凸 集 。 设 4 与 也 是 拓扑 线 
性 空间 X 中 的 点 集 ,如 果 存 在 a>0 使 BCaA, 则 称 4 吸 
收 了 B。 如 果 任何 zxEX 都 被 M 了 吸收 , 则 称 M 为 吸收 的 点 集 。 
若 对 XEM, 当 |X| <1 时 总 有 XxEM, 则 称 M 是 平衡 的 。 
显然 赋 范 线性 空间 中 的 点 集 {x; |x| <r} 都 是 吸收 的 , 平 
街 的 。 设 MCX， 若 对 0 点 的 每 个 邻 域 V 都 有 a>0 使 
MCaV 则 称 M 为 有 界 集 。 

拓扑 线性 空间 XX 为 赋 范 的 充 要 条 件 是 XX 的 0 点 有 凸 
的 ,有 界 的 邻 域 。 

拟 赋 范 空 间 ”如 果 线 性 空间 X 上 每 个 元 x 都 恰 有 一 
数 |x| 与 之 对 应 , 且 @|lx|>0 又 |x|~0 当 且 只 当 x=0， 
@|-x|=|x|, 又 当 a>a,|x。 一 zx|>0 时 有 lim|an 一 
az|=0; @|]x+y|<|zx|+lyl。 则 称 X 为 拟 赋 范 的 线性 
空间 。 这 是 赋 范 线性 空间 的 重要 推广 。 若 X 还 按 距离 
d(x,y)=|x 一 yl 是 完备 的 , 便 称 X 为 空间。[0,1] 上 全 
体 几 乎 处 处 有 限 的 ,可 测 实 值 函 数 构成 的 集合 S[0, 1] 按 

lzl=| zl lz ba 
成 为 典型 的 下 空间 。 下 空间 都 是 拓扑 线性 空间 。 

局 部 本 空间 ”如果 拓 扑 线性 空间 和 在 0 点 存在 由 凸 
集 构成 的 邻 域 基 ， 则 称 X 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ， 简 称 
为 局 部 凸 空间 。 局 部 凸 空间 上 必定 存在 非 零 的 连续 线性 
泛 函 。 可 以 证 明 SC0,1] 上 没有 非 零 的 连续 线性 泛 函 ,从 
而 SL0,1] 便 不 是 局 部 凸 的 对 于 这 样 的 空间 当然 也 就 没 
有 对 偶 理 论 了 。 据 此 可 见 局 部 凸 假设 的 重要 性 。 

对 局 部 凸 空间 和 ,可 以 证 明 存在 X 在 原点 之 邻 域 基 ， 
其 中 每 个 邻 域 都 是 凸 的 \ 平 衡 的 、 吸 收 的 。 

若 C 是 线性 空间 E 中 一 个 凸 的 ,吸收 的 点 集 , 则 有 所 
谓 阅 科 夫 斯 基 泛 函 

p(x)=inf{%|X>0 且 zxEXC)， 
它 具 有 性 质 :Opo(z+ 切 过 PC(z)+ AP) 四 当 坊 0p( 继 ) 一 
tp(z)， 回 若 又 设 C 是 平衡 的 , 则 P(ax) 一 |a|P(z)。 一 般 
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也 称 具有 性 质 @ 与 @ 的 函数 p(x) 为 半 范 数 。 

另 一 方面 ,于 一 族 半 范 数 {pa}ae4s 如 果 pa(z) 一 0 对 
一 切 aEA 都 成 立 导 致 <=0, 则 全 体 {x|Ppas(x) <s,i=1， 
2,…sn} ,其 中 mE 4,e>0，, 便 生成 一 个 局 部 凸 空间 在 0 
点 的 邻 域 基 。 在 应 用 上 ， 许 多 局 部 凸 空间 正 是 这 样 自然 
形成 的 。 

完全 的 、 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 称 为 旨 雷 歇 空间 。 在 
文献 上 , 弗 雷 歌 空间 这 个 词 的 使 用 是 不 统一 的 ,也 有 不 少 
人 把 前 述 空 间 叫 做 弗 雷 歌 空间 。 局 部 凸 的 空间 X 可 度 
量化 必须 且 只 须 X 上 的 拓扑 能 由 可 数 多 个 半 范 数 生成 。 
巴 拿 赫 空间 上 的 算 子 理论 大 部 分 可 以 推广 到 弗 雷 歌 空间 
上 去 。 许 多 重要 的 空间 是 弗 雷 歌 空间 或 者 是 由 它们 生成 
的 ,例如 9Y(R") 空 间 、2x 空间 ,多 空间 等 等 。 

凸 集 重要 的 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 也 可 以 表述 为 :着 巴 
拿 炎 空间 XX 的 线性 敌 g (线性 空间 经 平移 后 的 集 ) 与 开 球 
不 相交 ， 则 有 闭 超 平面 H 使 Hg 而 HNK= 6 ( 见 书 
他 林 空 间 )。 上 述 9 与 K 是 很 特殊 的 凸 集 。 但 对 于 有 限 维 
空间 ，H. 闵 和 村 夫 斯 基 在 1911 年 便 已 论述 了 一 般 凸 体 的 
分 离 定理 。 对 于 局 部 凸 拓扑 线性 空间 X 有 下 述 一 般 的 分 
离 定理 ， 设 4 与 了 3 是 X 中 非 空 的 、 不 相交 的 凸 集 ， 则 @ 
若 A 含有 内 点 ， 则 有 XX 上 之 非 零 连续 线性 泛 函 f 与 实数 
Tr 使 Ref(x)<r<Ref(y)( 当 xEA 而 yEB);@ 若 A 是 
闭 的 , B 是 紧 集 , 则 有 上 之 连续 线性 泛 函 与 实数 7，7， 
使 得 Re f(x)<r, <r,<Ref (y) ( 当 xEA 而 yEB)。 分 
高 定理 对 于 凸 集 之 拓扑 性 质 的 研究 是 很 有 用 的 。 凸 集 的 
几何 学 是 拓扑 线性 空间 论 的 特色 。 

冰点 “在 凸 性 的 研究 中 ,很 早 就 出 现 了 端点 这 概念 。 
后 来 发 展 成 重要 的 端点 方法 。 

设 E 是 线性 空间 , 六 MSKCE， 如果 从 K 中 两 个 
点 有 和 ks 的 一 个 真 凸 组 合 aki+ (1 一 a)kEM, 0<a< 
1, 恒 有 sk EM, 则 称 M 为 K 之 端 集 。 如 果 单 点 集 {zo》 
是 K 的 端 集 , 则 称 为 K 的 端点 

设 K 是 Rn 中 的 紧 凸 集 。 凤 科 夫 斯 基 证 明 每 个 xEK 
都 可 表示 成 至 多 n+1 个 KK 之 端点 的 凸 组 合 。 

起 源 于 对 巴 拿 赫 空间 的 共 二 空间 中 弱 * 紧 集 的 研究 ， 
1940 年 证 明了 很 有 用 的 克 列 因 -米利 曼 定理 , 设 K 是 局 
部 凸 空间 X 中 的 紧 集 , 又 K 之 全 体 端点 为 9, 则 KS 之 
凸 闭 包 conv, 如 果 K 还 是 凸 的 , 则 Kconve。 

G. 绍 凯 在 1960 年 证 明了 如 下 定理 设 天 是 度量 空 
则 尺 中 凸 的 紧 集 ， 则 KK 所 有 端点 的 集合 & 是 一 个 Ge 集 
合 , 且 对 每 个 xEK， 有 定义 在 X 之 一 切 贝尔 集 上 之 非 负 
的 贝尔 测度 x。(* ) 使 得 如 (X\4)=0, 1。 (4)=1 且 x= 


ne 


弱 拓 扑 与 考 基 拓扑 ” 设 和 是 线性 空间 ，Y 是 X 上 一 
些 线性 泛 函 构成 的 线性 空间 ， 且 Y 能 分 离 X 的 点 ， 即 
f(x)=0 对 一 切 1EY 都 成 立时 导致 x<=0, 便 把 这 样 一 
对 空间 记 作 《X,Y》。 

对 于 (X,Y>, 则 X 上 使 Y 中 一 切 泛 函 都 连续 之 最 弱 
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的 局 部 凸 拓扑 便 称 为 X 上 的 Y 弱 拓扑 , 记 作 o(X,Y)。 实 
了 蒜 上 ,一 切 N(ysyas***yn3E)={X|yEY, |y(X)| <e,i= 
1,2,…,n) 就 构成 c(X,Y) 在 0 点 的 一 个 邻 域 基 。 当 X 是 
巴 拿 赫 空间 时 ， 则 X 上 的 弱 拓扑 即 "(X, X*), 而 X* 上 
的 弱 * 拓 扑 即 o(X*,X)。 

设 线性 空间 X 按 拓扑 9 成 为 局 部 凸 空间 ， 记 作 〈X， 
2)。 所 有 在 上 按 9 连续 的 线性 泛 函 称 为 (X,9) 的 拓扑 
对 偶 ， 记 作 X* 。 在 X 上 除了 w(X,Y), 还 可 能 有 其 他 的 
局 部 凸 拓扑 了 使 (X,29) 的 拓扑 对 偶 恰 好 是 了 Y。 人 们 自然 
希望 能 刻画 出 所 有 这 样 的 拓扑 7。 

对 于 《X,Y>, 则 在 Y 之 任何 目的 ，o(Y,X) 紧 的 点 集 
上 皆 一 致 收敛 的 拓扑 称 为 X 上 的 麦 基 拓 扑 ， 记 作 (X， 
了 Y), 亦 即 xs 一 *z 必 须 上 且 只 须 Jxo) 在 Y 之 任何 凸 的 
w(Y,) 紧 的 点 集 上 都 一 致 收 伊 。 

拓扑 Y(X,Y) 比 c(X,Y) 强 。 

麦 基 - 阿 伦 斯 定理 ”对 于 《X,Y , 则 X 上 之 局 部 凸 拓 
扑 了 使 (X,F) 的 拓扑 对 偶 恰好 是 Y 的 充 要 条 件 为 "(X， 
Y)S9ESr(X,Y)。 拓扑 9 也 称 为 (X,Y) 拓 扑 。 

对 《X,Y 与 McX, 则 

M°={fEYIIf(x)|<1, xrEM} 
称 为 M 的 极 集 。 当 X=Y 为 希 尔 伯 特 空间 ， 而 M 是 X 之 
子 空间 时 ， 则 M" 即 M+。 当 X 为 巴 合 赫 空 间 ,， Y=X* 而 
M= {zllzl<r) 时 , 则 
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布尔 巴 基 -网 劳 格 鲁 定理 设 UCX 是 0 点 之 是 的、 
平衡 的 、 某 (X,Y> 拓 扑 的 邻 域 , 那么 U" 是 了 中 o(Y,X) 
紧 集 。 

这 是 一 般 拓 扑 学 在 泛 函 分 析 中 的 重要 成 就 。 

对 于 一 个 重要 的 性 质 P， 人 们 希望 能 完全 地 刻画 出 
使 得 以 成 立 的 空间 结构 。 这 显然 是 有 趣 的 ， 事 实 上 也 
往往 是 很 有 价值 的 。 于 是 在 拓扑 线性 空间 论 中 便 提出 许 
多 重要 的 空间 ,例如 桶 空间 、 蒙 泰 尔 空 间 、 核 空间 等 等 。 

桶 空间 ”局 部 凸 空间 X 中 之 平衡 的 ， 吸 收 的 凸 闭 集 
叫做 桶 。 如 果 义 的 每 个 桶 都 是 O 点 的 邻 域 ， 则 称 X 为 彬 
空间 。 这 空间 的 特性 在 于 下 列 定理 , 设 X 是 局 部 凸 空间 ， 
则 X* 中 一 切 "(X*,X) 有 界 集 皆 同等 连续 的 充 要 条 件 是 
XX 为 桶 空间 。 凡 属 第 二 纲 的 局 部 凸 空间 都 是 桶 空间 ， 于 
是 巴 拿 赫 空间 ， 弗 雷 歌 空间 都 是 桶 空间 。 广 义 函数 论 中 
的 多 空间 也 是 桶 空间 。 

莹 泰 尔 空间 设 X 是 桶 空间 。 如 果 X 中 每 个 有 界 闭 
集 都 是 紧 的 ， 则 称 X 为 蒙 泰 尔 空间 。 广 义 函数 论 中 之 多 
空间 与 空间 都 是 蒙 泰 尔 空间 。 

有 界 型 空间 ”如 果 局 部 凸 空间 XX 中 任何 凸 的 , 平衡 
的 ,能 吸收 任何 有 界 集 的 点 集 都 是 点 的 邻 域 , 则 称 X 为 
有 界 型 空间 。 设 线性 算 子 了 把 有 界 型 空间 X 映 入 局 部 凸 
空间 Y, 如 果 了 把 每 个 有 界 集 都 映 成 有 界 集 ， 则 了 是 连 
续 的 。 

正 是 由 于 研究 映射 的 连续 性 ， 在 局 部 凸 拓扑 线性 空 


闻 论 中 便 出 现 了 种 种 拓扑 和 空间 。 前 述 之 弱 拓扑 \ 麦 基 拓 
扑 \ 有 界 型 空间 等 都 是 如 此 。 

核 空间 ” 设 瑟 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ，V 是 0 点 的 
一 个 凸 的 、 平 衡 的 邻 域 。 视 他 | Pr(x* 一 y)==0} 为 一 个 元 
有 rr， 这 里 pr 为 对 应 于 V 的 闵 科 夫 斯 基 远 函 。 所 有 如 此 
有 按 | 上 zrlr 一 Pr(x) 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 Xr。 如 果 对 
0 之 任 给 的 一 凸 的 ,平衡 的 邻 域 U, 都 存在 O 的 凸 的 、 平 
衡 的 邻 域 V 使 SU 且 相应 的 典 则 映射 9r,v,Xr>Xo 的 
完备 化 空间 议 o 为 核算 子 , 则 称 X 为 核 空间 , 它 是 抽象 核 
定理 得 以 成 立 的 局 部 凸 空间 ， 是 数学 分 析 中 重要 的 拓扑 
线性 空间 。 

由 于 数学 及 其 应 用 的 要 求 ， 人 们 往往 要 从 熟知 的 空 
间 ， 构 造 出 新 的 拓扑 线性 空间 。 

归纳 极限 ” 设 X 是 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 ,{Xn)%-: 都 是 


局 部 凸 空间 , XnSXowi 且 X-~ | X。, 设 Xo 上 的 局 部 凸 


拓扑 是 Xnw 的 拓扑 在 Xs 上 的 限制 , 设 WW 是 由 XX 中 所 有 
那些 凸 的 .平衡 的 ,吸收 的 点 集 U 组 成 , 每 个 U 站 X。 都 是 
Xn 中 的 开 集 n=1,2,…, 则 是 一 个 局 部 凸 拓扑 在 O 点 
的 邻 域 基 ， 这 局 部 凸 空间 便 称 为 {X。}%-， 之 严格 归纳 极 
限 ， 这 在 广义 函数 论 中 是 很 重要 的 概念 。 特 点 是 : 设 了 
为 从 X 到 局 部 凸 空间 Y 的 线性 映射 ， 则 了 是 连续 的 必须 
且 只 须 每 个 限制 T|X。 都 连续 。 弗 雷 欢 空间 序列 的 严格 归 
纳 极限 称 为 LF 空间 , 它 是 分 析 学 中 一 类 很 有 用 的 空间 。 
投影 拓扑 桶 积 拓扑 ( 见 拓 提 空 间 ) 的 推广 。 设 
{E。)ae4 是 一 族 拓 扑 线性 空间 。 设 2。 是 一 族 从 线性 空间 
互 到 E。 的 线性 映射 , 则 EE 上 一 切 使 go(aE4) 都 连续 的 
拓扑 中 之 最 弱者 称 为 上 相对 于 {8o}aez 的 投影 拓扑 。 
以 桶 空间 这 类 型 说 , 由 它 生成 的 商 空间 、 乘积 空间 、 
严格 归纳 极限 等 都 仍然 是 桶 空间 。 一 般 对 各 种 类 型 的 空 
间 ， 往 往 需要 考察 由 它们 生成 的 空间 是 否 保持 原来 的 类 
型 不 变 。 
参考 书目 
N, Bourbaki, Espaces Vectoriels Topologigues Actuali- 
tés Sei, Ind Hermann, Paris, 1953,1955. 
J.L. Kelley and I. Namioka, et al., Linear Topological 
Spaces, Van Nostrand, New York, 1963. 
G. Kathe, Topological Vector Spaces, Vol. 1,Springer— 
Verlag, New York, 1969. 
( 江 渗 坚 ) 
tuopuxue 
拓扑 学 (topology) ”数学 中 一 个 重要 的 ,基础 的 
分 支 。 起 初 它 是 几何 学 的 一 支 ， 研 究 几 何 图 形 在 连续 变 
形 下 保持 不 变 的 性 质 (所 谓 连 续 变形 ,形象 地 说 就 是 允许 
伸缩 和 扭曲 等 变形 ,但 不 许 割 断 和 粘 合 )， 现 在 已 发 展 成 
为 研究 连续 性 现象 的 数学 分 支 。 由 于 连续 性 在 数学 中 的 
表现 方式 与 研究 方法 的 多 样 性 ， 拓 扑 学 又 分 成 研究 对 象 
与 方法 各 异 的 若干 分 支 。 在 拓扑 学 的 孕育 阶段 , 19 世纪 
末 ， 就 已 出 现 点 集 拓扑 学 与 组 合 拓扑 学 两 个 方向 。 现 在 
前 者 已 演化 成 一 般 拓扑 学 ， 后 者 则 成 为 代数 拓扑 学 。 后 


来 ,又 相继 出 现 了 微分 拓扑 学 ,几何 拓扑 学 等 分 支 。 拓 扑 
学 主要 是 由 于 分 析 学 和 几何 学 的 需要 而 发 展 起 来 的 ， 它 
自 30 年 代 以 来 的 大 发 展 , 尤 其 是 它 的 成 果 与 方法 对 于 数 
学 的 各 个 领域 的 不 断 渗透 ,是 20 世纪 理论 数学 发 展 中 的 
一 个 明显 特征 。 

拓扑 问题 的 一 些 初等 例子 

柯 尼斯 堡 的 七 桥 问 题 (一 笔画 问题 ) 柯 尼斯 堡 是 东 
普鲁士 首府 ， 普 莱 格 尔 河 横贯 其 中 ， 上 有 七 座 桥 ( 见 图 
论 )。 一 个 散步 者 怎样 才能 走 遍 七 座 桥 而 每 座 桥 只 经 过 
一 次 ? 这 个 18 世纪 的 智力 游戏 ， 被 工 . 欧 拉 简 化 为 用 细 
线 画 出 的 网 络 能 否 一 笔画 出 的 问题 ， 然 后 他 证 明 这 是 根 
本 办 不 到 的 。 一 个 网 络 之 能 否 一 笔画 出 ， 与 线条 的 长 短 
曲直 无 关 , 只 决定 于 其 中 的 点 与 线 的 连接 方式 设想 一 个 
网 络 是 用 柔软 而 有 弹性 的 材料 制作 的 ,在 它 被 弯曲 , 拉 伸 
后 ,能 否 一 笔画 出 的 性 质 是 不 会 改变 的 。 

殉 拉 的 多 面体 公式 与 曲面 的 分 类 欧 拉 发 现 ， 不 论 
什么 形状 的 凸 多 面体 ,其 顶点 数 ", 棱 数 e、 面 数 了 之 间 总 
有 一 e+f 一 2 这 个 关系 。 从 这 个 公式 可 以 证 明正 多 面 
体 只 有 五 种 ( 见 正 多 面 休 )。 值 得 注意 的 是 ， 如 果 多 面体 
不 是 凸 的 而 旺 框 形 (图 1)， 也 不 管 框 的 形状 如 何 ， 总 有 
ve+f 0。 这 说 明 ， 凸 形 与 框 形 之 间 有 比 长 短 曲 直 更 
本 质 的 差别 ,通俗 的 说 法 是 框 形 里 有 个 洞 。 


27 


vet+f=8—12+6=2 ve+f~—16—32+16~0 
图 1 白 形 与 栓 形 

在 连续 变形 下 , 凸 体 的 表面 可 以 变 为 球面 , 框 的 表面 
可 以 变 为 环 面 (轮胎 面 )。 这 两 者 却 不 能 通过 连续 变形 互 
变 。 在 连续 变形 下 封闭 曲面 有 多 少 种 不 同类 型 ? 怎样 鉴 
别 它们 ? 这 曾 是 19 世纪 后 半 叶 拓扑 学 研究 的 主要 问题 。 
把 曲面 变形 成 多 面体 后 的 欧 拉 数 "一 e+ 了 在 其 中 起 着 关 
键 的 作用 ( 见 闭 曲 面 的 分 类 )。 

四 色 问 题 “在 平面 或 球面 上 绘制 地 图 ， 有 公共 边界 
线 的 区 域 用 不 同 的 颜色 加 以 区 别 。19 世 纪 中 期 ， 人 们 从 
经 验 猜想 用 四 种 颜色 就 足以 给 所 有 的 地 图 上 色 。 证 明 这 
个 猜想 的 尝试 , 却 延续 了 100 多 年 , 到 1976 年 才 出 现 了 
一 个 借助 于 计算 机 的 证 明 。 如 果 不 是 在 平面 上 而 是 在 轮 
胎 面 上 画 地 图 ,四 色 就 不 够 了 ,要 七 色 才 够 。 用 橡皮 做 一 
个 曲面 模型 ,然后 随意 扭曲 , 弄 得 山 帝 起 伏 , 这 对 其 上 的 
地 图 着 色 毫 无 影响 ， 所 以 这 颜色 数 也 是 曲面 在 连续 变形 
下 不 变 的 性 质 。 

组 结 问题 ”空间 中 一 条 自身 不 相交 的 封闭 曲线 ， 会 
发 生 打 结 现象 。 要 问 一 个 结 能 否 解 开 〈 即 能 否 变形 成 平 
放 的 圆 图 ), 或 者 问 两 个 结 能 否 互 变 (例如 ,图 2 中 的 两 个 
三 叶 结 能 否 互 变 ), 并 且 不 只 做 个 模型 试 试 , 还 要 给 出 证 
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明 , 那 就 远 不 是 件 容易 的 事 了 ( 见 弓 结 理论 )。 
图 2 加 图 与 三 叶 结 


维 数 问题 什么 是 曲线 ? 朴素 的 观念 是 点 动 成 线 ， 
随 一 个 参数 (时 间 ) 连 续 变化 的 动 点 所 描 出 的 轨迹 就 是 曲 
线 。 可 是 ，G. 皮 亚 诺 在 1890 年 竟 造 出 一 条 这 样 的 “ 曲 
线 ", 它 填 满 整 个 正方 形 ! 这 激发 了 关于 维 数 概念 的 深入 
探讨 ,经 过 20 一 30 年 才 取得 关键 性 的 突破 ( 见 维 数 )。 

布线 问题 ( 峰 入 问题 ) 一 个 复杂 的 网 络 能 否 布 在 平 
面 上 而 不 自 相交 叉 ? 做 印刷 电路 时 自然 会 磁 到 这 个 问题 。 
图 3 中 左面 的 图 把 一 根 对 角 线 移 到 方形 外 面 就 可 以 布 在 
平面 上 ， 但 图 4 两 个 图 却 无 论 怎样 挪动 都 不 能 布 在 平面 
上 。1930 年 K. 库 拉 托 夫 斯 基 证 明 ， 一 个 网 络 是 否 能 嵌 
入 平面 ,就 看 其 中 是 否 不 含有 这 两 个 图 之 一 。 


图 3 可 嵌入 网 络 


图 4 不 可 嵌入 网 络 


向 量 场 问题 ”考虑 光滑 曲面 上 的 连续 的 切 向 量 场 ， 
即 在 曲面 的 每 一 点 放 一 个 与 曲面 相 切 的 向 量 ， 并 且 其 分 
布 是 连续 的 。 其 中 向 量 等 于 0 的 地 方 叫 作 奇 点 。 例 如 ,地 
球 表面 上 每 点 的 风速 向 量 就 组 成 一 个 随时 间 变 化 的 切 向 
量 场 ,而 奇 点 就 是 当时 没 风 的 地 方 。 从 直观 经 验 看 出 , 球 
面 上 的 连续 切 向 量 场 一 定 有 奇 点 ， 而 环 面 上 却 可 以 造 出 
没有 奇 点 的 向 量 场 。 

进一步 分 析 , 每 个 奇 点 有 一 个 "指数", 即 当 动 点 绕 它 
一 周 时 ， \ 用 此 指数 有 正 负 ， NK 


> 


指数 二 1 RB 


图 5 向 量 场 奇 点 的 指数 


绕 行 方向 与 向 量 转动 方向 相同 或 相反 而 定 (图 5)。 庞 加 
全 发 现 ,球面 上 切 向 量 场 ,只 要 奇 点 个 数 是 有 限 的 ， 这 些 
奇 点 的 指数 的 代数 和 ( 正 负 要 相 消 ) 便 等于 2， 而 环 面 上 
的 则 恒 等 于 0 ( 见 曲面 )。 这 2 与 0 恰 是 那 两 个 曲面 的 欧 
拉 数 ,这 不 是 偶然 的 巧合 。 

不 动 点 问题 ”考虑 一 个 曲面 到 自身 的 连续 变换 〈 映 
射 ), 即 曲面 的 每 一 点 被 移 到 该 曲面 上 的 新 的 位 置 , 连续 
是 指 互相 邻近 的 点 被 移 到 互相 邻近 的 点 。 新 旧 位 置 相同 
的 点 叫 作 这 变换 的 不 动 点 。 每 个 不 动 点 也 有 个 “指数 ”， 
即 当 动 点 绕 它 一 周 时 ， 从 动 点 指向 其 像 点 的 向 量 转 动 的 
图 数 。 拓 扑 学 家 们 发 现 ， 曲 面 到 自身 的 映射 的 不 动 点 个 
数 如 果 是 有 限 的， 它们 的 指数 的 代数 和 不 会 因 对 这 映射 
做 细微 的 修改 而 改变 ， 因 而 可 从 这 映射 的 某 些 粗略 的 特 
征 计算 出 来 。 特 别 是 对 于 实心 加 上 的 映射 ， 指 数 和 恒 为 
1, 所 以 实心 贺 到 自身 的 映射 总 有 不 动 点 。 这 类 定理 对 于 
证 明 数学 中 各 种 方程 的 解 的 存在 性 非常 有 用 〈 见 不 动 点 
理论 )。 

以 上 这 些 例子 启示 了 ， 几 何 图 形 还 有 一 些 不 能 用 传 
统 的 几何 方法 来 研究 的 性 质 。 这 些 性 质 与 长 度 、 角 度 无 
关 ， 它 们 所 表现 的 是 图 形 整体 结构 方面 的 特征 。 这 种 性 
质 也 就 是 图 形 的 所 谓 拓扑 性 质 。 

拓扑 学 所 谈论 的 几何 图 形 ， 不 限于 现实 空间 中 的 形 
体 。 如 物理 学 中 一 个 系统 的 所 有 可 能 的 状态 组 成 所 谓 状 
态 空间 ， 就 是 一 个 广义 的 几何 图 形 。 拓 扑 学 是 研究 连续 
性 的 。 变 化 的 连续 性 ， 意 思 是 它 把 邻近 的 点 变 成 邻近 的 
点 。 因 此 图 形 必须 具有 某 种 结构 以 表现 点 与 点 之 间 的 邻 
近 关系 。 规 定 了 每 两 点 间 的 距离 并 用 距离 大 小 来 表示 邻 
近 关 系 的 点 集 称 为 度量 空间 。 最 简单 的 例子 是 欧 氏 空间 。 
然而 在 某 些 场合 未 必 人 能 规定 出 合用 的 距离 ? 因而 产生 了 
拓扑 空间 与 连续 映射 的 概念 ( 见 拓扑 空间 )。 拓 扑 学 中 着 
重 研究 的 是 自然 科学 和 数学 中 最 常见 的 几 类 拓扑 空间 ， 
如 流 形 (光滑 曲面 的 推广 ) , 复 形 (多 面体 的 推广 ) 等 ( 见 流 
形 .CW 复 形 、 同 调 论 )。 

前 面 所 说 的 几何 图 形 的 连续 变形 ， 确 切 的 含义 是 同 
胚 。 如 果 映 射 f# 4~> 了 3 是 图 形 A 的 点 与 图 形 了 的 点 之 间 
的 一 对 一 的 对 应 ,而 且 了 同 它 的 逆 映 射 人 ':B>A 都 是 连 
续 的 ， 就 说 图 形 人 A 与 图 形 B 同 胚 。, 这 时 从 拓扑 学 的 观点 
看 A 与 B 的 结构 相同 ,不 必 加 以 区 别 。 例 如 ,三 角形 与 加 
形 同 胚 ; 而 直线 与 贺 周 不 同 胚 ， 因 为 直线 挖 去 一 点 后 不 
连通 ,而 圆周 挖 去 一 点 后 仍 连通 。 

拓扑 学 的 一 个 典型 问题 ， 是 问 两 个 给 定 的 几何 图 形 
是 否 同 胚 : 引伸 一 下 ， 是 要 把 图 形 按照 同 胚 与 否 加 以 分 
类 ,并 找 出 刻画 每 一 个 类 的 特征 。 一 般 的 想法 是 ,赋予 每 
个 图 形 以 一 些 量 (广义 的 量 可 以 是 数 ,如 维 数 , 欧 拉 数 ,可 
以 是 代数 结构 ,如 群 环 ,也 可 以 是 性 质 ,如 连通 性 、 紧 性 ) ， 
使 得 同 胚 的 图 形 具 有 相同 的 量 。 这 样 的 量 称 为 拓扑 不 变 
量 或 同 胚 不 变量 ( 欧 拉 多 面体 公式 中 的 数 "、e、 了 都 不 是 
同 乃 不 变量 ， 而 欧 拉 数 v 一 e+ 了 则 是 )。 拓 扑 不 变量 帮助 
鉴别 不 同 胚 的 图 形 ,如 球面 与 环 面 的 软 拉 数 不 同 ,它们 就 


不 同 胚 。 

许多 重要 的 几何 现象 ,需要 用 连续 映射 来 描述 ,因此 
连续 映射 也 是 拓扑 学 的 主要 研究 对 象 , 一 个 典型 的 问题 ， 
是 问 两 个 给 定 的 映射 是 否 同 伦 ， 即 问 两 个 映射 ,hy: 
A>B 能 否 用 连续 地 随时 间 t 改变 的 一 族 映 射 fh,; 4-> 
B)}oes<， 连结 起 来 。 与 前 相仿 ， 从 同 伦 问 题 产生 了 同 伦 
不 变量 的 概念 。 例 如 ， 从 圆周 到 圆周 的 两 个 映射 是 否 同 
伦 , 决 定 于 它们 的 “ 度 "( 即 当 动 点 绕 行 一 周 时 其 像 点 绕 行 
的 圈 数 ) 是 否 相同 ,“ 度 "就 是 一 个 同 伦 不 变量 。 

发 展 简 史 拓扑 学 起 初 叫 形势 分 析 学 ,这 是 G.W. 莱 
布 尼 茨 1679 年 提出 的 名 词 (中 文 译 成 形势 ， 形 指 一 个 图 
形 本 身 的 性 质 ， 势 指 一 个 图 形 与 其 子 图 形 相 对 的 性 质 ， 
纽 结 和 嵌入 问题 就 是 势 的 问题 )。L. 欧 拉 1736 年 解决 
了 七 桥 问题 ,1750 年 发 表 了 多 面体 公式 ,C. F. 高 斯 1833 
年 在 电动 力学 中 用 线 积 分 定义 了 空间 中 两 条 封闭 曲线 的 
环绕 数 。 拓 扑 学 这 个 词 (中 文 是 普 译 ) 是 J 了 B, 利 斯 廷 提 
出 的 (1847), 源 自 希 腊 文 roxos( 位 置 、 形 势 ) 与 hoYos( 学 
问 )。 这 是 萌芽 阶段 。 

1851 年 起 , B. 黎 曼 在 复 函 数 的 研究 中 提出 了 黎 曼 
面 的 几何 概念 ,并 且 强 调 , 为 了 研究 函数 ,研究 积分 ,就 必 
须 研究 形势 分 析 学 。 从 此 开始 了 拓扑 学 的 系统 研究 , 黎 曼 
本 人 解决 了 可 定向 闭 曲面 的 同 胚 分 类 问题 。 在 几何 学 的 
研究 中 黎 曼 明确 提出 nn 维 流 形 的 概念 (1854)。 

组 合 拓扑 学 的 莫 基 人 是 再 庞 加 莱 。 他 是 在 分 析 学 
和 力学 的 工作 中 ， 特 别 是 关于 复 函 数 的 单 值 化 和 关于 微 
分 方程 决定 的 曲线 的 研究 中 ， 引 向 拓扑 学 问题 的 ， 他 的 
主要 兴趣 在 n 维 流 形 。 在 1895~1904 年 间 , 他 创立 了 用 
割 分 研究 流 形 的 基本 方法 。 他 引进 了 许多 不 变量 ， 基 本 
群 ,同调 ,贝蒂 数 , 挠 系数 ,并 提出 了 具体 计算 的 方法 。 他 
探讨 了 三 维 流 形 的 拓扑 分 类 问题 提出 了 著名 的 庞 加 策 
猜想 。 他 留 下 的 丰富 思想 影响 深远 ， 但 他 的 方法 有 时 不 
够 严密 ,过 多 地 依赖 几何 直观 。 

拓扑 学 的 另 一 渊源 是 分 析 学 的 严密 化 。 实 数 的 严格 
定义 推动 G. 康 托 尔 从 1873 年 起 系统 地 展开 了 欧 氏 空间 
中 的 点 集 的 研究 ， 得 出 许多 拓扑 概念 ,如 聚 点 (极限 点 )、 
开 集 , 闭 集 , 稠 密 性 .连通 性 等 。 在 点 集 论 的 思想 影响 下 ， 
分 析 学 中 出 现 了 泛 函 数 ( 即 函 数 的 函数 ) 的 观念 ， 把 函数 
集 看 成 一 种 几何 对 象 并 讨论 其 中 的 极限 。 这 终于 导致 抽 
象 空间 的 观念 。 这 样 ,到 19、20 世纪 之 交 ,已 经 形成 了 组 
合 拓 扑 学 与 点 集 拓扑 学 这 两 个 研究 方向 。 

一 盘 拓 朴 学 ”最 早 研究 抽象 空间 的 是 M.-R. 弗 雷 
歌 ,在 1906 年 引进 了 度量 空间 的 概念 。F. 豪 斯 多 夫 在 K 集 
论 大 纲 兴 1914) 中 用 开 邻 域 定义 了 比较 一 般 的 拓扑 空间 ， 
标志 着 用 公理 化 方法 研究 连续 性 的 一 般 拓扑 学 的 产生 。 
随后 波兰 学 派 和 苏联 学 派对 拓扑 空间 的 基本 性质 (分 离 
性 , 紧 性 、 连 通 性 等 ) 做 了 系统 的 研究 。 经 过 20 世 纪 30 年 
代 中 期 起 布尔 巴 基 学 派 的 补充 〈 一 致 性 空间 、 仿 紧 性 等 ) 
和 整理 ， 一 般 拓 扑 学 趋 于 成 熟 ， 成 为 第 二 次 世界 大 战 后 
数学 研究 的 共同 基础 。 从 其 方法 和 结果 对 于 数学 的 影响 


看 , 紧 拓扑 空间 和 完备 度量 空间 的 理论 是 最 重要 的 。 紧 化 
问题 和 度量 化 问题 也 得 到 了 深入 的 研究 。 公 理化 的 一 般 
拓扑 学 晚近 的 发 展 可 见 一 般 拓 朴 学 。 

欧 氏 空间 中 的 点 集 的 研究 ， 一 直 是 拓扑 学 的 重要 部 
分 ,已 发 展 成 一 般 拓扑 学 与 代数 拓扑 学 交汇 的 领域 ,也 可 
看 作 几 何 拓扑 学 的 一 部 分 。50 年 代 以 来 , 以 R. H. 宾 为 
代表 的 美国 学 派 的 工作 加 深 了 对 流 形 的 认识 ， 维 庞 
加 莱 猜 想 的 证 明 中 发 挥 了 作用 。 从 皮 亚 诺 曲 线 引 起 的 维 
数 及 连续 统 的 研究 ,习惯 上 也 看 成 一 般 拓 扑 学 的 分 支 。 

代数 拓扑 学 工 . E. J. 布 劳 威 尔 在 1910 一 1912 年 间 
提出 了 用 单纯 映射 盟 近 连续 映射 的 方法 ， 用 以 证 明了 不 
同 维 的 欧 氏 空间 不 同 胚 ， 引 进 了 同 维 流 形 之 间 的 映射 的 
度 以 研究 同 伦 分 类 ， 并 开创 了 不 动 点 理论 。 他 使 组 合 拓 
扑 学 在 概念 精确 、 论 证 严密 方面 达到 了 应 有 的 标准 ,成 为 
引 人 九 目的 学 科 。 紧 接着 ， 丁 W， 亚历山大 1915 年 证 明 
了 贝蒂 数 与 挠 系数 的 拓扑 不 变性 。 

随 着 抽象 代数 学 的 兴起 ，1925 年 左右 A. EE. 诺 特 提 
议 把 组 合 拓扑 学 建立 在 群 论 的 基础 上 ， 在 她 的 影响 下 
HH. 者 普 夫 1928 年 定义 了 同调 群 。 从 此 组 合 拓扑 学 逐步 
演变 成 利用 抽象 代数 的 方法 研究 拓扑 问题 的 代数 拓扑 
学 。S. 艾 伦 伯 格 与 N. E. 斯 廷 罗 德 1945 年 以 公理 化 的 
方式 总 结 了 当时 的 同调 论 ， 后 写成 《代数 拓扑 学 基础 》 
《1952), 对 于 代数 拓扑 学 的 传播 ,应 用 和 进一步 发 展 起 了 
巨大 的 推动 作用 。 他 们 把 代数 拓扑 学 的 基本 精神 概括 为 
把 拓扑 问题 转化 为 代数 问题 ,通过 计算 来 求解 。 同 调 群 ， 
以 及 在 30 年 代 引进 的 上 同调 环 ,都 是 从 拓扑 到 代数 的 过 
渡 ( 见 同调 论 )。 直 到 今天 ， 同 调 论 ( 包 括 上 同调 ) 所 提供 
的 不 变量 仍 是 拓扑 学 中 最 易于 计算 的 ,因而 也 最 常用 的 。 

同 伦 论 研究 空间 的 以 及 映射 的 同 伦 分 类 。W. 赫 维 艾 
1935 一 1936 年 间 引 进 了 拓扑 空间 的 n 维 同 伦 群 , 其 元 素 
是 从 nn 维 球面 到 该 空间 的 映射 的 同 伦 类 ， 一 维 同 伦 群 恰 
是 基本 群 同 伦 群 提供 了 从 拓扑 到 代数 的 另 一 种 过 渡 , 其 
几何 意义 比 同调 群 更 明显 ， 但 是 极 难 计算 。 同 伦 群 的 计 
算 ， 特 别 是 球面 的 同 伦 群 的 计算 问题 刺激 了 拓扑 学 的 发 
展 , 产生 了 丰富 多 彩 的 理论 和 方法 。1950 年 JP. 塞 尔 
利用 J. 勤 雷 为 研究 纤维 从 的 同调 论 而 发 展 起 来 的 谱 序 列 
这 个 代数 工具 ,在 同 伦 群 的 计算 上 取得 突破 ,为 其 后 拓扑 
学 的 突飞猛进 开 尽 了 道路 。 

从 50 年 代 末 在 代数 几何 学 和 微分 拓扑 学 的 影响 下 
产生 了 KK 理论 ,解决 了 关于 流 形 的 一 系列 拓扑 问题 开始 ， 
出 现 了 好 几 种 广义 同调 论 。 它 们 都 是 从 拓扑 到 代数 的 过 
湾 , 尽 管 几何 意义 各 不 相同 ,代数 性 质 却 都 与 同调 或 上 同 
调 十 分 相 象 ,是 代数 拓扑 学 的 有 力 武器 。 从 理论 上 也 弄 清 
了 ,同调 论 (普通 的 和 广义 的 ) 本 质 上 是 同 伦 论 的 一 部 分 。 

从 微分 拓扑 学 到 几何 拓扑 学 ”微分 拓扑 学 是 研究 微 
分 流 形 与 微分 映射 的 拓扑 学 。J.-L. 拉 格 朗 日 、B. 黎 曼 、 
H. 庞 加 莱 早 就 做 过 微分 流 形 的 研究 随 着 代数 拓扑 学 
和 微分 几何 学 的 进步 ， 在 30 年 代 重新 兴起 。H. 惠 特 尼 
1935 年 给 出 了 微分 流 形 的 一 般 定义 , 并 证 明 它 总 能 嵌入 
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高 维 欧 氏 空间 作为 光滑 的 子 流 形 。 为 了 研究 微分 流 形 上 
的 向 量 场 ,他 还 提出 了 纤维 从 的 概念 ,从 而 使 许多 几何 问 
题 都 与 上 同调 ( 示 性 类 ) 和 同 伦 问 题 联系 起 来 了 。 

1953 年 R. 托 姆 的 协 边 理论 ( 见 微分 拓 朴 学 ) 开 创 了 微 
分 拓扑 学 与 代数 拓扑 学 并 启 跃 进 的 局 面 ， 许 多 困难 的 微 
分 拓扑 问题 被 化 成 代数 拓扑 问题 而 得 到 解决 ， 同 时 也 刺 
激 了 代数 拓扑 学 的 进一步 发 展 。1956 年 J. W. 米 尔 诺 发 
现 七 维 球面 上 除了 通常 的 微分 结构 之 外 ， 还 有 不 同 寻常 
的 微分 结构 。 随 后 ， 不 能 赋 以 任何 微分 结构 的 流 形 又 被 
人 构 作出 来 ,这 些 都 显示 拓扑 流 形 、 微 分 流 形 以 及 介 于 其 
间 的 分 正 线 性 流 形 这 三 个 范畴 有 巨大 的 差别 ， 微 分 拓扑 
学 也 从 此 被 公认 为 一 个 独立 的 拓扑 学 分 支 .1960 年 S. 斯 
梅 尔 证 明了 五 维 以 上 微分 流 形 的 庞 加 莱 猜 想 。J. W. 米 
尔 诺 等 人 发 展 了 处 理 微分 流 形 的 基本 方法 一 一 齐 补 术 ， 
使 五 维 以 上 流 形 的 分 类 问题 亦 逐 步 趋 向 代数 化 。 

近 些 年 来 ,有 关 流 形 的 研究 中 ,几何 的 课题 、 几 何 的 
方法 取得 不 少 进展 。 突 出 的 领域 如 流 形 的 上 述 三 大 范畴 
之 同 的 关系 以 及 三 维 、 四 维 流 形 的 分 类 。80 年 代 初 的 重 
大 成 果 有 ,证 明了 四 维 斋 加 莱 猜 想 ,发 现 四 维 欧 氏 空 间 竟 
还 有 不 同 寻 常 的 微分 结构 这 种 种 研究 ,通常 泛称 几何 拓 
失学 ,以 强调 其 几何 色彩 ,区 别 于 代数 味 很 重 的 同 伦 论 。 

拓扑 学 与 其 他 学 科 的 关系 ”连续 性 与 离散 性 这 对 巴 
盾 在 自然 现象 与 社会 现象 中 普遍 存在 着 ， 数 学 也 可 以 粗 
略 地 分 为 连续 性 的 与 离散 性 的 两 大 门类 。 拓 扑 学 对 于 连 
续 性 数学 自然 是 带 有 根本 意义 的 ， 对 于 离散 性 数学 也 起 
着 巨大 的 推进 作用 。 拓 扑 学 的 基本 内 容 已 经 成 为 现代 数 
学 工作 者 的 常识 。 拓 扑 学 的 重要 性 ， 体 现在 它 与 其 他 数 
学 分 支 .其 他 学 科 的 相互 作用 。 

拓扑 学 与 微分 几何 学 有 着 血缘 关系 ， 它 们 在 不 同 
的 层次 上 研究 流 形 的 性 质 。 为 了 研究 黎 曼 流 形 上 的 测 地 
线 ，H. M. 莫 尔 斯 在 20 世纪 20 年 代 建立 了 非 退 化 临界 
点 理论 ， 把 流 形 上 光滑 函数 的 临界 点 的 指数 与 流 形 本 身 
的 由 还 数 联 系 起 来 ， 并 发 展 成 大 苑 转变 分 法 。 莫 尔 斯 理 
论 后 来 又 用 于 拓扑 学 中 ， 证 明了 典型 群 的 同 伦 群 的 博 特 
周期 性 (这 是 KK 理论 的 基石 )， 并 启示 了 处 理 微分 流 形 的 
剂 补 术 。 微 分 流 形 、 纤 维 从 、 示 性 类 给 EE， 嘉 当 的 整体 微 
分 几何 学 提供 了 合适 的 理论 框架 ， 也 从 中 获取 了 强大 的 
动力 和 丰富 的 课题 。 陈 省 身 在 40 年 代 引进 了 “ 陈 氏 示 性 
类 "就 不 但 对 微分 几何 学 影响 深远 ， 对 拓扑 学 也 十 分 重 
要 .纤维 从 理论 和 联络 论 一 起 为 理论 物理 学 中 杨 -米尔 斯 
规范 场 论 ( 见 杨 ~ 米 尔 斯 理论 ) 提 供 了 现成 的 数学 框架 , 狂 
如 20 世 纪 初 你 更 几何 学 对 于 A . 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 
作用 。 规 范 场 的 研究 又 促进 了 四 维 的 微分 拓扑 学 出 人 意 
料 的 进展 。 

拓扑 学 对 于 分 析 学 的 现代 发 展 起 了 极 大 的 推动 作 
用 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 需 要 研究 各 式 各 样 的 非 线性 
现象 ， 分 析 学 更 多 地 求助 于 拓扑 学 。 30 年 代 J. 勒 雷 和 
下 了 . 绍 德尔 把 工 . E. J. 布 劳 威 尔 的 不 动 点 定理 和 映射 
度 理论 推广 到 巴 拿 赫 空间 形成 了 拓扑 度 理 论 。 后 者 以 及 
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前 述 的 临界 点 理论 ， 都 已 成 为 研究 非 线性 偏 微分 方程 的 
标准 的 工具 。 微 分 拓扑 学 的 进步 ， 促 进 了 分 析 学 向 流 形 
上 的 分 析 学 (又 称 大 范围 分 析 学 ) 发 展 。 在 托 姆 的 影响 下 ， 
微分 映射 的 结构 稳定 性 理论 和 奇 点 理论 已 发 展 成 为 重要 
的 分 支 学 科 。S. 斯 梅 尔 在 60 年 代 初 开始 的 微分 动力 系 
统 的 理论 ,就 是 流 形 上 的 常 微分 方程 论 。M.F. 阿 蒂 亚 等 
人 60 年 代 初创 立 了 微分 流 形 上 的 椭 贺 型 算 子 理论 。 著 
名 的 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 把 算 子 的 解析 指标 与 流 形 的 
示 性 类 联系 起 来 ,是 分 析 学 与 拓扑 学 结合 的 范例 ,现代 泛 
函 分 析 的 算 子 代数 已 与 K 理论 .指标 理论 , 叶 状 结构 密切 
相关 。 在 多 复 变 函 数论 方面 ， 来 自 代数 拓扑 的 层 论 已 经 
成 为 基本 工具 。 

拓扑 学 的 需要 大 大 刺激 了 抽象 代数 学 的 发 展 ， 并 且 
形成 了 两 个 新 的 代数 学 分 支 :同调 代数 与 代数 K 理论 。 代 
数 几 何 学 从 50 年 代 以 来 已 经 完全 改观 。 托 姆 的 协 边 论 
直接 促使 代数 策 的 黎 曼 - 罗 赫 定 理 的 产生 ， 后 者 又 促使 
拓扑 KK 理论 的 产生 。 现 代 代数 几何 学 已 完全 使 用 上 同调 
的 语言 ， 代 数 数论 与 代数 群 也 在 此 基础 上 取得 许多 重大 
成 果 ， 例 如 有 关 不 定 方程 整数 解数 目 估 计 的 韦 伊 猜想 和 
莫 德 尔 猜想 的 证 明 ( 见 代数 数论 )。 

范 畸 与 函 子 的 观念 ， 是 在 概括 代数 拓扑 的 方法 论 时 
形成 的 。 范 畴 论 已 深入 数学 基础 ,代数 几何 学 等 分 支 ( 见 
范 叶 ) 对 拓扑 学 本 身 也 有 影响 ， 如 拓扑 斯 的 观念 大 大 拓 
广 了 经 典 的 拓扑 空间 观念 。 

在 经 济 学 方面 ,J. 冯 : 诺 伊 曼 首先 把 不 动 点 定理 用 来 
证 明 均衡 的 存在 性 。 在 现代 数理 经 济 学 中 ， 对 于 经 济 的 
数学 模型 ,均衡 的 存在 性 ,人 性质、 计算 等 根本 问题 都 离 不 
开 代数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 大 范围 分 析 的 工具 。 在 系 
统 理论 、 对 策 论 、 规 划 论 、 网 络 论 中 拓扑 学 也 都 有 重要 
应 用 。 

托 姆 以 微分 拓扑 学 中 微分 映射 的 奇 点 理论 为 基础 创 
立 了 突变 理论 ， 为 从 量变 到 质变 的 转化 提供 各 种 数学 模 
式 。 在 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 、 语 言 学 等 方面 已 有 不 少 
应 用 。 

除了 通过 各 数学 分 支 的 间接 的 影响 外 ， 拓 扑 学 的 概 
念 和 方法 对 物理 学 (如 液晶 结构 缺陷 的 分 类 ) ,化 学 (如 分 
子 的 拓扑 构 形 )、 生 物 学 (如 DNA 的 环绕 、 拓 扑 异 构 酶 ) 
都 有 直接 的 应 用 。 

拓扑 学 与 各 数学 领域 、 各 科学 领域 之 间 的 边缘 性 研 
究 方兴未艾 。 

参考 书目 

江 译 通 著 :< 拓扑 学 引 论 *, 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 , 1978。 

M. A. Armstrong 著 , 孙 以 直译 : “基础 拓扑 学 *， 北 京 大 学 出 
版 社 ， 北京 ，1983。(M. A. Armstrong, Basic Topology, 
MeGr: ill, London, 1979.) 

S. Eilenberg and N. Steenrod, Foundations of Algebraic 
Topology, Princeton Univ. Press, Princeton, 1952. 

本 . 工 . 饥 莱 著 , 刁 从 煌 、 吴 让 泉 译 :一 般 拓 扑 学 >, 科 学 出 版 社 ， 
北京 ,1982。(J. L. Kelley, General Topology, Van Nostrand, 
New York, 1955.) 


( 江 泽 涵 ) 


Wa'erde 


瓦尔 德 , A. (Abraham Wald 1902~1950) 
著名 统计 学 家 。1902 年 10 月 31 日 生 于 罗马 尼 亚 的 克 卢 
日 。1950 年 12 月 13 日 他 借 夫 
人 去 印度 讲学 时 ， 因 飞机 失事 
遇难 。1927 年 入 维也纳 大 学 学 
习 数 学 , 1931 年 获 博士 学 位 。 
后 在 经 济 学 领域 做 研究 工作 。 
1938 年 到 美国 , 在 哥伦比亚 大 
学 做 统计 推断 理论 方面 的 研究 
工作 ， 写 出 一 些 有 开创 性 的 学 
术 论 文 。1943 年 任 副教授 ， 
1944 年 任教 授 ,1946 年 被 任命 
为 新 建立 的 数理 统计 系 的 执行 官员 。 

瓦尔 德 在 统计 学 中 的 贡献 是 多 方面 的 ， 其 中 最 重要 
的 成 就 有 两 方面 ， 一 是 1939 年 开始 发 展 的 统计 决策 理 
论 。 他 提出 了 一 般 的 判决 问题 ,引进 了 损失 函数 风险 函 
数 , 极 小 极 大 原则 和 最 不 利 先 验 分 布 等 重要 概念 。 这 方面 
的 成 果 系 统 地 总 结 在 他 的 专著 《统计 决策 函数 论 》(1950) 
中 。 另 一 是 序 贯 分 析 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 为 军 
需 品 的 检验 工作 首次 提出 了 着 名 的 序 贯 概率 比 检验 法 
(简称 SPRT), 并 研究 了 这 种 检验 法 的 各 种 特性 ,如 计算 
两 类 错误 概率 及 平均 样本 量 。 他 和 了 丁 沃 尔 弗 维 茨 合作 
证 明了 SPRT 的 最 优 性 (1948), 这 被 认为 是 理论 统计 领 
城中 最 深刻 的 结果 之 一 。 他 的 专著 《k 序 贯 分 析 》%(1947 ) 葛 
定 了 序 贯 分 析 的 基础 。 他 一 生 的 重要 论文 已 被 收集 在 《 瓦 
和 尔 德 概率 统计 论文 选集 》(1955) 中 。 ( 陈 家 哄 ) 


Waper 

外 尔 ,(C.H.)H，(Claude Hugo Hermann Weyl 
1885 一 1955) 德国 数学 家 。1885 年 11 月 9 日 生 
于 德国 汉堡 附近 的 埃 尔 姆 斯 瞩 恩 ，1955 年 12 月 8 日 因 
心脏 病 突 发 在 苏 获 世 去 世 。 他 
1904 年 入 格 丁 根 大 学 , 1905 一 
1906 年 在 慕尼黑 大 学 学 习 数 
学 、 物理 、 化 学 。1907 年 在 D, 
希 尔 伯 特 的 指导 下 ， 完 成 博士 
论文 《奇异 积分 方程 ,特别 考虑 
伟 里 叶 积 分 定理 了》，1908 年 获 
博士 学 位 .1910 年 获 无 薪 讲 师 
资格 。1913 年 受聘 任 瑞士 苏 
黎 世 的 联邦 工学 院 教授 , 同人. 
爱 因 斯 坦 结 下 友谊 。1930 年 回 格 丁 根 继承 希 尔 伯 特 的 教 
授 席 位 ，1933 年 任 格 丁 根 数学 研究 所 所 长 同年 夏天 ,应 


新 成 立 的 美国 普林斯顿 高 等 研究 所 之 聘任 该 所 教授 ， 
1951 年 退休 。 

外 尔 是 20 世 纪 上 半 叶 最 重要 的 数学 家 之 一 。 他 的 早 
期 工作 (1908 一 1915) 是 在 分 析 学 方面 。 其 博士 论文 中 把 
希 尔 伯 特 及 其 学 生 关于 积分 方程 的 工作 推广 到 积分 上 限 
为 无 穷 的 情形 。 其 后 研究 奇异 特征 值 问 题 ,把 经 典 的 斯 图 
姆 - 刘 维 尔 方程 从 有 限 区 间 推 广 到 无 穷 情形 。 他 还 研究 
特征 值 取 虚数 值 的 情形 。1911 年 起 , 他 研究 振动 物体 的 
特征 频率 的 渐进 分 布 ,开创 了 特征 值 渐 近 展开 理论 。 

外 和 尔 的 重要 著作 《 黎 曼 曲面 的 思想 》(1913) 第 一 次 
给 黎 曼 曲面 奠定 了 严格 的 拓扑 基础 。 他 运用 希 尔 伯 特 提 
出 的 邻 域 概念 把 曲面 定义 为 可 三 角 刘 分 的 连通 点 集 。 这 
些 思想 ,可 以 说 是 后 来 拓扑 空间 和 复 流 形 理论 的 先 声 。 他 
还 引进 一 些 财 链 和 上 链 等 概念 ， 预 示 着 代数 拓扑 学 的 发 
展 。 大 约 同时 ,外 尔 转向 实数 (mod 1) 的 一 致 分 布 问 题 , 证 
明了 基本 定理 (1914): 一 实数 列 maay…cn, 按 (mod1) 
是 一 致 分 布 的 ， 当 且 仅 当 N-*so 时 ,对 于 任何 非 零 整 


数 届 有 下 宫 somwen v0。 他 还 得 出 指数 和 当 emm 


估计 的 外 尔 不 等 式 。 这 导致 一 系列 解析 数论 问题 的 改进 。 

1915 一 1933 年 ,他 研究 与 物理 有 关 的 数学 问题 。 他 企 
图 解决 引力 场 与 电磁 场 的 统一 理论 问题 。 他 把 电磁 势 纳 
入 几何 框架 ,由 此 得 出 规范 变换 和 规范 不 变性 的 概念 。 虽 
然 , 他 企图 统一 场 论 的 第 一 次 尝试 没有 成 功 ,但 对 以 后 发 
展 起 来 的 各 种 场 理论 和 广义 微分 几何 学 有 深远 影响 。 他 
的 几何 工作 直接 导致 一 般 微分 几何 学 特别 是 联络 和 纤维 
丛 等 概念 的 发 展 。20 年 代 初 ,他 从 一 般 空间 问题 进而 研究 
连续 群 的 表示 ,导致 他 1925 一 1927 年 最 出 色 的 工作 ,其 中 
包括 运用 大 范围 方法 研究 半 单 纯 李 群 的 线性 表示 ， 以 及 
紧 群 的 彼得 -外 尔 定理 。 他 把 经 典 的 有 限 群 结果 扩张 到 
紧 群 上 去 ， 又 通过 "“ 西 技巧 "扩张 到 非 紧 的 半 单 群 上 。 他 
引进 的 外 尔 群 是 数学 中 的 重要 工具 ， 而 且 能 对 许多 具体 
的 群 得 出 具体 的 结果 。 量 子 力学 产生 之 后 ， 他 首先 把 群 
论 应 用 到 量子 力学 中 , 著 有 《 群 论 与 量子 力学 % 1928) ,并 
应 用 群 论 解决 一 系列 物理 ,化 学 问题 。 其 后 ,他 把 不 变 式 
论 与 群 表示 论 结合 起 来 ,总 结 在 《典型 群 X》1939) 一 书 中 。 

在 苏黎世 期 间 ， 外 尔 对 哲学 和 数学 基础 的 观点 产生 
了 变化 。 在 格 丁 根 时 他 曾 受 到 希 尔 伯 特 形式 主义 观点 的 
影响 ,这 时 他 赞同 工 . E. J. 布 劳 成 尔 的 直觉 主义 ,反对 非 
构造 性 的 存在 证 明 , 反 对 G. 康 托 尔 的 超 穷 数 , 说 那些 是 
“ 雪 中 之 轨 "。 外 尔 和 希 尔 伯 特 尽管 有 对 立 的 数学 哲学 观 
点 ,但 仍 保持 着 良好 的 师 生 情谊 。 希 尔 伯 特 退休 时 ,外 尔 
成 为 他 的 继承 人 。 

外 和 尔 到 普林斯顿 后 的 工作 大 都 是 以 前 工作 的 继续 。 
其 同 有 研究 凸 多 面体 的 刚性 和 变形 问题 (1916 一 1917， 
1935)、n 维 旋 量 、 黎 曼 和 矩阵 、 平 均 运 动 (1938 一 1939)、 
数 的 几何 、 推 广 奈 望 林 纳 亚 纯 函数 理论 到 亚 纯 曲线 
(1938), 边 界 层 问 题 (1942) 等 等 。 外 尔 的 论文 收 在 《外 尔 
全 集 》( 共 4 卷 ,1968) 中 。 ( 胡 作 玄 》 
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Warersitelasl 
外 尔 斯 特 拉 斯 ，K. (T，W.) 
Wilhelm Weierstrass 1815 一 1897) 
家 。 1815 年 10 月 31 日 生 于 威 
斯 特 法 伦 州 的 奥 斯 腾 费 尔 德 ， 
1897 年 2 月 19 日 卒 于 柏林 。 
1834 年 他 遵照 父亲 的 意愿 入 
波 思 大 学 学 习 法 律 和 财政 ， 但 
他 的 兴趣 却 在 数学 。1838 年 转 
学 数学 。1842 一 1856 年 , 先后 
在 几 所 中 学 任教 。1854 年 3 月 
31 日 获得 柯 尼斯 堡 大 学 名 誉 博 
士 学 位 。1856 年 10 月 受聘 为 
柏林 大 学 助理 教授 ， 同 年 成 为 柏林 科学 院 成 员 , 1864 年 
升 为 教授 。 

外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 主要 贡献 在 函数 论 和 分 析 学 方面 。 
他 在 大 学 期 间 阅 读 了 C. 古 德尔 曼 的 论文 ,对 椭圆 函数 论 
发 生 很 大 兴趣 。 在 1854 年 发 表 的 《关于 阿 贝尔 函数 理论 》 
的 论文 中 ,解决 了 椭圆 积分 的 逆转 问题 ,引起 数学 界 的 重 
视 。 1856 年 发 表 的 《 阿 贝尔 函数 理论 》 进 一 步 解决 了 椭 
加 积分 的 雅 可 比 逆转 问题 。 他 还 建立 了 椭圆 函 数 新 结构 
的 定理 ， 一 致 收敛 的 解析 函数 项 级 数 的 和 函数 的 解析 性 
的 定理 , 圆 环 上 解析 函数 的 等级 数 展开 定理 (又 称 洛 朗 定 
理 ) 等 。 

他 把 严格 的 论证 引进 分 析 学 ,建立 了 实数 理论 ,引进 
了 现在 通用 的 极限 的 -3 定义 ,在 此 基础 上 给 出 了 连续 函 
数 的 严格 定义 和 性 质 ， 他 还 构造 了 一 个 著名 的 处 处 不 可 
微 的 连续 函数 ， 

arcoscbrrx) (0<a<l1, tb>1+ 了 x,b 为 青 数 )， 

为 分 析 学 的 算术 化 作出 重要 贡献 。 在 变 分 法 中 ， 他 给 出 
了 带 有 参数 的 函数 的 变 分 结构 ， 研 究 了 变 分 问题 的 间断 
解 。 在 微分 几何 中 ， 研 究 了 测 地 线 和 最 小 曲面 ;在 线性 
代数 中 ， 建 立 了 初等 因子 理论 ， 并 用 来 简化 矩阵 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 一 生 中 培养 了 很 多 有 成 就 的 学 生 ， 其 
中 著名 的 有 C. B. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 、 昌 .A, 施 瓦 兹 TL. 富 
克 斯 、G. 米 塔 - 列 夫 勒 等 。 

1887 年 外 尔 斯 特 拉 斯 决定 将 他 一 生 的 工作 成 果 整 
理 出 版 , 原 计划 出 10 卷 , 但 生前 只 出 了 2 卷 ， 他 去 世 后 
30 年 ,出 到 第 7 卷 。8 一 10 卷 最 终 未 能 出 版 。 

( 刘 尚 平 ) 


(Karl Theodor 
德国 数学 


Woal'ersitelosi~Sitong dingll 

外 尔 斯 特 拉 斯 -斯 通 定理 (Weierstrass-Stone 
theorem) 。 函数 逼近 论 中 的 基本 定理 。 外 和 尔 斯 特 拉 
斯 定理 是 关于 实 变 函 数 逼近 的 定理 ， 它 本 身 包含 两 个 结 
论 :外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 和 外 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 . 它 
们 是 相互 独立 的 ,但 又 有 联系 ,都 是 1885 年 由 K. 外 尔 斯 特 
拉 斯 所 得 到 的 。 斯 通 定理 是 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 在 抽象 空 
间 中 的 推广 。 这 个 定理 还 可 以 推广 到 用 抽象 元 素 的 线性 
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组 合 及 其 乘积 来 实现 逼近 。 由 斯 通 定理 可 以 得 到 很 多 具 
体 的 逼近 定理 。 

外 和 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 ”对 于 任意 一 个 在 闭 区 间 
[a,b] 上 的 连续 函数 人 x), 存 在 多 项 式 序列 {Pa(x)}, 它 在 
[6,b] 上 一 致 收敛 到 人 x)。 

外 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 ”对 于 任意 一 个 在 实 轴 上 以 
2x 为 周期 的 连续 函数 g(x), 存在 三 角 多 项 式 序列 
{Ta(x)), 它 在 实 轴 上 一 致 收敛 到 g(x)。 

这 两 个 定理 中 的 多 项 式 序列 {Pn(x)} 和 三 角 多 项 式 
序列 {Ta(x)} 都 是 可 以 直接 构造 出 来 的 。 这 样 一 来 较为 
复杂 的 函数 (如 连续 函数 ) 就 可 以 在 所 讨论 的 区 间 上 用 较 
为 简单 的 函数 《如 多 项 式 或 三 角 多 项 式 ) 近似 地 表达 出 
来 了 ,这 在 实用 上 就 提供 了 很 大 的 方便 ,进一步 还 可 以 研 
究 多 项 式 序列 {P。(x)} (或 三 角 多 项 式 序列 {Tn(x)}) 趋 
向 于 fx)( 或 g(x)) 的 速度 ,这 就 是 最 佳 融 近 值 的 阶 的 估 
计 。 人 们 还 研究 其 他 函数 系 ( 如 有 理 函 数 、 广 义 多 项 式 、 
分 段 多 项 式 等 ) 的 逼近 问题 。 这 些 结果 在 L? 空间 中 也 成 
立 , 其 中 0<p<+%。 

斯 通 定理 ”1937 年 , 斯 通 在 抽象 空间 中 研究 了 逼近 
定理 。 设 A 是 某 个 度量 空间 中 的 集合 ， 它 至 少 含 有 两 个 
不 同 的 元 素 , 且 成 立 有 限 覆 盖 定理 (或 是 紧 的 豪 斯 多 夫 拓 
扑 空间 )。 设 G 是 4 上 的 连续 函数 集合 , 它 构成 线性 空间 
且 是 环 。 此 外 ,G 还 具有 性 质 , 对 于 4 中 任意 两 个 不 同 的 
元 素 xu xa, 在 G 中 存在 函数 P(x), 使 PLzi) 夫 P(z:), 则 
对 于 A 上 的 任意 连续 函数 fx), 在 G 中 存在 函数 序列 
{Qn(x)), 它 在 4 上 一 致 收敛 到 了 (x)。 

由 斯 通 定 理 可 以 推出 多 维 空间 中 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ， 以 及 在 实 轴 上 用 有 理 函 数 来 通 近 在 实 轴 上 连续 且 
lim f(x) 存 在 的 函数 人 x) 的 定理 等 。 


这 些 定理 在 复 平面 上 还 有 各 种 推广 。 
《 沈 党 昌 ) 

waltul jlxionfa 
外 推 极限 法 (extrapolation to the limit) 
通过 对 序列 若干 项 的 适当 组 合 来 推算 序列 极限 的 更 精确 
近似 值 的 方法 ,简称 外 推 法 。 

例如 ,计算 圆周 率 x， 即 直径 为 1 的 圆 的 周 长 时 ， 利 
用 外 推 极限 法 ,只 要 通过 对 上 述 贺 的 内 接 正二 、 
六 ,、 八 边 形 等 五 个 正 多 边 形 的 周 长 的 计算 (加 内 接 正 ; 
形 的 周 长 等 于 直径 的 二 倍 ), 即 可 得 出 + 的 接近 9 位 有 效 
数字 的 近似 值 T4"” ~=3.141592648。 计 算 过 程 如 下 面 形式 : 

Ti 
DT 


CD ST ST 
>T ?>T >T 


(或 了 人 2) 


其 中 T89=T(h) (i=0,1,…,M), 表示 第 计 1 个 正 多 边 
形 的 周 长 , 其 边 数 为 ms 加 = /mso 而 计算 过 程 可 用 公式 表 


达 为 

TP TP, 
Cohen)"— 1 
min(iM),j=i—m) 


式 中 M=4，r 一 2。 算 法 (1) 的 推导 利用 了 正 * 边 形 周 长 
TD (h= 喜 ) 的 展开 式 


TH =THtD + (1) 


(m=1,° 


wm 庆 
TU) =n sin =7— 可 + 可 一 到 了 全 


一 般 情 形 下 ， 设 TCh) 是 一 个 问题 的 近似 解 , 当 h->0 
时 ， 它 的 极限 为 rw，T(h) 具 有 展开 式 
T(h)= Tot mhr t+ rh tt oh" + Fane (hh Dr, 
式 中 人 ,ra,… sto 为 常数 ,ravi(h) 对 及 有 界 ， 那 么 都 可 应 
用 算法 (1), 通过 已 算出 的 值 T8?9=T(h)(hs 尖 0,i=0， 
1,…) 来 推算 ,的 更 精确 的 近似 值 。 
这 种 算法 的 思想 ,是 通过 T(hs) ,TChss1) ,TChsm) 
的 线性 组 合 ,消去 re 的 近似 值 TCh) 展开 式 中 所 含 ir 的 
低 次 误差 项 ,使 得 
T= rt (— DD)" pmohr ht «eo 
+ ohihtrs hten), 
这 一 方法 的 实质 ， 是 用 满足 播 值 条 件 
PNGh) = TO) 《kk 一 ii 二 1 


htsm 


si+m) 
的 多 项 式 PS20D= 六 coh 来 代 葵 PCh) ,用 了 一 PU (0) 
来 近似 表示 re 的 值 ,因此 它 又 称 作 多 项 式 外 推 法 。 

如 将 插值 多 项 式 PHP(h) 改 为 其 他 插值 函数 , 则 得 到 


其 他 的 外 推 法 ,诸如 有 理 式 外 推 法 .e 算法 等 。 
外 推 极限 法 广泛 地 应 用 于 数值 积分 、 微 分 方程 和 积 


分 方程 求解 等 方面 。 
参考 书目 
邓 建 中 著 :< 外 推 法 及 其 应 用 >， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1984。 
(王建 中 ) 
walwelfen xlngshl 
外 微分 形式 (exterior differential form) 


又 称 微分 形式 ,是 机 分 流 形 上 定义 的 反对 称 协 变 张 量 场 。 
为 了 在 流 形 上 引进 积分 理论 ， 必 须 推广 "被 积 函数 "的 概 
念 。 例如, 平面 上 沿 曲线 C 的 曲线 积分 


[Ptew 


可 理解 为 一 个 一 次 外 微分 形式 Pdx+Qdy 在 C 上 的 积 
分 。 类 似 地 ， 空 间 的 曲面 积分 和 体积 分 可 理解 为 二 次 和 
三 次 外 微分 形式 的 积分 。 

外 微分 形式 理论 与 方法 是 研究 近代 微分 几何 的 重要 
工具 , 它 在 数学 的 其 他 分 支 以 及 物理 ,力学 中 也 有 广泛 的 
应 用 。 

数学 定义 ” 设 听 是 微分 流 形 ,T*M 是 它 的 余 切 从 ，, 作 
它 的 P 次 反对 称 张 量 积 从 八 ? T*M, 那 么 ,该 从 的 一 个 截 
面 称 为 ? 次 外 微分 形式 (简称 2 形式 )。 设 x* 是 MM 上 任意 
一 点 ,在 它 近 旁 引进 局 部 坐标 系 (x',x*,…,x"), 那 么 ,在 


外 


x 点 的 余 切 空间 Ts M 中 可 取 基 dx!,dx?,…,dx*。 对 任何 
1<i<i<…<is<n, 由 dr 入 … 作 dxts 所 张 成 的 线性 
空间 就 是 八 开 TsM， 在 dx 和 八 … 信 dx!z 中 对 换 一 个 次 序 
就 改变 一 次 符号 。 这 样 ，p 形式 在 局 部 坐标 系 下 可 表 
示 为 


i Guess x) dra A Adee, 


式 中 ou-,p 是 p 阶 反对 称 张 量 场 如 果 在 此 式 中 os 不 
是 反对 称 的 ,或 者 访 ,i，,…,is 不 依 大 小 次 序 排列 ,仍然 可 
以 利用 dz 人 …A 人 Adzte 的 反对 称 性 而 把 它 改写 成 为 标准 
形式 。 

一 般 地 , 设 王 是 M 上 的 向 量 丛 , 那么 八 ?T*M 与 作 
张 量 积 从 人 2T*MQPE, 它 的 任 一 截面 称 为 取 值 于 五 的 向 
量 值 微分 形式 。 

外 化 分 形式 的 运算 ” 任 一 了 形式 ， 它 在 流 形 上 每 点 
作为 余 切 空间 反对 称 张 量 积 空间 的 元 素 自然 可 引进 向 量 
空间 的 运算 ， 由 此 得 到 p 形式 的 加 法 运算 以 及 p 形式 与 
函数 的 相 乘 运算 ， 其 结果 仍 是 了 形式 。 此 外 还 可 引进 下 
列 的 外 积 运算 , 设 


w= 
re 


= > 


NR 


分 别 是 Pp 形式 与 4 形式。 那么 


Qu (X) dAA .Adres, 
| 


bsse (x) deh A /dela 


wAg 为 (p+9q) 形式, 定 


Gutp CX)ba se) de A 
有 
人 dxtp 人 dx4 八 …Adxzia。 
这 样 , 对 所 有 ? 形式 (r=1,2,…, n) 作 它们 的 直 和 , 记 为 
八 T*M, 它 在 流 形 M 上 的 每 一 点 * 构 成 外 代数 (格拉 斯 曼 
代数 )。 
在 人 T*M 上 还 存在 外 微分 算 子 d: 和?T*M> 
八 **!T*M, 它 是 满足 下 列 性 质 的 唯一 算 子 : 
© dw to) 一 di 十 dns 
@@ 若 忆 是 7 形式 
dw No)=d Ndast+ (—1)"o Ndo,s 
轿 若 f 是 函数 ,在 局 部 坐标 下 有 


,of 
d= He 
@ dd)=0, 设 
0, aA Ae, 


那么 dw 有 如 下 表达 式 
d= , 己 ,ts /de -Adztp。 


特殊 微分 形式 “ 设 w 是 任 一 微分 形式 ， 如果 do==0， 
那么 中 称 为 闭 形式 。 对 %, 如 果 存 在 0, 使 w=do, 那么 
称 为 正 合 形式 。 一 次 微分 形式 也 称 为 普法 夫 形式 。 

普法 夫 方程 设 有 7 个 普法 夫 形式 (a=1,2,…， 
7), 那 么 方程 组 


称 为 普法 夫 方 程 组 。 


-如 
: 


an 一 0 
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如 果 一 个 由 个 独立 的 普法 夫 形 式 or 产生 的 普法 
夫 方 程 组 具有 7 个 独立 初 积分 ， 则 称 为 完全 可 积 普法 夫 
方程 组 。 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 表明 普法 夫 方 程 组 r=0 是 
完全 可 积 的 充 要 条 件 为 存在 1 形式 %%(4,8==1,2,…,7)， 
使 dur 一 好 3 人 

权 分 理 花 ”为 在 生 分 流 形 M 上 定义 积分 ， 还 要 推广 
“积分 区 域 "的 概念 。 在 欧 氏 空间 中 有 单 形 的 概念 ，? 维 
单 形 是 不 在 同一 P 维 平面 上 的 p+1 个 有 序 点 8。,Q4,…， 
@u 的 闭 凸 包 * 即 由 

Q=te+tQi+…+tbQ (0 Zh,=1), 
张 成 的 点 集 . 对 了 维 单 形 Ap 的 某 邻 域 U, 潜 有 可 向 映射; 
U~>M, 那 么 pP(Ap) 称 为 流 形 M 上 的 可 微分 奇异 单 形 。 有 
限 个 p 维 单 形 的 常 系数 形式 和 C 称 为 p 维 链 。 对 任 一 Pp 
维 链 C, 它 的 边界 3C 是 一 个 了 一 1 维 链 。 这 样 ， 可 以 利 
用 高 维 欧 氏 空间 中 的 普通 重 积分 来 定义 任何 了 形式 风 


在 p 维 链 C 上 的 积分 |_o, 如 果 是 微分 流 形 M 上 的 p 形 
式 ，C 是 M 上 的 (p+ 1) 维 链 ,那么 斯 托 克 斯 定理 给 出 


je 


据 此 可 建立 德 * 拉 姆 的 上 同调 理论 ( 见 机 分 流 形 )。 
参考 书目 
H. Flanders, Differential Forms with Applications to 
the Physical Sciences, Academic Press, New York, 1963. 
S. Sternberg, Lectures on Differential Geometry, Pren- 
tice-Hall, Englewood Clliffs, N. J. 1964. 


《〈 怕 元 龙 ) 


wanquanshu 
完全 数 (perfect number) ”一 个 正 整数 n, 其 全 
部 因数 的 和 等 于 2m。 例 如 6 的 因数 的 和 是 1 十 2+ 3 十 6 一 
12，28 的 因数 的 和 是 1 十 2+4+7+14 二 28 一 56， 所 以 6 
与 28 都 是 完全 数 。 

公元 前 6 世纪 , 古 希 腊 数 学 家 毕 达 哥 拉 斯 ,就 首先 触 
及 完全 数 问题 , 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 证 明了 P 和 2? 一 1 
均 为 素数 时 ， 2?"'(2? 一 1) 是 一 个 完全 数 ， 为 此 而 初步 建 
立 了 整数 的 可 除 性 理论 。 约 二 千年 之 后 , 工 . 欧 拉 证 明了 
每 一 个 偶 完全 数 都 具有 欧 几 里 得 指出 的 形状 ， 即 n= 
2?-!(2p 一 1), 这 里 p 和 2? 一 1 均 为 素数 。1911 年 ，L. EE. 
迪克 森 给 出 上 述 结果 一 个 简短 的 证 明 。 由 此 可 见 ， 侦 完 
全 数 与 梅森 数 2? 一 1 有 密切 关系 。 

是 否 有 无 穷 多 个 侦 完全 数 的 问题 ， 归 结 为 是 否 有 无 
穷 多 个 素数 p 使 2? 一 1 是 素数 ， 这 是 数论 中 尚未 解决 的 
著名 问题 。 是 否 存在 奇 完全 数 ， 是 完全 数 中 另 一 个 著名 
难题 ， 尽 管 有 许多 数学 家 进行 了 大 量 的 工作 ， 但 至 今 仍 
未 解决 。L. 欧 拉 曾 经 证 明 , 奇 完全 数 nn 如 果 存 在 , 则 的 
分 解 式 为 

n=p" gq.ges, (#) 

式 中 p,q1,9.，,…,q, 是 不 同 的 素数 ,a=p=1(mod4)。1888 
年 ,J.J. 西 尔 维 斯 特 证 明了 二 4, 他 还 指出 了 t=4 不 可 能 。 
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1970 年 ,W. 麦 克 丹 尼 尔 证 明了 ( * ) 中 2py+1=0(mod 3) 
(j 一 1,2,…,)。1973 年 ,P. 哈 吉 斯 证 明了 如 果 是 奇 完全 
数 , 那 么 n>10%。1978 年 ,有 人 证 明了 若 " 为 奇 完全 数 ， 
则 及 <in 2。1980 年 ， 哈 吉 斯 还 证 明了 如 果 存 在 奇 完 
全 数 m 则 至 少 有 8 个 不 同 的 素 因 于 。 

(和 孙 琦 ) 
Wang Lal 
汪 莱 《1768 一 1813) 。 中 国清 代数 学 家 。 字 孝 婴 、 
号 癸 衣 ,安徽 县 人 。 生 于 亲 隆 三 十 三 年 , 率 于 亮 庆 十 八 
年 。 出 身 于 贫 营 家 庭 ,幼年 受 教育 不 多 ,但 他 爱 学 习 ,“ 不 
由 师 传 ,深造 自得 ”, 自学 了 数学 ,天文 .测量 . 乐 律 和 经 史 
等 知识 。1807 年 到 北京 考取 八旗 官 教习 , 在 国史 馆 繁 个 
天 文 志 、 时 完 志 ( 即 民用 历 书 )。 汪 莱 的 工作 以 数学 最 为 
突出 , 嘻 作 经 学 生 夏 郝 束 理 ,出 版 ( 衡 斋 算 学 》 七 于。 这 是 
他 在 1796~1805 年 写成 的 数学 研究 成 果 ， 其 中 第 五 、 六 
两 册 还 吸取 了 友人 地 绞 \ 焦 特 的 意见 。 


《< 衡 青 算 学 3 参 
七 中 “ 审 有 无 
条 " 书 影 


汪 莱 在 数学 上 的 贡献 主要 有 以 下 几 方 面 ， 

@ 方程 论 在 深入 研究 秦 九 吉 、 李 治 正 负 开 方 术 的 
基础 上 ,他 对 24 个 二 次 方程 (他 称 为 一 乘 方形 ).72 个 三 次 
方程 (二 乘 方形 ) 逐 个 讨论 ， 认 为 高 次 方程 的 正 根 应 有 几 
个 ,只 取 其 中 一 个 根 作为 完整 答 数 是 不 恰当 的 ,由 此 他 归 
结 出 当 一 般 二 次 方程 三 次 方程 不 止 有 一 个 正 根 时 ,方程 
的 系数 应 具备 的 条 件 ， 他 并 总 结 了 三 次 方程 的 根 与 系数 
的 一 般 关 系 。 其 结果 相当 于 说 ,如 方程 ax 一 bx 二 cx 一 d 一 
0 有 三 个 正 根 4,8,7, 那 么 有 


b c a 
a+B+7=, ap 十 有 7+ay 一 让， apy 一 下。 
a» ap 十 有 1 十 or 一 下 ， BY=G 


这 个 结果 与 书 达 定 理 是 一 致 的 ,不 过 汪 莱 限定 a, b, c 均 
为 正 数 。 他 还 分 析 了 从 二 次 方程 到 十 二 次 方程 的 18 个 
例子 以 探索 三 项 式 方程 有 正 根 的 条 件 ， 其 结果 相当 于 方 
程 zo 一 px"+g 一 0 (n>m 都 是 自然 数 ,p>0,9>0) 有 正 
根 的 条 件 是 : 


n—m 
n 


ey 


在 此 基础 上 ， 李 锐 在 所 著 k 开 方 说 ?中 ， 使 方程 论 研究 取 
得 进一步 提高 。 

@ 球面 三 角形 的 解 汪 莱 在 《 衡 帝 算 学 》 的 第 一 册 
中 系统 地 讨论 了 球面 三 角形 六 种 基本 问题 的 求解 ， 分 别 
得 出 了 有 解 和 无 解 的 条 件 。 例 如 第 四 种 问题 :已 知 两 边 及 
一 对 角 且 这 一 个 对 角 小 于 一 象限 时 , 汪 莱 对 全 部 19 种 有 
解 ,无 解 情况 中 的 11 种 都 有 正确 论断 。 

加 组 合 公式 《 衡 斋 算 学 ?对 组 合 公式 有 专题 研究 ， 
所 获 公式 相当 于 如 下 结果 ， 


"(D0 


人 -as 让 Di 


(1)+(2)-a， (2)+(2)+(3)=7., 
(+(2)+…+(o2nDr(n) 


一 2n-1 二 20 十 … 十 2 十 


co 1+2+3+…Hnn( 


1+3+6++ ("$1)=(+.), 


1+4+10++ ("#9) -+3), 


Pp。 


等 等 。 ( 沈 康 身 ) 
Wang Xlaotong 

王 孝 通 中国 唐 代 算 历 博士 , 生 卒 年 代 已 不 可 考 。 武 德 
九 年 (626) 时 曾 任 通 直 郎 太史 丞 ， 并 参加 修改 历法 工作 。 
王 孝 通 的 主要 贡献 在 数学 方面 ,他 的 专著 是 《 缉 古 算 经 》。 
唐 显 庆 元 年 (656) 国子监 设 " 算 学 "， 以 “十 部 算 书 "为 教 
科 书 ， 列 《 绢 古 算 经 》 为 十 书 之 一 ,并 规定 此 书 学 习 年 限 长 
达 三 年 。 

《 终 古 算 经 》 共 收 20 题 ,其 中 第 1 题 是 用 比例 知识 来 
确定 月 球 对 太阳 的 相对 位 置 问题 。 第 2 一 6 题 及 第 8 题 
是 土木 建筑 和 水 利 工程 中 的 填 土 、 挖 土 计算 问题 。 一 般 
说 问题 本 身 都 能 反映 当时 生产 实际 。 例 如 在 计算 东西 两 
头 上 下 宽 狭 不 同 、 高 亦 不 同 的 提 (或 沟 ) 时 ， 当 劳动 人 
数 、 劳 动 天 数 和 每 人 每 日 能 做 土方 数 确定 后 ， 坦 的 尺寸 
《 东 头 上 、 下 宽 , 坦 长 , 西 头 上 、 下 宽 及 高 ) 实 际 上 都 可 看 成 
是 东 头 高 的 函数 ， 这 样 做 能 保证 工程 延续 不 断 。 为 确定 
东 头 高 就 产生 了 三 次 方程 问题 。 第 7 及 第 9~14 题 是 在 
存储 粮食 建仓 库 或 挖 地 容 中 所 产生 的 高 次 方程 问题 。 第 
15 一 20 题 是 解 直角 三 角形 有 关 问题 。 

在 《 缉 古 算 经 》 中 ， 王 孝 通 在 代数 、 几 何方 面 有 所 
创新 。 

几何 方面 第 15~20 题 是 三 国 时 赵 严 《 周 让 算 
经 》 勾 股 圆 方 图 注 的 补充 和 发 展 。 其 中 前 4 题 已 知 条 件 


是 勾 《 股 ) 弦 乘 竺 以 及 勾 ( 股 ) 弦 差 ， 后 2 题 已 知 条 件 是 
勾 ( 股 ) 弦 乘 旱 以 及 股 ( 勾 ) 解 直角 三 角形 ， 这 都 是 前 人 没 
有 研究 过 的 .第 3 题 中 所 提出 的 一 般 提 积 公式 相当 于 ， 


Iifa+tb a'+b’ 
v= [hth y+ i+], 


这 比 k 九 章 算术 商 功 》 章 , 仅 讨论 平 提 (a=a', b=b', h= 
h') 已 进 了 一 步 
( 见 图 )。 
代数 方面 

王 孝 通 用 几何 方 
法 列 出 三 次 方 
程 ， 这 是 中 国 现 
存 古 算 经 中 有 关 
三 次 方程 最 早 的 
记载 。 对 于 解 三 
次 方程 ， 王 孝 通 
说 ;“ 开 立方 除 
之 。 估计 是 k 九 
章 算术 ` 少 广 ) 章 
开 立 方术 的 发 
展 ,《 绢 古 算 经 》 
对 三 次 方程 系数 的 称谓 : 实 \ 方 , 廉 , 隅 与 刘 微 开 立 方术 注 
文 是 相 一 致 的 。 对 于 解 双 二 次 方程 ， 王 孝 通 说 ," 开 方 除 
之 ,所 得 、 又 开 方 "， 也 就 是 说 归结 为 连续 解 两 次 二 次 方 


一 般 提 形 示 者 图 


程 ， 这 种 见解 也 是 正确 的 。 《 沈 康 身 ) 
Wong Xun 
王 必 〈1235 一 1281) 。 中 国 元 代数 学 家 、 天 文学 


家 。 字 数 甫 ， 中 山 唐 县 ( 今 河 北 省 唐 县 ) 人 。 生 于 元 太宗 
七 年 , 卒 于 元 世祖 至 元 十 八 年 。 幼 年 在 家 随 父 学 习 数 学 、 
天 文 、 后 与 厚 守 长 一 道 从 刘 生 忠 学 习 数 学 和 天 文 历法 ,至 
元 十 三 年 1276) 奉命 改 历 ， 和 郭守敬 一 道 组 织 太史 局 
(后 改称 太史 院 )， 王 侈 任 太史 令 ， 负 责 天 文 观测 和 推 其 
方面 的 工作 ， 在 《授时 历 》 的 编制 工作 中 ， 其 贡献 与 郭 守 
数 齐 名 。 《柱石 然 ) 


‘wangluollu 
网 络 流 (network flows) ”图 论 中 一 种 理论 和 
方法 ， 研 究 网 络 上 的 一 类 最 优化 问题 。T. E. 哈里 斯 于 
1955 年 研究 铁路 网 的 最 大 通过 能 力 时 首先 提出 , 在 一 个 
给 定 的 网 络 上 寻求 某 两 点 间 的 最 大 运输 量 问题 .1956 年 ， 
工 . R. 福特 和 D. R. 富 尔 克 森 给 出 了 算法 ， 从 而 建立 了 
网 络 流 理论 。 

在 网 络 流 问 题 中 ， 网 络 是 由 一 个 有 向 图 G= (V, E) 
和 一 个 定义 在 弧 集 忆 上 的 已 知 非 负 函数 “ 所 组 成 ， 其 中 
点 集 V 中 有 两 个 指定 的 点 v。 和 v，,， 分 别称 为 发 点 和 收 
点 ， 而 V 中 其 他 的 点 都 称 为 中 间 点 ; c 称 为 网 络 的 容量 
函数 。 用 cw 表示 函数 在 弧 e= (2 %) 上 的 函数 值 , 并 
称 之 为 弧 (v4,5,) 的 容量 。 
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设 了 是 定义 在 集合 EE 上 的 非 负 函 数 。 用 fw 表示 了 在 
弧 e=(v4,01) 上 的 函数 值 , 并 称 为 在 弧 e 上 从 v 到 久 的 
流量 。 落 函数 了 满足 以 下 两 个 条 件 ， 则 称 函 数 了 为 网 络 
上 的 流 ,简称 网 络 流 ，@ 在 每 一 条 弧 上 ， 流量 fu 不 超过 
容量 cw, 即 0<fu<cw， 回 在 任何 一 个 中 间 点 % 上 ， 从 
v4 流出 的 总 流量 等 于 流入 v, 的 总 流量 , 即 Fis=Dfs, 


式 中 允 是 对 所 有 以 v4 为 起 点 的 弧 求 和 ， 忆 是 对 所 有 以 


54 为 终点 的 弧 求 和 。 条 件 加 称 为 流 的 平衡 条 件 。 
对 任意 给 定 的 流 了 , 易 见 , 发 点 的 净 出 量 等 于 收 点 的 
净 收 量 , 即 Pius Dfa= Df- Df 净 出 量 是 指 从 


流出 的 总 流量 减 去 流入 v, 的 总 流量 的 差 ， 净 收 量 是 指 
从 书 流入 的 总 流量 减 去 从 内 流出 的 总 流量 的 差 。 以 
2 了) 表示 岂 的 净 出 量 或 0 的 净 收 量 ， 并 称 为 了 (在 网 络 
上 ) 的 流量 。 如 图 1 中 的 a 表示 一 个 网 络 ,第 头 表示 强 的 
方向 , 弧 上 的 数 表示 容量 .b、 
“表示 网 络 a 上 的 两 个 流 , 弧 
上 的 数字 表示 该 弧 的 流量 。 
b 的 流量 为 4, 的 流量 为 5。 

由 网 络 中 的 点 组 成 的 序 
列 P= {vo,W4，…， 94}, 若 对 
每 一 对 相继 点 v、 V4w1, 或 者 
《V4sV441) 或 者 (V4r1,V4) 是 网 
络 中 的 弧 ， 则 称 P 是 一 条 连 
结 v% 到 的 链 , 设 P 是 一 条 
连接 vb 到 v 的 链 ， 从 v 出 
发 , 沿 P 走 到 5v, 时 , 则 链 P 中 
与 走向 有 相同 方向 的 弧 称 为 
前 向 弧 ， 有 相反 方向 的 称 为 
后 向 弧 。 如 果 对 于 给 定 的 流 
f， 它 在 P 的 每 条 前 向 统 上 
的 流量 都 小 于 容量 ， 在 每 条 
后 向 弧 上 的 流量 都 大 于 零 ， 
则 称 链 已 是 关于 流 了 的 一 个 
增 广 链 。 例 如 ， 在 图 1b 中 ， 
P={v,V2,01,V4,0,} 是 一 个 
增 广 链 。(V4,04)、(v,，V,) 是 前 向 弧 , 其 上 的 流量 都 小 于 
容量 ; (V1,0),(v,,0) 是 后 向 弧 ， 其 上 的 流量 都 大 于 零 。 
如 果 在 此 增 广 链 的 前 向 弧 上 ,流量 都 增加 1, 后 向 弧 上 流 
量 都 减少 1, 就 可 从 b 变 到 e, 从 而 使 流量 从 4 增加 到 5。 

在 网 络 上 寻求 一 个 使 流量 v(f) 达到 最 大 的 流 f, 称 
之 为 网 络 最 大 流 问 题 。 它 是 网 络 流 理论 中 的 一 个 主要 研 
究 课题 ,已 获得 一 些 重要 结果 : @ 流 f 是 最 大 流 的 充分 必 
要 条 件 是 ， 不 存在 关于 了 的 增 广 链 。 从 而 将 寻求 最 大 流 
问题 化 为 判断 有 无 增 广 链 问题 。 易 见 ， 图 1 中 的 b 不 是 
最 大 流 。 福 特 和 富 尔 克 森 提出 了 一 种 标号 法 ， 即 对 网 络 
上 的 点 给 以 标号 ,从 也 出 发 沿 网 络 上 的 弧 向 v, 探寻 增 广 
链 的 方法 。@ 若 各 弧 上 的 容量 都 是 正 整 数 ， 则 必 存 在 各 
弧 上 的 流量 都 是 整数 的 最 大 流 。 回 设 X 是 含有 而 不 
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含 w 的 点 集 ，(X, 丈 ) 表 示 起 点 在 XX 中 而 终点 不 在 X 中 的 
弧 的 集合 , 并 称 为 分 离 w 和 u 的 戴 集 , 简称 截 集 。 网 络 
中 去 掉 一 个 哉 集 后 ,就 没有 从 岂 到 的 定向 链 。(X, 丈 ) 
中 所 有 弧 的 容量 之 和 ， 称 为 这 个 截 集 的 戴 量 , 记 作 c(X， 
XX)。 使 截 量 最 小 的 截 集 称 为 最 小 截 集 。 网 络 流 理论 中 有 
一 个 基本 的 对 偶 定 理 ， 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 截 集 的 截 
量 。 图 1 的 c 是 一 个 流量 达到 最 大 的 流 (流量 为 5), 截 集 
{(0,,01) (v4 wu)} 是 一 个 最 小 截 集 ( 截 量 为 5), 这 里 和 一 
{9.0} 

最 小 费用 流 问题 是 常见 的 一 类 重要 的 网 络 流 问 题 。 
设 在 网 络 的 每 条 弧 (wu) 上 , 除 cu 外 ， 还 赋予 一 个 数值 
aw， 求 出 一 个 流 f， 使 其 流量 为 给 定 的 w*, 而 且 Zaufu 
取 最 小 值 。 这 里 卫 是 对 所 有 的 弧 求 和 ,aw 可 理解 为 从 
沿 弧 (v,， v4) 运输 单位 物资 到 0 的 费用 ，Zawfw 是 总 
的 运输 费用 。 这 类 问题 的 解法 ， 一 种 是 从 一 个 流量 为 岂 
(w<um) 的 最 小 费用 流 轧 出 发 寻求 关于 流 靖 的 增 广 链 
了 ,使 得 沿 M 可 以 把 国 调 整 为 流量 是 wm(uw<uw< 过 ) 的 最 
小 费用 流 ,反复 进行 , 直到 得 出 流量 为 wx 的 流 了 ,或 者 判 
明 网 络 中 不 存在 流量 为 w* 的 流 。 另 一 种 解法 是 ,从 流量 
为 wr 的 流出 发 ， 在 不 改变 流量 的 情况 下 , 逐步 调整 ， 使 
总 费用 减少 到 不 能 再 减少 为 止 。1961 年 富 尔 克 森 还 提 
出 一 个 求解 更 一 般 的 最 小 费用 流 问题 的 方法 。80 年 代 ， 
一 些 学 者 提出 了 更 有 效 的 最 小 费用 流 算法 。 

作为 网 络 最 大 流 问题 的 推广 ， 弧 上 流量 有 非 零下 界 
的 网 络 流 、 动 态 流 , 带 增益 的 流 ,多 种 物资 流 ,网 络 流 的 分 
析 和 合成 等 问题 ,都 有 了 一 系列 的 研究 结果 。 在 网 络 最 大 
流 的 算法 方面 也 取得 了 很 大 的 改进 。 网 络 流 理论 已 经 成 
为 解决 许多 组 合 问题 的 有 力 工具 。 组 合 数学 中 的 一 个 著 
名 同 题 , 即 不 同 代表 系 问 题 , 有 个 人 自由 组 成 m 个 不 同 
的 社会 团体 ,每 个 人 可 以 同时 自由 参加 几 个 团体 ,如 何 先 
出 mm 个 不 同 的 人 ,使 其 分 别 成 为 mm 个 团体 的 代表 。 这 个 问 
题 就 可 用 网 络 流 方法 解决 .例如 , 设 有 5 个 人 :{1,2,3,4， 
5} ,4 个 团体 :A=1{2,4,5},B={1,5} ,C=1{3,4},D=1{3， 
4} ,可 通过 求解 图 2 的 网 络 最 大 流 得 到 解答 ,图 2 中 ,未 标 
明 容量 的 弧 上 ,其 容量 是 十 co。{5,1,3,4} 就 可 分 别 成 为 4 
个 团体 的 代表 。 利 用 网 络 流 的 对 偶 定理 ， 还 可 证 明 ， 黎 
尔 定理 :存在 各 团体 的 不 同 代表 的 充分 必要 条 件 是 ,任何 
k 个 团体 的 成 员 合 在 一 起 的 总 人 数 不 少 于 (1<k<n)。 
在 分 析 交 通 运输 .工程 进度 以 及 生产 任务 时 ,也 往往 应 用 
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图 2 网 络 最 大 流 问题 


网 络 流 中 最 小 截 集 的 概念 来 找 出 薄弱 环节 。 
参考 书目 
L. R. Ford and D.R. Fulkerson, Flows in Networks, 
Princeton Univ。 Press, Princeton, 1962. 
本 C. Hu, Integer Programming and Network Flows, 
Addison-Wesley, London, 1969. 
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weifen 
微分 (differential) ”一 个 变量 在 某 个 变化 过 程 
中 的 改变 量 的 线性 主要 部 分 。 若 函数 y=f (x) 在 点 x 处 
有 导数 人 (x) 存在 , 则 y 因 x 的 变化 量 Ax 所 引起 的 改变 
量 是 

Ay=f(x+ Ax)—f(x)=f'(x):Ax+o(Ax), 
式 中 oAx) 随 Ax 趋 于 0。 因 此 Ay 的 线性 形式 的 主要 部 分 

dy=f"(x)Ax 

是 y 的 微分 。 可 见 ,微分 作为 函数 的 一 种 运算 ,是 与 求 导 
( 函 ) 数 的 运算 一 致 的 。 

多 元 函数 的 微分 亦 称 全 微分 〈 见 微分 学 、 多 元 微 积 
分 学 )。 《〈 则 凤 层 ) 


welfen chafen fangcheng 
微分 差分 方程 (differential-difference equa- 
tion) 。。 常 做 分 方 得 是 含有 未 知 函数 及 其 导数 的 方 
程 ， 差 分 方程 中 含有 未 知 函数 及 其 差分 ,但 不 含有 导 
数 ， 微 分 差分 方程 是 同时 含有 未 知 函数 及 其 导数 和 差分 
的 方程 。 它 同时 具有 常 微分 方程 与 差分 方程 的 特点 ， 而 
以 二 者 作为 特殊 情况 。 从 历史 发 展 看 ， 微 分 差分 方程 的 
产生 和 发 展 斗 不 是 二 者 形式 上 的 推广 ， 而 是 来 自 许多 不 
同学 科 的 实际 问题 。 

对 一 个 物理 或 技术 系统 ， 往 往 要 考虑 时 间 延迟 的 作 
用 。 例 如 在 火箭 控制 理论 中 ， 燃烧 室 压力 x(t) 的 运动 广 
程 为 

Tt)=n—1)x(t)—nr(t—rt)+ut) (rt>0), 
压力 的 变化 率 区 区 不 仅 依赖 于 当时 的 压力 x (t), 而 且 明 
显 地 依赖 于 过 去 的 压力 状况 z(t- *)， 称 为 时 省 ， 它 反 
映 肉 料 从 射 信 炊 烧 室 加 热 到 即将 燃 谨 的 临界 状态 需要 一 
段 时 间 。 这 个 方程 是 一 种 简单 的 含 常数 偏差 变 元 的 微分 
方程 

考虑 多 个 时 潮 的 微分 差分 方程 

R(t)=f(t,x(t) ,x(t—h) ,X(t— hn)), (1) 
式 中 时 洁 MKk= 1,2，…， m) 为 常数 ,如 果 这 些 常数 全 为 
正 , 称 (1) 为 游 后 型 方程 ; 如 果 全 为 负 , 称 (1 ) 为 超前 型 方 
程 。 如 果 方程 右 端 还 有 导数 的 潜 后 项 

Rt) =f(t, Xt), x(t—h) ,ext— hm), 
T(t—h), thn)) 
称 为 中 立 型 方程 。 对 于 高 阶 方程 或 者 方程 组 也 有 类 似 的 
分 类 。 

20 世纪 30 年 代 起 对 偏差 变 元 微分 方程 进行 了 系统 

的 研究 。R, 贝尔 曼 和 区 , 工 , 库 克 (1963),IT.3. 埃 利 斯 久 


和 尔 茨 (1964) 总 结 了 1960 年 以 前 的 成 果 。50 年 代 末 H.H. 
克拉 索 夫 斯 基 (1959) 把 偏差 变 元 微分 方程 放 到 函数 空间 
来 考虑 ,如 (1) 中 的 偏差 满足 条 件 0<h<h<…<hn, 则 
〈1) 的 右 端 可 看 为 [t 一 hm, 妇 上 函数 x( ) 的 泛 函 ， 从 而 微 
分 差分 方程 成 为 推动 污 函 柚 分 方程 发 展 的 基本 原型 。 微 
分 差分 方程 特别 是 灌 后 型 方程 在 物理 学 .力学 ,控制 理论 
和 技术 以 及 生物 学 ,经 济 学 等 领域 有 广泛 的 应 用 。 
初 值 问题 湛 后 型 方程 (1) (其 中 0<h<h,<… 之 
hm) 在 时 刻 包 的 初 值 问题 是 在 初 值 条 件 x(t)=g(t)， 
一 hn<t<t, 之 下 求 t> 包 的 解 x(t)。 通 过 把 这 个 问题 化 为 
常 微分 方程 的 分 步 法 ， 可 以 讨论 解 的 存在 性 、 唯 一 性 问 
题 ,并 对 简单 的 方程 逐步 求解 ,在 区 间 刀 <t<t+hn 上 等 
价 的 常 微分 方程 初 值 问题 为 
Rt) ft R(t) ,p(t—h) ,pt— hm)), x| so = p(to), 
设 人 t,x gm) 在 htSt+T, 1x 一 p(t)| <b,|y,— 
p(t 一 hi)| <b (k=1,2,…,m) 连 续 , 且 |f|<M,p(t) 是 区 
间 [ 一 hm 刀 ] 上 的 连续 函数 ， 则 在 区 间 一 hn<t<to+ 


min (r, 总 ) 上 方程 (1) 存在 满足 初 值 条 件 x*() 一 g(t)， 


负 一 hm<t<t 的 连续 解 x (t) 三 x (to,p)。 若 了 (t,x 
如 ，…ym) 对 [一 hw,0] 上 每 个 p(t)， 子 数 ft,9(t),p(t 一 
j)，…P(t 一 hm)) 是 连续 的 , 且 了 关于 zol …， yo 在 
《ty8(t 加 59( 反 一 和 9( 加 一 hn)) 的 小 邻 域内 满足 李 普 
希 茨 条 件 ( 见 常 微 分 方程 初 值 问题 ), 则 上 述 解 是 唯一 的 ， 
并 且 解 关于 初 值 函数 是 连续 依赖 的 。 用 不 动 点 定理 ( 见 
不 动 点 理论 ) 和 格 朗 瓦尔 不 等 式 可 以 证 明 上 述 存在 性 和 
唯一 性 。 对 于 中 立 型 方程 ,也 可 以 用 分 步 法 求解 ,但 初 值 
函数 9(t) 应 是 可 微 的 。 

涛 了 关于 变量 有 足够 多 次 的 连续 导数 ， 汪 后 型 方程 
(1) 的 解 在 向 右 开拓 时 ,光滑 度 增加 , 若 0<hu<h,<…< 
hm, XA(t) 在 (如 十 (j 一 1)hny 和 十 入 wo) 上 连续 ， 而 在 如 二 ( 
一 1)hm 处 一 般 有 第 一 类 间断 ! 至 于 向 名 的 左 方 开拓 ,即使 
是 一 阶 方程 也 不 一 定 可 能 。 

车 (1) 中 时 灌 有 为 t 的 连续 函数 ，0<r<h(t)<r， 
7 为 常数 , 以 上 的 存在 唯一 性 的 结论 仍然 成 立 。 

线性 投 分 差分 系统 ” 设 非 齐 次 线性 微分 差分 方程 组 


为 
b= AAO) + Bt) ho) + (2) 


i 


式 中 诸 A(t)，B(t) 是 连续 的 nxn 阵 ， f(t) 是 连续 的 nt 
维 向 量 , h(k=0,1,…,m) 是 常数 且 0=h<h<…<<hm。 
它 和 常 微分 方程 一 样 ,也 有 常数 变易 公式 。 设 Y(a, t) 关 
于 ala<t+hn) 是 (2) 的 伴随 微分 方程 的 和 矩阵 解 , 即 


9 9 
BaY(%t)= Yt ht)Aat+hs)) 
— BYCathst) Bath), (3) 


满足 初始 条 件 Y(a,t)=0,t<a<t+hny Y(t,t)=I( 恒 等 
阵 ), 则 方程 (2) 的 具有 连续 可 微 初 值 函 数 9(t) (一 in< 


701 


t<t) 的 解 x(t;H,p), 可 表示 为 
z= [YC 1)— 如 Y(t hss t)AsCh + ha) oto) 


to » 
+ Yrht) Aaath) ada 
a ek 
+ 加 Yath Bath)p de 
J 


+ epftoaa。 C4) 
上 


这 是 系统 (2) 的 常数 变易 公式 。 若 (2) 是 浇 后 方程 ， 
A(t) 二 0 (k=1,2,…,m); 则 (4) 中 关于 A 的 和 式 不 出 
现 , 也 不 要 求 p(t) 可 微 。 

设 线性 系统 为 

jt)= Ax(t) + Bx(t—r)+f(t), x(t)=9(t) 

(—r<t<0), (5) 
只 有 一 个 时 灌 +, 而 A,B 为 nxn 常数 阵 。 置 H(s)=sI 一 
4- Be 方程 det H(s) 一 0 称 为 (5) 的 特征 方程 , 它 的 根 
称 为 特征 根 , 特征 方程 是 超越 方程 , 一 般 有 无 穷 多 个 根 ， 
且 全 部 在 某 一 左 半 面 上 , 即 存在 "。, 使 一 切 特征 根 s 的 实 
部 小 于 oo, 若 了 的 增长 速度 不 快 于 某 一 指数 窗 , 即 有 ci> 
0,6:>0,1f(t)| <cyerw', 且 了 在 [0,co) 上 连续 。 对 任意 的 
初 值 函数 p(t)ECI[ 一 *，0])， 用 拉 普 扩 斯 变换 可 以 把 
(5) 的 解 表示 为 
wr rH)CpGs) +acs)Jds(t>—7), (6) 
式 中 c 是 充分 大 的 实数 ， 
p(s)=p(0)+Be-™ te dt 


x(t)= 


qcs) | fot)errat, 


稳定 性 问题 设 Xo(t)=x(ty 刀 , 9) 是 灌 后 型 方程 初 
值 问题 
R(t)=f(t,x(t),x(t— 5)), 
X(t)=p(t) (tEE,,=[t r,t,]) (7) 


的 解 ! 若 对 任意 的 s>0， 存 在 Ke，tb)， 当 模 上 y 一 p91= 
max|y(t) 一 p(t)| <<85， 加 ) 时 ， 不 等 式 |z( 加， 风 ) 一 
to 


Xo(t)| <s,t 之 成 立 ， 则 称 解 xo(t) 关 于 EE,。 上 的 扰动 为 
稳定 的 ,由 于 (7) 的 解 不 一 定 能 向 左 开拓 或 只 有 单 侧 连 续 
依赖 性 , 解 xo(t) 可 能 关于 Ei。 上 的 扰动 为 稳定 ,而 对 某 个 
而 >t,xolt) 关于 E,。 上 的 扰动 不 稳定 。 因 此 ,方程 (7) 的 
解 xo(t) 一 x(tyt。,9) 为 稳定 的 是 指 ,对 任意 >>0 及 任意 的 
和 > 加 ,存在 Ke, 和 ,使 对 任何 连续 解 x(t), 当 mex|x(t) 
一 Xo(t)| <3(s,36) 时 ,成 立 |x(t) 一 Xo(t)| <s,t>fo。 如果 
只 同 s 有 关 , 则 称 x,(t) 是 一 致 稳定 的 。 如 果 在 稳定 的 
情况 下 ,进一步 有 

lim |x(t)—xo(t)| =0, (8) 
则 称 xo(t) 为 渐 近 稳定 的 。 如 果 xo(t) 为 一 致 稳定 , 且 对 
任意 n>0， 存 在 各 (7) 及 T(n)>>0, 使 当 eb 
(| (0D) 十 过时， |x( 台 一 (| 之 nsf 党 4+ 了 成 立 ， 
则 称 x(t) 为 一 致 新 近 稳 定 的 。 对 中 立 型 方程 交 (t) 一 
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f(t，x(t), x(t 一 f), 之 (t 一 5)) 的 解 x。(t) 的 稳定 性 可 
类 似 定 义 ， 但 在 估计 在 Ei。 上 的 扰动 时 ， 要 用 一 阶 模 
lx—xolh =max{ x(t) —xolt)|, I(t) —zolt)|}, 

lo 
若 常 系数 线性 系统 
a) = A(t—h) (0=h <h<e <hn) (9) 


的 特征 方程 det(s[- 总 hse) = 的 一 切 根 有 负 实 部 ， 
则 (9) 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 ,这 时 存在 M>1, y>0, 使 下 
式 成 立 ， 
lx(tto,p) | SMlole Ye (tt), (10) 
若 有 正 实 部 的 特征 根 , 则 零 解 不 稳定 。 系 统 (9) 与 对 应 的 
常 微分 方程 
2(t)= Axtt) (11) 


在 稳定 性 方面 的 关系 如 下 : 若 (11) 的 零 解 渐 近 稳定 , 则 对 
充分 小 的 jn,(9) 的 零 解 渐 近 稳定 ; 若 (11) 至 少 有 一 特征 
根 具 正 实 部 ， 则 对 充分 小 的 hn， (9) 的 零 解 不 稳定 ! 若 
(11) 有 单 特征 根 零 ,其 余 特 征 根 有 负 实 部 , 则 对 充分 小 的 
jhm,(9) 的 零 解 为 稳定 。 


因为 特征 方程 det(s[- 六 Auerow) 一 0 的 根 都 具有 
负 实 部 的 条 件 很 难 验证 ， 特 别 当 线性 方程 有 变 系数 甚至 
是 变 时 沸 的 偏差 变 元 方程 ,特征 根 法 就 不 适用 ,这 时 主要 
用 李 亚 普 诺 夫 直 接 法 ( 见 常 做 分 方程 运动 稳定 性 理论 )。 
着 线性 系统 


z(t)= 及 apDzGt-mw) (12) 
的 零 解 一 致 浙 近 稳 定 ,这 时 (10) 成 立 。 若 
RG) | <N Blal, (13) 


式 中 NE (0, 章 ), 则 摄 动 系统 


z(t)= 如 A xh) 


+ ROt,x(t), x(t—h) ,X(t—hn)) (14) 
的 等 解 一 致 浙 近 稳定 。 这 个 结论 可 以 用 李 亚 普 诺 夫 方法 
得 到 。 
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welfen dongll xitong 
微分 动力 系统 (differential dynamic system) 
具有 可 微 性 质 的 动力 系统 。 这 一 常 微分 方程 论 的 分 支 起 


源 于 有 关 结 构 稳 定性 的 研究 。 常 微 结构 稳定 性 这 一 概念 ， 
A. A. 安 德 罗 诺 夫 和 本 . C. 庞 特 里 亚 金 在 1937 年 即 已 
提出 , 但 二 十 多 年 后 , 才 开始 受到 人 们 的 认真 注意 ( 见 动 
力 系统 )。 
微分 动力 系统 的 研究 后 来 得 以 日 益 开展 还 由 于 它 豚 
收 了 渤 函 分 析 、 袭 受 几 何 学 、 微 分 拓扑 学 \ 遍 历 理论 等 数 
学 分 支 的 一 些 内 容 作为 工具 来 进行 大 范围 的 分 析 ( 例 如 ， 
微分 拓扑 中 的 匀 断 性 概念 在 微分 动力 系统 研究 中 有 较 广 
泛 的 运用 ), 还 由 于 它 有 较 广泛 而 深入 的 应 用 前 景 。 
举例 考虑 一 线性 常 微分 方程 组 (或 常 微 系统 ) 


时 xA (x EE"), (1) 
及 扰动 方程 组 
人 吝 =z4+nz) (xEE), (2) 


dt 
式 中 Er 表 n 维 欧 氏 空间 (n>>2),A 是 nxn 方 阵 ,n(x) 一 
《mn(%)，i(X)，*…， nn(*)) EE 为 扰动 项 ， 对 x 连续 地 


可 租 。 当 ma2 且 4A= ( 。 1) 时 -一 x4 的 解 基 不 


在 平面 坐标 轴 上 的 话 , 即 为 成 族 的 鞍 形 曲线 ,其 相 图 如 图 
1 所 示 。 

假如 (2) 的 扰动 项 %z) 具 有 充分 小 的 模 

ln,= apjineo1+A( 3 站 

式 中 ( “) 表 雅 可 比方 阵 的 模 , 则 将 有 从 到 其 自身 上 
的 拓扑 变换 把 (2) 的 积分 曲线 映 至 (1) 的 积分 曲线 , 换 言 
之 ， 即 (1) 与 (2) 有 相同 的 相 图 结构 。 

事实 上 , 若 |q,< co， 则 对 每 一 z2EE*, (2) 有 解 2(t， 
2)( 一 co<t<co) 取 初 值 200,z) 一 z。 置 


4(2)=z-( | m2(s,z))erds, 
-人 wzperdn)， 


通过 简单 的 计算 和 论证 即 看 出 4(z(t,z)) 满 足 ( 1 ), 且 对 
于 充分 小 的 19， 4: E->E: 是 拓扑 变换 映 满 已 。 类 似 的 
结论 对 一 般 也 成 立 , 即 ! 只 要 人 的 所 有 特征 根 实 部 都 不 
为 0, 且 C! 模 In, 充 
分 小 , 即 有 从 印 到 其 
自身 上 的 拓扑 变换 把 
(2) 的 积分 曲线 映 至 
(1 ) 的 积分 曲线 。 这 
就 是 哈 特 曼 - 格 罗布 
曼 定理 中 所 叙述 的 一 
件 事实 。 

但 有 的 常 微分 方 
程 组 (或 常 微 系统 ) 是 
很 敏感 的 ， 即 任何 微 
小 的 扰动 都 不 保证 它 
的 相 图 结构 不 改变 ， 
例如 图 2 中 的 二 维 球 


一 x4 的 解 的 相 图 


面 上 ， 左 端的 具有 等 纬 轨 线 的 常 微 系统 扰动 后 成 为 右 端 
的 具有 螺纹 轨 线 的 系统 。 


北极 北极 


Ns 


南极 南极 
图 2 具有 等 绪 轨 线 的 系统 经 扰动 
成 为 具有 螺纹 轨 线 的 系统 

上 面 是 两 个 简单 的 常 微 系统 的 例子 ， 前 者 在 微小 C! 
扰动 下 相 图 结构 不 变 , 后 者 则 不 然 。 

常 微 系 统 及 结构 稳定 ”这 里 一 般 考 虑 光滑 流 形 上 的 
常 微 系统 ， 不 限于 欧 氏 空间 或 其 开 子 集 上 的 常 微分 方程 
组 。 这 样 考虑 是 有 理由 的 。 例 如, E"x Er 上 一 C” 函数 
在 哈密 顿 系统 

dx _ oH dy,__ 9H 

Ty’ dt ™™ dx 

(zyXa Xn Ya) EE" x E") 
的 每 一 解 上 取 常 值 ,而 对 于 ( 一 oo，oo) 中 一 剩余 秋 密 子 集 
中 每 一 点 c,H"!(c) 若 非 空 , 即 为 E*x 本 中 一 余 维 为 1 的 
光滑 子 流 形 。 这 引导 到 考虑 光滑 子 流 形 上 的 常 微 系统 。 

设 M 是 一 光滑 流 形 〈 是 一 个 有 可 数 基 及 豪 斯 多 夫 拓 
扑 的 拓扑 流 形 ， 其 上 有 C” 微分 构造 )。 命 Te(M ) 为 M 在 
并 处 的 切 空间 ， TOM) = 由 To (M) 为 MM 的 切 空间 从 。 MT 
上 一 常 微 系统 8 是 总 的 一 个 切 向 量 场 ， 亦 即 从 T(M) 的 
一 个 截面 M>T(M)( 对 任 一 x*EM 有 S(x)ET。(M))。 
由 于 T(M) 也 是 光滑 流 形 ， 就 可 以 谈 到 8 的 连续 及 可 
微 性 。 但 微分 动力 系统 理论 中 的 主要 成 果 大 部 分 都 是 在 
C! 常 微 系统 的 情况 下 得 出 的 。 

设 S 是 M 上 一 C' 常 微 系统 ; 若 绕 M 上 任 一 点 处 取 局 
部 坐标 系 , 则 局 限 在 这 样 的 坐标 系 上 , S 可 表 成 常 微 分 方 
程 组 ,其 系数 函数 对 自 变量 连续 地 可 微 。 根 据 基本 的 常 微 
分 方程 论 ， 在 中 过 每 一 点 z 都 有 唯一 的 一 条 称 为 8 的 
轨 线 的 曲线 9,(x)(tE 一 个 包含 0 的 最 大 区 间 (tayte))， 
满足 dp,(z)/dt= S(pi(z))，9e(z) 一 zx。 这 些 轨 线 ,作为 
集合 在 M 中 彼此 不 相交 ,充满 M。 

在 这 些 轨 线 中 占有 特殊 地 位 的 是 奇 点 和 周期 轨 线 。 
S 的 奇 点 a( 即 S(a) 为 0 向 量 ) 称 为 双 曲 的 , 如 果 S 在 4 
处 (就 局 部 坐标 系 来 说 ) 的 雅 可 比方 阵 的 所 有 特征 根 实 部 
都 不 为 0。 设 了 是 S 过 常 点 c 的 周期 轨 线 ( 即 9。 (5) =c 
对 某 些 p>0)， 任 取 M 中 过 e 的 一 个 余 维 为 1 的 光滑 子 
流 形 全 作为 S 的 截 疗 ， 于 是 从 了 中 邻近 于 c 的 点 出 发 的 
雪线 将 接着 再 与 2 相交。 这 给 出 了 了 上 绕 c 处 的 局 部 C' 微 
分 同 胚 。 P 称 为 双 曲 的 , 如 果 这 微分 同 胚 在 < 处 的 雅 可 
比方 阵 所 有 特征 根 绝 对 值 都 不 等 于 1。 

在 S 所 有 轨 线 组 成 的 相 图 中 , 非 游荡 集 0(S) 有 时 有 
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(i=1, 2 


很 复杂 的 拓扑 结构 。 因 为 0(S) 由 所 有 这 样 的 点 xEM 组 
成 , 即 z 的 每 一 邻 域 局 都 有 域 回归 性 , 这 是 说 , 便 有 任意 
充分 大 的 上 使 有 非 空 的 Une,(D)。 
M 上 所 有 的 C: 常 微 系统 自然 地 作成 一 线性 空间 
(MD)。 
设 M 是 一 光滑 黎 曼 流 形 。 对 任 一 ZE 4(M), 置 
lzll = zc20D+ 全 2 


式 中 Y.Z 表示 2Z 对 4 取 共 变 微 商 。 借 助 | .小 自然 地 引进 
(MD) 上 一 拓扑 。 就 这 拓扑 来 说 , 全 (M) 中 的 常 微 系统 结 
构 稳定 是 指 ， 在 有 小 扰动 的 情况 下 保持 相 图 拓扑 结构 不 
变 的 这 种 性 质 ,或 称 SE 4(M) 是 结构 稳定 的 。 如 果 存 在 
一 数 s>0 使 得 只 要 ZES4(M) 且 有 2-Sl<e, 即 有 一 从 
M 到 其 自身 上 的 拓扑 变换 把 S 的 轨 线 映 到 2 的 轨 线 。 

前 面 举 了 结构 稳定 与 非 结构 稳定 系统 的 例子 。 显 然 
M 上 所 有 结构 稳定 系统 作成 和 (M) 中 一 开 子 集 。 

结构 稳定 理论 中 极 大 部 分 重要 成 果 都 是 在 紧 致 光滑 
流 形 情况 下 得 出 的 。 下 面 普遍 设 M 是 紧 致 的 。 

于 是 对 任 一 ZE 2(M) 恒 有 |2|<-， 且 2(M) 作 
成 一 巴 拿 赫 空间 以 上" 为 模 ( 据 M 的 紧 致 性 可 看 出 ， 从 
M 上 另外 的 黎 曼 度量 出 发 得 出 的 这 样 的 模 是 等 价 的 )。 
从 M 的 紧 致 性 可 得 出 ，SE 科 (M) 过 任 一 xEM 的 轨 线 
{px)1tE《 纪 ,如 )} 的 定义 域 ( 世 , 纪 ) 重 为 (一 ,oo)。 于 
是 有 动力 系统 pg,:M>M (一 <t<oo)。 

从 二 维 到 高 维 在 一 闭 曲面 M* 上 ，C' 常 微 系统 S 
结构 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ，Q@ S 仅 有 有 限 个 数 的 奇 点 
和 周期 轨 线 ， 这 些 奇 点 和 周期 轨道 都 是 双 曲 的 。@ 5 过 
每 一 常 点 cEM? 的 轨 线 的 -极限 集 T。 和 -极限 集合 Te 
都 只 能 是 奇 点 或 周期 轨 线 ,但 T。 和 T。 不 同时 都 是 较 点 。 

M. 佩 克 索 托 (1959,1962) 得 出 这 个 特征 性 定理 。 在 
此 以 前 ， 安 德 罗 诺 夫 与 庞 特 里 亚 金 (1937) 就 某 类 平面 常 
微分 方程 组 叙述 过 同样 的 结论 。 佩 克 案 托 同时 还 给 出 一 
番 密 性 定理 , 即 , M* 上 所 有 的 结构 稳定 系统 作成 人 (NM2) 
中 一 稠密 子 集 。 这 个 结果 是 令 人 鼓舞 的 ,因为 对 于 2(Mz2) 
中 各 种 常 微 系统 所 展示 的 许多 复杂 的 相 图 ， 多 少 看 到 了 
有 一 点 一 般 性 的 规律 。 

但 当 dim M>3 时 ,是 否 可 以 有 类 似 的 结论 呢 ? S. 斯 
梅 尔 曾 经 研究 过 M 上 一 类 较 特 殊 而 现在 称 为 莫 尔 斯 -斯 
梅 尔 系统 (简称 M-S 系统 ) 的 常 微 系统 (1960)。 这 类 系统 
至 少 有 一 个 特性 是 ， 它 的 非 游荡 集 仅 由 有 限 个 数 的 奇 点 
和 周期 轨道 组 成 。 后 来 了. 帕 利 斯 与 斯 梅 尔 (1968) 证 明 
M-S 系统 是 结构 稳定 的 。 闭 曲面 上 的 结构 稳定 系统 是 
M-S 系统 。 但 即 令 当 dim M= 3 时 ，M 上 所 有 的 结构 稳 
定 系统 可 以 不 作成 侈 (M) 中 的 一 个 稠密 子 集 ,R. 威廉 斯 
《1968) 曾 经 给 出 一 个 三 维 非 稠密 性 的 例子 。 另 外 ， 结 构 
稳定 系统 周期 轨 线 的 个 数 一 般 也 可 以 是 无 限 的 。60 年 代 
初期 继续 出 现 的 斯 梅 尔 马蹄 及 阿 诺 索 夫 微分 同 胚 〈 包 括 
托 姆 环 面 自 同 构 ), 通 过 取 扭 扩 都 可 引出 具有 无 限 多 周期 
轨 线 的 结构 稳定 的 常 微 系统 。 扭 扩 是 一 个 从 微分 同 胜 以 
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得 出 常 微 系统 的 办 法 。 

役 分 同 胚 与 担 扩 ”前面 已 经 指出 ， 所 讨论 的 微分 动 
力 系统 ， 除 开 由 常 微 系统 所 产生 的 对 时 间 t 连续 的 动力 
系统 以 外 ， 还 有 由 微分 同 胚 所 产生 的 离散 动力 系统 。 命 
DifiCN ) 为 一 紧 致 光 请 流 形 N 上 所 有 的 C! 微 分 同 胚 作成 
的 集合 ,由 以 C: 拓扑。 对 任 给 的 一 了 EDift(CN), 由 (9,x) 
je(z) 给 出 一 离散 动力 系统 JxNr*N， 其 中 了 表 整数 
群 。 在 连续 系统 中 所 涉及 的 一 些 概念 ， 对 于 离散 动力 
系统 可 以 平行 地 引进 。 例 如 ， 过 一 点 zxEM 有 f- 轨 道 
{f(z)19EJJ。 了 叫 作 结构 稳定 的 ， 如 果 了 在 Diff(N) 中 
有 一 邻 域 G 使 得 对 任 一 9EG 存在 一 相应 的 拓扑 变换 8 


，N>N 满足 =gt。 


如 上 所 述 ， 有 两 类 形式 的 问题 。 一 类 是 有 关连 续 系 
统 的 , 另 一 类 是 离散 的 。 两 者 基本 上 类 似 ,但 有 其 独特 性 
的 部 分 。 另 一 方面 ， 在 有 关 微 分 动力 系统 的 文献 中 也 经 
常 看 到 ,有 些 重要 成 果 先 对 离散 系统 建立 ,然后 设法 扩充 
至 连续 情况 。 象 Z. 尼 太 斯 基 在 《可 微 动力 系统 》 一 书 中 
总 结 到 的 研究 离散 系统 的 方法 ， 比 如 巴 拿 林 空间 中 哈 特 
曼 - 格 罗布 曼 定理 的 应 用 , 有 代表 性 。 若 直接 讨论 常 微 系 
统 ,采用 典范 方程 组 的 办 法 将 是 较 方便 的 。 

任 给 1EDiff (N)。 它 的 扭 扩 流 形 Ny 是 商 流 形 
(一 co，co)xN/ 一 ， 其 中 一 表 等 价 关联 (tb xz) 一 (t+9， 
fr"(z))》 对 于 9EJ (图 3)。 了 的 扭 扩 是 Ny 上 的 切 向 量 


场 Sy 由 (中 ,0) ea(( 一 yco)xN) 经 过 商 映 射 导出 。 


1 


NS 


图 3 (0,/(x)) 经 握 曲 可 与 
(1,x) 等 同 起 来 


这 里 须 指出 的 是 ,可 以 这 样 取 Ny* 上 的 一 个 C“ 微 分 构 
造 , 使 得 mr”(0，z) 把 N C"- 嵌 入 到 Ny 中 上 且 得 出 SyE 
号 (Ny)。 命 Pi:Ny 一 Ni( 一 co，co) 为 Ss 所 产生 的 动力 系 
统 。 则 +=94|N。 这 样 一 来 ,在 有 些 有 关 动 力 系 统 的 问题 
上 ， 捏 扩 提 供 一 个 把 微分 同 胚 当 作 常 微 系 统 的 特 款 来 考 
虑 的 途径 。 
双 曲 性 、 习 断 性 与 Q- 稳定 ”考虑 SES(M) 及 所 产 
生 的 动力 系统 mw: M~>M(- co<t<co) 如 前 。 从 8 的 
C! 可 微 性 , 知 9,( 一 <t<o0) 也 是 C! 可 微 的 ， 故 S 也 
在 MM 的 切 空 间 从 TC(M) 上 导出 一 单 参 变换 群 ( 亦 即 一 动力 
系统 )dp,:T(M)>T(M) (一 co<t<co)。 设 4 是 M 中 
一 闭 子 集 , 在 wi( 一 c<t<c) 下 不 变 。 称 8 在 4 上 有 双 
曲 构 造 , 如 果 部 分 从 TC(M)14 有 直 和 分 解 
TM)IA=S-@B{S14}@F,。 


式 中 {S|4)} 由 S14 产生 , 而 9 及 3, 都 在 dp,( 一 < 
t<oo) 下 不 变 , 且 存在 数 %4>0 及 d4>>0, 使 得 

laps(u) <lulexp( —nt) (对 tds 有 uES-), 

ld > lulexp(nat) (对 td 及 WES,), 
例如 ， 易 看 出 前 面 提 到 过 的 S 的 双 曲 奇 点 a 和 双 曲 周期 
轨 线 P， 也 正 是 这 里 所 说 的 ，S 在 a。 和 P 上 有 双 曲 构造 。 
在 整个 M 上 有 双 曲 构造 的 常 微 系统 即 通 常 所 指 的 阿 诺 索 
夫 系 统 。 

设 S 在 4 上 有 双 曲 构造 ,对 任 一 x*E4, 记 
W-(0)= 0 ty EM mdist(p,(y) ,prs(x))=0), 


We 局 tc limdist(p,(y),9,+(x))=0), 
ae se 


这 些 都 是 M 的 C! 子 微分 流 形 , 称 为 8 过 x 的 轨 线 的 稳定 
流 形 与 非 稳定 流 形 。 于 是 可 以 讨论 对 任意 的 x 及 yEA4， 
W-(x) 及 W,(y) 是 否 具 有 色 断 相交 性 (M 中 两 个 子 微分 
流 形 在 一 交点 处 称 为 匀 断 相交 ， 如 果 在 这 交点 处 两 者 的 
切 空间 张 成 M 的 切 空间 )。 

一 个 重要 问题 是 ;如 何 推广 dimM=2 情况 下 的 佩 克 
索 托 特征 性 定理 ， 寻 找 dim M 3 情况 下 结构 稳定 系统 
的 特征 性 质 。 这 方面 曾经 有 一 个 〈 原 为 帕 利 斯 与 斯 梅 尔 
就 微分 同 胚 产生 的 离散 系统 情况 下 提出 的 ) 推 测 。 其 内 容 
为 :8SES(M) 结 构 稳定 的 充 要 条 件 是 四 公理 4: S 在 9(S) 
上 有 双 曲 构造 ， 且 奇 点 与 周期 轨 线 的 并 集 在 9(S) 中 笛 
密 。@@ 强 匀 断 ， 对 任意 的 x 及 ME9(S),W-(xz) 与 W: (0) 
恒 匀 断 相交 。 

这 条 件 充分 性 的 证 明 虽 久 已 由 C, 鲁 宾 孙 (1954) 完 
成 ， 但 必要 性 尚 只 在 低 维 情况 下 得 到 验证 。 主 要 是 要 验 
证 8 结构 稳定 是 否 蕴涵 它 在 0(S) 上 有 双 曲 构造 。 

比 结构 稳定 这 概念 稍 弱 一 点 的 ， 有 所 谓 0- 稳 定性 。 
SE 4(M) 将 称 为 9- 稳定 的 ， 如 果 存 在 一 数 ;> 0 使 得 ， 
如 果 ZES(M) 且 上 2 一 Si<5 则 0(S) 与 0(Z) 有 相同 的 
相 图 结构 ,换言之 , 即 有 一 从 QCS) 到 2(Z) 上 的 拓扑 变换 
把 $S 在 9(S) 中 的 轨 线 映 到 2Z 的 轨 线 。 

若 8 是 结构 稳定 的 , 则 它 也 显然 是 9- 稳定 的 。 同 样 
有 一 个 问题 ， 若 S 是 9- 稳定 的 ， 则 它 是 否 一 定 在 0(S) 
上 有 双 曲 构造 呢 ?对 这 个 问题 ,过 去 只 在 低 维 情况 下 有 肯 
定 的 答案 。 

扰动 问题 “微分 动力 系统 研究 ,大 致 可 以 说 ,前 期 以 
稳定 性 问题 为 核心 而 展开 。 近 年 来 ， 逐 渐 更 多 地 涉及 到 
一 些 非 稳定 方面 的 课题 。 这 是 从 数学 上 反映 了 自然 界 中 
常常 发 生 的 、 随 时 间 而 变异 的 扰动 现象 ， 因 而 引 人 注 意 。 
如 1963 年 ，E. N. 洛 伦 芯 就 讨论 了 简化 一 个 流体 动力 学 
方程 后 所 得 的 方程 组 


dx 

-本 一 一 ox+ogy 

qd 

站 zztre-y, 


时 xy-bz, 
并 且 对 于 o=10, r=28 及 b=8/3, 在 计算 模拟 上 看 到 了 


一 些 解 的 混沌 性 。 后 来 进一步 的 有 关 工 作 启示 人 们 去 建 
立 满 流 的 产生 机 制 的 新 设想 。J. 古 肯 凯 默 (1976) 以 及 
R. 威 廉 斯 (1979) 定 性 地 得 出 了 许多 三 维 常 微 系统 ， 呈 现 
了 同样 的 混沌 现象 ， 这 些 系 统 不 能 用 9- 稳定 系统 去 C! 
逼近 。 

如 上 所 述 , 在 高 维 情况 下 , 由 于 结构 稳定 系统 或 9- 
稳定 系统 的 非 稠密 性 ，2(M) 中 有 些 系 统 在 发 生 扰动 时 ， 
其 相 图 拓扑 结构 可 能 随 抗 动 而 混杂 地 变动 。 这 方面 的 有 
些 规律 应 当 是 遍历 性 的 。 例 如 ,从 佩 辛 与 D. 吕 埃 尔 的 一 
个 结果 有 : 若 S 是 M 上 一 C” 常 微 系统 且 “是 在 Pi( 一 co 
<<t<<co) 下 不 变 的 概率 测度 , 则 对 几乎 所 有 点 zxEM， 


1 罗 
wor)=fyem |imsup tindist(p,(x), ocy))<o} 
e 


是 M 中 的 C* 子 微分 流 形 ， 这 里 dist(, ) 表 M 上 由 黎 曼 度 
量 所 产生 的 拓扑 度量 。 这 把 以 前 有 关 双 曲 集 的 稳定 流 形 
的 结果 扩充 到 非 双 曲 集 情况 。 

考虑 M 上 所 有 的 结构 稳定 系统 。 它 们 作成 (COM) 中 
一 开 子 集 了 。 一 映射 x: TI= 《0，1>- 和 多 (M) 的 分 岔 集 是 
B(x)=x” (多 (M) 一 2)。 有 何等 性 质 出 现 的 分 盆 集 是 要 
关心 的 问题 。 例 如 , 从 S. 纽 豪 斯 的 一 个 结果 易 得 出 : 若 
dim M<3 且 Z。 及 ZEB(M) 都 满足 公理 A 及 强 匀 断 条 
件 , 则 存在 一 映射 x:I> 2(M) 使 x(0)= Zou,x(1)=2Z, 且 
B(x) 是 有 限 集 。 总 的 说 来 ， 由 于 了 是 2(M) 中 的 真 开 子 
集 具有 无 限 多 个 连通 分 支 ， 它 们 如 何 相关 联 以 及 它们 的 
拓扑 性 质 如 何 , 所 知 极 少 。 
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welfen fongcheng 

微分 方程 (differential equation) 。 常 撒 分 方 
程 与 偏 徽 分 方程 的 总 称 。 含 自 变 量 、 未 知 函 数 和 它 的 微 
商 (或 偏 微 商 ) 的 方程 称 为 常 (或 偏 ) 微 分 方程 。 微 分 方程 
论 是 数学 的 重要 分 支 之 一 。 它 几乎 和 微 积分 同时 产生 ， 
并 随 实际 需要 而 发 展 。 

徽 分 方程 研究 的 来 源 ” 它 的 研究 来 源 极 广 ， 历 史 久 
远 。 牛 地 和 G.W. 菜 布 尼 英 创造 微分 和 积分 运算 时 , 指出 
了 它们 的 互 送 性 ， 事 实 上 这 是 解决 了 最 简单 的 微分 方程 
六 = 人 x) 的 求解 问题 。 当 人 们 用 微机 分 学 去 研究 几何 学 、 
力学 、 物 理学 所 提出 的 问题 时 ， 微 分 方程 就 大 量 地 涌现 
出 来 。 例 如 ,平面 二 次 曲线 方程 含有 五 个 参数 ,两 端 对 * 
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求 五 次 微 商 ,连同 原 方程 共 得 六 个 方程 ,消去 参数 就 得 到 
微分 方程 
9(y" yD — 45y"y"y + 40(Yy") =0。 《1) 


又 如 曲面 变形 论 提 出 了 微分 方程 组 


ax\: /dy /az\t 

(人 E) + (RE) + (BE) -ea,8)=0, 

ax 3: az 3 

本 本 t+ 本 本 -f(a8)=0, | < 


2 /By\: /dz\: 
( 续 )+( 叶 ) + (8) -ee)=0. 

几何 学 提出 的 微分 方程 很 多 。G. 达 市 的 《曲面 一 般 理 论 
教程 一直 是 这 方面 值得 参考 的 书 。 

变 分 学 中 令 积分 取 极 值 的 必要 条 件 欧 拉 方 程 一 般 是 
非 线性 微分 方程 (或 组 )。 

刚体 力学 的 基本 方程 就 是 一 个 微分 方程 组 。 流 体力 
学 的 基本 方程 就 是 所 谓 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,弹性 力学 的 
方程 一 般 是 高 阶 方程 。 电 磁 学 提出 了 著名 的 拉 普 拉 斯 方 
程 4 一 wee+ty y+um= 0， 光 学 和 声学 提出 了 波动 方程 
as 一 从 一 0 热学 提出 了 热传导 方程 ee 一 央 一 0, 量子 力 


学 中 提出 了 薛 定 请 方程 并 wu 一 如 =0。 


20 世纪 以 来 , 随 着 大 量 的 边缘 科学 诸如 电磁 流体 力 
学 ,化 学 流体 力学 ,动力 气象 学 、 海 洋 动 力学 ,地 下 水 动力 
学 等 等 的 产生 和 发 展 ,也 出 现 不 少 新 型 的 微分 方程 (特别 
是 方程 组 )。70 年 代 随 着 数学 向 化 学 和 生物 学 的 渗透 ,出 
现 了 大 量 的 反应 扩散 方程 。 

从 " 求 通 解 "到 “求解 定 解 问题 ” 数学 家 们 首先 发 现 
微分 方程 有 无 穷 个 解 。 常 微分 方程 的 解 会 含有 一 个 或 多 
个 任意 常数 ， 其 个 数 就 是 方程 的 阶 数 。 偏 微分 方程 的 解 
会 含有 一 个 或 多 个 任意 函数 ,其 个 数 随 方程 的 阶 数 而 定 。 
命 方程 的 解 含有 的 任意 元 素 ( 即 任意 常数 或 任意 函数 ) 作 
尽 可 能 的 变化 ,人 们 就 可 能 得 到 方程 所 有 的 解 , 于 是 数学 
家 就 把 这 种 含有 任意 元 素 的 解 称 为 “ 通 解 "。 在 很 长 一 段 
时 间 里 ， 人 们 致力 于 " 求 通 解 "。 但 是 以 下 三 种 原因 使 得 
这 种 “ 求 通 解 "的 努力 ,逐渐 被 放弃 。 

第 一 ,能 求 得 通 解 的 方程 显然 是 很 少 的 ,在 常 微 分 方 
程 方面 ,一 阶 方程 中 可 求 得 通 解 的 ,除了 线性 方程 、 可 分 
离 变量 方程 和 用 特殊 方法 变 成 这 两 种 方程 的 方程 之 外 ， 
为 数 是 很 小 的 。 高 阶 方程 中 ， 线 性 方程 仍 可 以 用 又 加 原 
理 求 解 ， 即 n 阶 齐 次 方程 的 通 解 是 它 的 n 个 独立 特 解 的 
线性 组 合 ,其 系数 是 任意 常数 。 非 齐 次 方程 的 通 解 等 于 相 
应 齐 次 方程 的 通 解 加 上 非 齐 次 方程 的 特 解 ， 这 个 特 解 并 
且 可 以 用 常数 变易 法 通过 求 积分 求 得 。 求 齐 次 方程 的 特 
解 , 当 系数 是 常数 时 可 归结 为 求 一 代数 方程 的 根 , 这 个 代 
数 方程 的 次 数 则 是 原 方程 的 阶 数 ; 当 系数 是 变数 时 , 则 只 
有 二 种 极 特 珠 的 情况 ( 欧 拉 方程 , 拉 普 拉 斯 方程 可 以 求 
得 。 至 于 非 线性 高 阶 方程 则 除了 少数 几 种 可 降 阶 情形 
《如 方程 (1) 就 是 这 几 种 情形 都 有 的 一 个 方程 ) 之 外 ,可 以 
求 得 通 解 的 为 数 就 更 小 了 。n 阶 方程 也 可 以 化 为 一 阶 方 
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程 组 (未 知 函 数 的 个 数 和 方程 的 个 数 都 等 于 n) 早已 为 人 
们 所 知 ,并 且 在 此 后 起 着 一 定 作用 ,但 对 通 解 的 寻求 仍 天 
济 于 事 。 

在 偏 答 分 方程 方面 ， 一 阶 方 程 可 以 归结 为 一 阶 常 微 
分 方程 组 ， 但 是 如 上 所 述 ， 一 阶 常 微分 方程 组 可 以 求 得 
通 解 的 还 是 很 少 的 。 高 阶 方程 中 几乎 只 有 少数 二 阶 方程 
(NS=uey = 0, E(p', B) = pt 
以 及 Lu=uoy+ ous+buy+cu=0, 当 用 瀑布 法 时 在 一 系列 
不 变量 中 有 一 个 开始 为 零 的 情形 ， 和 少数 极 个 别 的 非 线 
性 方程 如 rt 一 s+=0 等 等 ) 可 以 求 得 通 解 ,在 线性 情形 , 推 
广 常数 变易 法 则 是 杜 阿 美原 理 。 任 意 高 阶 方程 都 可 以 归 
结 为 一 阶 方程 组 ,但 此 时 方程 的 个 数 ( 仍 等 于 未 知 函 数 的 
个 数 ) 都 远 远大 于 原 方程 的 阶 数 ;任意 高 阶 组 当然 也 可 以 
归结 为 一 阶 组 (此 时 方程 个 数 仍 等 于 未 知 函 数 个 数 ) 却 更 
加 远 远 地 大 于 原 方程 的 阶 数 。 但 反之 ， 一 个 一 阶 组 并 不 
一 定 可 能 归结 为 一 个 高 阶 方 程 (一 个 未 知 函数 )， 而 常 是 
归结 为 几 个 高 阶 方程。 

总 之 ， 如 果 把 求 通 解 看 作 求 微 商 及 消去 法 的 某 一 类 
这 运算 ,那么 ， 也 和 熟知 的 进 运 算 一 样 , 它 是 带 试探 性 而 
没有 一 定 的 规则 的 ,甚至 有 时 是 不 可 能 的 (J 刘 维尔 首先 
证 明 黎 卡 提 方 程 不 可 能 求 出 通 解 ), 何 况 这 种 通 解 也 是 随 
着 其 自由 度 的 增多 而 增加 其 求解 的 难度 的 。 

第 二 ， 当 人 们 要 明确 通 解 的 意义 的 时 候 (在 19 世纪 
初叶 分 析 英 基 时 期 显然 会 考虑 到 此 问题 就 会 磁 到 严重 
的 含糊 不 清 之 处 ， 达 布 在 他 的 教学 中 经 常 提醒 大 家 注意 
这 些 困 难 。 这 主要 发 生 在 偏 微分 方程 的 研究 中 。 

第 三 ， 微 分 方程 在 物理 学 、 力 学 中 的 重要 应 用 ， 不 
在 于 求 方程 的 任 一 解 ,而 是 求 得 满足 某 些 补充 条 件 的 解 
A.-L. 林 西 认为 这 是 放弃 * 求 通 解 "的 最 重要 的 和 决定 性 
的 原因 。 这 些 补充 条 件 即 定 解 条 件 。 求 方程 满足 定 解 条 
件 的 解 , 称 之 为 求解 定 解 问题 

从 理论 上 讲 , 若 已 知 方程 的 通 解 , 则 只 需 选择 其 中 的 
任意 元 素 使 之 满足 定 解 条 件 即 可 得 出 定 解 问题 的 解 。 而 
实际 上 这 种 选择 往往 是 非常 难 的 ， 更 不 用 说 求 得 通 解 的 
因 难 了 。 相 反 地 ， 如 果 把 出 现在 定 解 条 件 中 的 数据 或 多 
或 少 地 变动 一 下 都 能 求 得 方程 的 一 个 解 ， 那 么 把 这 些 数 
据 作 尽 可 能 地 变动 时 就 可 能 求 得 方程 所 有 的 解 即 通 解 。 
就 是 采取 了 这 种 观点 , 柯 西 和 KK, 外 尔 其 特 拉 尖 几乎 同时 
证 明了 常 微 分 方程 通 解 的 存在 性 ， 而 偏 微 分 方程 也 从 此 
得 到 了 迅速 的 发 展 。 

定 解 间 题 的 定义 和 要求 “方程 (或 称 泛 定 方程 

Bu Ou Bu 
es, 
ea 
-2 
是 加 在 含 m 个 自 变 量 思 ，za，'…， zm 的 未 知 函 数 ! 及 其 
各 阶 篇 微 商 上 的 一 个 关系 ， 即 着 把 和 由 它 而 得 的 它 的 
各 阶 仿 微 商 (至 少 是 方程 中 出 现 的 ) 都 代入 F 中 ， 则 所 得 


结果 对 于 Rn" 中 的 某 区域 0m 的 所 有 内 点 ziyzzy…yzn 来 
说 ,都 要 求 恒 等 于 零 ; 但 对 于 9o 的 边界 点 来 说 ,并 不 作 这 
样 的 要 求 。 
至 于 定 解 条 件 当 xm=0 时 U(Cziyxayyzm) 一 wo(ziy 
xz …，xzm-1)， 则 是 在 Rn 中 (m 一 1) 维 流 形 xm=0 上 被 
满足 的 ,这 时 ,xm=0 就 称 为 支柱 。xm=0 有 时 是 9n 中 的 
一 个 (m 一 1) 维 流 形 ， 有 时 就 是 Om 的 边界 3Qm 或 30。 
的 一 部 分 。 所 谓 当 xm=0 时 有 W(x， xzay…yzm) 一 ze(zi， 
Xz9"… Xm-1)， 就 是 在 Om 内 当 xm=0 附近 任 一 点 沿 任 一 
曲线 趋 近 于 xm=0 上 任 一 点 (xX4， 台 ，… ,zs-1) 时 , u 趋 近 
于 W(X，… 2 淘 -1)。 在 这 种 理解 下 ,P. 旧 勒 卫 指 出 了 
这 时 W(x,Xs，,…，xm-!) 应 是 连续 的 。 定 解 条 件 
当 zn=0 时 ， 

Ou 

EP 
当然 也 应 是 在 Rn 中 一 (m 一 1) 维 流 形 xm=0 上 被 满足 
的 。 这 时 ,xm=0 仍 被 称 为 支柱 , 但 对 微 商 取 值 的 理解 有 
两 种 ,一 是 把 它 看 作 当 xm 趋 近 于 0 时 

MX1s Fay rm) 一 Mo(XiyTay Fmt) 
zn 


(XX Xml)y 


的 极限 。 二 是 把 它 看 作 -有 (xiyxay …， xn) 当 xm 趋 近 


于 0 时 的 极限 。 显 然 ， 若 第 二 种 理解 成 立 则 第 一 种 理解 
必然 成 立 。 反 之 则 不 尽 然 。 

应 该 指出 ,也 可 以 用 xm=9(X1,X2,… Xm!) 或 G(x ， 
XX2，…， xm) 一 0 或 更 一 般 地 用 Rm 中 任何 一 个 (m 一 1) 维 
流 形 来 代替 xm=0， 它 们 这 时 也 都 被 称 为 支柱 。 对 函数 
取 值 和 微 商 取 值 若 要 作 上 述 理解 ， 还 需 对 支柱 作 必要 的 
正规 要 求 ,例如 支柱 至 少 是 一 个 若 尔 当 流 形 等 等 。 

上 述 泛 定 方程 和 定 解 条 件 的 理解 ,都 可 以 推广 到 方 
程 组 。 但 是 应 该 注意 ， 一 般 只 讨论 方程 个 数 和 未 知 函 数 
个 数 相等 的 情况 ， 即 定 组 的 情况 。 凡 方程 个 数 大 于 未 知 
函数 个 数 的 组 称 为 超 定 组 。 凡 方程 个 数 小 于 未 知 函 数 个 
数 的 组 称 为 欠 定 组 。 

一 个 方程 或 方程 组 的 定 解 问题 一 旦 提出 ， 就 产生 下 
列 三 个 问题 。@ 存 在 性 问题 , 即 这 个 定 解 问题 是 否 有 解 。 
@ 唯 一 性 问题 , 即 其 解 是 否 唯一 。@ 连 续 依 赖 性 问题 , 即 
解 是 否 连 续 依赖 于 数据 ， 亦 即 是 否 是 数据 的 某 阶 连续 
泛 函 。 

车 定 解 问题 的 解 是 存在 的 .唯一 的 、 连 续 依赖 于 数据 
的 , 则 这 个 定 解 问题 称 为 适 定 的 。 对 它 就 可 以 进行 计算 。 
一 般 而 言 , 只 有 适 定 问题 计算 才 有 意义 。 这 样 ,微分 方程 
的 研究 成 果 才 能 为 实际 所 应 用 。 

如 果 对 上 述 三 个 问题 的 回答 有 一 个 是 否定 的 ， 这 个 
定 解 问题 就 称 为 不 适 定 的 。 一 般 ， 不 适 定 问题 是 原来 用 
来 刻画 实际 规律 的 数学 模型 不 恰当 ， 必 须 另 建 合适 的 数 
学 模型 。 不 适 定 问题 也 是 需要 研究 的 ， 这 种 研究 有 时 会 
导致 理论 上 的 新 发 展 。 

定 解 问题 研究 的 发 展 ”对 常 微分 方程 最 早 提出 的 定 


解 问题 是 柯 西 问题 (C): 

= 人 (x,y) 〈 泛 定 方程 )， 

(Xo) 一 yo( 定 解 条 件 )( 支 柱 是 x 二 Xo, 数据 是 yo)。 
柯 西 问题 (C) 是 适 定 的 ,其 根据 是 柯 西 定理 , 若 f(x,) 在 
lx 一 xol<a，|y 一 yo|<b 上 连续 ， 并 满足 李 普 希 区 条 件 
I(x) 一 x,yo)1<MIy 一 yol， 则 柯 西 问题 (C) 在 满足 


条 件 lx 一 zu|<min(a, 阁 ) 下 ， 存 在 唯一 的 连续 依赖 于 


Wn 的 连续 解 ,由 于 泛 定 方程 的 任 一 解 当 x=xo 时 总 要 取 一 
个 值 y, 因 此 就 可 以 提出 柯 西 问题 (C)。 由 于 唯一 性 ,这 个 
柯 西 问题 的 解 一 定 就 是 所 考 虚 的 解 ， 所 以 柯 西 问题 CC) 
的 解 就 是 泛 定 方程 的 “ 通 解 ”。 

柯 西 利用 L. 网 拉 早 就 提出 的 近似 解法 (所 谓 欧 拉 折 
线 法 ) 证 明了 当 折 线 边 数 无 限 增加 、 边 长 无 限 缩小 时 ， 这 
些 折线 有 一 极限 即 (C) 的 唯一 连续 依赖 于 的 解 。 这 个 
方法 称 为 柯 西 - 李 普 希 世 方 法 。 若 取消 李 普 希 区 条件， 
则 用 阿尔 泽 拉 定 理 仍 能 证 明 解 的 存在 性 ， 但 不 能 证 明 叭 
一 性 和 连续 依赖 性 。 可 见 李 普 希 区 条 件 的 作用 只 在 于 保 
证 解 的 唯一 性 。 逐 次 通 近 法 导 源 于 代数 方程 近似 解法 ， 
刘 维 尔 首先 把 它 用 于 解 沃 尔 泰 拉 积 分 方程, 所, 皮卡 才 把 
它 广泛 应 用 于 解 常 微分 方程 柯 西 问题 (C) 上 ， 首 先 把 柯 
西 问 题 变 为 非 线性 沃 尔 泰 拉 积分 方程 ， 然 后 用 逐次 通 近 
法 求解 ,结果 完全 和 欧 拉 折线 法 的 一 样 。 

柯 西 定理 在 复数 域 仍 成 立 : 若 f(x,y) 在 |x 一 xo] <a， 


| 一 名 |<b 上 为 解析 , 则 当 |z~ xu|<min(o, 阁 ) 时 ,C) 


是 适 定 的 。 柯 西利 用 长 函数 法 证 明了 这 个 命题。 

这 些 都 很 容易 推广 到 最 一 般 常 徽 分 方程 组 〈 只 需 方 
程 个 数 和 未 知 函 数 个 数 相等 )。 无 论 是 欧 拉 折线 法 ,还 是 
逐次 通 近 法 (和 它 的 变形 压缩 映像 、 不 动 点 定理 ) 都 要 求 
了 满足 对 3 的 李 普 希 蒋 条 件 ， 其 实 这 是 把 方程 线性 化 并 
且 对 其 系数 进行 估计 。 落 所 有 了 对 所 有 3 都 是 线性 的 ， 
则 可 以 得 到 更 精确 而 重要 的 结果 ， 即 线性 常 微分 方程 解 
的 奇 点 只 能 来 自 系数 的 奇 点 。 最 简单 的 非 线性 一 阶 方程 


黎 卡 提 方 各 的 通 解 的 形式 是 -cf 二 9 (f，g, de 是 确定 函 


数 ,是 任意 常数 ), 就 没有 这 个 结果 。 

由 于 一 阶 常 微分 方程 的 一 般 形式 是 F(x, y,y')=0， 
要 应 用 柯 西 定理 ， 就 必需 应 用 隐 函 数理 论 解 出 多 。 在 不 
满足 隐 范 数 定理 的 条 件 的 情况 ， 常 常 就 是 产生 奇 解 的 情 
况 。 克 莱 罗 方程 就 是 一 个 最 简单 的 例子 。 定 解 问题 研究 
的 开展 ,大 大 帮助 了 对 奇 解 的 了 解 。 

柯 西 提出 定 解 问题 的 时 代 也 是 复 变 函数 论 开始 莲 勃 
发 展 的 时 代 ,“ 两 个 实 域 真理 间 的 最 短途 径 时 常 是 通过 一 
个 复 真理 的 "影响 ,这 是 当时 特别 流行 的 说 法 ， 复 域 里 党 
微分 方程 理论 ( 即 复 解析 理论 ) 得 到 了 发 展 。 从 推广 柯 西 
定理 的 布 里 奥 - 布 凯 定理 ， 从 了 HH. 庞 加 菜 的 工作 到 班 勤 
卫 、J 马尔 姆 奎 斯 特等 人 的 工作 ， 最 引 人 注目 的 是 在 线 
性 方程 方面 ,从 I. 工 . 富 克 斯 的 结果 开始 一 直到 庞 加 莱 的 
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自 守 函 数理 论 已 很 完整 。 但 是 在 非 线性 方面 显然 没有 取 
得 如 此 令 人 满意 的 成 果 ， 其 原因 可 能 是 多 复 变 函数 的 奇 
点 理论 和 解析 开拓 尚 有 待 发 展 。 

二 阶 常 微分 方程 的 柯 西 问题 

y+a(x)y +h(x)y=f(x) 

se | cumat, 
不 是 泛 定 方程 (E,) 唯 一 可 以 提出 的 定 解 问题 。 人 们 还 可 
以 提出 如 下 的 边 值 问 题 〈 相 当 于 二 阶 偏 微分 方程 的 狄 利 
克 雷 问题 )， 


( 泛 定 方程 )(E,)， 


((E:) 
[ec | 人 从 

这 两 个 问题 均 可 归结 为 线性 积分 方程 。 前 者 可 归结 
为 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 ， 后 者 则 是 第 二 种 弗 雷 德 堆 
姆 积分 方程 。 沃 尔 泰 拉 方程 可 以 看 作 弗 雷 德 年 姆 方程 的 
特例 ,但 不 同 的 是 后 者 有 本 征 值 .本 征 函 数 问题 ， 而 前 者 
没有 。 边 值 问题 和 由 它 而 引起 的 本 征 值 .本 征 函 数 问题 , 
不 仅 有 理论 上 的 价值 ,为 人 们 提供 很 多 特殊 函数 ,而 且 有 
实用 价值 (特征 值 问题 在 大 型 建筑 中 必需 考虑 到 )。 在 柚 
圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 中 同样 也 引起 本 征 值 和 本 征 
函数 问题 。 

天 体力 学 中 提出 的 太阳 系 稳定 性 理论 课题 ， 促 进 了 
常 微分 方程 大 范围 研究 ,但 是 柯 西 所 得 结果 都 是 局 部 的 、 
小 范围 的 。 如 何 把 柯 西 所 得 结果 推广 到 全 局 呢 ? 在 常 微 
分 方程 解析 理论 中 ， 人 们 曾 利用 解析 开拓 法 把 某 些 线性 
方程 在 全 平面 的 解 全 部 求 出 。 由 J. 阿达 马 在 美国 耶鲁 大 
学 的 报告 “ 庞 加 莱 的 科学 研究 工作 "可 知 , 斋 加 莱 受 E. 如 
罗 瓦 创立 群 的 观点 来 处 理 代数 方程 的 方法 的 影响 ， 不 是 
从 一 条 积分 曲线 出 发 而 是 考虑 所 有 积分 曲线 和 它们 间 的 
相互 关系 。 当 然 , 庞 加 莱 首 先 从 考虑 最 简单 的 一 阶 方程 

dx 


ad 
人 = 入 (3) 


出 发 ,这 里 X,Y 都 是 x,y 的 多 项 式 (阿达 马 认 为 ,X,Y 是 
否 是 多 项 式 不 是 重要 的 , 重要 的 是 它们 为 x, y 的 单 值 函 
数 )。 为 了 便于 讨论 在 无 穷 远 处 的 奇 点 , 庞 加 莱 作 一 球 在 
上 侧切 xy 平面 于 原点 ， 然 后 以 球 心 为 投影 中 心 把 xy 平 
面 任何 一 点 投影 到 球面 上 得 轴 对 称 的 两 点 。 在 所 有 讨论 
中 ,总 假定 是 增加 的 ,这样 就 保证 了 在 平面 上 的 正规 点 
处 只 有 一 条 积分 曲线 经 过 ， 并 且 只 给 出 上 增加 的 一 个 切 
线 方向 。 在 作 了 这 些 基本 假定 下 ， 庞 加 莱 提 出 了 两 个 原 
则 来 实现 他 从 伽 罗 瓦 处 吸取 的 思想 。 第 一 个 原则 ,在 上 述 
球 上 任 一 正则 点 (使 X=0,，Y =0 的 实 点 是 方程 的 奇 点 ， 
其 余 都 是 方程 的 正则 点 ) 都 只 通过 方程 的 一 条 积分 曲线 。 
这 个 原则 是 从 柯 西 定理 来 的 ， 并 且 盖 明了 所 有 解 闻 的 关 
系 。 第 二 个 原则 ,在 非 解 线 工 上 任 一 点 ,人 们 可 以 说 清楚 
方程 (3) 的 任 一 解 曲线 将 在 包 一 个 方向 哉 工 , 工 就 是 无 接 
触 弧 。 这 个 原则 也 阐明 了 所 有 解 则 的 关系 。 

就 是 这 两 个 原则 ， 人 允许 人 们 得 到 了 一 系列 难以 想象 
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(PD): 


的 大 范围 的 结果 ， 即 所 谓 常 微分 方程 定性 理论 。 它 推动 
了 组 合 拓扑 学 基本 理论 的 建立 。 高 维 的 定性 理论 还 有 待 
发 展 。 

在 柯 西 的 倡导 下 ,人 们 从 “ 求 通 解 "的 时 代 进 入 了 “ 求 
解 定 解 问 题 " 的 时 代 , 随 着 庞 加 菜 的 定性 理论 ， 常 微分 方 
程 又 从 “求解 定 解 问题 "的 时 代 进入 “ 求 所 有 解 "的 时 代 。 

稍 后 , D. 伯 克 翟 夫 在 动力 系统 方面 开辟 了 一 个 新 领 
域 。 近 年 来 ,由 于 拓扑 方法 的 渗入 ,更 加 得 到 发 展 。 苏 联 
A. M. 地 亚 普 诺 夫 在 运动 稳定 性 方面 的 工作 ,对 天 文学 、 
物理 学 以 及 工程 技术 有 广泛 应 用 , 极 受 重视 。 

此 外 ,在 考虑 时 滞 问 题 时 ,人 们 还 创立 了 差分 微分 方 
程 。 近 年 来 , 泛 函 微分 方程 有 很 大 发 展 . 泛 函 微分 方程 是 
差分 微分 方程 的 推广 。 

柯 西 曾 把 他 有 关 常 微分 方程 方面 的 结果 推广 到 一 阶 
偏 微分 方程 组 的 柯 西 问题 ， 但 他 在 偏 微分 方程 中 所 考虑 
的 方程 并 没有 象 在 常 徽 分 方程 中 所 考虑 的 方程 那样 有 代 
表 性 。 因 此 ， 后 来 又 引进 了 模 组 的 概念 ， 柯 西 和 稍 后 的 
C. B. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 都 用 长 函数 法 证 明了 模 组 柯 西 问 
题 的 解析 解 是 唯一 存在 的 。 模 的 概念 显然 依赖 于 支柱 。 
从 而 引入 了 特征 的 概念 。 应 特别 注意 ， 有 些 组 的 特征 表 
达 式 必 能 恒 等 于 零 ， 其 中 有 些 方 程 组 是 比较 重要 的 , 例 
如 方程 (2) 就 是 这 样 的 , 广义 相对 论 的 基本 方程 组 也 是 这 
样 的 。 

在 偏 微分 方程 理论 中 ,特征 概念 起 着 重要 作用 ,所 知 
特征 的 性 质 越 多 ， 相 应 的 方程 的 研究 的 发 展 就 越 快 。 由 
于 线性 方程 组 和 半 线 性 方程 组 的 特征 只 与 (xX, ,x3,…,xm) 
有 关 ， 而 与 未 知 函数 及 其 各 阶 导数 无 关 ,所 以 知道 有 关 线 
性 、 半 线性 方程 组 (特别 当 系数 是 常数 时 ) 特 征 方程 的 信 
息 较 非 线性 方程 组 和 拟 线性 方程 组 多 得 多 ， 因 为 这 时 特 
征 方程 恒 是 一 阶 的 ， 可 以 通过 解 一 个 常 微分 方程 组 而 求 


”得 ， 从 常 微分 方程 关于 解 的 含义 来 看 ， 这 个 常 系数 的 线 


性 方程 组 的 解 就 容易 求 得 。 在 变 系数 线性 方程 中 n、m 
越 大 ,特征 就 越 复杂 。 方 程 的 个 数 即 未 知 函数 的 个 数 "= 
1 且 阶 数 为 1 时 虽 属 潜 显 ， 却 是 一 阶 非 线性 偏 和 分 方 
程 柯 西方 法 的 基础 。n= 1， 阶 数 为 时， 特征 表达 式 是 
识 ， 絮 ,… 的 二 次 型, 代数 学 关于 二 次 型 已 有 
特别 多 的 结果 ， 也 是 二 阶 线 性 偏 微分 方程 发 展 比 较 成 雪 
的 一 个 原因 ,m=2 时 特征 表达 式 便 可 分 解 为 一 定 个 数 的 
线 型 的 生 积 。 因 此 相应 的 方程 组 也 发 展 较 快 

柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 二 定理 ,并 没有 解决 模 方程 组 柯 
西 问题 的 适 定性 同 题 ,因为 它 只 能 证 明 解析 解 的 唯一 性 ， 
而 并 没有 证 明 没有 其 他 非 解析 解 。 20 世纪 初 才 由 了. 和 
怒 格 伦 在 方程 是 非 重 特征 的 \ 系 数 是 解析 的 、 支 柱 是 解析 
的 而 非特 征 的 条 件 下 , 证 明了 解 的 唯一 性 。 阿 达 马 指出 ， 
只 要 能 在 方程 是 非 重 特征 的 、 系 数 是 非 解析 的 、 支 柱 
是 非特 征 的 条 件 下 证 明 答 妈 格 伦 定理 ， 则 该 定理 在 方程 
是 非 和 特征 的 、 非 线性 的 、 非 解析 的 、 支 柱 是 非特 征 的 条 
件 下 仍 是 正确 的 。 至 于 连续 依 吉 性 则 并 不 成 立 ， 阿 达 马 


的 著名 例子 

二 0 

二 3 
0,y,2)=0, 


su 


人 (0,y,2) 一 Ansin nx。 ( 当 n>oo 时 ， As>0)， 


就 说 明 这 个 问题 。 

阿达 马 分 析 了 他 以 前 和 当时 的 有 关 线 性 二 阶 偏 微分 
方程 的 工作 , 紧 紧 抓 住 “形式 相似 的 方程 却 有 过 然 不 同 的 
适 定 问题 "这 个 矛盾 ,反复 论证 ， 终 于 发 现 了 长 期 未 被 注 
意 的 事实 ， 即 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 在 方程 .支柱 和 
数据 有 一 非 解析 时 是 不 真 的 。 例 如 4u=0 在 支柱 z=0 
的 柯 西 问题 在 数据 不 都 是 解析 时 未 必 是 有 解 的 。 诚 然 ， 
双 侧 的 解 ( 即 z<0 和 ?> 0 时 都 存在 的 解 ) 不 存在 ， 因 为 
根据 杜 思 定 理 ， 若 存 在 ， 则 两 个 数据 必然 都 是 解析 的 。 
单 侧 的 解 也 不 存在 ,因为 否则 用 照 像 法 (实际 上 是 一 种 解 


析 开 拓 )， 则 双 侧 解 也 将 存在 ,但 解析 方程- 全 一 du=0， 


解析 支柱 +=0、 非 解析 数据 的 柯 西 问题 却 是 实际 中 提出 
的 ,理论 证 明 是 适 定 的 。 

那么 , 哪 一 类 方程 应 提 柯 西 问题 , 哪 一 类 方程 应 提 儿 
利克 需 型 问题 ? 物理 学 自然 地 ， 并 基本 地 回答 了 这 个 问 
题 。 对 刻画 平衡 和 小 运动 的 方程 i 一 0， 物 理学 提出 了 
狄 利克 震 型 问题 ， 对 刻画 让 的 传递 和 大 型 运动 的 方程 的 
3 -如 =0， 对 刻画 不 可 着 现象 的 热 导 方程 融 一 


-人 es- 一 0, 物 理学 提出 了 初 值 问题 和 混合 问题 ;理论 上 也 
证 明了 这 些 定 解 问题 都 是 适 定 的 但 必需 有 数学 的 判别 ， 


才能 彻底 解决 分 类 问题 ， 即 对 一 般 的 线性 二 阶 偏 微 分 
方程 
Biu Bu 
‘9: 加 A Bx, By + B+ uf 
的 分 型 问题 。 这 里 Aw.Bs、C 和 了 都 是 羽 ，xs，…, Xm 的 
已 给 解析 函数 ,并 有 Aw= Auw。 这 个 方程 的 特征 表达 式 是 
3G 3G 
i 


这 是 一 个 只 和 原 方程 二 阶 项 有 关 的 部 (i=1，2，…， 
mm) 的 二 次 型 。 数 学 家 早 就 知道 二 次 型 可 以 分 为 正 (或 负 ) 
定型, 不 定型 和 退缩 型 竺 类。 特征 表达 式 .为 正 (或 负 ) 
定型 的 (4) 称 为 类 加 型 方 程 ，.e 为 不 定型 的 (4) 称 为 双 昌 
型 方程 ，. 为 旭 纵 型 的 (4) 称 为 退 六 型 广 程 , 其 中 有 一 种 
.可 化 为 (mi 1) 个 同 号 平方 项 的 则 称 为 抽 物 型 方程 . 因 


之 , du=0 就 是 梢 加 方程, S 一 du=0 就 是 双 曲 型 广 


程 ， 而 全 - 入 革 ~0 则 是 氨 物 型 方程。 型 不 同 ， 当然 所 
提 的 定 解 问题 也 应 不 同 。 

那么 不 同型 方程 有 没有 共性 呢 ? 阿达 马 提出 了 基本 
解 。 这 不 仅 是 他 对 前 人 工作 的 总 结 ， 而 且 从 他 本 人 以 前 


的 成 就 也 必然 得 到 这 个 重要 概念 。 有 了 基本 解 ， 模 双 曲 
型 方程 的 柯 西 问题 的 解 ,只 要 支柱 是 空 向 的 ,已 给 数据 适 
当 正 规 , 就 可 以 用 一 个 发 散 积分 的 有 限 部 分 来 表示 :椭圆 
型 方程 就 可 以 形成 势 代表 解 ， 并 通过 这 个 势 满足 的 弗 雷 
德 答 尔 姆 型 积分 方程 求 得 狄 里 克 雷 问题 的 解 。 间 接地 求 
抛物 型 方程 的 基本 解 的 步骤 也 是 阿达 马 提出 来 的 。 他 有 
一 句 名 言 ,所 有 线性 偏 微分 方程 问题 应 该 并 且 可 以 用 基 
本 解 来 解决 。 

在 V. 沃 尔 泰 拉 上 暗示 下 , G.F. 特 里 科 米 进行 了 混合 
型 方程 的 所 谓 特 里 科 米 问题 的 研究 。 所 谓 混合 型 方程 ， 
是 指 在 锐 型 线 忆 一 侧 是 棋 圆 型 ， 在 另 一 侧 是 双 曲 型 的 方 
程 ， 1927 年 特 里 科 米 证 明了 解 的 存在 性 。 虽 然 苏联 学 者 
C.A, 洽 普 雷 金 在 V. 沃 尔 泰 拉 之 前 已 在 射流 理论 中 提出 
更 一 般 的 混合 型 方程 即 洽 普 雷 金 方程 ,但 只 有 在 40 年 代 
由 于 超 音速 飞机 的 制造 ， 在 跨 音 速 气动 力学 中 这 类 方程 
才 大 受 重视 。M., H. 普罗 特 尔 证 明了 论 普 雷 金 方程 特 里 
科 米 问题 的 解 的 唯一 性 ， 苏 联 学 者 A, B. 比 察 泽 也 在 这 
方面 做 了 大 量 有 意义 的 工作 。 由 于 渗流 的 研究 ,促进 了 拟 
线性 退缩 抛物 型 方程 的 研究 发 展 ， 苏 联 学 者 为 此 作出 了 
贡献 。 

早期 由 于 外 弹道 学 的 需要 ， 以 及 40 年 代 由 于 高 速 
气动 力学 研究 激流 的 需要 ， 拟 线性 一 阶 双 曲 组 的 间断 解 
的 研究 更 得 到 了 重大 发 展 ,苏联 和 美国 学 者 作出 了 贡献 。 
泛 函 分 析 和 偏 微分 方程 同 的 相互 联系 ,相互 促进 发 展 , 首 
先 应 归功 于 法 、 波 、 苏 等 国学 者 的 努力 。 

中 华人 民 共 和 国 建立 后 ， 微 分 方程 得 到 了 重视 和 发 
展 。 培 养 了 许多 优秀 的 微分 方程 的 工作 者 ， 在 常 微分 方 
程 稳定 性 ,极限 环 ,结构 稳定 性 等 方面 做 出 了 很 多 有 水 平 
的 结果 ， 在 偏 微分 方程 混合 型 刻画 渗流 问题 的 拟 线性 退 
缩 抛物 型 、 椭 贺 组 和 拟 线 性 双 曲 组 的 间断 解 等 方面 做 出 
了 很 多 有 水 平 的 结果 。 

参考 书目 

J. Hadamard, Le Probleme de Cauchy et les Equations 
aux Derivees Partielles Lineairs H yperboliques, Her- 
mann, Paris, 1932. 
J. Hadamard, La Theorie des Equatiens aux Dérivées 
Partielles,Editions des Sciences, Beijing, 1964. 
( 吴 新 谋 ) 

welfen jihexue 
微分 几何 学 (differential geometry) 数学 
的 一 个 分 支 学 科 , 它 主要 是 以 分 析 方法 来 研究 空间 (微分 
流 形 ) 的 几何 性 质 。 

初始 阶段 古典 的 局 部 微分 几何 是 研究 三 维 欧 氏 空 
间 E, 的 曲线 和 曲面 在 一 点 邻近 的 性 质 ， 它 的 发 展 与 分 析 
学 的 发 展 有 着 不 可 分 割 的 联系 。 微 分 几何 起 源 于 17 世 纪 
发 现 微 积分 之 时 ， 函 数 与 函数 的 导数 的 概念 实质 上 等 同 
于 曲线 与 曲线 的 切线 的 斜率 ， 函 数 的 积分 在 几何 上 则 可 
解释 为 一 曲线 下 的 面积 。 当 时 ,平面 曲线 ,空间 曲线 及 曲 
面 的 几何 也 可 作为 微 积分 的 应 用 来 了 解 。 

在 这 方面 第 一 个 作出 贡献 的 是 瑞士 数学 家 工 . 欧 拉 。 
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1736 年 他 首先 引进 了 平面 曲线 的 内 在 坐标 这 一 概念 , 即 
以 曲线 弧 长 这 一 几何 量 作为 曲线 上 点 的 坐标 ， 从 而 开始 
了 曲线 的 内 在 几何 的 研究 。 欧 拉 将 曲率 描述 为 曲线 的 切 
线 方向 和 一 固定 方向 的 交角 相对 于 弧 长 的 变化 率 。 在 曲 
面 论 方面 ， 他 有 重要 的 贡献 ， 例 如 引进 了 曲面 上 的 法 曲 
率 、 总 曲率 、 关 于 法 曲率 的 欧 拉 公式 及 球面 映射 等 。 
测 地 线 是 平面 上 的 直线 在 曲面 上 的 推广 ， 欧 拉 和 约翰 第 
一 伯 努 利 及 丹尼尔 第 一 * 伯 努 利 一 起 最 早 地 把 测 地 线 
描述 为 某 些微 分 方程 的 解 。1736 年 ， 欧 拉 证 明了 在 无 外 
力作 用 之 下 ,一 个 质点 如 约束 在 一 曲面 上 运动 , 则 它 必 定 
是 沿 测 地 线 运动 。 另 外 ,值得 指出 的 是 法 国 数学 家 G. 繁 
日 及 其 学 派 ， 他 们 对 曲面 论 的 建立 也 很 有 贡献 ， 蒙 日 在 
1807 年 出 版 的 书 《分 析 学 在 几何 中 的 应 用 》 是 关于 曲线 
和 曲面 理论 的 第 一 部 独立 的 著作 。 他 的 工作 中 反映 出 他 
对 微分 方程 的 兴趣 。 在 这 些 数学 家 的 研究 中 ,可 以 看 到 力 
学 、 物 理学 与 天 文学 以 及 技术 与 工业 的 日 益 增长 的 要 求 
是 促使 微分 几何 发 展 的 因素 。 

1847 年 弗 雷 内 得 出 了 曲线 的 基本 微分 方程 , 亦 即 通 
称 的 厚 雷 内 公式 。 后 来 , G. 达 布 创造 了 空间 曲线 的 活动 
标 架 概念 ,完整 地 建立 起 曲线 理论 。 

黎 曼 几何 学 的 提出 ”在 三 维 欧 氏 空间 E, 中 ,与 曲线 
相 比 ,曲面 有 着 重要 得 多 的 性 质 . 设 xi, xa, x 为 EF, 的 笛 
氏 坐 标 , 则 曲面 8 的 参数 方程 为 

TX) (i=1,2,3), (1) 

曲面 8 的 几何 性 质 完全 由 被 称 为 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 
形式 ( 见 曲面 ) 的 两 个 二 次 微分 形式 所 决定 。 

1827 年 德国 数学 家 C. F. 高 斯 的 论文 《弯曲 曲面 的 一 
般 研 究 》 在 微分 几何 学 的 历史 上 有 重大 的 意义 。 微 分 几 
何 发 展 经 历 了 150 年 之 后 ， 高 斯 抓 住 了 微分 几何 中 最 重 
要 的 概念 和 带 有 根本 性 的 内 容 ， 他 在 论文 中 建立 了 曲面 
的 内 在 几何 学 ， 其 主要 思想 是 强调 了 曲面 上 只 依赖 于 第 
一 基本 形式 的 一 些 性 质 ,例如 曲面 上 曲线 的 长 度 、 两 条 曲 
线 的 夹 角 , 曲 面 上 一 区 域 的 面积 \ 测 地 线 、 测 地 曲率 和 总 
曲率 等 等 ， 称 之 为 曲面 的 内 在 性 质 。 

高 斯 之 前 的 几何 学 家 ， 在 研究 曲面 时 总 是 把 曲面 与 
外 围 空间 E, 相 联系 , 找 出 曲面 上 一 点 的 主 方向 ， 再 计算 
两 曲率 线 的 法 曲率 的 乘积 ， 这 是 欧 拉 的 研究 。 高 斯 证 明 
了 由 曲面 的 第 一 基本 形式 就 确定 了 曲面 的 总 曲率 ， 这 就 
是 高 斯 方程 ,所 以 总 曲率 通常 也 称 为 高 斯 曲率 ,这 是 高 斯 
的 著名 发 现 ,被 称 为 " 极 妙 定理 "他 说 , “如果 一 个 弯曲 的 
曲面 可 展开 到 任何 另外 的 曲面 上 去 ， 则 每 点 的 曲率 是 保 
持 不 变 的 "这 里 ，“ 可 展 "表示 了 映射 是 1-1 (一 一 ) 且 保 
持 距离 的 。 高 斯 建立 的 内 在 几何 学 有 着 深远 的 影响 ,是 
在 微分 几何 上 的 一 关键 而 重大 的 突破 ， 但 当时 并 未 被 人 
们 所 认识 。 

更 重要 的 发 展 属于 德国 数学 家 B. 柳 更 。1854 年 他 在 
格 丁 根 大 学 发 表 了 题 为 《 论 作为 几何 学 基础 的 假设 》 的 就 
职 演讲 , 黎 曼 将 曲面 本 身 知 成 一 个 独立 的 几何 实体 ,而 不 
是 把 它 仅仅 看 作 欧 氏 空间 中 的 一 个 几何 实体 。 他 发 展 了 
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空间 的 概念 ， 首 先 提出 了 ? 维 流 形 〈 当 时 称 为 多 重 广 延 
量 ) 的 概念 ,其 中 的 点 用 个 实数 (x!， x*,…,x") 作 为 坐 
标 来 描述 ， 他 定义 了 流 形 上 无 限 邻 近 两 点 4x!) 与 (x+ 
qx)(i=1,2,…,n) 的 距离 


ds 一 区 gu(x)dxtdze!, (2) 


并 以 此 作为 几何 学 的 出 发 点 。 后 来 称 (2) 为 获 曼 度量 ,这 
里 (gu) 是 正定 对 称 阵 。 黎 曼 认识 到 度量 (2) 是 加 到 流 形 
上 去 的 一 个 结构 ， 因 此 ， 同 一 流 形 可 以 有 众多 的 黎 曼 度 
量 。 黎 曼 以 前 的 几何 学 家 只 知道 外 围 空间 E, 的 度量 赋 子 
曲面 S 以 诱导 度量 

dS:=Edu’+2Fdudv+ Gdv:, (3) 
即 第 一 基本 形式 ， 而 并 未 认识 到 曲面 还 可 以 独立 于 
而 定义 ， 可 以 独立 地 赋予 度量 结构 。 黎 显 意识 到 这 件 事 
是 非凡 的 重要 ， 他 把 诱导 度量 与 独立 的 黎 曼 度量 两 者 分 
开 来 ,从 而 开创 了 以 (2) 为 出 发 点 的 黎 曼 几何 。 这 种 几何 
以 种 种 非 欧 几 何 作为 其 特例 。 例 如 ,这 时 可 以 把 


作为 两 个 无 限 邻 近 点 的 距离 ， 当 4>0 时 ， 就 是 球面 几 
何 或 籽 贺 几何 (又 称 为 正常 曲率 空间 的 几何 ), a=0 时 就 
是 欧 氏 几何 ,a<0 时 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 或 双 曲 几何 ， 
又 称 负 常 曲率 空间 的 几何 。 

黎 曼 几何 中 的 一 个 基本 问题 是 微分 形式 的 等 价 性 问 
题 。 在 两 个 不 同 坐标 系 zz 2 与 xx an 中， 
给 定 两 个 二 次 微分 形式 


ads: 总 gudztday 
与 
de giderder, 
求 存在 举 标 变换 x1 =x((z!,x?，…， 2)Ci=12…n) 将 


一 个 微分 形式 变 到 另 一 个 的 条 件 , 这 个 问题 1869 年 由 EE 
B. 克 里 斯 托 赏 尔 与 R. 李 普 硕 英 解决 。 克 里 斯 托 费 尔 的 
解 包含 了 以 他 的 名 字 定 名 的 记号 ， 即 第 一 类 克 里 斯 托 费 
尔 记号 [ 率 , 门 和 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 记 号 [为]， 
[hI=0"Cik, 9° ( a + Say — Ba), (5) 
及 协 变 微分 ( 见 釜 更 几何 学 ) 的 概念 。 在 此 基础 上 ,1887 一 
1896 年 间 G. 里 奇 发 展 了 张 量 分 析 方法 ， 这 在 广义 相对 
论 中 起 了 基本 的 作用 。 里 奇 和 他 的 学 生 T. 列 维 - 齐 维 
坎 在 研究 报告 《绝对 微分 法 及 其 应 用 》( 1901) 中 对 里 奇 计 
算法 作 了 详细 的 综述 。 
《 埃 尔 痕 根 纲领 ? 对 微分 几何 的 影响 ” 比 克 里 斯 托 费 
和 尔 、 李 普 希 茨 解决 二 次 微分 形式 的 相互 转换 问题 稍 迟 一 
些 ， 1872 年 了 . 克 菜 国 在 德国 埃 尔 朗 根 大 学 作 就 职 演讲 
时 , 盖 述 了 《 埃 尔 朗 根 纲领 》, 这 就 是 把 几何 学 定义 为 研究 
变换 群 所 作用 的 空间 ,例如 欧 氏 空间 具有 刚体 运动 群 ,所 
研究 的 对 象 是 在 刚体 运动 群 下 不 变 的 性 质 。 射 影 空间 具 


有 射影 变换 群 ， 仿 射 空间 与 共 形 空间 分 别 具 有 仿 射 变换 
群 与 共 形变 换 群 等 等 。 这 样 就 用 变换 群 对 已 有 的 几何 学 
进行 了 分 类 。 这 些 几 何 学 中 所 研究 的 对 象 是 在 相应 变换 
群 下 不 变 的 性 质 。 这 种 用 群 论 统一 几何 学 的 思想 把 几何 
学 与 李 群 结合 起 来 了 。 在 《 埃 尔 朗 根 纲领 发 表 后 的 半 个 
世纪 内 ， 它 成 了 几何 学 的 指导 原理 ， 推 动 了 几何 学 的 发 
展 ,导致 了 射影 微分 几何 、 仿 射 微分 几何 、 共 形 微 分 几何 
的 建立 。 特 别 是 射影 微分 几何 起 始 于 1878 年 阿尔 方 的 
学 位 论文 ， 后 来 1906 年 起 为 E. J. 威 尔 辛 斯 基 为 代表 的 
美国 学 派 所 发 展 ,1916 年 起 为 以 G. 富 比 尼 为 首 的 意大利 
学 派 所 发 展 ,20 世纪 30 年 代 起 中 国 苏 步 青 及 其 学 生 们 以 
及 苏联 C. 工 , 非 尼 科 夫 等 进一步 发 展 了 射影 微分 几何 。 

另 一 方面 ， 克 莱 因 的 《 埃 尔 朗 根 纲领 ;与 狭义 相对 论 
完美 地 相配 合 ， 狭 义 相 对 论 中 的 一 个 原理 是 洛 伦 获 群 下 
场 方程 的 不 变性 ， 这 导致 了 克 莱 因 成 为 狭义 相对 论 的 最 
早 支 持 者 之 一 。 洛 伦 茨 结构 在 相对 论 中 起 了 基本 的 作用 。 

当 克 莱 因 制定 k 埃 尔 朗 根 纲领 时 ， 已 观察 到 黎 曼 几 
何 并 不 包括 在 内 ,因为 一 般 的 黎 曼 空间 ， 除 恒 等 变 换 外 ， 
并 不 含有 其 他 等 长 变换 。 经 过 W.K.J. 基 灵 , 包 . 嘉 当 的 努 
力 ,使 得 李 群 成 为 微分 几何 的 有 力 工具 ,而 李 群 本 身 也 成 
为 微分 几何 的 研究 对 象 ， 它 的 推广 就 是 齐 性 流 形 即 容 有 
可 迁 变换 群 的 微分 流 形 ， 这 就 给 出 了 埃 尔 朗 根 纲领 中 所 
设想 的 几何 空间 的 最 一 般 形式 。 在 齐 性 流 形 中 ， 具 有 正 
定 黎 曼 度量 的 齐 性 黎 曼 流 形 , 特 别 是 对 称 空间 ,显得 特别 
重要 。 

广义 相对 论 的 产生 及 其 对 几何 学 的 影响 黎 曼 几何 
的 建立 对 近代 物理 学 产生 了 巨大 的 影响 。 黎 曼 对 引力 论 
很 有 兴趣 , 曾 对 牛顿 的 引力 论 发 生 怀疑 ,牛顿 的 引力 是 一 
种 超 距 作用 ,而 黎 曼 认为 引力 作用 应 通过 接触 来 传递 ,但 
他 并 没有 把 黎 曼 几 何 用 于 引力 论 。50 年 后 , 爱 因 斯 坦 创立 
了 新 的 引力 理论 一 一 广义 相对 论 , 黎 曼 几 何 ( 严 格 地 说 是 
洛 伦 获 几何 ,这 时 (2) 中 所 定义 的 ds: 是 非 正定 的 二 次 微 
分 形式 ) 及 其 运算 方法 (里 奇 计算 法 ) 成 为 广义 相对 论 有 
效 的 数学 工具 。 爱 因 斯 坦 引进 了 约定 求 和 这 一 很 有 用 的 
符号 。 广 义 相 对 论 的 产生 对 微分 几何 的 影响 是 令 人 震动 
的 。 当 时 黎 曼 几 何 成 为 研究 的 中 心 课题 ， 斯 考 顿 , 列 维 - 
齐 维 塔 、. 嘉 当 及 艾 森 哈 特等 人 的 关于 黎 曼 几何 的 权威 
著作 几乎 都 出 现在 1924 一 1926 年 期 间 。 

爱 因 斯 坦 在 狭义 相对 论 中 ， 把 时 间 与 空间 作为 相关 
的 量 一 起 来 考虑 ,构成 了 一 个 四 重 广 延 量 ,这 显示 了 时 空 
概念 的 一 个 根本 性 变化 。 这 时 ， 时 空中 两 点 (x'), 《x+ 
dx!)(i=1,2,3,4) 的 距离 由 非 正 定 的 二 次 形式 

ds=(dx')+ (dr)+ (dre) — (dre): (6) 
所 描述 ,其 中 x*=ct,c 是 光速 ,t 是 时 间 。 这 种 具体 形式 
是 闵 科 夫 斯 基 空间 ,或 称 闵 科 夫 斯 基 四 维 时 空 ,简称 四 维 
时 空 , 它 是 次 伦 菊 流 形 中 的 一 个 特例 。 

广义 相对 论 采用 的 是 洛 伦 茨 流 形 ， 这 时 ds* 是 非 正 
定 的 ， 它 的 特点 是 在 任何 一 点 的 小 邻 域 中 和 闪 科 夫 斯 基 
时 空 性 质 相 近似 。 引 力 论 的 基本 问题 是 要 说 明 质 点 在 引 


力作 用 下 的 运动 轨 线 问题 ， 在 广义 相对 论 中 运动 轨 线 为 
流 形 上 类 时 ( 即 “ 弧 长 "平方 为 负 ) 的 测 地 线 ， 类 时 意味 着 
质点 的 速度 低 于 光速 , 测 地 线 是 变 分 


ius-。 (7) 


所 得 微分 方程 的 解 。 
爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 是 一 个 关于 gu 的 二 阶 偏 微 
分 方程 


Ry- Bou=Ty, (8) 
式 中 Ru 称 为 里 坷 张 量 , 是 由 gu 的 一 、 二 阶 导数 构成 的 ) 
及 ~ 吝 ,9Bw, 其 中 gs 由 济 9sgw= 站 所 确定 ， Tw 是 
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描述 物质 分 布 的 能 量 动量 张 量 。 特 别 ， 真 空中 的 引力 场 
方程 由 Ry=0 所 表述 。 如 果 弯曲 空间 化 为 平 直 空间 , 则 
表示 引力 场 不 存在 ,这 时 质点 作 匀 速 运动 。 

爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 的 思想 来 自 物理 学 的 研究 ， 
但 值得 注意 的 是 从 欧 几 里 得 几何 学 到 黎 曼 几何 学 经 历 了 
二 千 多 年 时 间 ， 而 从 闵 科 夫 斯 基 时 空 到 洛 伦 茨 流 形 只 经 
过 十 年 时 间 ， 这 是 因为 黎 曼 几 何 学 的 张 量 分 析 已 为 此 作 
了 一 切 数学 上 的 准备 。 爱 因 斯 坦 在 建立 广义 相对 论 的 过 
程 中 得 益 于 数学 家 M. 格 罗斯 曼 ,在 发 展 广义 相对 论 过 程 
中 他 入 . 嘉 当 进 行 了 许多 的 讨论 ,D. 硕 尔 伯 特 也 参加 建 
立场 方程 的 研究 。 

把 黎 曼 几 何 应 用 于 广义 相对 论 时 , 列 维 - 齐 维 塔 平行 
移动 的 概念 具有 相当 的 重要 性 。H. 外 尔 在 1918 年 的 名 
著 k 时 间 , 空 间 ,物质 ?中 引进 了 仿 射 联络 的 概念 ， 它 是 黎 
曼 流 形 中 列 维 - 齐 维 塔 平行 移动 的 推广 。 在 流 形 上 可 以 
用 仿 射 联络 作为 出 发 点 来 定义 平行 移动 和 协 变 微分 等 结 
构 ， 这 样 ， 仿 射 联络 就 不 必 从 黎 曼 结构 来 得 出 。 外 和 尔 所 
给 出 的 联络 是 无 找 率 的 ( 即 对 称 的 )。 流 形 上 定义 了 仿 射 
联络 ,就 得 到 仿 射 联络 流 形 。 

号 . 宫 当 在 他 的 主要 论文 《 仿 射 联络 流 形 及 广义 相对 
论 理论 X1923 一 1924) 中 给 出 仿 射 联络 的 权威 性 论述 ,并 
将 仿 射 联络 这 一 概念 推广 到 有 挠 率 的 情况 。 文 中 主要 说 
明 为 什么 爱 因 斯 坦 引 力 论 是 牛顿 引力 论 的 推广 ， 后 来 他 
更 进一步 建立 了 各 种 联络 理论 ， 例 如 射影 联络 、 共 形 联 
络 等 。 

黎 曼 几何 还 有 另外 的 推广 ,P. 芬 斯 勒 以 一 般 的 ds: 一 
F(x!, za， e729, dzly de?, …y dxn) 一 gu(zy dx )dxt dx 
(i, j=1, 2,…,n) 出 发 建立 了 一 种 度量 的 几何 学 ,F 只 是 
dx! 的 正 齐 二 次 函数 而 不 必要 求 它 为 二 次 型 ， 也 就 是 说 
9u 除 依赖 于 x 之 外 ,还 是 dx 的 正 齐 0 次 函数 。 对 这 种 空 
间 也 引进 了 联络 、 曲率 等 等 概念 ,从 而 得 到 芬 斯 勒 几何 。 
随后 ,还 有 很 多 的 推广 ,得 到 的 空间 通称 为 一 般 空 间 。 

曲线 和 曲面 的 整体 性 质 在 古典 的 曲线 论 和 曲面 论 
中 ,人 们 所 研究 的 问题 已 可 分 为 两 种 类 型 ,局 部 问题 与 整 
体 问题 。 曲 线 或 曲面 在 一 点 充分 小 邻近 成 立 的 性 质 是 局 
部 性 质 。 例 如 ,曲线 在 一 点 的 切线 ,法 平面 、 曲 率 、 挠 率 ， 
曲面 的 切 平面 法 线 以 及 各 种 曲率 的 概念 都 是 局 部 性 质 。 
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整体 性 质 则 是 考虑 整个 曲线 或 曲面 上 的 性 质 ， 它 与 局 部 
性 质 所 得 出 的 定理 时 常 是 极 不 相同 的 。 例 如 ， 平 面 凸 闭 
曲线 成 立 四 顶点 定理 ， 即 它 的 曲率 至 少 有 四 个 极 值 点 。 
又 如 ,对 任何 曲面 ,局 部 来 说 ， 两 邻近 点 之 间 有 上 且 仅 有 唯 
一 的 测 地 线 弧 相连 结 ,但 从 整体 来 说 ,这 个 问题 就 相当 复 
杂 。 例 如 ,网 氏 空 间 的 测 地 线 是 直线 ,任意 两 点 之 间 有 且 
只 有 一 条 直线 段 相连 结 ,球面 上 的 测 地 线 是 大 圆 弧 ,球面 
上 任意 两 点 A、B (如 果 不 是 对 顶点 ) ,可 有 两 条 测 地 线 弧 
( 优 弧 与 劣 弧 ) 相 连结 ，A、B 是 对 顶点 时 ,它们 之 间 则 有 
无 限 条 测 地 线 弧 相连 结 。 如 果 考 虑 闭 测 地 线 ， 则 可 看 到 
欧 氏 空间 没有 闭 测 地 线 ， 而 球面 上 任何 测 地 线 ( 即 大 圆 ) 
都 是 闭 的 。 至 于 一 般 曲 面 有 可 能 存在 闭 测 地 线 ， 也 有 可 
能 不 存在 闭 测 地 线 ， 可 有 许多 情况 ， 讨 论 闭 测 地 线 的 存 
在 性 就 是 一 个 整体 性 质 。 

又 如 ， 欧 氏 空间 的 曲面 由 第 一 、 第 二 基本 形式 所 决 
定 。 如 果 两 个 曲面 小 片 5,，S，， 它 们 的 第 一 基本 形式 相 
同 ,第 二 基本 形式 不 同 , 则 称 5, 与 S: 是 互 为 变形 的 。 三 
维 欧 氏 空间 的 一 小 曲面 片 总 有 无 穷 个 曲面 与 它 相 变形 ， 
然而 这 个 性 质 整体 上 是 不 成 立 的 ， 例 如 球面 以 及 一 般 的 
凸 闭 曲 面 不 存在 与 之 变形 的 曲面 ， 这 称 为 球面 的 刚性 定 
理 及 凸 闭 曲面 的 刚性 定理 。 讨 论 小 曲面 片 的 变形 问题 是 
局 部 性 质 ， 讨 论 曲面 的 变形 问题 则 是 整体 性 质 。 曲 面 上 
测 地 线 弧 的 指标 ( 它 表示 测 地 线 弧 的 两 端 固定 时 ,使 其 长 
度 得 到 缩短 的 变形 的 维 数 ) 是 一 个 整体 的 不 变量 。 

曲面 的 整体 性 质 的 一 个 重要 结果 是 高 斯 - 博 内 定理 ， 


它 指明 ,在 闭 曲 面 S 上 ,总 曲率 K 的 积分  Kds 除 以 2r 
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就 是 曲面 的 网 拉 数 x。x 等 于 1 减 去 曲面 上 洞 的 个 数 ,是 
个 拓扑 不 变量 ， 因 而 这 个 定理 建立 了 曲面 的 微分 几何 量 
与 曲面 的 拓扑 量 之 间 的 重要 联系 。 

此 外 , 希 尔 伯 特 还 发 现 , 双 曲 平面 (二 维 的 双 曲 几何 ) 
不 能 在 三 维 欧 氏 空间 中 完整 地 实现 ， 尽 管 它 在 三 维 欧 氏 
空间 中 局 部 地 实现 对 于 双 曲 几何 ( 即 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ) 
的 被 承认 起 了 重大 的 作用 。 

曲面 和 曲线 的 整体 性 质 的 研究 激 起 了 人 们 对 整体 微 
分 几何 的 巨大 兴趣 。 

整体 微分 几何 的 兴起 ”现代 微分 几何 学 所 研究 的 对 
象 是 微分 流 形 , 其 上 还 配 有 附加 的 结构 。 例 如 ,微分 流 形 
上 引进 黎 曼 度 量 , 洛 伦 茨 度量 , 辛 尺度 这 些 结构 后 ， 就 分 
别 成 为 黎 曼 流 形 、 洛 伦 茨 流 形 和 辛 流 形 ,相应 地 也 就 丰富 
了 几何 内 容 。 

外 微分 形式 、 舍 * 拉 姆 定理 与 窒 坷 定理 ”微分 流 形 上 
的 外 微分 形式 是 一 个 微分 几何 量 ， 对 它 可 进行 外 微分 运 
算 ， 这 在 几何 上 十 分 重要 ( 见 外 向 分 形式 )。 外 微分 形式 
实际 上 是 多 重 积分 的 积分 元 。 一 个 外 微分 形式 的 外 微分 
如 等 于 零 , 则 称 它 为 闭 形式 ,微分 流 形 上 r 次 闭 形式 全 体 
构成 一 个 线性 空间 。 一 个 > 次 外 微分 形式 如 果 是 另 一 个 
《7 一 1) 次 外 微分 形式 的 外 微分 ， 则 称 之 为 正 合 形式 。 正 
合 形 式 是 团 形式 ， 它 所 构成 的 线性 空间 是 财 形式 所 构成 
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的 线性 空间 的 子 空间 。 闭 形式 可 以 划分 为 一 些 类 ， 称 为 
上 同调 类 ， 两 个 > 次 闭 形式 当 且 仅 当 它们 之 差 是 一 个 正 
合 形式 时 属于 同一 个 上 同调 类 。 这 些 上 同调 类 全 体 构成 
一 个 线性 空间 一 一 上 同调 空间 H"。 以 瑞士 数学 家 德 . 拉 姆 
而 命名 的 著名 定理 说 明 : 对 于 紧 致 流 形 ,上 同调 类 空间 H" 
必 是 有 限 维 的 ， 并 且 维 数 恰 等 于 微分 流 形 上 第 "个 贝蒂 
数 .贝蒂 数 是 流 形 的 拓扑 不 变量 , 它 描述 流 形 上 有 关连 通 
的 性 质 。 在 流 形 上 引进 了 黎 曼 度量 后 , 霍 奇 引进 了 调和 形 
式 的 概念 ， 并 证 明了 著名 的 霍 奇 定理 ,在 一 个 定向 、 紧 至 
黎 曼 流 形 上 ,每 一 上 同调 类 中 有 唯一 的 调和 形式 这 个 定 
理 是 复 变 函数 理论 中 紧 致 黎 曼 面 的 一 些 基本 结果 的 一 个 
重大 的 推广 , 它 在 代数 几何 中 有 重要 作用 。 这 两 个 定理 提 
供 了 流 形 上 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 联系 ， 建 立 了 流 形 上 
微分 结构 ,拓扑 结构 及 黎 曼 结构 的 深刻 的 制约 关系 ,具有 
十 分 重要 的 意义 。 

黎 受 流 形 的 完备 性 ”在 黎 曼 流 形 的 研究 中 ， 完 备 性 
是 一 个 很 重要 的 概念 。 在 黎 曼 流 形 上 ， 两 点 之 间 可 以 定 
义 距离 ,因而 可 成 为 一 个 度量 空间 ,这 个 度量 空间 在 拓扑 
意义 下 的 完备 与 任 一 测 地 线 均 可 无 限 延 伸 〈 依 弧 长 或 仿 
射 参数 ) 这 一 性 质 相等 价 , 从 而 形成 了 完备 黎 受 流 形 的 概 
念 。 特 别 ， 紧 致 黎 曼 流 形 是 完备 的 黎 最 流 形 。 稚 普 夫 与 
里 诺 给 出 了 下 述 结果 ， 完备 黎 曼 流 形 上 每 二 点 均 可 用 一 
极 小 测 地 线 相连 结 ， 其 长 度 就 等 于 二 点 的 距离 。 

引进 了 完备 性 这 一 概念 后 ， 也 推进 了 对 三 维 欧 氏 空 
间 曲 面 论 的 整体 性 质 的 研究 。 例 如 ， 对 于 曲率 为 常数 的 
曲面 的 完备 性 的 研究 有 ,1959 年 P. 哈 特 曼 与 工 . 尼 伦 伯 
格 证 明了 完备 的 可 展 曲 面 必 为 柱 面 ， 迈 尔 斯 与 李 卜 曼 证 
明了 正常 数 曲率 定向 的 完备 曲面 必 为 球面 。 

完备 性 概念 对 非 紧 致 黎 曼 流 形 的 整体 几何 研究 是 十 
分 重要 的 。 

曲 系 与 拓扑 ， 黎 曼 流 形 的 曲率 是 微分 几何 中 最 重要 
的 几何 量 之 一 ， 曲 率 和 流 形 的 拓扑 结构 之 间 的 联系 是 一 
个 十 分 重要 的 问题 。 美 国 数学 家 C. B. 艾 伦 多 弗 和 法 
数学 家 A. 韦 伊 与 陈省身 用 不 同 的 方法 将 紧 致 曲面 上 的 
高 斯 - 博 内 公式 扩充 到 高 维 曲面 和 紧 致 黎 曼 流 形 上 去 ,这 
是 微分 几何 上 很 重大 的 一 项 进展 。 另 外 ,J 阿达 乌 和 巴 
嘉 当 发 现 : 单 连通 的 、 曲 率 非 正 的 完备 黎 曼 流 形 必 同 胚 
于 欧 氏 空间 R"。 这 也 是 极 富有 启发 性 的 成 果 。 

对 于 黎 曼 流 形 来 说 ,有 三 种 不 同 层次 的 曲率 ,一 种 是 
截面 曲率 , 它 相应 于 在 每 点 某 一 平面 方向 所 相应 的 曲率 。 
另 一 种 是 里 奇 曲率 ， 它 是 由 截面 曲率 以 适当 的 形式 作 和 
而 成 。 第 三 种 是 数量 曲率 , 它 是 里 奇 曲率 的 迹 。 这 三 种 曲 
率 和 流 形 的 拓扑 性 质 之 间 有 很 强 的 相互 制约 作用 ， 这 方 
面 的 研究 成 果 非 常 丰富 ， 而 且 是 微分 几何 主要 研究 方向 
这 一。 

等 距 记 入 ” 捞 入 问题 是 指 一 个 具有 某 种 结构 的 流 形 
是 否 可 以 作为 高 维 欧 氏 空间 的 子 流 形 的 问题 。 当 只 涉及 
微分 结构 时 , 惠 特 尼 在 1936 年 证 明了 每 一 个 n 维 的 微分 
流 形 均 可 以 庶 入 到 一 个 2n+1 维 的 欧 氏 空间 中 ,美国 另 一 


数学 家 C. B. 莫 利 证 明了 对 紧 致 的 实 解析 流 形 这 个 结果 
也 成 立 。 

等 距 嵌入 是 研究 一 黎 曼 流 形 是 否 能 与 高 维 欧 氏 空间 
的 子 流 形成 等 距 对 应 的 问题 。 对 于 局 部 的 等 距 嵌 入 ， 瑞 
士 数学 家 工 . 施 勒 夫 利 很 早 就 作 了 下 述 预测 ; n 维 的 黎 曼 


流 形 总 可 等 距 嵌入 到 了 "六 维 欧 氏 空间 中 去 。1926 年 


学 家 H. 约 尼 和 让 , 嘉 当 在 黎 曼 流 形 上 添上 解析 这 
一 条 件 时 证 明了 这 个 预测 。 因 此 ,作为 特例 ,一 个 二 维 的 
解析 黎 曼 度量 总 可 局 部 地 作为 三 维 欧 氏 空间 中 某 个 曲面 
的 第 一 基本 形式 。 当 流 形 非 解析 时 ,情况 相当 复杂 ,至 今 
还 是 一 个 研究 课题 , 当 曲 率 K 在 曲面 上 变 号 时 , 任 一 个 二 
维 黎 曼 流 形 是 否 可 局 部 地 等 距 嵌入 到 三 维 网 氏 空 间 , 已 
经 有 若干 结果 。 

黎 曼 流 形 的 整体 等 距 谋 入 定理 于 1954~1956 年 由 
十 纳 许 等 所 给 出 :n 维 黎 曼 流 形 总 可 等 距 嵌 入 到 欧 氏 空间 
如 SertDtme912, 如 流 形 为 紧 致 时 ， 则 可 嵌入 到 Ens*19/2， 
如 果 只 考虑 C! 等 距 嵌 入 , 则 n 维 凶 曼 流 形 可 嵌入 于 E*"*!， 
如 果 以 紧 致 则 可 炭 入 到 E”。 纳 许 的 方法 后 来 对 非 线 住 
分 析 和 非 线性 偏 微分 方程 的 求解 产生 了 重要 影响 。 

纤维 从 ”在 整体 微分 几何 发 展 中 ， 纤 维 丛 及 其 上 的 
联络 论 的 产生 和 发 展 ， 占 有 显著 的 地 位 。 基 本 的 纤维 从 
有 向 量 从 和 主 从 ， 前 者 包括 切 从 、 余 切 从 、 张 量 从 及 一 
般 性 的 推广 ， 后 者 是 由 标 架 从 抽象 而 成 。 在 黎 曼 几何 研 
究 中 所 产生 的 列 维 - 齐 维 塔 联络 被 推广 为 仿 射 联络 ,射影 
联络 、 共 形 联络 、…… 然 后 形成 了 一 般 向 量 从 或 纤维 从 上 
的 联络 论 ， 它 以 优美 的 形式 把 几何 学 的 群 的 结构 和 流 形 
上 的 微分 结构 有 机 地 结合 起 来 ， 陈 省 身 -外 尔 映射 用 代 
数 的 方法 通过 联络 和 曲率 作出 了 底 流 形 上 的 一 些 上 同调 
类 ， 这 种 上 同调 类 称 为 示 性 类 包括 陈 示 性 类 ， 欧 拉 示 性 
类 ， 庞 特 里 亚 金 示人 性 类 等 ， 它 们 都 能 表示 纤维 丛 的 拓扑 
性 质 。 

纤维 从 上 的 联络 论 成 为 理论 物理 学 家 的 有 力 工 具 ， 
杨振宁 和 米尔 斯 所 提出 的 规范 场 理 论 是 在 物理 学 中 形成 
的 纤维 从 上 的 联络 论 ,不 仅 如 此 ,他 们 对 纤维 从 上 的 联络 
提出 了 一 个 过 去 数学 家 没有 想到 过 的 偏 微分 方程 (后 称 
为 杨 -米尔 斯 方程 ) ,这 个 方程 不 仅 对 物理 学 ,而 且 对 纯粹 
数学 发 生 了 重大 影响 。 此 外 ， 联 络 论 中 的 一 些 示 性 类 和 
示 性 数 , 也 得 到 了 物理 学 上 的 解释 ,成 为 物理 学 中 的 各 种 
“粒子 " 数 ,如 “ 磁 单 极 " 数 、 瞬 子 数 等 等 。 由 于 这 些 事实 ， 
微分 几何 和 理论 物理 的 关系 就 更 其 密切 了 ， 可 以 说 是 在 
爱 因 斯 坦 广义 相对 论 后 的 一 个 新 的 高 潮 。 

微分 几何 和 分 析 学 新 的 结合 微分 几何 的 研究 与 发 
展 离 不 开 微分 方程 ， 达 布 的 《曲面 论 》 一 书 就 包含 了 丰富 
的 古典 微分 方程 的 内 容 。E. 嘉 当 和 饥 勤 所 发 展 的 外 微分 
方程 理论 ， 对 于 解析 函数 领域 的 一 大 类 局 部 微分 几何 问 
题 ,给 出 了 一 般 的 有 效 的 方法 。 

整体 微分 几何 的 发 展 , 需 要 运用 更 深入 的 ,现代 化 的 
分 析 工具 ， 特 别 是 偏 微分 方程 理论 以 及 与 之 有 关 的 非 线 


性 分 析 。 

在 线性 理论 中 ， 一 个 突出 的 成 果 是 阿 落 亚 和 辛 格 的 
指标 定理 ， 紧 致 微分 流 形 上 的 一 个 线性 椭 加 算 子 的 等 空 
间 的 维 数 与 象 空间 的 维 数 都 是 有 限 数 ,其 差 称 为 指标 ,这 
个 定理 指出 ， 这 种 指标 可 以 表示 为 和 流 形 (或 纤维 从 ) 及 
酉 圆 算 子 有 关 的 拓扑 不 变量 ， 而 过 去 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 ， 
希 策 布 鲁 赫 的 指标 定理 等 都 是 它 的 特殊 情形 。 这 个 定理 
对 于 确定 杨 -米尔 斯 方程 的 解 的 存在 性 和 其 自由 度 ,起 了 
重要 作用 。 此 外 ， 流 形 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 的 研 
究 也 是 一 个 重要 方面 。 

微分 几何 学 所 遇 到 的 偏 微分 方程 大 多 是 非 线性 的 ， 
调和 函数 的 概念 被 推广 成 黎 曼 流 形 间 的 调和 映射 ， 它 联 
系 于 一 个 推广 的 狄 利克 雷 积分 的 变 分 问题 ， 其 欧 拉 方程 
是 非 线性 的 椭圆 型 方程 组 ,J. 伊 尔 斯 等 人 用 了 多 种 分 析 
的 技巧 证 明了 各 种 存在 性 和 不 存在 性 定理 ,近年 来 ,R. 舍 
思 和 区 .KK. 乌 伦 贝 克 又 对 广义 解 的 奇 性 作 了 深入 的 分 析 。 
极 小 曲面 理论 近年 来 得 到 更 深入 的 发 展 ， 研 究 范围 日 趋 
广泛 ， 而 且 对 流 形 的 拓扑 以 及 广义 相对 论 中 的 数学 问题 
均 有 重要 应 用 。 在 调和 映射 、 极 小 曲面 ,以 及 其 他 许多 微 
分 几何 问题 上 ,大 范围 变 分 方法 成 了 重要 工具 , 非 线性 泛 
函 的 极 小 元 素 或 临界 元 素 的 正则 性 和 存在 性 起 了 很 大 
作用 。 如 果 考 虑 洛 伦 茨 流 形 到 黎 曼 流 形 的 调和 映射 ,就 归 
结 为 双 曲 型 偏 微分 方程 的 整体 解 的 存在 性 问题 ， 这 方面 
成 果 国际 上 较 少 ， 谷 超 豪 证 明了 闵 科 夫 斯 基 平面 到 完备 
黎 曼 流 形 的 调和 喘 射 的 柯 西 问题 的 整体 存在 性 定理 ， 某 
些 调和 映射 在 物理 学 中 称 为 非 线性 " 模型 ， 是 物理 学 家 
独立 地 提出 的 。 

有 些微 分 几何 学 问题 还 必须 求解 真正 " 非 线性 偏 微 
分 方程 ， 这 是 比拟 线性 方程 的 非 线性 程度 更 高 的 偏 微分 
方程 ,其 难度 更 大 ,突出 的 事项 是 丘 成 机 解决 了 由 卡拉 皮 
所 提出 的 一 个 猜想 ,证 明了 某 种 爱 因 斯 坦 - 凯 勒 流 形 的 存 
在 定理 ， 这 需要 求解 复 的 蒙 日 -安培 方程 , 它 的 非 线性 程 
度 更 高 ， 需 要 有 高 度 的 分 析 技 巧 。 丘 成 桐 还 解决 了 一 系 
列 的 其 他 的 与 非 线性 偏 微分 方程 有 关 的 几何 问题 。 

具有 复 结构 的 微分 流 形 特 别 是 凯 勤 流 形 在 多 元 复 变 
函数 和 代数 几何 中 起 着 重要 的 作用 。 ( 胡 和 生 》 


welfen lluxing 
微分 流 形 (differentiable manifold) 一 类 
重要 的 拓扑 空间 。 它 除了 具有 通常 的 拓扑 结构 外 ,还 添上 
了 微分 结构 。 微 分 几何 学 的 研究 是 建立 在 微分 流 形 上 的 。 
三 维 欧 氏 空间 FR? 中 的 曲面 是 二 维 的 微分 流 形 ,但 微分 流 
形 的 概念 远 比 这 广泛 得 多 ,非但 维 数 不 限 于 二 维 ,而 且 流 
形 也 不 必 作为 n 维 欧 氏 空间 Rn 中 的 曲面 来 定义 。 此 外 ， 
一 般 微分 流 形 也 不 一 定 有 距离 的 概念 。 

具体 说 来 , 设 M 是 一 个 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 。U 是 M 的 
开 集 , h 是 到 nn 维 欧 氏 空间 Br 的 开 集 ( 常 取 为 单位 球 
内 部 或 立方 体内 部 等 等 ) 上 的 一 个 同 胚 映 射 ， 则 (U5,h) 称 
为 一 个 坐标 图 ，U 称 为 其 中 点 的 一 个 坐标 邻 域 。 设 M 为 
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开 集 系 {U。} 所 覆盖 , 即 M 一 LJU。, 则 (U。,ha) 的 集合 称 为 


M 的 一 个 坐标 图 册 。 如 果 M 的 坐标 图 册 中 任何 两 个 坐标 
图 都 是 C* 相关 的 , 则 称 M 有 C* 微分 结构 ,又 称 M 为 n 维 
的 C* 微分 流 形 。C* 相关 是 指 流 形 M 上 同一 点 的 不 同 坐 
标 之 间 的 变换 关系 是 C* 可 微分 的 (k=0,1,…,co 或 0)， 
依 通常 记号 C” 表示 解析 函数 。 具 体 来 说， 如 PEUan 
Ua, (x$), (x4)(i=1,…,n) 分 别 是 p 在 两 个 坐标 图 (U。， 
ha)，(Us, he) 下 的 (局 部 ) 坐 标 ， 即 ha(p) 一 (x3,X2，…， 
妆 ))he(P)= (zz3 xz3)， 那 么 它们 之 间 的 关系 式 可 
表 为 
X=fsa(xy, rg, 23) (ii=1 2 (1) 

而 fs 关于 x&(j=1,2,…,n) 具 有 直到 上 次 的 连续 导数 。 
k=0 时 ，M 是 拓扑 流 形 ;k>0 时 ， 就 是 微分 流 形 ;k= 
时 ,是 解析 流 形 。C” 流 形 又 常 称 为 光滑 流 形 。 

如 果 微分 流 形 M 是 一 个 仿 紧 或 紧 致 拓扑 空间 ， 则 称 
M 为 仿 紧 或 紧 致 微分 流 形 。 如 果 可 选取 坐标 图 册 使 微分 
流 形 M 中 各 个 坐标 邻 域 之 间 的 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 
都 大 于 零 , 则 称 这 个 流 形 是 可 定向 的 。 球 面 是 可 定向 的 ， 
麦 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 的 。 

同一 拓扑 流 形 可 以 具有 本 质 上 不 同 的 C" 微 分 结构 。 
也 W, 米尔 诺 对 七 维 球面 5" 首先 发 现 这 个 事实 ， 他 证 明 
七 维 球 上 可 有 多 种 微分 结构 。 近 年 来 ,M. 弗 里 得 曼 等 得 


出 如 下 的 重要 结果 欧 氏 空间 中 也 有 多 种 微分 结构 ， 
这 与 wm 关 4) 维 欧 氏 空间 只 有 唯一 的 微分 结构 有 着 重大 
区 别 。 


微分 流 形 上 可 以 定义 可 微 函 数 、 切 向 量 、 切 向 量 场 、 
各 种 张 量 场 等 对 象 并 建立 其 上 的 分 析 学 。 以 下 的 叙述 对 
于 C* 流 形 (k 任 意 ) 也 成 立 ,但 是 ,为 了 简单 起 见 , 仅 就 M 
为 C” 流 形 来 叙述 。 

可 能 函数 设 PEU, 了 是 M 上 点 ?的 邻 域 中 定义 的 
实 值 函 数 ,(U,h) 是 C" 坐标 图 。 如 果 函 数 feir5h(U) 己 
R">R 在 h(p) 点 是 7 次 连续 可 微 的 , 则 称 了 在 点 p 是 Cr 
函数 。 这 个 定义 与 C” 坐标 图 的 取 法 无 关 。 如 果 在 M 上 
所 定义 的 实 值 函 数 了 在 M 的 各 个 点 都 是 Cr 的 , 则 称 了 为 
M 上 的 C" 函数 。M 上 的 C” 函数 全 体 组 成 一 个 实 线性 空 
间 , 记 为 F(M)。 

切 向 重 设 PEM，M 在 点 P 处 的 一 个 切 向 量 是 指 
从 屯 M) 到 RR 的 一 个 线性 映射 X， 使 得 对 于 任意 的 f， 
9E FM), 满 足 : 

X(fg)=X(f)g(p)+f(p)X(g). 

对 于 在 P 点 的 切 向 量 XX,，X 和 实数 入，X，， 定义 
和 XL+ 和 Xs 如 下 ， 

MX t+ AX) FAXf) tAXAf) (fFEFM)), 
那么 ， 点 P 处 的 切 向 量 全 体 构成 一 个 n 维 的 实 线性 空间 
TP，Te 称 为 在 P 处 M 的 切 空间 或 切 向 量 空间 (也 记 为 
Tp(M))。 如 果 (x!',x?，,…,x") 为 点 P 处 的 局 部 坐标 系 , 则 


由 2 (有 = 如 让 (P) 定 义 的 m 个 独立 的 切 向 量 ,构成 Te 
的 一 组 基 ， 称 为 自然 标 架 (或 坐标 标 架 )。MM 的 切 向 量 全 
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体 构成 以 M 为 底 空间 的 向 量 从 ( 见 纤维 丛 )， 称 为 M 的 切 
向 量 从 ,简称 切 从 。M 的 切 从 的 一 个 截面 称 为 M 上 的 一 
个 向 量 场 。 在 局 部 坐标 系 中 ,向 量 场 可 表 成 

2 (x) 
的 形式 , 式 中 纵 X) 是 坐标 (x') 的 C” 函数 。 

Tp 的 对 偶 空 间 称 为 M 在 点 了 处 的 余 切 空间 ， 记 为 
T$。7$ 中 的 元 素 称 为 余 切 向 量 ,也 称 协 变 向 量 。M 的 余 
切 向 量 全 体 构成 M 的 余 切 向 量 丛 ,简称 余 切 丛 , 它 的 截面 
称 为 M 上 的 一 次 微分 形式 。 

由 Te 和 了 通过 张 量 积 的 运算 可 以 得 到 M 在 点 P 
处 的 各 种 (r,s) 型 张 量 ，M 的 (r,s) 型 的 张 量 全 体 构成 张 
量 从 ， 它 的 截面 就 是 M 上 的 一 个 (7, s) 型 张 量 场 ( 见 多 重 
线性 代数 、 张 量 )。 

可 徽 映射 设 p 是 从 C” 流 形 M 到 C” 流 形 N 的 连续 
映射 ,如 果 对 于 N 上 的 任意 Cr 函数 f,M 上 的 函数 了 op 总 
是 C" 的 , 则 称 p 是 Cr 可 微 映射 ， 或 简称 Cr 映射 。 如 果 
9 是 从 M 到 N 上 的 同 胚 , 而 且 ? 和 9~: 都 是 C" 的 ， 则 称 
9 为 微分 同 胚 ,此 时 也 称 M 与 NN 是 微分 同 胚 的 微分 流 形 。 

上 映 射 的 微分 设 9 是 从 M 到 N 的 C" 映射。 对 M 上 
点 了 的 切 向 量 又 可 以 如 下 地 定义 在 点 (P) 处 的 切 向 
量 X， 

X'(g)=X(gop) (gEF(N)), 
这 个 对 应 X~>X' 用 dpe 表示 ， 称 为 9 在 点 P 处 的 微分 。 
微分 dpz 是 从 切 空间 Tp(M) 到 Totpy(N) 的 线性 映射 ,有 
时 也 称 为 " 在 切 空间 的 诱导 映射 ， 常 用 pxp 或 px 表示 。 
利用 对 偶 性 ,也 自然 地 诱导 了 从 余 切 空间 Ts) 到 T% 的 
线性 映射 , 常 记 为 (dpp)* 或 趴 或 mx。 由 张 量 积 运算 , 9 
还 可 以 诱导 对 应 点 之 间 某 些 张 量 空间 之 间 的 线性 映射 。 

子 流 形 设 M 和 N 是 两 个 C” 流 形 ，9:M~>N 是 C” 
映射 。 如 果 微 分 dp 在 M 的 每 一 点 都 是 单 射 ， 则 称 ? 是 
浸入 ,而 w(M) 称 为 N 的 浸入 子 流 形 。 如果 浸入 还 是 单 
射 ， 则 称 为 详 入 ,此 时 pCM) 称 为 N 的 嵌入 子 流 形 。 

在 微分 流 形 上 还 可 以 定义 外 微分 形式 〈 见 外 微分 形 
式 )。 了 次 外 微分 形式 
是 一 aoripdxa 作 …A 人 dxtp 12)》 (2) 
是 一 些微 分 的 外 积 的 线性 组 合 ， 这 些微 分 的 外 积 是 反对 
称 的 , 即 dx' 人 dx!= 一 dx! 作 dx',a4,, 4,…4p 是 Pp 阶 反对 称 
协 变 张 量 ，M 上 P 次 外 微分 形式 的 全 体 构成 一 个 实数 域 
上 的 无 限 维 向 量 空间 E?。 对 外 微分 形式 可 以 进行 加 法 运 
算 ( 同 次 外 微分 形式 可 以 相 加 )， 外 积 运算 (P 次 外 微分 形 
式 与 9 次 外 微分 形式 的 外 积 是 一 个 〈p+9) 次 外 微分 形 
式 ) ,还 可 以 进行 外 微分 运算 及 积分 运算 。 在 局 部 坐标 下 ， 
外 微分 运算 为 

d= day ,ssp NAA A detp, (3) 

设 wEEr 且 dw=0, 则 称 w 为 闭 形 式 .M 上 Pp 次 闭 形 式 
的 全 体 构 成 Er 的 一 个 子 空间 记 为 2?。 设 wEE?, 且 w=do 
《0 EEr™!), 则 称 w 为 正 合 形式 。 正 合 形式 一 定 是 闭 形式 。 
M 上 Pp 次 正 合 形式 的 全 体 也 构成 E? 的 一 个 子 空间 记 为 


Br,BrCZr。 商 空间 

Hr?(M)=2?/B? (4) 
称 为 P 次 德 * 拉 姆 上 同调 群 (或 P 次 上 同调 空间 )。 德 * 拉 
姆 建立 了 微分 结构 与 拓扑 结构 的 一 个 重要 关系 设 M 是 
紧 致 流 形 , 则 Hr(M) 是 有 限 维 的 ， 且 其 维 数 等 于 MM 的 第 
了 个 贝蒂 数 b。。 

仿 紧 微分 流 形 均 可 赋予 适当 的 黎 曼 度量 ( 见 笨 更 几 
何 学 ), 且 不 是 唯一 的 有 了 黎 曼 度量 ,微分 流 形 就 有 了 丰 
富 的 几何 内 容 ， 这 时 称 为 黎 曼 流 形 。 黎 曼 流 形 是 微分 几 
何 的 主要 的 研究 对 象 。 ( 胡 和 生 ) 


welfen tuopuxue 

微分 拓扑 学 〈differential topology) ”研究 
机 分 流 形 和 可 微 映射 的 一 个 数学 分 支 。 微 分 流 形 除了 是 
拓扑 流 形 外 ,还 有 一 个 微分 结构 。 因 此 ,对 于 从 一 个 微分 
流 形 到 另 一 个 微分 流 形 的 映射 ， 不 仅 可 以 谈论 它 是 否 为 
连续 ， 还 可 以 谈论 它 是 否 可 微分 。 微 分 拓扑 的 葛 基 人 是 
H. 惠 特 尼 , 它 研究 的 主要 课题 有 微分 同 胚 \ 微 分 浸入 、 微 
分 嵌入 , 协 边 理论 等 。 

伐 分 同 用 微分 流 形 M 和 NN 叫做 是 微分 同 胚 的 ， 如 
果 存 在 M 和 NN 之 间 的 一 一 对 应 了 : M->N， 使 得 了 和 它 的 
逆 映 射 全 !:N->M 都 是 可 微 映射 ,在 微分 拓扑 中 ,彼此 微 
分 同 胚 的 流 形 被 看 作 是 等 价 的 。 把 等 价 的 微分 流 形 看 作 
属于 同一 类 。 对 微分 流 形 进行 分 类 是 微分 拓扑 最 基本 的 
问题 。 

如 果 了 和 人 ' 仅仅 是 连续 的 ,不 一 定 可 微 , 则 M 和 NM 
叫做 是 同 胚 的 ( 亦 即 拓扑 上 等 价 的 )。 同 胚 的 微分 流 形 未 
必 微 分 同 胚 。 例 如 ,用 S' 表示 七 维 球面 ， 即 八 维 欧 氏 空 
闻 Rs 中 所 有 单位 向 量 构成 的 流 形 ， 则 S" 可 被 赋 以 不 同 
的 微分 结构 ， 使 所 得 的 微分 流 形 是 不 微分 同 胚 的 。 已 经 
算出 ,与 5' 同 胚 的 微分 流 形 , 按 微分 同 胚 来 分 类 ,一 共有 
28 类 , 当 n>>5 时 ， 与 S* 同 胚 的 微分 流 形 的 等 价 类 的 数 
目 , 已 被 证 明 是 有 限 的 ， 且 对 5<n<18， 类 数 均 已 被 算 
出 ( 见 表 )。 


ma |5|6|7|s|9 ll 1 ll) 15 |26|z|8 


类 数 | 1 |1 28|2|8|6 |992 1|3|2 |16256| 2 |16|16 


以 Rn 表示 mm 维 欧 氏 空 间 。 当 m 才 4 时 ,不 论 以 何 种 
方式 给 RE" 赋 以 微分 结构 ,所 得 的 微分 流 形 总 是 微分 同 胚 
的 。 有 一 个 很 有 意思 的 事实 是 ,对 R 可 赋 以 不 同 的 微分 
结构 ,使 所 得 的 微分 流 形 是 不 微分 同 胚 的 。 

当 n=1.2.3 时 ,任意 刀 维 拓扑 流 形 上 必 可 赋 以 微分 
结构 ， 且 由 同一 拓扑 流 形 赋 以 不 同 的 微分 结构 所 得 的 微 
分 流 形 必 微分 同 胚 。 因 此 ， 对 一 维 流 形 , 按 微 分 
同 胚 来 分 类 和 技 同 胚 来 分 类 是 一 样 的 。 

一 维 流 形 的 分 类 很 简单 。 它 们 必 同 胚 于 开 区 间 (0， 
1)， 闭 区 间 [0,1]， 半 开 半 闭 区 间 [0,1) 和 圆周 S' 中 的 一 
个 , 且 这 四 个 流 形 必 不 同 胚 。 二 维 紧 致 无 边 流 形 的 分 类 早 
已 被 解决 ( 见 闭 曲面 的 分 类 )。 而 三 维 紧 致 无 边 流 形 的 分 


类 问题 是 很 困难 的 ,尚未 解决 。 

得 分 浸入 设 f: 计 >N 是 一 个 可 微 映射 ,df:T(M) 一 
T(N) 是 它 的 微分 ( 见 向 分 流 形 )， 如 果 对 任意 zETCM)， 
z 坟 0, 有 df(z) 坟 0, 则 称 了 为 微分 浸入 。 两 个 微分 浸 入 了 
和 9 叫做 是 正则 同 伦 的 ， 如 果 存 在 连续 映射 H:M x [0， 
巧 >N， 使 得 机 (xz) 一 大 z)，H(z) 一 9(x)， 对 任意 tfE[0， 
了 ],H,(x) 是 微分 温 入 , 且 由 dH,(z) 所 定义 的 映射 

TCM)x[0,1]->TCN) 
是 连续 的 。 

关于 微分 温 入 的 存在 性 方面 的 一 个 经 典 结果 是 ,n> 
1 时 ， 任意 n 维 微分 流 形 可 以 微分 漫 入 于 2n 一 1 维 欧 氏 
空间 中 。 这 一 结果 后 来 被 推广 成 ; 设 M 是 任意 n 维 微分 
流 形 ,N 是 任意 2n 一 1 维 微分 流 形 ,了 :M~>N 是 任意 连续 
映射 , 则 了 必 同 伦 于 某 一 微分 浸入。 

关于 微分 漫 入 按 正则 同 伦 的 分 类 方面 的 一 个 经 典 结 
果 是 : 设 f; S1'>R? 是 圆周 到 平面 的 一 个 微分 漫 入 ， 记 
fle*) 处 单位 切 向 量 为 res)， 则 ee->z(ew) 定 义 了 一 个 
5S' 到 5S' 的 映射 。 当 9 从 0 增加 到 2x 时 ,o(e%) 的 角度 连 
续 地 变化 了 2x 的 一 个 整数 倍 。 记 这 一 倍数 为 ny ( 见 图 )， 
则 了 >ny 决定 了 5! 到 R* 的 微分 浸入 的 正则 同 伦 类 到 全 
体 整数 的 集合 的 一 一 对 应 。 也 就 是 说 ， 两 个 微分 漫 入 了 
和 9 正则 同 伦 当 且 仅 当 my= nz, 且 对 任意 整数 m, 必 有 微 
分 漫 入 了 ,使 n=ns。 这 一 结果 的 一 个 推广 是 ,S* 到 R"(n> 
) 的 微分 漫 入 的 正则 同 伦 类 与 《Vs) 一 一 对 应 ,这 里 
Vws 是 Rr 中 所 有 个 线性 无 关 向 量 组 构成 的 空间 ,mu 表 
示 第 k 个 同 伦 群 。 


mr=2 
考分 混入 的 正则 分 类 


微分 混入 的 存在 和 分 类 问题 已 完全 被 化 成 了 同 伦 论 
的 问题 。 但 由 于 相应 的 同 伦 论 问题 的 困难 ， 具 体 结果 仍 
然 不 多 。 

nn 维 微 分 流 形 M" 到 Re" 的 微分 浸入 的 分 类 问题 已 
完全 解决 。 对 任意 连续 映射 f:M"->N*""!, 同 伦 于 了 的 
微分 漫 入 的 分 类 问题 也 已 基本 上 解决 。 

拒 分 性 入 设 fM->N 是 微分 映射 ,如 果 f(M) 是 NN 
的 微分 子 流 形 ， 并 且 f:M->f(M) 是 微分 同 胚 ， 则 称 了 为 
微分 嵌入 。 微 分 嵌入 一 定 是 微分 鲨 入 。 两 个 微分 嵌入 叫 
做 是 正则 同 痕 的 ， 如 果 存 在 连接 它们 的 正则 同 伦 HH,, 使 
对 每 一 固定 的 +tE[0,1],H, 是 微分 嵌入 。 

关于 微分 嵌入 的 一 个 经 典 结果 是 任意 维 微分 流 
形 可 微分 嵌入 于 2m 维 欧 氏 空 间 中 。n 关 1,4 时 ,已 证 明 任 
意 n 维 可 定向 的 紧 致 无 边 微分 流 形 可 微分 嵌入 于 Re 
中 ,n=4 时 ,可 微分 嵌入 的 充分 必要 条 件 已 发 现 。 
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关于 S! 在 包 中 的 微分 嵌入 按 正 则 同 痕 分 类 的 问题 
是 很 复杂 的 ， 已 成 为 一 个 独立 的 研究 分 支 ， 称 为 经 结 理 
论 , 它 密切 地 关联 于 三 维 流 形 的 同 胚 分 类 问题 。 

与 8! 在 忆 中 的 微分 嵌入 有 无 穷 多 个 正则 同 痕 类 相 
反 ， 吴 文俊 证 明了 : 若 n>>1， 则 任意 % 维 微分 流 形 在 
Rm+! 中 的 任意 两 个 微分 嵌入 都 是 正则 同 痕 的 。 

当 n>3(k+1)/2 时 ,k 维 微分 流 形 到 维 微分 流 形 
的 微分 嵌入 的 存在 和 正则 同 痕 分 类 的 问题 已 被 化 成 同 伦 
论 问题 , 且 已 证 明 当 下 和 ?满足 上 述 关系 时 ，&# 在 到 中 
的 任意 两 个 微分 嵌入 都 是 正则 同 痕 的 ， 但 S“-: 在 Re 中 
的 微分 恢 入 的 正则 同 痕 类 却 与 整数 全 体 一 一 对 应 。 

协 边 ”两 个 n 维 的 紧 致 无 边 微 分 流 形 M 和 N 叫 做 是 
协 边 的 ,如 果 存 在 一 个 %+1 维 的 紧 致 微分 流 形 W,W 的 
边界 怡 由 MM 和 NN 组 成 。 把 两 个 协 边 的 微分 流 形 看 成 属于 
同一 协 边 类 ， 则 按 协 边关 系 来 分 类 紧 致 无 边 微分 流 形 比 
按 微分 同 胚 来 分 类 它们 要 粗略 ， 因 为 任意 两 个 微分 同 胚 
的 紧 致 无 边 微 分 流 形 必 是 协 边 的 。 与 按 微分 同 胚 的 精细 
分 类 问题 至 今 未 能 解决 形成 鲜明 对 照 的 是 ， 按 协 边关 系 
的 粗略 分 类 问题 虽 非 容易 ,但 却 已 彻底 解决 。 二 维 ( 或 三 
维 ) 的 可 定向 紧 致 无 边 微分 流 形 都 是 协 边 的 ,虽然 未 必 微 
分 同 豚 。 实 投影 平面 与 二 维 球面 是 不 协 边 的 。 

上 述 协 边 理论 有 很 多 推广 ,如 可 定向 流 形 的 协 边 论 ， 
映射 的 协 边 论 ,稳定 切 从 有 复 结构 的 流 形 的 协 边 论 ,稳定 
切 从 有 标 架 的 流 形 的 协 边 论 等 等 。 其 中 标 架 协 边 论 与 球 
的 同 伦 群 的 研究 有 着 互 逆 的 关系 ， 仍 是 拓扑 学 中 重要 的 
难题 。 

微分 拓扑 虽 是 不 同 于 代数 拓扑 的 一 个 独立 的 数学 分 
支 ， 但 它 与 代数 拓扑 的 关系 极为 密切 。 解 决 微分 拓扑 问 
题 的 许多 基本 工具 ,例如 同调 群 . 同 伦 群 ,拓扑 KK- 理论 以 
及 多 种 示 性 类 等 代数 不 变量 都 是 从 代数 拓扑 中 借用 过 
来 的 。 

基于 莫 尔 斯 函数 的 临界 点 理论 的 流 形 剂 补 术 则 是 首 
先 对 微分 流 形 发 展 起 来 的 ， 然 后 被 推广 至 拓扑 流 形 的 情 
形 。 拓 扑 流 形 的 鹿 补 术 在 解决 四 维 庞 加 莱 猜 想 时 发 挥 了 
作用 。 可 见 两 者 互相 渗透 、 互 相 促进 。 

参考 书目 

本 W. 米尔 诺 著 , 胡 金城 译 : “从 微分 观点 看 拓扑 >， 上 海 科学 
技术 出 版 社 ,上 海 ,1983。(J. W. Milaor, Topology from the 
Dif ferentiable V iewpoint, Univ. of Virginia Press, Char- 
lottesville, 1965.) 

《 李 拖 河 ) 

welfenxue 

微分 学 (differential calculus) 与 积分 学 联 
系 密切 ,共同 组 成 分 析 学 的 一 个 基本 分 支 一 一 微 积分 学 。 
微分 学 研究 函数 的 导数 与 微分 及 其 在 函数 研究 中 的 应 
用 。 建 立 微分 学 所 用 的 分 析 方法 对 整个 数学 的 发 展 产生 
了 深远 的 影响 ,运用 到 了 许多 数学 分 支 中 ,渗透 到 自然 科 
学 与 技术 科学 等 极其 众多 的 领域 。 微 分 学 的 作用 是 在 自 
然 科学 中 用 数学 来 不 仅仅 表明 状态 ,并 且 也 表明 过 程 ( 运 
动 ) 微 分 学 的 基本 思想 在 于 考虑 函数 在 小 范围 内 是 否 可 
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能 用 线性 函数 或 多 项 式 函数 来 任意 近似 表示 。 直 观 上 看 
来 ,对 于 能 够 用 线性 函数 任意 近似 表示 的 函数 ,其 图 形 上 
任意 微小 的 一 段 都 近似 于 一 段 直 线 。 在 这 样 的 曲线 上 , 任 
何 一 点 处 都 存在 一 条 唯一 确定 的 直线 一 一 该 点 处 的 “ 切 
线 "。 它 在 该 点 处 相当 小 的 范围 内 ,可 以 与 曲线 密 合 得 难 
以 区 分 。 这 种 近似 ， 使 对 复杂 函数 的 研究 在 局 部 上 得 到 
简化 。 微 分 学 的 基础 是 建立 在 实数 ,函数 ,极限 .连续 性 等 
一 组 基本 概念 之 上 的 。 微 分 学 主要 研究 以 下 内 容 。 

导数 ”微分 学 的 核心 概念 ， 主 要 始 原 于 研究 如 何 确 
定 非 匀速 直线 运动 质点 的 瞬时 速度 与 平面 曲线 上 一 点 处 
的 切线 方向 。 

峡 时 达 度 “ 原 是 一 个 纯粹 的 物理 概念 。 它 是 在 人 们 
经 过 多 次 反复 观察 比较 种 种 非 匀速 直线 运动 ， 尤 其 在 研 
究 物体 的 碰撞 运动 而 获得 大 量 经 验 之 后 产生 的 。 精 确 科 
学 要 求 ， 不 仅 要 准确 ,清晰 而 定性 地 表达 这 个 概念 (当然 
必须 与 经 验 的 瞬时 速度 概念 相 一 致 ; ,而 且 要 能 同时 给 出 
确定 速度 数值 的 方法 。 这 就 促使 人 们 在 数学 上 要 建立 一 
种 对 函数 施加 的 独特 的 运算 。 

设 一 个 非 匀速 直线 运动 的 质点 所 行 的 路 程 * 与 时 间 
上 的 依赖 关系 是 

s=f(t),。 
如 果 要 定义 质点 在 某 一 给 定时 刻 上 的 速度 《瞬时 速度 )， 
并 计算 出 这 速度 的 数值 ,考虑 时 刻 上 的 一 个 邻近 值 ,在 t 
到 丘 这 爱 时 间 At= 一 t 中 ,质点 运动 的 路 程 是 
As=f(t,)—f(t), 
从 而 这 自 路 程 上 的 平均 速度 是 
9 As fCt+At) -ft) 
A A ky 


在 一 般 常 见 的 情形 ， 当 At 很 小 ,相应 的 5 就 很 接近 于 时 
刻 上 的 瞬时 速度 ,而 且 一 般 说 来 , At 愈 小 ,5 就 愈 接近 于 
该 时 刻 的 瞬时 速度 。 这 说 明 ， 时 刻 上 的 瞬时 速度 可 以 表 
现 为 路 程 变化 量 与 时 间 变 化 量 之 比 当 At 趋 于 零 (而 始终 
不 等 于 零 ) 时 的 极限 : 


v= lim5= lim 
Fr 


只 要 这 个 极限 存在 ， 就 利用 它 来 定义 瞬时 速度 并 计算 其 
数值 。 
切线 方向 若 质 点 作曲 线 运动 , 则 在 每 一 用时 ,运动 
的 特征 首先 表现 在 方向 上 。 对 质点 运动 瞬时 方向 的 数量 
分 析 也 将 导致 对 函数 施加 与 计算 瞬时 速度 类 似 的 运算 。 
设 一 个 质点 在 一 平面 上 运动 ， 其 轨迹 在 取 定 一 个 笛 
卡 儿 坐 标 系 后 可 以 表示 成 曲线 y= 了 (zx)。 如 果 要 考虑 怎 
了 


f(t+ At)—f(t) 
I 


图 1 陶 对 方向 


样 确定 质点 运动 到 曲线 上 一 任意 给 定点 P(x,，y) 时 的 只 
时 方向 (图 1), 为 此 在 曲线 上 取 P 的 一 邻近 点 Q(x )。 
很 容易 看 到 市 线 PQ 的 方向 近似 于 质点 在 P 处 的 允 时 方 
向 ， 而 且 一 般 说 来 ,x 念 接近 ,近似 程度 就 人 好 。 如 果 
当 @ 沿 曲线 趋 近 P， 割 线 PQ 趋 近 革 个 极限 位 置 PT, 则 
占据 这 个 极限 位 置 的 直线 就 称 为 曲线 在 点 P 处 的 切线 ， 
这 切线 的 方向 就 是 运动 质点 在 点 了 处 的 膀 时 方向 。 切 线 
PT 与 横 轴 的 夹 角 9， 就 应 当 是 制 线 PQ 与 模 轴 夹 角 ? 的 
极限 ,因此 切线 PT 的 斜率 大 = tan 9 可 以 如 下 计算 : 
tan =lim tan p= lim Te 
若 令 Az=zm 一 zx, 则 有 
hae Tin f(x+Axr)—f(x) 
Aa-0 zx 

只 要 这 个 极限 存在 ,就 决定 了 曲线 y= 了 (x) 在 点 P(x,y) 
处 的 切线 的 方向 。 

手数 的 定义 “导数 也 称 微 商 。 上 述 两 个 问题 尽管 有 
着 不 同 的 物理 方面 或 几何 方面 的 背景 ， 但 表现 在 数量 关 
系 上 并 没有 区 别 ,解决 问题 所 水 及 的 运算 也 是 相同 的 ,从 
自 变量 * 的 变化 量 Ax 出 发 ， 求 出 相应 的 因 变 量 ! 的 变 
化 量 Ay 以 后 ， 取 商 Ay/Ax， 再 令 Ax 趋 于 等 (而 娩 终 不 
等 于 零 ) 取 极限 lim Ay/Ax。 这 个 极限 运算 称 为 函数 的 生 
分 运算 ,运算 的 结果 称 为 函数 的 导数 。 

准确 地 说 ， 函 数 y= fx) 在 给 定 一 点 x 处 的 导数 定 
义 为 


+Ax)— 
f(x) = lim fe A) fe)., 


这 里 说 的 是 这 个 极限 存在 的 情况 , 这 时 又 称 函 数 人 x) 在 
点 * 处 是 可 微 的 。 如 果 这 个 极限 不 存在 , 就 认为 (x) 在 
<x% 处 没有 导数 ,并 称 f(x) 在 点 x 处 不 可 微 。 例 如 f(x)= 
1xl 在 zx= 0 处 就 是 不 可 微 的 。 容 易 看 出 ， 如 果 因 变 量 的 
变化 量 Ay=f(x+ Ax) 一 f(x) 不随 Ax 趋 于 等 , 则 上 述 极 
限 不 会 存在 ,所 以 函数 在 其 不 连续 点 处 一 定 是 不 可 微 的 。 
值得 注意 的 是 ,函数 在 其 连续 点 处 也 有 可 能 是 不 可 微 的 ， 
如 前 面 所 给 出 的 例 f(x)=|x| 就 在 x*=0 处 连续 而 不 可 
微 ,区 .外 尔 斯 特 拉 斯 曾 给 出 一 个 例子 (1872), 其 中 的 函数 
处 处 连续 但 处 处 不 可 微 。 所 以 ,函数 的 可 微 性 要 求 比 连 
续 性 强 得 多 。 外 尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 函数 是 


Bar cos xbix, 


w(x)= lim 
ne fo 


式 中 0<a<115 为 满足 条 件 91+ 二 的 一 个 奇 问 数 。 


可 以 在 给 定 的 点 x 处 考虑 单 侧 导 数 ， 即 左 导数 与 右 
导数 ， 


AxJ 一 
Pe-0) = lim sth hea 


rs 
f(x+Ax)—f(x) 


frz+0)= lim 


E50) 


函数 f(x) 在 它 的 每 一 个 可 微 点 x* 处 都 对 应 着 一 个 


唯一 确定 的 数值 一 一 导数 值 九 (x), 这 个 对 应 关系 给 出 了 
一 个 定义 在 了 (x) 全 体 可 微 点 的 集合 上 的 新 的 函数 ， 称 
为 函数 用 x) 的 导 函 数 , 记 为 f(x)。 

扑 分 法 则 ”导数 的 定义 直接 蕴含 着 微分 运算 所 遵循 
的 基本 法 则 。 若 w=u(x) 与 9=v(x) 都 是 可 微 函数 , 则 它 
们 的 和 , 差 积 、 商 仍然 是 可 微 函数 ,并 且 

(x 士 D) =W' 土 0'; 
(40) = V+ u's 


Cc 
这 就 是 微分 运算 的 四 则 运算 法 则 。 

若 函 数 z=F(y), y=f (x) 都 可 微 , 则 复合 函数 z= 
F(f(x)) 也 可 微 ,并 且 

z=F'(V)f'(x), 

这 就 是 复合 函数 微分 法 则 。 

车 y=f(x) 与 x=p(y) 互 为 反 函 数 , 则 其 中 一 个 可 微 
时 , 另 一 个 也 可 微 ,并 且 


9 9) 一 ps (f(x)#0 )。 
这 就 是 反 函 数 微分 法 则 。 事 实 上 ， 在 反 函 数 存 在 性 得 到 


保证 的 前 提 下 ,这 不 过 是 复合 函数 微分 法 则 的 应 用 。 
由 以 上 微分 法 则 可 得 基本 初等 函数 的 导数 如 下 ， 


y=C y=0 

y= y=! (一 co<n<+o) 

go ye 

y=0° y'=arlna (0<az*l1) 
， 1 

y=logsx y= ziia (orl) 
， 

y=Inx $i 

y=sinx y=cosx 

y=cosx y=—sinx 

y=tanx y'=secx 

y=cot x y=—cscx 

， po 

yaresinz y= ici 
| 

yarecosz y= 77 记 南 
1 

y=arctanx y= +x 


以 上 微分 法 则 表明 ， 初 等 函数 的 导数 仍然 是 初等 函 
数 而 且 初 等 函数 的 导数 的 具体 计算 都 切实 可 行 。 因 此 ， 
关于 初等 函数 的 微分 运算 已 完全 地 得 到 解决 。 

高 阶 导 数 ”函数 及 x) 的 一 阶 导数 f(x) 的 导数 就 是 
也 zx) 的 二 阶 导数 ， 记 为 1“(x)。 可 以 归纳 地 定义 了 (x) 的 
n 阶 导数 fm(x) 的 导数 就 是 fx) 的 (n+1) 阶 导数 
fm*D(x)。 关 于 乘积 函数 的 高 阶 导数 , 有 莱 布 尼 艾 公式 : 
如 果 w(x) 和 x) 都 是 x 的 函数 ,各 自 有 n 阶 导数 , 则 


cam 加 (?)ueroa， 
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式 中 (DT 

微分 导数 作为 变化 量 之 比 的 极限 ， 不 仅 是 变量 变 
化 的 一 种 数量 表现 ， 而 且 还 能 通过 函数 关系 进行 运算 。 

线性 主要 部 分 “导数 的 存在 表明 切线 的 存在 。 假 如 
函数 y= 人 (x) 在 点 x* 处 有 导数 f(x) 存在 ， 则 函数 曲线 
在 相应 点 P(z,y) 处 有 斜率 为 了 (zx) 的 唯一 确定 的 切线 存 
在 。 它 在 切 点 卫 附 近 与 曲线 密 合 ， 并 且 在 相当 靠近 切 点 
的 地 方 , 密 合 得 难以 区 分 (图 2)。 这 在 分 析 上 意味 着 在 点 
* 的 小 邻 域内 ， 函 数值 y=f(x) 是 可 以 用 切线 上 相应 点 
的 纵 坐 标 值 来 近似 的 。 而 且 在 x 充分 小 的 邻 域内 ,近似 误 
差 R 与 Ax=x, 一 * 相 比 是 微不足道 的 。 事实 上 

R=f(x)— [f(x) +f'(x)x—x)] 
=Ay—f'(x)Ax, 
由 于 了 (xz) 存 在 ,就 有 
站 ~ (Ax>0), 


Ay=f'(x)Ax+o(Ax) (Az->0)。 


这 样 ,函数 的 改变 量 Ay 就 被 分 解 成 了 两 部 分 之 和 ， 其 中 
第 一 项 线性 地 依赖 于 Ax, 而 它 与 Ay 相差 是 关于 Ax 的 
高 阶 无 穷 小 量 。 换 言 之 , 当 Az 很 小 时 ,会 弃 这 个 微 不 足 
道 的 误差 ， 列 下 的 部 分 了 (zx)Azx 就 可 以 作为 Ay 的 近似 
值 了 。 这 一 项 被 称 为 Ay 的 线性 主要 部 分 。 


仙 分 的 概念 ” 自 变 量 x 的 变化 量 Ax 与 是 无 关 的 ， 
称 为 自 变 量 的 微分 , 记 为 dx; 而 因 变量 相应 的 变化 量 Ay 
的 线性 主要 部 分 

f(x)Ax=f'(x)dx 
则 称 为 函数 y=f(x) 在 点 * 处 相应 于 自 变量 的 变化 量 Ax 
的 微分 ,用 df(x) 或 dy 表示 , 即 
“dy=df(x)=f'(x)Ax,。 

抽象 看 来 ,微分 有 两 个 特性 ,其 一 是 dy 是 dx 的 齐 次 
线性 函数 ， 其 二 是 du 与 Ay 之 差 是 关于 Ax 的 高 阶 无 穷 
小 量 。 这 两 个 特性 完全 决定 了 微分 本 身 , 如 果 有 一 个 Ax 
的 齐 次 线性 函数 为 AAx， 同 时 具有 第 二 种 特性 , 则 可 以 
断定 A= 了 (zx)， 亦 即 线性 函数 A Ax 就 必定 是 函数 的 微 
分 。 所 以 对 一 元 函数 说 来 ， 导 数 的 存在 性 与 微分 的 存在 
性 是 等 价 的 。 

微分 的 概念 从 萌发 到 完整 ， 其 严格 化 经 历 了 几 个 世 
纪 。 即 使 在 微 积分 莲 勃 发 展 的 牛顿 - 茉 布 尼 蒋 - 欧 拉 时 代 ， 
数学 家 们 尽管 能 用 微分 进行 近似 计算 ， 布 列 并 求解 向 分 
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方程 ,但 由 于 无 穷 小 量 的 概念 尚未 精确 化 ,微分 的 概念 并 
不 明晰 ;直至 19 世纪 ,数学 的 严格 性 发 展 到 了 新 的 高 度 ， 
微分 的 概念 才 被 确切 地 理解 。 

一 阶 柚 分 形式 不 变性 ”对 复合 函数 

y=f(4), w=9(x), 
如 果 f(u) 和 (x) 都 是 可 微 函数 , 则 在 x 为 自 变量 时 
dy=ysdx= (yuu )dx =Y, (usdx), 
即 dy=yudu。 
这 说 明 , dy 的 表达 式 不 论 对 自 变量 x* 还 是 对 中 间 变量 4 
其 形式 是 不 变 的 。 也 就 是 说 可 以 不 必 区 分 变量 4 是 自 变 
量 或 因 变量 ， 函 数 y=f(w) 的 微分 永远 具有 一 个 共同 的 
形式 ， 
dy=f"(u)du, 

这 就 是 一 阶 微分 形式 不 变性 ， 这 使 得 有 了 时 利用 微分 进行 
计算 比 运用 导数 要 简单 。 

由 于 一 阶 微分 是 自 变量 改变 量 的 线性 函数 ， 在 求 函 
数 的 变化 量 时 用 微分 作 近似 计算 很 简便 。 例 如 

y=f(x) = +2xt+4x+10 
在 x=2 与 Ax=0.01 时 ， 
Ay=f(2.01)—f(2)=0.240801, 

而 dy=f1"(2)-Ax=(3x22+4x2+4)x0.01=0.2400。 
这 里 dy 与 Ag 相同 至 三 位 小 数 ， 而 计算 dy 要 比 计算 Ay 
容易 得 多 。 

高 阶 概 分 “可 以 归纳 地 定义 ,一 阶 微分 (仍然 作为 * 
的 一 个 函数 ) 的 微分 , 即 称 为 原来 函数 的 二 阶 微分 ， 记 为 


diy=d(dy); 
一 般 地 derdy=d(dmy), 
若 令 y=f(x), 


则 dy=f'(x)dx, 
dy=d(f'(x)dx)=d(f"(x))dx=f"(x)dx?, 
dvy=fm(x) dn, 


关于 乘积 函数 的 莱 布 尼 芯 公式 就 变 为 
dw) = (Y )am-ou dow, 
这 里 det dw=v, 


需要 注意 的 是 ,高 阶 微分 不 再 具有 形式 不 变性 。 对 于 y= 
fu),u=q(x), 有 y=f'(t)du, 其 中 du=qp'(x)dx 是 一 
个 与 有关 的 函数 ,所 以 
dy=d(f (Wdu) =y du) + yd 
如 果 4 是 自 变量 , 则 d*u=0, 因 而 
dy—yeu du):, 

这 就 是 说 , 4 是 自 7 
变量 还 是 因 变量 ， 
会 导致 高 阶 微分 具 
有 不 同 的 形式 。 

微分 中 值 定 理 
在 微 积分 学 的 理论 
证 明 中 ， 中 值 定理 Oo bx 
具有 根本 的 重要 图 3 罗 尔 定理 示意 图 


性 ， 它 有 许多 不 同 的 形式 。 

罗 尔 定理 ”1690 年 法 国 数学 家 M. 罗 尔 首先 发 现 ， 
在 闭 区 间 上 连续 ， 区 间 内 可 微 ， 在 区 间 端 点 取 等 值 的 函 
数 ,其 图 形 上 至 少 存在 一 点 ,图 形 在 该 点 的 切线 是 “水 平 ” 
的 (图 3)。 与 这 个 结论 等 价 的 是 拉 格 朗 日 定理 。 

拉 格 其 日 定理 ”如 果 函 数 人 (x) 在 闭 区 间 [a, b] 上 连 
续 , 在 开 区 间 (a,b) 内 可 微 ， 则 在 这 个 区 间 内 至 少 存在 一 
点 扎 使 得 

f(b)—f(a)=f"(#)(b—a)。 

直观 上 说 ,就 是 在 函数 图 形 上 至 少 存在 一 点 ,在 该 点 处 的 
切线 与 图 形 两 端点 的 连 线 平行 (图 4)。 不 过 定理 本 身 并 没 
有 给 出 点 的 确切 位 置 ， 而 且 满足 条 件 的 上 点 也 可 能 不 
只 一 个 .如 果 设想 f(t) 表 示 一 质点 在 时 刻 所 行 的 路 程 ， 


那么 了 二 了 就 表示 质点 在 时 间 间 隔 (a，5) 中 的 平均 


速度 , 而 了 (#) 表 示 质点 在 时 刻 + 的 瞬时 速度 的 数值 。 定 
理 的 意义 则 在 于 断定 至 少 存 在 一 个 时 刻 t=， 在 这 个 时 
刻 的 瞬时 速度 的 数值 , 恰 等 于 平均 速度 的 数值 。 

形式 上 作 些 变化 后 ,得 到 公式 

Af=f(x+ Ax)—f(x)=f'(x+0Ax)Ax, 
式 中 0<0<1, 这 个 
公式 被 称 为 拉 格 朗 
日 有 限 增 量 公 式 。 
另 一 种 较 一 般 的 形 
式 称 为 柯 西 中 值 
定理 。 

de EC 

车 函数 fx) 与 9(x) 
在 闭 区 间 [a,wb] 上 图 4 拉 格 朗 日 定理 示意 图 
连续 ,在 开 区 间 (a,b) 内 可 微 , 则 在 这 个 区 间 内 至 少 存在 一 
点 名 使 得 

f'(#)C9(b)— g(a)]=g' (8)Cf(6b)— f(a)], 
当 g(x)=x 时 ,上 面 定理 与 拉 格 朗 日 定理 有 同一 形式 ,所 
以 柯 西 中 值 定理 是 拉 格 朗 日 定理 的 最 一 般 的 形式 。 

洛 必 达 法 则 法 国 数学 家 G.-F.-A. de 洛 必 达 于 
1696 年 在 他 的 名 著 k 无 穷 小 分 析 》 中 , 给 出 了 一 种 确定 未 
定式 值 的 方法 ， 如 果 函 数 f(x) 与 9(x) 在 区 间 (a,b) 内 可 
微 ,g"(x) 去 0, 又 如 果 


lim f(x) ~lim g(x*)~=0 (或 %)， 


rato 


We 
2 gw) “4 (或 *)， 

im -其 
0 mn, gc) 
极限 过 程 x->a+ 0 也 可 以 换 成 别 的 极限 过 程 (x>b 一 0， 
-cz co), 由 于 所 考虑 的 比 世 z)/g(x) 在 极限 过 程 中 形 


式 上 趋 于 了 或 22, 不 能 一 般 地 定 值 ,所 以 称 为 未 定式 .通过 


洛 必 达 法 则 可 以 由 了 (x)/g"(x) 的 极限 来 确定 f(x)/g(x》 
的 极限 。 应 当 注意 的 是 , 如 果 了 (x)/g"(x) 的 极限 不 存在 ， 


=A (或 co)。 


并 不 能 肯定 人 x)/g(x) 的 极限 也 不 存在 。 此 外 还 有 0 co， 
中 一品,0",1° 及 oo* 几 种 类 型 的 未 定式 , 但 它们 都 可 以 先 
经 过 适当 代数 变换 化 归 .9 型 或 衬 型 ， 然 后 用 洛 必 达 
法 则 定 值 。 

泰勒 公式 ”多 项 式 是 最 简单 的 一 类 初等 函数 。 由 于 
它 本 身 的 运算 仅 是 有 限 次 加 减法 和 乘法 ， 所 以 在 数值 计 
算 方 面 ， 多 项 式 是 人 们 乐于 使 用 的 工具 。 对 于 一 个 任意 
给 定 的 函数 人 x), 总 希望 能 找到 一 个 n 次 多 项 式 P(x)， 
它 至 少 在 局 部 上 与 人 x) 相当 接近 ,因而 在 数值 计算 上 能 
代替 人 (x)。 

如 果 函 数 f(x) 在 某 点 x*=x。 附近 本 来 就 是 一 个 多 
项 式 

f(x)=a +a(x—X0)+a(x— Xx) + 
+an(X—xo)", 
逐次 微分 便 给 出 
(2 
人 (n=1,2,,m), 
当 n<m 时 可 以 写 出 估计 式 
f(x)=Pa(x)+o((x—x0)"), 

式 中 


Pu(z) 一 了 xzo) 十 了 (xs)(x 一 xo) 十 人 xx 


称 为 函数 (x) 在 点 x=x。 处 的 n 次 泰勒 多 项 式 。 对 一 般 
函数 人 x), 前 面 的 估计 式 也 可 以 成 立 , 只 要 fx) 在 点 *= 
处 nn 次 可 微 ,因为 这 时 只 要 写 出 恒等式 f(x)=Pn《(x) 二 
R(x) 并 重复 使 用 洛 必 达 法 则 便 可 以 得 到 


3 R(X) , f(x)—P,(x) 
lm tn lm xx ~ 
故 仍然 有 


f(x)=P,(x)+o((x—x0)"), 
这 里 余 项 的 估计 式 
R(x)=0((x—x0)") 
称 为 余 项 的 皮 亚 诺 形式 。 此 外 常用 的 还 有 余 项 的 拉 格 朗 
日 形式 


f(x zo 
Me 


式 中 位 于 ,与 * 之 间 的 某 一 点 。 也 有 余 项 的 柯 西 形式 


eC 
Ba Laat oe) 


当然 这 里 都 假定 f"*9(x) 在 x 到 ,之 则 处 处 存在 。 如 果 
fi"*D(x) 在 x 与 x。 之 间 处 处 连续 , 则 有 余 项 的 积分 形式 


Bx) = (x—t)"f td(t)dt, 
通常 , 称 原点 x。=0 处 的 泰勒 公式 为 马克 劳 林 公式 ， 


(1—0)"(x~—zxo)"t, 


即 " 
J) OH Ort Ete 


f"(0) 
4 "+R(x), 
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一 般 地 “Ru(z)=otz) 或 也 (z) 全 ar 
式 中 介 于 0 到 x 之 间 。 

微分 学 在 函数 研究 方面 的 应 用 “根据 导数 的 几何 意 
义 和 微 分 的 运算 法 则 ， 函 数 的 数量 可 在 其 几何 意义 的 指 
导 下 运用 微分 运算 来 进行 研究 。 

函数 作 图 ” 措 给 函数 yf(x) 的 图 形 ， 往 往 可 以 使 
人 们 获得 f(x) 的 一 个 直观 几何 形象 .这 对 于 研究 了 x) 的 
变化 规律 ,确定 KKx) 的 极 大 值 \ 极 小 值 ,甚至 对 方程 近似 
求 根部 很 有 好 处 。 选 定 笛 卡 儿 和 坐标 系 后 ， 撕 绘 函数 曲线 
y=f(x) 的 图 形 , 原则 上 说 要 采取 “列表 描 点 法 "。 也 就 是 
说 要 在 坐标 系 中 描 出 一 批 点 

xisf (x1)), (Xasf (x2)) ,7 Knsf (Xn))s 

最 后 用 适当 的 曲线 顺 次 连结 这 些 点 。 由 于 实际 上 只 可 能 
描 出 有 限 个 点 ， 这 样 得 到 的 曲线 图 形 当然 是 粗粮 的 。 为 
了 能 比较 全 面 细致 .又 比较 简单 地 得 到 函数 图 形 ,重要 的 
是 把 握 函 数 在 整体 上 变化 的 特性 (如 范围 ,对称 性 、 周 其 
性 等 )\ 趋 势 以 及 某 些 局 部 的 特殊 变 化 性 态 。 

函数 在 某 点 的 导数 ， 几 何 上 给 出 了 函数 曲线 在 相应 
点 处 的 切线 的 斜率 。 因 此 对 于 可 繁 函 数 ， 借 助 于 其 一 阶 
导数 的 代数 符号 ,可 以 分 析 曲线 上 各 点 处 的 切线 的 状态 ， 
随 之 即 可 能 对 曲线 “上 升 " 与 “下 降 " 的 变化 规律 作出 一 
些 判 断 再 借助 函数 的 二 阶 导数 的 代数 符号 ,又 能 对 切线 
的 变化 规律 加 以 分 析 ， 从 而 又 可 以 对 曲线 的 * 凸 "与 "四 " 
的 特征 进一步 作出 判断 。 

音调 性 “如果 函数 取 值 随 自 变量 的 增 大 而 增 大 ， 则 
称 函数 是 单调 增 大 的 。 反 之 ， 如 果 函 数 的 取 值 随 自 变量 
的 增 大 而 碱 小 ， 则 称 函 数 是 单调 碱 小 的 。 单 调 增 大 和 单 
调 碱 小 统称 为 单调 。 

考虑 可 微 函数 = 人 (Xx), 其 图 形 如 图 5。 在 其 导数 为 
正 的 区 辣 ,例如 区 间 (xs5x,) 内 任 取 一 点 ,比如 太 , 则 曲线 
上 对 应 点 处 切线 的 倾角 必 介 于 0 到 /2 之 间 , 因而 曲线 
在 思 附 近 ( 从 左 到 右 ) 必 定 是 上 升 的 。 故 在 区 间 (zay zi) 
内 函数 是 单调 增 大 的 ;而 在 函数 的 导数 为 负 的 区 间 ， 例 如 
区 间 (ayxs) 内 恰恰 相反 ,函数 是 单调 碱 小 的 。 


图 5 函数 变化 状态 


极 值 点 ”如果 函数 在 某 一 点 所 取 的 值 不 超过 《〈 或 不 
小 于 ) 函 数 在 该 点 某 个 邻 域内 其 他 各 点 的 值 , 则 称 函 数 在 
该 点 处 达到 相对 极 小 (或 极 大 ) 值 。 该 点 是 函数 的 一 个 极 
小 ( 极 大 ) 值 点 。 在 图 5 中 f(x) 在 x=xs,x=x。 处 达到 极 
小 值 ,而 在 zx= xs 处 达到 极 大 值 , 且 xavxevxs 都 是 极 值 点 。 
17 世纪 法 国 数学 家 P. de 费 马 首先 注意 到 ， 可 微 函 
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数 的 极 人 只 可 能 在 适合 方程 了 (z) 一 0 的 点 , 即 驻 点 处 达 
到 。 几 何 上 看 ， 曲 线 在 相应 极 值 点 处 的 切线 必定 是 “水 
平 "的 .不 过 驻 点 可 能 并 不 是 极 值 点 ,如 图 5 中 在 x 一 2% 点 
的 情形 。 因 而 函数 在 驻 点 是 否 达到 极 值 ， 需 进一步 分 析 
判定 .如 果 函 数 在 驻 点 处 二 阶 导数 存在 而 且 大 于 零 , 则 函 
数 在 驻 点 处 达到 极 小 值 。 事 实 上 ,如 果 二 阶 导数 大 于 零 ， 
则 一 阶 导数 在 驻 点 附近 是 单调 增 大 的 ;又 由 于 驻 点 处 导 
数值 是 符 ， 因 而 一 阶 导数 在 驻 点 左边 小 于 零 而 在 驻 点 右 
边 大 于 零 .这 在 几何 上 反映 出 函数 在 驻 点 左边 单调 减 小 ， 
而 在 驻 点 右边 单调 增 大 ， 故 函数 必定 在 驻 点 处 达到 极 小 
值 ,该 驻 点 是 一 个 极 小 值 点 。 类 似 地 ,如 果 在 驻 点 处 二 阶 
导数 小 于 零 , 则 该 驻 点 必 是 一 个 极 大 值 点 。 

名 如 性 ”对 于 可 微 函数 yf(x) 来 说 , 随 着 自 变 量 
取 值 的 变化 ,函数 曲线 的 切线 的 倾角 也 蝴 之 在 变化 ,如 果 
随 x 增 大 倾角 减 小 , 则 称 曲线 向 上 凸 ,或 凸 ， 如 图 5 曲线 
在 B.D 之 间 的 弧 。 当 "(x) 存 在 而 且 小 于 零 时 ，f"(x) 单 
调 碱 小 ， 即 切线 的 倾角 随 x* 增 大 而 减 小 ， 因 而 曲线 向 上 
西 。 反 之 ,如 果 了 "(x) 存 在， 而 且 大 于 零 , 则 曲线 向 下 上 
或 四 。 

声 点 如 果 曲 线 经 过 一 点 时 也 由 性 发 生变 化 ， 该 点 
就 称 为 曲线 的 一 个 拐点 ， 如 图 5 中 的 B、E 都 是 曲线 的 拐 
点 。 如 果子 (x) 在 拐点 附近 连续 且 变 号 则 在 拐点 处 必 有 
了 "(x)=0。 但 应 注意 ,不 是 所 有 使 了 "(x) 一 0 的 点 都 必定 
是 拐点 ,如 曲线 y 一 x+ 上 的 (0,0) 点 。 

新 迁 线 。 茶 些 曲线 ,例如 双 曲线 .抛物 线 都 是 有 伸 向 
无 限 远 的 分 支 的 曲线 ,对 于 这 样 的 曲线 ,可 能 存在 具有 以 
下 性 质 的 直线 ， 当 动 点 在 无 穷 分 支 上 移 向 无 穷 远 时 动 点 
与 该 直线 的 距离 (水 平 或 垂直) 趋向 于 零 。 这 种 直线 称 为 
曲线 的 渐 近 线 。 一 般 地 说 ,一 条 不 与 并 加重 直 的 直线 y = 
mx+b 称 为 曲线 y 一 (x) 的 一 个 浙 近 线 , 是 指 差 数 

f(x)—mz—b 
当 * 趋 于 正 无 穷 或 负 无 穷 时 趋 于 零 。 当 x* 从 左边 或 右边 
趋 于 时 ，|f(z)| 可 以 任意 大 ， 则 称 重 直 于 x 轴 的 直线 
x=a 为 gf(x) 的 一 条 " 铅 直 的 " 渐 近 线 。 斜 渐 近 线 的 方 
程 的 系数 由 与 可 以 由 极限 
m=limf CX) 
lim x 
襟 确定 。 在 x+ co 及 zx 一 co 时 几 和 口 可 能 各 有 两 组 
不 同 的 取 值 。 

运用 上 述 函 数 变 化 的 各 种 状态 ， 就 容易 在 适当 取 定 
少数 几 个 关键 点 的 基础 上 ， 作 出 所 给 函数 的 相当 准确 的 
图 形 。 例如 考虑 函数 3=zx 十 二 〈x 闻 0) 的 图 形 。 首 先 可 以 
注意 到 ,函数 曲线 与 坐标 负 没 有 交点 ,并 且 由 于 满足 条 件 
TCz)= 一 人 一 z) ,函数 曲线 关于 坐标 系 原点 是 对 称 的 。 由 
于 它 的 一 阶 和 二 阶 导数 分 别 有 

[>0 (>1D， 
f=1- B=0 (=D， 
\<0 (x:<1), 


与 b=limf(x)—mzx 


7 1 (>0 (x>0), 
f= | 


<0 (x<0), 
了 


所 以 当 x>0 时 曲线 下 
凸 ， 当 x<0 时 ,曲线 上 
凸 。 在 zx= 1 处 , 函数 达 
到 极 小 值 ,在 x= 一 1 处 
函数 达到 极 大 值 ， 并 且 
y 轴 与 直线 y=x 分 别 
是 曲线 的 两 条 渐 近 线 。 
利用 所 得 函数 的 这 
特征 , 只 要 选取 x= 


1 > 
十 ,2( 或 者 再 添上 x*= 


计 '3) 就 可 以 相当 准确 
地 夯 出 函数 的 图 形 米 
图 6)。 
参考 书目 
华罗庚 著 :< 高 等 数学 引 论 *， 第 工 卷 ,第 1 分册, 科学 出 版 社 ， 
北京 ，1963 。 

人 ,区 , 学 钦 著 , 北 京 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 与 函数 论 教研 室 
译 :e 数 学 分 析 简明 教程 *， 上册 ,高 等 教育 出 版 社 , 北京 ,1954。 
(A. A. Xmaswa, 开 pamtxeud xy pc wamewMamuwecxotO nAuIg, 
Tocrexuanar, Mockea, 1953.) 


图 6 西数 yx 二 二 


( 孝 风 层 ) 
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微 积分 学 (differential and integral calculus) 
研究 函数 的 微分 、 积 分 以 及 有 关 概 念 和 应 用 的 数学 分 支 。 
微 积分 学 是 建立 在 实数 ,函数 和 极限 的 基础 上 的 。 

兽 史 ”极限 和 微 积分 概念 可 以 追 漳 到 古代 。 在 中 国 ， 
公元 前 4 世纪 公孙 龙 等 所 提出 的 “一 尺 之 极 ， 日 取 
其 半 , 万 世 不 竭 "， 公 元 3 世纪 刘 徽 , 公元 5 一 6 世纪 祖 冲 
之 , 祖 蜡 对 圆周 率 、 面 积 及 体积 的 研究 ， 都 包含 着 极限 和 
微 积分 概念 的 萌芽 。 在 欧洲 ， 公 元 前 3 世纪 欧 几 里 得 在 
《几何 原本 》 中 对 不 可 公约 量 及 面积 与 体积 的 研究 (包含 
公元 前 4 世纪 欧 多 克 案 斯 所 得 到 的 成 果 ) ,公元 前 3 世纪 
阿 基 米 德 对 面积 与 体积 的 进一步 研究 ， 也 都 包含 着 上 述 
萌芽 。 

欧洲 文艺 复兴 以 后 ， 资 本 主义 开始 发 展 ,到 了 16 世 
纪 , 由 于 航海 .机 械 制造 以 及 军事 上 的 需要 ,运动 的 研究 成 
了 自然 科学 的 中 心 问题 。 于 是 在 数学 中 开始 研究 各 种 变 
化 过 程 中 变化 着 的 量 ( 变 量 ) 之 间 的 依赖 关系 ， 引 进 了 变 
量 ,形成 了 数学 中 的 转折 点 。 在 伽利略 `R- 符 卡 儿 、\B. 卡 瓦 
列 里 、P.de 帝 马 、G.P. 罗 贝 瓦尔 E. 托 里 拆 利 J. 活 利 
斯 、I. 巴 罗 和 J 格雷 果 里 的 数学 著作 中 , 都 包含 着 微 积 
分 中 的 初步 想法 。 

在 17 世纪 后 半 叶 ,I. 牛顿 和 G. W. 菜 布 尼 英 完成 了 
许多 数学 家 都 参加 准备 过 的 工作 ， 分 别 独立 地 建立 了 微 
积分 学 。 他 们 建立 微 积分 的 出 发 点 是 直观 的 无 穷 小 量 , 理 
论 基础 是 不 牢固 的 。 因 此 这 门 学 科 早 期 也 称 为 无 穷 小 分 


析 ， 这 正 是 现在 数学 中 分 析 学 这 一 大 分 支 名 称 的 来 源 。 

直到 19 世纪 ，A.-L. 柯 西 和 区 . 外 尔 斯 特 拉 斯 才 把 
微 积分 学 建立 在 极限 理论 上 ,R. 吉 估 全 和 G-. 康 托 尔 等 建 
立 了 严格 的 实数 理论 ,使 极限 理论 有 了 巩固 的 基础 ,于 是 
这 门 学 科 才 得 到 了 严密 化 。 

20 世 纪 60 年 代 ，A. 鲁 宾 孙 奠定 了 无 穷 小 概念 严格 
的 理论 基础 ， 建 立 了 严密 的 无 穷 小 理论 体系 作为 分 析 学 
的 基础 ,他 把 这 种 分 析 学 称 为 非 标 准 分 析 。 

三 数 与 板 限 函数 是 微 积分 学 中 的 一 个 基本 概念 
可 是 直到 19 世纪 30 年 代 P. G. 工 . 狄 利克 雷 才 把 它 完全 
开明 。 设 及 Y 是 两 实数 集 。 如 果 有 一 个 法 则 了 存在 ,使 
得 X 中 每 一 个 值 x, 在 Y 中 有 一 个 确定 的 值 y 相 对 应 ,就 
说 在 X 上 确定 了 一 个 在 Y 中 取 值 的 函数 ， 或 说 确定 了 
一 个 从 X 到 Y 的 映射 , 记 作 y=f(x),， 或 记 作 f:X>Y， 
或 xi>f(x)。x 叫做 自 变数 ， 自 变量 或 原 像 ，y 叫做 x 的 
函数 、 因 变数 、 因 变量 或 像 ( 原 像 及 像 是 对 映射 这 一 名 词 
而 言 )。X 叫做 函数 的 定义 域 或 定义 集 ,Y 中 所 有 f(x) 构 
成 的 集 叫做 函数 的 值 域 或 值 集 。 在 平面 上 取 直 角 坐 标 系 
Oxy， 那 么 可 以 在 这 平面 上 作出 函数 y=f(x) 的 图 形 , 即 
坐标 为 x 及 y= 人 x) 的 所 有 点 的 集合 (图 1)。 


在 自然 界 中 , 象 函数 这 样 的 数量 关系 是 普遍 存在 的 。 
例如 在 温度 固定 时 ,已 给 气体 的 体积 决定 于 它 的 压强 ,不 
计 空 气 阻力 时 , 自由 落体 下 落 的 距离 决定 于 下 落 的 时 间 ， 
等 等 ,这 些 都 是 函数 概念 在 实际 中 的 来 源 。 

设 自 变数 x 在 函数 的 定义 域 中 变动 而 与 x。 无 限 接 
近 时 (不 论 z 是 否 属于 人 x) 的 定义 域 , x 关 x。 而 无 限 接 
近 于 x。), 相应 的 函数 值 y=f(x) 与 数 A 无 限 接近 , 就 说 
当 x 趋 近 于 x。 时 ，f(x) 的 极限 为 4， 或 f(x) 趋 近 于 A4， 
记 作 

lim f(x)=A。 
eo 
设 x。 是 y=f(x) 的 定义 域 中 一 点 ,如 果 
lim f(x)=f(x,), 


就 说 fx) 在 x。 连续。 如果 f(x) 在 其 定义 域 的 某 一 部 分 
中 的 每 一 点 连续 , 就 说 有 x) 在 这 部 分 连续 。 由 上 述 极限 
的 意义 ,所 谓 f(x) 在 x。 连续 ,就 是 说 当 x 与 ze 相差 很 小 
时 ,相应 的 了 x) 与 用 Xx。) 也 相差 很 小 。 在 自然 界 中 ,会 经 
常 遇 到 连续 和 不 连续 的 过 程 ， 函 数 连 续 性 的 定义 正 是 由 
此 抽象 出 来 的 。 

稚 分 学 ”微分 学 的 一 个 基本 概念 是 导数 概念 ， 它 的 
经 典 物理 原型 是 瞬时 速度 。 自 由 落体 在 时 刻 上 所 降落 的 
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距离 是 

sr 
把 这 距离 表示 为 f(t)， 其 中 9 是 重力 加 速度 ， 那 么 落体 
在 时 刻 上 的 瞬时 速度 (简称 速度 )， 即 距离 对 时 间 的 变化 


率 是 
f(t+At)—f(t) 9 2tAt+(AbD2 _ 
人 


v=lim 
so 


式 中 At 叫做 的 增 量 。 
一 般 说 来 ,考虑 函数 y= 人 (x)。 设 + 及 x+Ax 都 是 定 
义 域 中 的 点 。 如 果 下 列 极限 存 在 ; 
lim 1*+ hx)—f(x), 
Ax 


Wt, 


As 


(1) 


Ed 
那么 就 把 它 叫 做 y 对 的 导数 ， 记 作 - 借 -或 1"(z)。 


导数 有 几何 意义 。 设 y=f(x) 的 图 形 如 图 1 所 示 , A 
及 A' 的 坐标 分 别 是 (x,f(x)) 及 (x+Ax,f(x+Ax)), 则 
1+ Ae)—f(s) 
x 


是 44' 的 斜率 。 若 极限 (1) 存 在 , 当 A' 沿 着 曲线 趋 近 于 
4 时， 割 线 44' 趋 近 于 一 个 极限 位 置 。 在 这 位 置 的 直线 
T 了 叫做 曲线 y=f(x) 在 4 点 的 切线 ,其 斜率 是 f'(x)。 

导数 是 函数 对 自 变数 的 变化 率 ， 因 此 它 是 研究 变量 
之 间 依赖 关系 的 重要 工具 。 如 果 自 变数 是 时 间 ， 函 数 是 
距离 或 力 做 的 功 ， 那 么 导数 就 分 别 是 速度 或 功率 。 上 面 
已 经 举 出 了 速度 的 例子 。 许 多 实际 问题 可 化 为 求解 某 一 
函数 及 其 导数 所 满足 的 方程 , 即 微分 方程 ( 常 微分 方程 )。 
研究 这 种 方程 是 微 积 分 学 的 一 种 发 展 。 

导数 可 用 来 研究 函数 的 图 形 。 由 图 1 还 可 看 出 ,如 果 
函数 y=f(x) 的 图 形 在 某 点 的 纵 坐 标 达到 极 大 值 或 极 小 
值 ,那么 在 这 点 ,图 形 的 切线 与 x* 轴 平行 ， 从 而 相应 的 导 
数 是 零 ， 因 此 可 以 借助 导数 求 出 某 些 函数 的 极 大 值 和 极 
小 值 。 

积分 学 ” 设 函数 4 一 世 z) 的 定义 域 是 实数 a 及 ba< 
5b) 及 其 则 所 有 实数 构成 的 集 , 即 闭 区 间 [a,b]。 设 这 函数 
的 值 域 包含 在 一 个 闭 区 间 内 ， 即 它 是 有 界 函 数 。 用 任意 
RN 一 1 个 点 Xs Xs ni(0=X0<XI<XI< "<n 
各 一 区 把 [ay 中 分 成 nn 个 闭 区 间 [ze xo](i=0, 1,…， 
1% 一 1), 并 且 在 这 些 闭 区 间 中 分 别 任意 取 一 点 #， 作 和 式 


3- fn 


如 果 不 论 x 及 名 是 怎样 选取 的 ， 当 x46w1 一 x 中 最 大 一 
数 无 限 接近 ( 趋 近 ) 于 零 时 , 2 无 限 接近 ( 趋 近 ) 于 一 有 限 
数 I， 那 么 就 说 有 界 函数 fx) 在 [a,bJ 上 可 积 ,I 是 它 在 
[a,b] 上 的 定 积 分 , 记 作 


I -上 f(x)dx。 


可 以 证 明 , 在 [a,b] 上 连续 的 函数 必然 可 积 。 
上 述 有 界 函 数 可 积 及 它 的 定 积分 的 定义 是 B. 袭 受 完 
全 阐明 的 。 因 此 这 样 的 可 积 函 数 称 为 黎 曼 可 积 函 数 ,相应 
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的 定 积分 称 为 黎 曼 积分 。 

上 述 积分 可 以 推广 到 fx) 的 定义 域 是 无 穷 区 间 ( 即 
[a, + co)，( 一 co ,四 或 (一 co ,十 o)， 其 中 为 实数 ) 或 
也 zx) 不 是 有 界 函 数 情形 。 相 应 的 积分 称 为 无 穷 积分 或 焉 
积分 ,统称 广义 积分 。 

黎 曼 积分 有 了 明确 的 几何 意义 。 图 2 中 函数 y=f (x) 
只 取 正 值 , 那么 3 表示 图 中 ?个 小 矩形 的 面积 之 和 ,也 就 
是 y=f(x), x=a, x=b 及 y=0 所 围 成 图 形 的 面积 的 一 
个 近似 值 ,而 定 积分 I 是 它 的 精确 值 ,事实 上 , 求 面积 (或 
体积 ) 正 是 积分 学 的 一 个 主要 来 源 。 


了 


通过 前 述 定义 来 求 黎 曼 积分 的 值 ， 是 很 复杂 的 。 对 
于 许多 重要 情形 应 用 下 述 定理 ， 可 以 比较 容易 地 算出 定 
积分 。 

微 积分 基本 定理 

@ 如 果 黎 曼 积分 


『 rear (acb) 


存在 ,并 且 对 于 [es 杂 中 任 一 点 F(t) = | fx)dz, 那 么 


只 要 xz 在 [a,b] 中 ,并 且 f(x) 在 x。 连续 , 就 有 F(x。) 一 
f(x0)。 


@ 各 果 获 曼 积 分 | f(z)dx (a<b) 丰 在 ,并 且 有 一 了 
数 Pi(z), 其 导数 是 了 (xz)， 那 么 
faaz=PbD-Po)。 


这 一 定理 之 所 以 称 为 微 积分 基本 定理 ， 是 因为 它 揭 
示 了 微分 与 积分 的 内 在 的 本 质 的 联系 ， 显 示 了 它们 之 间 
的 互 逆 性 质 ,表明 了 它们 实际 上 是 同一 问题 的 两 个 方面 。 

证 明 微 积分 基本 定理 的 想法 可 以 从 几何 图 形 直 观看 
出 。 设 y= 人 及 x) 是 [a,b] 上 的 正 连 续 函 数 , 其 图 形 见 图 3。 
在 [as 如 中 取 t 及 t+At。 那 么 


Fo)= [fear (或 FGt+AD=[ feedz) 


是 y=f(x),x=a, x=t (或 x*=t+At) 及 y=0 所 围 成 图 
形 的 面积 。 于 是 F(t+ At) 一 F(t) 是 y= 了 (Xx), X=t, X= 
t+ 人 及 3 一 0 所 围 成 图 形 的 面积 。 当 At 充分 小 时 ,这 图 
形 的 面积 与 图 3 中 矩 形 的 面积 ft)At 充 分 接近 ,由 此 可 
以 想象 到 


,F(t+At)— Ft) 
了 了 '( 轨 =lim 一 一 一 一 一 
MA 


于 是 得 到 证 明 @ 的 想法 。 


=f(t), 


of a Ta bb x 


图 3 微 积分 基本 定理 的 几何 意义 


为 了 证 明 @, 注 意 到 由 及 Fi(x)=f(x) 可 推出 F(x) 
= F(xz)+C (C 是 常数 ,其 导数 是 0)。 其 次 ,由 Pi(b) 一 
F(b)+C 及 F(a)=F(a)+C=C 可 推出 F(b)=F,(b) 一 
F(a)。 

在 @ 中 , F,(x) 叫 做 fx) 的 一 个 原 函数 或 不 定 积分 。 
于 是 只 须知 道 f(x) 的 一 个 原 函 数 或 不 定 积分 , 就 可 求 出 
fx) 在 [a,b] 上 的 定 积分 的 值 。 对 于 某 些 初等 函数 , 其 原 
函数 或 不 定 积分 可 以 求 出 。 由 此 容易 算出 这 些 函数 在 某 
些 闭 区 间 上 的 定 积分 。 

积分 可 用 来 计算 平面 图 形 的 面积 ,曲线 弧 长 ,曲面 面 
积 , 立 体 体积 等 ;也 可 用 来 计算 一 些 物理 量 ， 如 重心 的 坐 
标 ,转动 慌 量 , 变 力作 的 功 等 ;还 可 用 来 描述 概率 及 统计 
中 的 各 次 短 。 微 分 方程 的 求解 也 必须 使 用 积分 。 

多 元 函数 徽 积 分 学 ”在 前 面 所 给 出 的 函数 定义 中 ， 
如 果 取 X 为 实数 有 序 对 的 集 或 坐标 平面 上 的 点 集 ，Y 仍 
为 实数 集 ， 就 得 到 二 元 (变数 ) 函 数 y= 故 xi, xz) 的 定义 。 
还 可 考虑 nn 元 (变数 ) 函 数 y=f(x1,x2,…,xn),n 是 任 一 大 
于 2 的 自然 数 , 微 积分 学 可 推广 到 多 元 函数 ,并 且 引 进 偏 
导数 ,二 重 积分 及 多 重 积分 等 概念 。20 世 纪 以 来 ,多 元 函 
数 的 微 积分 及 流 形 上 的 微 积分 有 较 大 的 发 展 。 

进一步 的 发 展 ”自从 微 积分 开始 建立 以 来 ， 从 一 些 
实际 问题 出 发 ,建立 了 种 种 数学 分 支 。 @ 常 微分 方程 . @ 
偏 微 分 方程 ， 即 多 元 函数 及 其 偏 导数 所 满足 的 方程 。@ 
变 分 学 。 考 虚 一 种 定 积分 ,其 积分 号 下 是 自 变数 、 因 变数 
及 它 的 一 些 导数 的 函数 ,例如 


I= i(ey Mas. 


变 分 学 研究 使 这 类 定 积分 达到 极 大 或 极 小 值 的 因 变数 。 
@ 积 分 方程 ， 即 未 知 函数 出 现在 积分 号 下 的 方程 。@ 无 
穷 级 数 。@@ 复 变 函数 或 复 分 析 ， 即 定义 域 及 值 域 都 是 复 
数 集 的 函数 的 微 积分 。 

在 19 世纪 末期 , 随 着 微 积分 严密 理论 的 建立 ， 产 生 
了 集合 论 ， 在 此 基础 上 建立 了 下 列 数学 分 支 ，@ 实 变 函 
数 或 实 分 析 。 把 黎 曼 积分 推广 成 勤 贝 格 积分 、 勤 贝 格 -斯 
蒂 尔 杰 斯 积分 ( 即 拉 东 积分 )， 并 由 此 建立 有 关 理 论 。@ 
泛 函 分 析 。 在 “函数 与 极限 "一 段 中 所 给 出 的 函数 及 映射 


的 定义 中 ,如 果 取 XX 为 函数 的 集 , 这 种 映射 称 为 算 子 ， 特 
别 , 当 Y 是 实数 集 或 复数 集 时 , 它 就 称 为 泛 函 。 泛 函 分 析 
是 研究 算 子 及 有 关 极 限 性 质 的 学 科 。 在 集合 论 、 实 变 函数 
论 和 泛 函 分 析 的 影响 下 ， 上 面 提 到 的 6 个 分 支 也 得 到 了 
重要 发 展 ,这 些 分 支 都 以 微 积分 为 基础 ,在 研究 中 要 系统 
采用 极限 方法 ;它们 与 微 积分 等 分 支 都 属于 分 析 学 。 微 积 
分 课程 也 叫做 数学 分 析 。 

此 外 ,在 微 积分 的 推动 下 , 建立 了 微分 几何 、 拓扑 学 
等 数学 分 支 。 

微 积分 是 与 应 用 联系 着 发 展 起 来 的 ,最 初 ,牛顿 应 用 
微 积分 学 及 微分 方程 从 万 有 引力 定律 导出 了 开 普 惑 行星 
运动 三 定律 。 微 积分 在 天 文学 ,力学 ,物理 学 ,化 学 ,生物 
学 .工程 学 ,经济 学 等 自然 科学 、 社 会 科学 及 应 用 科学 各 
分 支 中 ， 有 越 来 越 广泛 的 应 用 。 特 别 是 计算 机 的 发 明 更 
有 助 于 这 些 应 用 的 不 断 发 展 。 

徽 积分 学 在 中 国 的 传人 和 研究 ”前面 已 经 指出 ， 中 
国 早 在 远古 就 已 有 微 积分 概念 的 萌芽 。 在 古代 ， 中 国 数 
学 长 期 保持 着 世界 先进 水 平 。 在 17 世纪 ,欧洲 数学 开始 
传 和 中国 ,到 清 康熙 帝 (1654 一 1722) 时 达到 极 盛 。 当 时 微 
积分 由 于 刚刚 创始 ， 还 没有 传人 中 国 。 但 在 康 黑 帝 死 后 ， 
雍正 帝 在 1723 年 下 令 , 除 留 少数 外 国人 在 北京 钦 天 监 供 
职 外 ,把 其 余 外 国人 都 安置 在 澳门 ,于 是 中 外 数学 交流 暂 
时 中 断 ,从 而 微 积分 学 传 入 中 国 推迟 到 鸦片 战争 以 后 ;至 
于 中 国 数学 家 开始 在 这 方面 作出 贡献 ， 则 更 推迟 到 20 世 
纪 20 一 30 年 代 以 后 了 。 
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《 余 家 荣 ) 


Welbo 
韦伯 ,H. (Heinrich Weber 1842~1913) 德 
国 数学 家 。1842 年 5 月 5 日 生 于 德国 海德 堡 ,1913 年 5 
月 17 日 卒 于 斯 特 拉 斯 堡 ( 现 属 
法 国 )。 1863 年 获 海德 堡 大 学 
博士 学 位 。 历 任 柯 尼斯 堡 、 马 
和 尔 堡 、 斯 特 拉 斯 堡 等 大 学 的 校 
长 ， 培 养 了 众多 优秀 学 生 ， 其 
中 包括 HH. 闵 和 村 夫 斯 基 和 了 D. 希 
东 伯 特 。 他 是 德国 和 其 他 一 些 
国家 科学 院 院士 ， 而 且 是 德国 
数学 会 (1890 年 成 立 ) 的 创始 人 
时 一? 
韦伯 从 事 分 析 学 、 代 数学 和 数论 等 方面 的 研究 ,并 普 
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于 使 用 分 析 工 具 解决 物理 问题 。 他 论证 了 阿 贝尔 积分 理 
论 中 最 一 般 形式 的 阿 贝尔 定理 :与 R. 功德 金 合作 撰写 了 
代数 函数 论 的 重要 论文 ， 将 单 变量 代数 函数 域 的 研究 与 


数论 联系 起 来 。 他 最 著名 的 工作 是 证 明了 克 罗 内 克 定 理 “ 


(有 理 数 域 的 任 一 阿 贝尔 扩张 一 定 是 一 分 贺 域 的 于 域 )。 
他 的 《代数 教 本 》(1895 一 1896) 是 当时 最 重要 的 数学 著 
作 。 他 还 与 本 韦 尔 斯 泰 因 合作 编辑 了 《初等 数学 百科 全 
书 》(1903 一 1907)。 《欧阳 绛 ) 


Welda 

圳 达 ,F. (Frangois Viete 1540 一 1603) 又 
译 维 埃 特 ,法 国 数学 家 。 最 早 系统 地 引入 代数 符号 ， 推 进 
方程 论 的 发 展 。1540 年 生 于 法 
国 普 瓦 图 ( 现 旺 代 省 )，1603 年 
12 月 13 日 卒 于 巴黎 。 初 在 普 
瓦 捷 学 习 法 律 ,后 任 律师 ,1567 
年 以 后 成 为 议会 的 议员 。 在 对 
西班牙 的 战争 中 曾 为 政府 破译 
敌 军 的 密码 ,赢得 很 高 的 声誉 。 

1579 年 ， 韦 达 出 版 《应 用 
于 三 角形 的 数学 定律 》 这 是 欧 
洲 第 一 本 使 用 六 种 三 角 函 数 的 
系统 的 平面 、 球 面 三 角 学 。 他 发 现 sinnA 及 cosn4 的 
展开 式 。 某 日 一 位 来 自 荷 兰 的 使 者 向 法 国 国王 亨利 四 世 
诉说 比利时 的 A. van 罗 门 1593 年 提出 一 个 45 次 方程 ， 
向 所 有 的 数学 家 挑战 。 法 王将 韦 达 请 来 ， 韦 达 发 现 这 难 
题 相当 于 用 sin A 表 示 sin454 的 展开 式 , 于 是 立刻 得 出 
一 个 解 ,第 二 天 再 给 出 另外 的 22 个 解 。 接 着 韦 达 回 敬 罗 
门 一 个 著名 的 几何 题 ! 求 作 一 圆 切 于 三 个 已 知 圆 ( 原 出 阿 
波 罗 尼 奥 斯 ,解法 早已 失传 ), 罗 门 只 能 用 圆锥 曲线 求解 ， 
而 韦 达 则 用 严格 的 尺 规 作 图 法 作出 。 韦 达 又 发 现 (1579) 

2_MVINITYD VIVE 
3 2 2 2 人 
这 是 的 第 一 个 分 析 表 达 式 。 

韦 达 最 重要 的 贡献 是 对 代数 学 的 推进 ,著作 有 《分 析 
方法 入 门 闪 1591)《 论 方程 的 识别 与 订正 ?等 多 种 。 韦 达 
用 "分 析 ” 这 个 词 来 概括 当时 代数 的 内 容 和 方法 ,不 赞成 
用 algebra 这 个 外 来 语 。 他 创设 大 量 的 代数 符号 ,用 字母 
代表 未 知 数 ( 后 来 经 过 R. 备 卡 儿 等 人 的 改进 ,成 为 现代 的 
形式 ), 系统 阐述 并 改良 三 、 四 次 方程 的 解法 , 指出 根 与 系 
数 间 的 关系 。 给 出 三 次 方程 不 可 约 情形 的 三 角 解 法 。 但 
他 拘泥 于 希腊 人 的 齐 性 原则 , 即 一 次 项 表示 线段 ,二 次 项 
代表 面积 ,三 次 项 代表 体积 ,不 同 次 的 项 不 能 相 加 ， 因 此 
如 +% 是 无 意义 的 ,除非 写成 如 十 4zx。 这 个 框框 到 笛 卡 


儿 才 彻 底 打 破 。 (〈 梁 宗 巨 ) 
Weiyl 
韦 伊 ,A， (Andre Weil 1906~  ) ”法国 数 


学 家 。1906 年 5 月 6 日 生 于 巴黎 。1922 年 考 入 巴黎 高 等 
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师范 学 校 ,1925 年 毕业 。1928 年 以 《代数 曲线 上 的 算术 》 
论文 获得 博士 学 位 。 其 间 曾 去 德国 格 丁 根 和 柏林 访问 , 深 
受 当时 正在 兴起 的 抽象 代数 及 
拓扑 学 的 影响 1929 年 去 罗马 ， 
接触 到 泛 函 分 析 及 代数 几何 ， 
1930 一 1932 年 在 印度 阿里 格 
尔 的 穆斯林 大 学 任教 授 ， 其 后 
在 马赛 当 了 一 年 讲师 。1933 一 
1940 年 在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 任 
教 ， 他 同 也 . 喜 当 及 了 丁 德尔 萨 
特等 人 的 交往 ， 形 成 了 布尔 巴 
基 学 派 。 1940 年 因 逃 兵役 被 关 
进 监狱 , 不 久 法 国 沦陷 ， 他 于 1941 年 初 赴 美 , 教 了 几 年 
书 ， 于 1945 年 到 巴西 圣保罗 大 学 任教 。1947 一 1958 年 
任 美国 芝加哥 大 学 教授 ，1958 年 为 普林斯顿 高 等 研究 所 
教授 。1979 年 获 活 尔 夫 奖 。A. 韦 伊 早 期 推广 了 工 .了 丁 莫 
德尔 的 工作 ， 证 明代 数 曲 线 有 理 点 存在 有 限 基 。 对 泛 函 
分 析 、 多 复 变 函数 也 有 研究 。1937 年 ,他 引进 了 一 致 性 结 
构 , 同 时 研究 拓扑 群 上 的 积分 。 

1941 年 ,他 证 明 函数 域 上 的 广义 黎 曼 猜想 。1943 年 
证 明了 非 内 蕴 的 n 维 流 形 上 的 高 维 高 斯 - 博 内 公式 。1946 
年 出 版 的 《代数 几何 学 基础 为 代数 几何 学 的 战 后 发 展 英 
定 严密 的 抽象 代数 基础 。1949 年 提出 代数 方程 在 有 限 域 
中 和 解 的 个 数 的 “ 韦 伊 猜想 ”, 并 证 明 若干 特殊 情形 ,为 了 证 
明 这 个 猜想 ,代数 几何 获得 长 足 的 进展 。 

60 年 代 起 ， 他 研究 离散 子 群 和 代数 群 ， 通 过 函数 方 
程 定 出 狄 利克 雷 级 数 以 及 二 次 型 理论 ,1967 年 出 版 的 《 基 
础 数论 ? 曾 多 次 再 版 。 

70 年 代 起 ,他 对 数学 史 ， 尤 其 是 数论 史 进 行 一 系列 
研究 。 他 著 有 《数论 :从 汉 恋 拉 比 到 勒 让 德 X(1984), 他 的 
论文 收入 三 卷 《 韦 伊 文集 》(1979) 中 。 《 胡 作 去 ) 


Welna 

维 纳 , N. (Norbert Wiener 1894~1964) 

美国 数学 家 。 控 制 论 的 创始 人 。1894 年 11 月 26 日 生 于 
密苏里 州 的 哥伦比亚 , 1964 年 
3 月 18 日 卒 于 斯 德 哥 尔 摩 。 自 
幼 聪敏 ，!12 岁 便 进 入 土 夫 兹 学 
院 学 习 , 15 岁 时 获 数 学 学 士 学 
位 。 其 后 进 哈佛 大 学 作 了 一 年 
的 动物 学 研究 生 ， 因 党 察 自己 
不 适合 在 实验 室 工作 而 改修 哲 
学 。1913 年 以 关于 数理 逻辑 的 
论文 获 哲学 博士 学 位 。1913 年 
夏 获奖 学 金 到 英国 剑桥 从 B. 
全. W. 罗 素 学 习 , 并 从 师 于 了 HH.G. 哈代、J.E. 地 特 尔 伍德 等 
人 ,打下 了 分 析 学 的 基础 。 同 时 间 读 A. 爱 因 斯 坦 、H.H. 
玻 尔 等 人 的 论文 ， 其 中 关于 布朗 运动 的 文章 影响 了 他 早 
期 的 工作 。 1914 年 去 德国 格 丁 根 大 学 学 习 。 


第 一 次 世界 大 战 爆 发 后 ,他 从 欧洲 返 美 , 曾 先后 从 事 
教员 .工人 、 编 辑 ,弹道 试验 场 电话 员 、 专 栏 作家 等 多 种 职 
业 。1918 年 ,他 读 了 M.-R. 绅 雷 于 和 HH. L. 勒 贝 格 等 人 
的 著作 , 对 现代 数学 有 进一步 了 解 。1919 年 到 麻 省 理工 
学 院 任 讲师 之 后 , 开始 了 他 的 数学 学 术 生 涯 。1929 年 任 
该 校 副 教授 ,1932 年 以 后 一 直 为 该 校 教授 。1933 年 任 美 
国 国家 科学 院 院士 ， 并 获 美 国 数学 会 的 博 赫 尔 奖 。1964 
年 在 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 因 心脏 病 发 作 去 世 。 

1920 一 1930 年 , 是 维 纳 的 创造 性 研究 的 第 一 个 高 潮 
时 期 ,他 最 初 发 表 的 布朗 运动 的 论文 (1921) ,出 发 点 是 函 
数 空间 上 的 测度 论 。 现 在 把 定义 在 连续 函数 空间 的 一 种 
描述 布朗 运动 的 测度 称 为 维 纳 测 度 ， 相 应 的 随机 过 程 称 
为 维 纳 过 程 。 随 机 积分 的 思想 也 很 自然 地 由 维 纳 测度 而 
引出 。 后 来 的 日 本 数学 家 伊 茧 清 在 此 基础 上 发 展 了 随机 
积分 论 。 

1923 一 1925 年 ， 他 对 位 势 理论 作出 基本 的 贡献 。 对 
于 给 定 连 续 边 值 函数 的 狄 利克 雷 问 题 ， 得 到 了 确切 的 广 
义 群 。 对 于 一 般 的 紧 集 定义 容 度 概念 ， 并 给 出 著名 的 正 
则 性 判 据 。1925 年 以 后 , 在 调和 分 析 的 研究 上 有 重大 突 
破 ， 其 成 果 成 为 后 来 巴 拿 禁 代数 理论 的 基础 。 在 这 一 时 
间 ， 维 纳 引 出 一 般 的 陶 伯 型 定理 ,由 此 导出 诸如 素数 定理 
等 结果 。 

1932 年 ， 他 同 E. 年 普 夫 共同 研究 一 种 积分 方程 , 现 
称 维 纳 - 征 普 夫 方程 。 解 该 方程 需要 复数 域 上 的 傅 里 叶 变 
换 。 他 同 英国 数学 家 R. E. A. C. 佩 利 开创 了 这 一 方向 。 

30 年 代 开始 ， 维 纳 关注 布什 研究 的 模拟 计算 机 ， 
1935 一 1936 年 他 在 中 国清 华 大 学 作 访问 教授 期 间 和 李 郁 
荣 合 作 研 究 传 里 叶 变 换 滤波 器 。 他 还 和 生理 学 家 研究 大 
脑 对 肢体 的 控制 过 程 。 第 二 次 世界 大 战 开始 后 ， 他 参加 
火力 控制 研究 ， 从 而 使 他 进入 到 控制 论 的 研究 和 创立 的 
过 程 中 。 

大 战 结束 后 ， 维 纳 和 多 种 学 科 的 专家 一 起 对 控制 论 
作 了 深入 的 探讨 。1947 年 10 月 他 写 出 划时代 的 著作 《 控 
制 论 ?，1948 年 出 版 后 ， 立 即 风行 世界 。《 控 制 论 》 一 书 
中 体现 的 维 纳 的 深刻 思想 引起 了 人 们 的 极 大 重视 。 它 使 
用 了 通讯 理论 的 术语 ,如 控制 .反馈 、 信 息 , 输 入 ,系统 等 帮 
助人 们 进行 思维 ,对 整个 科学 界 产生 影响 。 现 在 ,控制 论 
已 有 了 许多 重大 发 展 ， 但 维 纳 用 吉 布 斯 统计 力学 处 理 某 
些 数学 模型 的 思想 仍 处 于 中 心地 位 。 维 纳 曾 以 下 述 方式 
为 控制 论 下 定义 :“ 设 有 两 个 状态 变量 ， 其 中 一 个 是 能 由 
我 们 进行 调节 的 ,而 另 一 个 则 不 能 控制 ,这 时 我 们 面临 的 
问题 是 如 何 根据 那个 不 可 控制 变量 从 过 去 到 现在 的 信息 
来 适当 地 确定 可 以 调节 的 变量 的 最 优 值 ， 以 实现 对 于 我 
们 最 为 合适 ,最 有 利 的 状态 。 

《控制 论 》 一 书 已 有 中 译本 (科学 出 版 社 ,1965)。 维 纳 
的 数学 工作 收入 他 的 k 数 学 论文 集 兴 1980) 中 ，1964 年 出 
过 《 维 纳 选集 》， 维 纳 还 有 两 本 自传 昔日 神童 》 和 《我 是 
一 个 数学 家 》， 前 者 已 有 中 译本 〈 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1982)。 《〈 胡 作 玄 ) 


Weino-Huopufu fangcheng 

维 纳 - 霍 普 夫 方程 (Wiener-Hopf equation) 
一 类 给 定 在 半 无 穷 区 间 上 的 带 差 核 的 奇异 积分 方程 ， 其 
一 般 形 式 为 

a0(#)— | kx)oydy=fx) (0Sx<+%), (1) 


式 中 4 为 常数 ; k(x) (一 ce<z<+oco) 和 所 z)(0<x< 
二 co ) 为 已 知 函数 1p(z)(0<x< + co ) 为 未 知 函 数 。 

方程 (1) 的 研究 开始 于 20 世 纪 20 年 代 初 ， 它 早期 的 
著名 例子 是 辐射 传输 理论 中 的 米尔 思 方 程 ， 后 来 因 1931 
年 N. 维 纳 和 EE. 霍 普 夫 给 出 其 求解 方法 而 得 名 。20 世 纪 
40 年 代 以 后 ， 这 一 方程 的 理论 在 解析 函数 边 值 问 题 、 调 
和 分 析 和 算 子 理论 的 基础 上 得 到 了 系统 的 发 展 ， 其 应 用 
也 从 辐射 问题 扩展 到 许多 其 他 领域 ,例如 中 子 迁移 、 电 磁 
波 衍射 、 控 制 论 、 多 体 问题 以 及 人 口 理论 等 。 

维 纳 - 宪 普 夫 方法 ”又 称 因子 分 解法 ， 是 N, 维 纳 和 
EE. 徐 普 夫 为 求解 方程 (1) 而 提出 的 ， 已 成 为 研究 各 种 数 
学 物理 问题 的 一 种 常用 方法 。 其 基本 思想 是 通过 积分 变 
接 将 原 方程 化 为 一 个 泛 函 方程 ， 然 后 再 用 函数 因子 分 解 
的 方法 来 求解 。 下 面 以 方程 (1) 的 求解 为 例 来 加 以 说 明 。 

在 x<0 处 , 令 p(x)=fx)=0, 首 先 将 方程 (1) 开 拓 
到 整个 实 轴 , 即 


p(x)— 所 K(x— py) dy fx) + p(x) 


(一 co<xz< +co)， (2) 
式 中 

0 (xz>0)， 
Wi (x<0)。 
若 (2) 中 诸 函数 满足 适当 的 条 件 ， 例 如 ， 存 在 h> 0 使 得 
kx)ewz19(z)ev 和 了 xz)en 属于 Li( 一 cy 十 oo)) 则 借 
助 于 传 里 叶 变 换 由 (2) 可 得 

《Ca 一 KCA))g(A) 一 PCA) 十 时,(A) 

(AM=otis, |s|<h), (3) 
这 里 和 下 文大 写字 母 均 表示 相应 函数 的 傅 里 叶 变换 ， 而 
大 写字 母 的 下 标 + 和 一 则 分 别 表示 该 函数 在 半 平 面 ?> 
一 h 和 <h 内 解析 。 在 许多 情况 下 ,对 (3) 可 求 出 解 的 表 
达 式 。 求 解 的 关键 在 于 将 HA)= “一 K(X) 因 子 分 解 。 一 
个 常用 的 分 解 定理 是 ， 设 再) 在 |X| <h 内 解析 、 无 零点 
且 一 致 地 有 lim HGX)==7 关 0, 则 存在 分 解 

H()=H, (H.CX), 
式 中 H,(X) 和 H_(X) 可 由 H(^) 求 出 ,它们 在 相应 半 平 面 
内 无 零点 。 由 于 在 所 述 条 件 下 ，F+(X)/H-(A) 在 17| <h 
内 解析 ， im, 一 0, 由 柯 西 积分 公式 知 ， 
FX/H-(X) =C,(X) +C-(N), 

这 里 C.(%) 和 CX) 可 用 恒信 来 表示 ,因而 由 (3) 得 到 
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更 -(A) 
H_(X) 
利用 解析 开拓 和 广义 刘 维 尔 定理 求 出 多 :(X) 和 更 -(X) 
(准确 到 相差 一 个 整 函数 )， 然 后 再 对 $,(^) 进 行 传 里 叶 
逆 变 换 即 可 求 得 方程 (1) 的 解 p(x)。 

当 仅 假定 K(A) ED (一 co，+co) 和 -KK(c) 关 0 
〈 一 co 和 o 和 +co) 时 ，p 一 K(c) 也 有 类 似 分 解 ， 这 时 需要 
用 到 调和 分 析 理 论 中 的 维 纳 - 莱 维 定理 。 由 此 应 用 巴 合 
赫 空 间 中 的 算 子 理论 ,还 可 在 一 般 函 数 空间 ,例如 

Lv( 一 co,+co) (p>1) 

有 界 可 测 函数 空间 和 有 界 连 续 函 数 空间 中 对 方程 (1) 进 
行 求解 。 

主要 结果 ”用 瑟 记 上 述 函 数 空间 。 方 程 (1) 的 一 个 
重要 特点 是 其 中 积分 仅 是 相应 函数 空间 中 的 有 界 算 子 ， 
而 不 是 全 连续 算 子 ， 因 此 它 和 弗 雷 德 年 姆 积分 方程 在 性 
质 上 有 着 本 质 的 不 同 。 这 主要 表现 在 ，@ 齐 次 方程 (1) 
和 它 的 共 思 方程 线性 无 关 解 的 个 数 一 般 不 相等 ， 它 们 的 
差 等 于 


xindu-K(o)= 一直 站 darglo-Kto))， 


再 :(A)Gs(A) 一 C+ (和 ) 一 +C-(X),1r1<h。 由 此 


整数 v (4) 称 为 方程 (1) 的 指标 ，@ 方程 (1) 的 谱 点 一 般 
为 连续 统 ,其 中 复 平面 闭 曲线 x=K(o)( 一 <r< + 吕 ) 
上 的 点 为 本 质谱 , 亦 即 对 于 全 连续 算 子 微 扰 不 变 的 谱 , 而 
使 得 v(4)>0 的 点 4 为 方程 (1) 的 点 谱 。 

函数 4 一 K(o) 称 为 方程 (1) 的 符号 。 当 符号 无 零点 
时 ,方程 (1) 称 为 正常 的 ， 否 则 称 为 例外 的 。 对 于 正常 方 
程 ,已 经 有 了 较 系统 的 结果 ， 其 中 主要 有 : @ 设 Kx)E 
有 (一 co ,+oo), 则 方程 (1) 在 瑟 中 满足 诺 特 定理 ( 见 奇 异 
积分 方程 ) 的 充分 必要 条 件 为 上-K(A) 关 0( 一 co<o< 
+eo), 故 正常 方程 有 时 也 称 为 诺 特 型 方程 *@ 当 >( 刀 >0 
时 ， 齐 次 方程 (1) 在 忆 中 有 v4) 个 线性 无 关 解 ，v(4)<0 
时 无 非 零 解 ，@ 当 v4)>0 时 , 非 齐 次 方程 (1) 在 已 中 有 
x4) 个 线性 无 关 解 ,v(4) =0 时 ， 有 唯一 解 ,v(4)<0 时 ， 
无 解 或 有 唯一 解 ， 有 解 的 充分 必要 条 件 是 其 右 端 满足 


条 件 | fcm7Asjdz=otk12，， xz)1), 式 中 (xz) 


是 方程 1) 的 共 加 方程 好 (z) 一 | 5 54) ay~0 的 


线性 无 关 解 。 至 于 例外 方程 ,也 有 不 少 结果 ,但 尚 无 系统 
理论 。 

以 上 结果 在 作 相应 修改 后 ,对 于 对 偶 积分 方程 方程 
《1) 的 离散 形式 特 普 利 茨 方程 以 及 有 关 方程 组 也 都 同样 
成 立 。 

参考 书目 
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Weino-Huopufu fangfa 
维 纳 - 霍 普 夫 方法 (Wiener-Hopf technique) 
数学 物理 中 一 种 常用 的 方法 ， 其 核心 思想 为 函数 因子 分 
解 定理 。 一 般 地 说 ， 在 求解 过 程 中 用 到 这 一 定理 的 求解 
方法 都 称 为 维 纳 - 答 普 夫 方法 。( 见 维 纳 - 窒 普 夫 方程 ) 
(于 翅 华 ) 
Welnuogeloduofu 
维 诺 格拉 多 夫 ,M.M. (Isan Martseesuu Baao- 
rpanoB 1891~~1983) ”苏联 数学 家 。1891 年 9 月 
14 日 生 于 米 洛 柳 布 镇 一 个 乡村 牧师 的 家 庭 .1914 年 毕业 
于 彼得 堡 大 学 物理 数学 系 。 
1920 年 任 彼得 格 勒 大 学 教授 ， 
1929 年 当选 为 苏联 科学 院 院 
士 。 从 1934 年 起 任 苏联 科学 
院 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 所 所 
长 。1983 年 3 月 20 日 去 世 。 
他 的 主要 贡献 在 解析 数论 
方面 。1934 年 提出 了 估计 外 尔 
三 角 和 的 新 方法 ， 对 华 林 问 题 
作 了 重大 改进 〈 见 堆 全 数论 )。 
1937 年 他 引进 了 线性 素 变数 三 角 和 为 s? lp 取 素 


数 ) 并 得 到 了 它 的 非 显然 上 界 估计 ,从 而 证 明了 ， 存 在 正 
数 c 使 得 每 个 大 于 c 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 ,这 一 结 
果 通 常 称 为 哥 德 巴赫 - 维 诺 格拉 多 夫 定 理 或 三 素数 定理 。 
他 一 生 不 断 完善 和 发 展 估计 各 种 三 角 和 的 方法 ， 在 许多 
著名 数论 问题 上 得 到 重要 结果 。 他 的 方法 已 成 为 解析 数 
论 的 强 有 力 的 工具 ,并 在 分 析 学 、 近似 计算 、 概率 论 及 数 
学 物理 等 领域 得 到 应 用 。 

苏联 政府 曾 多 次 变 奖 维 诺 格拉 多 夫 的 重要 贡献 。 他 
还 被 选 为 20 多 个 国家 的 科学 院 和 学 术 组 织 的 院士 和 名 誉 
会 员 。 

他 的 主要 著作 有 《数论 基础 1981, 第 9 版 ;中 译本 ， 
1952, 第 5 版 )、《 特 殊 形式 的 三 角 和 方法 》(1976) 和 《数论 
中 的 三 角 和 方法 兴 1980, 第 2 版 ) 等 。 ( 浅 承 虎 ) 


welshu 
维 数 (dimension) ”刻画 几何 图 形 拓扑 性 质 的 一 
种 数 。 通 俗 地 说 ， 它 是 确定 整个 图 形 中 点 的 位 置 所 需要 
的 坐标 (或 参数 ) 的 个 数 。 直 线 上 的 点 由 一 个 坐标 确定 , 故 
直线 的 维 数 为 1。 平 面 上 的 点 由 两 个 坐标 确定 , 故 平面 的 
维 数 为 2。 同 理 ， 日 常 所 指 的 空间 ， 其 维 数 为 3。 当 整 
个 图 形 为 一 个 点 时 ,点 的 维 数 假设 为 0。 在 19 世纪 前 , 几 
何 学 仅 从 事 三 维 或 低 于 三 维 图 形 的 研究 。19 世纪 以 来 ， 
更 高 维 空间 的 概念 开始 被 接受 。 例 如 ， 日 常 的 三 维 空间 
中 点 的 坐标 是 (x,y,z), 再 加 上 时 间 坐 标 t, 就 得 到 点 (zx， 
y,zt)， 它 们 组 成 的 空间 就 是 最 简单 的 四 维 空间 。 
抽象 空间 的 维 数 ”严格 地 讲 ， 上 面 关 于 维 数 的 定义 
是 含混 而 带 描述 性 的 。1890 年 ,G. 皮 亚 诺 令 人 吃惊 地 构 
造 了 一 条 能 填 满 正方 形 的 “曲线 "( 见 枯 牛 学 )。 若 按 上 面 


的 说 法 ,正方形 的 维 数 就 会 是 1, 这 是 不 合 情 理 的 。20 世 
纪 初 , 随 着 处 理 抽象 空间 的 拓扑 学 的 发 展 , 维 数 的 严格 定 
义 显得 更 必要 了 。1912 年 ，H. 庇 加 莱 指 出 ， 若 在 曲线 
上 标 出 一 点 ,曲线 通常 就 被 分 离 成 两 段 , 蚂 蚁 从 其 中 一 自 
出 发 展 行 ， 不 接触 该 点 就 无 法 进入 另 一 段 。 因 为 曲线 由 
点 (0 维 ) 分 离 , 故 曲 线 的 维 数 大 于 0 而 为 1。 曲面 就 不 能 
由 点 分 成 这 样 两 块 ,但 可 以 用 曲线 分 离 ,从 而 曲面 的 维 数 
应 高 于 曲线 的 维 数 。 此 外 ,立方 体 不 能 被 点 或 曲线 分 离 ， 
但 可 以 用 曲面 分 离 , 故 立 方 体 的 维 数 为 3。 基于 这 种 归纳 
的 想法 ,20 世 纪 初 .EF.J. 布 劳 威 尔 以 及 稍 后 的 E. 切 赫 给 
出 了 维 数 的 严格 定义 ， 即 大 归纳 维 数 。K. 门 杰 及 II, C. 
乌 雷 松 把 上 述 思想 局 部 化 以 后 ,得 到 另 一 种 维 数 定义 , 称 
为 小 归纳 维 数 。H. 工 . 勒 贝 格 发 现 ,可 以 用 充分 小 的 矩形 
把 正方 形 覆 盖 起 来 ,使 得 每 一 点 至 多 属于 三 个 小 矩形 , 且 
至 少 有 三 个 要 相交 。n 维 空间 的 方 体 也 有 类 似 的 特性 ,不 
过 这 时 每 一 点 至 多 属于 n+1 个 小 方 体 ,这 个 事实 就 导致 
EE. 切 厅 定 义 了 第 三 种 维 数 ， 即 覆盖 维 数 《 也 称 勒 贝 格 维 
数 )。ILC. 亚 历 山 德 罗 夫 定义 了 第 四 种 维 数 , 即 同调 维 数 。 

小 归纳 维 数 、 空 间 X 的 小 归纳 维 数 记 作 indX。 着 名 
为 空 集 , 令 ind 一 一 1, 若 对 于 X 的 每 一 点 x 以 及 它 的 开 
邻 域 U, 存 在 x 的 另 一 个 邻 域 V, 使 得 VCU 县 ind(V\V) 
nn 一 1, 则 称 indX<n。 若 indX<n 目 indX<m 一 1 不 成 
立 , 则 称 ind X=n。 

大 归纳 维 数 。” 空 间 X 的 大 归纳 维 数 记 作 IndX。 同 
样 ,规定 Ind = 一 1。 若 对 XX 的 任意 闭 集 人 以 及 它 的 开 
邻 域 U, 存 在 A 的 开 邻 域 V, 使 得 VCU 且 Ind(V-V)< 
n 一 1, 则 定义 IndX<n。 若 IndX<n 且 IndX<n-1 不 
成 立 , 则 称 IndX=n。 

讼 盖 维 数 ” 若 空间 X 的 任意 有 限 开 覆 盖 有 其 阶 数 小 
于 n+2 的 有 限 开 覆 盖 加 细则 定义 dim X<n。 和 如果 这 时 
dimX<n 一 1 不 成 立 , 则 称 dim X~n。 所 谓 覆盖 的 阶 数 
小 于 nn 是 指 该 覆盖 中 任意 个 元 之 交 为 空 集 。 

同调 维 数 与 上 同调 维 数 ” 设 X 是 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 
G 是 可 换 群 , 定义 X 的 同调 维 数 Ds(X,G)<n, 如 果 X 关 
于 任意 闭 集 4 的 n+1 维 切 克 相对 同调 群 剖 ,(X，As 
G)= 0, 这 时 若 DM(X,G)<n 一 1 不成立， 则 称 D(X,G) 
=n。 用 切 赫 相 对 上 同调 群 He*'(X，A; G) 来 代 蔡 
志 ,(X,A1G), 则 得 到 X 的 上 同调 维 数 D(X,G) 的 定义 。 

维 数论 。 维 数论 中 最 基本 的 问题 ， 是 研究 如 何 对 每 
个 空间 指定 一 个 确定 的 整数 ( 即 维 数 ), 使 得 维 欧 氏 空间 
的 维 数 为 m; 若 Y 是 空间 X 的 子 空间 , 则 Y 的 维 数 不 超 过 X 
的 维 数 , 同 胚 的 空间 具有 相同 的 维 数 。 上 述 维 数 的 定义 ， 
基本 上 都 符合 这 些 要 求 。 维 数论 中 另 一 个 重要 课题 是 比 
较 各 种 维 数 的 定义 。 对 可 分 度量 空间 而 言 ， 前 三 种 定义 
是 等 价 的 。 若 Y 是 度量 空间 , 则 

indX<IndX=dimX, 
而 indX 可 能 与 此 不 等 .对 于 紧 致 度量 空间 ,如 果 dim X 
有 限 , 则 dim XD。(X;Z)==DM(x;K), 这 里 Z 是 整数 加 
群 ,K 是 模 1 实数 加 群 ,此 外 ,所 谓 维 数 的 和 定理 .单调 性 


定理 、 积 定理 的 研究 都 是 维 数论 的 传统 课题 。 特 别 是 无 
限 维 空间 的 维 数论 在 近年 得 到 重视 ， 已 开始 成 为 维 数论 
的 中 心 课题 。 
参考 书目 
W. Hurewicz and H. Wallmen, Dimension Theory, Prin- 
ceton Univ. Press Princeton, 1948. 
( 周 浩 族 ) 
welsuljishu 
伪 随 机 数 (pseudo-random numbers) 在 数 
字 计 算 机 上 用 数学 方法 产生 的 、 统 计 意义 下 具有 在 区 间 
《0，1) 上 均匀 总 体 简单 子 样 性 质 的 数值 序列 {rln=1， 
2，…30<rn<1}。 
用 蒙特 卡 罗 法 模拟 求解 一 个 实际 问题 ， 要 用 到 各 种 
不 同 分 布 的 随机 变量 、 随 机 向 量 和 随机 过 程 9 的 抽样 序 
列 {o|n=1,2,…)}，, 称 它们 为 随机 数 。 如 常用 的 二 项 分 
布 随机 数 ,均匀 分 布 随机 数 ,二 维 正 态 分 布 随机 数 等 ， 其 
中 最 基本 ,最 重要 的 是 区 间 (0，1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 。 
因此 ,如 何在 计算 机 上 产生 伪 随机 数 备 受 重视 。 
在 一 台 b 进 制 (如 二 进 制 或 十 进 制 )、 尾 数字 长 为 k 
位 的 计算 机 上 ， 不 考虑 符号 和 阶 码 ， 可 以 表示 以 个 不 同 
的 数 ， 即 0,1,2,…, 好 一 1。 在 数学 计算 机 上 产生 伪 随 机 
数 ,就 是 选取 mm 个 整数 zj,z:，…， xm 作为 初 值 和 一 个 适 
于 递 推 计算 的 数学 公式 Xhom=G (xn，xzntiy Xmen) 
《0<x4<btynyi~=1,2,…), 把 0,1,2,…, 以 一 1 或 其 中 的 
部 分 序列 的 自然 顺序 打 乱 重 排 ， 得 到 一 个 确定 的 、 周 期 
的 ,又 在 统计 意义 下 具有 在 区 间 (0,1) 上 均匀 总 体 简单 子 
样 性 质 的 数值 序列 {r。=b“*x。), 以 此 作为 区 间 (0,1) 上 均 
匀 分 布 的 随机 数 使 用 。 序 列 {r。} 是 完全 确定 的 ， 具 有 周 
期 性 , 不 同 于 真正 均匀 分 布 的 随机 数 , 故 称 为 伪 随 机 数 。 
在 计算 机 上 用 数学 方法 产生 随机 数 ,具有 易于 实现 ,产生 
的 速度 快 和 对 模拟 求解 的 问题 可 以 进行 复 算 检查 等 许多 
特点 ， 成 为 计算 机 上 最 常用 的 一 类 产生 均匀 分 布 随机 数 
的 方法 。 
选用 不 同 的 递 推 计算 公式 zarm=G(zn，zori，…， 
xm*m-i)， 就 得 到 了 不 同 的 产生 伪 随 机 数 的 方法 。 为 得 到 
产生 速度 快 的 算法 , 多 取 m=1, 给 出 一 个 最 大 长 度 不 超 
过 上 的 不 重复 的 数 序列 。 这 类 方法 中 ， 有 早期 提出 的 
中 平 法 、 乘 积 取 中 法 和 移 位 相 加 法 等 ;比较 常用 的 有 线 
性 、 非 线性 移 位 寄存 器 法 及 同 余 法 等 。 在 同 余 法 中 ,又 可 
分 为 加 同 余 法 x+ 三 xn+xaw(mod M), 乘 同 余 法 xn 三 
?zs(mod M) 和 混合 同 余 法 xnw1=Xxn+Clmod M), 和 为 
某 一 乘 子 , 其 中 最 常用 的 为 乘 同 余 法 。 这 里 , 模 M 通 常 取 
为 三 或 太一 1( 当 上 姑 一 1 为 素数 时 ); x=y(mod M) 为 同 
余 式 ,表示 x.y 按 模 MM 同 余 。 
在 一 台 尾 数字 长 为 上 位 的 二 进 制 计 算 机 上 ， 取 模 M 
一 2*, 乘 同 余 法 的 递 推 计 算 同 余 式 为 ze: 王 xzn(mod 2*)。 
可 以 证 明 , 乘 同 余 法 的 最 大 可 能 周期 为 2”*(k>>2)。 取 乘 
子 X=8a 士 3, 初 值 忆 =2b+1(G.b 为 任意 正 整数 ) 且 入 的 
二 进 制 表示 中 0、1 的 出 现 不 规则 时 ， 就 可 以 得 到 周期 长 
727 


wei 


为 2"* 且 统计 性 质 较 好 的 伪 随机 数 {rs 一 2-*zo}。 

对 产生 的 伪 随 机 数 ， 要 经 过 一 定 的 理论 分 析 和 各 种 
统计 检验 , 以 检查 得 到 的 序列 是 否 具有 在 区 间 (0,1) 上 均 
匀 总 体 简单 子 样 所 应 具有 的 各 种 统计 性 质 ， 如 分 布 的 均 
多 性 , 取 值 的 随机 性 ,前 后 的 独立 性 和 分 自序 列 统计 性 质 
的 一 致 性 等 ,进行 上 述 统计 性 质 检验 的 方法 很 多 ,常用 的 
有 参数 检验 ,均匀 性 检验 ,独立 性 检验 、 连 检验 和 各 种 不 
同 的 组 合 规律 性 检验 等 。 

有 了 伪 随 机 数 {rn), 利 用 各 种 不 同 的 抽样 算法 , 如 直 
接 抽 样 ,变换 抽样 , 舍 选 抽样 ,复合 抽样 等 ,就 可 以 产生 模 
拟 计算 中 需要 的 各 种 不 同 分 布 的 随机 数 。 

设 随机 变量 7 的 分 布 函 数 F(x) 连 续 , 逆 函 数 F'(y) 
存在 ， 则 R=F(n) 为 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 。 
利用 这 一 原理 ,从 随机 数 (rm} 出 发 , 就 可 以 直接 得 到 7 的 
抽样 序列 {m=F™《rn)}。 如 果 随 机 变量 9 具有 密度 函数 


je)= 二 /这 二 (1<x<1, 利 用 直接 抽样 ,得 mw 


Cos 2rrn, 常 称 为 随机 余弦 。 
在 概率 统计 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 ， 经 常 遇 到 具 


aa/ 


有 密度 函数 f(z) = 7 e (一 oo<x<co) 的 正 态 随 


机 变量 。 由 随机 数 {ro} 出 发 ， 利 用 二 元 函数 变换 进行 抽 
样 ,由 


Usn = A — Zln Tyn cos 2779n44s 


给 出 一 对 均值 为 0、 方差 为 1 的 相互 独立 的 正 态 随机 数 。 
上 述 抽样 算法 ， 要 用 到 对 数 、 开 方 、 正 弦 和 余弦 等 算 

法 ,速度 较 慢 。 在 计算 机 上 ， 灵 活 多 变 、 计 算 量 省 的 会 选 

抽样 和 复合 抽样 更 经 常 的 用 来 产生 所 要 的 各 种 不 同 分 布 

的 随机 数 。 以 随机 余弦 ==cos 2rr 为 例 , 合 选 抽样 算法 

的 过 程 为 产生 一 对 伪 随 机 数 mra# 当 于 十 (2r: 一 1)*>>1 

时 ， 会 去 7、rs, 再 产生 一 对 新 的 伪 随 机 数 ， 否 则 ，r? 十 

(2rs 一 1)?<1。 记 9 为 (0,2x) 上 均匀 分 布 的 随机 数 ,得 随 

机 余弦 和 随机 正弦 的 抽样 值 

但 一 (2r2 一 1)3 

并 十 (2r: 二 1) ’ 

ty 

TH+ (2 1 


cosp= 
sinp= 
参考 书目 
中 国 科学 院 计算 中 心 概率 统计 组 编著 :< 概率 统计 计算 ,科学 
出 版 社 ,北京 ,1979。 


徐 钟 济 编著 :< 蒙特 卡 罗 方法 >，， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 上 海 ， 
1985。 


《〈 张 建 中 ) 
welshllun 
位 势 论 〈potential theory) 。 位 势 的 概念 来 源 
于 物理 学 中 的 万 有 引力 理论 。 因 为 位 势 在 不 分 布 质量 的 
地 方 是 调和 的 ， 所 以 关于 狄 利克 雷 问 题 的 研究 一 直 是 位 
势 论 中 的 一 个 重要 内 容 。 由 于 B. 但 有 把 位 势 论 和 函数 论 
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统一 处 理 ， 以 及 现代 分 析 的 基础 理论 (如 法 函 分 析 \ 测 度 
论 、 广 又 函数 拓扑 学 等 ) 在 位 势 论 中 的 深入 应 用 ,位 势 论 
成 了 数学 领域 内 比较 彻底 地 完成 了 现代 化 变革 的 一 个 分 
支 。 它 同 黎 曼 曲面 论 、 偏 微分 方程 ,调和 分 析 、 概 率 论 等 
数学 分 支 也 有 着 紧密 的 联系 。 

基本 概念 和 主要 原理 ” 设 9 是 ? 维 (>>2) 欧 几 里 得 
空间 R 中 的 一 个 区 域 , “是 拉 东 测 度 (以 下 简称 测度 , 若 
4 是 非 负 的 ,也 用 上 >>0 表示 )， 它 的 支柱 SA)C9,KCz， 
纪 ) 是 定义 在 9x9 上 的 广义 实 值 函 数 ,那么 


DR =)anl) (ED 


称 为 测度 4 的 K 位 势 。K(x，y) 则 称 为 位 势 U&(z) 的 核 
函数 。 

用 | .| 表示 R" 中 的 范 数 , 当 

O=R:, K(x,y)=—ln|x—yl 

时 ,U&(x) 称 为 平面 上 的 对 数位 势 。 当 0=R"(n>3),0< 
a<n,K(x,y)=|x-y|*" 时 ,UK(x) 称 为 4 的 a 位 势 ( 或 
里 斯 位 势 ), 此 时 也 记 作 Us(x)。 特 别 a=2 时 , U4(x) 称 
为 4 的 牛顿 位 势 。 下 面 限于 讨论 Us% oo 的 情形 。 

对 F" 里 的 两 个 测度 4 和 v，, 把 


I= os (x)dv(x) =Jus wan) 


称 为 x,v 的 a 相互 能 量 。 特 别称 I(4)~Ia(454) 为 4 的 
a 能 量 。 

把 支柱 包含 在 紧 集 K 中 且 总 质量 等 于 1 的 非 负 测度 
全 体 记 作 吕 2 令 Was(K)=intflaCa1nE 京 由, 则 CeCK)= 
Was:(K) 称 为 紧 集 丈 的 < 容量 。 对 任意 集合 B， 把 Ce(E) 一 
sup{Co(K)|K 紧 且 KSE) 称 为 E 的 a 内 容量 ,把 

5。(E)=inf{C.(G)1G 为 开 集 且 GE} 

称 为 E 的 a 外 容量 。 若 Co(E)~Co(E), 则 说 EF 是 a 可 
定 客 的 。G. 绍 凯 证 明了 所 有 解析 和 集 , 从 而 所 有 的 波 莱 尔 
集 是 < 可 定 容 的 。 

当 Co(E)=0( 或 Ca(E)=0) 时 ， 称 为 a 内 (或 外 ) 
零 容 集 。 一 个 性 质 若 除了 一 个 “内 零 容 集 外 处 处 成 立 ， 
则 说 该 性 质 近 巴 处 处 成 立 ! 涛 除了 一 个 “外 零 容 集 外 处 
处 成 立 ， 则 说 该 性 质 似 乎 处 处 成 立 。 对 任意 零 容 的 紧 集 
K 都 有 v(K)=0 的 测度 v 称 为 C 绝 对 连续 测度 。 

集合 E 称 为 a 极 集 ,车 存在 测度 >0, 其 a 位 势 在 且 
仅 在 上 等 于 + oo。E 是 a 极 集 的 充 要 条 件 是 , E 为 a 等 
容 的 Go 集 。 

对 紧 集 K， 响 二 关于 浑 收敛 拓扑 是 紧 的 ， 从 而 存在 
Xx EN 上 使 Xx)==Wa(K)。 

v=vrg=Wa!(K)Ar=Ca(K)Ar 

称 为 K 的 a 平衡 测度 ， 它 满足 , 1s.(v)=Co (K)=v (1) 
(v(1) 是 + 的 总 质量 )。 它 的 位 势 U2(x) 称 为 K 的 平衡 
位 势 。 它 满足 ，U&(x)<1 在 SCv) 处 处 成 立 而 U&(z)>1 
在 K 上 近乎 处 处 成 立 。 特 别 当 0<a<2 时 ， 由 第 一 极 大 
值 原理 知 U(x)<1 在 Rn 处 处 成 立 。 


对 任意 集 B， 当 C-(E)<oo( 或 G-(E)<co) 时 有 相 
应 的 内 (外 ) 平 衡 测 度 。 当 0<a<2,a<n, 若 卫 可 定 容 且 
Co(E)<co 时 ,EF 的 内 、 外 平衡 测度 相等 , 称 之 为 E 的 平 
衡 测度 。 此 时 ”是 满足 四 支柱 在 E, @v(1)=C。(E)， 
@ 在 E 上 似乎 处 处 有 U(x)=1 诸 条 件 的 唯一 测度 。 平 
衡 测度 是 C 绝对 连续 的 ， 而 平衡 位 势 U(x) 是 这 样 一 族 
4 位 势 Us(x) 的 下 确 界 ; 4 二 0 且 Us(x) 之 1 在 E 上 似乎 
处 处 成 立 。 因 此 , 若 &>0 且 Us(x)>1 在 E 上 似乎 处 处 
成 立 , 则 “的 总 质量 K1) 之 Ca(E)。 

由 于 测度 的 “能量 非 负 ， 所 以 能 量 有 限 的 测度 全 体 
在 通常 的 线性 组 合 的 意义 下 ,以 Ih,v) 为 内 积 构成 一 个 
实 的 准 希 尔 伯 特 空间 s。， 其 中 非 负 测 度 全 体 覆 是 se 的 
一 个 完备 凸 锥 。 若 KK 紧 ， 那 么 支柱 含 于 K 中 的 具有 限 < 
能 量 的 非 负 测度 全 体 必 (K) 是 性 的 完备 凸 子 锥 ， 因 此 
三 的 任何 元 素 4 在 上 (K) 上 有 唯一 的 正 交 投影 pku 即 
满足 Ta(4 一 pg)= min Ja(u 一 和 )。 当 0<a<2 时 , Brn 


hey 
是 扫除 问题 的 解 , 即 Bxu 满足 : U3r*(x)<Us(x) 在 R" 处 
处 成 立 且 等 号 在 K 上 似乎 处 处 成 立 。 

若 不 假定 &>0 的 能 量 有 限 , 则 存在 唯一 的 支柱 含 于 
KK 的 测度 Bxx 使 得 方程 


Jose cate) -|use )dpxX(z) 


对 任意 和 E63 成 立 且 Bx 是 扫除 问题 的 解 。 

当 0<a<2, a<n 时 ， 对 a 容量 有 限 的 波 莱 尔 集 忆 
及 测度 w>0, 设 必 是 下 的 紧 子 集 全 体 以 包含 关系 为 序 的 
有 向 集 , 则 网 {bxw|K E er)} 的 浑 极限 bsu 存在 , 称 Bau 为 4 
到 互 的 扫除 测度 ， 扫 除 测度 Bu 是 4 到 EE 的 扫除 问题 的 
解 ， 且 扫除 位 势 U&s* 是 在 巨 上 似乎 处 处 满足 U3(x) 宇 
Us(x) 的 位 势 族 {Ua(x)} 的 下 确 界 函数 。 

设 se 是 在 点 zx 的 狄 喇 克 测 度 ， 则 Bss。 称 为 EE 的 a 


格林 测度 。 对 任意 测度 wpan = | Bsscdp(x)。 当 x 


且 pseee ss 时， 称 xo 为 EE 的 a 正则 点 ， 当 x。EE 而 
Bsseo 姑 5so 时 , 称 x 为 也 的 <“ 非 正则 点 。 

开 集 0 的 边界 记 作 39， 余 集 记 作 CO， 称 Ge) (>， 
四 =Usy(x) 一 Uscorm (z) 为 9 的 “格林 函数 。 以 格林 函 
数 为 核 的 位 势 叫做 格林 位 势 , 当 =2 时 ,对 任意 的 波 莱 尔 


集 ES30, 由 w(E， 9)= [xa(w)dBaon(x) 定义 的 30 


上 的 测度 w 称 为 关于 y 的 调和 测度 ， 其 中 xs 表示 忆 的 
特征 函数 。 

当 2<a<n 时， 关于 测度 的 扫除 问题 一 般 无 解 ， 但 
械 德 尼 利 用 广义 函数 解决 了 这 个 问题 。 

用 ss" 表示 单位 质量 在 以 y 为 球 心 ，r 为 半径 的 球 
面 的 均匀 分 布 。 若 函数 在 0 里 下 半 连 续 且 满足 

@ -~<f(x)<+%,xE0, 

@ 对 任何 *E9, 存 在 正 数 p 使 对 任意 正 数 "r<p 有 


japas<rem， 


位 wei 


则 称 了 在 9 里 超 调和 和。 不便 等 于 + co 的 超 调和 函数 称 为 
上 调和 函数 。 若 ~ 了 上 调和 ,就 说 了 下 调和 , 既 上 调和 又 
下 调和 的 函数 叫 调和 函数 。 

当 2<a<n 时 ,位 势 Us(x) 是 上 调和 函数 。 里 斯 分 
解 定理 指出 :了 在 区 域 9 里 上 调和 的 充 要 条 件 是 存在 唯一 
的 9 上 的 测度 wx> ,使 得 对 任何 相对 紧 的 区 域 0,c 5c 
0 

有 f(x)=U$'0(x) + Ho,(x) (xEQ), 
这 里 中 9, 表示 “在 0 的 限制 ,Hoi(x) 在 ,里 调和 。 

当 0<a<2 时 ,a 位 势 不 是 上 调和 函数 。 但 当 Us(x) 
是 4 几乎 处 处 有 限时 ， 它 是 a 上 调和 函数 。 一 个 函数 称 
为 a 上 调和 函数 ， 指 的 是 满足 下 面条 件 的 非 负 的 不 恒 为 
十 oo 的 下 半 连 续 函 数 ， 

(x) 

of A dxr<co， 

© vzERuelnef(z)= [featn@)dy<f(z)， 
Reey) -oey sr 

| Tem/2) (sin 于 rc 一 于" 

(Cl>m。 

如 果 在 x, 的 一 个 邻 域内 连续 的 函数 满足 条 件 @ 且 
对 充分 小 的 r 恒 有 4m?#* 了 x。)= 了 (xo)， 则 称 了 (xX) 在 x。 
是 a 调和 的 。 若 f(x) 在 集 0 上 点 点 4a 调和, 则 称 f 在 0 
里 a 调和 。 对 于 a 上 调和 函数 ， 同 样 也 有 类 似 的 里 斯 分 
解 定理 。 

对 上 调和 函数 的 连续 性 的 研究 导致 细 拓 扑 概念 的 引 
入 。 为 叙述 方便 , 也 称 上 调和 函数 为 2- 上 调和 函数 。 用 
了 表示 集 王 的 极限 点 全 体 , 若 zxoEE' 或 x,EE' 且 存 在 a 
上 调和 函数 u(x) 使 

Mx) < lm ux), xEE\z,) 


成 立 , 则 称 下 在 ze 是 a 瘦 的 。 EE 在 x。 是 a 瘦 的 充 要 条 件 
是 xoEE 或 x, 是 E 的 a 非 正 则 点 。 

车 记 的 余 集 在 x 为 a 瘦 则 说 E 在 x 是 a 肥 的 。 若 
记 在 EE 的 每 一 点 都 是 a 肥 的 , 则 说 是 一 个 « 肥 集 。 a 肥 
集 全 体 构成 "里 一 个 拓扑 , 称 为 x 细 拓扑 。2- 瘦 和 2- 细 
拓扑 通常 分 别称 为 瘦 和 细 拓 扑 。 开 集 必 为 a 肥 集 ,a 细 拓 
扑 比 通常 拓扑 细 。 此 外 , 当 a<a' 时， a 细 拓 扑 严格 细 于 
% 细 拓 扑 ; a 细 拓 扑 是 使 所 有 < 上 调和 函数 〈 包 括 “位 
势 ) 都 连续 的 最 粗 拓扑 。 在 a 细 拓 扑 下 的 极限 叫 % 细 极 
限 。 对 a 细 拓 扑 , a 细 极 限 与 不 相 切 极限 的 关系 ,J. 工 . 杜 
布 等 人 曾 有 深入 的 研究 。 

第 一 机 大 值 原理 ” 当 0<a<2,n>0 时 ,车 Us(z) 三 
M,“ 几乎 处 处 成 立 , 则 该 不 等 式 处 处 成 立 。 

当 2<a<n 时 ,第 一 极 大 值 原理 不 成 立 。 

广义 极 大 值 原理 当 0<a<n 时 , 若 U&(x)<M 在 
SC 上 成 立 , 则 Us(z) 短 2“M 处 处 成 立 。 

第 二 极 大 值 原理 ”又 称 控制 原理 。 设 4>0 是 能 量 有 
限 的 测度 , >0 是 任意 测度 ， 若 UZ(x)<U3(x),u 几乎 
处 处 成 立 , 则 该 不 等 式 处 处 成 立 。 
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当 0<a<2 时 ， 若 Us(x) 关 于 p>0 几乎 处 处 有 限 ， 
f(x) 是 a 上 调和 函数 ,上 且 Us(x)<f(x),n 几乎 处 处 成 立 ， 
则 该 不 等 式 处 处 成 立 。 

唯一 性 原理 设 0<a<n, mn,1s 是 绝对 连续 的 非 负 
测度 , 若 U&(x) 一 Usz(x) 在 SCp)US(Cxs) 上 似乎 处 处 成 
立 , 则 卢 = 卢 。 

下 包 络 原理 设 0<a<2， 则 对 任意 两 个 非 负 测 度 
4,v 存在 测度 X, 使 U3(z) 一 min{Us(x) ,US(z))。 

连续 性 原理 ” 若 把 US (x) 看 作 支 柱 S(4) 上 的 函数 
时 是 取 有 限 值 的 连续 函数 ， 那 么 Us(x) 在 整个 空间 上 也 
连续 。 

能 量 原理 ”对 任意 测度 4,1a(4)=Is(4,4) 和 0, 等 号 
成 立 当 且 仅 当 “= 0。 

扫除 原理 ” 当 0<a<2 时 ， 对 任意 <“ 容量 有 限 的 该 
莱 尔 集 E 和 具有 限 位 势 的 测度 4> 0, 扫除 问题 有 解 ， 即 
存在 支柱 在 忆 的 测度 psu 使 在 EE 上 似乎 处 处 有 

US&an(z) 一 US(z)， 
且 在 如 处 处 有 Uss*<Us(x)。 

狄 利克 雷 问题 ”广义 形式 可 氢 述 为 : 若 R 的 区 域 9 
的 边界 89 是 紧 的 ， 对 99 上 的 函数 f， 是 否 存在 唯一 的 
函数 在 0 里 调和 且 对 每 一 个 正则 边界 点 y 满足 ， 


lim TD Tim w(x)< Tm f(x) 
303e*y Qasry 03ary 


且 当 人 是 无 界 区 域 时 ，lim w(x)=0。 
下 面 采 用 的 假 隆 方法 是 解 这 个 问题 的 最 有 效 工具 ， 
它 是 历史 上 有 名 的 施 瓦 效 交 错 法 及 庞 加 莱 扫 除法 的 发 展 


与 精密 化 。 
令 S,={ulu 在 0 里 超 调和 且 YyE 930 有 limu(x)> 


ey 
f(y)} 儿 当 90 无 界 时 还 要 求 lim wx) 关 0), 记 
Br 一 Fw， 


那么 Hy,< 百 ,。 当 此 式 等 号 成 立 且 仅 取 有 限 值 时 称 了 是 
可 解 的 。f 可 解 的 充 要 条 件 是 对 于 每 个 zxE9, 了 关于 39 
的 调和 测度 ws 可 积分 。 这 时 Hy(x)= 且 (x)=Hy(x)= 
[ma 就 是 所 要 求 的 唯一 解 。 特 别 , 若 了 连续 则 必 可 解 ， 


而 且 ，yE 90 为 正则 边界 点 的 充 要 条 件 是 对 39 上 的 每 
个 连续 函数 1 有 lim Hs(*)=f(y)。 

在 一 定 条 件 下 ， 也 可 以 考虑 关于 “调和 函数 的 狄 利 
克 雷 问题 。 

当 .0<a<2, a<n 时 ，yE 30 为 a 正则 边界 点 当 且 
仅 当 0 的 余 集 在 y 是 a 不 瘦 的 , 维 纳 判别 法 指出 , 若 0< 
gq<1, 令 0.=CoN {xlq"'<|x-y|<q9), 则 yE 90 为 a 非 


正则 的 充 要 条 件 是 马 <oo， 式 中 Ca(9,) 表示 


@ 的 “容量 。9 的 < 非 正则 边界 点 全 体 是 a 零 容 集 .此 
外 ， 关 于 正则 点 的 充 要 判别 法 还 可 利用 闸 函 数 、 格 林 函 
数 ,平衡 位 势 等 给 出 ,而 庞 加 莱 锥 判别 法 是 常用 的 充分 判 
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FH/:= inf u(x), 
uesy 


别 法 。 
狄 利克 雷 原理 ” 设 D, 是 R 的 有 界 区 域 9 上 的 连续 
可 微 且 梯 度 平方 可 积 的 函数 全 体 。 在 De 定义 内 积 加， 


所 -| Ceradfh-graafsyax. 记 | 一 VT 帮 , 则 依 等 价 


关系 “~"( 有 ~f: 忆 | 有 一 | =0) 得 到 的 商 空间 DD 是 准 希 
尔 伯 特 空间 。 若 f E De 且 有 界 并 可 连续 地 开拓 到 互 ， 则 
狄 利克 雷 问题 的 解 Hs 满足 ， | 一 天 一 min lw 一 州 ， 这 


里 了 表示 中 的 调和 函数 全 体 所 组 成 的 D 的 子 希 尔 伯 
特 空间 , 即 Hs 是 了 在 H 上 的 正 交 投影 。 

德 尼 用 广义 函数 证 明 ，D 的 完备 化 是 由 下 述 BLD 酉 
数 了 组 成 的 , 了 似乎 处 处 有 限 且 D。 中 有 子 列 似 乎 处 处 收 
伍 于 也 若 了 是 有 界 区 域 0,( 一 5) 上 的 BLD 函数 ， 则 在 9 
上 ，H, 存在 且 除了 一 个 附加 常数 外 是 唯一 的 使 |u 一 州 
达到 极 小 的 BLD 函数 , 也 是 唯一 的 在 9 里 调和 并 且 可 由 
了 开拓 成 9, 上 的 BLD 函数 的 函数 。 

上 述 结果 都 可 以 推广 到 4 空间 的 相对 紧 的 子 区 城 
上 去 。 

格林 空间 与 格林 函数 ”连通 的 豪 斯 多 夫 空间 9 若 满 
足下 面条 件 则 称 之 为 空间，9 的 每 一 点 x* 有 一 个 开 邻 
域 Ve 连同 一 个 把 V。 变 R" 上 的 一 个 开 子 集 的 同 胚 yww 
吊 .(y), 并 且 任 何 两 个 这 样 的 邻 域 V。 与 V, 的 交 V。NVy 
在 相应 的 两 个 同 胚 变换 下 是 保 距 的 〈 当 ”>3) 或 共 形 的 
( 当 n=2)。 于 是 作为 局 部 性 概念 的 调和 、 超 调和 、 上 调和 
函数 等 可 在 4 空间 9 上 相应 地 定义 。 更 一 般 地 ， 也 可 以 
用 刺 代替 上 述 Re 来 定义 4 空间。 这 种 广义 4 空间 将 有 
着 干 无 穷 远 点 。 

若 4 空 间 9 上 存在 正 的 非常 数 的 上 调和 函数 ， 则 称 
0 为 格林 空间 ,例如 Fe(n>3) 及 R 的 任何 有 界 子 区 域 都 
是 格林 空间 , R: 是 空间 而 不 是 格林 空间 。 格 林 空间 0 
上 必 存 在 满足 下 列 条 件 的 函数 G。(y), 称 之 为 以 xE0 为 
极 的 格林 函数 ，@ G。(y)>0，@ 在 O\{x)} 上 , G。(8) 调 
和 ， 回 存在 z 的 邻 域 V(CVe) 使 得 对 每 个 yEV， 若 记 
=), 则 GCC )) 一 Kxz 3 )+We(y'), 式 中 
为 <= 2 时 的 核 函数 ,ze 调和。 

由 于 Ge(y)=G,(x), 故 记 作 G(x,y)=G(y,x)。 


称 |G(x，y)du(x) (z> 0) 为 格林 位 势 。 它 或 得 为 


十 co 或 是 个 以 0 为 最 大 调和 下 属 的 上 调和 函数 。 

最 一 般 的 抽象 边界 与 CC 紧 致 化 ”在 非 空 集合 2 上 
妖 子 拓扑 *， 设 工 是 任 一 非 空 号 标 集 ， 若 ViEL'9 的 开 
子 集 族 号, 为 9 的 滤 基 ， 则 I 可 成 为 9 的 镶 上 去 的 抽象 
边界 ， 因 为 在 QUI 上 存在 满足 下 述 条 件 的 拓扑 ri @ 
9Ers @m 在 0 的 诱导 (相对 ) 拓扑 正好 是 5，@ 每 个 
iEI 的 邻 域 系 与 9 的 交 构成 由 名 生成 的 滤 子 。 这 样 的 
拓扑 中 最 细 者 在 1 上 诱导 出 离散 拓扑 ， 而 最 粗 者 当 I 是 
2 上 抽象 调和 函数 凸 锥 的 极端 母线 全 体 时 就 称 为 极 小 细 
拓扑 。 

在 实用 中 ， 常 据 在 9 上 所 考虑 的 函数 族 的 性 质 来 引 


入 边界 且 保证 9 镶 边 后 是 紧 的 。 康 斯 坦 丁 斯 库 - 科 尼 紧 至 
化 定理 即 若是 非 紧 的 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 ，@ 是 一 
族 从 9 到 [-- ,+ oo] 的 连续 函数 ， 则 存在 唯一 (至 多 相 
差 一 个 同 胚 ) 的 紧 空间 个 满足 ，D9 在 台中 是 开 的 且 在 
自 中 稠密 ，@4 中 每 个 函数 了 能 开拓 成 六 上 的 连续 函数 
入 @j 全 体能 辨别 理想 边界 4= Go。 

全 也 可 看 成 关于 0 上 的 这 样 的 一 臻 结构 的 完备 化 空 
闻 ， 它 是 使 得 2 中 每 个 函数 都 一 致 连续 且 相应 的 一 致 拓 
扑 与 9 原 有 拓扑 相 窜 的 最 相 的 一 臻 结构。 

作为 应 用 ， 适 当选 取 儿 可 以 得 到 如 下 位 势 论 中 常用 
的 紧 臻 化 。 

亚 历 山 优 罗 夫 单 点 时 下 化 ”这 时 允 为 空 集 。 

斯 通 - 切 赤 时政 化 ”这 时 儿 是 @ 上 的 所 有 广义 实 值 
连续 函数 。 

饥 雷 克 亚 托 - 斯 托 伊 洛 夫 紧 至 化 ”这 时 名 由 这 样 的 
实 值 连续 函数 了 组 成 :在 0Q 中 有 紧 子 集 Ky 使 得 ONKy 是 
一 些 区 域 之 并 集 且 在 每 个 区 域 上 了 取 常 数值 。 

罗 伊 登 紧 玖 化 ”这 时 0 是 9 空间， 是 所 有 实 连续 
的 BLD 函数 。 

知 特 普 紧 玖 化 这 时 0 是 了 空间, 是 满足 下 述 
条 件 的 实 连续 BLD 函数 了 全 体 ，D 有 闭 子 集 Fy 使 得 了 
在 OF; 里 调和 且 在 那些 于 Py 上 取 值 等 于 了 的 BLD 函 
数 中 , 了 的 狄 利克 雷 积分 ( 即 | 达到 最 小 。 

马丁 紧 下 化， 是 位 势 论 中 重要 的 一 种 紧 致 化 。 

马丁 空间 与 马丁 边界 格林 空间 相对 于 函数 族 

jam, = Rn lveol 

(ED 任意 取 定 ) 的 CC 紧 致 化 空间 台 称 为 马丁 空间 ， 
4= 人 0 称 为 马丁 边界 。 所 有 函数 zwK(x，3) (yE 0)， 
在 全 都 有 连续 的 开拓 且 能 辨别 4。 合 可 度量 化 。R" 的 一 
般 区 域 的 欧 氏 边界 与 4 全然 不 同 ， 但 当 0 是 球 或 其 他 较 
为 正则 的 区 域 时 , 台 等 同 于 0 的 欧 氏 闭 包 ; 对 R 的 单 连 
通 格林 区 域 , 4 等 同 于 卡拉 西 奥 多 里 分 歧 边 界 。 

调和 函数 &w> 0 称 为 极 小 调和 函数 , 指 的 是 任何 不 大 
于 4 的 正 调和 函数 必 与 4 成 比例 。 若 极 小 调和 ， 必 存 
在 XE4 使 得 uy)=u(yo)-K(X,y)。 称 这 样 的 X 为 4 的 
极 小 点 。 极 小 点 全 体 4 是 Gs 集 。 对 任 一 非 负 调 和 函数 
4 必 存 在 唯一 的 分 布 在 4 上 的 拉 东 测度 “使 得 VE 9， 


wy)= KeX, man。 


称 此 式 为 马丁 积分 表现 ， 其 右 端 是 双 层 位 势 的 推广 。 它 
促使 了 著名 的 关于 凸 锥 的 极端 点 的 绍 凯 定理 的 产生 并 且 
后 者 反 过 来 简化 了 前 者 的 证 明 。 

对 马丁 边界 同样 可 考虑 狄 利克 雷 问题 ， 可 讨论 一 个 
集 在 XeE 4 的 瘦 与 肥 并 进而 把 2 上 的 细 拓扑 开拓 到 
9U4。 对 任意 上 调和 函数 4>0 及 调和 函数 h>0,u/h 在 
4 上 至 多 除去 一 个 h 零 测 集 外 处 处 有 细 极 限 , 这 是 杜 布 
对 著名 的 法 图 定理 即 球 内 的 正 调和 函数 在 边界 上 几乎 处 
处 有 不 相 切 极限 的 重大 推广 。 


马丁 紧 臻 化 有 许多 推广 的 形式 。 例 如 ， 当 考虑 的 函 
数 族 是 由 某 一 椭圆 型 方程 (特别 是 hu=Pu) 在 9 上 的 格 
林 函 数 G'(z, y) 的 商 
GOz， G(x,i 
zeGT 或 

《e(z ) 为 确定 的 有 界 正解 ) 组 成 时 ， 可 得 到 椭圆 马 丁 边界 
41, 并 进而 可 研究 0 的 椭圆 维 数 , 所 考虑 的 方程 的 解 空间 
的 结构 以 及 4' 与 其 他 边界 的 关系 等。 

马丁 边界 可 翻译 成 概率 的 语言 并 在 随机 过 程 论 中 得 
到 应 用 与 推广 。 

局 部 紧 阿 贝尔 群 上 位 势 论 、 由 于 拓扑 学 和 代数 学 ， 
特别 是 群 上 传 里 叶 分 析 的 发 展 ， 使 这 种 群 上 的 位 势 论 取 
得 了 丰富 的 成 果 。 

设 G 是 局 部 紧 阿 贝尔 群 ， 若 对 G 上 一 个 测度 网 
(um)sei， 存在 一 测度 u， 使 对 任意 了 E C。( 支 柱 紧 的 连续 


函数 全 体 ), 均 有 Jim] fdx。= fd, 则 称 (no)oes 浑 收 


化 于 mn 
车 G 上 一 正 测度 集合 (wm) >。， 满 足以 下 条 件 ，@ 
mG) 1,t>0; Op hep t, s>0; Olim pn, 浑 收 


敛 于 狼 响 克 测度 zu 四 深 积 分 | pdt 存在, 则 称 (hs) 


是 G 上 一 个 迁移 测度 郑 积 半 群 。K "hdt 称 为 它 所 


对 应 的 位 势 核 。 若 测度 "ED*(K)= {c|Kx#o 存 在 ic 是 
正 测度 }, 则 测度 K*o 就 称 为 K 位 势 。 

一 个 正 测度 称 为 关于 (4,),>。 是 过 度 的 , 若 对 所 有 
t>0,8 是 上调 和, 即 v* <8 一 个 正 测度 & 称 为 关于 
(4)s>o 是 不 变 的 , 若 对 所 有 t> 0, 是 ph, 调和 的 , 也 就 是 
二 = 每 一 个 位 势必 为 过 度 测度 ; 反之 ,每 一 个 过 
度 测 度 必 是 单调 增加 KK 位 势 网 的 浑 极 限 。 对 过 度 测度 §， 
里 斯 分 解 定理 成 立 ,也 就 是 :=K*o+7,0ED*(K)1n 是 
不 变 测 度 。 


车 » 一 局 w, 其 中 正 测度 “满足 A(G)<1, 1 是 nn 


重 卷 积 ,u*=@。, 则 称 为 基本 核 。 若 K 为 位 势 核 , 则 AK 十 
4 入 > 0, 必 为 基本 核 。 基 本 核对 所 有 开 集 满足 扫除 原理 ， 
所 以 位 势 核对 所 有 开 集 也 满足 扫除 原理 。 
若是 开 集 ,是 过 度 测度 ， 测 度 RY 一 inf{r|* 是 过 
度 测 度 ,在 上 +*> 身 称 为 上 在 赂 上 的 简化 测度 。 对 简化 
测度 ， 里 斯 分 解 定理 仍 成 立 。 利 用 简化 测度 可 证 明 平衡 
分 布 原理 和 正 质量 原理 ;也 就 是 若 m，casED*(K)， 且 
Kx#*o<K# oz) 则 有 ci(G) 和 rc:(G)。 在 1978 年 ,还 证 明 
了 电容 器 原理 , 即 若 wo 是 G 上 哈 尔 测度 ,9u,9, 是 一 对 开 
集 王 ni 下 =- 包 , 且 可 是 紧 的， 那么 存在 正 测度 4。, hE 
D*(K), 使 得 t=K#* (一 hn) 满 足 :， 0<t<w0; @t= 
wo 在 0 加 二 0 在 0 @ 支 柱 S(p6)S5,S(m)SD,。 
关于 位 势 核 K 在 理想 边界 的 性 质 ， 能 量 有 限 复 测度 空间 
完备 化 以 及 广义 函数 的 引入 等 ， 都 有 了 一 系列 很 好 的 
结果 。 
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如 果 把 上 述 迁 移 测度 卷 积 半 群 (4,) *>。 所 满足 的 条 
件 @、 加 放宽 为 lim 浑 收 全 于 “ts>0 和 岂 一 6o, 测 


度 天 ~ | ”hat 就 称 为 训 特 核 字 竺 核 满足 扫除 原理 和 推 


广 的 电容 器 原理 。 

设 XX 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 ,8 为 X 上 一 个 处 处 币 
密 正 拉 东 测度 (对 任意 非 空 开 集 w, (wo)>0), 由 X 上 一 
族 局 部 上 可 积 的 复 函 数 u(x) 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 D= 
D(X,5， 若 满足 下 列 三 条 公理 ，@ 对 任 一 紧 集 K, 存在 


一 数 A(K)>0, 合 得 [luldt<AcK)lul @C。nD 在 P 


中 和 C。 中 稠密 ; 加 对 复 平面 上 每 一 个 正常 收缩 映射 了 
和 任 一 4ED, 有 TuED, 且 Tul<lul, 则 称 D(X,#) 为 
# 狄 利克 雷 空间 。 若 对 WED, 存在 一 拉 东 测度 x， 使 得 


(us 09) zawweconD, 则 称 w 为 上 的 位 势 。 在 多 


利克 雷 空间 中 ， 也 有 相应 的 电容 器 原理 、 平 衡 分 布 原理 
和 扫除 原理 等 。 

公理 化 位 势 论 ”由 于 位 势 论 的 大 部 分 结果 都 可 由 其 
狄 利克 雷 问题 ` 极 值 原理 和 收敛 性 质 三 个 基本 原理 导出 ， 
且 为 了 适应 偏 微分 方程 和 随机 过 程 的 需要 ， 公 理化 位 势 
论 , 即 调和 空间 理论 迅速 地 发 展 起 来 , 它 提供 了 统一 处 理 
问题 的 方法 。 从 50 年 代 起 ,G. 工 . 陶 茨 , 杜 布 和 M. 布雷 
洛 特等 在 这 方面 做 了 开创 性 的 工作 ，C. 康 斯 坦 丁 斯 库 和 
A. 科 尼 在 70 年 代 初期 建立 了 一 般 调 和 空间 理论 。 

一 般 公理 系统 又 称 康 斯 坦 丁 斯 库 - 科 尼 公 理 系统 。 
在 一 个 局 部 紧 、 第 二 可 数 的 豪 斯 多 夫 空间 的 每 一 开 集 
口上 ， 给 出 一 个 由 一 族 不 取 值 co 的 下 半 连 续 函数 组 成 
的 凸 锥 &(U), 所 有 这 些 函数 的 全 体 构成 入 上 的 一 个 函数 
徐 W。 拓 扑 空间 XX 上 的 函数 欠 是 指定 义 在 XX 的 开 集 上 满 
足下 列 条 件 的 一 个 映射 ;对 于 X 的 任意 开 集 U ,AU) 
是 U 上 的 函数 集 ，@ 对 于 X 的 任意 开 集 U,V, USV， 
若 fEW(V), 则 flvEW(U)，@ 对 于 X 的 任意 开 集 族 
(Ua)aen— 介 Us 上 的 函数 f, 若 对 一 切 aE 4, flv。€ 


(Us)， 则 fEaK Uo), 人 Y 称 为 X 上 的 超 调和 禾 ， 凸 锥 


4k(U) 中 的 函数 叫 数 芒 上 的 超 调和 函数 。 超 调和 是 局 部 
性 质 。 

在 一 个 开 集 上 ， 一 个 函数 尼 称 为 亚 调和 函数 ， 如 果 
一 "是 超 调和 的 ， 若 一 个 函数 既是 超 调和 亦 是 亚 调和 ， 
则 说 刀 是 调和 函数 。 

一 个 开 集 U 称 为 可 解 集 ， 如 果 在 U 上 超 调和 函数 的 
极 小 值 原理 成 立 ， 并 且 每 一 了 EC。(3U) 在 U 内 的 广义 狼 
利克 雷 问题 是 可 解 的 。 了 的 解 H3 在 U 上 可 表示 为 调和 
测度 中 的 积分 [av , 吧 分 布 在 90 上 且 大 于 等 于 零 。 

一 般 公理 系统 包括 如 下 四 个 公理 ， 

正 (P) 公 理 X 上 的 每 一 点 都 存在 有 该 点 的 一 个 开 
邻 域 上 的 一 个 调和 函数 ,使 它 在 该 点 取 正 值 。 

可 解 (R) 公 理 ”可 解 集 全 体 构成 拓扑 空间 X 的 一 个 
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拓扑 基 。 
完备 (C) 公 理 在 一 个 开 集 U 上 , 任 一 不 取 - co 的 下 
半 连 续 函数 4 若 满足 在 U 的 每 一 相对 紧 的 可 解 子 集 


V(FcU) 上 ， [EP uE MU), 


鲍 厄 收敛 (BC) 性 质 单调 增加 、 局 部 一 致 有 界 的 调 
和 函数 列 的 极限 仍 是 调和 函数 。 

满足 上 述 公 理 的 有 序 偶 (X，W) 叫 做 调和 空间 (或 叫 
CC 调和 空间 )。 

布雷 洛 特 公理 系统 在 一 局 部 紧 、 第 二 可 数 的 豪 斯 
多 夫 空 间 X 上 一 个 调和 函数 策 背 满足 如 下 公理 。 

@ 每 一 开 集 U 上 的 调和 函数 全 体 &(U) 是 C(U) 的 
一 个 线性 子 空间 。 

加 正则 区 域 构成 X 的 一 个 拓扑 基 。 

所 谓 正则 区 域 即 一 个 相对 紧 的 区 域 V， 其 边界 3V 
上 的 每 一 连续 函数 都 可 唯一 地 开拓 成 为 V 上 的 调和 函数 
HH?, 并 且 当 f>0 时 HY>0。 

@@ 区 域 上 的 单调 增加 的 调和 函数 列 的 极限 是 调和 
函数 或 全 等 于 + co。 

有 序 侦 (X, 如 ) 叫 做 布雷 阁 特 调 和 空间 , 它 是 第 一 个 
完善 的 公理 系统 。 布 雷 洛 特 调和 空间 上 的 位 势 论 与 经 典 
位 势 论 最 为 接近 。 

此 外 ,比较 典型 的 还 有 鲍 厄 - 博 博克 - 康 斯 坦 丁 斯 库 - 
科 尼 公理 系统 (简称 BBCC 公理 系统 )。 二 阶 椭圆 型 偏 微 
分 方程 满足 布雷 洛 特 公理 系统 ， 但 热传导 方程 却 不 满足 
布雷 洛 特 公理 系统 ， 而 满足 BBCC 公理 系统 。 一 个 布雷 
洛 特 调 和 空间 是 一 个 BBCC 调和 空间 ， 而 BBCC 调和 空 
间 是 一 般 的 CC 调和 空间 。 布 雷 洛 特 公理 系统 严格 强 于 
BBCC 公理 系统 ， 而 BBCC 公理 系统 又 严格 强 于 一 般 公 
理 系统 。 设 已 是 调和 空间 (X,，9) 的 开 子 集 ，& 是 U 上 超 
调和 函数 , 若 在 U 的 每 一 相对 紧 的 可 解 子 集 V(PCU) 上 ， 


Jravz 是 调和 更 数 , 则 叫做 上 调和 画 数 。u 叫做 下 调 


和 函数 。 上 ,下 调和 函数 在 一 个 稠密 集 上 取 有 限 数值 。 以 
0 为 最 大 调和 下 属 的 非 负 上 调和 函数 叫做 位 势 。 在 调和 
空间 中 ,相应 的 里 斯 分 解 定理 仍然 成 立 。 

对 于 布雷 洛 特 调和 空间 ,R. M. 埃 尔 韦 证 明了 , 在 满 
足 一 定 条 件 下 ， 若 区 域 上 存在 正 位 势 ， 则 格林 函数 也 存 
在 。 一 个 布雷 洛 特 调 和 空间 若 存在 一 个 相 容 的 对 称 格林 
函数 系 ， 称 为 自 共 示 调 和 空间 ， 其 原型 来 自 偏 微分 方程 
Au=cu。F.Y. 马 埃 达 通过 引入 梯度 测度 的 概念 ,在 自 共 
二 调 和 空间 上 建立 了 广义 格林 公式 。 

位 势 论 与 概率 论 的 联系 ” 角 谷 静 夫 、 卡 茨 , 杜 布 等 人 
首先 发 现 了 布朗 运动 与 古典 位 势 论 有 密切 的 联系 享 特 
则 发 现 通过 一 大 类 非常 返 马尔 可 夫 过 程 可 以 深入 研究 位 
势 论 ， 后 来 ，F. 工 . 斯 皮 策 用 随机 游 动 ，J. G. 凯 梅 尼 和 
开工 .斯 内 尔 用 马尔 可 夫 链 首先 研究 了 常 返 的 位 势 理论 。 

位 势 论 与 概率 论 的 密切 联系 ,最 明显 的 是 ,决定 一 个 
马尔 可 夫 过 程 的 转移 函数 可 以 用 来 定义 位 势 论 中 的 格林 


函数 。 位 势 论 中 的 许多 概念 和 原理 都 有 明确 的 概率 意义 ， 
特别 体现 在 上 壕 理 论 中 ， 比 如 上 调和 函数 相应 于 上 拷 。 
位 势 论 中 的 法 图 型 边界 极限 理论 相应 于 上 钦 收 敛 理论 # 
单调 上 调和 函数 列 的 极限 性 质 与 单调 上 猴 的 极限 过 程 性 
质 颇 为 相似 ; 某 些 上 调和 函数 .上 猴 称 为 位 势 ， 它 们 在 各 
自 的 理论 中 都 有 与 之 关联 的 测度 ， 都 遵从 只 涉及 这 些 测 
度 支柱 的 控制 原理 ,以 及 在 概率 论 与 位 势 论 中 ,都 存在 一 
个 性 质 相同 的 简化 测度 ， 它 导出 与 位 势 相关 联 的 测度 的 
扫除 等 等 。 

以 布朗 运动 为 例 , 设 X(t),t> 0 为 R* 上 的 标准 布朗 运 
动 , {Pe},xER" 为 相应 的 概率 测度 族 ,P。 以 P(b x,y) = 
《2xt)""/sexp( 一 |x 一 yl 上 /24) 为 密度 , 而 PCt，zx, y) 构 成 
强 马尔 可 夫 转 移 半 群 。 令 ta=inf {tlt>0, X(t)EB)， 
了 BE 号 "( 吨 " 为 波 莱 尔 代数 )， 称 ze 为 X( 归 首 中 了 的 时 
间 , 称 Te= ra 为 首 退 出 也 的 时 间 。 若 对 任意 xERr" 都 有 
了 Pe(rs< coco) 一 0, 则 说 也 是 极 集 ; 若 Pe(re=0)=1，, 则 说 


x* 是 的 正则 点 ,对 n>3, 令 gCx,5)=| P(t， x dt 
(n=2 ,gx = [P (tm, -起 ed)， 


则 gu(u 是 拉 东 测度 ) 就 是 牛顿 位 势 ( 当 n=2 时 为 对 数位 
势 ), 极 集 是 牛顿 导 容 集 。 

设 区 域 DCR" 令 Ho(z,4)= Po(Tp<co, X(Tp)E 
4),AE , 称 为 布朗 运动 的 退出 分 布 , 则 Hp(x，* ) 就 是 
D 在 x 点 的 调和 测度 。 又 设 p(x) 在 3D 基本 有 界 ， 则 


Hop (x)=] ,p(w)HGx, dy) 就 是 广义 狼 利 克 过 问题 的 解 。 
S$ Gutws) = {Pt mm 四 -BCPG- Ty, XCT) sb) 


Tp< 引 }dt, 则 Gp(x,y) 就 是 D 上 的 格林 函数 如果 4 是 上 
调和 函数 ， 在 满足 一 些 适 当 的 条 件 后 ,w(X(t)) 是 上 鞭 。 

在 马丁 空间 也 可 以 构造 布朗 运动 。 此 外 ， 利 用 随机 
积分 方程 的 方法 可 以 构造 一 般 C” 级 流 形 上 的 扩散 过 程 ， 
因此 可 以 用 概率 方法 研究 马丁 空间 和 C” 黎 曼 流 形 上 的 
位 势 论 。 由 于 位 势 论 与 概率 论 存在 密切 的 联系 ， 使 得 位 
势 论 有 了 明显 的 概率 意义 而 位 势 论 也 为 概率 论 的 研究 提 
供 了 一 种 新 的 有 力 的 分 析 工具 。 
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谓词 演算 (predicate calculus) 见 一 阶 过 辑 。 
wenjion tongjl 
稳健 统计 (robust statistics) 数理 统计 学 的 


一 个 方面 ， 研 究 当 总 休假 定 稍 有 变动 及 记录 数据 有 失误 
时 ， 统 计 方法 的 适应 性 问题 。 一 个 统计 方法 在 实际 应 用 
中 要 有 良好 的 表现 ,需要 两 个 条 件 :一 是 该 方法 所 依据 的 
条 件 与 实际 同 题 中 的 条 件 相符 ;二 是 样本 确 是 随机 的 ,不 
包含 过 失误 差 ， 如 记录 错误 等 。 但 实际 应 用 中 这 些 条 件 
很 难 严格 满足 ,比方 说 ,原来 在 提出 该 方法 时 是 依据 总 体 
分 布 为 正 态 分 布 的 假定 ， 但 实际 问题 中 总 体 的 分 布 与 正 
态 略 有 偏离 ;或 在 大 量 的 观测 数据 中 存在 受到 过 失误 差 
影响 的 “异常 数据 "等 。 如 果 在 这 种 情况 下 ， 所 用 统计 方 
法 的 性 能 仅 受到 少许 影响 ,就 称 它 具 有 稳健 性 。 

稳健 性 一 词 是 G. E. P. 博克 斯 在 1953 年 提出 的 ,但 
关于 稳健 性 的 思想 ,可 追 调 到 20 世 纪 初 期 , 有 些 稳健 性 统 
计 方法 ,如 下 文 提 到 的 修 削 平均 ,使 用 还 要 早 些 。 从 1960 
年 全 W. 图 基 发 表 他 的 工作 以 来 ， 这 方面 的 工作 得 到 更 
多 统计 学 家 的 重视 。1964 年 P. J. 休 伯 发 表 了 他 关于 M 
估计 的 工作 ,进一步 推动 了 它 的 发 展 。 到 1980 年 为 止 关 
于 这 方面 的 工作 ,已 由 休 伯 写成 专著 。 

对 总 体 分 布 的 稳健 性 ” 设 当 总 体 分 布 为 下 时， 统计 
方法 了 的 某 项 性 能 指标 为 hz(F), 例 如 ,T 可 以 是 了 的 数 
学 期 望 的 估计 ,而 An(F) 为 了 的 方差 ; 若 在 某 项 实际 应 用 
中 ,真实 的 总 体 分 布 为 F*, 而 该 项 性 能 指标 取 值 Ar(F*)。 
以 距离 P(F,F*) 刻 画 F 与 Ps 的 差异 ,比如 ，P(F,F*) 可 
以 是 |F(X) 一 FX(X)| 对 关 取 的 最 大 值 。 如 果 当 P(F,F*) 
充分 小 时 ,|Az(F) 一 Ar(F*)| 也 充分 小 , 则 称 方法 T 具 有 
对 总 体 分 布 的 稳健 性 ,可见 ,统计 方法 的 稳健 性 与 考虑 的 
性 能 指标 有 关 ， 也 与 分 布 的 距离 P(P，F*) 的 定义 有 关 。 
因此 ,怎样 定义 适当 的 距离 PLF,F*)， 研究 各 种 距离 的 性 
质 及 相互 关系 ， 怎 样 选择 适当 的 性 能 指标 作为 衡量 稳健 
性 的 依据 等 ,是 稳健 统计 研究 的 一 方面 的 内 容 。 

通常 使 用 的 很 多 统计 方法 ， 是 在 总 体 分 布 为 正 态 的 
前 提 下 导出 的 ， 理 论 上 也 证 明了 ， 在 正 态 总 体 的 情况 下 
这 些 方法 具有 某 种 优良 的 性 能 。 但 在 大 多 数 具体 问题 中 ， 
正 态 假定 往往 只 是 近似 地 满足 ， 若 一 个 统计 方法 缺乏 稳 
健 性 , 则 它 理论 上 可 能 有 某 种 优良 性 能 ,而 在 实际 应 用 中 
却 表现 很 差 ,甚至 面目 全 非 。 因 此 ， 稳 健 性 的 研究 是 一 个 
有 很 大 实际 意义 的 课题 。 

图 基 在 1960 年 提供 了 这 样 的 例子 ; 设 Xi,Xs,…,Xs 是 
抽 自 正太 总体 N(wcz) 的 样本 ,要 估计 "， 常 用 的 估计 量 


和 =[ 计 访 (x,- 台 ) 浊 ( 式 中 对 = 十 访 X,) 是 "的 最 
大 似 然 估计 ( 见 点 信 计 )， 它 有 一 系列 的 优良 性 质 。 另 一 
个 可 供 选择 的 估计 量 是 平均 绝对 偏差 

一 二 皇宫 |X,- 双 1。 
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如 果 以 估计 量 的 方差 来 衡量 其 优良 性 (方差 会 小 愈 好 )， 
则 当 总 体 分 布 确 为 N(n,0?) 时 ，6 优 于 dm， 因 为 可 以 算 
出 ， 当 mw-> co 时， 如 的 方差 与 由 的 方差 之 比值 趋 于 
0.876， 比 1 小。 但 是 ,如 果实 际 问题 中 的 总 体 被 一 个 方 
差 较 大 的 正 态 总 体 N(w 9o*) 所 “污染 ", 即 有 一 个 很 小 的 


s> 0， 使 真 实 的 总体 分 布 为 PCz)= (1 一 6)2( 


(2) 其 中 0(x) ~ | e 人 dt 是 标准 正 坊 
分 布 函数 , 则 可 以 算出 , 当 s= 0.05 时 ,6 和 dh 的 方差 比 
的 极限 超过 3。 就 是 说 ， 即 使 象 0.05 这 么 小 的 污染 程度 
也 足以 使 bp 远 不 如 do 的 一 半 。 因 此 所 作为 o 的 估计 稳 
健 性 较 差 ,而 相对 地 说 d 的 稳健 性 就 较 6 好。 

理论 研究 表明 ;: 象 了 检验 ( 见 假设 检验 方差 分 析 ) 之 
类 的 与 总 体 方差 有 关 的 统计 方法 ， 其 性 能 多 与 总 体 的 正 
态 性 有 较 强 的 依赖 关系 ,稳健 性 较 差 而 与 总 体 均值 有 关 
的 统计 方法 ,如 上 检验 之 类 ,稳健 性 相对 说 来 要 好 一 些 。 

对 异常 数据 的 稳健 性 ”由 于 在 大 量 次 数 的 试验 或 观 
测 中 ,很 难 完全 避免 出 现 个 别 琉 忽 ， 因 此 ,要 使 统计 方法 
有 较 好 的 稳健 性 ,就 必须 要 求 , 它 所 依据 的 统计 量 不 受 个 
别 异常 数据 的 太 大 影响 。 一 个 典型 的 例子 是 用 样本 均值 
或 样本 中 位 数 ( 见 统计 量 ) 去 估计 正 态 分 布 的 均值 ， 前 者 
受 个 别 异常 数据 的 影响 较 大 ,而 后 者 则 几乎 不 受到 影响 ， 
故 从 稳健 性 角度 看 ,后 者 优 于 前 者 。 介 于 两 者 之 间 的 有 所 
调 修 削 平均 , 即 给 定 自然 数 k<n/2(n 为 样本 大 小 ), 把 全 
部 样本 Xi，Xa，…,Xn 中 最 大 的 上 个 和 最 小 的 上 个 舍弃 ， 
余下 的 n 一 2k 个 的 算术 平均 值 称 为 修 削 平均 值 , k 愈 大， 
修 前 愈 多 ,如 果 有 少量 异常 数据 混入 , 则 在 修 前 时 被 舍弃 
了 ,因而 不 致 造成 危害 。 这 是 一 个 较 早 的 稳健 统计 方法 ， 
但 被 广泛 使 用 。 

为 获得 对 异常 数据 的 稳健 性 ,有 两 个 途径 ,一 是 设计 
出 有 效 的 方法 以 发 现 数据 中 的 异常 值 ,从 而 把 它们 别 除 。 
这 已 成 为 数理 统计 学 中 的 一 个 重要 课题 ， 积 累 了 不 少 成 
果 。 另 一 个 途径 是 设计 这 样 的 方法 ， 使 样本 中 的 个 别 数 
据 不 致 对 最 终结 果 有 过 大 的 影响 ， 如 用 最 小 二 来 法 求 参 
数 估计 时 ， 是 根据 使 偏差 平方 和 为 最 小 的 原则 ， 从 而 若 
有 个 别 偏差 特大 的 数据 ,其 对 结果 的 影响 很 大 , 故 基于 最 
小 二 乘法 的 统计 方法 的 稳健 性 一 般 较 差 ， 若 改 用 绝对 偏 
差 和 最 小 的 原则 , 则 稳健 性 有 所 改善 。 

稳健 性 与 效率 ”使 统计 方法 具有 稳健 性 ， 在 一 定 的 
意义 上 可 以 看 成 是 一 种 "保险 ": 付 出 一 定 的 保险 费 ,以 避 
免 遭 受 重大 损失 ,保险 费 就 表现 为 方法 在 效率 上 的 降低 。 
例如 ,用 样本 中 位 数 估计 正 态 分 布 均值 ,在 稳健 性 上 比 用 
样本 均值 好 ;但 如 情况 没有 异常 ， 即 总 体 分 布 确 为 正 者 ， 
并 且 无 异常 数据 , 则 样本 中 位 数 以 方差 大 小 衡量 的 效率 ， 
约 只 有 样本 均值 的 三 分 之 二 。 稳 健 统 计 的 一 个 任务 ， 就 
是 设计 有 稳健 性 的 统计 方法 ， 而 使 其 在 效率 上 的 损失 尽 
可 能 小 。 

与 非 参 数 统计 的 关系 ” 非 参数 统计 方法 往往 有 较 好 
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的 稳健 性 ， 而 一 些 稳健 统计 方法 常 要 用 到 非 参 数 性 质 的 
统计 量 ， 因 此 二 者 关系 密切 。 但 从 性 质 上 看 二 者 是 不 同 
的 : 非 参数 统计 中 ,对 总 体 分 布 的 假定 很 少 ， 而 稳健 统计 
则 一 般 是 从 一 个 确定 的 参数 性 模型 (如 正 态 模型 ) 出 发 
考虑 当 模 型 条 件 有 少许 扰动 时 的 后 果 。 因 此 ， 稳 健 统 计 
本 质 上 属于 参数 统计 的 范畴 。 


参考 书目 
P. J. Huber, Robust Statistics, John Wiley & Sons, New 


York, 1981. 
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Wo'erfujlang 

沃 尔 夫 奖 (Wolf prize) ”国际 上 有 影响 的 科学 
奖 之 一 。1976 年 1 月 1 日 ,R, 沃 尔 夫 及 其 家 族 捐献 1000 
万 美元 设立 了 沃 尔 夫 基金 会 。 沃 尔 夫 的 父亲 是 德国 汉 诺 
威 城 的 一 个 五 金 商人 ,是 该 城 犹太 社会 的 中 坚 。 沃 尔 夫 曾 
在 德国 研究 化 学 ,取得 博士 学 位 。 第 一 次 世界 大 战 前 移居 
古巴 ,用 将 近 20 年 时 间 成 功 地 发 明 一 种 从 熔炼 废渣 中 回 
收 铁 的 方法 , 因而 致富 。 他 支持 1959 年 的 古巴 革命 1961 
年 起 任 古巴 驻 以 色 列 大 使 ,直至 1973 年 古巴 中 断 和 以 色 
列 的 外 交 关系 时 为 止 。 以 后 他 住 在 以 色 列 ,成 为 沃 尔 夫 基 
金 的 主要 竟 基 者 和 捐献 人 。 基 金 的 理事 会 主席 由 以 色 列 
政府 官员 担任 。 

沃 尔 夫 基 金 会 设 有 物理 ,化 学 医学、 农业 和 数学 五 
个 奖 ,1978 年 开始 授奖 。1981 年 又 增加 艺术 奖 。 每 年 发 
奖 一 次 ， 每 个 领域 奖金 为 10 万 美元 ,可 以 由 几 个 人 联合 
获得 。 

沃 尔 夫 奖 的 评奖 委员 会 由 世界 著名 科学 家 所 组 成 。 
由 于 得 奖 者 都 是 世界 上 作出 卓越 贡献 的 科学 家 ， 这 些 科 
学 家 的 巨大 声誉 使 该 奖 广为人知 。 由 于 数学 没有 诺 贝 尔 
奖 ,得 沃 尔 夫 奖 的 数学 家 又 都 是 极 负 盛 名 的 ,因而 数学 界 
对 该 奖 更 为 重视 。 

到 1985 年 为 止 获得 沃 尔 夫 奖 的 科学 家 有 74 位， 获 
数学 奖 的 14 位 ， 其 中 陈省身 获 1984 年 度 的 沃 尔 夫 数学 
奖 ( 见 表 )。 


沃 尔 夫 数学 奖 获得 者 及 其 工作 
年 度 获奖 者 国 别 获奖 工作 
1978 I.M. 天 尔 范 估 苏联 | 泛 函 分 析 、 群 表示 等 
| dass~ ) 
C.L. 西 格 尔 德国 数论 ,多 复 变 函 数 、 天 
(1896~1981) 体力 学 
1979 | 了 J 翻 雷 法 国 ” 微分 方程 中 的 拓扑 学 
| dg06~ ) | ”方法 
A, 书 伊 法 国 | 数论 中 的 代数 几何 方 
(1906~ ) | 法 
1980 | HL. 去 当 | 法 国 | 代数 拓扑、 同调 代数 、 
C904~ ) | 。 复 变 函 数 等 
人 . 理 . 柯 尔 英 哥 洛 | 苏联 | 调和 分 析 \ 概 率 论 , 遍 
| 夹 (1903~  ) | 历 理论 、 动 力 系统 


一 5+1 中 较 小 者 开始 。 一 个 自然 数 a 为，，m2-! 的 
二 进 代码 是 (n-yw4,…sn-1,mo), 它 的 格雷 码 G(n) 便 是 


续 表 
年 度 获奖 者 | 国 别 获奖 工作 
1981 |L.V. 阿 尔 祝 新 | 芬兰 -美国 | 复 朗 函 数论 
(907~ ) 
0. 扎 里 斯 基 俄国 -美国 | 代数 几何 
(1899~  ) 
1982 | 昌 . 名 特 尼 美国 | 代数 拓扑 、 微 分 几何 、 
(1907~ ) 微分 拓扑 
|M.T. 克 列 因 苏联 | 证 函 分 析 及 其 应 用 
| (or ) 
1983/84 | 陈省身 中 国 -美国 | 整体 微分 几何 
(9 ) 
卫 , 爱 尔 特 布 匈牙利 | 数论 ,组 合 论 ,概率 论 
(1913~  ) 
1984/85 | 小 乎 郑 产 日 本 “| 复 流 形 、 代 数 策 
(1905~ ) 
日. 卢 伊 | 偏向 分 方程 
(1904~ ) 
( 张 英 宙 ) 
Worershl bljin 
沃 尔 什 通 近 (Walsh approximation) 借助 
于 沃 尔 什 函数 系 的 各 近 称 为 沃 尔 什 逼近 。1922 年 出 现 了 


拉 德 马赫 尔 函 数 ,在 工程 上 称 为 开关 函数 这 是 一 个 以 1 
为 周期 的 标准 正 交 系 。 在 基本 区 间 [0,1) 上 它们 的 定义 如 
下 :9o(X*)=1, 若 0<x<1/2y9s(x*)= 一 1, 若 1/2<x<1。 
对 任 一 自然 数 %, 9n(z) 一 9u(2"x)。 容 易 看 出 ,对 每 个 my 
9qn(z) 在 [0,1) 的 2" 个 等 分 区 间 上 交错 地 取 值 1 与 一 1。 
沃 尔 什 函数 系 是 拉 德 马赫 尔 函数 系 的 完备 化 ， 首 先 由 美 
国 数学 家 J. 工 . 沃 尔 什 于 1923 年 给 出 。 如 果 把 自然 数 n 
依 二 进 表示 为 n=n-yw2 1 十 … 十 42 十 ms 其 中 
ns€E{0,1}, j=0,1,,N-—1, 
则 沃 尔 什 函数 wn(x*) 的 定义 为 
w(x)=1, 


wa(x)= I (x) 
gen 


式 中 乘积 是 对 一 切 满足 n=1 的 j 而 取 。 系 {w(x)} 同 
样 以 1 为 周期 。 例如 , 依 二 进 制 ,13 可 表 为 13 一 2 十 2? 十 
29, 故 n=n-s=m=1, 而 有 ws(x)=9(x)pa(X)po( Xx)。 
在 工程 上 常用 列 率 序 的 沃 尔 什 函数 。 为 此 需要 数 的 格雷 
码 。 设 对 集 {0,1} 引 用 伪 加 运算 如 下 ， 


(n=1,2,.,x€[0,1)), 


0@0=0， 田 0 1 
| 
1@0=1, 
1@1=0, 1 1 0 
而 对 任意 两 个 二 进 制 实数 
a= 包 wz 与 p= 名 p27, 
和 4 


定义 伪 加 “BB= 巴 (% 旬 B,)2"!， 这 里 求 和 由 一 N+1 与 


My Png DN) 
对 应 的 数 是 ， 岛 (mJ@m-1)2- 这 里 约定 ny 一 0。 反 


之 ,如果 知 道 了 自然 数 上 的 格雷 码 k'= (ky yk 人 ys 
…sks), 则 原来 的 数 k 的 二 进 代码 是 
(kiyask yn Bk kn Dk PD), 

于 是 ， 列 率 序 的 沃 尔 什 函 数 系 就 是 {wal, (x)}, 其 中 
wal, (x)=wWom(x),， n=0，1，2，…。 利 用 格雷 反 码 
G-Ak), 自 然 有 w(x)=waloiww(x),k=0,1,2,…。 在 数 
学 讨论 中 以 系 {ws (x)) 为 便 ， 但 在 工程 上 则 以 列 率 序 为 
便 。 下 面 列举 依 列 率 序 的 沃 尔 什 函数 系 的 一 些 性 质 。 

@ 乘法 公式 ”对 任意 k,j=0,1;2,… 有 

wali(x)wal( x) =wal,es( x)。 

@ 第 二 乘法 公式 ”对 [0，1) 中 每 个 y, 除 有 限 个 点 
不 计 外 ,关于 x 都 有 

wali(x)wal(y) =wali( x BY) (k=0,1,.…)。 

@ 在 整个 实 轴 上 , 除 一 个 可 列 集 不 计 外 , walss(x) 
是 偶 函 数 而 walwwu(x) 是 奇 函 数 ,k=0,1,…。 此 外 ， 在 
周期 区 间 [0，1) 上 ， 每 个 wal (z) 的 变 号 次 数 恰好 是 
kal “ 

@ 函数 系 {walu(z)js-wu- 构成 [0，1) 上 的 一 个 完 
备 的 标准 正 交 系 。 

图 函数 系 {wal(x))。-ou1,- 构 成 一 个 可 换 群 。 系 中 
对 每 个 n=0,1,…, 前 2 个 函数 (toals(z)，tal(xz) 
toalam-:(x)} 构 成 可 换 子 群 。 

可 将 这 些 性 质 与 正弦 余弦 函数 相 比较 。 正 是 由 于 性 
质 @， 每 个 以 1 为 周期 的 可 积 函数 ,都 有 沃 尔 什 - 傅 里 叶 
展开 式 ， 


f(x)~ Swalncx), 
Ee 


式 中 =] fx)waltx)dxin=0,1,…， 它 们 称 为 f(x) 的 
诺尔 什 - 伟 里 叶 系数 。 如 果 用 Su (x) 表示 展开 式 的 首 2" 
项 部 分 和 ， 那 么 ， 在 区 同 [0，1) 上 几乎 处 处 有 收 介 关系 
lim Sn(x)=f(x), 当世 zx) 是 平方 可 积 时 , 象 三 角 系 情形 
一 样 ,有 幅 含 伐 尔 公式 成 立 ， 

fr trar= lol, 


并 且 , 展 开 式 的 部 分 和 也 几乎 处 处 收敛 ,一 个 有 意义 的 例 
子 是 函数 x 依 沃 尔 什 系 的 展开 式 
zx 一 mols) ero1D)。 

它 处 处 收敛 并 有 很 好 的 应 用 ,例如 锯齿 波 。 在 考虑 逼近 问 
题 时 ， 这 样 的 逐 段 光 请 函数 用 沃 尔 什 展开 比 用 三 角 级 数 
展开 ,一 般 显得 更 为 有 效 。 

对 任意 整数 p 之 2， 可 以 讨论 一 般 的 p 进 沃 尔 什 函 
数 。 还 可 以 引进 广义 沃 尔 什 函数 与 沃 尔 什 - 传 里 叶 变 式 。 
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此 外 ， 如 果 引 进 所 谓 逻 辑 导数 ， 就 容易 给 出 简单 的 沃 尔 


什 - 傅 里 叶 变 式 表 。 
设 复数 和 =As(p),j=0,1,…,p 一 1 由 公式 
A=(p—-D/2, hj=o(1-o) (j=1,2,.…,p-l) 


给 出 ， 式 中 “=e”wW?，f(x) 在 定义 于 [0,) 上 的 复 值 函 
数 。 若 在 这 区 间 上 一 点 x 处 ,和 


+ ABP + 


+Apf(xB(p— 1)p™™))}, 
当 N-~> co 时 收 剑 ， 则 极限 值 称 为 Kx) 在 x 的 逻辑 导数 ， 
并 记 为 了 9?(x)。 逻 辑 导 数 与 平常 导数 的 作用 颇 为 类 似 。 
例如 ,对 于 指数 函数 e*”, 它 对 x 的 平常 导数 是 ite“。 对 
于 广义 沃 尔 什 函 数 w(t,x), 关 于 x 的 逻辑 导数 有 
wD (t,x)=tw(t,x), 
等 等 。 可 以 用 逻辑 导数 存在 的 程度 来 刻画 函数 性 质 而 得 
到 一 种 分 类 法 ,这 在 通 近 论 中 特别 有 用 ,在 这 里 存在 逻辑 
导数 意味 着 具有 某 种 “光滑 性 "。 整 个 理论 构成 了 p 进 域 
的 分 析 学 。 尤 其 有 趣 的 是 ,最 佳 逼近 论 中 的 正 、 逆 定理 ,各 
种 通 近 算 子 的 通 近 性 态 与 型 可 以 同样 建立 ， 在 方法 论 上 
显示 它 自身 的 特色 。 现 代 半 导体 技术 与 集成 电路 的 快速 
发 展 ， 使 沃 尔 什 函数 的 产生 与 应 用 有 了 物质 基础 。 快 速 
沃 尔 什 变换 比 快速 传 里 叶 变换 省 时 。 在 信息 论 、 线 性 系 
统 、 通 信 、 电 视 ,雷达 与 计算 机 等 方面 , 沃 尔 什 分 析 都 有 或 
将 有 广泛 的 应 用 。 沃 尔 什 分 析 形成 了 非 正弦 分 析 的 一 个 
极为 重要 的 方向 。 在 理论 上 它 直接 通 向 局 部 紧 群 上 调和 
分 析 。 
参考 书目 

郑 维 行 、 苏 维 宜 、 任 福 贤 著 :* 沃 尔 什 函数 理论 与 应 用 ,上海 科 
学 技术 出 版 社 , 上 海 ,1983。 

郑 维 行 , 苏 维 宜 : Walsh 分 析 与 过 近 算 子 , < 数学 进展 >， 第 12 
卷 , 第 2 期 ,1983。 

《 郑 维 行 苏 维 宜 ) 
Wo'ertalla 
沃 尔 泰 拉 ，V。 (Vito Volterra 1860 一 1940) 
意大利 数学 家 。1860 年 5 月 3 日 生 于 意大利 安 科 纳 ， 
1940 年 10 月 11 日 卒 于 罗马 。1878 一 1882 年 在 比萨 
大 学 学 习 , 深 受 E. 贝蒂 的 影响 。1883 年 任 比萨 大 学 教授 ， 
1892 年 任 都 灵 大 学 力学 教授 ,8 年 后 继承 E. 贝尔 特 拉 来 
任 罗马 大 学 数学 物理 教授 。 他 是 积分 方程 理论 的 创始 人 
之 一 ,并 对 发 展 泛 函 分 析 抽 象 理论 也 有 贡献 。1896 年 他 
给 出 了 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 的 求解 方法 ， 以 及 第 一 
种 沃 尔 泰 拉 方 程 化 为 第 二 种 沃 尔 泰 拉 方 程 求 解 的 方法 。 
他 还 发 现 第 一 种 沃 尔 泰 拉 方 程 是 某 种 线性 方程 组 的 极限 
形式 .1905 年 他 成 为 意大利 王国 的 议员 。 第 一 次 世界 大 战 
期 间 在 意大利 空军 服役 。1918 年 后 ， 他 专 致 于 数学 生物 
学 的 研究 ,由 于 他 拒绝 向 县 索 里 尼 法 西 斯 政府 宣 斩 效忠， 
1931 年 被 迫 离开 罗马 大 学 。 柑 年 ， 他 退出 了 意大利 所 
有 科学 团体 ,尔后 移居 国外 。 他 的 重要 的 著作 之 一 是 《 泛 
函 、 积 分 和 积分 微分 方程 的 理论 X(1930)。 
《〈 王 谅 癸 》 
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Wo'ertalla jifen fongcheng 


沃 尔 泰 拉 积 分 方程 《Volterra integral equa- 
tion) 形 如 
[k,no (Way=fte) 0) 
和 
?2)—X| KCx, yp dy fr) (2) 


的 积分 方程 ， 依 次 称 为 第 一 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 和 第 二 
种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 。 它 与 绅 雷 德 党 姆 积分 方程 的 不 同 
之 处 , 仅 在 于 它 的 积分 上 限 是 变量 x*, 且 a<y<x<b, 此 
处 ab 是 常量 。 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 可 视 为 弗 雷 德 竹 姆 积 
分 方程 的 核 K(x,y) 当 Vy>x 时 为 零 的 情形 。 

第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 没有 特征 值 ， 是 区 别 于 弗 
雷 德 答 姆 积分 方程 的 重要 特点 。 因 此， 对 一 切 复 值 X，, 方 


程 (2) 都 存在 解 核 T(x，y，^) 总”!Kn(x1y)， 式 中 


Knkx 一 Kazt)Km-a(t ,db 此 式 ，! 是 小 于 mm 的 


任何 自然 数 。 于 是 ， 对 任意 的 自由 项 (x) ,方程 (2) 都 有 
唯一 解 ， 它 可 表 为 
p(x) fe +2 TOsy, fy) dy 
对 第 一 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (1), 假设 K(x,z) 夫 0， 
f(a)=0, 且 Ks(x,y) 和 f(x) 都 是 连续 的 ， 则 利用 对 (1) 
两 边 求 导数 的 方法 ， 可 把 它 化 为 与 之 等 价 的 第 二 种 沃 尔 
泰 拉 积 分 方程 


p(x)+ {Kel¥sy) f(x) 


,Kx r) YY Kex,x)° 
最 早 被 研究 的 一 个 带 弱 奇 性 核 的 尔 泰 拉 积分 方 


= dl 
程 ， 是 阿 贝尔 方程 72 人 汪 太 一 的 z)， 它 是 H 了 


贝尔 于 1823 年 在 求 一 个 质点 的 落体 运动 轨迹 与 时 间 的 
关系 中 得 到 的 ,其 中 9 是 重力 加 速度 ，f(x) 是 已 知 函数 ， 
9(X) 是 未 知 函 数 。 阿 贝尔 方程 的 一 般 形 式 为 


上 EE ydy f(x), (3) 


式 中 0<a<1。 着 G.G。 和 了 都 是 连续 的 , 且 G(x,*) 大 
0, 则 在 方程 (3) 的 两 边 各 乘 以 (u 一 x)*!， 再 对 x* 从 0 到 
4 取 积分 ,可 得 

Pw, wocwyay= | fee) ur, 
G(x,W dx 


式 中 Ho 0 全 [pe -ry 于) 
-二 Ga) 二 0, 随 之 得 
Gao) 十 y= go)， (4) 


式 中 
gH | Cu) de 


一 He see) + 六 ee 一 2 人 (zyac] 5) 
‘ 


方程 (4) 是 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 。 因 此 ,一 般 形式 的 
阿 贝尔 方程 可 归结 为 与 之 等 价 的 沃 尔 泰 拉 积分 方程 。 

在 方程 (3) 中 当 G(x, y)=1 时 ， 则 由 (4) 和 (5) 可 得 
阿 贝尔 方程 的 求解 公式 


oe) es [ef 0 + fx-t) ee]. 


类 似 地 ， 推 广 的 阿 贝尔 方程 | CS 多 


op) -p(T 一 人 z)， 
0<a<1, 它 的 解 为 


sinax d [= "(f(t)at 
LA dx | ts 
《 李 明 志 ) 
Wolls! 
沃 利 斯 ,上 (John Wallis 1616~1703) 。 英国 


数学 家 ， 微 积分 学 的 先驱 .1616 年 12 月 3 日 生 于 英国 肯 
特 郡 的 阿 什 福 德 。1703 年 11 
月 8 日 卒 于 牛津 。 他 早年 在 剑 
桥 大 学 学 习 神学 、 医学、 天 文 、 
数学 等 科 ,1640 年 获 硕士 学 位 。 
1649 年 起 任 牛 津 大 学 萨 维尔 
教授 ， 直 到 去 世 。1662 年 英国 
和 皇家 学 会 成 立 ， 沃 利 斯 是 创建 
人 之 一 。1655 年 出 版 他 的 名 著 
《无 穷 算术 》, 大 大 扩展 了 B. 卡 
瓦 列 里 的 不 可 分 原理 ， 导 入 无 
穷 级 数 .无 穷 连 乘积 ,大 胆 地 使 用 虚数 、 分 指数 和 负 指 数 ， 


创 用 表示 无 穷 大 实质 上 已 完成 相当 于 | (1-x*)*d x 


的 积分 ,并 推出 有 名 的 公式 
4 _3.3.5.5 
mn 4 
此 书 给 工 牛顿 以 极 大 的 影响 ， 促 使 数 积 分 学 的 诞生 。 在 
《 论 圆锥 曲线 兴 1655、.1659) 中 , 沃 利 斯 第 一 次 摆脱 锥 线 是 
锥 面 截 线 的 看 法 ， 定 义 锥 线 为 二 次 曲线 。 此 外 还 有 代数 
(1685) ,力学 (1669) 等 多 种 著作 。 ( 梁 宗 巨 ) 


wuqlong lizl sulji xitong 
无 穷 粒子 随机 系统 (infinite particle random 
System) 。 描述 无 穷 粒 子 系统 的 随机 场 及 随机 过 程 。 

相 变 问题 是 平衡 态 统计 物理 中 一 个 很 重要 的 问题 。 
经 典 的 处 理 方法 是 研究 有 限 粒 子 系统 的 吉 布 斯 坊 〈 平 稀 
态 ) 的 某 些 函 数 (如 序 参 数 , 比 能 等 ) 当 系统 扩张 成 无 穷 粒 
子 系统 时 的 性 质 ,从 而 得 到 有 关 相 变 的 结论 。 由 于 相 变 问 
题 本 质 上 是 无 穷 粒子 系统 的 一 种 集体 现象 , 20 世纪 60 年 
代 后 期 一 些 学 者 用 现代 概率 理论 直接 定义 无 穷 粒子 系统 
的 吉 布 斯 态 〈 吉 布 斯 随机 场 )。 70 年 代 初 以 来 ， 又 陆续 
提出 了 一 些 类 型 的 马尔 可 夫 过 程 作为 吉 布 斯 态 的 动态 模 
型 ,这 就 是 无 穷 质 点 马尔 可 夫 过 程 。 

吉 布 斯 坊 它 是 描述 无 穷 粒子 系统 的 一 种 概率 分 
布 ， 为 易于 理解 ,以 伊 辛 模型 为 例 来 说 明 。 


全 体 n 维 整 点 集 记 作 2", 设 S 是 Z" 的 有 限 子 集 ( 参 
数 集 ), 它 表示 粒子 所 在 的 位 置 ， 每 一 wES 处 的 粒子 的 
状态 m=+1 或 1, 对 任何 4,vES, tb 有 一 数 ](4， 
9) 宇 0(J(w, v)=J(v, 4)) 与 之 对 应 , 它 表示 wv 两 处 的 
粒子 相互 作用 的 强度 ,这 就 是 S 上 的 一 个 伊 辛 模型 , 称 集 
会 {wu: WES} (7 取 定 +1 或 一 1) 是 整个 系统 的 一 个 组 
态 (样本 点 ), 系 统 的 全 体 组 态 集 ( 样 本 空间 ) 用 表示 , 令 
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表 组 态 nEX 的 能 量 , ux({7})Aexp[ 一 BE(n)]/2Z,nEX， 
决定 X 上 的 一 个 概率 测度 , 其 中 ZA Bexp[~BE(n)], 


B>>0 为 常数 ,概率 4 称 为 由 J(u,v) 决 定 的 (有 限 )S 上 的 
伊 辛 模型 的 平衡 态 , 或 称 吉 布 斯 态 。 如 果 令 Xu(9) 一 my 
则 X 为 取 值 士 1 的 随机 变量 ， 几 为 随机 向 量 {Xu:xES) 
的 一 个 概率 分 布 。 类 似 地 ,对 8 的 任何 非 空子 集 4, 集 人 
{fu:WE 4}(f。 取 定 二 1 或 一 1) 表 示 4 上 的 子 系统 的 组 态 ， 
4 上 的 子 系统 的 全 体 组 态 集 用 X (4) 表示 。 经 过 计算 可 
得 ， 
命题 在 S\4 上 的 组 态 为 KEX(S\4)) 的 条 件 下 ， 
4 上 的 组 态 ?( EX(4)) 的 条 件 概率 等 于 
Mal{f)38) Aexp( — BUaCE3E))/ 


[3 expc BU 5))], (1) 

wefty) 

式 中 Ua ,二 各 TUSsGrUBorUE 为 
(os 人 ii- 


S 上 的 组 态 。 

这 一 命题 启示 了 直接 定义 S=2Z" 上 的 伊 辛 模型 的 
吉 布 斯 态 的 途径 直观 地 说 , 它 就 是 X 上 具有 命题 所 述 性 
质 的 概率 测度 #, 即 对 2" 的 任何 有 限 子 集 4, 在 ZA\4 上 
组 态 为 氏 EX(Z"\4)) 的 条 件 下 ，4 上 的 组 态 f( EX(4)) 
关于 “的 条 件 概率 为 由 (1) 定 义 的 za({?);8)。 它 的 严格 
数学 定义 如 下 : 设 S= Zn",X, X(4) 的 定义 仍 如 上 ,其 中 4 
不 一 定 有 限 ，J(u,v) 还 满足 条 件 up{ Rn 


ES}<o0。 于 是 对 S 的 任何 有 限 子 集 4 及 fEX(4),EEX 
(S\4), 可 按 (1) 定 义 44({?)38), 对 给 定 的 EEX(S\4), 它 
是 X(4) 上 的 概率 测度 。 再 令 8 为 包含 一 切 形 如 他 UEEE 
X(S\4)}(f EX(4),4 为 S 的 有 限 子 集 ) 的 组 态 集 的 最 
小 o 域 , 它 表示 组 态 的 事件 o 域 ; 对 给 定 的 4CS,，9(4) 
为 包含 一 切 形 如 {fUtUw:f EX(4,),wEX(S\A)}( 其 中 
4 C4, A\4, 为 有 限 集 , £EX(A\4,)) 的 组 态 集 的 最 小 o 
域 , 它 是 多 中 那些 在 4 上 就 能 观察 到 的 组 态 事 件 组 成 的 
9 域 。 设 4 为 多 上 的 概率 测度 ， 如 果 对 5 的 任何 有 限 子 
集 4, 任 何 5EX(4), 条 件 概率 ( 见 条 件 期 望 ) 

A({fUoiwEX(SN))18(SNM)) 一 Aa({f) * ) (2) 
对 4 几乎 必然 成 立 , 则 称 4 为 S 上 伊 辛 模型 的 吉 布 斯 态 。 

如 果 令 X,(7)=n,,9={m,:0ES} EX,uES, 则 X。 是 
(X,S) 上 取 值 士 1 的 随机 变量 ,9(4) 是 随机 变量 族 {X。: 
WE4} 所 产生 的 " 域 ， 吉 布 斯 态 4 是 随机 过 程 {Xu:xE 
S) 的 分 布 ,对 8 的 任何 有 限 子 集 4, 任 何 *EX(4)， 
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AM({Xu=8o:uEA XVES\A) =na {1)3*) (2 
对 “几乎 必然 成 立 。 称 具有 吉 布 斯 态 的 随机 过 程 {X。: 
&ES) 为 S 上 伊 辛 模型 的 吉 布 斯 随机 场 。 

伊 辛 模型 的 吉 布 斯 态 总 是 存在 的 ， 它 与 函数 J(u,2) 
及 参数 有关, 但 是 对 给 定 的 了 及 B, 它 未 必 唯 一 。 如 果 
对 给 定 的 了 ,存在 8。E(0,o%), 使 当 B<B, 时 , 吉 布 斯 态 
唯一 , 当 B>A 时 , 吉 布 斯 态 不 唯一 , 则 称 此 伊 辛 模型 有 相 
变 ,8。 称 为 它 的 临界 点 。 

从 这 样 定义 的 吉 布 斯 态 出 发 ， 可 以 证 明 用 经 典 方法 
得 到 的 一 些 物理 结果 ，@ 设 J(u, v)=J(0,wv) 对 一 切 
4，VES, 4 大 0 成 立 , 若 存 在 r>>0 使 对 一 切 WES 且 
lw1=1 有 7(0,1w|)>>r, 则 当 n>2 时 , 伊 辛 模型 有 相 变 。 
@ 若 当 |4-v|=1 时 J (wu,9v)=1， 当 |u-9| 天 1 时 J(u， 
5)=0, 则 称 相应 的 伊 辛 模型 为 紧邻 的 。 紧 邻 伊 辛 模型 当 
n=1 时 无 相 变 , 当 n>2 时 有 相 变 ; 当 n=2 时 ,po 已 算出 
《这 是 工 , 昂 萨 格 1944 年 得 到 的 一 个 著名 结果 ), 而 对 "> 
3 的 情形 ,pe 的 值 还 不 知道 。 求 出 n=3 时 的 Be 值 是 一 个 
重要 而 未 解决 的 问题 。 关 于 伊 辛 模型 还 有 很 多 没有 解决 
的 ,在 数学 上 值得 研究 ,在 物理 上 有 意义 的 问题 。 

不 限于 伊 辛 模型 ,按照 (2) 的 方式 还 可 以 定义 十 分 广 
泛 的 吉 布 斯 态 与 正则 吉 布 斯 态 以 及 相 变 的 概念 ， 大 部 分 
平衡 态 统计 物理 的 模型 都 可 以 纳入 这 个 框架 ， 而 且 已 经 
得 到 它们 的 存在 性 与 唯一 性 的 一 些 条 件 。 相 变 问题 的 研 
究 尚 有 待 深入 。 

无 穷 质点 马尔 可 夫 过 程 ”从 统计 物理 来 看 ， 作 为 无 
穷 粒 子 系统 的 平衡 态 的 吉 布 斯 态 应 该 是 系统 的 某 一 可 逆 
物理 过 程 的 定 态 。 因 此 在 概率 论 中 提出 了 如 下 形式 的 问 
题 , 是 否 存在 以 (X，89) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 {9i: 
t>0), 它 的 分 布 满足 下 列 要 求 ，@ 对 任何 4,5ES,uv， 
nEX, 当 t->0 时 ,有 

P({(n Dn)}) = eu nt+ ot), 

PC{(m) 大 Wo()。 大 6)) =0(t)， 
式 中 ew,n)=exp[ 一 B 如 Tu,0)nn0]; Q@Y8 上 的 概 
率 测度 4 是 伊 辛 模型 的 吉 布 斯 态 ， 当 且 仅 当 以 4 为 初始 
分 布 的 该 过 程 是 一 个 时 间 可 递 的 马尔 可 夫 过 程 。 所 谓 时 
间 可 逆 就 是 当时 间 “ 倒 转 "时 ， 过 程 的 分 布 不 变 ， 即 对 任 
何 0 一 和 << 丰 全 …< 丰 和 一 可 一 在 一 在 -5 丰 一 在 一 在 -4 一 右 -iy 
“… 任何 BES,k=0,1,…,1, 都 有 P(m,EB,, 1,,€B,, 
EB) =P(m, EBo, nh, EB mEB,),. 这 个 
问题 已 经 解决 。 对 更 一 般 的 c(u,x), 由 (3) 决 定 的 马尔 可 
夫 过 程 称 为 自 旋 变 相 (或 称 生 灭 型 ) 过 程 , 它 与 排他 (或 称 
粒子 运动 型 ) 过 程 是 最 早 提出 的 两 类 无 穷 质点 马尔 可 夫 
过 程 。 对 自 旋 变 相 过 程 与 排他 过 程 的 上 述 问题 (可 逆 性 问 
题 ), 已 经 得 到 接近 完整 的 结果 ;近年 来 ,中 国学 者 在 这 方 
面 进行 了 工作 。 

无 穷 质 点 马尔 可 夫 过 程 虽然 是 由 平衡 统计 物理 引起 
的 ,但 近年 来 不 断 提出 了 新 的 模型 .这 些 模型 涉及 非 平衡 
统计 物理 ,化 学 ,生物 .医学 以 及 社会 科学 。 它 的 研究 已 进 
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入 非 平衡 系统 的 范围 ,遍历 性 理论 是 它 的 主要 研究 方向 。 
这 是 概率 论 中 一 个 值得 注意 的 正在 发 展 的 新 分 支 。 
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《 严 士 健 ) 

wuqlong luojl 
无 穷 逻 辑 (infinitary logic) 将 一 阶 逻辑 中 
的 公式 和 推理 的 长 度 推广 至 无 穷 长 得 到 的 。 在 它 的 公式 
中 ， 可 以 出 现 无 穷 多 个 公式 的 合 取 式 或 析 取 式 ， 也 可 以 
出 现 无 穷 多 个 量词 。 由 于 一 阶 逻 辑 的 模型 论 应 用 到 数学 
的 其 他 分 支 时 受到 了 一 定 的 限制 ， 因 而 产生 了 无 穷 逻 辑 
的 模型 理论 。 在 描述 集合 论 中 也 使 用 这 种 逻辑 。1963 年 
前 后 ， 因 C. 卡 普及 D. S. 斯 科 特 等 的 工作 而 发 展 起 来 ， 
在 1969 年 前 后 ,J. 巴 威 斯 及 M. 马凯 依 等 又 在 这 个 方 
向 上 作出 了 重要 的 贡献 

如 果 a.8 是 两 个 无 穷 基数 ( 见 集 合 论 )， 那 么 无 穷 逻 
辑 Lag 的 形式 语言 与 一 阶 逻辑 的 形式 语言 相似 , 即 除 了 有 
4 个 变 元 ， 可 以 在 基数 小 于 a 的 公式 集 上 构 作 合 取 式 或 
析 取 式 ， 以 及 允许 在 小 于 8 个 变 元 上 加 全 称 量词 或 存在 
量词 外 ,结构 与 一 阶 逻 辑 相同 。 因 此 , Zuww 就 是 通常 的 一 
阶 逻 辑 , 另 一 简单 情形 是 Zuiw。 它 的 公式 中 允许 出 现 可 
数 无 穷 个 公式 的 合 取 式 或 析 取 式 ， 但 只 能 出 现 有 穷 个 量 
词 。 例 如 ， 可 用 Ls 的 一 个 句子 表示 挠 群 的 公理 YxV 
{nx=0:0<n<w)， 又 如 ， 全 体 有 穷 模型 的 类 的 特征 可 
以 表示 为 V{3x…3xnYy(y=x VVy=xn): 0 <n 
<w)} 等 。 

因为 无 穷 逻辑 Zi 应 用 最 广泛 , 且 对 它 的 研究 也 最 
深入 ,因此 以 wo 为 例 ,叙述 无 穷 逻辑 的 一 些 主要 结果 。 

可 以 用 Lw, 逻辑 的 一 个 句子 刻画 可 数 模型 的 全 部 
性 质 ,也 就 是 说 ,如 果 工 是 一 个 只 有 可 数 个 符号 的 语言 ， 
-4 是 工 的 一 个 可 数 模型 ,那么 存在 Li 中 的 一 个 句子 p， 
使 得 对 于 工 的 所 有 可 数 模型 .Y，.Y 人 .4 的 必要 且 充 分 条 
件 是 WEEp。 此 定理 是 斯 科 特 于 1965 年 证 明 的 。 

为 保持 Lww 逻辑 的 完备 性 , 必须 引进 无 穷 长 的 推理 
规则 ， 并 且 将 形式 证 明 的 长 度 也 推广 至 无 穷 。 

关于 Fue 的 公理 和 推理 规则 上 加 上 诸如 公理 
人 G->9, 对 于 每 个 公式 "PE 多 推理 规则 

人 >9:9Eg) (假设 ) 
y> 人 9G (结论 )。 

式 中 9 是 Lr 中 公式 的 可 数 集合 。 容易 看 出 ， 上 述 的 公 
理 及 推理 规则 的 长 度 可 以 是 无 穷 的 。 无 穷 逻 辑 的 形式 证 


明 的 定义 同一 阶 逻辑 。 易 知 , Fi 的 形式 证 明 的 长 度 必 
小 于 由 ( 即 为 可 数 无 穷 )。 

有 了 上 述 概念 ,就 可 以 陈述 关于 Luo 的 完备 性 定理 
( 卡 普 ,1964), 一 个 Lww 中 的 句子 9 是 定理 ， 当 且 仅 当 它 
是 有 效 的 。 

假定 工 中 仅 有 可 数 个 符号 ,那么 在 Lo 中 经 常 遇 到 
的 困难 是 它 的 公式 集 是 不 可 数 的 。 而 在 应 用 中 常常 只 需 
考虑 可 数 个 公式 就 够 了 。 因 此 需要 对 Ly 的 句子 集 ( 也 
记 为 Cuw) 加 以 限制 ， 建 立 起 满足 一 定性 质 的 可 数 的 公 
式 子 集 的 概念 如果 用 .表示 满足 一 定性 质 的 可 数 集合 ， 
则 了 = Zuonm ex 称 为 Zu 上 的 一 个 断 片 。 

无 穷 逻辑 Lu 失去 了 一 阶 逻辑 的 两 个 基本 性 质 , 紧 
致 性 定理 及 勒 文海 姆 -斯 科 朗 - 塔 尔 斯 基 定 理 。 为 了 在 
Liw 的 公式 集 的 子 集 上 建立 紧 致 性 ， 引 进 了 可 允许 集 的 
概念 。 当 .为 可 允许 集 时 ，Lv 就 称 为 可 允许 断 片 ， 巴 威 
斯 在 Li 的 可 允许 断 片 L。 上 建立 了 相应 于 通常 一 阶 逻 
辑 的 紧 致 性 定理 (1969)。 

参考 书目 

J. Barwise, ed., Handbook of Mothematicol Logic, 
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《〈 黄 且 国 ) 

wuxlanqun 
无 限 群 (infinite group) 元素 个 数 为 无 限 的 
群 ,拓扑 群 , 李 群 (无 限 ) 典 型 终 , 代数 群 ,算术 络 , 都 是 无 
限 群 。 

20 世纪 30 年 代 以 来 , 无 限 群 研究 有 了 迅速 的 发 展 。 
与 研究 其 他 的 代数 系统 一 样 ， 无 限 群 论 的 最 终 目的 是 刻 
画 所 有 的 群 。 基 于 有 限 群 论 积累 的 许多 成 果 ， 无 限 群 论 
开始 研究 的 都 是 那些 接近 有 限 群 的 群 类 ， 以 及 在 有 限 群 
论 中 研究 过 的 那些 类 型 ,诸如 交换 群 .等 零 群 .可 解 群 等 。 
所 研究 的 问题 大 致 有 两 类 ， 一 类 是 把 关于 有 限 群 的 结果 
推广 到 尽 可 能 广泛 的 无 限 群 上 去 ， 一 类 是 无 限 群 所 特有 
的 一 些 问题 ， 例 如 关于 自由 群 . 群 的 本 原 类 、 伯 思 赛 德 问 
题 等 。 

关于 无 限 交换 群 已 在 交换 群 中 述 及 ， 因 此 以 下 提 到 
的 无 限 群 均 指 非 交 换 群 。 

划分 出 一 些 群 类 是 研究 群 的 首要 问题 ， 常 用 的 划分 
群 类 的 方法 有 下 列 几 种 。@ 链 条 件 ， 是 指 对 子 群 适合 极 
大 (小 ) 条 件 , 即 该 群 中 任意 非 空子 群集 都 有 极 大 (小 ) 者 。 
@ 局 部 系 概念 ， 如 果 群 G 的 某 个 子 群集 工 满足 条 件 a- 
工 中 子 群 的 并 集 等 于 整个 群 G，b.L 中 任意 两 个 子 群 含 
于 工 中 的 某 个 子 群 内 ， 那 么 工 称 为 局 部 系 。 如 果 G 中 存 
在 一 个 由 具有 性 质 P 的 子 群 组 成 的 局 部 系 ， 就 说 群 G 局 
部 地 有 性 质 P 或 局 部 P 群 。 于 是 就 有 局 部 有 限 群 、 局 部 
短 零 (可 解 ) 群 类 。@ 正 规 系 (不 变 系 ) 的 概念 ， 是 熟知 的 
正规 列 ,不 变 列 的 推广 。 可 用 它们 来 定义 所 谓 RN 群 、RI 
群 等 .. @ 要 求 对 某 些 构成 方法 ,诸如 “ 取 子 群 ”、“ 取 商 
群 "“ 取 直 积 ”、“ 取 扩张 "等 是 封闭 的 ， 也 可 划分 出 一 些 
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群 类 。 最 重要 的 本 原 类 就 是 关于 “ 取 子 群 "、“ 取 商 群 "、 
“ 取 直 积 "封闭 的 群 美 。 
作为 把 一 类 无 限 群 化 归 为 对 有 限 群 的 研究 的 例子 ， 
是 切 尔 尼 科 夫 定理 ;一 个 群 是 对 子 群 有 极 小 条 件 的 可 解 
群 ， 当 且 仅 当 它 是 对 子 群 有 极 小 条 件 的 可 除 交换 群 借助 
有 限 可 解 群 的 扩张 。 作 为 推广 有 限 群 论 的 定理 的 例子 ， 
是 RR. 贝尔 的 结果 ， 局 部 正规 群 ( 指 它 的 任意 有 限 子 集 含 
于 它 的 某 个 有 限 正规 子 群 中 ) 的 两 个 西 洛 了 子 群 是 局 部 
共 辆 的 。 
无 限 群 论 中 所 特有 的 局 部 定理 ， 回 答 了 一 个 群 局 部 
地 具有 性 质 P 是 否 它 本 身 也 具有 性 质 P 的 问题 。 例 如 对 
于 RN 群 有 局 部 定理 , 局 部 RN 群 (局 部 RI 群 ) 是 RN 群 
(RI 群 )。A. 下 . 马尔 采 夫 给 出 了 一 个 证 明 局 部 定理 的 统 
一 方法 , 即 后 来 称 作 马尔 采 夫 - 塔 尔 斯 基 完 备 定理 中 所 指 
出 的 方法 。 
群 的 构成 方法 是 群 论 的 重要 课题 之 一 。 尤 其 是 有 限 
群 的 扩张 问题 ,研究 用 生成 元 和 定义 关系 给 出 的 群 ,以 及 
群 的 直 积 、 群 的 自由 积 和 自由 群 等 。 以 自由 群 为 例 ， 任 
取 集 合 X= fxayaE I}, 另 作 一 符号 集 X-:= {zzt5aEI， 
令 MM=XUX-!， 考 虚 M 字 , 即 由 M 中 元 素 组 成 的 形式 有 
限 序列 : 
acs…an (qa,EM,n 是 自然 数 )。 a) 
为 方便 起 见 ， 引 入 空 字 即 不 含 任何 元 素 的 字 。 如 果 有 
aE1, a,bEM, 使 集合 {a,b} = {xasxa!}, 那 么 (a,b) 称 为 
一 个 逆 对 。 令 G 是 一 切 满足 以 下 条 件 的 M 字 全 体 。@ 在 
字 (1) 中 任意 两 个 相 邻 元 素 cu ov 不 组 成 着 对 ， 回 规定 
G 中 两 个 元 素 mgx…as 和 b ba…bm 之 乘积 , 若 (9sb1) 不 
是 逆 对 , 则 为 G 中 性 字 air…aubi bmi 若 (onbi)，…， (Gu 
bin1) 都 是 递 对 ,而 (G4-1ob-1w) 不 是 逆 对 ， 则 为 G 中 M 
字 
CR 
(此 时 可 能 出 现 空 字 或 只 有 o 或 只 有 by 的 情况 )。 易 知 
在 此 运算 下 空 字 是 单位 元 ， 而 G 中 每 一 元 都 有 逆 元 。 可 
以 证 明 这 个 乘法 适合 结合 律 , 因 而 G 是 一 个 群 , 称 之 为 以 
X 为 自由 生成 元 集 的 自由 群 。 
自由 群 G 有 如 下 的 泛 性 质 : 任 给 一 群 H, 任 给 集 X(G 
的 自由 生成 元 集 ) 到 集 互 的 一 个 映射 p， 则 9 可 扩充 为 群 
G 到 群 昌 的 一 个 同 态 映 射 。 由 此 可 得 ， 任 意 群 志 都 是 菜 
个 自由 群 的 商 群 。 关 于 自由 群 有 重要 的 尼尔森 -施加 
埃 尔 定理 自由 群 的 任意 异 于 单位 的 子 群 本 身 也 是 自由 
群 。 它 的 推广 是 对 一 些 群 的 自由 积 的 子 群 的 刻画 ， 即 著 
名 的 库 洛 什 和 定理， 车 G~II*A。, a El, 而 HH 是 群 G 的 子 
群 , 则 群 H 有 自由 分 解 H=F* IIwBo, 其 中 了 是 自由 群 ， 
而 任 一 Bs 在 G 中 共 辆 于 某 个 As 的 一 个 子 群 。 群 G 称 为 
其 子 群 4.( 异 于 单位 子 群 ) 的 自由 积 ， 是 指 四 集合 LU A。 
生成 整个 群 G6, 即 对 任意 gEG 有 
g=0u020n, EA, (i=l,2,sn); (2) 
@ 若 这 些 元 素 o 都 异 于 单位 元 而 (2) 中 相 邻 的 两 个 元 
素 没有 同属 于 一 个 As 者 ， 则 这 样 的 表示 法 是 唯一 的 。 
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无 


此 时 记 作 G= 了 I* 4。。 
群 论 中 有 一 些 著名 问题 ,例如 ,在 具有 有 限 个 生成 元 
和 有 限 个 定义 关系 式 的 群 中 ， 讨 论 两 个 元 素 是 否 相等 的 
所 谓 恒 等 问 题 ;讨论 两 个 元 素 是 否 共 二 的 所 谓 共 示 问题 ， 
讨论 这 样 两 个 群 是 否 同 构 的 所 谓 局 构 问题 ， 讨 论 有 限 生 
成 的 周期 群 是 否 为 有 限 群 的 所 谓 伯 思 赛 德 问题 。E. C. 戈 
阁 德 对 伯 思 赛 德 问题 给 出 了 反例 。 于 是 退 而 提出 了 有 界 
伯 思 赛 德 问题 ， 具 有 大 个 生成 元 且 满 足 恒等式 如 一 1 的 
群 (都 记 作 B(n,k) ) 是 否 为 有 限 群 。 已 经 证 明 , B(6,k) 都 
是 有 限 群 , 而 当 奇 数 m>665, k>1 时 ， 总 有 是 无 限 群 的 
B(n,k)， 后 者 即 匡 . C. 诺 维 科 夫 和 C. H. 阿 江 的 著名 定 
理 。 无 限 群 论 在 研究 一 般 代 数 系统 中 起 着 示范 作用 。 它 
本 身 也 在 继续 发 展 。 
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wuyueshu youhua fangfa 
无 约束 优化 方法 (unconstrained optimization 
method) 研究 寻求 多 元 函数 fz) f(x za 
xz) 在 整个 实 n 维 空间 R" 中 局 部 极 小 值 点 的 数值 方法 。 
它 在 非 线性 规划 的 研究 中 占有 很 重要 的 位 置 ， 除 了 本 身 
的 意义 与 应 用 外 , 它 也 是 许多 带 约束 优化 方法 的 基础 。 

大 多 数 无 约束 优化 方法 都 是 迭代 法 ， 每 一 次 选 代 都 
从 某 一 点 zt 移 到 另 一 个 适合 条 件 

了 ze0)<fzo) (1) 

的 点 zt*5。 为 了 得 到 zew*5， 首 先 要 确定 移动 的 方向 
8 ,其 次 要 确定 沿 方向 se 移动 的 步 长 Xe, 于 是 ze 一 
zx) 十 ys。 对 应 于 #4 与 Xs 的 不 同 选取 ,就 得 到 不 同 的 
算法 。 

直接 法 ”往往 以 直观 或 以 计算 实践 为 基础 而 产生 ， 
这 类 算法 的 特点 是 只 要 求 计算 函数 值 本 身 ， 因 而 易于 使 
用 ,但 是 与 男 一 些 要 求 计算 偏 导 数值 的 方法 相 比 ,又 收敛 
得 慢 。 所 以 直接 法 常常 用 于 变量 极 少 而 函数 比较 复杂 且 
不 易 计 算 偏 导数 的 情形 。 较 为 常用 的 直接 法 有 鲍威尔 法 、 
单纯 形 调 优 法 和 模式 搜索 法 。 

最 卫 下 降 法 和 牛顿 -入 癌 森 方法 ”在 要 求 计 算 偏 导 
函数 值 的 算法 类 中 ,一般 取 移 动 方向 s% 满 足 

《swODJTVTCzD)<0， (2) 
这 里 的 了 表示 矩阵 〈 或 向 量 ) 的 转 置 运算 ，Vf (zx) 表示 
f(z) 在 点 上 的 梯度 , 即 
Vf(z) = (0f(7)/9x, Of (x) /dx , Of (x)/ re), 

式 (2) 保 证 了 在 以 ze 为 始点 ,se 为 方向 的 半 直 线 
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z=xH+As® (入 二 0) (3) 
上 一 定 有 点 + 适合 fz)<f(x")。 为 了 使 式 (2) 成 立 ， 
往往 取 
sH=—HVf(z™), (4) 
式 中 H 是 一 n 阶 的 对 称 正定 矩阵 。 
通常 ， 步 长 xx 的 选取 原则 是 取 和 使 zt 为 了 zx) 
在 半 直线 (3) 上 的 最 小 值 点 。 这 样 选取 步 长 Xs 的 过 程 称 
为 精确 线性 搜索 或 简称 线性 搜索 。 这 时 有 
(sH)TVICr DN) =0, (5) 
亦 即 点 zw*5 上 的 梯度 方向 与 移动 方向 成 正 交 。 
只 要 VYfKze) 地 0, 总 可 以 按 上 述 方法 进行 迭代 。 在 
一 定 的 假设 下 , 能 够 证 明 Vf(z'o)-0, 于 是 对 于 凸 函数 
天 ZT), 点 列 {由} 的 任何 极限 点 都 是 fx) 的 最 小 值 点 ; 而 
对 于 一 般 的 非 凸 函数 ,即使 不 能 保证 {z%} 的 极限 点 是 局 
部 最 小 值 点 ,但 因 目 标 函数 值 逐 次 减少 ,往往 也 能 得 到 满 
意 的 结果 。 
可 以 证 明 , 在 由 zz 中 出 发 的 所 有 同样 长 度 的 方向 中 ， 
负 梯 度 方向 是 使 函数 值 下 降 最 快 的 方向 。 于 是 取 移动 方 
向 so 为 负 梯度 方向 YJ(z'(2)， 或 者 等 价 地 取 (4) 中 的 
HH 为 单位 矩阵 1， 并 由 线性 搜索 确定 步 长 xx 与 下 一 点 
zt+0。 这 就 是 通常 所 谓 的 最 陡 下 降 法 。 
牛顿 - 拉 弗 森 法 则 以 了 (z) 的 二 次 近似 了 (zw) + 


(z 一 zD)TVT (zt) + 吾 (z-zto)rgij(zoo)(z 一 ze) 


为 基础 ， 在 二 阶 偏 导数 矩阵 Yf(xt% ) 为 正定 时 ， 以 此 二 
次 近似 的 最 小 值 点 为 下 一 点 , 即 取 

Zr VLD)) VIL), 
但 这 样 得 到 的 zw 未 必 适 合式 (1)， 因 此 又 改 成 以 
一 (Yaf(zw))-IVf(z' ) 为 移动 方向 ,或 者 等 价 地 在 (4) 
中 取 Hu 为 (Vaf(zto))-:， 再 通过 线性 搜索 来 确定 xs 与 
zr, 

在 一 些 有 关 f(zx) 的 假设 下 ， 对 于 这 两 个 古老 的 方 
法 ， 都 可 证 明 Vf(zto)-0。 这 两 个 方法 各 有 其 优 缺 点 。 
最 陡 下 降 法 比较 简单 ,并 且 除 了 函数 值 本 身 外 ,只 需要 计 
算 一 阶 偏 导数 的 值 ; 但 是 理论 分 析 和 计算 实践 都 表明 这 
个 方法 的 收敛 速度 很 慢 , 事 实 上 ,由 s**9 = 一 Vf(z4%*?) 
及 式 (5) 可 知 ，{zt) 中 的 点 沿 着 相互 正 交 的 方向 交替 前 
进 ,因此 ,即使 对 于 二 次 严格 凸 函数 

寺 (z TA, (6) 


式 中 4 对 称 正定 ， 只 要 A 


不 是 数量 矩阵 al， 那么 

z(9 就 曲折 前 进 , 且 进 展 很 

慢 。 当 n 一 2 时 如 图 所 示 。 
与 此 相反 ,牛顿 - 拉 

弗 森 方法 收敛 得 快 。 特 别 。*" 

对 于 形 如 (6) 的 二 次 严格 

凸 耿 数 ， 只 要 一 次 迁 代 ， 将 最 胰 下 阵 法 应 用 于 二 次 是 

就 能 达到 最 优 解 x*, 即使 函数 的 示意 图 


对 于 一 般 的 函数 也 z)， 在 茶 些 假设 下 ,也 可 证 明 {z(e)} 为 
二 阶 收 剑 。 这 个 方法 不 仅 要 计算 个 一 阶 偏 导 数 ， 而 且 


还 要 计算 “并 个 二 阶 偏 导数 ， 因 此 只 在 比较 小 或 


函数 比较 简单 的 情形 才 使 用 。 
共 轰 梯度 法 与 变 尺度 法 是 既 有 较 快 的 收敛 速度 又 无 
需 计 算 二 阶 偏 导 函 数 的 算法 。 
共 辑 梯度 法 ”由 于 在 局 部 最 小 值 点 的 邻近 ， 函 数 的 
性 状 与 二 次 凸 函数 (6) 十 分 相似 ， 所 以 对 于 一 个 好 的 寻 
优 方法 ， 人 们 要 求 它 在 应 用 于 二 次 凸 函数 时 有 较 快 的 收 
敛 速度， 即使 最 小 值 点 不 能 象 牛顿 - 拉 弗 森 方法 那样 一 
步 达到 ,也 应 在 有 限 步 内 达到 。 事 实 上 , 沿 着 y 空间 中 
个 两 两 正 交 的 方向 依次 作 线性 搜索 ， 一 定 可 以 达到 函数 
1/2(y 一 站)”(y 一 六 ) 的 最 小 值 点 纺 。 于 是 通过 变换 
y=A'z, 沿 着 工 空间 中 个 满足 
(sd)AsHW=0 (1<i<ij<n) (7) 
的 方向 s9 ,8 ，…, st" 依次 作 线性 搜索 ,就 一 定 能 达到 
函数 (6) 的 最 小 值 点 x*。 满足 式 (7) 的 n 个 非 零 方向 s'?， 
5, ， st 称 为 关于 和 矩阵 人 的 共 辑 方向 系 。20 世纪 60 
年 代 R. 弗 莱 彻 和 C.M. 里 夫 斯 用 梯度 向 量 构造 出 共 斩 方 
向 系 , 提出 了 共 因 e 梯 度 法 。 它 从 任意 的 初始 点 xz 开始 ， 


在 第 k 次 迭代 时 取 移 动 方向 
—Vf(z®) dy 
Vf(ztb)rVf(zco 
gv rm) + Ty 机 


(k>1), (8) 


然后 沿 着 半 直 线 (3) 作 线性 搜索 得 到 z**0。 在 将 它 应 用 
于 二 次 凸 函数 (6) 时 ， 它 就 是 一 个 共 二 方向 法 ， 最 多 nn 
次 和 迭代 就 能 达到 最 小 值 点 z*。 共 亏 梯 度 法 也 适用 于 非 二 
次 的 目标 函数 。 在 将 共 思 梯 度 法 应 用 于 非 二 次 的 目标 函 
数 时 ， 常 常 采用 周期 性 重 开始 的 策略 ， 也 就 是 说 ， 对 于 
n 除 余 1 的 自然 数 k， 移 动 方向 se 都 取 为 负 梯 度 方向 
一 YfKzo)， 而 对 其 他 的 k, st2 则 由 (8) 中 第 二 个 公式 定 
义 , 采 用 这 种 策略 ,数值 效果 将 有 显著 改进 ， 理 论 上 也 可 
证 明 可 以 达到 n 步 二 阶 收敛 ， 也 即 存在 正常 数 < 使 对 充 
分 大 的 k, 都 有 
lem — zx) <alzco 一 zx 
而 若 不 采取 周期 性 重 开始 的 策略 ， 其 收敛 阶 仅 为 线性 。 
共 声 梯度 法 由 于 只 需要 存 贮 几 个 向 量 ， 特 别 适宜 于 解 大 
型 问题 。 当 然 ,还 需要 采用 条 件 予 优 的 方法 以 加 速 收敛 。 
变 尺度 方法 也 有 人 称 为 拟 牛 顿 方法 。 这 是 近 二 十 
多 年 来 发 展 起 来 的 一 类 很 有 成 效 的 寻 优 方法 。 理 论 分 析 
和 计算 实践 都 表明 这 类 方法 的 收敛 速度 较 快 ， 同 时 又 无 
需 计 算 二 阶 偏 导数 矩阵 。 这 类 方法 的 共同 特点 是 :移动 
方向 st 由 (4) 定 义 , 其 中 H; 为 n 阶 对 称 正定 方 阵 ;H, 可 
以 任意 选取 ,但 通常 取 H 一 1; 当 k>1 时 ，H 由 Hs-! 和 
Bi=ztb 一 zt-D 凡 及 办 ,=Vfzto Y 一 Vf (xz4-D) 确 
定 , 并 满足 如 下 的 拟 牛 顿 方程 
Ja-i 一 5 《9) 


步 长 As 和 下 一 点 ze%*5 由 线性 搜索 确定 。 

第 一 个 变 尺度 法 是 W. C. 戴 维 登 于 1959 年 首先 提 
出 的 ， 而 由 R. 弗 茉 彻 和 M. J. D. 鲍威尔 在 理论 上 作 了 
研究 并 于 1963 年 公开 发 表 , 所 以 通常 称 为 DFP 方法 ,在 
这 个 方法 中 ,HA(k>1) 的 定义 如 下 : 

Hae wi He | B68, 
vhs Hip- Bi ba” 

由 于 DFP 方法 的 成 功 ,在 其 后 十 多 年 间 ， 又 提出 了 
许多 变 尺 度 方法 , 这 些 方法 只 在 Hi(k>>1) 的 定义 方法 上 
有 所 不 同 。 在 理论 上 ,只 要 x‘，、H, 取得 相同 ， 那 么 在 一 
定 条 件 下 ,由 不 同 的 变 尺 度 方法 产生 的 点 列 {zeo} 都 只 依 
翰 于 某 一 参数 ;但 在 实际 计算 中 ， 由 于 伟人 误差 的 关系 ， 
由 不 同 的 变 尺 度 方法 产生 的 点 列 未 尽 相 同 。 最 成 功 的 变 
尺度 法 是 BFGS 法 , 它 的 HA(k>1) 定 义 为 


有 wis H, B61 
HH ~ Ep dt Lt 
es Ha EV 
6 Haw 
+ CE ) 
Sv waHs-wa- 


ed Hy " 
(Tt 
与 DFP 方法 相 比 , BFGS 方法 具有 较 好 的 数值 稳定 性 。 

无 论 是 DFP 方法 或 者 BFGS 方法 ,都 有 以 下 一 些 性 
质 : @ 只 要 初始 的 矩阵 H, 正定 ,那么 以 后 的 各 个 矩阵 H， 
《(k>1) 也 都 正定 ，@ 将 它们 应 用 于 二 次 严格 凸 函数 (6》 
时 ， 由 算法 所 确定 的 移动 方向 序列 %D ,st ，…， st 是 一 
组 关于 矩阵 A 的 共 孝 方向 系 , 所 以 最 多 经 过 n 次 迭代 ,一 
定 能 够 达到 二 次 严格 凸 目标 函数 的 最 小 点 zx ;@ 理 论 上 
可 以 证 明 这 两 个 算法 在 一 定 的 条 件 下 都 是 超 线性 收敛 并 
且 都 是 n 步 二 阶 收敛 的 。 

不 精确 线性 搜索 或 可 接受 点 准则 ”前述 各 法 都 是 建 
立 在 线性 搜索 的 基础 之 上 的 ， 即 取 zt*5 恰 为 fz) 在 半 
直线 (3) 上 的 最 小 值 点 ,但 在 实际 计算 中 ,无 法 做 到 ;虽然 
可 以 用 黄金 分 割 、 二 次 插值 等 方法 做 到 充分 的 近似 , 却 极 
为 费时 。 近 年 来 ， 人 们 注意 建立 在 不 精确 线性 搜索 的 基 
础 之 上 的 方法 。 鲍 威 尔 于 1976 年 证 明了 ,用 适当 的 不 精 
确 线 性 搜索 代 蔡 线性 搜索 后 ，BFGS 算法 仍 是 超 线性 收 
敛 的 。80 年 代 , 又 出 现 了 信赖 域 方法 和 基于 锥 模型 的 优 
化 算法 ,已 取得 了 良好 的 效果 ,受到 了 广泛 的 重视 。 

最 小 平方 和 问题 一 类 具有 特殊 形式 的 无 约束 优化 
问题 。 在 这 类 问题 中 ， 目 标 函 数 人 zx) 是 一 些 函数 的 平方 
和 ， 即 所 z) 一 (四 (z))+ (fa( 开 )72 十 … 二 (加 (z))?。 这 类 
问题 在 数据 拟 合 中 经 常 出 现 ， 方 程 组 的 求解 也 可 转化 为 
最 小 平方 和 的 问题 。 由 于 目标 函数 具有 特殊 的 形式 ,所 以 
人 们 设计 了 专门 的 方法 ， 如 高 斯 -牛顿 方法 、 莱 文 贝 格 - 
马 夸 特 方法 等 。 

参考 书目 

R. Fletcher, Practical Methods of Optimization, Uncon- 
strained Optimization, Vol.1, John Wiley & Sons, New 
York, 1979. 

( 吴 方 何 起 初 ) 
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Wu Wenjun 
吴 文俊 (1919 一 。 ) 中 国 现代 数学 家 。1919 
年 5 月 12 日 生 于 上 海 。1940 年 毕业 于 上 海 交通 大 学 数 
学 系 , 1949 年 在 法 国 斯 特 拉 斯 
堡 大 学 获 法 国 国家 科学 博士 学 
位 。1957 年 任 中 国 科学 院 学 部 
委员 ,1983 年 任 中 国 科学 院 系 
统 科学 研究 所 名 誉 所 长 ，1984 
年 当选 为 中 国 数学 会 理事 长 。 
1956 年 因 在 拓扑 学 中 的 示 性 类 
与 示 嫉 类 方面 的 卓越 成 就 获 中 
国 自然 科学 奖 一 等 奖 。 他 的 主 
要 贡献 在 拓扑 学 ， 并 从 事 于 对 
策 论 (又 称 博弈 论 ) 和 奇 点 理论 的 研究 。 他 用 在 拓扑 学 方 
面 取得 的 成 果 ， 出 色 地 解决 了 电子 器 件 中 的 布线 问题 。 

70 年 代 初期 , 他 开始 研究 中 国 古 代数 学 史 ， 风 述 中 
国 古 代数 学 思想 在 于 重 应 用 、 重 计算 ,不 同 于 西方 的 重 逻 
辑 关 系 、 重 推理 , 颇 多 新 的 见解 。70 年 代 后 期 ,他 致力 于 
数学 机 械 化 与 机 械 化 的 数学 的 研究 ,从 初等 几何 着 手 ,在 
计算 机 上 已 经 证 明了 一 类 高 难度 的 定理 ， 同 时 也 发 现 了 
一 些 新 定理 。 在 这 方面 他 强调 构造 性 的 研究 ， 而 不 同 于 
前 一 段 时 期 在 国际 上 所 积累 的 主要 是 存在 性 的 结果 。 他 
把 D, 厦 尔 伯 特 的 4 几何 基础 》 一 书 中 的 一 些 主要 思想 在 
计算 机 上 加 以 体现 。 他 进一步 探讨 了 微分 几何 的 定理 证 
明 。 提 出 了 利用 机 器 证 明 与 发 现 几何 定理 的 新 方法 。 

他 在 拓扑 学 中 的 贡献 颇 多 。 在 40 年 代 末 ,向 量 从 的 
惠 特 尼 示 性 类 对 于 数学 界 还 是 很 神秘 的 。 他 首先 给 出 了 
惠 特 尼 示 性 类 的 冬 法 公式 一 个 简单 的 证 明 。 接 着 又 应 用 
斯 廷 罗 德 运算 定义 了 吴 类 V: VX 一 SqX， 并 给 出 了 计算 
微分 流 形 的 切 从 的 斯 蒂 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 W 的 吴 公 式 ， 
凤 =SqV， 揭 开 了 笼 单 斯 蒂 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 的 神秘 面 
纱 。 这 一 公式 和 另外 一 个 也 被 称 为 吴 公式 的 关于 Sq'W 
的 公式 ， 对 后 来 拓扑 学 的 发 展 起 着 巨大 作用 。 在 标题 中 
出 现 吴 公 式 的 拓扑 学 论文 就 有 几 十 篇 之 多 。50 年 代 , 他 
定义 了 非 同 伦 不 变 的 拓扑 不 变量 〈 而 已 知 的 拓扑 不 变量 
几乎 都 是 同 伦 不 变 的 ), 并 用 于 复合 形 在 欧 氏 空间 中 的 嵌 
入 问题 , 引进 了 示 嵌 类 ，, 给 出 了 用 示 菊 类 表示 的 >2 时 
n 维 复合 形 可 收入 于 2n 维 欧 氏 空间 的 充分 必要 条 件 等 
重要 结果 。 他 关于 庞 特 里 亚 金 示 性 类 的 一 系列 工作 也 是 
引信 注 目的 。70 年 代 , 他 又 在 极 小 模 理 论 的 基础 上 ， 给 
出 了 开 - 度 量 的 公理 化 定义 ， 证 明了 于 -度量 对 于 多 种 几 
何 作法 的 可 计算 性 。 此 外 ,他 在 60 年 代 给 出 的 带 奇 点 的 
代数 流 形 的 陈 示 性 类 的 定义 , 既 自 然 ,又 简单 。 

( 计 国 志 ) 


Wucao Suanjing 


《五 曹 算 经 》 ” 见 k 算 经 十 书 》。 


Wujing Suonshu 
《五 经 算术 》 
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wucha 
误差 (error) 。 数据 近似 值 与 准确 值 的 差异 ,是 衡 
量 数据 可 靠 性 和 精确 度 的 重要 方面 。 由 于 模型 、 测 量 手 
刁 和 计算 工具 的 限制 ， 得 到 的 数据 往往 不 是 所 考察 对 象 
的 准确 值 ， 而 只 是 近似 值 ， 近 似 值 与 准确 值 之 差 称 为 误 
差 ， 又 称 绝对 误差 。 绝 对 误差 与 准确 值 之 比 称 为 相对 误 
差 , 它 表示 近似 值 的 近似 程度 。 

绝对 误差 和 相对 误差 的 模 的 上 界 分 别称 为 最 大 绝对 
误差 和 最 大 相对 误差 。 同 准确 值 一 样 ,误差 的 大 小 往往 是 
不 知道 的 ， 但 可 以 通过 各 种 途径 设法 确定 其 范围 。 实 践 
中 ,才能 肯定 所 得 数据 的 误差 在 给 定 允许 的 范围 内 ,通常 
就 认为 所 得 数据 是 正确 的 。 

误差 按 其 来 源 可 分 为 模型 误差 ,测量 误差 ,截断 误差 
和 含 人 误差 等 。 

模型 误差 客观 世界 的 规律 是 由 多 种 因素 支配 的 ， 
人 们 在 认识 过 程 中 建立 的 数学 模型 往往 是 近似 的 ， 不 能 
完全 准确 地 反映 客观 规律 性 。 由 于 模型 的 局 限 性 而 引起 
的 误差 称 为 模型 误差 。 例 如 ， 由 于 炮弹 飞行 的 数学 模型 
忽略 空气 阻力 而 引起 的 弹道 的 偏差 就 是 一 种 模型 误差 。 

测量 误差 ”许多 客观 量 如 温度 ,长 度 ,重量 等 ， 它 们 
的 测定 要 用 测试 工具 。 由 于 测量 工具 的 不 准确 性 和 测量 
时 随机 因素 的 干扰 引起 的 误差 叫做 测量 误差 。 将 同一 对 
象 的 多 次 测量 值 进行 算术 平均 ， 能 抵消 随机 因素 带 来 的 
误差 ， 所 以 统计 处 理 是 提高 测量 精度 的 重要 方法 。 

截断 误差 ”数学 模型 中 的 表达 式 往往 很 复杂 ， 常 用 
易于 计算 的 近似 公式 来 代替 。 原 来 表达 式 的 准确 值 与 近 
似 公式 的 准确 值 之 差 称 为 截断 误差 。 如 用 x 一 和 人知 
sinx 时 ， 截 断 误差 为 


才 


ov-(>- 区 -各 -车 。 
降低 截断 误差 通常 要 以 增 大 运算 量 〈 如 在 近似 公式 中 多 
取 一 些 项 ) 作 为 代价 。 


侈 和 人 误 兰 ” 实 际 计 算是 在 数据 的 有 限 位 数 上 进行 
的 ， 计 算 过 程 中 出 现 位 数 较 多 的 数 有 时 要 用 位 数 较 少 的 
数 来 代 答 , 代 痊 的 方式 通常 采用 四 合 五 入 的 规则 ,这 样 产 
生 的 误差 称 为 伟人 误差 。 
有 效 数字 ”这 是 一 个 与 误差 有 密切 联系 的 概念 。 若 
一 个 数 的 误差 不 大 于 该 数 某 位 数字 的 半 个 单位 ， 则 从 左 
边 第 一 个 非 零 数字 起 ， 到 这 一 位 数字 止 都 是 该 数 的 有 效 
数字 ,其 个 数 称 为 该 数 有 效 数字 的 位 数 。 例 如 0.0135 的 
近似 值 0.0130 有 三 位 有 效 数字 1.3、0。 又 如 34567 的 近 
似 值 34000 只 有 二 位 有 效 数字 3、4。 一 个 准确 数 经 四 舍 
五 入 得 来 的 近似 值 的 所 有 数字 都 是 有 效 数字 。 
参考 书目 
A. Ralston and P. Rabinowitz, A First Course in Nume- 
rical Analysis, 2ad ed., MrGraw-Hill, New York, 1978. 
J. H. Wilkinson, Rounding Errors in Algebraie Proces- 
ses, Preatice-Hall, Englewood Cliffs,New Jersey, 1963. 


《 林 建 祥 ) 


Xierweilslte 


西 尔 维 斯 特 ， 上 外 (James Joseph Sylvester 
1814 一 1897) 。 英国 数学 家 。 1814 年 9 月 3 日 生 于 伦 
敦 , 1897 年 3 月 15 日 卒 于 同 地 。 在 剑桥 约翰 学 院 学 习 
时 ,获得 很 高 的 荣誉 ,但 他 的 犹 
太 教 信仰 妨碍 他 得 到 学 位 和 任 
聘 .1838 年 任 伦敦 的 大 学 学 院 
教授 。1841 年 受聘 任 美国 弗 吉 
尼 亚 大 学 数学 教授 ， 但 几 个 月 
后 就 辞职 ,1845 年 返回 伦敦 ,在 
一 家 保险 公司 做 统计 员 的 工 
作 。1846 年 进入 内 殿 法 学 会 ， 
1850 年 成 为 律师 ， 在 此 期 间 ， 
他 和 人 A, 所 茉 开始 了 长 期 的 友 
谊 和 合作 。1855 一 1870 年 任 伍 利 芝 皇 家 陆军 军官 学 校 数 
学 教授 。1859 年 选 为 皇家 学 会 会 员 。1876 年 受聘 为 美国 
巴尔 的 摩 、 约 输 霍 普 金 斯 大 学 数学 教授 。1883 年 返回 
英国 , 任 牛 津 大 学 几何 学 的 萨 维尔 教授 。 

西 尔 维 斯 特 的 成 就 主要 在 代数 学 方面 。 他 同 凯 莱 一 
起 , 发 展 了 行列 式 理论 ,创立 了 代数 型 的 理论 , 共同 奠定 
了 关于 代数 不 变量 理论 的 基础 。 他 在 数论 方面 也 作 了 出 
色 的 工作 ， 特 别 是 分 拆 和 丢 嘎 图 分 析 方面 。 他 一 生发 表 
了 几 百 篇 论文 ， 著 有 《椭圆 函数 专 论 X(1876) 一 书 。 

西 尔 维 斯 特 是 《美国 数学 杂志 ?的 创始 人 ， 为 发 展 美 


国 数学 研究 作出 了 贡献 。 ( 牙 宗 锋 ) 
Xige'er 
西 格 尔 ，C.L， (Carl Ludwig Siegel 1896~ 


1981) 。 德国 数学 家 。1896 年 12 月 31 日 生 于 柏林 ， 
1981 年 4 月 5 日 逝世 。 他 1915 年 入 柏林 大 学 学 习 。1920 
年 在 格 丁 根 大 学 获得 博士 学 
位 。1921 年 任 助教 ， 并 获 讲师 
资格 。1922 年 到 法 兰 克 福 大 学 
任教 。 1930 年 兼任 格 丁 根 客座 
讲师 , 1938 年 离开 法 兰 克 福 到 
格 丁 根 大 学 任教 授 。 1940 年 赴 
美 任 普林斯顿 高 等 研究 所 研究 
员 。1945 年 10 月 任 该 所 教授 ， 
1951 年 5 月 回 格 丁 根 。1960 年 
退休 。 1968 年 当选 为 美国 国家 
科学 院 国外 院士 。1978 年 获 首届 沃 尔 夫 奖 。 

西 格 尔 在 数论 方面 发 展 了 二 次 型 的 解析 理论 、 给 出 
超越 数论 及 丢 番 图 允 近 的 一 些 结果 。 在 多 复 变 函 数论 方 
面 他 进行 了 典型 域 的 分 类 及 辛 几何 的 研究 ， 同 时 为 离散 


子 群 及 相应 模 函 数论 开辟 了 重要 方向 。 他 在 天 体力 学 的 
三 体 问 题 及 有 关 的 微分 方程 方面 也 有 重要 工作 。 与 J.K. 
莫 译 合 著 了 《天 体力 学 讲义 》(1971)。 

西 格 尔 的 主要 论文 收 在 4 卷 k 西 格 尔 全集 》(1966 一 
1979) 中 。 《 胡 作 去 ) 


Xierbote 

希 尔 伯 特 , D. (David Hilbert 1862 一 1943) 
德国 数学 家 。1862 年 1 月 23 日 生 于 柯 尼斯 堡 ( 今 苏联 加 
里 宁 格 勒 ),1943 年 2 月 14 日 在 格 丁 根 逝 世 。 他 1880 年 
入 柯 尼 斯 堡 大 学 ,1885 年 获 博士 学 位 ,1892 年 任 该 校 副 教 
授 ,翌年 为 教授 ,1895 年 赴 格 丁 根 大 学 任教 授 , 直 至 1930 
年 退休 。 他 自 1902 年 起 ,一 直 
是 德国 《数学 年 刊 》 主 编 之 一 。 

希 尔 伯 特 是 20 世纪 最 伟 
大 的 数学 家 之 一 ， 他 的 数学 贡 
献 是 巨大 的 和 多 方面 的 。 他 典 
型 的 研究 方式 是 直 攻 数 学 中 的 
重大 问题 ,开拓 新 的 研究 领域 ， 
并 从 中 寻找 带 普遍 性 的 方法 。 
他 的 数学 工作 依 年 代 次 序 大 体 
上 可 分 为 7 个 方面 。 

@ 代数 不 变 式 问题 (1888 一 1893) ” 希 尔 伯 特 采用 
直接 的 、 非 算法 的 方法 ,证 明了 不 变 式 系 的 有 限 整 基 的 存 
在 定理 ( 即 哥 尔 丹 问题 )。 他 的 工作 孕育 了 以 E. 诺 特 为 
代表 的 抽象 代数 学 派 。 

@ 代数 数 域 论 (1894 一 1898) 和 希 尔 伯 特 1897 年 向 
德国 数学 会 提交 的 《数论 报告 用 新 的 统一 的 观点 ， 将 以 
往 代数 数论 的 知识 熔 为 一 个 整体 。 他 抓 住 了 互 反 律 这 个 
中 心 ， 利 用 范 数 剩余 记号 将 高 斯 古典 互 反 律 表示 成 简单 
优美 的 形式 , D(a/p)= 1， 从 而 猜测 到 高 斯 互 反 律 的 一 
般 形 式 。 这 方面 工作 的 顶峰 ,是 他 的 论文 《相对 阿 贝尔 域 
理论 X(1898)。 在 这 一 基础 上 ,高 木 负 治 、 也, 阿 芷 等 人 进 
一 步 发 展 为 类 域 论 。 

@ 几何 基础 (1899~1903) 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 
表 了 著名 的 《几何 基础 》 一 书 ， 第 一 次 给 出 了 完备 的 欧 几 
里 得 几何 公理 系统 。 全 体 公 理 按 性 质 分 为 五 组 〈 即 关联 
公理 ,次 序 公理 ,合同 公理 ,平行 公理 和 连续 公理 )， 他 对 
它们 之 间 的 逐 辑 关系 作 了 深刻 的 考察 ， 精 确 地 提出 了 公 
理 系统 的 相 容 性 ,独立 性 与 完备 性 要 求 为 解决 独立 性 问 
题 , 他 的 典型 方法 是 构 作 一 个 模型 ， 不 满足 所 论 的 公理 ， 
但 却 满足 所 有 其 他 公理 。 采 用 这 种 途径 可 赋予 非 欧 几何 
以 严密 的 逻辑 解释 ， 同 时 开拓 了 建立 其 他 新 几何 学 的 可 
能 性 。 对 于 相 容 性 问题 ， 他 的 重大 贡献 是 借助 于 解析 几 
何 而 将 欧 氏 几何 的 相 容 性 归结 为 初等 算术 的 相 容 性 。 上 
述 工作 的 意义 远 超出 了 几何 基础 的 范围 ， 而 使 他 成 为 现 
代 公 理化 方法 的 黄 基 人 。 

@ 狄 利克 雷 原理 与 变 分 法 (1904) 希 尔 伯 特 用 对 
角 线 方法 证 明了 、 因 而 拯救 了 狄 利克 雷 原理 ， 解 决 了 它 
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的 适用 范围 问题 。 而 在 此 之 前 ,该 原理 因 K. 外 尔 斯 特 拉 
斯 的 批评 而 被 数学 家 们 闲置 不 用 。 希 尔 伯 特 的 工作 大 大 
丰富 了 变 分 法 的 经 典 理论 。 

加 积分 方程 与 无 穷 维 空间 理论 (1904 一 1912) 希 
尔 伯 特 发 展 了 EE. I 癌 雪 他 沽 姆 的 积分 方程 论 ,确立 了 这 
一 理论 与 二 次 型 主轴 化 代数 理论 之 间 的 相似 性 ， 并 综合 
运用 分 析 、 几 何 和 代数 方法 发 展 了 特征 函数 与 特征 值 理 
论 。 他 将 函数 空间 中 的 函数 按 正 交 基 坐标 化 为 数列 ， 并 
提出 具有 平方 收敛 和 的 数列 空间 的 概念 ， 即 希 尔 伯 特 空 
间 。 他 还 发 现 并 巧妙 地 处 理 了 算 子 的 “ 谱 " 理 论 。 这 些 工 
作 经 后 人 拓展 成 为 线性 泛 函 分 析 理 论 。 同 一 时 期 ， 他 还 
证 明了 数论 中 的 卫 , 华 林 猜 想 (1909)。 

图 物理 学 (1912 一 1922) 和 希 尔 伯 特 曾 专注 于 理论 
物理 领域 ， 其 目标 是 用 公理 化 手法 整理 近代 物理 学 的 重 
要 部 门 。 首 先是 成 功 地 将 积分 方程 论 应 用 于 气体 分 子 运 
动 论 , 随 后 又 处 理 了 初等 辐射 论 ,物质 结构 理论 和 广义 相 
对 论 等 。 特 别 是 他 向 格 丁 根 学 会 提交 的 《关于 物理 学 基 
础 的 注 记 》(1911 年 11 月 20 日 )， 独 立 于 爱 因 斯 坦 导出 
了 引力 场 方程 。 他 在 自己 的 工作 中 将 爱 因 斯 坦 关于 引力 
理论 的 早期 工作 与 G. 米 的 纯粹 场 论 的 纲领 结合 起 来 而 
预示 了 统一 场 论 的 思想 。 

@ 数学 基础 (1918 年 以 后 ) 这 方面 的 研究 是 希 尔 
伯 特 早期 关于 几何 基础 工作 的 自然 发 展 ， 其 主要 思想 被 
概括 为 所 谓 “ 形 式 主义 计划 "。 按 照 这 一 计划 ， 整 个 数学 
理论 被 表现 为 仅 由 符号 、 公 式 和 公理 组 成 的 相 容 的 形式 
系统 。 他 提出 证 明 论 (或 称 元 数学 ) 作 为 证 明 形式 系统 相 
容 性 的 途径 。 元 数学 坚持 推理 的 有 限 性 。1931 年 ,区 . 哥 
他 尔 证 明 希 尔 伯 特 的 上 述 想法 是 行 不 通 的 ， 但 希 尔 伯 特 
的 形式 主义 计划 仍 不 失 其 重要 性 , 它 带 动 了 20 世纪 数学 
基础 研究 的 发 展 。 

1900 年 ， 希 尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 会 议 上 
发 表演 说 ， 提 出 了 新 世纪 数学 面临 的 23 个 问题 ( 见 硕 尔 
伯 特 数学 问题 )。 对 这 些 问 题 的 研究 有 力 地 推动 了 20 世 
纪 数 学 发 展 的 进程 。 

希 尔 伯 特 同时 是 一 位 出 色 的 教师 ,他 讲课 富有 魅力 ， 
体现 了 重视 基础 与 技巧 的 特点 。 他 还 以 一 位 正直 的 学 者 
而 受到 普遍 的 尊敬 。 他 曾 拒绝 在 德国 政府 为 发 动 第 一 次 
世界 大 战 状 护 的 宣言 上 签名 ， 后 来 又 对 希特勒 的 排 狂暴 
行 表示 了 极 大 愤慨 。 希 尔 伯 特 的 学 派 在 纳粹 统治 时 期 遭 
到 了 严重 打击 。 

希 尔 伯 特 不 仅 属 于 德国 ， 而 且 属 于 全 世界 。 由 于 他 
和 了 , 克 菜 国 的 努力 ， 使 格 丁 根 在 20 世纪 初 的 30 年间 
成 为 数学 研究 与 教育 的 国际 中 心 。 希 尔 伯 特 生前 享有 很 
高 的 国际 声誉 , 1910 年 荣获 匈牙利 科学 院 的 波 尔 约 数学 
奖 ,并 且 是 许多 国家 科学 院 的 荣誉 院士 。 

《地 文 林 ) 
Xirerbote gongll tix! 
希 尔 伯 特 公理 体系 (Hilbert's system of 
axioms) 见 欧 几 里 得 几何 学 。 
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Xierbote jihua 

希 尔 伯 特 计划 〈Hilbert's program) ”又 称 证 
明 论 计划 。 是 在 20 世 纪 初 数学 英 基 问题 的 论战 中 ,由 了 
希 尔 伯 特 提出 的 旨 在 保卫 古典 数学 、 避 免 迟 论 以 解决 数 
学 莫 基 问题 的 一 种 方案 。 

20 世 纪 初 , 尾 论 尤其 是 罗素 停 论 的 出 现 , 引 起 了 当时 
数学 界 和 远 辑 界 的 极 大 震动 。 它 直接 冲击 了 以 严谨 著称 
的 数学 和 还 辑 学 科 , 动 扬 了 传统 的 数学 概念 ,数学 命题 和 
数学 方法 的 可 信人 性 标准 ， 也 就 是 说 悖 论 的 出 现 关系 到 整 
个 数学 的 奠基 问题 ,从 而 引起 所 谓 第 三 次 数学 基础 危机 。 

以 L. E. 丁 市 劳 成 尔 为 代表 的 直觉 主义 者 ( 见 数学 
基础 ) 从 他 们 的 直觉 主义 数学 观 出 发 ， 否定 实 无 穷 , 坚持 
“存在 即 被 构造 ， 排 斥 康 托 尔 集合 论 和 传统 逻辑 的 排 中 
律 ， 否 认 古 典 数 学 中 的 大 量 的 非 构造 性 定义 和 纯 存 在 性 
证 明 , 从 而 找 弃 了 大 部 分 古典 数学 成 果 。 希 尔 伯 特 认为 ， 
这 是 不 可 取 的 ,是 “错误 的 途径 "。 他 认为 古典 数学 (包括 
康 托 尔 集合 论 ) 是 “我 们 最 有 价值 的 宝藏 "， 而 传统 逻辑 
中 的 “ 排 中 律 "是 普遍 有 效 的 ， 希 望 保存 这 种 古典 数学 的 
“有 成 效 的 概念 结构 和 推理 方法 "。 也 就 是 说 ， 希 尔 伯 特 
是 希望 保卫 古典 数学 的 。 同 时 ， 希 尔 伯 特 也 认为 ,绝对 
无 穷 概念 的 命题 确实 是 超越 人 们 直观 性 证 据 之 外 ”的 东 
西 ,“ 是 通过 人 们 的 心智 过 程 被 插入 或 外 推出 来 的 概念 "。 
但 是 ， 数 学 的 各 个 分 支 都 涉及 无 穷 集合 ， 例 如 数学 分 析 
它 在 一 定 的 意义 上 就 是 一 首 “ 无 穷 的 交响 乐 "可见 ,无 穷 
在 思维 过 程 中 是 不 可 缺少 的 ， 应 有 其 适当 的 位 置 。 由 于 
无 穷 不 能 在 经 验 中 直接 验证 ， 故 希 尔 伯 特 称 之 为 理想 元 
素 ， 并 将 古典 数学 中 以 实 无 穷 为 前 提 的 命题 称 做 理想 命 
题 ， 反 之 将 有 直观 意义 的 命题 称 做 现实 命题 。 希 尔 伯 特 
认为 ， 理 想 元 素 方法 在 数学 中 是 常用 的 ， 行 之 有 效 的 方 
法 。 如 在 几何 中 引进 了 无 穷 远 点 以 后 ,不 仅 有 “两 不 同 点 
可 决定 唯一 直线 "而 且 还 可 以 有 "两 不 同 直线 可 以 决定 唯 
一 的 一 个 点 "。 在 代数 中 引进 了 虚数 i 以 后 ,就 可 以 简化 
方程 式 根 的 定理 ,因此 尽管 理想 元 素 可 能 没有 意义 ,但 是 
由 它 可 以 推出 有 意义 的 元 素 和 定理 来 ， 并 可 以 简化 理论 
结构 。 希 尔 伯 特 从 而 将 古典 数学 分 成 涉及 实 无 穷 的 “理想 
数学 "和 以 “有 穷 主义 ”为 特征 的 现实 数学 ( 即 构造 性 数 
学 )。 希 尔 伯 特 与 他 的 弟子 P. 贝尔 奈 斯 曾 对 “有 穷 主 义 ” 
一 词 作 如 下 解释 :“ 我 们 常用 “有 穷 ' 一 词 放 在 别 的 表达 式 
之 前 ,表示 有 关 的 考虑 ,断言 或 定义 均 限 于 基本 上 可 以 想 
象 的 对 象 以 及 基本 上 可 以 完成 的 过 程 ， 从 而 可 以 在 具体 
处 理 的 范围 内 加 以 完成 。" 简 言 之 ， 希 尔 伯 特 的 有 穷 方法 
是 指 不 涉及 实 无 穷 的 直观 上 明显 可 靠 的 ,能 在 有 穷 步 豫 
内 根据 确定 的 机 械 的 办 法 实施 的 ,并 可 终结 。 希 尔 伯 特 认 
为 :产生 停 论 的 原因 不 在 于 " 实 无 穷 , 而 在 于 对 “ 实 无 穷 ” 
的 错误 认识 ;问题 不 在 于 使 用 理想 元 素 , 而 在 于 说 明 使 用 
理想 元 素 不 会 带 来 矛盾 。 实 际 上 ，, 希 尔 伯 特 所 创立 的 形式 
公理 法 当时 已 被 广泛 沿用 ,E. F. 了 . 策 桥 洛 据 以 建立 的 第 
一 个 集合 论 公理 系统 即 公理 集合 论 已 能 排斥 已 知 集 论 停 
论 , 同 时 又 能 发 展 集 论 中 原 有 合理 的 有 效 内 容 , 所 以 问题 


确实 在 于 进一步 说 明 不 会 产生 新 的 悖 论 。 

在 项 尔 伯 特 看 来 ， 每 一 门 数学 都 可 以 看 成 基于 它 的 
公理 的 一 个 演绎 系统 ,它们 是 根本 不 会 产生 逻辑 矛盾 的 ， 
亦 即 是 协调 的 。 数 学 的 可 靠 性 就 在 于 它 的 协调 性 〈 即 无 
矛盾 性 )。 协 调 性 问题 在 非 欧 几 里 得 几何 学 创立 时 曾经 
讨论 过 ， 当 时 为 了 证 得 非 欧 几何 的 协调 性 是 把 它 化 归 到 
欧 氏 几何 的 协调 性 ， 即 如 果 欧 氏 几 何 无 矛盾 则 非 欧 几何 
亦 无 矛盾 。 这 是 一 种 相对 的 证 明 方 法 ， 若 要 证 明 整 个 数 
学 无 矛盾 ， 就 不 能 再 用 这 种 化 归 的 方法 ， 而 是 要 求 给 出 
“绝对 的 "证 明 。 为 此 ， 和 希 尔 伯 特 提出 了 著名 的 证 明 论 计 
划 , 其 基本 内 容 为 ， 

@ 将 所 要 讨论 的 古典 数学 理论 了 (有 内 容 的 )( 如 数 
论 ) 公 理化 ,把 所 得 的 公理 化 理论 和 所 用 的 逻辑 彻底 地 形 
式 化 ， 使 得 有 内 容 的 古典 数学 理论 了 (如 数论 ) 能 表 成 一 
些 形式 符号 和 形式 符号 公式 (它们 是 没有 内 容 的 ) 组 成 的 
系统 , 记 为 Tr, Th 形式 地 摹 写 了 T 中 的 现实 命题 和 理想 
命题 以 及 其 间 的 逻辑 关系 。 这 种 形式 符号 系统 Tr 称 为 
了 的 形式 理论 (如 形式 数论 ), Ty 是 作为 一 种 独立 结构 而 
存在 的 ， 它 使 得 表达 现实 命题 和 理论 命题 在 方法 上 协调 
起 来 成 为 可 能 ,并 且 使 得 所 用 的 逻辑 也 可 以 得 到 一 个 " 确 
切 、 科 学 的 处 理 "。 通 过 对 形式 理论 Tp 的 协调 性 的 研究 
来 建立 原来 的 古典 数学 理论 了 的 可 靠 性 。 

@ 由 于 研究 形式 理论 Ty 时 希 要 用 到 逻辑 和 数论 ， 
故 希 尔 伯 特 建议 采用 有 穷 方 法 来 建立 一 个 逻辑 系统 和 初 
等 数论 ,以 便 与 经 典 逻辑 和 普通 数论 相 区 别 ,从 而 避免 循 
环 论证 。 这 样 建立 起 来 的 逻辑 和 数论 ， 希 尔 伯 特 称 之 为 
元 数学 (见证 明 论 )。 将 用 Tm 来 讨论 Ty 的 协调 性 ,Tw 中 
的 符号 和 公式 是 有 内 容 的 。 对 Tp 的 讨论 采用 构造 的 方 
法 ， 不 得 涉及 实 无 穷 。 这 一 点 希 尔 伯 特 与 布 劳 威 尔 是 一 
致 的 。 

@ 用 元 数学 Tm 来 证 明 在 形式 理论 Ty 中 ,不 会 有 
某 个 论断 A 与 其 否定 一 4 同时 可 以 推出 ， 也 就 是 证 明 形 
式 理论 Ty 的 协调 性 。 如 能 证 得 T> 的 协调 性 就 可 以 保证 
所 代表 的 古典 数学 理论 T 不 会 产生 了 矛盾。 换言之, 如果 形 
式 理论 Ty 的 协调 性 能 够 元 数学 地 证 明 , 则 Tr 所 摹 写 的 
古典 数学 理论 及 其 理想 命题 都 可 以 保留 。 

这 就 是 希 尔 伯 特 证 明 论 计划 的 主要 步骤 。 

希 尔 伯 特 在 计划 中 区 分 了 三 种 数学 理论 。 第 一 种 是 
古典 的 ( 即 普通 的 ) 数 学 理论 T, T 是 直观 的 、 非 形式 的 ， 
T 中 的 符号 和 公式 都 是 有 内 容 的 。 第 二 种 是 形式 数学 理论 
Tps Ts 是 一 个 形式 符号 系统 , 它 是 第 一 种 数学 理论 的 形 
式 化 ， 将 通过 证 明 Ty 的 协调 性 来 建立 古典 数学 的 可 信 
性 ,Ty 通称 为 对 象 理论 ,对 象 理论 Ty 中 的 符号 和 公式 都 
是 没有 内 容 的 , 纯 形 式 的 , 但 Ty 的 系统 特征 (如 协调 性 ) 
即 可 用 符号 排列 的 组 合 来 表述 。 第 三 种 数学 理论 Tm 是 
用 来 描述 和 研究 第 二 种 数学 理论 的 , 希 尔 伯 特 称 Tw 为 元 
数学 或 证 明 论 , 在 元 数学 中 ,人 们 应 技 前 述 的 "有 穷 主义 ” 
办 事 。 也 就 是 说 ， 希 尔 伯 特 认为 可 信 性 只 存在 于 有 限 之 
中 ， 而 理想 元 素 只 是 理性 规定 而 已 。 这 一 点 他 与 直觉 主 


义 是 相通 的 ,并 将 这 一 观点 贯彻 在 元 数学 中 。 其 目的 在 于 
证 明 对 象 理论 的 协调 人性。 从 而 给 出 Ty 所 代表 的 古典 数 
学 理论 了 的 无 矛盾 性 的 绝对 证 明 。 

希 尔 伯 特 在 他 的 计划 中 强调 了 两 个 原则 ， 其 一 为 彻 
底 地 形式 化 ， 其 二 为 有 穷 主义 。 无 前 者 则 一 门 古典 数学 
理论 及 其 所 用 的 逻辑 将 无 从 得 到 精确 表达 ， 因 而 不 能 成 
为 确定 的 研究 对 象 ， 无 后 者 则 难以 保证 所 用 工具 不 超过 
系统 Ty 内 所 有 的 工具 ,无 法 避免 循环 论证 。 

希 尔 伯 特 在 他 的 计划 中 突出 了 一 个 目的 ， 要 通过 元 
数学 To 来 证 明 对 象 理论 Ty 的 协调 性 ,以 说 明 Ty 所 代表 
的 古典 数学 理论 了 是 不 会 产生 矛盾 的 ， 从 而 保卫 古典 数 
学 成 果 。 

和 希 尔 伯 特 计划 约 在 1922 年 问世 ,曾经 引起 相当 普遍 
的 重视 ,吸引 了 许多 数学 家 (包括 象 哥 德 尔 这 样 的 大 数学 
家 ) 为 促 其 实现 而 努力 。 一 些 较为 简单 的 对 象 理论 , 诸如 
命题 演算 ,一 阶 谓词 演算 ,只 含 加 法 的 算术 等 的 协调 性 已 
被 先后 证 得 ， 这 些 工作 促进 了 数理 逻辑 的 发 展 也 增强 了 
对 计划 的 信心 。 但 是 1931 年 KX. 哥 德尔 发 表 了 著名 的 不 
完备 性 定理 ( 见 哥 德尔 不 完备 性 定理 ); 这 给 希 尔 伯 特 的 
证 明 论 计划 以 沉重 打击 。 希 尔 伯 特 本 人 虽 因 此 而 感到 震 
惊 ,但 并 不 认为 自己 的 计划 已 被 否定 ,而 认为 只 需 将 有 穷 
方法 加 以 扩充 ,再 增加 超 限 归纳 法 作为 证 明 论 的 工具 , 原 
计划 还 是 可 行 的 。1936 年 G. 根 崔 用 超 限 归纳 法 证 明 了 
纯 数论 的 协调 性 ， 但 这 已 不 是 希 尔 伯 特 原来 的 计划 。 希 
尔 伯 特 的 计划 虽然 未 能 实现 ， 但 它 对 现代 数学 的 发 展 有 
很 大 贡献 。 

@ 它 创立 了 元 数学 (证 明 论 ), 在 使 用 了 公理 化 方法 
和 形式 化 方法 以 后 ， 它 第 一 次 使 一 门 数学 理论 整体 地 作 
为 一 个 确定 的 ,可 用 数学 方法 来 研究 的 研究 对 象 ! 它 使 得 
用 来 说 明 古 典 数学 理论 无 矛盾 的 、 形 式 理论 的 协调 性 能 
予 精确 表示 ; 它 使 得 现实 命题 和 理想 命题 表达 方法 的 一 
致 成 为 可 能 。 这 些 都 是 超越 前 人 、 令 人 钦 服 的 新 思想 , 同 
时 ,事实 证 明 , 这 样 把 一 种 理论 整体 地 作为 研究 对 象 用 另 
一 种 理论 加 以 研究 是 很 有 成 效 的。 常常 能 够 得 到 许多 新 
的 见解 。 这 对 现代 数学 和 计算 机 科学 的 发 展 都 是 很 有 意 
义 的 。 

@ 希 尔 伯 特 在 计划 中 提出 了 一 个 可 信 性 标准 ,数学 
的 可 信 性 在 于 它 的 协调 性 。 与 其 同时 代 的 布 劳 威 尔 或 罗 
素 的 主张 相 比较 ,这 更 易 为 大 多 数 的 数学 家 所 乐于 接受 。 
所 以 , 当 希 尔 伯 特 计划 问世 后 ,曾经 吸引 相当 多 的 追随 者 
为 之 奋斗 。 特 别 是 哥 德 尔 原来 也 是 想 实现 希 尔 伯 特 计划 
的 ,但 在 实践 中 发 现 这 是 不 可 行 的 ,而 后 他 才 建立 了 著名 
的 不 完备 性 定理 。 这 就 是 说 , 哥 德 尔 原来 也 是 赞同 希 尔 伯 
特 的 可 信 性 标准 的 。 不 完备 性 定理 这 一 划时代 成 果 是 在 
实践 这 一 标准 的 过 程 中 发 现 的 。 

@ 希 尔 伯 特 在 计划 中 所 倡导 的 有 穷 主义 的 构造 方 
法 即 是 一 种 以 有 穷 主义 为 特征 的 构造 性 数学 研究 。 这 也 
是 现代 构造 性 数学 的 一 支 。 这 一 研究 曾 为 希 尔 伯 特 的 弟 
子 贝尔 奈 斯 和 克 莱 塞 等 的 工作 所 继续 发 展 。 
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@ 使 用 元 数学 方法 ,对 于 数理 逻辑 本 身 亦 有 很 大 推 
动 。 英 国 的 帕 里 斯 等 由 此 得 出 了 新 的 不 可 判定 问题 。 他 
们 发 现 了 一 个 在 皮 亚 诺 算术 中 既 不 能 证 明 也 太 能 否 证 的 
纯粹 的 组 合 问题 ， 它 不 仅 给 哥 德 尔 不 完备 性 定理 一 个 具 
体 实例 ,而 且 使 人 怀疑 要 解决 许多 尚未 解决 的 数论 难题 ， 
可 能 是 白费 力气 ,应 另 作 他 图 。 

总 之 , 希 尔 伯 特 的 计划 虽然 没有 实现 ,但 它 对 现代 数 
学 的 发 展 有 很 大 的 促进 作用 。 希 尔 伯 特 企图 把 有 穷 主 义 
观点 下 的 构造 性 与 涉及 实 无 穷 的 理想 元 素 在 应 用 上 的 有 
效 性 统一 起 来 ,这 一 愿望 虽然 不 能 实现 ,但 在 它 的 直接 影 
响 , 启 迪 和 促进 下 ， 推 动 了 大 量 的 新 思想 ,新 见解 和 新 知 
识 的 出 现 , 并 且 创 建 了 象 元 数学 这 样 重要 的 、 有 深远 影响 
的 新 分 支 ,这 对 现代 数学 的 发 展 很 有 贡献 。 元 数学 (证 明 
论 ) 作 为 数理 逻辑 的 重要 分 支 正 生气 勃勃 地 发 展 着 。 

( 徐 云 从 ) 

Xt'erbote kongjlan 
希 尔 伯 特 空间 〈Hilbert space) ”nn 维 欧 几 里 
得 空间 的 推广 ,可 视 为 "无 限 维 的 欧 几 里 得 空间 "是 洗 函 
分 析 的 重要 研究 对 象 之 一 。 在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ， 任 
何 两 个 向 量 之 间 规定 了 一 个 内 积 ， 它 是 建立 三 维 欧 几 里 
得 几何 学 的 基础 。 有 了 内 积 ,就 有 向 量 的 长 度 、 两 个 向 量 
的 交角 和 向 量 到 直线 或 平面 上 的 投影 等 等 。 这 些 普通 而 
重要 的 几何 概念 及 相应 的 研究 方法 ， 不 仅 被 推广 到 维 
空间 ,而 且 在 许多 不 同 的 领域 ,例如 积分 方程 数学 物理 、 
三 角 级 数 或 更 一 般 的 正 交 级 数 等 理论 中 ， 被 推广 到 由 函 
数 构成 的 无 限 维 空间 上 去 ， 成 为 研究 有 关 问题 的 有 力 工 
具 。 第 一 个 具体 的 希 尔 伯 特 空间 最 早 是 由 了 . 希 尔 伯 特 
在 研究 积分 方程 时 首先 提出 的 。 他 在 平方 可 和 的 无 穷 实 
数列 {xn} 全 体 所 组 成 的 空间 中 中 规定 了 内 积 ({xn)}， 
{yn)) 一 局， 把 空间 ”看 作 欧 几 里 得 空间 向 无 限 维 
的 推广 ， 从 而 有 效 地 解决 了 一 类 积分 方程 求解 及 其 本 征 
展开 的 问题 ,不 久 , 人 们 就 建立 了 一 般 的 希 尔 伯 特 空间 理 
论 ,到 20 世 纪 30 年 代 已 取得 了 丰富 的 成 果 。 希 尔 伯 特 空 
间 在 分 析 数学 的 各 个 领域 中 有 着 深厚 的 根基 ， 也 是 描述 
量子 物理 的 基本 工具 之 一 ， 它 已 经 被 广泛 地 应 用 于 数学 
和 物理 的 各 个 分 支 ， 如 积分 方程 ,微分 方程 、 随 机 过 程 、 
函数 论 、 调 和 分 析 、 数 学 物理 及 量子 物理 学 等 等 。 关 于 
希 尔 伯 特 空间 及 其 上 的 算 子 理论 仍然 是 泛 函 分 析 的 重要 
课题 之 一 。 

内 积 空间 和 需 尔 伯 特 空间 设 昌 是 实数 或 复数 域 C 
上 的 线性 空间 ,如 果 对 于 晴 中 任何 两 个 向 量 x* 和 y 都 对 应 
着 一 个 数 (x,y) EC, 并 且 满足 下 列 条 件 ，@ 正 定性 ， 对 
一 切 xEH，(x,xz)>0, 而 且 (x,z)=0 当 且 仅 当 x=0; 
加 线性， 对 z, yzEH 和 a，BEC, 成 立 (ax+By,2) 一 
a(x， 2)+B(Yy,z); @ 共 二 对 称 性 ， 对 x, yEH 成 立 (x， 
幻 = [gz), 这 里 表示 4 的 共 罗 g 复 数 ; 则 称 (x,y) 为 中 
x, 的 一 个 内 积 。 定 义 了 内 积 的 空间 了 HH 称 为 内 积 空间 。 
在 内 积 空间 了 中 定义 函数 Ix1=MV(x, x*) 为 < 的 范 数 
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(xl 即 x 的 “长 度 ")， 这 时 ,成 为 一 个 赋 范 空间 。 如 果 
作为 赋 范 空间 ,HH 是 完备 的 ( 见 已 拿 圭 空 间 ) ,就 称 昌 为 希 
尔 伯 特 空间 。 作 为 希 尔 伯 特 空间 的 例子 ， 除 了 欧 几 里 得 
空间 和 空间 以 外 ,还 有 勤 贝 格 平方 可 积 函数 空间 Za 


b]( 其 中 内 积 规定 为 (f， 0-| f(t)g Ct)dt, 而 a,b 也 可 为 


无 限 大 ) ,在 数学 物理 中 越 来 越 多 地 使 用 各 种 类 型 的 希 尔 
伯 特 空间 。 

平行 四 边 形 公式 和 施 瓦 兹 不 等 式 ”在 内 积 空间 中 ， 
由 内 积 导出 的 范 数 必 满 足 类 似 于 平面 几何 学 中 的 平行 四 
边 形 公式 , 即 对 再 中 任何 .9， 

lx+yl:+ le—yl:=2C z+ yl?); 

反之 ， 一 个 赋 范 线性 空间 再 ， 若 它 的 范 数 满足 上 述 平行 
四 边 形 公式 , 则 这 个 范 
数 必 是 由 定义 在 H 上 的 
某 个 内 积 导出 的 范 数 。 

内 积 还 有 重要 的 施 
瓦 兹 不 等 式 ， 

ICx,)1<lxllyl, 

正 交 与 为 股 定理 
在 希 尔 伯 特 空间 也 中 ， 汪 放 加地 泊 从 实 
如 果 x,，y 满足 (x,y)=0， 就 称 和 y 正 交 (或 直 交 ), 记 
为 x1y。 当 x1y 时 ， 成 立 勾 股 定理 : x+ 一 |xl*+ 
Jo 人 .如 果 二 和 三 的 子 集 M 中 任何 元 都 正 交 ， 就 称 x* 和 M 
正 交 , 记 为 x 上 M。 与 M 正 交 的 所 有 元 素 的 集合 记 为 M+。 

投影 定理 ” 希 尔 伯 特 空间 理论 中 的 一 个 基本 定理 。 
设 M 是 希 尔 伯 特 空间 电 的 凸 闭 子 集 ， 则 对 五 中 每 个 向 量 
过 , 必 存 在 M 中 唯一 的 ,使 得 |z 一 引 =inf zx 一 六 上 |。 这 个 


性 质 称 为 变 分 定理 。 特 别 , 当 M 是 再 的 闭 线性 子 空间 时 ， 
zx 一 y 必 与 M 正 交 ， 即 对 于 闭 线性 子 空间 M, 分 解 
x=y+z 不 仅 唯一 ,而 且 zy。 这 就 是 投影 定理 。 其 中 ， 
y 称 为 x* 在 M 中 的 投影 (分 量 )。 因 为 x 在 M 上 的 投影 y 
是 达到 极 值 nf x 一 y' 的 唯一 解 ， 所 以 这 个 结果 不 仅 在 


理论 研究 中 ， 而 且 在 很 多 应 用 性 科学 ,如 近似 理论 (包括 
有 限 元 方法 ) ,预测 理 论 、 最 优化 等 多 方面 均 有 着 广泛 的 
应 用 。 

正 交 系 ” 设 {et} 是 内 积 空间 也 中 一 族 彼此 不 同 的 向 
量 , 如 果 其 中 任何 两 个 向 量 都 正 交 , 即 当 k#j 时 ，(ety 
@) 一 0， 则 称 {e。) 是 一 正 交 系 ;如 果 其 中 每 个 向 量 的 范 数 
又 都 是 1, 即 对 一 切 k，(e。，e。) 一 1, 则 称 {és} 是 就 范 正 交 
系 。 对 于 希 尔 伯 特 空间 于 的 就 范 正 交 系 {es}， 如 果 包 含 
{es} 的 最 小 闭 子 空间 就 是 HH, 就 称 {es} 为 H 的 完备 就 范 正 
交 系 。 设 {es} 是 就 范 正 交 系 ， 则 也 中 任 一 向 量 * 在 e 方 
向 的 投影 , 即 x* 在 e 生成 的 一 维 子 空间 上 的 投影 ， 就 是 
(x，es)es 而 x 在 {ei} 生成 的 闭 子 空间 M 上 的 投影 就 是 
避 (x,es)ew。 显 然 有 习 |(x,e)1?<Ix 上 *, 即 向 量 * 在 菜 个 


子 空间 M 上 的 分 量 "长 度 " 永 不 超过 z 的 长 度 ， 它 称 为 由 
塞 尔 不 等 式 。 如 果 {es} 是 完备 就 范 正 交 系 ， 那 么 成 立 着 


《 傅 里 叶 展 式 )， 
lz 上 = 忆 1(x,ei)1? 《相合 伐 尔 等 式 )。 


傅 里 叶 展开 是 古典 分 析 中 傅 里 时 级 数 或 一 般 正 交 级 
数 展 开 的 推广 。 

汽 函 表示 定理 和 希 尔 伯 特 空间 有 上 每 个 连续 线性 泛 
函 了， 对 应 于 唯一 的 VEH, 使 F(x)=(x,y), 并 且 |Fl 一 
yl ,这 就 是 里 斯 的 连续 线性 泛 函 表示 定理 。 因 此 , 希 尔 伯 
特 空间 的 共 二 空间 与 自身 (保持 范 数 不 变 地 ) 同 构 (实际 
上 是 一 种 共 轿 线性 同 构 )， 即 H=H*。 这 个 结果 在 希 尔 
伯 特 空间 算 子 理论 中 具有 很 重要 的 作用 。 

〈 严 绍 宗 。 李 绍 宽 ) 


X= Ex,e)e, 


Xl'erbote shuxue wentl 

希 尔 伯 特 数 学 问题 (Hilbert's mathematical 
problems) 1900 年 , 德国 数学 家 DD. 硕 尔 伯 特 在 
巴黎 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 作 了 题 为 6 数学 问题 ?的 著 
名 讲演 ,其 中 对 各 类 数学 问题 的 意义 ,源泉 及 研究 方法 发 
表 了 精 腑 的 见解 ， 而 整个 讲演 的 核心 部 分 则 是 希 尔 伯 特 
根据 19 世纪 数学 研究 的 成 果 与 发 展 趋势 而 提出 的 23 个 
问题 。 

@ 连续 统 假 设 1963 年 ,P. 本 科恩 证 明了 ,连续 统 
假设 的 真 伪 不 可 能 在 策 梅 洛 - 弗 伦 克 尔 公理 系统 内 判明 。 

加 并 术 公 理 的 相 容 性 ”1931 年 ,K. 哥 他 尔 的 “不 完 
备 定理 "指出 了 用 希 尔 伯 特 “元 数学 ”证 明 算术 公理 相 容 
性 之 不 可 能 。 数 学 相 容 性 问题 尚未 解决 。 

@ 两 等 高 等 底 的 四 面体 体积 之 相等 M. W, 德 思 
1900 年 即 对 此 问题 给 出 了 肯定 解答 。 

@ 直线 作为 两 点 间 最 短 距 离 问题 希 尔 伯 特 之 后 ， 
在 构造 与 探讨 各 种 特殊 度量 几何 方面 有 许多 进展 ， 但 问 
题 并 未 解决 。 

加 不 要 定义 群 的 画 数 的 可 徽 性 假设 的 李 群 概念 
人 A. M, 格 利 森 、D. 蒙哥马利 和 上 . 齐 平等 于 1952 年 对 此 
问题 作出 了 最 后 的 肯定 解答 。 

图 物理 公理 的 数学 处 理 ”公理 化 物理 学 的 一 般 意 
义 仍 需 探讨 ,至 于 希 尔 伯 特 问题 中 提 到 的 概率 论 公理 化 ， 
已 由 A.H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 (1933) 等 人 建立 。 

@ 东 些 数 的 无 理性 与 超越 性 1934 年 ,A. 0. 盖 尔 
丰 德 和 了 T. 施 奈 德 各 自 独立 地 解决 了 问题 的 后 半 部 分 , 即 
对 于 任意 代数 数 < 姑 0,1, 和 任意 代数 无 理 数 8 证 明了 ee 
的 超越 性 。 

加 幸 数 问题 包括 歼 曼 猜想 . 哥 德 巴赫 猜想 及 李 生 
素数 问题 等 。 一 般 情 况 下 的 黎 曼 猜想 仍 待 解决 。 哥 德 巴 
赫 猜 想 最 佳 结果 属于 陈景润 (1966)， 但 离 最 终 解 决 尚 有 
距离 。 

加 任意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 之 证 明 已 由 高 森 
真 治 (1921) 和 卫 . 阿 廷 (1927 ) 解 决 。 

@ 到 香 图 方程 可 解 性 的 判别 ”1970 年 , 10.B. 马 季 
亚 谢 维 奇 证 明了 希 尔 伯 特 所 期 望 的 一 般 算法 不 存在 。 

@@ 系数 为 任意 代数 数 的 二 次 型 耳 . 哈 室 (1929) 和 


C.L. 西 格 尔 (1936,1951) 在 这 问题 上 获得 重要 结果 。 

加 阿 贝尔 域 上 的 克 罗 内 克 定 理 推广 到 任意 代数 有 
理 域 尚未 解决 。 

国 不 可 能 用 只 有 两 个 变数 的 西数 解 一 般 的 七 次 方 
程 ”连续 函数 情形 于 1957 年 由 B. H. 阿 诺 尔 德 解 决 . 解 
析 函 数 情 形 则 尚未 解决 。 

加 证 明 某 类 完全 夯 数 系 的 有 限 性 1958 年 ,永田 雅 
宜 给 出 了 否定 解决 。 

国 千 伯 特 计数 演算 的 严格 基础 ”代数 几何 基础 已 
由 B.L. 范 . 德 .瓦尔 登 (1938 一 1940) 与 A, 书 伊 (1950) 建 
立 , 但 舒 伯 特 演算 的 合理 性 仍 待 解决 。 

. 国 代数 肉 线 与 曲面 的 拓扑 ”对 该 问题 的 后 半 部 分 ， 
HT. 彼得 罗 夫 斯 基 曾 声明 证 明了 n=2 时 极限 环 个 数 不 
超过 3, 但 这 一 结论 是 错误 的 ,已 由 中 国 数学 家 举 出 反例 
(1979)。 

加 正定 形式 的 平方 表示 式 ”已 由 E, 阿 基 于 1926 年 
解决 。 

名 由 全 等 多 面体 构造 空间 部 分 解决 。 

加 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 定 解析 1904 年 ,C.H. 
伯 思 斯 坦 证 明了 一 个 变 元 的 解析 非 线性 椭圆 方程 其 解 必 
定 解析 。 该 结果 后 又 被 推广 到 多 变 元 和 椭 贺 组 情形 。 

图 一 盘 边 值 问题 偏 微 分 方程 边 值 问 题 的 研究 正 
在 血 勃 发 展 。 

轩 具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 的 存在 性 已 
由 希 尔 伯 特 本 人 (1905) 和 了 H. 罗 尔 (1957) 的 工作 解决 。 

@ 解析 关系 的 单 值 化 ”一 个 变数 的 情形 已 由 了 , 克 
贝 (1907 ) 解 决 。 

加 变 分 法 的 进一步 发 展 。 

这 23 个 问题 涉及 现代 数学 大 部 分 重要 领域 ,推动 了 
20 世 纪 数 学 的 发 展 ,数学 史上 称 之 为 希 尔 伯 特 数学 问题 。 

(地 文 林 豪 向 东 ) 

Xilo gudol shuxue 

希腊 古代 数学 (ancient mathematics in 
Greece) 。 十 希腊 的 地 理 范围 ,除了 现在 的 希腊 半岛 
以 外 ,还 包括 整个 爱 琴海 区 域 和 北面 的 马其顿 和 色 雷 斯 、 
意大利 半岛 和 小 亚细亚 等 地 。 公 元 前 5.6 世纪 ， 特 别 是 
希 , 波 战争 以 后 , 雅典 取得 希腊 城邦 的 领导 地 位 , 经 济 生 
活 高 度 策 荣 ,生产 力 显著 提高 ,在 这 个 基础 上 产生 了 光辉 
灿烂 的 希腊 文化 ,对 后 世 有 深远 的 影响 。 

希腊 数学 的 发 展 历史 可 以 分 为 三 个 时 期 。 第 一 期 从 
伊 虽 尼 亚 学 派 到 柏拉图 学 派 为 止 ， 约 当 公元 前 7 世纪 中 
叶 到 公元 前 3 世纪 ;第 二 期 是 亚历山大 前 期 ,从 欧 几 里 得 
起 到 公元 前 146 年 希腊 陷于 罗马 为 止 ! 第 三 期 是 亚 历 山 
大 后 期 ,是 罗马 人 统治 下 的 时 期 ,结束 于 641 年 亚历山大 
被 阿拉 伯 人 占领 。 

伊 奥 尼 亚 学 派 ” 从 古代 埃及 ,巴比伦 的 衰亡 ,到 希腊 
文化 的 昌盛 ， 这 过 渡 时 期 留 下 来 的 数学 史料 很 少 。 不 过 
希腊 数学 的 兴起 和 希腊 商人 通过 旅行 交往 接触 到 古代 东 
方 的 文化 有 密切 关系 。 伊 奥 尼 亚 位 于 小 亚细亚 西岸 ， 它 
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比 希腊 其 他 地 区 更 容易 吸收 巴比伦 、 埃 及 等 古国 积 累 下 
来 的 经 验 和 文化 。 在 伊 奥 尼 亚 ， 氏 族 贵 族 政治 为 商人 的 
统治 所 代 莹 ， 商 人 具有 强烈 的 活动 性 ， 有 利于 思想 自由 
而 大 胆 地 发 展 。 城 邦 内 部 的 斗争 ， 帮 助 摆脱 传统 信念 。 
在 希腊 没有 特殊 的 祭司 阶层 ,也 没有 必须 遵守 的 教条 , 因 
此 有 相当 程度 的 思想 自由 。 这 大 大 有 助 于 科学 和 哲学 从 
宗教 分 离开 来 。 

米利 都 是 伊 奥 尼 亚 的 最 大 城市 ,也 是 泰勒 类 的 故乡 。 
泰勒 斯 是 公认 的 希腊 哲学 鼻祖 。 早 年 是 一 个 商人 ， 曾 游 
访 巴比伦 、 埃 及 等 地 ,很 快 就 学 会 古代 流传 下 来 的 知识 ， 
并 加 以 发 扬 。 以 后 创立 伊 奥 尼 亚 哲学 学 派 ,摆脱 宗教 ,从 
自然 现象 中 去 寻找 真理 ， 以 水 为 万 物 的 根源 。 

当时 天 文 ,数学 和 哲学 是 不 可 分 的 ,泰勒 斯 同时 也 研 
究 天 文 和 数学 。 他 曾 预测 一 次 日 食 ,促使 米 大 (在 今 黑海、 
里 海 之 南 )、 吕 底 亚 ( 今 土耳其 西部 ) 两 国 停止 战争 。 多 
数学 者 认为 该 次 日 食 发 生 在 公元 前 585 年 5 月 28 日 .他 
在 埃及 时 曾 利用 日 影 及 比例 关系 算出 金字 塔 的 高 ， 使 法 
老大 为 惊 证。 泰勒 斯 在 数学 方面 的 贡献 是 开始 了 命题 的 
证 明 ， 它 标志 着 人 们 对 客观 事物 的 认识 从 感性 上 升 到 理 
性 ， 这 在 数学 史上 是 一 个 不 寻常 的 飞跃 。 伊 奥 尼 亚 学 派 
的 著名 学 者 还 有 阿 纳 克 西 曼 德 和 阿 纳 克 西 米 尼 等 。 他 们 
对 后 来 的 毕 达 哥 柱 其 有 很 大 的 影响 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 汽 “ 毕 达 哥 拉 斯 公元 前 580 年 左右 生 
于 萨摩 斯 ( 今 希腊 东部 小 岛 )。 为 了 摆脱 暴政 ， 移 居 意 大 
利 半岛 南部 的 克 罗 顿 ,在 那里 组 织 一 个 政治 .宗教 .哲学 、 
数学 全 一 的 秘密 团体 。 后 来 在 政治 斗争 中 遭 到 破坏 , 毕 达 
哥 拉 斯 被 杀害 ,但 他 的 学 派 还 继续 存在 两 个 世纪 ( 约 公元 
前 500~ 前 300) 之 久 。 这 个 学 派 企图 用 数 来 解释 一 切 ,不 
仅仅 认为 万 物 都 包含 数 ,而 且说 万 物 都 是 数 .他 们 以 发 现 
匆 股 定理 (西方 叫做 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 闻 名 于 世 ， 又 由 此 
导致 不 可 通 约 量 的 发 现 ,这 个 学 派 还 有 一 个 特点 ,就 是 将 
算术 和 几何 紧密 联系 起 来 。 他 们 找到 用 三 个 正 整数 表示 
直角 三 角形 三 边 长 的 一 种 公式 ， 又 注意 到 从 1 起 连续 的 
奇数 和 必 为 平方 数 等 等 , 这 既是 算术 问题 , 又 和 几何 有 
关 。 他 们 还 发 现 五 种 正 多 面体 。 在 天 文 方面 ,首创 地 圆 说， 
认为 日 月 ,五 星 痢 是 球体 , 译 悬 在 太空 中 。 毕 达 哥 拉 斯 还 
是 音乐 理论 的 始祖 。 

伊 奥 尼 亚 学 派 和 毕 达 哥 拉 斯 学 派 有 显著 的 不 同 。 前 
者 研习 数学 并 不 单纯 为 了 哲学 的 兴趣 ,同时 也 为 了 实用 。 
而 后 者 却 不 注重 实际 应 用 ,将 数学 和 宗教 联系 起 来 , 想 通 
过 数学 去 探索 永恒 的 真理 。 

知人 学 派 “ 公 元 前 5 世纪 ,雅典 成 为 人 文 葵 蕴 的 中 
心 ,人 们 崇尚 公开 的 精神 。 在 公开 的 讨论 或 辩论 中 ,必须 
具有 了 雄辩、 修辞 、 哲 学 及 数学 等 知识 ， 于 是 “ 智 人 学 派 ” 
《Sophist school, 或 译 巧 辩 学 派 , 哲 人 学 派 ) 应 运 而 生 。 他 
们 以 教授 文法 ,逻辑 .数学 ,天 文 ,修辞 雄辩 等 科目 为 业 。 
在 数学 上 ， 他 们 提出 “三 大 问题 "，@ 三 等 分 任意 角 ; @ 
倍 立方 , 求 作 一 立方 体 , 使 其 体积 是 已 知 立方 体 的 二 倍 
加 化 加 为 方 , 求 作 一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 。 问 
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题 的 难处 ,是 作 图 只 许 用 直 尺 (没有 刻度 的 尺 ) 和 圆规 。 希 
腊 人 的 兴趣 并 不 在 于 图 形 的 实际 作出 ， 而 是 在 尺 规 的 限 
制 下 从 理论 上 去 解决 这 些 问题 。 这 是 几何 学 从 实际 应 用 
向 系统 理论 过 渡 所 迈 出 的 重要 的 一 步 。 这 个 学 派 的 安 提 
丰 ( 约 公元 前 430) 提出 用 “穷竭 法 ”去 解决 化 贺 为 方 问 
题 ,是 近代 极限 理论 的 雏形 。 先 作 加 内 接 正方 形 ,以 后 每 
次 边 数 加 倍 , 得 8、16、32、… 边 形 ,这 样 继续 下 去 , 安 提 丰 
深信 "最 后 "的 多 边 形 与 圆 的 “ 差 " 必 会 “ 穷 竟 "。 这 提供 了 
求 贺 面积 的 近似 方法 ， 和 中 国 的 刘 微 ( 约 263 年 前 后 ) 的 
割 圆 术 思 想 不 谋 而 合 。 

柏拉图 学 派 及 其 他 学 术 中 心 柏拉图 ( 约 公元 前 
427 一 前 347 ) 在 雅典 建立 学 派 ,创办 学 园 。 他 非常 重视 数 
学 ,但 片面 强调 数学 在 训练 智力 方面 的 作用 , 而 忽视 其 实 
用 价值 .他 主张 通过 几何 的 学 习 培 养 逻辑 思维 能 力 ,因为 
几何 能 给 人 以 强烈 的 直观 印象 ， 将 抽象 的 逻辑 规律 体现 
在 具体 的 图 形 之 中 。 这 个 学 派 培养 出 不 少数 学 家 ， 如 欧 
多 克 索 斯 就 曾 就 学 于 柏拉图 ， 他 创立 了 比例 论 ， 是 欧 几 
里 得 的 前 驱 。 柏 拉 图 的 学 生 亚 里 士 多 德 也 是 古代 的 大 哲 
学 家 ， 是 形式 逻辑 的 莫 基 者 。 他 的 逻辑 思想 为 日 后 将 几 
何 学 整理 在 严密 的 逻辑 体系 之 中 开辟 了 道路 。 

这 个 时 期 的 希腊 数学 中 心 还 有 以 芝 诺 ( 约 公元 前 
496 一 前 430 ) 为 代表 的 埃 利 亚 学 派 ,他 提出 四 个 停 论 ， 给 
学 术 界 以 极 大 的 震动 。 这 四 个 悖 论 是 ，@ 二 分 说 ,一 物 从 
甲 地 到 乙 地 ,永远 不 能 到 达 。 因 为 想 从 甲 到 乙 , 首 先 要 通 
过 道路 的 一 半 ， 但 要 通过 这 一 半 ， 必 须 先 通过 一 半 的 一 
半 , 这 样 分 下 去 , 永 无 止境 。 结 论 是 此 物 的 运动 被 道路 的 
无 限 分 割 阻碍 着 ,根本 不 能 前 进一步 。@ 阿 基 琉 斯 (着 跑 
英雄 ) 追 鱼 说 ， 阿 基 琉 斯 追 鸟 龟 , 永 远 追 不 上 。 因 为 当 他 
追 到 乌龟 的 出 发 点 时 , 龟 已 向 前 息 行 了 一 段 ,他 再 追 完 这 
一 明 , 龟 又 向 前 息 了 一 小 段 。 这 样 永远 重复 下 去 ,总 也 追 
不 上 。@ 飞 箭 静 止 说 ,每 一 瞬间 箭 总 在 一 个 确定 的 位 置 
上 ， 因 此 它 是 不 动 的 。@ 运 动 场 问题 ， 芝 诺 论 证 了 时 间 
和 它 的 一 半 相 等 。 

以 德 谋 克 利 特 为 代表 的 原子 论 学 派 ,认为 线段 .面积 
和 立体 ， 是 由 许多 不 可 再 分 的 原子 所 构成 。 计 算 面积 和 
体积 ， 等 于 将 这 些 原子 集合 起 来 。 这 种 不 甚 严格 的 推理 
方法 却 是 古代 数学 家 发 现 新 结果 的 重要 线索 。 

公元 前 4 世纪 以 后 的 希腊 数学 ， 逐 渐 脱 离 哲 学 和 天 
文学 ， 成 为 独立 的 学 科 。 数 学 的 历史 于 是 进入 一 个 新 阶 
段 一 一 初等 数学 时 期 。 这 个 时 期 的 特点 ,是 数学 (主要 是 
几何 学 ) 已 建立 起 自己 的 理论 体系 ,从 以 实验 和 观察 为 依 
据 的 经 验 科 学 过 渡 到 演绎 的 科学 。 由 少数 几 个 原始 命题 
(公理 ) 出 发 ， 通 过 逻辑 推理 得 到 一 系列 的 定理 。 这 是 希 
腊 数 学 的 基本 精神 ,在 这 一 时 期 里 ,初等 几何 .算术 .初等 
代数 大 体 已 成 为 独立 的 科目 。 和 17 世纪 出 现 的 解析 几 
何 学 、 微 积分 学 相 比 ， 这 一 个 时 期 的 研究 内 容 可 以 用 “ 初 
等 数学 "来 概括 ,因此 叫做 初等 数学 时 期 。 

埃及 的 亚历山大 城 ,是 东西 海陆 交通 的 枢纽 ,又 经 过 
托 勤 密 王 ( 约 公元 前 367 一 前 285) 的 加 意 经 营 ,逐渐 成 为 


新 的 希腊 文化 中 心 ,希腊 本 土 这 时 已 经 退 居 次 要 地 位 。 几 
何 学 最 初 萌芽 于 埃及 ,以 后 移植 于 伊 奥 尼 亚 ,其 次 繁盛 于 
意大利 和 雅典 ,最 后 又 回 到 发 源 地 。 经 过 这 一 番 培 植 ,已 
达到 丰茂 成 林 的 境地 。 

亚历山大 前 期 ”从 公元 前 4 世纪 到 公元 前 146 年 古 
希腊 灭亡 ,罗马 成 为 地 中 海区 域 的 统治 者 为 止 ,希腊 数学 
以 亚历山大 为 中 心 ， 达 到 它 的 全 盛 时 期 。 这 里 有 巨大 的 
图 书馆 和 浓厚 的 学 术 空气 ， 各 地 学 者 云集 在 此 进行 教学 
和 研究 。 其 中 成 就 最 大 的 是 亚历山大 前 期 三 大 数学 家 欧 
几 里 得 、 阿 基 米 他 和 阿波 罗 尼 奥 斯 。 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 一 部 划时代 的 著作 。 其 伟 
大 的 历史 意义 在 于 它 是 用 公理 法 建立 起 演绎 体系 的 最 早 
典范 。 过 去 所 积累 下 来 的 数学 知识 ， 是 零碎 的 .片断 的 ， 
可 以 比 作 砖 瓦 木石 ;只 有 借助 于 逻辑 方法 ,把 这 些 知识 组 
织 起 来 ,加 以 分 类 ,比较 ,揭露 彼此 间 的 内 在 联系 ,整理 在 
一 个 严密 的 系统 之 中 ,才能 建成 宏伟 的 大 厦 。 几 何 原本 》 
体现 了 这 种 精神 , 它 对 整个 数学 的 发 展 产生 深远 的 影响 。 
阿 基 米 德 是 物理 学 家 兼 数学 家 ， 他 善于 将 抽象 的 理论 和 
工程 技术 的 具体 应 用 结合 起 来 ， 又 在 实践 中 洞察 事物 的 
本 质 ,通过 严格 的 论证 ,使 经 验 事实 上 升 为 理论 。 他 根据 
力学 原理 去 探求 解决 面积 和 体积 问题 ， 已 经 包含 积分 学 
的 初步 思想 。 阿 波 罗 尼 奥 斯 的 主要 贡献 是 对 圆锥 曲线 的 
深入 研究 。 

除了 三 大 数学 家 以 外 ， 埃 拉 托 斯 特 尼 〈 约 公元 前 
276 一 前 195) 的 大 地 测量 和 以 他 为 名 的 “素数 筛子" 也 很 
出 名 。 天 文学 家 喜 帕 恰 斯 (公元 前 2 世纪 ) 制 作 “ 弦 表 ”, 是 
三 角 学 的 先导 。 

亚历山大 后 期 ”公元 前 146 年 以 后 ， 在 罗马 统治 下 
的 亚历山大 学 者 仍 能 继承 前 人 的 工作 ,不 断 有 所 发 明 。 海 
伦 ( 约 公元 62)、 门 纳 劳 斯 ( 约 公元 100)、 帕 普 斯 等 人 都 有 
重要 贡献 .天 文学 家 C. 托 勒 密 ( 约 85~~165) 将 喜 帕 恰 斯 的 
工作 加 以 整理 发 挥 , 莫 定 了 三 角 学 的 基础 。 

晚期 的 希腊 学 者 在 算术 和 代数 方面 也 地 有 建树 ， 代 
表 人 物 有 尼 科 马 稚 斯 ( 约 公元 100) 和 去 香 图 ( 约 250)。 前 
者 是 杰 拉 什 ( 今 约 且 北 部) 地 方 的 人 。 著 有 《算术 入 门 2 后 
者 的 《算术 》 是 讲 数 的 理论 的 ， 而 大 部 分 内 容 可 以 归 入 代 
数 的 范围 。 它 完全 脱离 了 几何 的 形式 ， 在 希腊 数学 中 独 
树 一 帜 ,对 后 世 影响 之 大 , 仅 次 于 《几何 原本 》。 

325 年 ， 罗 马 帝 国 的 君 士 坦 丁 大 帝 开 始 利用 宗教 作 
为 统治 的 工具 ， 把 一 切 学 术 都 置 于 基督 教 神学 的 控制 之 
下 。529 年 , 东 罗 马 帝 国 和 皇帝 查 士 "* 丁 尼 下 令 关闭 雅典 的 柏 
拉 图 学 园 以 及 其 他 学 校 ， 严 禁 传授 数学 。 许 多 希腊 学 者 
逃 到 令 利 亚 和 让 斯 等 地 。 数学 研究 受到 沉重 的 打击 。641 
年 , 亚历山大 被 阿拉 伯 人 占领 ,图 书馆 再 次 被 毁 ， 希 腊 数 
学 至 此 告 一 段落 。 《 梁 宗 巨 ) 


Xila jihe sonda went! 
希腊 几何 三 大 问题 (three problems in Greek 
geometry) ”十 希腊 几何 作 图 的 三 大 问题 是 ，@ 化 


圆 为 方 , 求 作 一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 ，@ 三 等 
分 任意 角 ; 回 倍 立方 , 求 作 一 立方 体 ,使 其 体积 是 一 已 知 
立方 体 的 两 倍 。 这 些 问 题 的 难处 ,是 作 图 只 许 用 直 尺 ( 没 
有 刻度 ， 只 能 作 直线 的 尺 ) 和 圆规 。 经 过 两 千 多 年 的 探 
索 , 最 后 才 证 明 在 尺 规 的 限制 下 ,根本 不 可 能 作出 所 要 求 
的 图 形 。 

希腊 人 强调 作 图 只 能 用 直 尺 四 规 , 有 下 列 原 因 。@ 希 
腊 几 何 的 基本 精神 ,是 从 极 少 的 基本 假定 (定义 公理、 公 
设 ) 出 发 ， 推 导出 尽 可 能 多 的 命题 。 对 于 作 图 工具 ,自然 
也 相应 地 限制 到 不 能 再 少 的 程度 。@@ 受 柏拉图 哲学 思想 
的 影响 。 柏 拉 图 片面 强调 数学 在 训练 智力 方面 的 作用 而 
忽视 其 实用 价值 。 他 主张 通过 几何 学 习 达 到 训练 逻辑 思 
维 的 目的 ,因此 工具 要 有 所 限制 , 正 象 体育 竞赛 要 有 器 械 
的 限制 一 样 。@ 以 毕 达 哥 拉 斯 学 派 为 代表 的 希腊 人 认为 
贺 是 最 完美 的 平面 图 形 ， 贺 和 直线 是 几何 学 最 基本 的 研 
究 对 象 有 了 尺 规 , 贺 和 直线 已 经 能 够 作出 ,因此 就 规定 
只 使 用 这 两 种 工具 。 历 史上 最 早 明确 提出 尺 规 限制 的 是 
伊 诺 皮 迪 斯 ,以 后 逐渐 成 为 一 种 公约 ,最 后 总 结 在 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》 之 中 。 

国 和 正方 形 都 是 常见 的 图 形 ， 怎 样 用 尺 规 作 一 个 正 
方形 与 已 知 圆 等 积 ? 在 历史 上 ,也 许 没有 任何 一 个 几何 问 
题 象 这 个 “化 贺 为 方 " 问题 那样 强烈 地 引起 人 们 的 兴趣 。 
早 在 公元 前 5 世纪 就 有 许多 人 研究 这 个 问题 ， 希 腊 人 对 
于 这 种 活动 用 一 个 专门 的 字 “rerpuYevitew" 来 表示 ， 意 
思 是 “献身 于 化 加 为 方 问 题 ” 可见 事情 相当 普遍 。 这 问题 
的 最 早 研究 者 是 安 纳 萨 戈 拉 斯 ， 他 因 "“ 不 驹 神 "的 罪名 被 
捕 入 狱 ， 在 狱 中 潜心 研究 化 图 为 方 问题 。 以 后 著名 的 研 
究 者 有 希 波 克 拉 底 、 安 提 丰 、 希 皮 亚 斯 等 人 。 安 提 丰 提 
出 一 种 “穷竭 法 "， 是 近代 极限 论 的 雏形 。 先 作 加 内 接 正 
方形 (或 正 6 边 形 ), 然 后 每 次 将 边 数 加 倍 , 得 内 接 8、16、 
32、… 边 形 ， 他 相信 ” 最 后 ”的 正 多 边 形 必 与 圆周 重合 。 
这 样 就 可 以 化 图 为 方 了 。 结 论 是 错误 的 ， 然 而 却 提供 了 
求 图 面积 的 近似 方法 ， 成 为 阿 基 玉 估计 算 辆 周平 方法 的 
先导 。 与 中 国 刘 徽 的 割 团 术 不 谋 而 合 。 

用 尺 规 二 等 分 一 个 角 是 轻而易举 的 ,对 于 某 些 角 ,如 
90* .135° ,180* ,三 等 分 也 不 难 。 自 然 会 提出 三 等 分 任意 
角 的 问题 。 如 能 将 60” 角 三 等 分 ,就 可 以 作出 正 18 边 形 
和 正 9 边 形 , 三 等 分 角 问题 就 是 由 这 一 类 问题 引起 的 , 关 
于 倍 立方 问题 的 起 源 ， 有 两 个 神话 传说 。 第 一 个 说 鼠疫 
袭击 提 洛 岛 ( 爱 琴 海上 小 岛 )， 一 个 预言 者 说 已 经 得 到 神 
的 论 示 ,必须 将 立方 形 的 阿波 罗 祭 坛 体积 加 倍 ,瘟疫 方 能 
停息 。 一 个 工匠 简单 地 将 坛 的 各 边 加 倍 (体积 变 成 原来 的 
8 倍 )， 这 并 不 符合 神 的 意 虽 , 因此 瘟疫 更 加 狂 狂 。 错 误 
发 现 后 ， 希 腊 人 将 这 个 “ 提 阁 问题 "去 请 教 柏拉图 。 柏 拉 
图 说 ， 神 的 真正 意图 是 想 使 希腊 人 为 忽视 几何 学 而 感到 
羞愧 。 另 一 个 故事 说 克 里 特 王 米 诺 斯 为 儿子 修 坟 ,命令 
将 原来 设计 的 体积 加 倍 ,但 仍 保持 立方 的 形状 。 

公元 前 5 世纪 ， 雅 典 的 “ 智 人 学 派 " 以 上 述 三 大 问题 
为 中 心 ,开展 研究 。 正 因为 不 能 用 尺 规 来 解决 ,常常 使 人 
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闯 人 入 新 的 领域 中 去 。 例 如 激发 了 圆锥 曲线 、 割 圆 曲线 以 及 
四 次 代数 曲线 的 发 现 。 

17 世纪 解析 几何 建立 以 后 , 尺 规 作 图 的 可 能 性 才 有 ， 
了 准则 。1837 年 P. 工 . 旺 策 尔 给 出 三 等 分 任意 角 和 倍 立 
方 不 可 能 用 尺 规 作 图 的 证 明 ,1882 年 C.L.F. von 林 德 曼 
证 明了 zx 的 超越 性 ， 化 圆 为 方 的 不 可 能 性 也 得 以 确立 。 
1895 年 了 . 克 菜 国 总 结 了 前 人 的 研究 , 著 k 几 何 三 大 问题 》 
《中 译本 ，1930) 一 书 ， 给 出 三 大 问题 不 可 能 用 尺 规 来 作 
图 的 简明 证 法 ,彻底 解决 了 两 千 多 年 的 悬案 。 

虽然 如 此 ,还 是 有 许多 人 不 管 这 些 证 明 , 想 压倒 前 人 
所 有 的 工作 。 他 们 宣称 自己 已 解决 了 三 大 问题 中 的 某 一 
个 ,实际 上 他 们 并 不 了 解 所 设 的 条 件 和 不 可 解 的 道理 。 三 
大 问题 不 能 解决 ,关键 在 工具 的 限制 ,如 果 不 限 工具 ， 那 

就 根本 不 是 什么 难题 ， 而 且 早已 解决 。 例 如 阿 基 玉 德 就 
曾 用 巧妙 的 方法 三 等 分 任意 角 。 下 面 为 了 叙述 简单 ， 将 
原 题 稍 加 修改 。 在 直 尺 边缘 上 添加 一 点 P, 命 尺 端 为 0。 


0 C 4 


设 所 要 三 等 分 的 角 是 和 ACB, 以 C 为 心 ，OP 为 半径 作 半 
贺 交 角 边 于 A、B; 使 O 点 在 CA 延 线 上 移动 ,P 点 在 圆周 
上 移动 , 当 尺 通 过 B 时 , 联 OPB( 见 图 )。 由 于 OP=PC= 
CB, 易 知 


LCOB~ 于 LA4CB。 


这 里 使 用 的 工具 已 不 限于 尺 规 ， 而 且 作 图 方法 也 与 公设 
下 合 。 另 外 两 个 问题 也 可 以 用 别 的 工具 解决 。 
( 果 宗 巨 ) 

xlshu juzhen 
稀疏 矩阵 〈sparse matrix) 。 非 零 元 素 占 全 部 
元 素 的 百分比 很 小 (例如 5 免 以 下 ) 的 矩阵 。 有 的 矩阵 非 
零 元 素 占 全 部 元 素 的 百分比 较 大 (例如 近 50%), 但 它们 
的 分 布 很 有 规律 ， 利 用 这 一 特点 可 以 避免 存放 零 元 素 或 
避免 对 这 些 零 元 素 进 行 运算 ， 这 种 矩阵 仍 可 称 为 稀疏 矩 
阵 。 图 1 用 阴影 表示 出 一 些 常见 的 稀 琉 矩阵 中 非 零 元 素 
的 分 布 。 

早 在 一 个 世纪 以 前 ，C. F, 高 斯 \C. G.J. 雅 可 比 和 其 
他 一 些 人 已 经 研究 过 利用 矩阵 稀疏 性 的 一 些 办 法 。20 世 
纪 50 年 代 , 在 线性 规划 和 边 值 问题 的 数值 解 中 曾 出 现 过 
一 些 处 理 稀疏 问题 的 技术 。D. M. 杨 和 R. S. 瓦尔 加 关 
于 迭代 法 方面 的 研究 也 可 看 作 处 理 高 阶 稀疏 问题 的 结 
果 。 但 是 ,现代 的 稀疏 矩阵 技术 主要 是 在 60 年 代 以 后 发 
展 起 来 的 ,以 60 年 代 初 期 和 中 期 W,. F. 廷 尼 和 了 . A. 威 
洛 比 等 人 关于 直接 法 的 研究 作为 开端 。 稀 疏 甜 阵 的 研究 
已 经 渗入 到 很 多 领域 。 例 如 , 在 结构 分 析 、 网 络 理论 、 电 
力 分 配 系统 、 化 学 工程 ,摄影 测绘 学 以 及 管理 科学 等 方面 
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a 带 型 阵 


d 单 面 镶 边 的 带 型 阵 。 镶 边 的 块 三 角 阵 「 单 面 镶 边 的 块 对 角 阵 


= 


8 双 面 镶 边 的 带 型 阵 h 变 带 型 阵 i 双 而 镶 边 的 块 对 角 阵 


图 1 常见 的 称 疏 给 阵 
研究 中 ,都 出 现 了 上 千 阶 直至 几 十 万 阶 的 稀 朴 矩阵 。 


这 里 考察 从 一 个 电信 
总 局 到 其 名 支局 辣 的 通信 CD 
问题 。 不 妨 候 定 有 五 个 支 
局 , 依次 编 为 1,2,3,4,5 Ca) (5) 
号 ,而 总 局 编 为 6 号 ,在 平 Cs) 
面 上 分 别 使 用 @,@，…， 
@ 这 六 个 点 表示 改 2 如 《3 @ 
果 规 定 局 和 j 局 之 间 图 2 来 未 总 局 与 局 
有 通信 关系 的 话 ， 在 点 i 授信 关系 的 导 
和 jj 之 间 用 一 条 线 连 结 ,对 应 于 矩阵 中 Au 块 和 As, 块 非 
零 ,i 局 本 身 内 部 也 有 通信 关系 ， 对 应 于 短 阵 As 块 非 夫 
那么 ， 这 个 问题 所 导出 的 矩阵 是 一 个 双 面 久 边 的 块 对 角 
短 阵 
Au An 
a he 
4 4 
A 4d|， 


Ass Ase 
Me Ass Ass As, Aos Acs 


它 是 一 个 稀疏 矩阵 。 

解 线性 方程 组 的 直接 法 的 稀疏 矩阵 技术 ， 根 据 不 同 
领域 中 不 同 问题 的 特点 ， 有 各 种 不 同 稀疏 解法 。 最 常用 
的 方法 有 稀疏 去 零 消 元 法 、 等 带 或 变 带宽 消 元 法 、 波 阵 
法 , 子 结构 法 、 撕 裂 和 修改 技术 等 ， 它 们 都 只 不 过 是 消 元 
法 或 三 角 分 解法 在 各 种 具体 场合 下 的 运用 。 


各 种 消 元 法 方案 中 的 关键 问题 都 是 方程 式 和 未 知 数 
的 排序 问题 。 确 切 地 说 ， 就 是 在 用 某 种 直接 法 解 稀疏 线 
性 方程 组 时 ,对 方程 式 和 未 知 数 进行 适当 排序 ,使 得 在 满 
足 一 定 的 稳定 性 要 求 的 前 提 下 ， 解 方程 组 所 需 的 运算 量 
和 存 贮 量 最 少 。 一 般 说 来 ， 这 等 价 于 使 新 产生 的 非 零 元 
《〈“ 应 补 数 ") 最 少 。 例 如 ,对 矩阵 


右 下 角子 阵 是 满 的 ，A 的 零 元 所 在 位 置 上 产生 了 许多 非 
寺 元 ,破坏 了 稀 琉 性 ， 这 就 要 增加 许多 存 贮 量 和 运算 量 ， 
如 果 将 矩阵 4 的 第 一 行 与 最 后 一 行 ， 第 一 列 与 最 后 一 列 
交换 ,这 相当 于 重新 排列 方程 式 和 未 知 数 的 次 序 ,得 矩阵 


[ 守 


对 年 作 消 元 法 时 ， 不 会 有 新 的 非 零 元 产生 ， 存 贮 量 和 运 
算 量 大 大 减少 。 

与 常用 的 算法 相对 应 ， 排 序 问题 可 分 为 以 下 三 类 ， 
@ 和 预先 把 矩阵 排列 成 带 型 或 变 带宽 型 ， 并 使 带宽 或 剖面 
尽 可 能 小 ，@ 预 先 把 矩阵 排列 成 块 三 角 和 矩阵 或 其 他 特殊 
分 块 和 矩阵 ;@ 在 稀 构 消 元 法 的 消 元 过 程 中 ,根据 产生 洒 补 
数 最 少 的 原则 来 确定 选 主 元 的 次 序 〈 这 也 是 一 种 排序 )。 
对 一 般 矩 阵 ,排序 问题 是 一 个 非常 困难 的 问题 ,因为 对 一 
个 给 定 的 矩阵 来 说 ， 所 有 可 能 的 次 序 总 数 是 一 个 巨大 的 
数字 ， 可 以 给 出 的 排序 算法 只 是 按 某 一 特殊 准则 来 确定 
“最 佳 次 序 " 的 。 讨 论 中 常用 图 论 作为 工具 。 

稀 玻 矩阵 的 存 贮 并 没有 一 种 最 好 的 方式 ， 在 各 种 具 
体 情况 下 ， 最 好 的 方式 与 要 存 贮 矩 阵 的 结构 及 用 途 有 关 
一 种 好 的 标准 是 矩阵 的 元 素 容易 查找 而 且 存 贮 量 少 。 存 
贮 方式 基本 上 采用 压缩 形式 ， 使 矩阵 中 大 量 的 零 元 素 不 
参加 运算 , 以 减少 机 器 的 运行 时 间 , 并 可 提高 机 器 处 理 高 
阶 矩 阵 问题 的 能 力 。 

对 于 带 型 矩阵 ， 只 存 贮 带 内 或 剖面 内 的 元 素 。 如 对 
矩阵 


Gn Gs Gs 
aa Qs Gs Oa 
A Hs 0 Ce os 


Qs Oa Qs Us 
{sy Qs Qss Use 


Ces Qes Qes|, 


可 用 等 带宽 存 贮 法 ， 在 带 的 左上 角 和 右 下 角 增 添 若干 个 
任意 元 素 =， 把 带 内 的 元 素 存放 在 和 矩形 数组 


x x ty th bs 


让 
T[1:6,1:5]= 


中 。 对 于 对 称 带 型 阵 

[bn 对 称 

ba ba 
bo bs 

0 0 0|b, 

0 0 fb, 0 bs 

0 0 0 0 ob 
可 用 变 带宽 存 贮 法 。 它 需要 两 个 数组 ，@ 存 放 剖面 内 的 
元 素 的 一 维 数组 SC1:11] = {bu,bs4, bs, by 0 by by 
bssy0bssybue} 回 对 角 元 数组 D[1:6]= {1,3,6,7,10， 
11}， 在 它 的 第 i 个 位 置 上 存放 对 角 元 bu 在 数组 8 中 的 
序号 。 这 样 ， 甜 阵 的 元 素 bw 可 通过 D,i,j 在 S 中 找到 。 
对 应 关系 为 

be [SEDI-i+i) (DL)-iti>Dri-1), 

“lo (DL -itj<D[li-1]), 
并 规定 D(0)= 0。 例 如 ,由 D[3]=6,D[2]=3,D[3] 一 3 十 
1>D[2], 可 得 bi=SC4]。 

对 于 元 素 随 机 分 布 的 稀疏 矩阵 ， 只 存 贮 和 矩阵 的 非 零 
元 素 和 必要 的 检索 信息 。 如 对 

(pn pa 0 pu 

0 0 ps 0 
pn 0 0 pu 

[pa pa pu 


可 用 行 指针 列 标 格式 存 贮 ， 它 需要 三 个 数组 ，@ 根 据 按 
行 向 右 的 次 序 ， 存 放 和 矩阵 非 零 元 值 的 数组 V= {pu Ps， 
PusPaasPy1sPausPusPessPue}; @ 存 放 V 中 每 一 元 素 在 原 
矩阵 中 的 列 标的 数组 C={1,2,4,3,1,4,1,3,4); @ 数 组 
R={1,4,5,7,10), 在 它 的 第 i 个 位 置 上 存放 和 矩 阵 第 i 行 
的 第 一 个 非 零 元 在 数组 V 中 的 序号 ， 最 后 一 个 位 置 上 的 
数 等 于 矩阵 非 零 元 素 个 数 加 1。 和 矩 阵 了 的 任意 非 零 元 素 
可 根据 及 和 C 的 值 定 出 它 在 了 中 的 位 置 。 例 如 pst, 先 由 
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B 


了 


R[3]=5，R [4]=7， 确定 第 三 行 有 两 个 非 零 元 V [5] 
和 V[56]， 再 检查 V[5] 和 V[6] 的 列 标 ,， 由 C[5]=1， 
CL6]=4, 可 推出 V[5]=Ps。 

此 外 ,还 有 连接 表 存 贮 法 和 超 和 矩阵 存 贮 法 等 。 

对 稀 琉 矩阵 的 共 生 斜 量 法 、 隆 措 什 法 等 选 代 法 研究 
的 兴趣 日 益 浓厚 稀疏 和 矩阵 的 研究 也 不 再 局 限于 稀 琉 线 
性 方程 组 的 解法 问题 ， 而 是 扩展 为 对 所 有 高 阶 稀疏 问题 
的 研究 。 

参考 书目 

梯 华 森 著 , 朱 季 纳 译 :< 稀疏 矩阵 >, 科学 出 版 社 ， 北 京 ，1981。 

(R, P. Tewarson, Sparse Motrices, Academic Press, New 
York, 1973.) 


(王国 荣 》 
Xiahouyang Suanjing 
《夏侯 阳 算 经 》 。 见 《 算 经 十 书 》。 
xlonwelcong 
纤维 从 〈fibre bundle) ”可 以 看 作 是 拓扑 乘积 的 


推广 。 纤 维 从 概念 产生 于 微分 几何 的 研究 。 纤 维 从 的 系 
统 研究 始 于 20 世纪 30 年 代 ， 它 不 仅 在 拓扑 学 和 微分 几 
何 学 中 占有 重要 地 位 ， 也 被 广泛 应 用 于 其 他 数学 和 物理 
学 分 支 。 

纤维 从 概念 ”假设 空间 忆 是 空间 X 和 Y 的 拓扑 乘 
积 。 设 p:E=XxY-~X 为 向 第 一 个 乘积 因子 的 投影 映 
射 , 则 对 于 任意 xEX,p-'(x) 均 同 胚 于 Y。 因 此 忆 可 看 作 
被 分 解 为 一 族 “ 纤 维 "{p-:(z)} 的 联合 体 。 这 些 “ 纤 维 " 相 
互联 合 的 方式 是 按照 已 知 的 乘积 拓扑 实现 的 。 纤 维 从 概 
念 是 将 这 种 考虑 作 如 下 推广 。 设 已,B, 是 拓扑 空间 ,P: 
B->B 是 连续 映射 。 若 对 于 任意 xEB, p-'(z) 均 同 胚 于 
, 则 说 巨 被 纤维 化 为 一 个 以 为 纤维 型 的 从 。 一 般 说 来 ， 
互 不 是 B 与 F 的 拓扑 乘积 。 但 假设 “局 部 地 "是 拓扑 乘积 ， 
即 设 B 中 每 一 点 * 均 有 包含 * 的 一 个 开 集 V, 和 一 个 把 
pV,) 同 胚 地 映 成 VxF 的 映射 ,使 得 对 每 个 xEVi， 
9 把 p71(x) 映 为 XxF，EE 是 这 些 {pV,)} 的 并 集 ， 因 
此 EE 可 看 作 是 由 这 些 拓扑 乘积 {V。xF} 拼 粘 起 来 的 。 当 
Vs 克扣 时 ,VsXF 和 VixF 的 拼 粘 方式 如 下 : 对 每 对 
(XY) EV xF, (XY) EVsXFP,xEVNVs, 如 果 9T (zy 
一 97 "(Xs)， 即 (X,Y4) 一 P48I"(X, 妇 )， 就 将 (4) 和 
《xz, 芒 ) 粘 起 来 ,pi"91 是 把 x*xF 映 为 xxF 的 拓扑 变换 ， 
所 以 它 决定 了 的 一 个 拓扑 变换 gu(z)。 这 里 gu(z) 她 一 
ys， 因 此 VixF 和 VixF 的 拼 粘 就 可 以 看 作 是 借助 于 一 
个 连续 映射 gu:VinVr>G 来 作 的 ,其 中 G 是 了 的 一 个 拓 
扑 变换 群 ,这 些 gw 称 为 转移 函数 。 因 而 就 说 有 了 一 个 纤 
维 从 (E,P,B,F,G), 这 里 五 称 为 全 空间 ，B 为 底 空间 ， F 
为 纤维 型 ,Pp 为 投影 ,G 为 构造 群 。 

例如 , 麦 比 乌 斯 带 是 最 简单 的 非 拓扑 乘积 的 纤维 丛 。 
它 由 一 条 矩形 长 带 将 其 一 对 边 中 之 一 扭转 180" 后 与 另 
一 边 粘 合 而 得 ( 见 闲 曲面 的 分 类 、 拓 扑 空 间 )。 也 可 看 作 
将 一 直线 惧 中 点 放 在 一 个 圆周 上 沿 此 圆周 移动 一 周 的 同 
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时 ,使 该 线段 翻转 180" 而 成 。 这 是 一 个 纤维 从 ， 其 全 空 
间 忆 为 麦 比 乌 斯 带 , 底 空间 了 为 圆周 ， 纤 维 型 了 为 线 届 ， 
构造 群 G 为 了 的 一 

个 至 少 包 含 关于 中 

点 的 反射 在 内 的 拓 

扑 变换 群 , p:E->B 

则 是 将 每 根 直 母 线 

映 为 与 B 之 交点 的 

映射 。 

齐 性 空间 一 麦 出 乌 斯 带 
类 重要 的 纤维 从 。 设 了 为 拓扑 群 G 的 一 个 闭 子 群 ，H 在 
G 中 的 左 陪 集 组 成 商 空间 G/H， 设 p:G>G/H 为 商 映 
射 ， 则 在 适当 条 件 下 (G,p,G/H,H, 昌 ) 成 为 一 个 纤维 从 ， 
且 G 作 用 在 G/H 上 是 可 迁 的 变换 群 。 

切 人 处 ” 另 一 类 重要 的 纤维 从 。 设 怕 是 一 个 实 n 维 微 
分 流 形 , T。(M) 为 M 在 点 x 处 的 切 空间 ,将 所 有 {T。(M)》 
用 自然 方式 并 起 来 ,得 一 个 2n 维 微分 流 形 TCM)， 设 P: 
TC(M)>M 为 将 Te(M) 映 成 x, 则 得 纤维 从 (T(M),p,M， 
R,GL(nR)), 称 为 M 的 切 从 。 类 似 地 ,还 可 定义 上 的 
各 型 张 量 从 。 

向 量 处 ”以 线性 空间 为 纤维 型 ， 一 般 线 性 群 为 构造 
群 的 纤维 从 称 为 向 量 丛 。 切 从 是 最 常见 的 重要 的 向 量 从 ， 
将 向 量 空间 的 运算 施 于 向 量 从 的 纤维 ， 便 得 向 量 从 的 运 
算 。 例 如 由 直 和 与 张 量 积 得 同 底 的 向 量 丛 的 惠 特 尼 和 个 
与 张 量 积 @。 

从 的 许 导 ”转移 函数 族 {9w} 表达 了 局 部 乘积 拼 相 
为 整体 的 全 貌 ， 因 此 它 刻画 了 从 结构 。 设 给 了 连续 映射 
f:B,>B, 则 函数 族 (9w*f) 是 B, 上 的 一 族 转移 函数 ,从 而 
确定 B, 上 具有 相同 纤维 型 和 构造 群 的 纤维 从 , 称 为 诱导 
丛 。 仿 紧 空间 上 相互 同 伦 的 映射 诱导 相同 的 丛 。 

主 纤维 从 ”简称 主 从 。 藻 纤维 从 的 纤维 型 就 是 构造 
群 G ,并 且 G 在 纤维 G 上 的 作用 是 左 平移 , 则 此 纤维 从 称 
为 主 G 丛 。 任 一 以 G 为 构造 群 的 纤维 从 决定 一 个 具有 相 
同 转移 函数 族 的 主 G 从 ， 称 为 相配 的 主 G 从 。 由 于 纤维 
从 被 其 转移 函数 族 所 决定 ， 所 以 纤维 从 的 同 构 分 类 归结 
为 主 从 的 同 构 分 类 。 

万 有 从 和 分 类 空间 有 一 种 特殊 重要 的 主 G 从 ， 使 
得 所 论 及 的 范畴 中 的 每 一 个 主 G 从 均 为 它 的 诱导 从 ， 称 
为 万 有 从 ， 其 底 空间 称 为 分 类 空间 。 于 是 以 了 为 底 的 主 
G 从 的 问 构 分 类 ， 从 而 以 G 为 构造 群 的 具有 一 定 纤维 型 
的 纤维 从 的 问 构 分 类 ， 归 结 为 从 了 到 分 类 空间 的 连续 映 
射 的 问 伦 分 类 。 

截面 连续 映射 s:B-> 已 称 为 一 个 戴 面 ， 如 果 s 把 
每 个 点 xEB 映 入 p™'(x) 中 。 微 分 流 形 的 切 从 的 截面 是 
流 形 上 的 一 个 向 量 场 , 张 量 从 上 的 截面 是 一 个 张 量 场 。 截 
面 的 存在 与 否 是 一 个 重要 问题 。 乘 积 从 得 有 截面 ， 然 而 
由 于 一 般 的 从 有 扭曲 ， 截 面 不 一 定 存 在 。 例 如 二 维 球面 
的 单位 切 向 量 所 构成 的 从 没有 截面 ， 即 球面 上 切 向 量 场 
必 有 奇 点 。 


示 性 类 ”纤维 从 的 截面 的 存在 性 问题 与 阻碍 理论 有 
关 。 由 此 而 得 到 底 空间 的 某 些 上 同调 类 , 称 为 示 性 类 , 示 
性 类 可 利用 从 底 空 间 到 分 类 空间 的 分 类 映射 将 万 有 丛 的 
示 性 类 (所 谓 万 有 示 性 类 ) 拉 回 而 得 到 。 

示 性 类 中 重要 者 有 斯 蒂 非 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 、 陈 示 性 
类 和 庞 特 里 亚 金 示 性 类 。 

昊 文俊 在 示 性 类 理论 中 有 许多 重要 研究 ， 他 发 现 斯 
蒂 非 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 的 斯 廷 罗 德 平方 运算 的 表示 公式 
以 及 微分 流 形 的 斯 蒂 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 用 吴 类 表示 的 
公式 。 

从 上 的 同 伦 与 同调 ”纤维 从 的 全 空间 E、 底 空间 B 
和 纤维 型 了 具有 同 伦 正 合 序列 和 同调 谱 序列 。 这 些 关系 
使 人 们 可 以 利用 将 一 个 空间 适当 地 纤维 化 为 一 个 纤维 从 
的 办 法 来 研究 它 的 同 伦 和 同调 性 质 。 

应 用 纤维 从 理论 在 微分 几何 学 ,代数 几何 学 \ 复 变 
函数 与 复 流 形 理论 以 及 大 范围 分 析 学 等 方面 有 深刻 的 应 
用 。 一 般 说 来 ， 纤 维 从 是 应 用 代数 拓扑 学 的 理论 和 方法 
于 其 他 数学 领域 的 一 个 桥梁 。 近 年 来 还 发 现 ， 在 物理 学 
中 纤维 从 是 表达 规范 场 的 合适 的 数学 语言 。 

参考 书目 

N. E. Steearod, The Topology of Fibre Bundles, 9th 
Printing, Princeton Univ. Press, Princeton, 1974. 
D. Husemoller, Fibre Bundles, 2nd ed., Springer-Verlag, 


New York, 1974. 
( 干 丹 岩 ) 


xlonshl chofen fongfa 


显 式 差分 方法 (explicit difference method) 
见 分 步 法 。 
xionhuilun 
线 汇 论 (theory of rectilinear congruences) 


三 维 欧 氏 空间 由 二 参 变数 (u，v) 定 义 的 具有 二 个 自由 度 
的 直线 全 体 {1(u,v)} 称 为 直线 汇 或 简称 线 碟 ， 各 直线 称 
为 光线 。 这 方面 理论 发 端 于 1828、1830 年 W.R. 哈密 顿 
的 研究 。1860 年 E. E. 库 默 尔 仿效 曲面 论 的 方法 取 定 一 
个 参考 曲面 ， 使 每 条 光线 Ku, v) 和 它 相 交 于 点 (50)， 
而 且 采 用 Ku,v) 的 单位 向 量 Mu， ") 以 代 蔡 曲面 的 法 线 ， 
于 此 ,他 作出 dm? 和 dzdm 这 二 个 二 次 微分 形式 ， 并 按照 
同 曲面 论 一 样 的 步骤 展开 了 线 汇 的 系统 的 论述 ， 从 而 基 
本 上 获得 了 线 汇 的 重要 元 素 。 但 是 ， 在 参考 曲面 的 选择 
上 存在 着 不 唯一 性 的 缺点 ， 所 以 , G. 桑 尼 亚 (1908) 对 此 
加 以 改善 ,保留 E.E. 库 默 尔 的 第 一 基本 形式 
dn* =edu?: + 2fdudv + gdv*, 

而 重新 作出 新 形式 2drdo =Bdw?+ 2jdudv+5dw?, 用 以 取 
代 第 二 基本 形式 ， 这 里 dr 和 dr 分 别 表示 线 汇 的 二 邻近 
光线 Mawz),P(zu+ dp 十 dm) 间 的 交角 和 最 短 距 离 ， 这 
样 , 线 汇 论 基本 定理 就 如 同 曲面 论 中 一 样 , 被 完备 无 缺 地 
建立 起 来 了 。 

在 讨论 线 汇 论 的 方法 中 ， 特 别 要 提出 的 是 W. J. E. 
布 拉 什 克利 用 E. 斯 图 迪 的 推移 原理 和 W. K. 克利 福 德 


的 对 偶数 而 作成 的 创建 。 下 面 将 简 述 “对 偶 点 "与 桑 尼 亚 
基本 形式 间 的 关系 。 

对 偶数 与 直线 坐标 ”按照 E. 斯 图 迪 的 理论 说 来 ， 直 
线 几 何 是 可 以 移 到 作为 二 维 球面 上 的 几何 而 对 之 进行 研 
究 的 。 为 此 ， 将 运用 被 称 为 "对 偶数 "的 数 系 。 普 通 的 复 
数 有 两 个 单位 1,i 其 中 疡 = ~ 1， 而 且 一 般 形式 是 "十 加 ， 
式 中 ob 都 是 实数 。 对 偶数 的 一 般 形式 则 是 + 翅 , 其 中 
新 单位 。 满 足 关系 式 。*=0。 对 偶数 满足 乘法 交换 律 ,但 
是 因子 定理 则 不 成 立 。 换 言 之 ,二 对 偶数 的 积 等 于 等 时 ， 
各 因子 可 以 不 是 零 * 例 如 , 设 ab 头 0,sa* 友 =0 就 是 例子 。 
可 以 普通 复数 的 方法 定义 对 偶数 的 正则 函数 。 比 如 ， 从 

cos(a+eB) 一 cosa cos sp 一 sin asin eB, 


Ei 


cos eg=1- 2+.…=1, 


sp 
sin ep= sp- 全 + sp, 
得 出 


cos(a+58) ~cos a— 8 sin a 

设 一 直线 ! 是 由 其 上 二 点 P(x) 和 F(z) 决定 的 。 这 

里 表示 P 的 位 置 向 量 ,等 等 。 令 

X=p(x-¥), X=p(xx¥), 
式 中 p 天 0 是 待定 的 实数 ，" x "表示 向 量 积 ,这 二 向 量 的 
六 个 分 量 恰恰 代表 直线 ! 的 普 吕 克 坐 标 ， 它 们 必须 满足 
恒等式 (X, 关 )=0。 现在 选取 p 使 得 X=1, 那么 X 表示 
直线 ! 的 单位 向 量 。 

根据 斯 图 迪 理 论 导 入 一 个 “对 偶 向 量 "，#= 闪 + 又 ， 
使 之 和 直线 1 一 一 对 应 ,从 上 述 关系 立即 得 出 如 =1。 所 
以 (§) 表 示 单 位 球 上 的 一 个 “对 偶 点 "这样 , 三 维 空间 的 
直线 被 表示 为 单位 球 上 的 对 偶 点 。 

对 偶 点 与 宁 尼 亚 基 本 形式 ” 设 一 个 线 汇 的 光线 Ku， 
v5) 所 对 应 的 对 偶 点 为 &=X(u,v)+s 稀 (u,v), 那么 在 单位 
球 上 所 作 的 “对 偶 线 素 " 多 ， 是 在 对 偶 旋 转 下 的 不 变形 
式 ,而 且 实 际 上 , 它 的 实 部 分 和 对 偶 部 分 恰恰 分 别 是 桑 尼 
亚 的 第 一 和 第 二 基本 形式 。 

dt:=e dw? + 2fdu dv+g du:+e(B du?+ 2Jdu db 十 doz)。 

一 个 曲面 的 所 有 法 线 构成 的 线 汇 称 为 法 线 汇 ， 它 有 
如 下 的 重要 性 质 ,被 称 为 几何 光学 的 基本 定理 , 即 

马 吕 斯 - 迪 潘 定理 ”任意 法 线 汇 的 光线 经 有 限 回 关 
于 曲面 的 反射 或 届 射 后 ， 仍 然 保 持 其 为 法 线 汇 的 性 质 。 

也 可 以 用 仿 射 和 射影 的 观点 来 研究 线 汇 。 

参考 书目 

苏 步 青 著 :< 微 分 几何 学 >, 正中 书局 ,重庆 ,1948。 
W. Blaschke, Vorlesungen iber Differential Geometrie, 
Aufl. 3,Bd. 1, Verlag von Julius Springer, Berlin, 1923. 


( 苏 步 青 》 


xianxing blanhuan 

线性 变换 (linear transformation) 同一 域 
上 两 个 向 量 空间 之 间 的 映射， 是 线性 代数 的 一 个 主要 研 
究 对 象 。 
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设 V 和 V' 是 域 K 上 的 向 量 空间 , 工 是 从 V 到 V' 的 
映射 ， 如 果 对 于 V 中 任意 向 量 w、z 以 及 K 中 任意 元 素 
a.b, 有 Llau+bv)=aL(w)+bL(v), 那么 工 称 为 V 到 V' 
的 线性 变换 。 例 如 ， 解 析 几 何 里 的 三 维 空间 中 任 一 向 量 
(zy,2) 在 xy 平 面 上 的 投影 :L((x,y,z))=(X,y), 就 是 
实数 域 忆 上 三 维 向 量 空间 R 到 二 维 向 量 空间 ?的 一 个 
线性 变换 。 设 + 是 n 维 向 量 ， M 是 mxn 实 矩阵 ， 令 
L(xz)=M.x, 则 工 就 是 R" 到 Rn 的 一 个 线性 变换 。 

设 工 是 V 到 V' 的 一 个 线性 变换 ,B={by|j=1,2,…， 
nn} 和 C={c4i=1,2,…,m} 分 别 是 V 和 V' 的 基 , 于 是 ,V 


中 任 一 元 素 = 可 表 为 == 次 xpo， 其 中 忆 是 域 K 的 元 
娄 。 由 线性 变换 的 定义 可 推 得 L(z) ~ 六 5 (by)。 若 


TbD= 加 oueoi= 12，rm 式 中 qu 是 域 K 的 元 素 , 令 
M(L)=(aw),z 写 为 列 向 量 (ziyxay…， ze)z， 则 工 开 ) 一 
MCD).z。 此 时 MK(L) 和 为 了 对 (B,C) 基 的 矩阵 。 当 基 取 
定之 后 ,就 在 与 MCL) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 即 V 
到 Y 的 一 切线 性 变换 与 K 上 一 切 nxm 答 阵 之 间 是 一 
一 对 应 的 。 线 性 变换 保持 子 空间 及 其 包含 关系 , 即 若 S,、 
S, 都 是 V 的 子 空间 , 且 有 S:E 8 时, 则 L(S,)、.L(S,) 必 是 
VV 的 子 空间 , 且 有 L(S)SLCS,)。V' 的 稚 身 量 在 V 中 的 
原 像 组 成 的 集合 , 称 为 的 核 , 记 作 KerL，L(V) 表 示 V 
在 工作 用 下 的 像 ， 则 KerL 和 L(V) 分 别 为 V 和 V' 的 于 
空间 , 若 以 dim KerL 和 dimL(V) 分 别 表示 子 空间 KerL 
和 ZL(V) 的 维 数 ， 则 有 dim KerL + dimL(V)=dimV。 
dim KerL 称 为 工 的 亏 ,dimL(V ) 称 为 工 的 秩 。 
从 线性 变换 和 和 矩阵 的 对 应 关系 可 知 这 两 者 是 同一 

的 ,但 是 线性 变换 的 矩阵 与 基 有 关 ， 而 线性 变换 却 不 受 基 
的 限制 ,所 以 线性 变换 使 用 起 来 要 方便 一 些 。 例 如 , 解 齐 
次 线性 方程 组 ， 

Qi 十 Qiaxaz 十 … 十 Ginxn 一 0 

CaiXi 十 aazxa 十 … 十 Ganxn 一 0， 


Gmail 十 amaxa 十 … 十 OmnXe 一 0 

就 可 看 作 求 KerL 的 问题 ， 这 里 工 是 矩阵 (au) 所 代表 的 
线性 变换 。 因 此 ， 当 工 的 亏 为 0 时 方程 组 只 有 零 解 。 在 
m<n 时 ,由 亏 和 秩 的 关系 可 知 dimL(V)<dimV， 所 以 ， 
工 的 号 >>0, 此 时 方程 组 有 非 零 解 ， 而 且 所 有 的 解构 成 V 
的 一 个 子 空间 。 于 是 只 要 找 出 KerL 的 基 ， 就 可 写 出 解 
的 一 般 表达 式 。 

在 V=V" 时, 若 V 到 V' 的 线性 变换 工 是 一 个 双 射 ， 
则 工 称 为 可 逆 变 换 或 非 奇异 变换 。 从 亏 和 秩 的 关系 可 知 
以 下 条 件 是 等 价 的 ，O@L 是 正则 的 ，@M (L) 是 非 奇 异 
的 ; @L(V)=V，@KerV= {0}。V 的 正则 变换 以 映射 
的 合成 为 运算 构成 一 个 群 , 称 为 VY 上 的 一 般 线性 群 , 记 作 
GL(V), 

在 V 和 V' 都 是 赋 范 线性 空间 时 ，V 到 V' 的 线性 变 
换 就 称 为 线性 算 子 。 如 果 V' 是 一 维 实 空间 ,那么 就 把 线 
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性 算 于 称 为 线性 泛 函 。 对 于 线性 算 子 工 车 存在 常数 M， 
使 得 |L(z)|<M-1z|， 对 于 V 的 一 切 x 都 成 立 , 那 色 工 
称 为 有 界 的 。 对 于 线性 算 子 来 说 ， 有 界 和 一 致 连 续 是 等 
价 的 。 ( 吴 英 辅 ) 


xionxing chongweifen fongcheng 
线性 常 微分 方程 (linear ordinary differential 
equation) 微分 方程 中 出 现 的 未 知 函数 和 该 函数 各 
阶 导数 都 是 一 次 的 ， 称 为 线性 常 微分 方程 。 它 的 理论 是 
常委 分 方程 理论 中 基本 上 完整 、 在 实际 问题 中 应 用 很 广 
的 一 部 分 。 

线性 一 阶 常 微分 方程 ”在 初等 常 微分 方程 中 已 经 知 
道 方程 


y'+P(x)y=Q(x) (1) 
及 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 
y+P(x)y=0 (2) 


的 解法 ,得 到 (2) 的 通 解 和 满足 初始 条 件 VX。) =y。 的 特 
解 分 别 为 


y=Ce-Jecnas, 
3 一 yoe Jso Pd = yy), 
(1) 的 通 解 和 满足 初始 条 件 多 zx) =yo 的 特 解 分 别 为 ， 
y=erleee) elreeQ Cdet C}, (4) 


(3) 


y= yot | eC) Qat 
同 

=y*(x)y +Y(x), (5) 
方程 (1)、(2) 及 其 解 有 以 下 的 重要 的 性 质 。 

@ y(x)=0 是 (2) 的 解 , 称 为 明显 解 。 如 果 P(x) 在 
xz 连续 ， 则 满足 零 初始 条 件 Vxo)=0 的 解 必 为 明显 解 。 
@ 方 程 (2) 的 任意 两 个 解 y 与 ys 的 线性 组 合 Cy + Cay 
也 是 (2) 的 解 ,C,,C; 是 任意 常数 。@y*(x) 是 (2) 的 满足 
条 件 Vx。)=1 的 特 解 。@(2) 的 解 的 全 体 构成 一 维 线性 
空间 ,明显 解 是 零 元 素 。 回 方程 (1) 的 通 解 (4) 等 于 (1) 的 
一 个 特 解 加 上 (2) 的 通 解 。@ Y(x) 是 (1) 的 满足 零 初始 
条 件 W(xo) 一 0 的 特 解 。@ 若 Q(z) 一 Qi(xz)+Q:(z)， 又 已 
知 y,(x) 是 六 +P(X)y=Q@((x),(i=1, 2) 的 解 , 则 (x) 
十 ya(*) 是 方程 (1) 的 解 (又 加 原理 )。 

易 见 , 线性 代数 方程 组 的 解 也 具有 类 似 的 性 质 。 线 
性 常 微 分 方程 组 和 线性 高 阶 常 微分 方程 的 解 也 有 同样 的 
性 质 。 

线性 一 阶 常 微分 方程 组 ”这 种 方程 组 可 写成 如 下 形 
式 
We ont anette) yt fi) (0) 

(i=1,2,°",n), 
车 其 中 Gu(x),f,(x) 在 x* 的 区 间 (a,b) 上 为 连续 ， 则 方程 
(6) 的 满足 
V(X)=Ye (i=1,2,.…,n, xo Ea,b)) 


的 解 (yi(X),ys(X),…，, Ya)) 在 区 间 (a,b) 上 存在 而 且 
唯一 。 
为 方便 计 ,(6) 可 写 为 向 量 方程 
dy 
ie A(x)Y+f(x), (7) 
式 中 
‘ys ) f(x) 1] 
| 


| f(x) | 
,f(x | 


:| | 
| 

‘yn f(x) 
[au(x) Gna(x) … on(z) 


Qn (x) 


Qa (x) 
| . 


Gn) 


\an(x) an(x) 


而 对 应 的 齐 次 方程 是 


am(z) 


dy ~ 
型 -4(z)3。 (8) 


仿照 线性 代数 中 那样 ， 对 于 任意 m 个 元 向 量 函 数 
如 (XY) ,ya(X),… ,ym(X), 可 以 定义 它们 在 区 间 (a,b) 上 的 
线性 相关 与 线性 独立 。 当 这 些 函 数 都 是 同一 个 方程 (8) 的 
解 时 ,它们 的 线性 相关 性 或 独立 性 可 由 其 在 (a,b) 中 的 任 
一 点 * 为 线性 相关 或 独立 来 决定 。 特 别 , 当 m=n 时 成 
立 等 式 
Wry le = WE eles ee Se 

(a<xo,x<b), (9) 

其 中 


fa fa hs am 


| 
Ce A 


Yns Ynt Yn2 7 Ynn 

后 一 行列 式 称 为 fi, 加 ，…，y 的 妆 斯 基 行列 式 。 由 它 在 
(a,b) 中 任 一 点 的 值 等 于 零 或 不 等 于 零 , 可 判定 ,8s，… 
如 在 (a, b) 中 是 (8) 的 线性 相关 解 或 线性 独立 解 。 由 此 ， 
方程 (8) 必 存在 个 线性 独立 解 ， 而 任何 +1 个 解 都 是 
线性 相关 的 。 

对 应 于 方程 (1) 与 (2) 的 前 述 7 条 性 质 ,方程 (7) 与 
(8) 也 有 如 下 的 性 质 。@ Wz)=0 是 (8) 的 明显 解 。 若 
A(x) 在 x 连续 , 则 满足 条 件 yx，,)=0 的 解 必 为 明显 解 。 
@ 方 程 (8) 的 任意 几 个 解 的 线性 组 合 也 是 (8) 的 解 。(8) 
的 通 解 可 表 为 驶 C(x) ,其 中 Ci,C2,…,C 为 n 个 任意 
常数 ,yi(x), 邮 (xX)，…syo(x) 是 (8) 的 任何 nn 个 线性 独立 
解 , 称 之 为 (8) 的 一 个 基本 解 组 ,由 它们 的 民 个 分 量 构成 
的 方 阵 称 为 基 解 方 阵 。@@ 若 如 (z)，(i=1, 2，…, nn) 是 
(8) 的 基本 解 组 ,使 对 应 的 基 解 方 阵 Y*(x) 满 足 初 值 条 件 
Y*(za)= ECE 为 单位 方 阵 ), 则 (8) 的 任 一 解 yx) 可 表示 
为 Wz) 一 Y*(z)8(xo)。 但 仅 当 Bow=] A 与 A(t) 


为 可 交换 时 ( 即 B(t)A(t)=A(t)B(t))，Y*(x) 才 能 写成 


Sacnas 


8 ”的 形式 。@(8) 的 解 的 全 体 构成 n 维 线性 空间 ， 
任何 一 个 基本 解 组 都 可 作为 此 空间 的 基底 ， 明 显 解 是 等 
元 素 。@ 方 程 (7 ) 的 通 解 等 于 它 的 一 个 特 解 加 上 (8) 的 通 
解 , 且 可 表示 为 : 


yy+ | Y*(x)CY*(s)]-!f(s)ds (10) 
ms 


式 中 yoy(xo)。@ (10) 式 右边 第 二 项 是 方程 (7 ) 的 满 
足 零 初始 条 件 y(x。) =0 的 特 解 。@ 若 了 xz) 一 思 (z) 十 
天 (x)， 又 已 知识 (x) 是 - 蜡 =A(x)y+ 了 (x) (i=1, 2) 
的 解 , 则 W(x)+y(x) 是 (7 ) 的 解 。 
线性 高 阶 常 徽 分 方程 ”这 种 方程 可 写 为 如 下 形式 
y+PXNY™T V+ + par)Y=ax), (11) 
此 方程 可 借助 于 引进 新 的 未 知 函 数 化 为 一 阶 方程 组 。 令 
=y, a=y ny, 则 (11) 化 为 
人 -pp， 执 ~ 


dh 
人 =) pe) paz) yn 


—Pn(X, (12) 
若 改 记 (12) 为 向 量 方程 , 则 
人 
| WE 
aw) : 和， 
[I 0 m1 
【人 -p -pi -pi … -ps -Pp 
:| 
f(x)= o | 
gz) 


这 时 式 (9) 中 的 以 ov(s)= 一 Pi(s), 而 朗 斯 基 行 列 式 成 为 


| 扣 
Pa 要 
WCyoaayao 一 | 加 


ye- 
式 中 妇 , 如，…， yn 表示 (11) 所 对 应 的 齐 次 方程 的 任意 
个 解 ， 而 (11) 的 通 解 是 对 应 的 (12) 的 通 解 (10) 的 第 一 个 
分 量 。 

由 于 黎 卡 提 方 程 =P(x)y*+Q(x)y+R(x) 可 借 代 


yf yr 


和 了 ee 
换 y= 一 -BE 总- 化 为 4 的 线性 二 阶 方程 
w=(Q (e+ Fs uw' — P(x)RCx)u 
或 线性 方程 组 
du 


从 -由 =-(e+ 号 )o-PPv 
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xon 线 


所 以 即使 是 只 含 两 个 未 知 函数 的 线性 方程 组 或 是 二 阶 
线性 方程 ) 也 未 必 能 用 初等 方法 求 出 通 解 。 但 可 证 明 : 如 
果 已 知 (8) 或 (11) 所 对 应 的 齐 次 方程 的 上 个 线性 独立 解 ， 
则 该 齐 次 方程 即 可 被 降 为 只 含 n 一 k 个 未 知 函 数 的 线性 
方程 组 或 线性 mn 一 k 阶 方程 。 由 此 可 得 重要 结论 ; 当 n=2 
时 ,如 果 方 程 

y +Pp(x)Y'+PAx)Y=0 (13) 
的 一 个 非 零 特 解 加 为 已 知 , 则 可 求 出 它 的 通 解 ， 且 具有 
如 下 形式 : 


1 -Jee 
yu (Crt oe ds), 
l 


对 n=2 时 的 方程 (8) 也 成 立 类 似 的 结论 。 但 对 
Yy +PA(x)Y +Pa(x)Yy— a(x), (14) 
仅 当 已 知 它 的 两 个 特 解 时 才能 求 出 其 通 解 ;对 于 n=2 时 
的 方程 组 (7), 也 是 如 此 。 
方程 (13) 在 应 用 数学 中 颇 为 重要 ， 对 它 还 有 宕 级 数 
解法 、 广 义 守 级 数 解 法 、 定 积分 解法 以 及 解 的 定性 讨论 等 
内 容 。 
伴随 微分 方程 ”以 A*(x) 记 方程 (8) 中 A(x) (可 能 
为 复方 阵 函 数 ) 的 共 二 转 置 方 阵 , 则 称 
各 -一 As(z)z (15) 


为 (8) 的 伴随 微分 方程 。 不 难 证 明 ，(8) 的 任 一 基 解 方 阵 
(x) 与 (15 ) 的 任 一 基 解 方 阵 W(x) 必 满足 恒等式 
p(x)MUx)=C, 
C 是 ( 复 的 ) 常 数 方 阵 。 
借助 于 (12)， 易 证 线性 齐 次 高 阶 方程 
Liy~y™ + p(x t+ py 0 (16) 
的 伴随 方程 是 
Maz=(—1)2m+(—1) (Br)2) D+ 
+(—PBn-1(x)2)'+B,(x)z=0。 (17) 
对 于 (16) 和 (17 ) 成 立 拉 格 朗 日 恒等式 ， 设 pl(z) 在 
区 间 (4,b) 上 为 n 一 i 次 连续 可 微 ,u(x) 与 V(x) 在 (a,b) 上 
为 n 次 连续 可 微 , 则 有 
Dau— uM 一 [uvo] (18) 
式 中 [w 习 = 加 于 
Ca 
把 (18) 在 (a,b) 的 任 一 子 区 间 (x,, xs:) 上 积分 ， 即 得 
格林 公式 : 
[corruis )az= [uso]s 一 [us (19) 


这 两 个 公式 对 讨论 边 值 问题 很 有 用 处 。 此 外 ， 由 (18 ) 还 
可 看 出 :如 果 wz) 是 (17) 的 非 零 解 ， 则 MKz) 是 (16) 的 积 
分 因子 。 
常 系数 线性 方程 组 与 常 系数 线性 高 阶 方程 ”对 于 党 
系数 一 阶 线性 非 齐 次 方程 组 
型 一 Ay+f(x) (20) 
及 其 对 应 的 齐 次 方程 组 
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(一 1)4ucD(Pn-n5)c。 


qd 
-型 -4y。 (21) 


技 照 前 述 线性 一 阶 常 微分 方程 组 的 理论 和 矩阵 函数 的 知 
识 可 得 (21) 的 通 解 为 

[ 
| 


3(z)=etc，c 一 (22) 


《20) 的 通 解 为 


yer (et etc). 《23) 


为 了 实用 上 的 需要 ,还 须知 道 e% 的 具体 表达 式 。 

称 和 的 n 次 代数 方程 |4 一 XE| = 0 为 (21) 的 特征 方 
程 , 它 的 根 为 (21) 的 特征 根 。 可 以 证 明 , 若 X, 是 特征 根 ， 
本 ,是 对 应 的 特征 向 量 , 则 ee 是 (21) 的 解 ! 又 若 X, 六 
入 都 是 特征 根 , 则 exe 与 exye7 是 ( 21) 的 两 个 线性 独 
立 解 。 因 此 ,如 果 (21) 有 于 个 不 同 的 特征 根 Xp2ny 
则 它 的 通 解 是 

Breer, 


a 

一 般 , 当 特征 方程 可 能 有 重 根 时 ,可 借助 于 线性 代数 
中 化 答 阵 为 若 尔 当 法 式 的 理论 来 求 (21) 的 通 解 。 设 非 奇 
异 方 阵 P 使 P ,AP= 了 B 具 若 尔 当 法 式 , 则 线性 变换 y 一 Pz 
可 以 化 (21) 为 


dz 
EB (24) 
其 中 
「B 0 0 0 
六 
0 0 0 Bi 
2 0 0… 0 0 
1 0… 0 0 
B=|o1N… 0 0 
00 0 … 1 Nl 


(1 2 


By 为 zu 阶 若 尔 当 块 ，m+ mm 十 … 十 mr 一 me 洲 记 Bi 一 
Es+Ns, 则 有 


a Ns 
84 一 exj= -一 
A 
1 0 0.00 
| x 1 0…00 
| 
-er| 到 w 
| :| 
Ed ny | 
oA 1 
(n=l Cy—2)1 a 
而 (24) 的 通 解 为 


em 0 0 … 01fa 
0 em 0… 0||a 
2 一 eBec 一 了 过 | 
0 0 0 …eanj io 
《21) 的 通 解 是 
y=Pesse, (25) 
由 此 可 见 y 的 各 个 分 量 都 具有 
= Pu (k=1,2, ,1) (26) 


的 形式 ，Pw(z) 是 x 的 次 数 不 大 于 (my 一 1) 的 多 项 式 , 系 
数 是 C,,C:，…,Cn 的 齐 次 线性 组 合 。 
若 (20) 与 (21) 是 由 线性 常 系数 高 阶 方程 


YOO+PY™ N+ +py=a(x) (27) 

与 y+PY" N+ + Pay=0 (28) 
化 来 , 则 特征 方程 是 

和 "二 DPI 十 … 十 po- 十 pn 一 0， (29) 


而 (26) 中 的 yy 即 (28) 的 通 解 。 这 时 A 的 右上 角 有 一 个 
n 一 1 阶 子 行列 式 之 值 为 1, 故 (29) 的 每 一 i 重 根 和 六 只 
对 应 于 一 个 i 阶 若 尔 当 块 ,而 妇 中 e*"* 前面 的 多 项 式 必 
为 i~1 次 。 又 若 (27) 为 实 系数 而 有 复 特 征 根 , 则 必 成 对 
出 现 。 实 用 上 常 以 ex* cos Bx 与 e** sin Bx 这 两 实 解 代替 
两 个 共 辆 复 解 e+。 

虽然 从 理论 上 说 ，(20) 或 (27 ) 的 特 解 可 按 公 式 (23) 
右边 的 第 二 项 来 求 ,其 中 e4% = Pes'P-:。 但 在 具体 计算 时 
是 相当 麻烦 的 。 当 q(x) 或 f(x) 的 各 分 量 为 多 项 式 ,正弦 
余弦 函数 ,指数 函数 ,或 三 者 的 乘积 之 和 时 ， 不 难得 知 对 
应 的 特 解 所 应 具有 的 形式 ， 然 后 可 用 待定 系数 法 来 求 特 
解 。 此 外 ,也 可 采用 符号 方法 或 拉 普 拉 斯 变换 法 求 特 解 。 
拉 氏 变换 法 是 把 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 问题 化 为 线 
性 代数 方程 或 方程 组 的 求解 问题 ， 求 解 时 把 初始 条 件 一 
起 考虑 在 内 ,不 必 先 求 通 解 再 求 特 解 ,在 工程 技术 中 有 广 
泛 的 应 用 。 此 外 ， 还 有 用 留 数理 论 求 方程 (20) 或 (21) 解 
的 方法 。 

欧 拉 方程 和 周期 系数 线性 方程 ”这 是 两 种 可 化 为 常 
系数 的 变 系数 线性 方程 。 二 者 有 本 质 的 不 同 ， 前 者 是 切 
实 可 行 的 ， 后 者 只 有 理论 上 的 价值 。 欧 拉 方 程 是 形 如 

XV + tt ry + ony =f(x) (30) 
的 方程 , 经 自 变量 的 代 换 x=e: 就 可 化 为 常 系数 ,这 时 有 
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不 难 写 出 所 对 应 的 以 上 为 自 变量 的 常 系数 线性 方程 .对 
比 (30) 更 一 般 的 方 各 
(artA)YV+a(art By d+. +ay=f(x) 
可 作 代 换 ax+ B=e!。 又 对 方程 组 (7), 只 要 ow (x) = 
a(x) 对 一 切 49j, 则 用 代 换 += |e(z)dz 总 可 把 (7) 化 
为 常 系数 。 
若 (8) 中 的 A(z) 对 x 有 周期 w 而 Y(z) 是 一 基 解 方 


阵 ， 则 Y(x+w) 也 是 , 故 Y(x+w)=Y(x)C，,C 为 非 奇 


异 方 阵 。 由 线性 代数 知 有 方 阵 B 使 C=e*”， 令 P(x)= 
Y (x)e-”*， 则 P(x) 也 有 周期 o。 若 在 (8) 中 作 变 换 y= 
P(x)z, 则 z 将 满足 常 系数 方程 


dz 
一 (31) 


C 的 特征 根 ps 与 了 3 的 特征 根 X, 之 间 存 在 关 系 pi=ext”， 
2 与 分 别称 为 周期 系数 方程 (8) 的 特征 乘 数 和 特征 指 
数 。 由 (31) 易 见 这 时 (8) 的 任意 解 的 每 一 分 量 是 形 如 
epi(x) 的 函数 的 线性 组 合 ， 其 中 px) 为 x 的 多 项 式 ， 
系数 是 x 的 周期 为 的 周期 函数 。 但 即使 对 于 极 简单 的 
马 蒂 厄 方程 
y+(A+uCOs x)Y=0, (32) 
对 应 的 一 阶 方程 组 的 变换 方 阵 C 也 写 不 出 来 ， 而 只 知 有 
PiP1=1 这 个 关系 式 。 为 研究 (32) 的 解 的 性 质 ， 只 能 在 
(%,4) 平 面 中 画 出 无 数 条 曲线 (它们 的 方程 只 能 近似 地 确 
定 ), 分 此 平面 为 无 数 个 属于 两 种 类 型 的 区 域 ， 然 后 说 明 
在 两 类 区 域 中 或 位 于 曲线 上 的 点 (X,n), 其 所 对 应 的 方程 
《32) 的 解 会 具有 一 些 什么 样 的 性 质 。 关 于 方程 (32) 以 及 
比 它 更 广 的 很 有 实用 价值 的 希 尔 方程 
y+9(x)y=0, p(x+n)=p(x) 

都 有 专著 。 

参考 书目 


叶 彦 说 编 :< 常 微分 方程 讲义 >, 第 2 版 ,人 民 教 育 出 版 社 ， 北 
京 ,1982。 

及 , 贝尔 曼 著 , 张 变 译 :< 常 微分 方程 的 解 的 稳定 性 理论 >, 科学 
出 版 社 ,北京 ,1957。(R. Beliman, Stobility Theory of Dif- 
ferential Equations, MeGraw-Hill New York, 1953.) 

E. L. Ince, Ordinory Differential Equations, Dver, 
New York, 1944. 

《 叶 彦 遮 


xlonxing dalshu 
线性 代数 〈linear algebra) 代数 学 的 一 个 分 
支 ， 主 要 处 理 线性 关系 问题 。 线 性 关系 意 即 数学 对 象 之 
间 的 关系 是 以 一 次 形式 来 表达 的 。 例 如 ,在 解析 几何 里 ， 
平面 上 直线 的 方程 是 二 元 一 次 方程 ， 空 间 平 面 的 方程 是 
三 元 一 次 方程 ,而 空间 直线 视 为 两 个 平面 相交 ,由 两 个 三 
元 一 次 方程 所 组 成 的 方程 组 来 表示 。 含 有 ?# 个 未 知 量 的 
一 次 方程 称 为 线性 方程 。 关 于 变量 是 一 次 的 函数 称 为 线 
性 函数 。 线 性 关系 问题 简称 线性 问题 。 解 线性 方程 组 的 
问题 是 最 简单 的 线性 问题 。 

线性 代数 作为 一 个 独立 的 分 支 在 20 世纪 才 形成 , 然 
而 它 的 历史 却 非常 久远 。 最 古老 的 线性 问题 是 线性 方程 
组 的 解法 ， 在 中 国 古代 的 数学 著作 《 九 章 算术 :方程 》 章 
中 ,已 经 作 了 比较 完整 的 叙述 ,其 中 所 述 方法 实质 上 相当 
于 现代 的 对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 的 行 施行 初等 变换 ， 消 去 
未 知 量 的 方法 。 随 着 研究 线性 方程 组 和 变量 的 线性 变换 
问题 的 深入 ,行列 式 和 和 矩阵 在 18 一 19 世 纪 期 间 先 后 产生 ， 
为 处 理 线性 问题 提供 了 有 力 的 工具 ， 从 而 推动 了 线性 代 
数 的 发 展 。 向 重 概念 的 引入 ,形成 了 向 量 空间 的 概念 凡 
是 线性 问题 都 可 以 用 向 量 空间 的 观点 加 以 讨论 .因此 ,向 
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量 空间 及 其 线性 变换 ,以 及 与 此 相 联 系 的 起 件 理 论 , 构 成 
了 线性 代数 的 中 心 内 容 。 

线性 代数 的 含义 随 数学 的 发 展 而 不 断 扩 大 。 线 性 代 
数 的 理论 和 方法 已 经 渗透 到 数学 的 许多 分 支 ， 同 时 也 是 
理论 物理 和 理论 化 学 所 不 可 缺少 的 代数 基础 知识 。 

“以 直 代 曲 "是 人 们 处 理 很 多 数学 问题 时 一 个 很 自然 
的 思想 。 很 多 实际 问题 的 处 理 ， 最 后 往往 归结 为 线性 问 
题 , 它 比较 容易 处 理 。 因 此 ,线性 代数 在 工程 技术 和 国民 
经 济 的 许多 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 是 一 门 基本 的 和 重 
要 的 学 科 。 线 性 代数 的 计算 方法 是 计算 数学 里 一 个 很 重 
要 的 内 容 。 《都 锁 新 ) 


xlanxing daolshu fongchengzu shuzhl jlefo 
线性 代数 方程 组 数值 解法 (numerical method 
of linear algebraic equations) 计算 数学 的 一 
个 基本 组 成 部 分 在 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 问题 中 ， 
例如 结构 分 析 、 网 络 分 析 、 大 地 测量 ,数据 分 析 、 最 优化 以 
及 非 线性 方程 组 和 微分 方程 数值 解 等 ， 都 常 遇 到 求解 线 
性 代数 方程 组 的 问题 。 早 在 中 国 古代 的 《 九 章 算术 》 中 ,就 
已 载 述 了 解 线性 方程 组 的 消 元 法 。 到 19 世纪 初 , 西 方 也 
有 了 高 斯 消 元 法 。 然 而 求解 未 知 数 很 多 的 大 型 线性 代数 
方程 组 , 则 是 在 20 世纪 中 叶 电子 计算 机 问世 以 后 才 成 为 
可 能 。 如 何 利用 计算 机 更 精确 、 更 有 效 地 解 大 型 线性 代 
数 方程 组 是 计算 数学 研究 中 的 基本 性 的 重要 课题 之 一 。 
设 含有 n 个 未 知 数 ,n 个 方程 的 方程 组 为 
Ta 
GauXit Oxs t+ + arn = | 0y 


niXi + Ona te + nnn = fa 


式 中 aysf(i,j=1,2,…,n) 为 已 知 数 , 其 相应 的 矩 阵 表 达 
式 为 


ee 
“ee :|| ,|=| .| (2) 
Gn ns 2 刀 
用 和 矩阵 和 向 量 的 符号 ,又 可 简 记 为 
Azr=f, (3) 


式 中 A 为 (2) 中 的 n 阶 系数 答 阵 (aw); zx、 了 分 别 为 (2) 中 
% 及 构 成 的 n 维 向 量 。 如 果 有 A 的 行列 式 detA0, 则 
按 克拉 默 法 则 , 式 (3) 的 解 为 
Xi=det A,/det A, 

式 中 A, 是 把 4 中 的 第 主 列 元 素 用 也,f，…, f, 代 蔡 后 所 
得 的 矩阵 。 该 法 则 之 功效 主要 在 于 其 理论 意义 ， 若 用 于 
数值 求解 , 则 因 n+1 个 阶 行列 式 求 值 的 计算 量 很 大 而 
不 实用 。 

在 计算 实践 中 ， 通 常 采用 的 线性 代数 方程 组 的 数值 
解法 大 体 上 可 分 为 直接 法 和 过 代 法 两 大 类 。 直 接 法 是 在 
没有 使 入 误差 的 假设 下 ， 经 过 有 限 次 运算 就 可 得 到 方程 
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组 的 精确 解 的 方法 ， 如 各 种 形式 的 消 元 法 。 选 代 法 则 是 
采取 逐次 豆 近 的 方法 ， 亦 即 从 一 个 初始 向 量 出 发 ,按照 
一 定 的 计算 格式 ( 迁 代 公式 ) ,构造 一 个 向 量 的 无 穷 序 列 ， 
其 极限 才 是 方程 组 的 精确 解 。 只 经 过 有 限 次 计算 得 不 到 
精确 解 。 热 知 的 简单 迁 代 法 、 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 、 松 弛 
法 等 都 属 此 类 。 上 两 种 方法 各 有 优 缺点 ， 直 接 法 普遍 适 
用 ， 但 要 求 计算 机 有 较 大 的 存储 量 ， 和 迭代 法 要 求 的 存储 
量 较 小 ,但 必须 在 收敛 性 得 以 保证 的 情况 下 才能 使 用 。 直 
接 法 可 以 求 得 精确 解 是 指 就 计算 公式 而 言 保 证 得 到 精确 
解 ,但 计算 机 计算 过 程 中 的 合 入 误差 是 不 可 避免 的 ,这 种 
误差 对 解 的 精度 影响 会 不 会 太 大 ,也 就 是 计算 的 稳定 性 ， 
是 要 考虑 的 问题 。 对 于 迭代 法 ， 其 收敛 性 则 是 要 考虑 的 
问题 。 

所 以 ， 不 论 是 直接 法 还 是 迭代 法 都 要 根据 方程 组 的 
具体 性 质 ， 例 如 系数 矩阵 的 稀疏 状态 、 正 定性 \ 对 角 优 势 
等 等 ， 选 择 计算 方法 和 采用 诸如 稀 琉 技术 、 加 速 收 仇 等 
相应 措施 ， 才 能 更 为 有 效 地 利用 计算 机 得 出 比较 满意 的 
结果 。 

参考 书目 

冯 康 等 编 : < 数值 计算 方法 ,国防 工业 出 版 社 ,北京 ,1978。 

G. E. Forsythe aad C. B. Moler, Computer Solution of 
Linear Algebroic Systems, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 
New Jersey, 1967. 

( 胡 家 畏 ) 


xlonxing dolshuqun 

线性 代数 群 (linear algebraic group) ”具有 
仿 射 代数 策 结 构 的 群 。 它 是 抽象 群 论 与 代数 几何 相 结合 
的 产物 。 

设 G 是 代数 闭 域 K 上 的 代数 策 ， 如 果 G 还 具有 群 的 
结构 ,并 且 群 的 乘积 运算 GxG->G 与 求 逆 元 运算 G>G 
都 是 代数 徐 的 态 射 ， 那 么 G 称 为 K 上 的 代数 群 。 如 果 G 
是 仿 射 生 ,那么 G 称 为 仿 射 代数 群 或 线性 代数 群 ! 如 果 G 
是 不 可 约 的 完备 徐 ， 那 么 G 称 为 阿 贝尔 禾 。 虽 然 代数 群 
的 定义 与 拓扑 群 的 定义 十 分 相似 ， 但 是 代数 策 的 积 不 是 
拓扑 积 而 是 扎 里 斯 基 积 ， 所 以 一 般 地 说 ， 代 数 群 不 是 拓 
扑 群 。 

代数 群 的 同 态 是 兼 为 群 的 同 态 与 代数 徐 的 态 射 的 一 
个 映射 ; 同 构 概念 由 此 自然 得 出 。 易 知 , 代 数 群 的 闭 子 群 
也 是 代数 群 。 代 数 群 的 同 态 像 是 闭 的 ,所 以 也 是 代数 群 。 
代数 群 关于 它 的 正规 闭 子 群 的 商 群 也 是 代数 群 。 对 任意 
代数 群 G， 总 可 以 唯一 找到 一 个 正规 的 仿 射 子 群 N, 使 
G/N 是 阿 贝尔 徐 。 因 此 ,代数 群 的 研究 主要 是 线性 代数 
群 与 阿 贝尔 签 的 研究 。 阿 贝尔 繁 的 研究 属于 代数 几何 范 
骑 ， 阿 贝尔 生 的 群 结构 很 简单 (都 是 阿 贝尔 群 )， 而 且 被 
簇 结构 唯一 确定 ( 往 同 构 的 两 个 阿 贝尔 签 一 定 同 构 )。 线 
性 代数 群 的 研究 则 更 多 是 技 代数 学 观点 进行 ， 而 成 为 与 
李 群 理论 相 平 行 的 一 个 独立 学 科 。 

线性 代数 群 理论 的 萌芽 ， 可 以 追 滋 到 19 世纪 末 叶 。 
当时 工 . 毛 瑞 尔 与 让 . 皮卡 实际 上 已 经 研究 了 复数 域 上 
的 线性 代数 群 ， 皮 卡 把 这 些 群 用 到 线性 微分 方程 的 徊 罗 


瓦 理论 中 去 。 但 是 ,在 此 后 的 半 个 世纪 中 ,他 们 的 这 一 工 
作 并 未 引起 人 们 的 注意 , 而 让 . 喜 当 与 HH. 外 尔 在 这 期 间 
对 李 群 与 李 代数 进行 了 深入 的 研究 ， 所 获 成 果 促 进 了 线 
性 代数 群 理论 的 正式 出 现 。20 世纪 40 年 代 ，C. 谢 瓦 莱 
与 段 学 复 用 李 代数 的 方法 ， 讨 论 了 特征 为 零 的 任意 域 上 
的 线性 代数 群 ， 这 是 线性 代数 群 理论 诞生 的 前 奏 。1955 
年 前 后 ,线性 代数 群 的 一 般 理 论 终于 由 A. 博 雷 尔 与 谢 瓦 
莱 等 人 提出 来 了 。 而 后 经 博 雷 尔 ,R. 施 坦 伯 格 和 J. 鞍 芯 
等 人 的 进一步 发 展 ,形成 了 一 个 较 完美 的 数学 体系 ,并 对 
基础 数学 的 许多 领域 诸如 半 单 李 群 及 其 算术 子 群 、 典 型 
群 , 有 限 单 群 ,不 变量 理论 等 的 发 展 起 了 重要 的 作用 。 

K 的 加 法 群 G。y K 的 乘法 群 Go K 上 所 有 nxn 的 
非 奇异 矩阵 在 矩阵 乘法 上 所 成 的 群 GL(n,K), 即 所 谓 K 
上 的 ne 次 一 般 线性 群 ，GL(n,K) 中 由 行列 式 为 1 的 矩阵 
组 成 的 子 群 SL(n, K)， 即 所 调 K 上 的 n 次 特殊 线性 群 ， 
GL(n,K) 的 其 他 闭 子 群 等 等 都 是 线性 代数 群 的 例子 ， 而 
且 它 们 已 具有 相当 的 普遍 性 。 任 一 线性 代数 群 必 同 构 于 
某 个 一 般 线性 群 的 某 个 闭 子 群 ， 这 就 是 “线性 代数 群 "这 
个 术语 的 由 来 。 以 下 均 用 G 代 表 一 个 线性 代数 群 。 

把 G 嵌 入 为 GLC(n,K) 的 闭 子 群 后 ， 每 个 zxEG 可 以 
在 GL(n,K) 中 进行 若 尔 当 分 解 :在 GL(n,K) 中 有 唯一 的 
一 对 元 素 s 与 x， 使 得 ，@ * 为 半 单元 ( 即 可 对 角 化 的 元 
素 ),u 为 室 么 元 ( 即 所 有 特征 根 都 是 1 的 元 素 )，@ su= 
x* 一 us。 可 以 证 明 s 与 都 在 G 中 ,而 且 G 的 元 素 的 这 种 
分 解 与 G 到 GL(n,K) 的 檬 入 无 关 。 于 是 , 在 G 中 就 定义 
了 半 单 元 宕 么 元 与 若 尔 当 分 解 的 概念 。 

仅 由 半 单 元 组 成 的 连通 、 交 换 的 线性 代数 群 称 为 环 
面 ， 仅 由 宕 么 元 素 组 成 的 线性 代数 群 称 为 寡 么 群 。 环 面 
与 宕 么 群 都 是 可 解 的 ,甚至 是 等 零 的 。 更 一 般 地 说 ,任何 
连通 可 解 线性 代数 群 了 总 可 写成 它 的 一 个 极 大 环 面子 群 
与 它 的 极 大 军 么 子 群 的 半 直 积 ， 其 中 极 大 寡 么 子 群 含有 
B 的 所 有 塞 么 元 ,从 而 是 正规 的 当 且 仅 当 这 个 半 直 积 是 
直 积 时 ，B 是 宕 等 群 。 

G 的 极 大 连通 可 解 子 群 称 为 G 的 博 雷 尔 子 群 。G 的 
所 有 博 雷 尔 子 群 (对 应 地 ， 极 大 环 面子 群 . 极 大 连通 宕 么 
子 群 ) 都 在 G 中 共 思 ; 如 果 G 是 连通 的 ， 那 么 G 的 任 一 元 
素 (对 应 地 ， 半 单元 、 寡 么 元 ) 一 定 在 某 个 博 雷 尔 子 群 (对 
应 地 , 极 大 环 面子 群 \ 极 大 连通 寡 么 子 群 ) 中 .此 外 ，G 的 
环 面子 群 的 正规 化 子 对 中 心 化 子 的 指数 是 有 限 的 。 

G 有 唯一 的 最 大 正规 连通 可 解 子 群 RCG), 它 称 为 
G 的 根基 ; G 还 有 唯一 的 最 大 正规 连通 宕 么 子 群 Ru(G)， 
它 称 为 G 的 寡 么 根基 。 显 然 , Rs(G) 由 R(G) 中 所 有 备 么 
元 组 或 。 

如 果 Ru(G) 是 平凡 的 ,就 称 G 为 简约 线性 代数 群 ,如 
果 G 是 连通 的 , 且 R(G) 是 平凡 的 ,就 称 G 为 半 单 线性 代 
数 群 。 例 如 ,GL(n,K) 是 简约 的 , 而 SL(n,K) 是 半 单 的 。 
因为 对 任意 连通 线性 代数 群 来 说 , G/R(G) 总 是 半 单 的 ， 
R(G) 的 结构 又 比较 简单 ,所 以 线性 代数 群 理论 的 中 心 问 
题 之 一 ,是 半 单 群 的 结构 与 分 类 。 为 叙述 这 方面 的 结果 ， 
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首先 介绍 G 的 李 代数 与 根系 ,并 在 以 下 假定 G 是 连通 的 。 
设 K[G] 为 秘 G 到 的 正则 函数 组 成 的 K 代数, 则 GG 
以 两 种 方式 自然 地 作用 在 KL[G] 上 ， 对 所 有 x.yEG,fE 
K[G], 定义 (Xf)(y) 一 人 xy),(pef)(y) 一 f(yx)。 这 两 
种 作用 分 别称 为 左 平移 与 右 平移 。 
KK 线性 映射 处:K[G]>K[G] 和 如果 满足 
X(fg)=X(f)g+fX(g), 


就 称 为 K[G] 的 K 导 子 ; 如 果 X 还 与 所 有 的 和 otxEG) 可 
换 ,就 称 XX 为 K[G] 的 左 不 变 K 导 子 。 如 果 义 、Y 都 是 左 
不 变 K 导 子 ， 那么 它们 的 任意 KK 线性 组 合 以 及 它们 的 换 
位 子 [X, Y] =XoY~YoX 仍 是 左 不 变 K 导 子 。 所 以 
K[G] 的 左 不 变 K 导 子 全 体 组 成 K 上 的 一 个 李 代数 9, 它 
称 为 G 的 地 代数 。 作 为 向 量 空间 ，9 可 以 等 同 于 G 在 恒 
等 元 处 查 里 斯 基 切 空间 。 

如 果 XE9,，zEG， 那 么 peX pz* E98， 于 是 得 到 G 
在 9 上 的 伴随 表示 4d:G->GL(9)。 特 别 ， 把 G 嵌 入 为 
GL(n,K) 的 闭 子 群 后 ，9 是 9L(n, K)( 由 上 所 有 nxn 
和 矩阵 组 成 的 李 代数 ) 的 子 代数 。 此 时 ,G 在 9 上 的 伴随 作 
用 就 是 和 矩 阵 的 共 二 。 

固定 6G 的 一 个 极 大 环 面子 群 T7, 令 4&(T) 为 了 到 Gm 
的 代数 群 同 态 全 体 ， 则 2(T) 是 K[T] 的 单位 元 乘法 群 的 
子 群 。 但 是 改 用 加 法 来 记 4(T) 的 群 运算 ,并 把 它 的 元 素 
称 为 了 的 特征 标 。 设 G 是 连通 简约 群 ,a 是 了 的 非 零 特征 
标 ,并 且 有 非 零 向 量 XE9, 使 得 对 所 有 +ET 都 有 Ad(tb)X 
= 一 a(bX, 则 称 a 为 G 关 于 T 的 根 。G 关 于 T 的 根 的 全 体 
允 = 多 G，7) 满 足 抽象 根系 的 所 有 公理 ， 它 称 为 G 关 于 
了 的 根系 。 它 的 外 尔 群 同 构 于 了 的 正规 化 子 对 中 心 化 子 
(=T) 的 商 群 W=W(G, T)。 由 于 从 不 同 的 极 大 环 面 得 
出 的 根系 是 同 构 的 ， 有 时 就 把 乡 简称 为 G 的 根系 ， 把 W 
简称 为 G 的 外 尔 群 。 

如 果 了 是 含 了 的 博 雷 尔 子 群 ， 那 么 W 可 以 作为 G 关 
于 (B,B) 的 双 陪 集 分 解 的 代表 元 系 , 即 G- 局 BuwB, 且 是 


不 相交 的 并 。G 的 这 个 双 陪 集 分 解 称 为 布 鲁 哈 特 分 解 。 
特别 ,由 W 中 最 长 的 元 素 ww 所 代表 的 双 陪 集 BoB 是 G 
的 稠密 开 集 , 称 为 G 的 大 胞 腔 。 

如 果 G 是 半 单 的 ， 那 么 全 (T) 含 在 生成 的 欧 氏 空 
间 中 ,而 且 是 多 的 根 格 4, 与 权 格 2w 之 间 的 一 个 格 。 半 
单线 性 代数 群 的 分 类 定理 断言 ，K 上 的 半 单 线性 代数 群 
的 同 构 类 与 二 元 组 (多 ， 念 ) 的 同 构 类 一 一 对 应 ,这 里 乡 是 
一 个 抽象 根系 , 们 是 2r 与 4。 之 间 的 任意 一 个 格 。 更 确 
切 地 说 ,给 定 这 样 一 个 二 元 组 , 必 有 唯一 的 (在 同 构 意 义 
下 )K 上 的 半 单 线性 代数 群 G(9, 他 ), 使 得 G 的 根系 同 构 
于 9, 在 此 同 构 下 ,G 的 极 大 环 面 的 特征 标 群 就 是 入。 此 
外 ， 才 24S 3:， 则 有 典范 的 代数 群 满 同 态 GCG，22) 六 
G(9,24)。 因 此 , G(9,2o) 覆 盖 了 K 上 所 有 具有 根系 多 
的 半 单 线性 代数 群 ,这 个 群 称 为 普遍 型 的 或 单 连通 的 ;G 
(5, 锡 ,) 被 K 上 所 有 具有 根系 多 的 半 单 线性 代数 群 覆盖 ， 
这 个 群 称 为 伴随 型 的 。 
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如 果 多 是 不 可 约 根系 ， 那 么 G(Z, 锡 ) 称 为 殉 单 群 
这 是 由 于 G(G, 24) 的 任 一 正规 真子 群 都 是 有 限 的 与 中 心 
的 之 故 。 特 别 ，G(4, Sr) 是 一 个 单 群 。 由 根系 的 分 类 定 
理 知 , 殉 单 群 有 4,,B;,C;,D; 四 个 无 限 系列 和 Ee，,E, ,Es， 
FG; 五 个 例外 类 型 。 例 如 ，SL(n,K) 就 是 A-, 型 的 单 
连通 群 。 当 可 约 时 ， 的 每 一 个 不 可 约 分 支 儿 对 应 
G= G(9, 9) 的 一 个 殖 单 正规 子 群 G,, 所 有 这 些 G, 的 直 
积 到 G 的 典范 同 态 是 满 的 , 它 的 核 是 有 限 的 与 中 心 的 .这 
些 G, 称 为 G 的 玛 单 分 支 。 如果 歼 单 群 不 是 例外 类 型 的 
群 ,就 称 为 典型 群 。 

当 K=C 是 复数 域 时 ,G(GY,24) 在 普通 复 拓扑 下 是 个 
具有 根系 多 的 复 半 单 李 群 。 所 以 线性 代数 群 理论 可 以 看 
作 李 群 理论 的 一 个 推广 。 

线性 代数 群 理论 还 与 有 限 单 群 的 理论 有 密切 联系 。 
设 K 是 具有 素 特征 p 的 域 ,F。 是 9=p" 个 元 素 的 有 限 域 。 
如 果 K 上 的 线性 代数 群 G 具 有 F 结构 ， 即 KLG] 可 以 写 
成 一 个 Fe 子 代数 Fe[G] 与 K 的 张 量 积 ,而 且 由 G 的 乘积 
运算 与 求 逆 元 运算 导出 的 K 代数 同 态 KLG]>K[GxG] 
产 K[G]@K[LG] 与 K[G]>K[G] 可 以 限制 为 F。 代数 同 
态 Fe[G]~Fe[GJQF[G] 与 Fo[G]>Fe[G], 那 么 ,把 
Fe[G] 的 每 个 元 素 9 次 方 得 到 的 KK 代数 同 态 K[G]>K 
[G] 导 出 一 个 代数 群 同 坊 了 :G>G, 它 称 为 G 的 弗 罗 贝 尼 
鸟 斯 同 态 ， 其 不 动 点 G" 就 是 一 个 有 限 群 。 当 G 是 半 单 
群 时 , G" 称 为 有 限 谢 瓦 莱 群 或 有 限 李 型 群 。 特 别 , 当 G 
是 单 群 时 , 除 极 少数 例外 ，G” 都 是 有 限 单 群 。 这 类 有 限 
单 群 称 为 李 型 单 群 。 从 有 限 单 群 的 分 类 定理 知 ， 除 素数 
阶 循环 群 与 交错 群 外 ， 所 有 含 在 某 个 无 限 序列 中 的 单 群 
都 是 李 型 单 群 。 例 如 ,把 SL(n,K) 中 的 矩阵 的 每 个 元 素 
9 次 方便 得 到 SLCn,K) 的 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 同 态 ,其 
不 动 点 子 群 为 F。 上 的 n 次 特殊 线性 群 SL(n,q); 同样 的 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 同 态 作用 在 A,-, 型 伴随 群 PSL(n, K) 上 ， 
得 到 的 不 动 点 子 群 便 是 李 型 单 群 PSL(n，9)。 又 如 ， 由 
(auw)im[(o8) ”JT 表示 转 置 ) 定 义 的 SL(n，K) 的 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 同 态 的 不 动 点 子 群 则 是 西 群 SICn,g?)。 
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( 旨 饭 华 王建 拍 ) 

xionxing fangchengzu 
线性 方程 组 (system of linear eqations) 
关于 未 知 量 是 一 次 的 方程 组 ,其 一 般 形式 为 


anxi 十 Qiazza 十 … 十 Qunxn 一 by 


axi + Gna + + ann = bs, 2 


miXi + OmaTat "+ Gmntn = bm, 


式 中 zyxay…yz 代表 未 知 量 , ey(1<i<m,1<j<n) 称 
为 方程 (1) 的 系数 ，b(1<i<m) 称 为 常数 项 。 系 数 和 常 
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数 项 都 是 任意 的 复数 或 某 一 个 域 的 元 素 。 

当 常 数 项 ,b,,…,b。 都 等 于 零 时 ， 则 方程 组 (1) 称 
为 齐 次 线性 方程 组 。 

方程 组 (1) 的 系数 所 构成 的 mm 行 n 列 矩阵 


Qu da 


4 


‘Gm Om 
称 为 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 。 在 A 中 添加 由 常数 项 组 成 
的 列 而 得 到 一 个 m 行 n+ 1 列 答 阵 


Qn Ga … On by 
- on on 蛤 Om b, 
Gm Om … gm bm 
称 为 方程 组 (1) 的 增 广 矩 阵 。 


如 果 在 方程 组 (1) 中 ， 以 一 组 复数 或 域 下 的 元 素 6， 
Ce.…sCn 代 普 未 知 量 x ,x,… ,xn, 每 一 个 方程 的 两 端 相 
等 ,那么 c1,c:,…,cn 称 为 方程 组 (1) 的 一 个 解 。 

关于 线性 方程 组 ,有 以 下 主要 结果 。 

@ 线性 方程 组 (1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 系 数 矩 
阵 人 A 与 增 广 和 矩阵 有 有 相同 的 秩 。 

@ 在 4 与 有 相同 的 秩 r>0 的 情形 下 ，4 有 一 个 
7 阶 子 式 D 不 等 于 零 , 设 


| mm 
PE 
Em 
ar Gr Ore 


于 是 方程 组 (1) 与 仅 含有 前 7 个 方程 的 方程 组 同 解 。 可 
将 前 ”个 方程 改写 为 


ia 十 Qiaxa 十 … 十 Qirxr 一 包 一 QivyiXrti 一 


0 


aa 十 Qazxa 十 … 十 Qarxr 一 b 一 Garyixrri 一 


GanXns 


Qn taraXst +a Xe = br — Gr eriXer — 7 — Gennes 
方程 组 (2) 的 一 般 解 公式 为 
x1=D/D,x,=D:/D,*…,x,=D,/D, (3) 


式 中 DA(j= 1,， 2,…,7) 是 把 D 的 第 j 列 换 成 方程 组 (2) 
的 右 端的 列 所 得 到 的 一 个 7 阶 行列 式 , 即 


Qh ren— 


OrnXr™ 


arrrixrri 一 
(第 j 列 ) 
因而 ,x2，…sxr 可 由 其 余 的 未 知 量 Xe4t， Xe+2， yn 
线性 表 出 ,zxr+tzr+z*…yzs 称 为 自由 未 知 量 。 
当 r<n 时 , 则 任意 给 自由 未 知 量 的 一 组 值 ,由 (3) 可 


on 


求 出 zyxs，…yxr 的 值 即 方程 组 (1) 的 一 个 解 ， 此 时 方程 
组 (1) 的 解 不 只 一 个 。 当 7==n 时 , 则 方程 组 (2) 不 含 自由 
未 知 量 ,由 (3) 给 出 方程 组 (1) 的 唯一 解 。 当 m=n=r 时 ， 
公式 (3) 称 为 克 莱 姆 规则 。 

线性 方程 组 是 最 简单 也 是 最 重要 的 一 类 代数 方程 
组 。 大 量 的 科学 技术 问题 ， 最 终 往往 归结 为 解 线性 方程 
组 ， 因 此 线性 方程 组 的 数值 解法 在 计算 数学 中 占有 重要 
地 位 。 《地 俩 新 ) 


xlanxing guihua 

线性 规划 (linear programming) 是 数学 规 
划 中 理论 成 熟 ,方法 有 效 , 应 用 最 广泛 的 一 个 分 支 。 它 研 
究 线 性 的 目标 函数 的 极 值 ， 而 自 变量 必须 满足 一 组 线性 
等 式 与 不 等 式 组 成 的 约束 条 件 。 

线性 规划 最 早 的 工作 始 于 20 世纪 30 年 代 。1939 年 
苏联 数学 家 工 , B. 次 托 罗 维 夺 发 表 的 名 为 《生产 组 织 与 
计划 中 的 数学 方法 》 的 小 册子 ,是 有 关 线 性 规划 的 最 早 文 
献 。 在 这 以 后 ,美国 也 开始 研究 这 个 问题 ,早期 最 有 影响 
的 是 F, L, 希 契 科 克 研究 的 运输 问题 及 其 解 。 但 是 ,他 们 
的 工作 都 没有 受到 注意 。 由 于 战争 的 需要 ,军事 中 有 关 规 
划 、 计 划 、 侦 察 .后 勤 、 生 产 等 各 方面 的 问题 都 陆续 被 提 
出 来 ， 系 统 的 研究 线性 规划 的 解法 与 应 用 便 被 提 到 日 程 
上 来 了 。1947 年 , G. B. 丹 齐 克 提出 了 一 般 的 线性 规 划 
模型 和 理论 (线性 规划 的 名 称 也 是 他 首先 提出 的 )， 以 及 
著名 的 单纯 形 方法 ， 从 而 英 定 了 数学 规划 作为 一 门 学 科 
的 基石 。 直 到 现在 ， 单 纯 形 方法 仍然 是 这 门 学 科 中 的 有 
力 工具 。 

从 50 年 代 起 ,线性 规划 的 应 用 逐渐 从 军事 扩大 到 其 
它 领域 。 例 如 ,1951 年 T.C. 库 普 曼 斯 结合 W. 列 昂 季 耶 
夫 投 入 产 出 模型 将 线性 规划 应 用 于 生产 问题 ;J. 冯 诺 伊 
更 研究 矩阵 对 策 与 线性 规划 的 关系 ， 将 它 应 用 于 经 济 平 
衡 问 题 。 大 型 电子 计算 机 的 出 现 对 线性 规划 的 理论 以 及 
应 用 的 发 展 起 着 决定 性 的 作用 。 在 经 济 领域 中 广泛 地 应 
用 线性 规划 方法 ， 并 且 利用 电子 计算 机 已 能 解决 变量 个 
数 达 数 百 万 之 多 的 具有 特殊 结构 的 大 型 线性 规划 问题 。 

线性 规划 的 基本 概念 ”可 以 用 一 个 简单 的 例子 来 说 
明 ， 一 个 工厂 生产 甲 . 乙 两 种 产品 ,假设 产品 甲 受 某 种 所 
需 原料 的 限制 ， 每 周 最 多 只 能 生产 8 个 单位 ,又 假设 甲 、 
乙 同时 需要 的 另 一 种 原料 每 周 供应 60 公斤 ,而 生产 每 单 
位 产品 甲 需 原料 5 公斤 ， 乙 需要 2 公斤 。 此 外 ,生产 甲 、 
乙 需 要 同一 台 机 器 , 且 单位 产品 加 工时 间 甲 需 2 小 时 , 乙 
需 4 小 时 ,每 周 机 器 最 多 工作 80 小 时 。 如 果 甲 的 单价 为 
15 元 , 乙 为 10 元 , 若 以 生产 总 值 最 大 为 目标 , 且 令 甲乙 
的 产量 分 别 为 x,，x，， 那 么 ， 问 题 是 要 确定 x 与 x 的 
值 , 使 满足 约束 条 件 : X18，5x, 二 2X,<60，2x, 十 4x 
三 80, zi 二 0,zs 二 0, 且 使 目标 函数 公 x)=15x4+10x, 取 
最 大 值 。 下 面 借助 附 图 来 说 明 这 个 简单 线性 规划 问题 的 
解 的 基本 性 质 。 

满足 约束 条 件 的 每 一 个 点 称 为 可 行 解 。 可 行 解 的 全 


体 组 成 的 集合 称 为 可 行 解 集 。 在 所 有 可 行 解 中 求 出 一 个 
使 目标 函数 取 最 大 值 的 可 行 解 ,这 个 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

上 述 问题 的 可 行 解 集 形成 图 中 多 边 形 ABCDE 围 成 
;CD,E。 如 果 赋 于 目标 函数 


的 区 域 , 它 有 5 个 顶点 A,B 


线性 规划 的 可 行 
解 集 与 目标 函数 
的 等 值 线 


EC00I \ A 


\ \ 
Jo=0 


了 CD =120 


一 个 给 定 的 值 4, 则 称 了 (x)=d 为 目标 函数 的 等 值 线 , 如 
图 中 虚线 所 示 。 在 不 同 的 等 值 线 上 ， 目 标 函 数 取 不 同 的 
值 ,虚线 愈 向 右 移动 ,相应 的 目标 函数 值 依 大 。 显 然 ， 在 
顶点 C=(5,17.5) 处 ,目标 函数 (x) 达到 可 行 解 集 上 的 
最 大 值 。 因 为 虚线 再 向 右 移动 便 离开 了 可 行 解 集 。 因 此 
最 优 解 是 zx, = 5,xs= 17.5, 目 标 函 数 的 最 大 值 为 Kx) 一 
15x, + 10x, =250。 
上 例 说 明 ， 线 性 规划 的 最 优 解 可 以 在 可 行 解 集 的 某 
一 个 顶点 上 达到 。 这 对 于 未 知 变量 多 于 两 个 和 可 行 解 集 
不 是 有 界 的 情形 也 是 正确 的 ， 是 线性 规划 解 的 一 个 基本 
性 质 。 根 据 这 一 性 质 ,为 了 求 最 优 解 ,只 须 比较 目标 函数 
在 有 限 个 顶点 上 的 值 .然而 ,对 于 变量 和 约束 条 件 很 多 的 
情形 ,顶点 数目 很 大 ,必须 采用 有 效 方法 和 借助 于 电子 计 
算 机 来 求解 ， 单 纯 形 方法 就 是 基于 此 性 质 而 建立 的 计算 
方法 。 
单纯 形 方法 ”1947 年 由 丹 齐 克 建 立 的 解决 线性 规 
划 问 题 的 有 效 方法 。 它 解决 如 下 的 标准 型 线性 规划 问题 
min f(x)=Cx1+ Cxst+ "+ CnXn (1) 
满足 约束 条 件 : 
CT a 
ai 十 Ga 十 Py (2) 
pi + GmaTst+ + mtn — bms 
(wy20, j=1,2,%°,n), (3) 
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式 中 mm<miauycyyby 为 常数 ， 系 数 矩 阵 4= (au ) 的 秩 为 
加 ,不 失 一 般 性 可 设 by>0,i=1,2,…,mymin f(x) 表 示 求 
f(x) 的 极 小 值 。 若 问题 中 包含 不 等 式 约束 aazi 十 … 十 
awmxn<b， 则 可 增加 一 个 非 负 的 松弛 变量 xa+s 使 之 化 为 
等 式 Gxt 十"… 十 gorxa 二 Xa+4=bisxn+s 之 0。 若 问题 是 求 目 
标 函 数 人 (x) 的 最 大 值 , 则 可 等 价 地 化 为 求 一 了 x) 的 最 小 
值 。 若 变量 * 无 非 负 要 求 ， 则 可 令 =x) 一 x ,x 之 0， 
之 0, 再 代入 各 式 。 例 如 ,通过 引进 松弛 变量 *,x,,xs， 
前 面 的 举例 可 化 为 标准 形式 

min(—f(x))= —15x,— 10x,, 

5xzi 十 2r: 十 Xi 一 60， 2xzi 十 47 十 xs 一 80 
(zs>0, j=1,2,3,4,5)。 

这 时 ,顶点 4,B,C,D,E 分 别 对 应 于 可 行 解 : (8,0,0,20， 
64),(8,10,0,0,24), (5,17.5,3,0,0), (0,20,8,20,0), 
(0,0,8,60,80)。 它 们 都 只 有 3 个 变量 取 正 值 , 另 2 个 变 
量 取 零 值 ， 称 为 基础 可 行 解 。 一 般 ， 满 足 约束 条 件 (2)、 
(3) 的 可 行 解 *=(z x,…,xn) ,着 其 中 一 mm 个 变量 取 
零 值 , 且 其 他 m 个 变量 在 (2) 中 对 应 的 系数 矩阵 ( 记 作 B， 
称 为 可 行 基 ) 非 异 , 则 称 x 为 一 基础 可 行 解 ， 它 对 应 于 可 
行 解 集 的 一 个 顶点 。 这 mm 个 变量 称 为 基 变 量 , 其 他 n 一 m 
个 称 为 非 基 变 量 。 由 前 面 所 叙 的 线性 规划 解 的 基本 性 质 ， 
如 果 最 优 解 存在 ， 必 可 在 一 基础 可 行 解 上 达到 。 单 纯 形 
方法 的 基本 步骤 就 是 从 一 个 基础 可 行 解 夫 代 到 另 一 个 使 
目标 函数 得 到 改进 (或 至 少 不 退 步 ) 的 基础 可 行 解 ， 并 且 
通过 某 种 判断 准则 可 以 判定 它 是 否 为 最 优 解 ， 或 判定 问 
题 不 存在 最 优 解 而 停止 计算 。 为 简化 讨论 ， 采 用 和 矩阵 符 
号 ,将 问题 (1)~(3) 写 为 ， 


XR +x =8, 


min f(x)=c'x, (4) 
Ax=b, (5) 
x>0。 (6) 


设 已 知 一 可 行 基 明 ,将 A 分 块 为 4=(B,N), 相应 地 x 一 
(总 )e= (ee ) ,其 中 z 的 m 个 分 量 为 基 变 量 ，xw 的 n 一 
m 个 分 量 zy(jEJ) 为 非 基 变 量 ，] 为 非 基 变量 的 下 标 集 


合 。 于 是 (5) 可 写 为 

Xa+B Nxy=B 'b 或 Xs+ (Bo)xy=B-'b (7) 

ba 
式 中 必 表示 A 的 第 j 列 。 记 y= (Yo,…syme) =B- 地 ， 
妨 =(yys…syms)" 一 B~!ay(jET), 则 (7) 式 可 写 为 
Xat Dyyxs ye i=1,2,.,m), (8) 
Ea 

令 为 =0(0jEJ), 则 xa=yo>0( 因 也 为 可 行 基 )， 故 z= 
( 妆 ) 为 基础 可 行 解 ， 其 相应 目标 西数 信 为 了 (x?) 一 cBy。。 
考虑 任 一 可 行 解 x， 则 由 (8)， 

了 xD) 一 cxa+cgxw 一 了 2) 二 局 ( 一 cm (9) 


记 oy=0y 一 cBys,jEJ。 分 三 种 情形 讨论 : @ 若 所 有 00， 
jEJ, 则 对 任意 可 行 解 x, 由 (9) 式 有 fx) 二 fx"), 所 以 
3 为 最 优 解 ! 回 若 有 某 个 mx<<0，kEJ， 且 所 有 yx<0， 
i=1,，2,…，m, 则 当 取 x>>0 而 保留 其 他 非 基 变量 为 零 
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时 , 由 (8) 式 有 

xi 一 ga 一 gxx (i=1,.,m), (10) 
易 见 z 取 任何 正 值 都 有 zai> 0,i 1 …， m， 这 时 相应 
的 目标 函数 值 f(x) = 了 x") + ouxx 随 x。 增 大 而 无 限制 减 
小 ， 因此 问题 没有 有 限 最 优 值 ， 计 算 停止 ，@ 若 有 某 个 
9s<0 但 某 些 ys>0, 则 由 (10) 式 可 知 , 若 令 

min 和 ys> 中 = 如 ->0， 
其 余 非 基 变量 保持 为 零 ， 则 所 有 基 变 量 非 负 ， 且 基 变 量 
xm, 一 0， 以 x 取代 xp, 作为 新 的 基 变量 ， 便 得 到 一 个 新 
的 基础 可 行 解 ,其 相应 的 目标 函数 值 减 小 (xs> 0 时 ) 或 不 
变 ( 当 态 =0 时 )。 为 了 继续 进行 先 代 ， 须 要 计算 它 所 对 
应 的 如 与 妇 等 。 由 于 新 的 基 记 与 B 的 不 同 仅 在 于 用 a。 
代替 B 的 第 1 列 ， 故 不 难 由 (8) 式 导出 如 = 入:b, = 
站!0y,jEj 了 ,与 syy 的 关系 : 


yiml,2,e ms iD 
Ys 


j=0 或 je 了 ， 
| 


和 ua 一 


dB 
式 中 当 jE 人 NJ 时 ,定义 yw 为 当 i=jyyy=11 当 ij, yy 一 
0。 上 述 过 程 不 断 重复 ， 直 到 求 得 最 优 解 或 判断 问题 无 
有 限 最 优 值 为 止 。 在 用 人 工 进行 计算 时 ， 往 往 将 (8) 与 
(9) 式 的 系数 排列 成 单纯 形 表格 ,在 表 上 进行 运算 ， 十 分 
方便 有 效 。 

线性 规划 的 对 偶 理 论 ”每 个 线性 规划 问题 都 有 一 个 
被 称 为 它 的 对 偶 问 题 的 线性 规划 问题 与 之 对 应 。 如 线性 
规划 问题 (4)~(6) 的 对 偶 问 题 为 

max bu, 

4ru<cy 
式 中 4= (tts,…sUm)"。 在 经 济 上 4 称 为 影子 价格 。 线 
性 规划 的 对 偶 形式 及 其 重要 性 和 著名 的 对 偶 定理 ,是 冯 。 
诺 伊 曼 首先 发 现 的 。 

对 偶 定 理 ” 若 原 问题 与 对 偶 问 题 之 一 有 有 限 最 优 
解 , 则 另 - :问题 亦 有 有 限 最 优 解 , 且 两 者 的 目标 函数 值 相 
等 , 即 min cx 一 max bru。 若 其 中 之 一 无 有 限 最 优 值 , 则 
另 一 问题 无 可 行 解 。 

基于 对 偶 理 论 ,与 单纯 形 法 有 密切 联系 的 ,有 对 偶 单 
纯 形 法 ,原始 对 偶 单纯 形 法 等 ;由 于 计算 数学 、 特 别 是 数 
值 代数 的 发 展 ,单纯 形 法 的 具体 实现 已 经 有 了 很 大 发 展 ， 
并 且 形 成 了 许多 能 够 有 效 解决 大 型 线性 规划 问题 的 计算 
机 软件 包 ， 但 是 从 理论 上 讲 ， 单 纯 形 法 不 是 多 项 式 算法 
( 见 组 合 最 优化 )， 苏联 数学 家 可 . T. 哈 奇 扬 于 1979 年 提 
出 了 著名 的 线性 规划 多 项 式 算法 ,或 称 椭 球 体 算法 ,从 理 
论 上 证 明了 线性 规划 问题 属于 P 问 题解 决 了 十 多 年 来 
悬而未决 的 问题 。 但 只 是 理论 结果 ， 这 一 方法 距离 实际 
应 用 还 很 远 。1984 年 ,印度 数学 家 N. 卡 马 卡 提出 一 个 新 
的 多 项 式 算法 一 一 投影 算法 , 在 理论 上 优 于 椭 球 体 算法 ， 
在 实际 计算 效果 上 ,也 显示 了 高 速度 ,引起 了 运筹 学 界 的 
重视 。 


运输 问题 是 一 类 特殊 的 线性 规划 问题 ， 它 是 由 
并. B. 坎 托 罗维奇 与 F. 工 . 希 契 科 克 分 别提 出 的 。 其 基本 
提 法 如 下 : 

设 某 种 产品 的 产地 为 4 ,4:，…，4n; 4 的 产量 为 
ai 若 欲 将 产品 从 产地 运往 销 地 Bi,B:，…Bn By 的 销量 


为 bw 且 加 mw = 鹤 w。 已 知 单位 产品 从 4, 运 到 马 的 


运 价 为 Cy,1<i<m,1<j<n。 问 如 何 调运 产品 使 总 的 运 
费 最 小 ? 
设 xu 为 从 4, 运 到 By 的 产品 数量 , 则 上 述 问题 的 数 
学 模型 为 
min 轧 六 ceos 


满足 约束 条 件 ， 


Deb j=1,2, sm), 


(i=1,2,.…,m), 


xXwy>0 对 一 切 i,j。 


对 于 解决 运输 问题 ， 较 有 效 的 解法 是 网 络 流 方法 和 
表 上 作业 法 。 如 果 将 产地 和 销 地 及 其 间 的 距离 在 图 上 表 
示 ， 且 要 求 的 是 吨公里 数 最 小 ， 则 可 以 用 图 上 作业 法 求 
解 。 这 个 方法 是 50 年 代 初中 国 粮食 部 门 的 同志 的 经 验 总 
结 ， 中 国 科学 院 的 运筹 学 工作 者 从 数学 上 严格 论证 了 它 
的 最 优 性 。 图 上 作业 法 的 要 点 是 ， 四 没有 对 流 ， 即 在 任 
何 一 段 运输 路 线 上 没有 相对 往返 的 运输 ! @ 没有 迁 回 ， 
在 一 条 封闭 成 圈 的 回路 上 ， 从 一 点 到 男 一 点 的 运输 要 走 
小 半 轿 , 若 走 大 半 圈 就 是 迁 回 。 
上 述 方法 简单 易 懂 , 只 需 在 图 上 进行 计算 和 调整 , 便 
可 得 到 吨公里 最 小 的 方案 。 
参考 书目 
中 国 科学 院 数学 研究 所 运筹 室 编 :< 运筹 学 *, 科学 出 版 社 , 北 
京 ,1973。 
G, B. Dantzig, Linear Programming, Princeton Uaiv. 


Press, Princeton, 1963. 
( 桂 湘 云 ” 席 少 霖 ) 


xionxing suanzl 
线性 算 子 (linear operator) ”出 现在 各 个 数学 
领域 中 具有 线性 性 质 的 运算 〈 例 如 线性 代数 中 的 线性 变 
换 1 微分 方程 论 , 积 分 方程 论 中 大 量 出 现 的 微分 、 积 分 运 
算 ,积分 变换 等 ) 的 抽象 概括 。 它 是 线性 话 函 分 析 研究 的 
重要 对 象 。 关 于 线性 算 子 的 理论 不 仅 在 数学 的 许多 分 支 
中 有 很 好 的 应 用 ,同时 也 是 量子 物理 的 数学 基础 之 一 。 中 
国 物理 学 界 习惯 上 把 算 子 称 为 算 符 。 

线性 站 于 与 臣 性 汉 西 设 ,Y 是 两 个 (实数 或 复数 
域 上 的 ) 线 性 空间 ， 7 是 X 到 Y 的 映射 。7 的 定义 域 和 值 
域 分 别 记 为 D(T) ,R(T)。 如 果 对 任何 数 4、B 各 xsE 
D(T), 满 足 ax,+ Bx,ED(T), 并 且 

Ta + Bxs) =aTx + BTxs, 

则 称 了 是 以 D (T) 为 定义 域 的 X 到 了 的 线性 算 子 。 特 别 


当 D(T)=X,Y 是 实数 域 或 复数 域 时 , 称 T 是 X 上 的 线性 
泛 函 。 例 1, 设 X=C![0, 1] ([0，1] 上 连续 可 微 函数 全 
体 ),Y=BL0,1]([0,1] 上 有 界 函 数 全 体 ), 定义 


(Tx)(t)= xct), 
则 了 是 X 到 Y 的 线性 算 子 。 例 2, 设 X=C[La, b]([a,b] 
上 的 连续 函数 全 体 ),K(t,s) 是 [a,b] x [a, b] 上 的 二 元 连 


续 函 数 ,定义 (Tx)( 中 = | Kb， s)x(s)ds, 则 了 是 X 到 XX 


的 线性 算 子 。 例 3， 设 X= Cro, 如 , 则 Tux= x (bdt， 
Tx 二 x(to) (to 是 [a,b] 中 取 定 的 一 个 点 ) 都 是 X 上 的 线 
性 泛 函 。 

线性 算 于 的 运算 设 Ti、Ts 是 X 到 Y 的 线性 算 子 ， 
它们 的 定义 域 分 别 是 D(CT,)、DCT,)。 对 任 一 数 a， 规 定 
aT 表示 以 D(T) 为 定义 域 ,而 对 任何 x*ED(T),(aT1)x 
= a(Tiz) 的 算 子 ， 规 定 Ti+T: 表示 以 DLT,)N DCT,) 为 
定义 域 ,而 对 任何 x*ED(T ID(T:)，( 和 十 Ta)x 一 Tix 十 
T:z 的 算 子 。 易 知 aT,( 称 Ti 的 “ 倍 )，Ti+T:( 称 与 了 
的 和 ) 仍 是 线性 算 子 。 又 设 T, 是 以 D(T,) 为 定义 域 的 Y 
到 2 的 线性 算 子 ,规定 TiT,( 也 记 作 T:T,) 表 示 以 

D=fzlmizED(T)zEDCT 

为 定义 域 而 对 任何 XED,(T,*T,)x=T,(T,x) 的 算 子 。 易 
知 T,*Ti( 称 T, 与 Ti 的 积 ) 也 是 线性 算 子 。 

过 算 了 于“ 设 了 是 以 DT) 为 定义 域 的 X 到 Y 的 线性 
算 子 , 若 从 xz 关 0 可 推出 Tx 关 0, 即 了 是 单 射 , 则 了 有 逆 映 
射 T-5T- ITz)=xo。T 是 一 个 以 RCT) 为 定义 域 的 线 
性 算 子 ,在 泛 函 分 析 中 常 称 :为 了 的 逆 算 子 。 

单位 算 子 设 T 是 Xx 到 XX 的 线性 算 子 ， 如 果 对 任何 
xEX,Tx=x, 称 了 是 X 的 单位 算 子 ， 或 恒 等 算 子 ,常用 
1x 表示 ，, 或 简 记 为 IT 是 T 的 逆 算 子 当 上 且 仅 当 T" 1 二 
Lon TT 一 Ia。 

连续 线性 算 子 “ 又 称 有 界线 性 算 子 ， 泛 函 分 析 研究 
的 一 类 重要 算 子 。 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,T 是 X 到 Y 
的 线性 算 子 (或 线性 泛 函 ) 并 且 DL(T) 一 X。 如 果 对 任何 收 
伍 序 列 xn, 都 有 lim Tx。=7 lim x。, 称 了 是 X 到 Y 的 连续 
线性 算 子 (或 连续 线性 泛 函 ); 如 果 了 把 关中 任何 有 界 集 
M 映 成 Y 中 有 界 集 , 称 7 是 有 界线 性 算 子 (或 有 界线 性 泛 
函 )。 线 性 算 子 了 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 。 例 1 中， 
当 X 上 定义 范 数 |xCDl=max |xCt)1+ max ,x 《1 > 


Y 上 定义 范 数 ly(D1= ,sup, 1y()| 时 ， 那么 算 子 


(Tx) (t)= 各-x(D 是 CiC0， 1 到 B[0, 1] 的 连续 线性 
算 子 . 例 2 和 3 中 , 当 C[a,bJ 上 定义 范 数 ]x(t)= a 


; 
1z(bD1 时 , 例 2 中 算 子 (7x) 下 K(t, s)x(s)ds 和 例 


3 中 的 泛 函 Ti 和 T, 分 别 是 连续 线性 算 子 和 连续 线性 泛 
函 。 对 于 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 (或 有 界线 性 泛 函 )T, 称 
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是 了 的 范 数 。 有 界线 性 算 子 (或 有 界线 性 泛 函 ) 的 范 数 是 
一 个 重要 的 量 。X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 按 这 个 范 数 
成 为 一 个 赋 范 线性 空间 , 记 为 3(X-*Y)。3(X->X) 也 简 
记 为 网 (X)。 当 Y 完 备 时 吨 (X-~>Y) 是 一 个 巴 拿 耕 空间 。 

关子 序列 的 收效” 设 X 和 都 是 由 范 线性 空间 ,f7,} 
是 X 到 了 的 有 界线 性 算 子 序列 ，T 是 X 到 Y 的 有 界线 性 
算 子 。 如果 lim | 一 Tu| 0， 则 称 {7。} 接 算 子 范 数 收 全 
(或 一 致 收 伍 ) 的 ,并 称 了 是 {Tv) 的 按 算 子 范 数 收 和 (或 一 
致 收敛 ) 的 极限 。 如 果 对 任何 x*EX, 成 立 

lim Tx Tx) =0, 


则 称 人 To} 强 收 剑 ， 并 称 了 是 {Tn} 的 强 极限 。 如 果 对 任何 
xEX 及 Y 上 的 任何 连续 线性 泛 函 f, 成 立 
limf((T,—T)x)=0, 


则 称 {7，) 弱 收敛 ,并 称 了 是 {To} 的 弱 极 限 。 显 然 ,一 致 收 
伍 序 列 必 然 是 强 收敛 的 , 强 收敛 序列 必定 是 弱 收 全 的 ,并 
且 有 相同 的 极限 。 当 X 和 Y 都 是 有 限 维 空间 时 ,这 三 种 
收敛 性 是 等 价 的 ， 而 在 无 限 维 空间 ， 它 们 是 不 等 价 的 。 
如 果 {T 中 是 连续 线性 泛 函 序列 ,那么 它 只 有 两 种 收敛 性 ， 
且 相 应 于 算 子 序列 的 一 致 收敛 、 强 收敛 常 称 为 泛 函 的 强 
收敛 , 弱 * 收 敛 。 

说 分 站 子 和 积分 算 子 ”微分 算 子 (积分 算 子 ) 是 从 某 
一 个 由 函数 构成 的 赋 范 线性 空间 到 另 一 个 由 函数 构成 的 
赋 范 线性 空间 的 微分 (或 积分 ) 运 算 的 泛称 。 例 4, 设 X 是 


希 尔 伯 特 空间 LCa, 的 ,D= jz(b1z(b ,是 x(DELra， 
妆 ， 并 且 x(o)=x(b)= 0 算 子 (Tz)(b)= 于 三 x() 便 


可 作为 以 DD 为 它 的 定义 域 的 XX 到 X 的 微分 算 子 ; 例 5,X 
是 Ta[a, b], K(t, s)EL([a, b]x[a, b]),(Tx)(t)= 


用 Kkt,sxks)ds 便 可 作为 以 X 为 定义 域 的 X 到 X 的 积分 


算 子 。 更 复杂 的 微分 算 子 或 积分 算 子 是 指 高 维 空间 上 的 
高 阶 微分 或 积分 运算 (包括 边界 条 件 和 初始 条 件 等 ) 以 及 
它们 的 常 系数 或 变 系 数 的 线性 组 合 。 

笛 定 半 算 于 ”无 界线 性 算 子 理论 中 一 类 重要 的 算 
子 。 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,7 是 X 到 了 的 线性 算 子 。 
如 果 定义 域 D(T) 在 X 中 稠密， 即 D(T) 的 闭 包 DCT) = 
X,， 则 称 了 是 稻 定 算 子 。 如 果 由 {zuCD (T)，x。>z 与 
Txv->d 必 可 推出 xED(T), 且 Tx=y, 则 称 了 是 闭 算 子 。 
全 巴 拿 料 空 间 上 的 闭 算 子 必 是 有 界 的 《 见 巴 手打 空间 )。 
一 个 既 秋 定 又 闭 的 算 子 称 为 笛 定 闭 算 子 。 在 例 5 中 的 微 
分 算 子 (Tx)(t) 一 证 - 晤 z(b 便 是 Li[a，b] 上 的 条 定 于 
算 子 ,但 它 不 是 有 界 的 。 

闪 想 算 子 “ 设 了 是 X 到 了 的 笛 定 线性 算 子 ， 记 
DT 为 适合 下 面条 件 的 ge 的 全 体 , y* EY* (Y 的 共 效 
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空间 ), 存在 x*EX*, 使 得 一 切 xED(T), 有 (Tx,y*)= 
(sx*)， 这 里 (Tx 六),(x,x*) 分 别 是 (Tx)，x*(x) 的 
形式 写法 .由 于 人 了 是 稠 定 的 ,对 ED(T*) 只 有 唯一 的 x* 
满足 上 式 。 作 以 D(T*) 为 定义 域 的 线性 算 子 T*:T*y* = 
x*, 称 T* 是 了 的 共 示 算 子 。 特 别 , 如 果 了 是 和 到 了 的 有 
界线 性 算 子 ， 则 T* 是 Y* 到 X* 的 有 界线 性 算 子 ， 并且 
17I1=17*|。 共 思 算 子 是 甜 阵 的 转 置 矩 阵 概念 的 推广 。 当 
六 ,YY 都 是 希 尔 伯 特 空间 时 ， 从 希 尔 伯 特 空间 上 的 线性 连 
续 泛 函 的 里 斯 表示 定理 知道 , Y*=Y,X*=X, 而 上 面 的 
形式 写法 (Tx, 匀 ),(x,， x*) 这 里 分 别 是 Y 和 义 中 的 内 积 。 
因此 ， 希 尔 伯 特 空间 中 共 王 算 子 概念 是 矩阵 的 关联 矩阵 
《 即 转 置 共 罗 阵 ) 概 念 的 推广 。 所 以 巴 拿 赫 空间 中 共 轰 算 
子 和 和希 尔 伯 特 空间 上 共 瑟 算 子 的 概念 咯 有 差异 。 

下 面 是 X 与 Y 都 是 希 尔 伯 特 空间 时 的 几 种 常用 的 算 
子 类 。 

对 称 算 子 和 共 V 算 子 ” 设 T 是 希 尔 伯 特 空间 HH 上 的 
币 定 线性 算 子 , 如 果 TCT*, 即 D(T)CD(T*), 且 对 任何 
xED(T),Tx=T*x, 则 称 了 是 对 称 算 子 ,特别 当 D(T)= 
D(T*)( 从 而 T=T*) 时 , 称 了 是 自 共 示 算 子 ,也 称 自 伴 算 
子 。 如 果 T 是 自 共 示 算 子 ， 而 且 对 任何 XED(T), (Tx， 
xz)>0， 称 了 为 正 算 子 ， 记 为 Z>0。 例 4 中 的 微分 算 子 
《rz)(D = 十 号 z(9 是 对 称 算 子 ,并 且 

Dr) = x zen), Bxct) erica, bo 
但 如 果 将 例 4 中 微分 算 子 了 的 定义 域 改 为 
D'= jx l(t), Hx(t) ELrEa,b], x(o) =x(b)} 

( 它 与 例 4 中 的 了 只 是 边界 条 件 不 同 )， 这 时 了 了 便 是 自 共 
斩 算 子 。 对 自 共 罗 算 子 已 经 有 了 较 深 入 的 研究 ， 建 立 了 
谱 分 解 定理 。 它 的 理论 已 被 广泛 地 应 用 于 其 他 数学 分 支 。 
在 量子 物理 中 一 切 物理 量 都 是 用 某 个 希 尔 伯 特 空间 ( 物 
理 体系 的 态 矢 量 空间 ) 上 的 自 共 思 算 子 来 描述 的 ,因此 自 
共 眶 算 子 在 量子 物理 中 占有 特别 重要 的 地 位 。 应 该 指出 ， 
虽然 对 称 算 子 和 自 共 毁 算 子 仅 在 于 D(T*) CD(T) 和 
D(T*)=D(T) 的 区 别 ， 但 是 它们 在 某 些 基本 性 质 上 是 有 
很 大 区 别 的 。 

保 距 算 子 和 百 算 子 ” 设 U 是 希 尔 伯 特 空间 二 上 的 线 
性 算 子 , 并 且 DCU) 是 闭 线性 子 空间 ,如 果 对 任何 


xED(U)， |Ux|=|x|， 称 U 是 保 距 算 子 或 称 保 范 算 
子 。 特 别 当 D(U)=H=R(U) 时 ， 称 U 是 H 上 的 西 算 子 。 
西 算 子 另外 的 等 价 定义 是 U*U =UU*=1。 


对 称 算 子 (或 自 共 二 算 子 ) 与 保 距 算 子 (或 西 算 子 ) 的 
关系 极为 密切 。 如 果 了 是 对 称 算 子 (或 自 共 令 算 子 ), 那 么 
线性 算 子 Un 一 (T 一 订 )(T 十 这 -25(D(Ur) 一 ROT 十 这 ) ) 必 
是 保 距 算 子 (或 西 算 子 ) 并 且 1 不 是 Uz 的 特征 值 , 称 Uz 
是 T 的 凯 莱 变换 。 反 之 , 若 U 是 不 以 1 为 特征 值 的 保 距 算 
子 (或 酉 算 子 ), 那么, 线性 算 子 Ty=itU+D(U 一 IDD!， 
D(To)=R(1-U) 必 是 对 称 算 子 (或 酉 算 子 ), 也 称 To 是 
品 的 凯 莱 变换 。 


正常 算 子 ”也 称 正规 算 子 。 希 尔 伯 特 空间 HH 上 满足 
NN* 一 N*N 的 算 子 N 称 为 正常 算 子 。 丁 算 子 和 自 共 罗 算 
子 都 是 它 的 特例 对 这 类 算 子 已 有 清楚 的 了 解 ( 见 说 论 )。 
正常 算 子 N 有 一 个 重要 性 质 : 设 了 是 有 界线 性 算 子 ,如 果 
TN=NT, 则 TN* = N*T, 

关于 自 共 示 算 子 、 酉 算 子 及 正常 算 子 , 早 在 20 世纪 
20~30 年 代 已 获得 一 系列 深刻 的 结果 。 后 来 , 人们 的 注 
意 力 逐渐 转移 到 各 种 类 型 的 非 正常 算 子 上 ， 例如, 近 20 
年 来 人 们 兴趣 较 大 的 除 次 正常 算 子 外 有 下 面 的 算 子 。 设 
T 是 H 上 的 有 界线 性 算 子 ,T*T 一 TT*>0, 称 T 是 亚 正常 
算 子 ;如 果 (T*T)W 一 (TT*)W: 之 0, 就 称 了 为 半 亚 正常 算 
子 。 关 于 亚 正常 和 半 亚 正常 算 子 已 经 建立 了 它 的 函数 模 
型 并 证 明了 著名 的 范 数 不 等 式 ， 当 了 是 亚 正常 算 子 时 ， 


Imr-rmrl< 二 | as 
i 


当 了 是 半 亚 正常 算 子 时 ， 
lmDw-CToml< 去 | srao. 


or) 

投影 算 子 和 希 尔 伯 特 空间 上 特别 重要 的 一 类 算 子 。 
由 于 希 尔 伯 特 空间 有 很 好 的 几何 结构 ， 因 此 这 种 空间 上 
的 线性 算 子 理论 取得 了 丰富 的 结果 。 投 影 算 子 是 希 尔 伯 
特 空间 这 种 几何 特性 的 反映 。 

设 M 是 希 尔 伯 特 空间 瑟 的 闭 线性 子 空间 ， 根 据 投 影 
定理 ， 对 任何 xEH 必 存 在 唯一 的 EM,zEML 使 zx 一 
y+z。 作 民 上 的 算 子 Pu:Pux=y, 易 知 Pw 是 线性 算 子 ， 
称 为 H 在 M 上 的 投影 算 子 。 希 尔 伯 特 空间 HH 上 算 子 P 是 
投影 算 子 当 且 仅 当 P 是 等 等 的 ( 即 Pr=P) 自 共 二 算 子 , 投 
影 算 子 P 的 另 一 等 价 条 件 是 对 任意 x*EH, |Px|*=(Px， 
*)。 投 影 算 子 Pw 与 相应 的 闲 子 空间 MM 有 如 下 关系 。 OH 
上 的 闭 线性 子 空间 M、N 相互 正 交 的 充 要 条 件 是 PuPw 一 
0。 回 当 Py 是 投影 算 子 时 ,I 一 Px 也 是 投影 算 子 , 且 I 一 
Pu 一 Pdt。 轩 两 个 投影 算 子 Py、Py 之 和 Pw 站 Py 是 投影 
算 子 的 充 要 条 件 是 M_LN, 而 且 此 时 Pu+ Pw= Puew，, 其 
中 MBN= {x+ylxEM,yEN, MLN}。 轩 两 个 投影 算 
子 Pu、Py 之 差 Pu 一 Pw 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 M 汪 
NN, 南 且 此 时 Pu 一 Pw 一 Puex, 式 中 MON= {yylN,y€ 
M,MN}。@ 设 A 是 H 上 的 有 界线 性 算 子 ,M 是 及 的 不 
变 子 空间 ( 即 AMCM) 的 充 要 条 件 APy=PuAPy, 而 M 
是 4 的 约 化 子 空间 ( 即 M、M+ 都 是 4 的 不 变 子 空间 ) 的 
充 要 条 件 是 APw= Pu4, 等 等 。 因 此 ,投影 算 子 已 成 为 研 
究 其 他 复杂 算 子 的 工具 。 ( 严 绍 宗 “ 李 绍 宽 ) 


xionxing suanzl raodong lilun 

线性 算 子 扰动 理论 (perturbation theory for 
linear operators) 研究 算 子 在 微小 变动 的 情况 
下 , 它 的 各 种 性 质变 化 的 一 种 理论 , 始 于 20 世 纪 20 年 代 。 
为 了 研究 振动 系统 受到 微小 扰动 后 的 情况 ， 人 们 利用 反 
映 扰动 前 系统 的 较 简单 的 线性 算 子 特征 值 问题 的 解 ， 求 


出 了 反映 经 过 扰动 后 算 子 特征 值 同 题 的 近似 解 。B. 蔡 定 
刘 发 展 了 类 侯 的 方法 ， 深 入 地 研究 了 量子 力学 中 巡 到 的 
特征 值 问题, 这 就 是 量子 力学 中 的 微 护法 。 其 后 ,一 些 数 
学 家 对 这 些微 扩 法 中 出 现 的 级 数 的 收 化 性 进行 了 一 系列 
研究 。 与 此 同时 ， 还 研究 了 对 于 散射 理论 和 量子 场 论 有 
重要 意义 的 连续 庶 的 扩 动 。 他 们 的 工作 启示 人 们 进一步 
考察 无 界线 性 算 于 的 各 种 扰动 问题 。 线 性 算 子 扰动 理论 
已 发 展 为 算 子 理论 中 引信 鼎 目的 一 个 重要 分 支 。 

统 性 算 子 拓 动 理论 的 基本 问题 是 ， 设 了 是 巴 厅 炎 空 
间 上 的 线性 算 子 ,和 是 扰动 算 子 , 当 了 + A 和 了 在 某 种 意 
义 下 很 接近 时 ,如何 由 的 性 质 导出 了 + 4 的 相应 性 质 ? 
抗 动 理论 中 大 量 出 现 的 是 无 界 算 子 ， 这 是 因为 经 典 力学 
和 量子 力学 中 出 现 的 算 子 常常 是 无 办 的 。 醉 定 放 方 程 中 
出 现 的 算 子 -是 :+U(x) 就 是 无 界 算 子 T- 二 ;经 过 
位 势 项 U(x 扰动 后 得 到 的 。 

扰动 理论 主要 包括 以 下 几 个 方面 的 内 容 。@ 讨 论 某 
些 重要 的 算 子 关 ( 例 如 闭 算 子 类 、 自 共 辆 算 子 类 、 弗 雷 德 
答 妇 算 子 类 等 ) 在 扰动 下 的 不 变性 。 关 于 闭 算 子 的 扰动 ， 
有 下 面 的 概念 和 结果 : 设 7， A 是 巴 全 社 空 间 X 到 Y 的 两 
个 线性 算 子 ,2(T)c 2(4), 且 .存在 4,b>0, 使 得 对 xE 
67)， 成 立 1azl<alz1+ 加 未 1， 则 称 关 于 了 是 相对 
有 界 的 ， 而 满足 上 式 的 的 下 确 界 称 为 A 关于 7 的 相对 
界 。 又 若 当 {z} 和 fx 均 为 有 界 时 ,{4x} 必 有 收敛 子 序 
列 , 则 称 义 关于 了 是 相对 紧 的 。 如 果 了 了 是 闭 算 子 ,而 有 关 
于 了 的 相对 界 小 于 1， 或 者 关于 了 了 是 相对 紧 的 , 则 了 二 
和 4 也 是 闭 扯 子 。@ 研 究 在 小 扰动 下 ， 对 应 的 特征 值 和 特 
征 向 量 的 扩 动 情况 。 这 方面 有 下 述 基本 结果 当 了 为 巴 
从 村 空间 上 一 个 有 界线 性 算 了 ,而 mw 为 了 的 孤立 的 有 限 
重 特征 值 , 它 的 重 数 是 m, 那 么 对 e>0, 存在 3> 0， 使 得 
当 扰动 算 子 A 的 范 数 小 于 5 时 , 算 于 了 +4 在 四 {4| 14 一 
ml < 时 中 按 重 数 计算 恰好 有 m 个 特征 值 。 @ 研 究 算 子 经 
过 扰动 以 后 ， 它 的 庶 的 变化 情况 。 经 常 考虑 的 是 在 紧 近 
动 下 , 谱 的 变化 情况 。 这 方面 有 下 述 的 经 典 结果 。 

外 尔 - 冯 , 诺 伊 曙 定 理 “ 设 芋 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空 
则 ,人 是 于 上 自 共 叔 算 子 。 对 s> 0 存在 自 共 久 的 希 尔 伯 
特 - 施 密 特 算 子 S,1S|,<e, 使 4+S 仅 有 纯 点 谱 ( 指 特征 
向 量 张 成 闭 线性 子 空 间 是 全 空间 )。 

关 似 的 结果 ,对 正常 算 子 也 成 立 。 另 外 ,研究 算 子 半 
群 的 生成 元 经 过 小 扰动 后 , 算 子 半 群 性 坊 的 变化 ,也 是 扰 
动 理论 的 一 个 课题 
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T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, 


Springer-Verlag, New York, 1966. 
( 主 补 孙 ) 


xianxing tongjl moxing 
线性 统计 模型 〈linear statistical model) 
简称 线性 模型 ， 是 数理 统计 学 中 研究 变量 之 间 关 系 的 一 
种 模型 ， 其 中 未 知 参数 仅 以 线性 形式 出 现 。 主 要 包括 线 
性 回归 分 析 、 方 差分 析 和 协 方差 分 析 。 
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线性 回归 模型 是 最 简单 的 线性 模型 。 以 zi， xz， …， 
xi 记 自 变量 ,z 一 (x1,x1,…,x)",Y 记 因 变量 有 ECY|z) 
一 Bo+ Bx 十 … 十 Bxs。 式 中 EE(Y|z) 是 在 给 定 自 变量 工 
值 的 条 件 下 , 因 变 量 Y 的 条 件 均值 , 而 BB,，,…,Bs 是 未 
知 参 数 。 这 模型 之 所 以 被 称 之 为 线性 模型 ， 并 不 在 于 它 
相对 于 x4,x2,…sx 是 线性 的 ， 而 在 于 ECY|z) 关 于 参数 
Boypiy…y 且 是 线性 的 。 因 此 ， 若 有 (sf(z)，… 了 e() 
是 z 的 p 个 已 知 函 数 ， 而 ECY|z) 一 Bi f(z)+Bsf(z) 
十 … 二 Bojs(z) 关 于 参数 bo,p，…,ps 依然 是 线性 的 , 例 
如 多 项 式 回归 〈 见 回归 分 析 )。 若 以 Zi=f(z) (i=1， 
2，…p) 为 新 自 变 量 , 则 可 将 模型 变换 为 卫 (Y1Z) 一 6 Zi 
+ BiZ:+… 二 Be Za。 因 此 可 以 一 般 地 把 线性 模型 的 条 件 
表述 为 
E(Y|x)=PBx,+ +Bpxp (1) 
的 形式 。 式 中 B= (Bi,B:，…， pn) 称 为 回归 系数 。 若 自 
变量 z 取 值 zi= (xuyxztay…yxzu)rGi=1,2，…，m)， 得 了 
的 观测 值 为 Yi, 并 以 & 记 观 测 的 随机 误差 ， 则 得 到 nn 个 
关系 式 
Y=P'xte, (i=1,2,.,n), (2) 
式 中 p? 表示 8 的 转 置 。(2) 给 出 了 线性 统计 模型 的 数据 
结构 ， 而 (2) 只 是 一 个 理论 模型 。 统 计 问题 都 是 从 (2? 出 
发 , 故 一 般 在 谈 到 线性 模型 时 常 是 指 (2)。 若 记 
Y= (YY Tn), X= x Tn), 
66 en), 
则 可 将 (2) 写 成 
Y=XP+e, (3) 
nxp 和 矩阵 叉 称 为 设计 矩阵 。 在 回归 分 析 问题 中 , 自 变量 
多 是 连续 取 值 。 因 而 X 的 元 素 在 一 定 范围 内 可 以 任意 取 
值 。 在 方差 分 析 问 题 中 ,X 的 元 素 只 取 0,1 为 值 ,1，0 分 
别 表示 某 因素 的 某 水 平 出 现 或 不 出 现 。 在 协 方差 分 析 问 
题 中 ,二 者 兼 而 有 之 。 
线性 模型 (3》 的 统计 性 质 取决 于 对 随机 误差 向 量 < 
所 作 的 假定 。 一 般 总 假定 E(e)= 0， 若 再 加 上 协 方差 矩 
阵 ( 见 描 )cov(e)= oafs(Tn 为 二 阶 单位 阵 ,o*>0 为 未 知 的 
误差 方差 ), 则 (3) 称 为 高 斯 -马尔 可 夫 模 型 。 这 是 高 斯 在 
19 世纪 初 引进 的 最 小 二 来 法 成 为 线性 模型 统计 分 析 的 
重要 工具 ,而 俄国 数学 家 A. A. 马尔 可 夫 在 20 世纪 初 完 
成 了 这 种 模型 的 疯 基 工作 。 若 进一步 假定 上 服从 普 维 正 
态 分 布 N(0,o?ln), 则 (3 ) 称 为 正 态 线性 模型 。 
模型 (3) 的 统计 问题 ， 就 是 关于 B 和 0? 的 统计 推断 
问题 。 特 别 重要 的 是 关于 8 的 线性 函数 Crp 的 估计 和 检 
验 问题 。 关 于 本 身 的 估计 ,通常 用 最 小 二 乘法 , 即 寻找 
,使 |Y 一 X 他 ?==min|Y 一 XB al 表示 向 量 的 欧 氏 
长 度 )。 可 以 证 明 色 是 正规 方程 X7XE 一 XrY 的 解 ,着 行列 
式 |X?X| > 0 ( 称 为 满 秩 情况 ), 方 程 有 唯一 解 
B= (XIX)-IXrY。 
车 |X?X| = 0( 称 为 降 秩 情况 ), 方 程 有 解 , 但 不 唯一 ,可 通 
过 广义 逆 表 示 : 合 = (XIX)-XrY 。 合 称 为 B 的 最 小 二 乘 估 
计 ( 见 点 估计 ), 它 是 Y 的 线性 函数 。 对 一 般 的 参数 的 线 
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性 函数 C78, 车 存 在 某 一 线性 无 偏 估计 arY, 则 称 它 为 可 
估 函 数 。C7p 可 估 的 充分 必要 条 件 是 存在 n 维 向 量 b， 
使 C= Xrb。B 本 身 是 否 可 估 , 取 决 于 XIX 是 否 满 秩 。 回 
归 分 析 中 的 XX 一 般 是 满 秩 的 ,而 方差 分 析 则 相反 。 

关于 回归 系数 B 的 估计 理论 的 一 个 基本 结果 ， 是 高 
斯 -马尔 可 夫 定 理 , 若 (3) 为 高 斯 -马尔 可 夫 模 型 而 C8 可 
估 , 则 在 C8 的 一 切线 性 无 偏 估计 中 ,CI 诊 是 唯一 的 方差 
一 致 最 小 者 。 在 正 态 模型 下 ,可 进一步 证 明 , 它 是 一 切 无 
偏 估 计 〈 不 限于 线性 ) 中 方差 一 臻 最 小 者 。 洲 的 秩 
为 r(<n), 则 误差 方差 的 一 个 无 偏 估计 是 人 9=|Y 一 
XI:/(n 一 r)。 在 正 态 假定 下 ,0* 是 o 的 一 至 最 小 方差 
无 偏 估计 。 的 线性 假设 一 般 有 形式 H,: C"B=0,， 在 正 
态 假设 下 , 它 可 以 用 似 然 比 检验 法 ( 见 假设 检验 ) 去 检验 。 
所 得 似 然 比 统计 量 ( 乘 以 适当 常数 因子 ) 在 H 成 立 之 下 
服从 中 心 了 分 布 。 

在 自 变量 之 值 可 由 实验 者 选 定时 ,存在 着 设计 问题 ， 
即 怎样 选择 设计 短 阵 X。 在 回归 分 析 中 ,有 一 个 主题 叫 回 
归 设计 , 它 讨论 怎样 选取 适当 的 X, 使 和 具有 蘑 种 优良 的 
性 能 。 在 方差 分 析 中 ，X 的 选择 更 为 重要 ,通常 ,实验 设 
计 法 就 是 专 指 这 种 情况 下 XX 的 选择 问题 。 

线性 模型 在 实用 上 有 重要 意义 ,在 理论 方面 , 近年 来 
也 有 不 少 新 发 展 :在 对 B 的 估计 上 ,发 展 了 有 偏 估 计 、 稳 
健 估计 , 非 参 数 估计 及 序 贯 估计 等 方法 ;8 和 or 的 估计 的 
容许 性 问题 得 到 了 较 深入 的 研究 ;另外 , 在 大 样本 理论 方 
面 取得 了 广泛 而 深入 的 结果 。 

参考 书目 

C. R. Rao, Linear Statistical Inference and Jts Appli- 
cotions, 2nd ed., John Wiley & Sons, New York, 1973. 

V.V. Fedorov, Theory of Optimal 已 xperiments，Aca- 
demic Press, New York, 1972. 

(项 可 风 ) 

xionxingxing 
线性 型 (linear form) 。 又 称 线性 函数 或 线性 齐 
式 ,是 域 了 上 的 线性 空间 V 到 域 了 上 的 一 个 线性 喘 射 如 
果 f 是 从 V 到 F 的 映射 ,对 V 的 向 量 z、y,F 的 元 素 4.b 
满足 faz+by) 二 of(z)+bf(y), 那 么 f 就 称 为 V 上 的 线 
性 型 或 线性 喘 射 。 若 ay， et，…，en 是 V 的 一 组 基 ， 则 V 
的 每 一 个 向 量 z 都 可 表 成 了 一 xiel + xxe: 十 … 十 xnen; 式 
中 zx 在 了 中 ,i= 1,2,…，,m。 因 此 对 于 V 上 的 线性 型 了 
有 Hz)=zif(ei)+zxsf(e:) 十 … 十 xnf(en) 或 记 成 了 xy 
az) 一 四 十 gas 十 … 十 grny 式 中 记 也 eD) 一 0 i= 
1,2,…-wm。 若 上 视 为 了 中 的 变 元 , 则 zi,xzi，…vz 就 可 看 
作 取 值 于 了 的 变 元 。 因 此 ,在 基 {elyet,…,en} 之 下 ,线性 
型 了 就 是 FE 上 mn 个 变 元 的 线性 齐 次 函数 。 当 V 的 基 取 定 
时 ，f 就 由 F" 的 一 个 n 元 向 量 (0,，0,,…,0。) 唯 一 确定 。 
站 上 的 线性 型 全 体 按 通 常 的 函数 加 法 与 纯 量 乘法 构成 了 
上 的 一 个 线性 空间 , 且 与 F" 同 构 。 

如 果 Vi、V 都 是 F 上 的 线性 空 间 ,， VxVs={(z， 
扩 )|xEVi,yEVs} 是 与 V3 的 笛 卡 儿 积 ,从 VxV; 到 
下 的 映射 ,对 于 Vi 的 向 量 z,zi,zz; Vs 的 向 量 ya， 


Va 了 的 元 素 c ,aavb sb, 满足 
PT + AT Y= PTY) + pr2,Y), 
P(xsbys t+ bys)=bp(r,Y) + bp(r,Y:), 
那么 p 称 为 Vi 与 V; 上 (或 ViXxV， 上 ) 的 双 线 性 型 ,或 双 
线性 函数 或 双 线性 齐 式 或 双 线性 映射 . 若 e1,e,,…,en 与 


如， 加 分 别 为 由 与 由 的 基 ， z= 六 ze ev 


y= 这 yfiEVs, 则 ?zy)= 妨 oxy = (Kh se, 


xm)4(0 Vio)T， 式 中 A=(asr)nxa 在 Fm*n 中 ， 
a =9(ef) j=1,2,… ,mk=1,2,…,n。 由 此 可 知 ,p 
由 矩阵 A 唯一 确定 , 且 可 视 为 上 的 两 组 变 元 x ,x,，…， 
加 与 加 gay 的 双 线 性 齐 次 函数 。 在 V 与 V; 的 基 
都 选 定 时 , Vix V: 上 的 双 线性 型 全 体 按 通常 的 函数 加 法 
与 纯 量 乘法 组 成 一 个 了 上 的 mn 维 线性 空间 , 且 与 Pmm 
同 构 。 当 V 与 Vs 的 基 都 改变 时 ，V, xV, 上 的 双 线性 
型 9 对 应 的 矩阵 ， 就 变 成 由 相应 的 演化 短 阵 唯一 确定 的 
等 价 和 矩阵 。 例如, (@',e;,*… ,en)=(@,,e,,… ,em)PT,(f;， 
有 一 (在 四， 如)97, 这 里 PP 和 分 别 为 F 上 的 
多 阶 和 nn 阶 方 阵 ， 由 坐标 变换 公式 ，(x1， xi，…,x%)== 
(CROP (YisYes es Ya) = (WY Yn) Qs 
可 得 p(x,y)= 如 DATE 
sy) = (KX em) PB(OT TY ,Ya Yn)T, 因 
此 ，B=PAQ", 式 中 B= (bys)nxn EF™"n,bs=9(e),es), 
j=1,2, ,ms k=1,2,…, n。 对 于 与 V: 的 任意 基 ， 
9 所 对 应 的 矩阵 有 相同 的 秩 , 这 个 公共 的 秩 称 为 的 秩 ， 
记 为 rankp。 当 rankp=7 时 ,9 的 标准 形式 ( 即 在 V 与 
V, 的 某 基 下 9 的 最 简单 形式 ) 为 

P= + (1) 
此 即 表明 ， 对 两 组 旧 变 元 x x2，… ,xm 与 切 ,p， yany 
总 可 经 满 秩 的 线性 变换 ， 使 ” 对 两 组 新 变 元 xi yzi，…， 
2 与 扩 , 和 an 取 (1) 的 形式 。 

在 Vi=V,=V 时 , 着 双 线性 型 8 对 于 V 的 任意 向 量 
ZY 有 P(x,，y)=P(y,z), 则 gp 称 为 对 称 双 线 性 型 ; 若 有 
9(z,Yy)== 一 PLY,Z), 则 9g 称 为 反对 称 双 线性 型 。 当 V 的 
基 取 定时 ,对 称 双 线 性 型 所 对 应 的 矩阵 4 必 为 对 称 矩 阵 ， 
反对 称 双 线性 型 所 对 应 的 矩阵 必 为 反对 称 矩 阵 。 当 的 
基 改 变 时 ， 对 称 双 线 性 型 对 应 的 矩阵 和 A 变 为 它 的 合同 答 
阵 B= P4P"， 因 此 ， 可 用 对 称 和 矩阵 的 性 质 全 面 地 描述 对 
称 双 线性 型 的 标准 型 等 性 质 。 例 如 ,了 = 实数 域 尽 ,于 是 ， 
每 个 实 对 称 双 线 性 型 在 正 交 变换 ( 即 P 为 正 交 和 矩阵 ) 下 都 
可 化 为 实 正 交 标准 型 

PFAY) = NXY + A Ys + e+ Ar Yr, 
式 中 Xi,Xa, …，)* 是 m 在 任意 基 下 对 应 的 垂 阵 4 的 全 体 
非 零 特征 值 。 在 复数 域 C 上 ， 若 只 要 求 线性 变换 为 满 秩 
的 , 则 它 的 标准 型 如 (1) 所 示 。 反 对 称 双 线性 型 可 用 反对 
称 矩 阵 的 性 质 描 述 和 研究 。 

域 了 上 的 k 个 线性 空间 Vi, V:，…，Vx 的 笛 卡 儿 积 
ixVax…xVas={(zyzayz|1zEVoj1y 2 


对 ， 接 通常 的 向 量 加 法 和 纯 量 乘 法 成 为 了 上 的 一 个 线性 

空间 。 若 w:VixVax…xVi>P, 若 对 和 1,2,… 小 满足 

PFs TF2s Ars + be ,Es) = AP( Ti Fs, gs Te) 
+bp(z ,Ta Ts Es), 

式 中 ,EVi,l=1,2,…, k; xz7EVy, a、bEFP， 则 9 称 为 

Vs xVax…xV。s 上 的 上 重 线性 型 或 k 重 线性 映射 。 当 

k> 3 时 统称 为 多 重 线性 型 。 

域 了 上 的 线性 空间 六 的 全 体 线性 型 ， 按 通常 的 函数 
加 法 与 纯 量 乘法 ,是 了 上 的 一 个 线性 空间 ， 记 为 V#。V* 
称 为 V 的 对 偶 空间 ,又 称 为 V 的 关联 空间 或 共 郝 空间。 可 
以 证 明 , 当 dimV 是 有 限时 ， 则 dimV= dim V*。 因 此 ， 
YsV*。 这 一 结果 在 dim V 是 无 限时 不 再 成 立 , 如 果 V 的 
基 {ei} 与 V# 的 基 {e}} 有 eye，=84,j,k=1,2,…, 式 中 
为 克 罗 内 克 符 号 ， 那 么 这 两 组 基底 称 为 对 侦 基 。 用 对 侦 
基 来 描述 线性 型 是 很 简单 的 。 

车 在 域 下 上 的 k 个 线性 空间 VyV:…Vx 中， 一些 
线性 空间 是 另 一 些 线性 空间 的 对 偶 空间 ， 则 可 引入 混合 
张 量 的 概念 ( 见 多 重 线性 代数 )。 线 性 型 已 成 为 线性 代数 
的 一 个 重要 内 容 。 《 佟 文 延 ) 


xionxing zhengsuonzl bijin 

线性 正 算 子 逼近 (linear positive operator 
approximation) 。 线性 算 子 通 近 论 的 一 个 重要 组 
成 部 分 ( 见 古 数 通 近 论 )， 其 特点 在 于 用 做 通 近 工具 的 线 
性 算 子 序列 是 正 性 的 (或 单调 性 的 )。 

在 函数 的 通 近 问题 中 ， 很 多 用 代数 多 项 式 或 三 角 多 
项 式 作 下 近 手 段 的 逼近 过 程 ， 比 如 熟知 的 类 勒 级 数 的 部 
分 和 。 伟 里 叶 级 数 的 部 分 和 ， 各 种 典型 平均 以 及 各 种 插 
值 多 项 式 等 等 都 是 一 些 线性 算 子 。 一 般 地 讲 ， 设 {Ln} 是 
巴 拿 赫 空间 X( 例 如 连续 函数 空间 C, p 次 可 积 函数 空间 
Lr(p1) 等 ) 到 自身 的 线性 算 子 序列 , 则 算 子 过 近 主要 研 
究 如 下 两 个 方面 的 课题 。 

四 对 于 给 定 的 算 子 序列 {Ls} , 当 "-> co 时 ,对 任意 确 
定 的 了 EX,， 序列 L,(f) 是 否 依 X 上 的 范 数 收敛 于 f? 这 个 
问题 的 研究 通常 用 建立 算 子 序列 的 收敛 定理 来 实现 。 

回 研究 了 的 光滑 性 与 逼近 度 |f 一 Ln(f)|x 趋 于 零 的 
速度 之 间 的 关系 。 这 个 问题 的 研究 通常 用 建立 算 子 逼近 
中 的 直接 定理 、 逆 定理 ,考察 算 子 逼 近 的 饱和 现象 以 及 某 
些 特 殊 函 数 类 的 列 近 度量 来 实现 。 

当 {o} 是 线性 正 算 子 序列 ( 即 对 每 个 和 扩 > 0, 便 有 
Tu( 了 D 关 0) 时 ， 上 述 两 个 方向 的 研究 是 比较 深入 的 。 特 别 
是 工 ' 工 . 科 罗 夫 金 提出 试验 集 概念 之 后 ,在 C 空间 和 L? 
空间 中 成 功 地 建立 了 用 线性 正 算 子 逼近 的 收敛 定理 ， 以 
及 利用 线性 正 算 子 对 试验 集中 函数 的 允 近 度 建立 各 种 直 
接 定理 和 逆 定 理 。 

关于 线性 正 算 子 饱和 现象 的 研究 ,在 周期 情况 下 , 利 
用 全 里 叶 变换 技巧 获得 较 完善 的 结果 ;在 非 周 期 情况 , 则 
利用 抛物 线 技巧 得 到 解决 。 

应 当 指出 ， 由 于 线性 正 多 项 式 算 子 的 逼近 阶 不 高 于 
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.1/mt， 因 而 作为 解决 逼近 论 中 基本 问题 的 良好 工具 ， 线 
性 正 多 项 式 算 子 的 应 用 有 一 定 的 局 限 性 ,然而 ,对 于 上 面 
提出 的 两 个 方向 的 研究 ， 线 性 正 算 子 副 近 中 的 正 性 是 本 
质 的 ， 因 为 正如 C. M. 洛 津 斯 基 、 中 . H. 哈 尔 希拉 布 泽 
所 指出 的 ,不 存在 非 正 性 的 线性 多 项 式 算 子 序列 能 够 肯 
定 地 回答 第 一 个 问题 。 

线性 正 算 子 逼近 的 研究 ,在 中 国 取得 不 少 新 的 成 果 ， 
提出 过 一 些 新 的 方法 ,同时 在 应 用 上 也 取得 了 新 的 进展 。 
( 陈 文 忠 ) 
xlongguan fenxl 
相关 分 析 (correlation analysis) 研究 随机 
变量 之 间 的 “相关 关系 "的 一 种 统计 方法 。 相 关 关 系 是 一 
种 非 确定 性 的 关系 ,例如 ,以 X 和 Y 分 别 记 一 个 人 的 身高 

和 体重 ,或 分 别 记 每 调 施 肥 量 与 每 亩 小 麦 产量 , 则 X 与 Y 
显然 有 关系 ， 而 又 没有 确切 到 可 由 其 中 的 一 个 去 精确 地 
决定 另 一 个 的 程度 ,这 就 是 相关 关系 。 当 两 变量 XX 和 Y 有 
相关 关系 时 ,虽然 知道 了 X 之 值 * 不 足以 决定 了 之 值 ,但 
可 以 决定 Y 的 条 件 分 布 ( 见 条 件 期 望 ) 了 |X= zx。 反之 ,也 
可 由 Y 之 值 Y 决定 X 的 条 件 分 布 X|Y=y。 这 种 依赖 关 
系 正 是 相关 关系 的 实质 所 在 。 

相关 分 析 与 回归 分 析 在 实际 应 用 中 有 密切 关系 。 然 
而 在 回归 分 析 中 ， 所 关心 的 是 一 个 随机 变量 Y 对 另 一 个 
《或 一 组 ) 随 机 变量 X 的 依赖 关系 的 函数 形式 。 用 预测 的 

语言 说 ,X 是 预测 因子 ,Y 是 预测 对 象 , 故 X、Y 的 地 位 不 
是 平等 的 。 而 在 相关 分 析 中 ,所 讨论 的 变量 的 地 位 一 样 ， 
分 析 侧重 于 随机 变量 之 间 的 种 种 相关 特征 。 例 如 ,以 六 、 
工分 别 记 小 学 生 的 数学 与 语文 成 绩 ， 感 兴趣 的 是 二 者 的 
关系 如 何 , 而 不 在 于 由 X 去 预测 Y。 

相关 系数 ”完整 描述 相关 关系 的 是 条 件 分 布 Y|X= 

和 XIY=y, 但 在 使 用 上 不 方便 。 实 用 中 常用 相关 系数 
《 见 概率 分 布 )pxy 来 描述 X\ 了 之 间 的 相关 关系 ,其 定义 
是 pxr=cov(X,Y)/(varX.varY)'/?. 当 pry>0(<0) 时 ， 
称 X,Y 有 正 ( 负 ) 相 关 。pxr 有 以 下 性 质 ,/@lpzxr|<1。 @ 
当 X、Y 有 严格 线性 关系 aX+bY =c 时 , pzy 一 1 或 一 1， 
视 罗 <0 或 b>0 而 定 。@ 若 X、Y 相互 独立 , 则 pxy= 
0; 但 当 pzr=0 时 ,XX 与 Y 不 一 定 相 互 独 立 。 只 有 当 (X， 
YY) 服从 二 维 正 态 分 布 时 , 才 可 由 pxy 一 0 推出 X,Y 独立 。 
当 pxrr=0 时 , 称 XY 不 相关 。 相 关系 数 只 是 X.Y 之 间 
线性 关系 密切 程度 的 指标 ， 因 此 常 称 pxr 为 线性 相关 系 
数 ， 而 称 基于 它 所 作 的 相关 分 析 为 线性 相关 分 析 。 

相关 分 析 的 主要 任务 是 由 XX、Y 的 一 组 观测 值 (X;， 

Yi= 1,2，…m， 估计 pzr 及 检验 有 关 pxy 的 假设 ( 见 

假设 检验 ), 特 别 是 H。， pxy 一 0。 在 统计 上 , 称 


pe .31 0 6] [Oe Fes PA Ede 


为 样本 相关 系数 , 并 用 以 估计 pxy。R.A. 费 希 尔 于 1915 
年 ,在 (X,Y) 的 总 体 分布 为 二 维 正 态 分 布 的 情况 下 , 求 得 
了 ?的 抽样 分 布 , 由 此 可 以 对 pxr =0 的 假设 进行 检验 。 
费 希 尔 的 这 项 工作 是 相关 分 析 的 一 项 重大 发 展 ， 可 以 说 
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它 标 志 了 相关 分 析 这 一 统计 方法 的 建立 。 

复 相关 ”上述 相 关系 数 只 涉及 两 个 变量 X. 了 。 若 有 
多 个 变量 Ki， X:，…， X, 则 可 考虑 其 中 之 一 (如 XX1) 与 
其 余 变量 (X,X:，…,Xs) 的 相关 ,基本 指标 是 XX, 对 (和 
XX,,…，,X,) 的 复 相关 系数 R。 任 取 常 数 os， 0，…，q，* 计 


算 与 访 o,X, 的 相关 系数 ,变动 mas…,a 的 数值 使 


相关 系数 达到 极 大 , 这 个 极 大 值 就 是 尺 。 计 算 方法 如 下 
记 4 为 以 rs=pxtxi( 让 jj 1,2, …， 为 元 素 的 矩阵 的 行 
列 式 ，4w 为 ru 的 余子 式 , 则 R=(1 一 4/41)t。 

仿 相 关 ” 这 也 是 相关 分 析 中 的 一 个 重要 概念 。 设 X、 
Y 和 2Z 分 别 记 同 一 个 人 每 月 的 基本 开支 、 文 娱 开支 及 其 
工资 收入 ,经 过 分 析 , 会 发 现 、Y 之 间 有 高 度 的 正 相关 ， 
究 其 原因 ， 是 由 于 X、Y 同时 受 Z 的 影响 ;着 把 2 对 二 者 
的 影响 清除 , 则 璋 余部 分 的 相关 程度 会 有 不 同 ,甚至 会 灾 
成 负 相 关 。 后 者 就 是 X、Y 相对 于 Z 的 偏 相关 。 它 可 用 
偏 相关 系数 来 度量 ,一 般 , 设 有 变量 X1,Xs，…,X, 则 在 
前 述 符号 下 ，X, 与 X， 相对 于 (X,,X,,…,X) 的 偏 相关 


系数 是 一 hs/( Mh) 

有 时 ,需要 考虑 一 组 变量 与 另 一 组 变量 的 关系 ,为 此 
引进 了 典型 相关 系数 ,相应 的 方法 称 为 典型 相关 分 析 , 这 
种 相关 性 的 研究 属于 多 元 统计 分 析 的 范围 。 

参考 书目 

C. R. Rao, Linear Statistical Inference and Tis Appli- 
cotion, 2nd ed Joha Wiley & Sons, New York, 1973, 

《项 可 风 ) 

xiangllong 
向 量 (vector) 一 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 。 
又 称 为 矢量 。 例 如 在 物理 学 中 的 速度 ,加 速度 , 力 等 等 就 
是 这 样 的 量 。 舍 弃 实际 含义 ,就 抽象 为 数学 中 的 概念 一 一 
向 量 。 

下 面 眼 于 三 维 欧 氏 空间 中 来 讨论 。 

向 量 的 表示 法 ”通常 可 以 用 几何 的 或 代数 的 方法 米 
表示 向 量 。 

向 量 的 几何 表示 法 ”从 空间 中 任意 一 点 4 出 发 引 一 
半 射 线 1, 并 在 其 上 另 取 一 点 B， 


则 有 向 线段 AB 就 代表 一 向 量 a rp 
( 力 D, 简 记 为 2B, 或 用 a 表示 7 3 

这 向 量 的 大 小 就 是 线段 4B 的 ”一 -a 

长 ,其 方向 就 是 半 射线 ! 的 方向 。 -一 


向 量 a 的 大 小 称 为 它 的 模 或 绝对 
值 , 记 为 |a| =o。 图 1 向 量 的 几何 表示 

一 般 说 来 ,如 果 向 量 好 的 起 点 4 换 作 另 一 点 4', 终 
点 也 换 作 另 一 点 B'， 使 AB/ A'B'， 且 它们 的 指向 也 相 
同 ,又 长 度 月 权 , 则 认为 向 量 A 坟 与 向 量 4 六 是 相 
等 或 相同 的 向 量 ，AB=A' 访 ， 仍 可 记 为 a。 这 样 理解 的 
向 量 有 时 也 称 为 自由 向 量 (起 点 可 自由 改变 )。 当 然 根据 
实际 情况 ,有 时 向 量 的 起 点 不 能 随便 改变 (例如 ， 如 果 向 


量 a 代表 一 个 力 ,其 起 点 4 代表 力 的 作用 点 ,这 时 起 点 就 
不 能 随意 改变 ), 这 种 向 量 有 时 称 为 固 端 向 量 。 这 里 一 般 
只 考虑 自由 向 量 。 

一 种 特殊 情况 须 加 注意 , 就 是 B= 4 的 情况 ,这 时 向 


量 僻 称 为 零 向 量 , 记 为 0。 零 向 量 的 模 为 0, 而 且 无 确定 
方向 。 

按照 前 面 自由 向 量 的 观点 , 规定 两 向 量 a, b 相等 的 
充分 必要 条 件 是 ，|al = |b|， 且 ( 如 果 它 们 不 是 零 向 量 ) 
ab 的 方向 (包括 指向 ) 相 同 。 

如 果 向 量 qu,b( 都 二 0) 所 在 直线 平行 或 重合 , 则 称 a 
与 b 平行 , 记 作 a1b。 向 量 一 @ 指 的 是 其 模 与 @ 的 模 相 
等 , 且 与 a 平行 但 指向 相反 的 向 量 , 如 果 向 量 a,b 所 在 直 
线 互相 重 直 , 则 称 a 与 互相 垂直 或 正 交 , 记 作 a1b。 

此 外 还 规定 ,任何 向 量 a 都 与 零 向 量 0 既 平行 又 甜 直 。 

根据 定义 ,任何 向 量 与 它 自身 平行 。 

如 果 向 量 a 的 模 等 于 11a| =1)， 则 称 为 一 单位 
向 量 。 

向 量 的 代数 表示 法 “向 量 的 几何 表示 法 既 直 观 又 简 
单 。 但 作为 一 种 数学 量 ， 向 量 要 参加 运算 ， 这 种 表示 法 
有 时 就 极 不 方便 。 下 面向 量 的 代数 表示 法 就 可 克服 这 一 
困难 。 

在 空间 取 定 一 右手 坐标 系 (当然 也 可 取 左手 坐标 系 ， 
但 为 确定 起 见 ,不 取 左手 系 ), 如 图 2。 已 给 一 向 量 a。 把 
它 的 起 点 取 在 坐标 原点 D 
处 ,其 终点 为 Ps a=0OP。 
把 有 向 线段 OP 投影 到 三 
坐标 转 x,y,z 上 ， 分 别 得 
投影 OP1,OPs,OP,， 它们 
的 有 向 长 ,yz 分 别称 为 
a 在 x 轴 、4 轴 、z 轴 上 的 


三 个 分 量 , 而 把 a 表示 
为 图 2 向 量 的 坐标 表示 


Qa= {x,y,2}。 (1) 
这 便 是 向 量 a 的 代数 表示 法 。(x,y, z) 实 际 上 就 是 P 点 
在 Oxyz 坐标 系 中 的 坐标 。 反 过 来 ,给 定 空间 一 点 P(x,y， 
z), 由 (1) 式 就 可 定义 一 向 量 a, 使 其 三 个 分 量 依次 为 
2 
零 向 量 0 的 三 个 分 量 都 是 0:0= {0,0,0}。 
由 定义 还 可 知 , 如 果 向 量 @ 以 (1) 式 给 出 , 则 
-a={-z,—y,—2}。 
如 果 向 量 a 的 起 点 取 在 Qi{x, 妇 , 如 } 点 ， 而 终点 为 
Q(x,y2,22)}, 则 其 代数 表示 为 
= = {x (2) 
当 坐标 系 作 平 移 时 ， 向 量 的 代数 表示 不 变 。 当 坐标 
系 在 讨论 过 程 中 始终 固定 不 变 时, 则 也 可 把 (1) 式 ， 即 三 
个 有 顺序 的 数 x*,y,z 作为 向 量 的 定义 。 
向 量 的 代数 运算 ”向 量 作为 一 种 数学 量 可 以 进行 某 
些 代数 运算 ， 如 加 法 ,减法 ,乘法 等 。 这 些 运算 方法 都 有 


a 


实际 背景 ,因此 在 实际 上 是 有 意义 的 ,应 用 时 是 有 效 的 。 
向 量 的 数 来 ”向 量 4 与 一 ( 实 ) 数 ¢ 的 乘法 规定 如 
下 :定义 ca 为 一 向 量 ,其 模 
lcal =|cl*lal, 
且 与 4 平行 ; 当 c>0 时 ,其 指向 与 a 的 相同 ; 当 c<0 时 ， 
它 就 与 a 的 相反 .当然 c=0 时 ,0a=0。 
特别 , 易 见 
la=a, (-l)a=—a, 
如 果 用 代数 表示 法 , 则 若 a= {x,y,z}, 便 有 
ca={cx,cy,c2}。 
向 量 的 数 乘 是 符合 结合 律 的 , 即 若 a 为 一 向 量 , b 


为 任 二 数 , 则 
b(ca)=(bc)a, 


图 3 向 量 的 数 条 


图 4 向 量 的 加 法 

向 重 的 加 法 已 给 二 向 量 ojb， 来 定义 a+b。 用 
儿 何 表示 法 ， 将 a=04,b 一 0 六 取 在 同一 起 点 0( 图 4)， 
然后 以 04,0B 为 邻 边 作 一 平行 四 边 形 , 得 另 一 顶点 C( 图 
4), 则 向 量 e~0OC 就 定义 为 a+b。 所 以 向 量 的 加 法 规则 
也 称 作 平行 四 边 形 规则 。 又 因 b =OB~ AC， 所 以 a+b 
也 可 这 样 来 理解 , 先 作出 a=OA， 然 后 以 A 为 起 点 ， 作 
b= AC,， 则 三 角形 O4C 的 第 三 条 边 0C 就 形成 一 向 量 
c=0C 为 a+b。 因 此 ,向量 的 加 法 规则 有 时 也 称 为 三 角 
形 规则 。 

如 果 用 代数 表示 法 ， 设 a= falvaavaj， 一 {bsbs 


b}, 则 有 
a+b={@ +b,,02+b,,0+b}, 


由 向 量 加 法 定义 ,有 以 下 规律 

加 法 交换 律 a+b=b+a， 

加 法 结合 律 (a+b)+c=a+(b+c)， 

数 乘 分 配 律 (a+8)a=ag+ pa, 

a(a+b)=aa+ab, 

向 量 的 减法 与 通常 算术 中 一 样 ， 把 向 量 的 减法 作 
为 加 法 的 逆 运 算 来 定义 。 即 已 给 二 向 量 a, 6b, 定义 a 一 
b=c 为 一 向 量 ,使 得 b+c=a。 

在 几何 上 ,如 果 a=0%, b=0B, 则 c=a-b= 到 A 
(图 5), 在 代数 上 ,如 a= fa ,0,0} ,b= fb,,b,,b}, 则 
ab= (一 ba 一 ba 一 六 )。 

由 此 立刻 知道 ,a 一 b 是 唯一 的 。 而 且 容易 看 出 ， 
a-b=at+(—b), 


a-b=—(b—a), 二 < eas 
总 之 ， 对 于 向 量 六 

的 加 减法 和 数 乘 来 

说 ， 可 以 如 同 数字 的 图 5 向 量 的 减法 


算术 运算 那样 进行 。 

向 量 与 向 量 的 乘法 情况 稍为 复杂 一 点 。 

向 量 的 内 积 ” 设 有 二 向 量 4,b。 先 假定 它们 都 不 是 
零 向 量 。 记 它们 之 间 ( 即 它们 所 在 直线 之 间 ) 的 夹 角 为 9， 
则 定义 

a:b=|allb|cos0 
为 a,b 的 内 积 ,或 称 为 点 积 , 也 简 记 为 cb。 它 不 再 是 向 
量 , 而 是 一 个 数 ， 所 以 也 称 为 数 积 。 如 果 a, b 中 只 要 有 
一 个 是 零 向 量 , 则 定义 ab 一 0。 

如 果 用 代数 方法 , 设 a= {a ,aa,a},b= {bi ,bs,b,}， 
则 

a:b=ab,+ab,+ab,。 

由 定义 还 可 看 出 a*a( 也 记 为 1)=|al*~=ax(a 仍 表 
示 @a 的 模 )。 

向 量 的 内 积 遵 从 以 下 一 些 运算 规则 ， 

交换 律 ab=b'a， 

分 配 律 (at+b)c=ac+be, 

与 数 乘 的 结合 律 和 (ab)= (Xa)b。 

此 外 ,还 可 看 出 ,两 向 量 a,b 互相 垂直 ( 正 交 ) 的 充分 
必要 条 件 为 gb 二 0( 不 论 a,b 是 不 是 零 向 量 )。 

向 量 的 外 积 ”这 是 向 量 的 另 一 种 乘法 。 仍 设 ob 为 
二 向 量 。 也 暂 先 假定 它们 都 不 是 零 向 量 ， 且 不 平行 。 定 
义 @xb= 为 一 向 量 ,其 模 为 

lcl=laxb|=|allb||sin 6|, (3) 
式 中 9 仍 为 a,b 的 夹 角 ,其 方向 要 求 与 a,b 都 垂直 ， 而 
其 指向 如 下 法 规定 :使 a, b,c 的 指向 依次 恰 如 Oxyz 坐 
标 系 中 x 轴 , y 轴 ,z 轴 的 正 向 那样 构成 一 右手 系 (图 6)。 
laxb| 在 几何 上 正好 是 以 a,b 为 两 邻 边 构 成 的 平行 
边 形 的 面积 。 如果 a /50, 则 因 0=0 或 x*, 故 定义 axb= 
0; 因 此 ， 如 果 a,b 中 至 少 有 一 个 是 零 向 量 ， 则 也 有 ax 
b=0。axb 称 为 ab 的 外 积 或 又 积 。 因 为 它 仍 是 个 向 
县, 所 以 也 称 为 向 量 积 。 


图 6 向 量 的 外 积 
用 代数 表示 法 时 ， 设 a={a1,03,0},b = {4,b,bs}， 
则 
ax be {ub, — sb sb — oibs sab — oab}. 
注意 ,向 量 外 积 不 服从 交换 律 , 而 服从 反 交换 律 ， 
bxa= 一 axb。 
它 也 不 服从 结合 律 , 即 一 般 
(axb)xe 关 ax(bxc)。 
但 若 注意 了 次 序 不 能 改变 , 则 这 一 乘法 却 服从 分 配 律 ， 
(atb)xc=axctbxc, 
两 向 量 a,b 平行 的 充分 必要 条 件 是 axb 一 0。 值 得 
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注意 ,对 于 任意 向 量 c, 重 有 axa=0。 
向 量 的 外 积 与 内 积 间 有 下 一 重要 公式 
(axb):=ab?— (ab):, 
向 量 的 混合 积 “下面 这 一 把 向 量 的 外 积 和 内 积 结合 
在 一 起 的 乘积 也 是 很 有 用 的 : (axb).c， 称 为 wb,c 的 
混合 积 , 也 记 成 (a,b,c)。 它 是 一 个 数 而 不 是 向 量 。 
如 果 a= {604,01,0}, b= {bi,bi,b,}, c= {Cisc2503}, 
则 可 以 用 行列 式 来 表示 混合 积 ， 
am 
bb b, 
la mw 


(axb):c=(a,b,c)= ly 


由 此 可 见 
(axb):c=a:(bxc), 
在 几何 上 , 如 果 把 a,b， 
c 的 起 点 都 放 在 同一 点 
0, 则 (axb)-e 的 模 表 
示 由 这 三 向 量 为 邻 边 构 0 
成 的 平行 六 面体 的 体积 
(图 7)。 

向 量 的 分 解 ” 正 如 力 ,速度 等 可 分 解 为 分 力 ,分 速度 
等 等 ,向 量 也 可 分 解 为 分 向 量 , 即 如 果 a=b+c, 则 称 a 被 
分 解 为 两 分 向 量 b,c。 

常用 的 分 解 为 ， 在 取 定 坐标 系 
后 ， 分 别 记 沿 x 轴 ,y 轴 、z 轴 正 向 
的 单位 向 量 为 4, j,k, 即 t= {1,0， 
0), j={0,1,0},k=10,0,1), 则 任 
何 向 量 4= {x,y,z} 可 分 解 为 


图 7 向 量 的 混合 积 


图 8 单位 向 量 a=xi+yj+zk, 
bk 注意 到 1,j,k 互相 垂直 , 且 
t=f=k=1, txj=-jxi=k, 


jxk=—kxj-t, kxi=—ixk=j, 
则 也 可 利用 上 述 分 解 式 来 进行 向 量 计算 ， 完 全 可 按 通 常 
代数 运算 来 进行 。 例 如 
(21+3j—k)x (31—j+2k) 
=6txi—3jxj—2kxk— 2xj+9jxt 
+41xk—3kxi+6jxk+kxj 
=—2k—9k—4j—3j+6t—# 
=51—7j—1lk, 
(24+3j—k)-(31—j+2k)=6— 3 —2k = 1, 
有 时 只 考虑 位 于 同一 平面 中 的 向 量 ， 这 时 向 量 还 可 用 复 
数 来 表示 ( 见 复数 )。 
向 量 概念 还 可 推广 到 维 数 更 高 的 空间 或 更 为 抽象 的 
空间 中 去 。 
还 可 考虑 向 量 (依赖 于 自 变量 时 ) 的 微分 、 积 分 等 等 


分 析 运算 ( 见 向 量 分 析 )。 (路 见 可 ) 
xiangliong fenxl 
向 量 分 析 〈vector analysis) 。 与 向 量 函数 有 关 


的 微 积分 运算 及 其 应 用 。 


向 量 函 数 的 微分 法 ” 设 有 一 依赖 于 某 变量 上 的 向 量 
函数 A(t)=={A.(t),Au(t),A,(t)} (在 某 一 区 间 a<t< 
8 上 变化 )。 如 果 下 面 这 极限 存在 , 则 称 

da t+At)— ACt 
M0= 双 lm 4+- 
为 A(t) 在 t 处 的 导数 。 导 数 存 在 的 充分 必要 条 件 是 三 个 
分 量 函 数 A。(t),Ay(t),A,(t) 在 t 处 都 有 导数 , 且 恒 有 
A'(t)={As(t), ASt), At)}, 
也 可 定义 向 量 函数 的 微分 ， 
dA(t)=A'(t)dt, 
或 即 
dA(t)= {As(t)dt, As(t)dt, AsCt)dt}. 
类 似 地 可 定义 向 量 函数 的 高 阶 导数 与 高 阶 微分 。 

如 向 量 函 数 依赖 于 多 个 自 变量 ,例如 ACu,v)， 则 也 
可 定义 偏 导数 也 4， 各 以 及 全 微分 

da- BA dut SA do, 


等 等 。 

向 量 夯 数 的 机 分 法 “ACt) 在 区 间 [a, 8] 上 的 积分 定 
义 为 

apat-lim BAG)At,, 
. PR 
式 中 人 为 [a,8] 的 一 分 划 : a=<h<… < 机 =B, At 一 
各 一 可 -1 上 A = maxAt, 而 r 为 [所 -ta] 中 任何 一 点 。 用 
分 量 写法 , 则 有 
apa- 和 aoar [acoao 了 下 A |, 

当然 要 假定 各 分 量 的 积分 存在 。 

也 可 以 定义 重 职 分 | Ac 以 及 线 积分 、 面 积 


分 等 等 

总 之 ， 向 量 函 数 的 微分 法 与 积分 法 都 可 通过 它 的 各 
分 量 的 相应 运算 来 实现 。 

设 A(b) 为 一 曲线 C 上 动 点 的 位 置 向 量 ，t 为 流动 参 
数 , 亦 即 ,C 有 参数 方程 

X=A(t), y=A(t), z=A,(t), 

则 A'(t) 的 方向 就 和 曲线 C 在 上 处 的 切线 方向 相同 。 如 
果 A(u,w) 是 一 曲面 上 动 点 的 位 置 向 量 ,而 wv 为 流动 
参数 ， 则 向 量 积 3 x -34 的 方向 就 和 曲面 8_ 上 Cu， 
处 的 法 线 方向 相同 。 用 这 些 基本 事实 ， 可 以 来 研究 空间 
曲线 、 曲 面 的 性 质 ， 也 是 微分 几何 的 出 发 点 。 

以 上 所 可, 也 可 推广 到 高 维 的 向 量 函数 上 去 。 向 量 又 
可 以 看 作 一 阶 张 量 ,因此 向 量 分 析 又 是 张 量 分 析 的 特例 。 

《路 见 可 ) 

xiangliong kongjion 
向 量 空间 〈vector space) ”又 称 线性 空间 。 在 
解析 几何 里 引入 向 重 概 售后 ， 使 许多 问题 的 处 理 变 得 更 
为 简洁 和 清晰 ,在 此 基础 上 的 进一步 抽象 化 ,形成 了 与 直 


相 联 系 的 向 量 空间 概念 。 向 量 空间 是 线性 代数 的 中 心 内 
容 和 基本 概念 之 一 。 它 的 理论 和 方法 在 科学 技术 的 各 个 
领域 都 有 广泛 的 应 用 。 

设 V 是 一 个 非 空 集合 ,F 是 一 个 域 ,在 V 的 元 素 之 间 
定义 了 所 谓 加 法 , 即 对 于 V 的 任意 一 对 元 素 w.v,V 中 有 
唯一 确定 的 元 素 与 之 对 应 ,这 个 元 素 称 为 4 与 ?的 和 , 记 
作 w+v。 在 F 的 元 素 与 V 的 元 素 之 间 定 义 了 所 谓 乘法 ， 
即 对 于 的 任意 元 素 4 与 V 的 任意 元 素 w, V 中 有 唯一 
确定 的 元 素 与 之 对 应 ， 这 个 元 素 称 为 a 与 的 积 ， 记 作 
Qu。 如 果 所 述 的 加 法 和 乘法 满足 以 下 规则 ， 那 么 集合 V 
称 为 域 F 上 一 个 向 量 空间 。 

加 法 的 四 条 规则 ”@ 结 合 律 ， 即 uw+(v+w) =(w 
十 D) 二 Ww 回 交换 律 , 即 4+v=v+W， 图 在 V 中 存在 一 
个 " 零 元 素 ", 记 作 0, 对 于 V 的 任意 元 素 & 都 有 0+uw=w; 
作对 于 V 的 每 一 个 元 素 a, 在 了 中 存在 负 元 素 一 w， 使 得 
(—u)+u=0。 

乘法 的 两 条 规则 ”@ 结 合 律 ， 即 (ab)u~a(bu); @ 
& 是 V 中 的 任意 元 素 ,1 是 下 的 单位 元 素 ,14=w。 

加 法 和 乘法 的 两 条 规则 @ a(w+v)~=aut+av; @ 
《q+b)w=au+bu， 以 上 各 式 中 的 w.v.w 是 了 的 任意 元 
素 ,a.b 是 下 的 任意 元 素 。 

域 了 上 向 量 空间 V 的 元 素 ， 称 为 向 量 。V 中 的 零 元 
案 , 称 为 零 向 量 。V 的 元 素 + 的 负 元 素 一 w， 称 为 & 的 负 
向 量 。 域 F 中 的 元 素 , 称 为 纯 量 。 

向 量 空间 的 加 法 和 乘法 表达 出 向 量 之 间 的 基本 关 
系 。 随 着 所 考虑 的 对 象 不 同 ,这 两 种 运算 的 定义 也 不 同 。 
例如 , 令 有 是 实数 域 , ER’ 是 一 切 三 元 实数 组 所 成 的 集合 ， 
即 R'= {(ziyzayzs)|ziER,1<i<3}, 加 法 的 定义 是 x 十 
Y= (3 十 加 za+ahy XX 十 刀 )， 桶 法 的 定义 是 ax 一 (axiy 
Grayazrs)， 这 里 王 = (ziyzayza) 沁 一 (aaa ) 都 是 民 中 
元 素 ,4 是 尽 中 元 素 。 于 是 R? 是 实数 域 上 一 个 向 量 空间 。 
设 了 是 一 个 域 , n 是 任意 取 定 的 一 个 正 整数 ，F" 一 {(zi， 
Xs) XEFP,1<i<n)， 定义 加 法 为 x+y= (Xi 十 
如 ss 十，… Xa 十 Yn)， 定 义 科 法 为 ax=(axi sax, …， 
Cn) ,这 里 均一 (zza sz) 3 一 (on) 都 是 En 
中 元 素 ,a 是 F 的 元 素 , 则 F" 是 域 了 上 一 个 向 量 空间 。F 
是 已 的 推广 。 在 某 一 团 区 间 上 连续 的 实 函数 全 体 所 成 的 

合 , 对 于 函数 的 加 法 和 实数 与 函数 的 乘法 ,是 实数 域 上 
一 个 向 量 空间 。 次 数 不 超 过 某 一 给 定 的 非 负 整 数 n 的 复 
系数 多 项 式 的 全 体 与 零 多 项 式 所 成 的 集合 P， 对 于 多 项 
式 的 加 法 和 复数 与 多 项 式 的 乘法 ， 是 复数 域 上 一 个 向 量 
空间 。 

于 空间 如 果 域 了 上 一 个 向 量 空间 V 的 非 空子 集 
风 , 对 的 加 法 和 乘法 也 构成 了 上 一 个 向 量 空间 ,那么 W 
称 为 V 的 一 个 线性 子 空间 ， 简 称 子 空间 。 如 果 V 的 任 一 
向 量 w 可 唯一 的 表 为 其 子 空间 W, 的 向 量 W(i=1,2,…， 
nm) 的 和 , 即 V 一 Wh 十 Wy 十 … 十 Wns 那么 V 称 为 其 子 空间 Wi， 
Ws,…,Wa 的 直 和 , 记 为 V=Wi 四 Ws 全 … 外 Wn。V 的 一 
个 非 空 子 集 是 V 的 子 空间 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 于 V 的 
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任意 向 量 w、v 以 及 了 的 任意 纯 量 ga、b, 有 aw+bov 在 W 
中 。 例如， 向 量 空间 V 本 身 以 及 由 一 个 零 向 量 所 成 的 集 
合 {0} ,都 是 V 的 子 空间 ， 称 为 了 的 平凡 子 空间 。 向 量 空 
间 Pm 的 子 集 风 一 {(ziymyzn-0b0)|zEF,1<i<n 一 ]j， 
是 牛 的 一 个 子 空间 。 系 数 在 域 正中 的 n 元 齐 次 线性 方 
程 组 的 所 有 的 解 , 是 F"* 的 一 个 子 空间 ， 并 称 为 所 给 齐 次 
线性 方程 组 的 解 空间 。 

基 、 坐 标 和 维 教 ” 设 za，aa, …， Wn 是 域 了 上 一 个 向 
量 空间 V 的 向 量 ，a ，q:，…, 0 是 域 了 的 元 素 。 表 示 式 
at 十 qata 十 … 十 Gany 称 为 tyaa， 
果 存 在 下 中 不 全 为 零 的 元 素 maz， 
aa 十 aata 十 … 十 Gntn 一 0 那么 uvas，yae 称 为 线性 相 
关 。 在 相反 情形 ， 即 cat + aa 十 …+anan 仅 当 上 一 0 
一 …= gs=0 时 才 等 于 零 向 量 , 则 称 z ,ua an 线性 无 
关 。 如 果 向 量 空间 的 向 量 组 tu ,aa，…,at 满 足 条 件 : @ 
avaa，…， Wn 线性 无 关 ; GOV 的 每 一 个 向 量 都 可 以 表 为 
tsWs,… ,tn 的 线性 组 合 ,那么 向 量 组 出 ,44,…, Wn 称 为 
V 在 F 上 的 一 个 基 ， 简称 V 的 一 个 基 。 设 + 是 V 的 任意 
一 个 向 量 , ,Wi，…， Wn 是 V 的 一 个 基 , 于 是 由 基 的 定 
义 可 知 ， 工 = Xiat 十 ata 十 … 十 nlay 其 中 xy3 Xn 
是 了 的 元 素 , 称 为 向 量 x 关 于 基 如 ,VW,…,uo 的 坐标 。 对 
于 取 定 的 一 个 基 ，V 中 向 量 z 的 坐标 是 唯一 确定 的 。 

一 个 向 量 空间 如 果 有 基 , 那 么 不 一 定 只 有 一 个 基 , 但 
是 V 的 任意 两 个 基 所 含 向 量 的 个 数 是 相同 的 。 一 个 向 量 
空间 V 的 基 所 含 向 量 的 个 数 ， 称 为 了 的 维 数 。 只 含 一 个 
零 向 量 的 向 量 空间 的 维 数 ， 约 定 为 零 。 如 果 对 于 每 一 个 
自然 数 %,V 中 都 存在 个 线性 无 关 的 向 量 , 那么 V 称 为 
无 限 维 的 。 例 如 ， 向 量 空间 R 是 三 维 的 , @1=(1,0,0)， 
es= (0,1,0),e: 一 (0,0,1) 是 中 的 一 个 基 。 向 量 空间 F" 
是 nn 维 的 ， 连续 函数 构成 的 向 量 空间 是 无 限 维 的 ! 向 量 
空间 P 是 ”+1 维 的 。 

向 量 空间 的 同 构 ， 域 了 上 两 个 向 量 空间 V 和 V', 如 
果 存 在 V 到 V' 的 一 个 双 射 P;V->V“…，, 且 满足 条 件 P(Ou 十 
bv)=ap(u)+bp(v), 其 中 a.b 是 中 元 素 ，w.v 是 V 中 
元 素 , 那 么 向 量 空 间 V 和 V' 称 为 同 构 的 。 域 中 上 每 一 n 
维 向 量 空间 都 与 向 量 空间 F" 同 构 。 《邦人 岳 新 ) 


xiangliongzhl jifen 

向 量 值 积分 (vector value integration) 普 
通 ( 数 值 的 ) 积 分 在 向 量 值 上 的 推广 。 在 分 析 数 学 的 各 分 
支 中 , 因 不 同 的 要 求 ,需要 种 种 或 是 向 量 值 函数 的 积分 或 
是 关于 向 量 值 测度 的 积分 。 向 量 值 函数 的 积分 有 黎 曼 -斯 
蒂 尔 杰 斯 型 积分 和 勤 贝 格 型 积分 。 

黎 腕 -斯 带 尔 杰 斯 型 积分 ”常用 的 一 种 向 量 值 积分 。 
如 果 f(t) 是 定义 在 [a,b] 上 ,但 取 “ 值 "于 拓扑 线性 室 间 工 
的 函数 , 则 称 f(t) 是 [a,b] 上 向 量 值 函数 。 设 f(t) 和 g(t) 分 
别 是 [9,b] 上 向 量 值 和 数值 函数 。 任 取 [4,b] 上 分 点 组 D:a 


一 <h<…<=b, 作 和 式 S(f， 9; D)= 为 TD0G9G 
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一 gt-0D)， 其 中 起 E [ 右 -ti]。 令 和 一 max( 丰 一 如 -5)， 如 果 
极限 lim S(f,g;D) 存 在 , 则 称 了 关于 9g 在 [a,b] 上 R 一 S 可 
积 ,又 称 lim S(f,g;D) 是 了 关于 9 的 黎 曼 - 斯 蒂 尔 杰 斯 积 


分 ,简称 R-S 积分 ， 记 为 | Tag。 关 似 地 ， 也 可 以 引入 
用 gaf。 向 量 值 R-S 积分 有 许多 类 似 于 数值 函数 的 R-S 
积分 的 性 质 。 特 别 , 有 分 部 积分 公式 ， 如 果 | Jag,| oaf 
中 有 一 个 存在 , 则 另 一 个 必 存 在 ,并 且 | feg=f(5)gcb) 一 
foodo -| or。 


下 面 几 种 向 量 值 积分 都 属于 勒 由 格 型 的 。 

博 林 纳 积分 设 (X， 9, 4) 是 全 a。 有 限 测度 空间 ( 见 
测度 论 )，9(z) 是 定义 在 X 上 , 取 值 于 巴 拿 赫 空间 B 的 向 
量 值 郴 数 。 如 果 存在 (X,9) 的 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 
44,44,…,An, 使 在 Ai(i= 1,2,…，n) 上 的 值 恒 为 向 量 
oo 而 "在 XI 4, 上 的 值 恒 为 0， 则 称 p 是 (向 量 值 ) 简 
单 函 数 。 如 果 存 在 X 上 的 一 列 简单 函数 {po(x)} ,使 得 
px) 一 fx)| 关 于 4 几乎 处 处 收敛 于 0, 则 称 人 x) 是 X 
上 ( 取 值 于 B) 的 强 可 测 函数 。 强 可 测 函 数 人 x) 的 范 数 
]f(z) 必 是 X 上 的 (数值 ) 可 测 函 数 。 如 果 mp 是 简单 函数 
并 且 AW)<m， 那么 称 访 euu(A) 是 的 博 赫 纳 积分 ， 


记 为 (B)| .edu 设 fx) 是 X 上 向 量 值 画 数 ， 如 果 存 在 一 
个 可 积 的 简单 函数 列 fpoj, 使 得 lim| ,|p 一 人 |du =0， 就 
称 了 是 X 上 情 赫 纳 可 积 的 , 并 称 lim(B)| .pudu 是 了 在 X 


上 的 博 赫 纳 积分 ， 记 为 (B)| du, 可 以 证 明 , 对 于 博 本 纳 
可 积 函数 f， 它 的 积分 值 (是 向 量 ) 不 依 束 于 {po} 的 选取 ; 
了 在 X 上 是 博 赫 纳 可 积 的 ， 当 且 仅 当 了 是 强 可 测 的 而 且 
1fcz)| 是 X 上 的 数值 可 积 函 数 。 博 赫 纳 积分 具有 一 般 测 
度 论 中 积分 的 性 质 。 

伯 克 窒 夫 积 分 ” 设 (X, 9 4) 是 全 有限 测度 空间 ， 
{4 是 X 的 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 ，a(A)<co (i=1， 
2，…) 并 且 品 Ai=X, 称 {A 小 是 六 的 可 列 训 分 。 设 Xz) 


是 X 上 取 值 于 巴 拿 赫 空间 了 的 向 量 值 函 数 ，4 = {4 小 是 
的 可 列 剖 分 ,如 果 了 在 每 个 A, 上 有 界 ,并 且 


BtWa) (ea 


是 无 条 件 收 但 的 , 则 称 集 { 襄 fC)s(AD154E 4 的 凸 闭 


包 是 及 x) 关 于 4 的 积分 值 域 , 记 为 (f, 4)。 如 果 对 任何 
0, 存在 可 列 剖 分 4(s), 使 集 7(f, 4(e) ) 的 直径 小 于 6， 
则 称 了 在 XX 上 伯 克 睾 夫 可 积 , 并 称 由 一 切 可 列 剖 分 4 所 
得 的 f，4) 的 交集 (只 有 一 个 向 量 ) 为 了 在 X 上 的 伯 克 


徐 夫 积分 ， 记 为 (BK)| an。 这 种 积分 除 富 比 尼 定 理 外 ， 
具有 通常 勒 贝 格 积分 所 具有 的 线性 .可 列 可 加 性 .绝对 连 
续 性 等 性 质 。 博 赫 纳 可 积 必然 伯 克 虱 夫 可 积 〈 逆 命题 并 
不 成 立 ), 并 且 两 个 积分 相等 。 

更 一 般 地 ， 还 可 定义 取 值 于 具有 某 种 拓扑 结构 半 群 
上 的 积分 , 当 取 不 同 拓扑 时 , 它 可 包 合 伯 克 矢 夫 积分 和 下 
面 的 积分 。 

盖 尔 范 他 意义 下 的 弹 * 积 分 设 (X, 9, 4) 是 全 oc 有 
限 测度 空间 ，f(x) 是 定义 在 上 取 值 于 巴 合 社 空间 B 的 
向 量 值 函 数 。 如 果 对 每 个 9E Be (B+ 是 B 的 共 胃 空 间 )， 
g(f(x)) 是 可 测 函 数 , 则 称 Kx) 在 X 上 是 双 可 测 的 。 在 空 
间 了 是 可 分 情况 下 ， 弱 可 测 和 强 可 测 一 致 。 如 果 对 每 个 
0EB*,g(J(x)) 在 X 上 是 可 积 的 , 则 必 存 在 f** EB, 使 得 
fx (9) 一 ] 9(fCx))du, 称 fr* 是 fx) 在 X 上 的 盖 尔 范 
德 意 义 下 的 弱 * 积 分 ， 记 为 (Z)| fdx。 

保 基 类 积 分 “或 称 弱 积 分 。 另 一 种 常用 的 向 量 值 积 
分 。 设 (X,9,) 是 全 0 有限 测 度 空间 f(x) 是 X 上 取 值 
于 巴 全 太空 间 B 的 弱 可 测 函 数 ,如 果 存在 EB 使 得 对 一 
切 9gEB* 成 立 9(b)=| .ecf(z))dw， 则 称 了 在 X 上 是 介 
蒂 斯 可 积 的 , 是 了 的 候 东 斯 积分 ， 记 4 为 (P)| an, 博 


赫 纳 可 积 必然 佩 蒂 斯 可 积 ， 并 且 积 分 相等 。 除 去 富 比 尼 
定理 外 , 勒 贝 格 积分 的 其 他 性 质 对 于 佩 蒂 斯 积分 也 成 立 。 

向 量 值 测度 和 积分 ” 设 (X,9) 是 可 测 空间 ， 如 果 瑟 
是 定义 在 2 上 取 值 于 巴 拿 赫 空间 也 的 满足 下 列 条 件 的 向 
量 什 集 函数 ，@E(Z)=0 (是 空 集 ); 回 可 列 可 加 
性 ， 对 中 任何 一 列 互 不 相交 的 集 {A}， 


x 局 4)= Brea), 
则 称 互 是 上 向 量 值 测 度 。 例 如 ， 如 果 (X,9,4n) 是 全 
有 限 测度 空间 ，f 是 X 上 取 值 于 巴 拿 赫 空间 B 的 博 赫 纳 


可 积 函 数 ,对 任何 AE 59, 定义 ECA)=(B)| fen, EE 便 


是 92 上 取 值 于 了 的 向 量 值 测度 。 特 别 ， 当 也 是 某 个 巴 拿 
赫 空间 (或 希 尔 伯 特 空间 ) 上 的 有 界线 性 算 子 全 体 按 算 子 
范 数 所 成 的 巴 拿 赫 空间 时 ， 就 称 E 为 2 上 的 算 子 值 测度 
《 见 谱 论 , 谱 算 子 )。 此 外 ,和 数值 测度 一 样 ,也 可 引入 一 个 
向 量 值 测 度 关 于 另 一 个 数值 测度 绝对 连续 的 概念 。 但 一 
般 说 来 没有 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 。 但 如 果 空间 B 或 是 自 
反 ， 或 是 希 尔 伯 特 空间 ， 或 了 的 共 辆 空间 B* 是 可 分 的 ， 
这 时 就 有 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 。( 见 测度 论 ) 
( 杨 亚 主 》 

Xiang Mingda 

项 名 达 (1789~1850) 中 国清 代数 学 家 ， 原 名 
万 准 , 字 步 莱 , 号 梅 侣 ,浙江 钱塘 ( 今 杭州 市 ) 人 ,祖籍 安徽 
铬 县 。 生 于 乾隆 五 十 四 年 ， 卒 于 道光 三 十 年 。 嘉 庆 二 十 
一 年 (1816) 为 举人 , 考 授 国子监 学 正 ,道光 六 年 (1826) 成 
进士 , 改 任 知县 ,但 未 就 职 。 应 考 进士 期 间 ， 曾 在 京 盘 桓 


数 年 ,与 友人 研讨 数学 ,后 返 居 故 里 。 道 光 十 七 年 (1837》 
前 ,主讲 车 南 。 此 后 ,在 杭州 著名 的 三 大 书院 之 一 紫阳 书 
院 执教 ,并 研究 数学 。 道 光 二 十 六 年 (1846) 冬 ,退职 还 家 ， 
集中 精力 撰 著 书稿 ， 主 要 数学 著作 有 《 象 数 一 原 》6 卷 
(1849),，《 勾 股 六 术 》1 卷 (1825)，《 三 角 和 较 术 》1 卷 
《1843),《 开 诸 乘 方 捷 术 》 1 卷 (1845)， 后 三 种 合 刻 为 《下 
学 庵 算术 ?印行 。 

《 象 数 一 原 》 的 主要 内 容 是 论述 三 角 函数 寡 级 数 展开 
式 问题 ,他 撰写 此 书 时 已 年 老病 重 , 仅 写成 整 分 起 度 弦 矢 
率 论 .半分 起 度 弦 矢 率 论 , 零 分 起 度 弦 矢 率 论 (两 卷 )、 诸 
术 通 诠 , 诸 术 明 变 , 共 6 卷 其 中 卷 四 和 卷 六 未 能 完稿 ,由 
其 友人 戴 购 遵从 他 的 嘱托 于 咸丰 七 年 (1857 ) 补 写 完成 ， 
并 为 梢 贺 求 周 术 补 作 图 解 1 卷 ， 故 现 传 本 《 象 数 一 原 》 共 
7 卷 .在 此 书 中 ,他 推广 了 明 安 图 和 董 社 诚 (1791~1823) 
的 结果 。 董 社 诚 同 明 安 图 一 样 ,也 用 连 比例 的 方法 讨论 了 
全 弧 与 分 弧 所 对 的 弦 的 关系 以 及 全 弧 和 分 弧 的 中 矢 〈 即 
该 弧 所 张 的 弓形 的 高 ), 得 到 四 个 塞 级 数 公式 。 项 名 达 进 
一 步 归纳 为 下 列 两 个 公式 , 设 cs 和 cm 分别 为 贺 内 某 弧 < 
的 n 倍 和 m 倍 弧 长 , v。 和 vm 分 别 为 相应 的 中 矢 ，r 为 加 
半径 , 则 有 

nn(m—n) 
mnt mr 
A OS 


rr 

nt (apm) 
a a 二 到) (ao 二 

由 这 两 个 公式 可 推导 出 明 安 图 的 九 个 公式 和 董 社 诚 的 四 

个 公式 ， 其 中 包括 正弦 和 反正 弦 的 千 级 数 展开 式 、 正 矢 

和 反正 矢 的 军 级 数 展开 式 以 及 圆周率 的 无 穷 级 数 表达 

式 等 。 

项 名 达 的 另 一 项 成 就 是 求 出 椭圆 周 长 公 式 。 


1 ,3 12.31.5 
p=2na(1— Be — Zire — 26re 小 


式 中 了 为 精 加 局 长 ,e 为 燃 加 离心 率 ， e? 一 -全 汪 ,4 与 


b 为 椭 贺 长 半 轴 与 短 半 轴 。 这 是 中 国 在 二 次 曲线 研究 方 
面 最 早 的 重要 成 果 。 他 还 据 此 推出 圆周 率 倒数 公式 ， 
2 1 12.3 12.32.5 
元 一 1 一 五 -23 全 一 五 
项 名 达 与 戴 网 还 共同 讨论 求 二 项 式 n 次 根 的 简 法 ， 
在 《 开 诸 乘 方 捷 术 》 中 提出 了 署 指数 为 1/n 的 二 项 式 定理 
以 及 用 逐次 通 近 法 开 n 次 方 的 递 推 公式 ， 
nog Om 
nD)a+A a 
(当中 稍 大 于 A 时 ，k=1,2,3,…)， 


na 5 
(n+DA-mR a 
( 当 丰 稍 小 于 A 时 ， k=1,2,3,…)。 
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肖 


按 上 述 公式 逐次 求 得 的 ws*i， 即 为 准确 到 不 同 程度 的 
凡 /元 近似 值 。 色 股 六 术 》 与 6 三 角 和 较 术 》 内 容 浅显 易 懂 ， 
是 项 名 达 为 初学 者 撰写 的 数学 入门 书 。 在 这 两 卷 书 中 ， 
对 于 勾 股 形 ,平面 三 角形 及 球面 三 角形 的 各 边 及 其 和 、 差 


的 互 求 关系 ,做 了 较 系统 的 分 类 与 总 结 。 〔 何 绍 广 ) 
xlaoyuanfa 
消 元 法 (elimination method) 又 称 消去 


法 . 解 线性 代数 方程 组 的 主要 方法 之 一 。 早 在 东汉 以 前 ， 
中 国 古 代 著 名 的 数学 著作 《 九 让 算术 中 就 有 了 用 消 元 法 
解 方程 组 的 方法 。 直 到 今日 ， 消 元 法 仍 是 解 线性 代数 广 
程 组 的 一 个 很 重要 的 方法 。 在 一 些 国家 的 数学 著作 中 也 
常用 高 斯 消去 法 这 一 名 词 。 

消 元 法 解 线性 代数 方程 组 时 ， 将 某 一 方程 乘 以 某 些 
常数 分 别 加 到 其 他 方程 上 ， 以 消去 这 些 方程 中 的 某 一 未 
知 量 。 重 复 施行 这 一 步骤 ,就 可 逐步 消去 未 知 量 , 最 后 只 
剩 下 一 个 未 知 量 。 用 答 阵 的 语言 来 说 也 就 是 对 方程 组 的 
系数 矩阵 或 增 广 矩 阵 (加 上 右 端 项 所 成 的 矩阵 ) 进行 初等 
变换 ,使 它 的 一 些 元 素 (例如 主 对 角 线 以 下 的 元 素 ) 为 字 。 
具体 地 说 , 设 方程 组 为 

CT 
a | GD 
GniX1 + Gn2Xe | 
式 中 Guisj=1,2,…s1) 和 也 ,所 ,…5 思 都 是 已 知 数 ， 1， 
ai 为 待 求 的 解 。 设 au 不 为 零 ， 将 第 一 个 方程 分 
别 季 以 n/ans 一 ai/atu …， 一 ao/ai 加 到 第 2 至 第 
个 方程 上 ， 就 消去 了 这 些 方程 中 的 及 ,方程 组 化 成 
of tap xst a 


x+ taf, 


[ (2) 


aa 
这 里 为 了 统一 起 见 ， 已 将 auyaa,…， quw 和 让 分 别 写 为 
a ,a 加,… ,a 多 和 有 9?。 对 (2) 的 后 n 一 1 个 方程 进行 类 
似 处 理 ， 消 去 后 n 一 2 个 方程 的 <， 这 样 继续 下 去 ， 若 
0 都 不 为 零 , 最 后 得 到 
Di 十 ax 十 十 ax 一 他 >， 


xs 十 xn 一 和 | 
(3) 


上 述 过 程 可 表示 为 :对 k=1,2,…sn 一 1， 
(A) -A 
ol 一 ap 一 和 a (Ci,j=k+1,k+2,.,n), 


ff Bf kt kt2,.n), 
的 


式 中 a=0y， f=f bj 一 1 2 
有 了 (3) 就 可 反 推 求 出 (1) 的 解 : 
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ja 
fae) /or il 


(fa) /od , | 

这 称 为 回 代 过 程 ， 而 前 面 消去 的 步骤 称 为 消去 过 程 。 

在 消去 过 程 中 ,有 时 可 能 遇 到 ot 一 0 的 情况 ， 但 若 
方程 组 (1) 有 唯一 解 , 则 在 同名 ,s,…， ol 中 至 少 有 
一 个 不 为 零 , 例如 gg 二 0， 那 么 只 要 将 这 时 的 第 上 个 广 
程 和 第 j 个 方程 互 换 , 即 可 继续 进行 消去 。 有 了 时 昌 a 如 
0 但 1a 多 | 很 小 ,此 时 往往 带 来 较 大 误差 ， 从 而 使 最 后 得 
到 的 解 不 名 精确 ,甚至 面目 全 非 。 为 避免 这 种 情况 ,也 要 
进行 上 述 交 换 ， 将 1ag8，a| 1ags2s| la 中 最 大 者 所 
在 的 方程 与 第 上 个 方程 交换 ， 这 叫做 列 主 元 素 消 元 法 或 
部 分 主 元 素 消 元 法 ， 也 可 在 后 n 一 k+1 个 方程 的 所 有 的 
系数 中 找 出 绝对 值 最 大 的 而 后 进行 方程 和 未 知 量 的 交 
换 ,这 叫做 全 主 元 素 消 元 法 ,但 这 种 方法 工作 量 较 大 ， 一 
般 用 列 主 元 素 消去 法 较 好 。 

方程 组 (1) 可 写成 短 阵 的 形式 

Az=f， 04) 

式 中 4 为 (1 的 系数 ow 所 成 的 矩阵 ，z 和 了 分 别 为 列 向 
量 (zszay xn 和 (和 加)7) 则 以 上 的 消去 过 程 
可 写 为 


LAr=L,f, 
式 中 
I= Mo PaciMoeaPn se-M Ps 
而 
f2 0 0 0 0 
10 中 
|: “1 : : 
-| ob, ol 1 0 
o-oo 0 1 0| 
隐 
(ae 1 


P， 为 使 矩阵 的 第 大 行 与 其 后 的 某 行 交换 的 排列 阵 ， 当 不 
需 进行 交换 时 , 则 无 此 P 因子 或 Ps= In 阶 单位 阵 )。 
三 角 分 解法 ”又 称 因子 分 解法 ， 是 由 消 元 法 演变 而 
来 的 解 线性 代数 方程 组 的 一 种 方法 , 它 将 方程 组 (4) 中 的 
系数 矩阵 4 分 解 成 下 三 角形 矩阵 工 和 上 三 角形 矩阵 避 之 
积 。 它 有 几 种 形式 ,例如 可 取 工 的 对 角 线 元 素 为 1, 即 工 
为 单位 下 三 角形 和 矩阵 。 这 种 情形 下 将 工 和 口 相 乘 ， 并 与 
4 比较 ， 可 知 工 和 也 的 元 素 lw 和 ww 可 由 下 列 递 推 公式 
给 出 :对 k=1,2,…sn， 
ai 
到 
Cp tous) fu (i=k+ 1,k+2,.,n), 
计算 顺序 为 先 算 避 的 第 一 行 ,再 算 工 的 第 一 列 , 然 后 避 的 


第 二 行 江 的 第 二 列 等 等 ,其 中 规定 和 数 六 为 符 ( 下 同 ) 
得 到 荆 和 UU 后 ,(4) 可 写 为 两 个 方程 组 
Iy=f 和 Uz=y。 
设 y 的 分 量 为 妇 ,ys，… ,ns 容易 得 出 


=fi， 
区 = 四 一 la 
ey (5) 
和 
xn = Yn/ Ums 
nt = (Yn — Wain) /tnet 
(6) 


se 


a Bue) | 


在 分 解 因子 时 ， 为 了 避免 除数 wx 为 零 或 |wu| 甚 小 带 来 
较 大 误差 ,也 可 在 避 的 每 行 元 素 kurywuseb~uuwa 算 好 后 ， 
在 这 些 元 素 中 选 主 元 ， 然 后 进行 列 的 交换 。 此 时 要 注意 ， 
多 的 分 量 也 应 相应 地 进行 交换 。 以 上 的 方法 称 为 杜 利 特 
尔 分 解法 。 若 取 工 为 下 三 角形 矩阵 ，U 为 单位 上 三 角形 
矩阵 , 则 为 克 劳 特 分 解法 ,其 算式 为 :对 k 一 12， 


laa Bip i=kkt le n), 
站 


(0h) kt ts), 


计算 时 , 先 算 工 的 第 一 列 ,再 算 品 的 第 一 行 等 等 ， 同 样 可 
在 算 完 luyhusuio lw 后 选 主 元 ,进行 行 的 交换 ,但 同时 
村 将 了 的 分 量 进行 相应 的 交换 。 其 求解 的 过 程 也 和 “5)、 
(6) 类 似 。 

若 4 为 对 称 正定 矩阵 ,可 设 


A=LL", 
角形 矩阵 ，L? 为 其 转 置 , 计算 公式 为 ， 对 
RC (=k+ Lk+ 2 n), 


计算 时 先 算 工 的 第 一 列 ,再 硕 次 算 其 后 各 列 , 这 叫做 平方 
根 法 或 乔 勒 斯 基 法 。 在 A 为 对 称 正定 时 ,li 均 不 为 零 , 故 
可 以 不 选 主 元 ,但 这 个 方法 需要 "次 开 方 运算 ,而 开 方 的 
工作 量 较 多 。 若 设 

A=LDL', 
此 处 工 为 单位 下 三 角形 矩阵,D 为 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 元 
素 记 为 由 ,dh，…d, 则 计算 公式 为 :对 k 一 1?2，my 


ow do 
[CH (=k+ lk+2,.n), 
| 


对 每 个 k, 先 算 d, 再 算 工 的 第 k 列 。 为 了 节省 运算 量 ,可 


肖 
保存 乘积 Du 一 1uay 而 对 k=1,2,…sn 按 
由 =ou 一 器 el， 


Lossless ose 
(j=1,2,°,k) 
一 行 行 地 计算 , 即 按 d,sla5dsl4sbisl3a91329d,… 的 
顺序 计算 。 求 解 过 程 为 


af 加 ra Gil2 rn) 
=z/d, (i=1,2,.,n), 
1 


这 叫做 改进 的 乔 勒 斯 基 方法 。 
乏 直 法 “ 解 系数 矩阵 4 为 三 对 角 和 矩阵 的 线性 代数 方 
程 组 的 常用 方法 。 设 方程 组 为 
qx tbert een =f, (i=1,2,.,n), 
ao ooo, | 
第 一 个 方程 可 写 为 
= cixs/but+ fi/brs 
一 般 地 ,有 
=p tg Gils2,sm), (7) 
把 它 代入 第 i+1 个 方程 中 ,可 得 
一 ct 
0 | (8) 
Ee J 
ap 
由 (8) 可 以 逐次 递 推 求 出 pt，gi,payg:，…，pn, gn, 这 称 为 
“ 追 " 的 过 程 ， 易 知 pn= 0， 然 后 由 (7) 可 依次 求 得 zy 
zy 这 叫 " 赶 "的 过 程 。 可 以 证 明 , 在 
lbd>lal+ lol C=1,2,.5n), 
即 A 为 强 对 角 优 势 矩 阵 博 况 下 ,计算 是 稳定 的 , 即 合 入 误 
差 的 影响 很 小 。 因 此 追赶 法 是 行 之 有 效 的 。 实 际 上 追赶 
法 就 是 克 劳 特 分 解法 。 对 块 三 对 角 答 阵 ， 也 有 类 似 的 所 
谓 " 块 追赶 "的 方法 ,然而 它 需 要 求 一 系列 的 逆 拭 阵 ,计算 
量 可 能 较 大 。 
直接 法 的 业 些 问题 解 线性 代数 方程 组 的 方法 分 直 
接 法 和 迭代 法 两 大 类 ， 上 面 的 方法 都 属 直接 法 的 范畴 。 
在 用 直接 法 求解 时 ， 要 根据 系数 矩阵 的 性 质 和 计算 机 的 
性 能 ， 从 内 存 .计算 量 、 稳 定性 等 一 些 方面 来 考虑 。 就 一 
些 计算 机 而 言 ,乘除 法 所 需 时 间 较 加 减法 多 得 多 , 故 应 尽 
量 减少 乘除 法 。 上 面 的 高 斯 消去 法 、 杜 利 特 尔 法 、 克 劳 特 
法 中 的 乘除 法 和 加 减法 的 次 数 均 为 瑟 mP 数量 级 ， 而 乔 勒 
斯 基 法 由 于 利用 了 对 称 的 性 质 ， 就 只 有 十。 在 计算 中 ， 
中 则 量 应 尽量 存储 在 原 矩 阵 4 以 后 不 再 用 的 元 素 的 位 
置 ， 例 如 分 解法 的 工 和 芯 的 元 素 即 可 占用 人 的 相应 元 素 
的 位 置 。 特 别 对 稀疏 矩阵 ,应 根据 矩阵 的 形状 ,选择 特殊 


的 计算 方法 以 尽量 节省 计算 量 和 避免 产生 较 多 的 非 等 元 
素 。 对 三 对 角 和 矩阵 情形 的 追赶 法 就 是 一 个 突出 的 例子 。 
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当 用 某 种 方法 求 出 方程 组 (1) 或 (4) 的 解 时 ， 由 于 合 
入 误差 的 影响 , 它 一 般 不 是 方程 组 的 精确 解 =, 而 只 是 一 
个 近似 解 竺 。 将 笃 代入 原 方程 , 若 剩 余 向 量 r 一 AE 一 了 各 
分 量 的 绝对 值 均 甚 小， 一 般 就 可 认为 宇 是 比较 精确 的 
近似 解 ," 也 可 任 取 一 已 知 向 量 z， 较 精确 地 (例如 用 双 精 
度 ) 算出 向 量 b=Az， 然 后 用 解 kz= 了 同样 的 方法 解 
Az=b ,得 近似 解 z2。 一 般 就 用 max| 吉 一 | 作为 的 近 


似 解 多 的 误差 。 然 而 这 种 方法 也 不 是 绝对 可 靠 的 。 特 别 
对 病态 矩阵 、 珑 阵 的 元 素 或 方程 组 的 右 端的 微小 变动 可 
以 导致 方程 组 的 解 很 大 变动 。 这 种 误差 估计 的 方法 是 威 
和 尔 金 还 的 一 个 重要 结果 ,然而 作出 的 上 界 往往 偏 高 ,如何 
更 好 地 估计 误差 仍 待 研究 。 

为 了 提高 解 的 精度 ,下 述 迭 代 改 进 法 还 是 可 取 的 : 设 

zo 为 (4) 的 近似 解 ,计算 
r=f— Azx,, 

再 逐步 求 出 方程 组 

AAx,=r, 
的 近似 解 Azi,Az,,…, 此 处 
—AAz, (i=1,2,.)。 
这 样 得 到 的 序列 x。， zx =x,+ Azi，zs 一 并 十 Ar: … 往 
往 能 逐步 更 近似 于 方程 组 的 精确 解 。 此 外 也 还 有 其 他 一 
些 方法 。 

起 阵 求 过 法 ”给 定 一 个 非 奇异 矩阵 4， 求 4 的 逆 矩 
阵 4 本 质 上 是 解 一 组 线性 代数 方程 组 的 问题 。 事 实 上 
由 4P=I( 单 位 矩阵 )， 可知 逆 矩 阵 忆 的 第 ; 列 所 成 的 向 
量 Ps 应 为 方程 组 Api=ei 的 解 ， 此 处 @, 为 第 i 个 分 量 
为 1 其余 分 量 为 零 的 列 向 量 。 实 际 求 逆 矩 阵 时 ,可 用 消 
元 法 来 计算 。 在 前 面 的 高 斯 消 元 法 中 ， 每 步 可 以 不 仅 将 
对 角 线 以 下 的 元 素 消 成 零 而 且 将 对 角 线 以 上 的 元 素 也 消 
成 零 , 并 使 对 角 线 元 素 为 1。 与 高 斯 消 元 法 相 类 似 , 可 以 


得 到 
NoNo- NA=T 
这 里 N, 为 在 第 k 步 将 矩阵 A 中 =N,1…N5N,A 的 第 k 
列 变 为 e 的 矩 阵 。 具体 求 逆 时 ,可 按 下 列 步 怠 进 行 ,其 中 
quwyawyauyau 均 指 当时 在 4 的 相应 元 素 位 置 上 的 数 , 对 
k=1,2,…sn 的 每 个 k, 依 次 做 四 计算 d=1/aw, 并 放 在 
Qi 处; 加 对 i 关上 计算 一 daws 并 放 在 au 处 ; @ 当 i 和 j 
均 不 等 于 上 时 计算 aw+awow 并 放 在 au 处，@ 对 jk 
计算 daw，, 并 放 在 ou 处 。 可 证 ,最 后 在 矩阵 4 原来 的 位 置 
上 就 得 到 4 的 逆 阵 A™!。 为 了 提高 精度 ,也 可 采取 选 主 元 
的 方法 。 
和 解 线性 代数 方程 组 的 三 角 分 解法 一 样 ， 也 可 将 A 
分 解 为 下 三 角 阵 工 和 上 三 角 阵 U 之 积 ， 即 A=LU, 从 而 
4 =IU-5 而 三 角形 和 矩阵 的 闻 矩 阵 是 易于 求 出 的 。 
此 外 还 有 分 块 法 ,加 边 法 ,迭代 法 等 一 些 求 逆 和 矩阵 的 
方法 。 
参考 书目 
冯 康 等 编 :< 数值 计算 方法 », 国 防 工业 出 版 社 ,北京 ,1978。 
《 胡 家 精 ) 


(i=1,2,) 


md 
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Xiooplng Bangyan 
小 平 邦彦 〈Kodaira Kunihiko 1915~~  ) 
日 本 数学 家 。1915 年 3 月 16 日 生 于 东京 。1932 年 入 第 
一 高 等 学 校 理科 , 1935 年 入 东 
京 帝国 大 学 数学 科学 习 ,1938 
年 毕业 后 又 到 物理 系 学 习 
年 , 1941 年 毕业 。 其 后 在 东京 
文理 科大 学 和 东京 大 学 任教 。 
1949 年 获 理学 博士 学 位 。 同 年 
赴 美 在 普林斯顿 高 等 研究 所 工 
作 。 先 后 在 约翰 斯 * 乱 普 金 斯 
大 学 、 普 林 斯 顿 大 学 、 哈 佛 大 
学 ,斯 坦 福 大 学 任教 授 .1967 年 
回 日 本 任 东 京 大 学 教授 , 1975 年 退休 后 被 聘 为 学 习 院 大 
学 教授 。1954 年 获 费 尔 兹 奖 ,1957 年 获 日 本 学 士 院 党 和 文 
化 勋章 。1965 年 被 选 为 日 本 学 士 院 会 员 。 他 还 是 格 丁 根 
科学 院 和 美国 科学 院 国外 院士 。1984 年 获 沃 尔 夫 奖 。 

小 平 邦彦 在 日 本 完成 了 关于 调和 积分 i 
到 普林斯顿 之 后 在 代数 几何 学 和 复 流 形 方面 完 
重要 工作 ， 其 中 包括 证 明 曲 面 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 ,证 明 狭 
义 凯 勒 流 形 是 代数 流 形 以 及 小 平 消 没 定理 。 

1956 年 起 小 平 邦 彦 同 D. C. 斯 潘 塞 一 起 ,把 B. 罗 虽 
的 模 数理 论 推广 到 高 维 复 结构 的 变形 理论 ， 形 成 一 个 系 
统 的 理论 。 后 来 小 平 邦彦 又 把 它 推广 到 由 一 类 复 可 递 的 
连续 伪 群 所 定义 的 结构 的 变形 理论 上 《〈 后 斯 潘 塞 推广 到 
任意 可 递 连续 伪 群 所 定义 的 结构 上 )。 50 年 代 末 ， 他 又 
转 而 研究 紧 复 解析 曲面 的 结构 和 分 类 ,用 一 个 不 变量 (小 
平 维 数 ) 把 曲面 分 为 有 理 曲 面 、 椭 四 曲面 、K, 曲面 等 ,并 
且 每 类 都 建立 一 个 极 小 模型 ， 这 对 后 来 代数 几何 学 和 复 
解析 几何 学 的 发 展 起 着 重要 推动 作用 。 晚 年 他 致力 于 教 
育 事业 ,对 日 本 年 轻 一 代数 学 家 有 重大 影响 ,他 的 论文 收 


集 在 1975 年 出 版 的 三 卷 全 集中 。 〈 胡 作 去 ) 
Xiewolal 
谢 瓦 莱 ,C. (Claude Chevalley 1909~1984) 


法 国 数学 家 , 布尔 巴 基 学 派 的 创始 人 之 一 。1909 年 2 月 
11 日 生 于 约翰 内 斯 堡 ,1984 年 
6 月 28 日 本 于 巴黎 。1926 年 
考 入 巴黎 高 等 师范 学 校 ，1929 
年 毕业 ， 并 取得 国立 中 学 高 级 
教师 职衔 ，1933 年 获 博士 学 
位 。1931~1937 年 得 到 法 国 国 
家 科学 研究 基金 (后 改 中 心 ) 
CNRS 资助 。1931~1933 年 赴 
德国 学 习 访问 ， 深 受 了 . 诺 特 、 
EE. 阿 站 等 人 的 影响 1937 年 赴 
雷 思 大 学 工作 。1938 年 赴 美 国 ， 先 后 在 普林斯顿 大 学 
(1938 一 1948)、 哥 伦比 亚 大 学 (1948 一 1955) 任 教 .1953 一 
1954 年 间 在 日 本 讲学 , 对 日 本 战 后 数学 复兴 很 有 影响 。 


1955 年 回 到 法 国 , 在 巴黎 大 学 任教 , 1978 年 退休 。 他 在 
代数 数论 一 一 类 域 论 、 李 代数 上 同调 理论 、 李 群 论 , 代数 
群 论 有 限 群 论 , 交 换 环 论 和 代数 几何 等 方面 都 有 重要 的 
贡献 。 

他 于 1936、1940 年 引进 了 伊 代 尔 (idele) 的 概念 ， 把 
关于 有 限 阿 贝尔 扩张 的 阿 廷 映射 推广 到 任意 阿 贝 尔 扩 域 
上 去 ,并 以 此 而 对 1920 年 高 木 真 治 推广 希 尔 伯 特 类 域 论 
的 重要 工作 给 出 了 一 个 完全 算术 化 的 证 明 。 后 来 ， 这 个 
概念 和 与 它 相 联系 的 阿 代 尔 的 概念 也 被 定义 于 代数 数 域 
上 的 代数 群 ， 而 且 在 其 算术 性 质 的 研究 中 起 了 很 重要 的 
作用 。 

1948 年 谢 瓦 菜 与 S. 文 伦 伯 格 建立 了 李 代数 的 上 同 
调理 论 。 

让 .下 当 与 H. 外 尔 于 1890~1930 年 间 , 对 于 复 半 单 
李 代 数 的 构造 和 表示 得 到 了 深入 的 结果 并 对 于 李 群 的 支 
撑 空 间 的 大 范围 结构 进行 了 开创 性 的 工作 。 谢 瓦 莱 于 
40 年 代 系统 化 并 完善 化 这 些 工 作 。 他 的 k 李 群 论 ?的 专著 
已 经 成 为 经 典 著作 。 

1955 年 他 证 明了 ， 对 于 复数 域 上 任 一 单 李 代 数 工 ， 
皆 可 选 一 组 基 使 其 结构 常数 都 是 整数 ， 从 而 可 以 构造 一 
个 相应 的 整数 环 Z 上 的 李 代数 Lz。 随 之 对 任 一 域 下 ,可 得 
上 的 李 代数 L=Ls@zF。 由 此 用 统一 的 方法 可 对 任意 
有 限 域 Fe 上 李 代数 Zre 均 得 到 相应 的 有 限 群 ， 其 换 位 
于 群 一 般 为 单 群 , 现 称 为 谢 瓦 莱 群 ,这 是 对 有 限 单 群 完 全 
分 类 问题 的 一 个 重大 贡献 。 晚 年 他 领导 了 一 些 青年 数学 
家 进行 有 限 群 表示 论 的 研究 。 

复数 域 上 的 线性 代数 群 首先 为 L. 毛 瑞 尔 和 外 . 皮卡 
在 19 世纪 后 半 叶 所 研究 。 直 到 1940 一 1945 年 间 ， 谢 
瓦 菜 用 李 代 数 方法 首先 将 代数 群 推广 到 其 他 的 特征 零 的 
域 上 。1956 一 1958 年 谢 瓦 莱 完 成 了 任意 特征 的 代数 闭 域 
上 半 单 代数 群 的 完全 分 类 。 

他 与 A. 书 伊 分 别 于 40 年 代 中 建立 起 代数 几何 的 交 
点 理论 。 他 发 展 了 由 W. 克 和 鲁 尔 创始 的 局 部 环 的 理想 理 
论 , 引 入 了 拓扑 的 概念 而 应 用 于 交点 理论 。 


( 段 学 复 ) 
xinjihe 
六 几何 (symplectic geometry) 。 见 投 分 流 形 。 
xinliuxing 
辛 流 形 (symplectic manifold) 具有 革 种 特 


殊 结 构 的 微分 流 形 ， 这 种 结构 称 为 辛 结构 。 设 M 为 一 微 
分 流 形 ， 又 在 M 上 具有 一 个 二 次 非 退化 的 闭 外 微分 形式 
5, 则 称 是 上 的 一 个 辛 结构 ， 又 称 M 为 具 辛 结构 "的 
辛 流 形 。 微 分 流 形 的 辛 结构 联系 于 向 量 空间 的 辛 结构 。 
设 V 是 nm 维 向 量 空间 ， 在 V 上 定义 了 一 个 反对 称 、 非 退 
化 的 双 线 性 形式 0, 即 o 满足 ，@ 反 对 称 性 ,ola, 8)= 
一 "(B,a) ,对 任意 <，8EV 成 立 ; @ 非 退化 ， 若 对 任意 
BEV, 有 ol(m,8)=0, 必 有 a=0, 则 称 o 为 向 量 空间 V 上 
的 一 个 辛 结构 ， 又 称 V 为 具 辛 结构 " 的 辛 向 量 空间 。 对 


3 


于 具 六 结构 " 的 微分 流 形 M， 在 每 一 点 xEM, 将 ox) 
视 为 T.M 上 的 双 线性 形式 ， 即 得 出 向 量 空间 T-M 上 的 
六 结构 。 具 辛 结构 的 向 量 空间 V 或 具 辛 结构 的 微分 流 形 
M 都 必须 是 偶数 维 的 。 

设 M 是 伍 分 流 形 ，TxM 是 它 的 余 切 从 ， 又 在 T*M 
上 定义 一 个 一 次 微分 形式 a, 使 当 T*M 的 局 部 坐标 取 为 
(的 局 部 坐标 表 为 加 3x， 
a 的 外 微分 da 就 是 T*M 上 一 个 二 次 非 退 化 闭 外 形式 ， 
其 局 部 坐标 表示 为 加 dt/\dx,，da 可 作为 TwM 的 辛 结 


构 ， 称 它 为 自然 辛 结构 。T*M 在 这 种 辛 结构 下 成 为 一 个 
辛 流 形 。 这 是 一 个 最 常见 的 辛 流 形 。 可 以 证 明 ， 若 两 个 
微分 流 形 M,N 之 间 有 微分 同 胚 *:M~N, 由 诱导 出 的 
余 切 从 之 间 的 映射 "*: T+M->T*N 就 是 这 两 个 辛 流 形 之 
间 保 持 自然 辛 结构 的 一 个 变换 , 称 为 典 则 变换 。 

辛 结构 和 典 则 变换 的 概念 起 源 于 分 析 力 学 ,近年 来 ， 
关于 辛 流 形 及 其 各 种 子 流 形 的 性 质 的 研究 在 其 他 数学 分 
支 中 已 有 不 少 应 用 。 例 如 ,在 近代 偏 微分 方程 理论 中 , 往 
往 在 余 切 从 上 对 方程 及 其 解 进行 分 析 , 这 时 , 典 则 变换 常 
成 为 将 问题 化 简 的 一 种 工具 。 辛 流 形 的 概念 与 方法 还 在 


物理 问题 的 量子 化 中 有 许多 应 用 。 《 陈 起 行 ) 
Xingin 
六 钦 ,A. 有 i (Anercagnp Fropneeay XuHyun 


1894 一 1959) 。 苏联 数学 家 与 数学 教育 家 。 现 代 概率 
论 的 葛 基 者 之 一 。 在 分 析 学 、 数 论 及 概率 论 对 统计 力学 
的 应 用 方面 也 有 重要 贡献 。 
1894 年 7 月 19 日 生 于 莫斯科 
附近 , 1959 年 11 月 18 日 卒 于 
莫斯科 。1916 年 毕业 于 莫 斯 
科大 学 ， 先 后 在 莫斯科 大 学 和 
苏联 科学 院 斯 捷克 洛 夫 数学 研 
究 所 等 处 工作 。1927 年 成 为 教 
授 。1939 年 当选 为 苏联 科学 院 
通讯 院士 。 他 还 是 俄罗斯 教育 
科学 院 院士 。 

辛 钦 的 早期 研究 成 果 属 于 函数 的 度量 理论 ， 引 进 了 
渐 近 导数 的 概念 ,推广 了 当 儒 瓦 积分 研究 了 可 测 函 数 的 
结构 。 这 些 研究 的 思想 (度量 特征 ) 深 刻 地 影响 了 他 在 数 
论 和 概率 论 上 的 研究 。 

他 在 数论 上 的 成 就 主要 是 丢 番 图 逼近 论 和 连 分 数 的 
度量 理论 的 出 色 成 果 ， 他 的 关于 自然 数列 和 的 密 率 不 等 
式 也 曾 引起 数学 界 的 注意 。 

他 最 早 的 概率 论 成 果 是 伯 努 利 试验 序列 的 重 对 数 
律 ， 它 导 源 于 数论 ,是 莫斯科 概率 学 派 的 开端 ,直到 现在 
重 对 数 率 仍然 是 概率 论 重要 研究 课题 之 一 。 

独立 随机 变量 序列 是 概率 论 的 重要 领域 ， 他 首先 与 
A. H. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 讨论 了 随机 变量 级 数 的 收敛 性 。 他 
证 明了 人 @ 作 为 强大 数 律 先 声 的 辛 钦 弱 大 数 律 ，@ 随 机 
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变量 的 无 穷 小 三 角 列 的 极限 分 布 类 与 无 穷 可 分 分 布 类 相 
同 。 还 研究 了 分 布 律 的 算术 问题 和 大 偏差 极限 问题 。 

他 对 统计 力学 的 考察 促使 他 研究 现代 概率 论 的 一 个 
重要 领域 一 平稳 过 程 。 他 提出 并 证 明了 严格 平稳 过 程 
的 一 般 遍 历 定理 ， 首 次 给 出 了 宽 平 稳 过 程 的 概念 并 建立 
了 它 的 谱 理论 基础 。 这 些 直到 现在 仍然 是 平稳 过 程 的 核 
心 内 容 的 一 部 分 。 他 还 研究 了 概率 极限 理论 与 统计 力学 
基础 的 关系 。 他 早 在 1932 年 就 发 表 了 排队 论 的 论文 ,50 
年 代 写 了 著名 的 专著 。 他 还 曾 致力 于 信息 论 的 数学 基础 
的 研究 。 

辛 钦 十 分 重视 数学 教育 和 人 才 的 培养 。 在 他 的 指导 
和 影响 下 成 长 了 一 批 苏联 数学 家 。 他 以 优美 的 笔调 、 突 
出 论题 本 质 的 风格 写 了 一 批 初级 参考 读物 、 教 材 以 及 10 
本 篇 幅 不 大 但 很 引人入胜 的 专著 ,内 容 涉及 数学 分 析 、 数 
论 ,概率 极限 理论 ,统计 力学 ,排队 论 , 信 息 论 ， 对 引导 后 
来 者 进入 科学 典 堂 和 促进 数学 发 展 起 了 显著 的 作用 。 

( 严 士 健 ) 

xInxllun 

信息 论 (information theory) 关于 信息 加 工 、 
存储 与 分 析 的 理论 。 按 B. 麦克 米 伦 和 D, 斯 列 皮 思 的 分 
类 ， 信 息 论 可 分 为 狭义 信息 论 、 一 般 信息 论 与 广义 信息 
论 。 狭 义 信息 论 主要 研究 信息 量 与 通信 编码 问题 ， 关 于 
信息 量 的 引进 与 通信 编码 的 可 行 性 问题 为 仙 农 信息 论 ， 
而 编码 的 构造 算法 及 它们 在 计算 机 上 的 实现 问题 称 编码 
理论 ， 因 为 它 大量 应 用 代数 理论 ， 又 称 代数 码 理论 。 一 
般 信 息 论 除 研究 上 述 编码 理论 外 ， 还 研究 信号 在 噪声 中 
的 预测 、 滤 波 , 检 测 及 调制 等 问题 ， 又 称 这 些 问题 为 维 纳 
信息 论 。 广 义 信息 论 涉及 信息 处 理 的 有 关 问 题 ， 如 计算 
机 科学 ,经 济 ,社会 ,心理 ,生物 中 的 信息 处 理 问题 都 属于 
这 个 范围 ,也 包括 关于 “信息 "等 概念 的 哲学 问题 ,因此 它 
是 多 学 科 的 综合 性 科学 ,又 称 信息 科学 。 

信息 论 与 数学 关系 很 密切 ， 它 不 仅 深刻 地 应 用 了 数 
学 的 许多 分 支 ， 而 且 它 的 一 些 分 支 也 是 数学 的 分 支 。 

信息 与 信息 量 ”信息 的 一 般 概念 是 个 哲学 概念 ， 它 
的 定义 甚 多 ， 但 还 没有 一 个 是 得 到 公认 的 。 日 本 的 《 现 
代用 语 基础 知识 > 一 书 中 称 信息 是 “生活 主体 与 外 部 客体 
之 间 有 关 情 况 的 消息 "。 在 人 类 社会 中 ， 语言、 文字, 书 
刊 报章 、 广 告 信件 都 是 信息 的 表达 形式 ， 人 与 机 器 ,机 器 
与 机 器 ,人 与 生物 ,生物 之 间 都 有 各 种 信息 的 交换 。 因 此 
它 是 物质 运动 的 一 种 特征 形式 ， 反映 了 各 种 运动 的 相互 
联系 。 

信息 定量 化 是 信息 科学 的 基础 。 由 于 信息 概念 的 普 
记性 与 复杂 性 ， 信 息 的 定量 化 过 程 是 一 个 不 断 深化 的 过 
程 ， 人 们 不 可 能 通过 一 种 或 几 种 量 的 定义 就 可 完成 这 个 
过 程 。 对 已 有 的 各 种 不 同 的 信息 量 只 有 通过 它们 产生 的 
条 件 与 它们 的 作用 和 性 质 来 理解 它们 的 本 质 。 随 着 信息 
科学 的 不 断 发 展 ， 信 息 量 的 内 容 也 日 趋 丰 富 。 

仙 农 炳 是 人 们 首次 进行 信息 定量 化 的 成 功 尝 试 ， 因 
此 人 们 把 仙 农 信息 论 看 作 信息 科学 发 展 的 开端 。 
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仙 农 粹 反映 了 一 个 随机 试验 (或 随机 变量 ) 的 不 肯定 


性 。 一 个 确 机 试验 可 用 X 一 (3 这 “ 加 ) 表 示 , 其 中 1， 


2,…,n 为 可 能 发 生 的 结果 ,Pp, 为 i 发 生 的 概率 。X 的 不 肯 
定性 大 小 取决 于 的 大 小 与 pk 分布 的 均匀 程度 。 这 个 不 
肯定 性 是 (Pt,p:，…;pn) 的 一 个 函数 ， 记 为 芽 , 它 具有 性 
质 :(1) 对 称 连续 性 , 即 H(p,,p,,…,P。) 是 Pi,Pa，…sPn 的 
对 称 连 续 函 数 !(2) H(0, 1)=0， (3) 如 9=pn+ por 则 
H(pispas*e* spas pari) =H(Ps s+ pnts9) 
十 9HCPn/9,pn+i/9)。 
通过 一 定 的 数学 推导 ,可 得 


HOX) =Hp, ps, ,pn) = ~ pipdog ps, 


式 中 log 可 分 别 取 2、e、10 为 底 ， 在 工程 中 相应 的 H(X) 
的 单位 分 别 为 比特 (bit)、 奈 特 (nat)、 巡 西 特 (decit)。 
H(X) 的 形式 与 热力 学 中 的 炳 十 分 相似 , 因此 称 HC(X) 为 
义 的 仙 农 粹 。 

如 (X,Y) 为 二 元 随机 变量 ， 取 值 为 (x, y), x=1， 
2,…,ms y=1,2,…, ny 联合 概率 分 布 为 py, 则 (X,Y) 
的 仙 农 炳 (又 称 联合 炳 为 


HX, Y= 一 六 名 pulogpu， 


称 H(Y|IX)=H(X, Y)-H(X)( 或 H(XIY)=H(X, Y) 
一 H(Y)) 为 Y 关 于 X( 或 XX 关于 Y) 的 条 件 粹 , 它 表 示 条 
件 不 肯定 性 , 称 IXyY)=H(CX)+HCY) 一 H(X,Y) 为 X、 
Y 的 交互 信息 , 它 反映 了 X.Y 的 相互 依赖 程度 。 由 仙 农 
炉 还 可 引出 其 他 一 系列 有 关 信息 量 的 定义 ， 它 们 在 通信 
编码 中 起 着 重要 的 作用 。 

信息 定量 化 的 一 个 重要 发 展 是 算法 信息 论 的 产生 ， 
它 以 计算 复杂 性 作为 事物 信息 的 度量 标准 ， 它 与 仙 农 精 
有 许多 本 质 上 的 不 同 。 该 理论 把 信息 科学 与 计算 机 科学 
汇 成 一 体 ,是 信息 科学 的 一 个 重大 进展 。 

通信 系统 通信 系统 由 以 下 要 素 构成 。 

信 源 ” 即 消息 的 来 源 , 由 一 个 消息 符号 表 生 与 和 上 
的 一 个 概率 分 布 P(x) 表示 ,入 表示 消息 可 能 使 用 的 符号 
的 全 体 ,P(x) 为 符号 x(xE€ 如 ) 可 能 出 现 的 概率 ， 信 源 可 
用 [2,p(z)] 表 示 。 记 X 为 消息 随机 变量 , 它 在 光 上 取 值 ， 
且 概率 分 布 为 P(z)。 ed 

信道 ”由 输入 ( 拍 发 ) 信 
号 集合 W、 输 出 (接收 ) 信 号 


P(v|u) 构 成 ,其 中 uv 分 别 是 1 
QU. 的 元 素 ， P(v|4) 为 拍 改 下 


4 条 件 下 接收 为 v 的 概率 ， 四 1 二 元 对 称 信 进 
PCv|4)>0, 避 pCv1w)==1。 故 信道 可 记 为 [PCv14),Y]。 

如 &w=Y= Fa(Fs 为 二 元 域 ), 且 p(110)=pC011)= 
P,P(010)=p(1|1)=1 一 Pp, 则 称 这 个 信道 为 二 元 对 称 信 
道 ,如 图 1 所 示 。 


信 源 序列 与 信道 序列 ”在 实际 通信 中 ， 消 息 与 信号 


是 由 一 串 符号 向 量 构成 的 ,消息 为 ; am 一 (ziyzayryzn)， 
忆 E 2 输入 信号 为 m 一 (yuanam)，uEax， 输出 信 
号 为 内 = (iomy…it)，w%E%; 相 应 的 概率 分 布 与 转移 
概率 为 p(x"),P(z|zn)， 称 [他 ",P(xn)] (n=1,2,…) 为 
信 源 序列 ,其 中 "为 全 体 zm 的 集合 ,而 称 [sr,p(te|in)， 
9"](n=1,2,…) 为 信道 序列 。 如 对 任何 x"*=(x,,x2,…， 
六 ) 有 p(z")= 直 p(zi), 则 称 信 源 序列 是 无 记忆 的 , 且 由 
[多 ,p(x)] 决 定 。 否 则 称 为 有 记忆 的 ,如 对 任何 im= (wy 
te 有 PC le) = po 
则 信道 序列 是 无 记忆 的 , 且 由 [ap(zlzDy%] 决 定 。 

场 码 (encoding) 把 信 源 消息 变 为 信道 输入 信号 的 
运算 称 为 编码 。 在 工程 中 由 一 系列 调制 所 构成 ， 在 数学 
中 可 看 作 一 个 函数 加 :人 "ws 

评 码 ”把 信道 的 接收 信号 还 原 成 信 源 消息 的 运算 称 
为 译 码 。 在 工程 中 由 一 系列 解 调 设备 构成 ， 在 数学 中 为 
函数 gp;9m-> 有 "其 中 名 为 4" 的 复制 消息 。 

又 称 (人 ",g") 为 编码 (coding)。 

以 上 各 因素 构成 通信 系统 的 框图 ,如 图 2 所 示 。 


信 源 
[a, p(n)] 


图 2 通信 条 统 信息 传输 框图 


如 信 源 [2",p(x")]、 信 道 [2W",p(v1w),y"]、 编 码 (人, 
四 ) 给 定 ， 则 信 源 消息 X"、 输 入 信号 U"、 输 出 信号 V"、 复 
制 信号 次" 的 联合 分 布 确定 为 

Px hr)=p (x) un)" )p( Plun)g (如 om)， 
式 中 了 (tr|xn) 当 如 = 了 r(x") 时 为 1， 其 他 情形 为 0 
名 (各 |om) 当 知 一 名 (加 ) 时 为 1, 其 他 情形 为 0 如 侣 一 空 " 
则 称 改 名 ,g)= P((zny 知 ):z 半 如) 为 通信 系统 的 概率 误 
差 ， 其 中 P(x"， 侣 ) 为 由 p(x"y4, 太 ,各 ) 决 定 的 边际 概率 
分 布 。 

通信 系统 的 编码 问题 “对 固定 的 信 源 与 信道 ， 如 存 
在 适当 的 编码 (人 ",g") ,使 下 人 ,9") 了 0(n>o0)， 则 称 这 
个 信 源 系列 在 信道 序列 上 是 可 通过 的 。 仙 农 信息 论 的 基 
本 问题 就 是 讨论 信 源 在 信道 上 可 通过 的 条 件 。 这 个 问题 
又 称 为 编码 的 存在 性 (或 可 行 性 ) 问 题 。 为 讨论 通信 系统 
的 编码 问题 , 需 讨 论 信 源 与 信道 的 结构 特征 。 

无 噪声 信 源 坊 码 问题 ” 信 源 的 编码 分 等 长 与 不 等 长 
两 大 类 型 的 问题 ， 前 者 又 称 为 信 源 的 分 组 编码 问题 。 以 
下 记 2r* = 口 2 ee- en, 且 取 W=Fs。 

@ 信 源 不 等 长 编码 同 题 如 [多 ,p(x)] 为 一 个 信 源 ， 
称 变换 f: 放 >2* 为 一 个 不 等 长 编码 。 这 时 ,对 任何 zeE 
仇 ", 定 义 信 (xX?) 二 (f(x1), 了 (xs), … ,f(xn)) 为 空 < 人生 
的 变换 。 如 了 为 1-1 变换 , 称 了 为 1-1 码 ;如 全 为 1-1 变 
换 ， 称 /为 唯一 可 译 码 ; 如 对 任何 x，x'E 4，f(x) 不 为 


fx') 的 前 组 , 称 了 为 前 绿 码 。 记 1(f(x)) 为 (x) 向 量 的 
长 度 , 则 IDD 一: 妃 P(Gz)KTCz) ) 为 编码 了 的 平均 长 度 。 


定理 1 (不 等 长 信 源 编码 定理 ) a. 前 组 码 必 为 唯一 
可 译 码 ; 唯一 可 译 码 码 1-1 码 ， 但 六 命题 不 一 定 成 立 ; 
b. 如 了 是 唯一 可 译 码 , 则 IC 人 >HCX)ic. 存在 一 个 前 绥 
码 了 ,使 L(f)<H(X)+1。 由 此 ,这 个 定理 给 出 了 唯一 可 
译 玛 的 平均 长 度 与 仙 农 炳 之 间 的 关系 。 

加 分 组 码 的 信 源 编码 问题 对 信 源 序列 [4m， 
D(x")],n=1,2,…, 如 对 任意 >0， 只 要 n 充 分 大 ,就 存 
在 一 个 hec Sr, 使 P(A")>1-s, 且 |A"|<2"m*+9, 则 称 
RR 为 它 的 一 个 可 达 码 率 ， 其 中 |4| 为 集合 A 的 元 素 的 个 
数 。R- 可 达 码 率 的 概念 说 明了 [多 "，p(x")] 的 概率 集中 
在 2ra 个 元 素 上 。 

定理 2 (无 记忆 信 源 编码 定理 ) 如 信 源 序列 [和 
P(x")] 为 由 [名 ,P(x)] 决 定 的 无 记忆 信 源 , 则 R=H(x) 为 
最 小 可 达 码 率 。 这 个 定理 给 出 了 无 记忆 信 源 消息 的 概率 
分 布 集中 在 ?nt 个 元 上 ， 在 工程 上 称 之 为 信号 体积 。 

对 平稳 、 亿 历 的 有 记忆 信 源 , 仙 农 -麦克 米 伦 - 伯 雷 尼 
思 定 理 给 出 了 类 似 的 性 质 。 

信道 编码 定理 ”对 信道 序列 [2", p(wn),y"],n= 
1,2,…, 如 对 任意 。>0, 只 要 ?充分 大 ， 就 存在 一 列 编码 
(加 ,9 加 :1 Mg 1M 使 M"> 
2 , 且 柳 人 ,9")<s, 则 称 虹 为 它 的 可 达 码 率 。 这 里 取 
"一 {1,…sM") ,p(x") 一 -5。 信 道 序列 的 最 大 可 达 码 


率 称 为 信道 容量 , 记 为 C。 

定理 3 (无 记忆 信道 编码 定理 ) 由 [%, p(v1u), ] 
决定 的 无 记忆 信道 的 信道 容量 为 C=maxI(UyV), 其 中 
max 对 全 体 WW 上 的 概率 分 布 {p(4)} 而 取 ，1(U; V ) 为 交 
互信 息 。U、 的 联合 概率 分 布 为 p(4,5)=p(v)pCv|4)， 
P(v|w) 为 无 记忆 信道 转移 概率 矩阵 。 可 以 推出 二 元 对 
称 信道 容量 为 C=1-~hp)， 其 中 h (p)=-plogp 一 
(1 一 p)log(1 一 p), 这 里 ,p=p(110)=p(011)。 

对 有 记忆 信道 也 有 一 系列 类 似 的 讨论 ， 定 理 3 的 结 
果 可 推广 到 有 限 记忆 信道 的 情形 。 

连续 信号 的 通信 问题 ”以 上 讨论 的 信息 量 与 编码 问 
题 都 是 离散 情形 的 ,也 就 是 消息 ,信号 符号 表 统 .WY 均 
为 有 限 集合 。 有 时 也 可 取 名 ,UW、Y 为 4 维 实数 空间 Ra， 
这 时 的 通信 问题 为 连续 信号 的 通信 问题 。 如 X、Y 为 两 
个 实 随机 变量 ,分 布 密度 分 别 为 x)、f(y), 联合 分 布 为 
fx, y)， 则 它们 的 仙 农 炳 与 交互 信息 分 别 为 


HOX)= -rzyogftmar， 


(XY)= [rs, yog# Si dx dy。 
这 时 有 关系 式 I(X;Y)=H(X)+H(Y) 一 H(X,Y)。 如 UW= 
=R!, 且 输入 输出 信号 满足 关系 式 V=U+2Z,Z 是 一 个 
与 U 独立 的 随机 噪声 变量 ， 则 称 这 个 信道 是 可 加 噪声 信 
道 ; 如 Z 又 服从 正 态 分 布 , 则 称 此 信道 是 可 加 高 斯 信道 。 
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定理 4( 可 加 高 斯 信道 容量 公式 ) 对 可 加 高 斯 信道 ， 
如 2 服从 N(0,o?) 分 布 ， 输 入 信号 避 的 平均 功率 不 超过 
N, 即 | ,wfCwydu<N(fCu) 为 U 的 分 布 密度 ), 这 时 信道 
容量 为 Clog(1+ 站)， 其 中 呈 ~o7 为 蝶 声 功率 ， 称 时 
为 信 噪 比 。 这 个 公式 在 工程 中 是 常见 的 。 

率 失真 理论 ”又 称 具有 人 允许 畸变 误差 下 的 信 源 编码 
理论 。 在 讨论 信 源 编码 问题 时 ， 考 虑 了 一 定 程度 的 概率 
误差 ， 但 没有 考虑 由 于 信号 的 变形 而 产生 的 畸变 误差， 
如 电视 图 像 中 光 点 的 位 置 与 亮度 均 存在 畸变 。 这 些 畸 变 
在 一 定 的 视觉 范围 内 可 以 忽略 不 计 ， 利 用 这 些 允 许 的 畸 
变 误 差 就 可 以 大 大 减少 信号 体积 。 这 就 是 率 失真 理论 的 
基本 点 。 因 此 它 也 是 图 像 、 语 声 等 数据 压缩 处 理 的 理论 
基础 。 

在 率 失真 理论 中 的 信 源 为 [ 宅 ,p(x), 乃 ,d(x, 塘 )] ,其 
中 [2,p(*)] 的 定义 如 前 , 全 为 纤 的 复制 信号 集合 ,d(x， 
人 名) 为 x 光 的 误差 度量 ， 即 x 复制 为 地 的 损失 。 同样 定义 

[gr,p"(x"), Rn,d(x",2")] (n=1,2,.…) 
为 信 源 序列 。 一 个 信 源 序列 称 之 为 无 记忆 的 , 如 果 [2"， 
P(x")] 是 无 记忆 的 ， 且 对 任何 x 一 (x4 x2,…， za)、 
入 一 (入 1 人 87) 各) 一 调 阅 ds)。 

设 DD 是 一 个 允许 误差, 称 R 是 一 个 D- 可 达 码 率 , 如 
果 对 任意 >0, 只 要 nn 充分 大 ,就 存在 编码 (全 , 9), 个: 
rl MM 使 M"2 ， 且 
E(d(X",g"(f"(X")))}<D+6, 其 中 E{， ) 为 数学 期 望 , X" 
的 分 布 为 [@",p(x")]。 由 此 为 D- 可 达 的 意思 是 上 述 
信 源 序列 在 平均 误差 不 超过 DD 的 条 件 下 信号 体积 可 压缩 
在 2 范围 之 内 。 称 最 小 的 D- 可 达 码 率 为 率 失真 函数 ， 
记 为 RCD)。 

定理 5 (无 记忆 信 源 的 率 失真 编码 定理 ) 如 信 源 序 


列 是 无 记忆 的 , 则 


R(D)= max IOX; 信 )， 
rr 


式 中 Q(D) 为 转移 概率 答 阵 (Q( 人 |x),xE 信 ,下 E 竟 ) 的 集 
合 , QIx)>0, 忆 Q(4|x)=1, 且 己 马 P(x)@(4|x) 
En Er SE5 


d(x, 台 ) <DD。 而 X, 久 的 联合 分 布 为 p(x,4) p(x)Q(32|x)。 

如 取 儿 = 倪 R'sp(x) 一 /让 oexp| 一 忆 |( 即 信 源 
分 布 密度 为 正 态 分 布 ), 且 d(x,) (x 一 全 ): 为 均 方 误差， 
则 可 导出 及 (D) = 去 max(o，in 号 )。 一 般 有 记忆 高 斯 平 


稳 过 程 ， 如 它 的 谱 密 度 为 9(w) (一 *<w<x),d(x,) 为 
均 方 误差 , 则 


R(Ds) = 二 攻 max(0, In ey )a， 


Do= | mince,wo) )du， 


式 中 8 为 参 变量 。 
多 用 信息 论 
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图 2 中 讨论 的 通信 系统 称 为 简单 系 


统 , 它 的 信 源 ,信道 输入 输出 都 是 单一 的 。 如 讨论 的 信 源 
是 多 重 的 或 信道 的 输入 输出 是 多 重 的 ， 则 它们 的 编码 问 
题 都 称 为 多 用 信息 论 编码 问题 。 它 有 下 列 主要 类 型 。 

多 重 相 关 信 源 编码 问题 。 它 讨论 若干 个 不 相 独立 的 
信 源 编码 的 压缩 长 度 ( 信 号 体积 ) 问 题 。 重 要 的 模型 有 如 
斯 列 皮 思 - 沃 尔 夫 - 科 韦 模型 (图 3)， 其 中 R,、R, 分 别 为 
信 源 X,、X; 的 压缩 率 , FE, 、E, 为 编码 器 ,D 为 译 码 器 。 又 
如 边 信息 模型 (图 4),2 为 一 个 与 X 相 关 的 边 信息 ,E,、E， 
为 编码 器 、 译 码 器 利用 边 信息 的 开关 ,R,、R, 为 信 源 与 边 
信息 的 压缩 码 率 。 

多 接 入 信道 编码 问题 它 的 背景 是 通信 卫星 模型 。 
多 接 入 信道 具有 多 重 输 入 信号 和 单 重 输出 信号 (图 5)。 

广播 信道 ”模型 来 自 电视 卫星 。 该 信道 具有 单 重 输 
入 和 多 重 输 出 , 又 可 分 为 标准 广播 信道 (图 6) 与 降价 ( 转 
播 ) 广 播 信道 (图 7)。 

多 终端 信 源 编码 问题 模型 来 自 兼 听 系 统 。 几 个 用 
户 同时 收听 同一 信 源 ,他 们 分 别 独立 地 获取 部 分 信息 , 关 
于 这 些 信息 的 综合 分 析 是 多 终端 问题 。 如 图 8 所 示 ， 这 


[加 对 攻 [ 具 二 :人 
“EE ETT mB 
图 3 相关 信 源 的 斯 列 皮 田 4 具有 边 信息 的 
轧 - 活 尔 夫 - 科 书 机 型 信 源 编码 
， ， 
几 
图 5 多 接 入 信道 图 6 广播 信 辽 


里 ， 用 户 1.2 分 别 
从 信 源 X 上 获取 
RR, 、R: 的 信息 率 ,用 
户 3 可 同时 利用 
R,、R: 的 信息 。 要 
讨论 的 问题 是 这 三 
个 用 户 的 失真 度 。 
具有 反馈 信号 3 和 D 

世间 是 如 图 [于 和 
9 所 示 ，2Z 为 由 终 本 

端 反馈 到 编码 器 的 图 9 具有 有 反馈 的 通信 系统 
信号 ， 所 要 讨论 的 是 在 有 反馈 条 件 下 信道 容量 的 提高 
问题 。 


图 8 多 终端 信 源 编码 


代数 码 ” 仙 农 信息 论 给 出 了 通信 系统 的 可 行 性 ， 也 
确立 了 编码 的 若干 原则 ， 在 工程 上 如 何 实现 上 述 数据 压 
缩编 码 与 误差 纠正 编码 则 是 十 分 复杂 的 ， 不 仅 要 构造 具 
体 的 编译 码 函 数 , 还 要 建立 在 计算 机 上 可 实现 的 算法 , 因 
此 必须 借助 于 代数 工具 。 

如 取 输 入 信号 集合 %= Fe 为 9 元 有 限 域 , 则 &" 为 
Fo 域 上 的 n 维 线性 空间 ; 如 gb 为 W" 的 一 个 k 维 线性 
子 空间 , 则 称 W 为 4 元 的 (n,k) 线 性 码 。 如 记 g? ER"， 
i=1,2,…sk 为 W 的 一 组 基 ,g? = (gu sg,… ,gin)， gu 
Fe, 则 称 和 矩阵 Ge-w= (gw)urn 为 线性 码 的 生成 矩阵 。 对 任 
何 u"E WU", 定 义 d(w") 为 wr 的 非 等 元 分 量 数 ， 称 为 汉 明 
势 ， 且 记 dwr,w")=d(tw" 一 厂 ) 为 "wn 的 汉 明 距离 ,其 
中 避 一 "为 向 量 空间 W"* 上 的 差 。 这 时 称 

dU)= min drop)= min d(u") 


wvneun neu? 
pon ureg 


为 线性 码 gb 的 最 小 距离 ,其 中 名 为 n 维 零 向 量 。 对 任何 
EU 如 dw 四)<t, 则 避 攻 W,, 这 时 称 Wo 码 能 检 出 
t 个 错 。 对 线性 码 W, 如 存在 一 个 使 W*>%8 的 函数 9， 
且 对 任何 w*EW,d(wr,w")<t, 必 有 9() 一 ww 则 称 zl 
能 纠正 t 个 错 。 

定理 6 线性 码 W 能 检 出 d(W。) 一 1 个 错 , 且 能 纠 
正 [ “光一 ! ] 个 名。 


车 ,Wo 为 两 个 线性 码 ， 且 W。=0(W6)= {oun)， 
WE WU)}， 则 称 WU、 Ws 等 价 ;其 中 0 为 {1,2,…5n} 的 一 
个 置换 , 且 对 任何 

ta Mn) EWU", 
CU) = (Wet, Wotn) ss Watm )o 
如 WW 的 生成 矩阵 Goxn = (1%， Gixtn-n)， 则 称 Wh 为 组 织 
码 ! 其 中 用 为 上 阶 么 矩阵 。 任 何 (nk) 线 性 码 必 等 价 于 一 
个 组 织 码 。 如 (wyzn)= 局 wo =0, 则 称 ww; 其 中 和 
积 运算 均 在 Fe 域 中 。 如 对 任何 im E Ws 加 上 ww, 则 称 太 上 上 
0， 称 了 一 (EM 上 6) 为 ah 的 对 偶 码 , 这 时 2 
为 (一 K) 码 且 生 成 矩阵 为 了 ro-mxn=( 一 Giste-ayTs-s)， 
式 中 GJxm- 为 Guxm-w 的 转 置 矩阵 ， 称 且 为 ge 的 校 验 
和 矩阵。 
如 的 生成 矩阵 是 一 个 循环 矩阵 , 即 


| 9 

G= be 条 0 Ws pe 同 
| 日 了 日 | 
gg 


则 称 2 为 一 个 循环 码 ,9? 二 (9，…g) 为 sl 的 生成 元 。 典 
型 的 循环 码 是 BCH 码 ， 如 记 a 为 Far 域 的 本 原 元 ,e 为 
Far 域 的 么 元 , 则 


le a a oo | 
| 
| i | 
le a a (aaar- 


为 一 个 dr x2" 一 1 阶 和 矩阵 ， 这 里 把 4 看 作 一 个 2 元 ?r 维 
列 向 量 。 如 2 的 校 验 矩 阵 是 (30) 的 H， 则 称 Wo 是 BCH 
码 。 它 是 一 个 2 元 (2 一 1,2" 一 1 一 dr) 码 ,d 称 为 设计 距离 


其 纠 错 能 力 为 s =[ 吐 1].d=1 时 的 BCH 码 为 汉 明 码 。 


循环 码 的 编码 器 可 通过 移 位 寄存 器 实现 ,对 BCH 码 与 汉 
明码 的 纠 错 详 码 算法 也 比较 简单 。 重 要 的 循环 码 还 有 区 
帕 码 与 R-S 码 。 

如 &l* 为 Fe 域 上 的 一 个 无 限 维 线性 空间 ， 元 无 = 
(xubza…) 的 非 零 分 量 有 限 , 设 W 是 UW* 的 线性 空间 , 生 
成 矩阵 为 


G(1) G(2) … G(L) @ 
gg G() … … G(L) 允 
G= : -| [ 


G1) G2) 1 G(L) 纪 


式 中 GC1) 一 (gu(1))wns 则 称 % 为 卷 积 码 ) 及 = 上 为 码 率 ) 


矩阵 g=(G(1),G(2),…，G(L)) 为 生成 元 。 这 时 Wo= 
{ 殉 'G: 元 E 观 *)}, 其 中 观 * 为 全 体 而 = (mi mi,…) 向 量 
的 集合 ,m, EF。, 且 非 零 元 有 限 。 卷 积 码 的 编码 可 由 移 位 
寄存 器 实现 ， 而 译 码 可 由 序 贯 译 码 实现 。 重 要 的 译 码 方 
法 有 费 诺 译 码 法 ,维特 比 译 码 法 等 。 

保密 学 ”这 是 一 门 古老 而 又 神秘 的 学 科 。 在 古代 ， 
人 们 就 知道 用 密 写 、 暗 语 来 传递 机 密 。 随 着 无 线 电 通信 的 
发 展 , 它 形成 了 一 门 学 科 , 在 战争 中 起 重要 作用 。 近 年 来 ， 
计算 机 的 广泛 应 用 为 保密 学 提出 了 一 系列 新 的 课题 ， 如 
保密 系统 的 标准 化 、 加 密 密 钥 的 公开 化 等 。 近 代 保 密 学 
包括 密码 编码 学 和 密码 分 析 学 两 大 内 容 ， 讨 论 的 还 有 网 
络 系统 加 密 、 密 钥 管理 等 问题 。 

一 个 保密 系统 是 由 明文 、 密 文 , 密 钥 空间 所 构成 。 明 
文 就 是 普通 信 源 ; 密 文 是 伪装 后 的 明文 , 非 授权 者 一 般 不 
能 了 解 它 的 内 容 ; 密 钥 就 是 加 窗 运 算 , 密 铀 空间 是 可 能 使 
用 的 加 密 密 钥 。 建 立 一 个 保密 系统 必须 遵循 一 些 原则 ， 
例如 ， 它 在 理论 上 或 实际 计算 上 具有 不 可 破 性 ， 系 统 在 
使 用 过 程 中 部 分 信息 泄露 不 危及 系统 在 以 后 使 用 中 的 机 
密 , 加 密 设备 的 简易 性 与 计算 机 的 匹配 性 , 密 钥 使 用 与 更 
换 的 方便 性 等 。 

经 典 的 加 密 方法 主要 是 置换 法 ， 如 单字 母 的 卡 萨 尔 
系统 与 多 字母 的 维基 尼 系 统 。 第 二 次 世界 大 战 中 许多 国 
家 使 用 转 轮 加 密 机 ,这 是 一 种 利用 转动 机 械 的 加 密 装 置 。 
DES (数据 加 密 标准 ) 体 制 是 由 美国 国家 标准 局 公布 、 于 
1977 年 7 月 15 日 生效 的 一 种 标准 加 密 体制 ， 它 是 由 对 
64 比特 数 的 一 系列 标准 运算 构成 , 因此 它 的 设备 与 使 用 
具有 通用 化 的 特征 。 公 开 密 钥 体制 是 一 种 正在 研究 中 的 
加 密 体 制 ， 其 主要 特点 是 加 密 密 钥 与 解密 密 钥 不 同 且 由 
加 密 密 铀 不 能 直接 算出 解密 密 钥 。 每 个 用 户 可 将 自己 的 
加 密 密 钥 象 电话 号 码 本 那样 公开 ， 任 何人 可 根据 这 个 密 

781 


xing 


邢 


钥 将 消息 通知 这 个 用 户 ， 其 他 用 户 由 于 不 了 解 该 用 户 的 
解密 密 钥 ， 因 此 无 法 了 解 这 些 消息 的 内 容 。 重 要 的 公开 
密 钥 体制 有 对 数 运算 体制 ,背包 体制 与 RSA 体制 。 
量子 信号 的 检测 与 估 值 ”经 典 的 信号 检测 、 估 值 理 
论 是 一 般 信息 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 它 的 问题 背景 来 
自 雷 达 信号 的 一 系列 处 理 问题 ， 涉 及 信息 论 、 欠 论 
与 随机 过 程 理 论 等 学 科 。 近 些 年 ,在 光 通 信 中 ,由 于 激光 
信号 的 量子 性 ,出 现 了 一 系列 关于 量子 信号 ,激光 信号 的 
检测 与 估 值 问 题 。 因 此 该 理论 是 经 典 检测 理论 与 量子 场 
理论 的 综合 问题 ， 在 激光 通信 中 有 着 十 分 重要 的 意义 。 
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《 沈 世 组 ) 
xingshizhuyl 
形式 主义 〈formalism) 见 数学 基础 。 
Xiong Qinglal 
熊 庆 来 〈1893 一 1969) ”中 国 现代 数学 家 。1893 


年 10 月 20 日生 于 云南 省 弥勒 县 ， 40 全 2 月 3 日 卒 
于 北京 。 早 年 律 业 于 云南 高 等 
及 英法 文 专修 科 。1913 年 
应 云南 省 留学 生 考试 而 被 选中 
派 往 比利时 学 习 , 翌年, 转 赴 法 
国 ， 先 后 伦 诺 布尔 大 
学 .巴黎 大 学 、 蒙 答 里 埃 大 学 及 
马赛 大 学 , 1920 年 获 理学 硕士 
学 位 ,回国 后 ,历任 云南 工业 学 
校 及 路 政 学 校 教员 ， 东 南大 学 
( 现 南京 大 学 ) 数 学 系 教授 兼 系 
主任 ， 清 华 大 学 数学 系 教授 兼 系 主任 。1931 一 1933 年 重 
赴 巴 黎 深 造 ， 在 亚 比 函数 方面 作 研 究 ， 并 获 法 国 国家 理 
科 博 士 学 位 回国 后 继续 在 清华 大 学 任教 ,1937 一 1949 年 
任 云南 大 学 校长 。1949 年 夏 第 三 次 赴 法 ， 在 巴黎 继续 攻 
研 亚 纯 函 数 。1957 年 回国 ， 任 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 研 
究 员 和 函数 论 研究 室 主任 等 职 。1964 年 当选 为 中 国人 民 
政治 协商 会 议 全 国 委员 会 常务 委员 会 委员 。 

能 庆 来 多 年 从 事 亚 纯 函数 方面 的 研究 ， 共 发 表 创造 
性 论文 50 多 篇 。 在 博士 论文 中 ,他 建立 了 无 穷 级 亚 纯 函 
数 的 一 个 一 般 性 理论 。 这 个 理论 包括 了 所 有 的 无 穷 级 亚 
纯 函 数 与 无 穷 级 整 函 数 , 它 是 亡 . 波 策 尔 的 关于 有 穷 级 整 
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函数 与 有 穷 级 亚 纯 函 数理 论 的 自然 推广 ,而 优 于 .0. 布 
卢 门 塔 尔 的 工作 。 关 于 R. Tt 
推广 ,他 得 到 了 一 些 深入 的 结果 ,其 中 包括 函数 结合 其 
数 或 结合 其 原 妈 A 
理 的 证 明 及 推广 ， 他 的 重要 论文 多 次 为 国内 
外 同行 所 引用 或 推广 其 中 结果 。 他 综合 他 人 的 和 自己 的 
一 些 研究 成 果 , 著 有 《关于 亚 纯 函 数 及 代数 体 函 数 ， 奈 望 
林 纳 的 一 个 定理 的 推广 》 一 书 , 这 本 书 出 版 在 国际 上 著名 
的 丛书 K 数 学 科学 纪念 文集 》 之 中 。 还 有 各 种 专著 及 教材 
十 余 种 。 
他 一 生 中 对 中 国 数学 人 才 的 培养 及 科学 研究 的 开展 
都 作出 了 重大 贡献 。 他 的 许多 学 生 ， 已 成 为 中 国 及 世界 


上 知名 的 科学 家 。 《 庄 折 泰 ) 
Xu Guangql 
徐光启 (1562~1633) 中 国明 末 科 学 


先 ,号 玄 息 ,上 海 徐家汇 人 。 生 于 嘉靖 四 十 一 
(1562 年 4 月 24 日 ), 卒 于 烷 补 
六 年 十 月 初 七 (1633 年 11 月 24 
日 )。 他 曾 以 禾 书 为 生 党 


此 期 间 ， 常 与 意大利 伟 
玛 认 研讨 西方 科学 技 
为 科 


合作 译 出 欧 几 里 得 的 《几何 原 本 1607) 前 六 郑 及 《测量 
法 义 》(1607)、《 简 平 仪 说 》(1511)、《 泰 西 水 法 》(1612) 等 


< 几何 原本 > 中 译本 闪 首 


《1629 过 救 修正 历法 ,领导 明代 第 一 次 重大 的 历法 改革 ， 
编译 《崇祯 历 书 》， 这 一 著作 系统 介绍 西方 天 文 历法 和 三 
角 学 (包括 平面 三 角 和 球面 三 角 ) ,对 后 来 影响 很 大 , 清 初 
著名 天 文 数学 家 王 锡 阑 、 桥 文 点 等 都 是 通过 它 来 学 习 和 
研究 天 文 数学 的 。 崇 被 五 年 (1632) 升 任 礼部 尚书 兼 东 阁 
大 学 士 ， 参 预 机 要 。 崇 祯 六 年 (1633) 又 加 太子 太保 文 渊 
阅 大 学 士 ,同年 去 世 。 

徐光启 毕生 精力 主要 用 于 农业 水 利 、 修 改 历法 和 督 
练 新 军 , 他 同时 认为 数学 是 科学 技术 的 基础 ， 在 历法 ,水 
利 、 音 律 国 防 、 建 筑 . 财 政 . 机 械 、 地 图 、 医 学 ,统计 等 方面 
都 有 重要 应 用 ， 因 此 也 十 分 重视 数学 的 翻译 和 研究 。 

徐光启 数学 上 的 主要 贡献 是 与 利 玛 窦 一 起 翻译 16 世 
纪 欧 洲 数学 家 P. C. 克拉 维 乌 斯 ( 利 玛 窦 的 老师 ) 1574 年 
注释 的 欧 几 里 得 《原本 》 前 六 卷 ， 译 名 为 《几何 原本 》。 这 
是 在 中 国 现存 的 第 一 部 数学 译 著 ,译文 文字 简练 意义 准 
确 ,全 部 数学 译名 都 是 首创 ,其 中 许多 至 今 仍 在 沿用 ， 如 
点 , 线 , 面 ,直线 ,平面 ,曲线 ,曲面 ,直角 、 钝 角 、 锐 角 、 垂 
线 , 多 边 形 ,平行 线 , 对 角 线 、 裔 折 形 相似、 外 切 等 等 。 有 
些 虽 与 现今 不 同 ， 但 后 者 也 是 在 徐光启 原 有 名 词 的 基础 
上 加 以 改善 的 ， 完 全 弃 之 不 用 的 极 少 。 与 克拉 维 乌 斯 的 
注释 本 和 著名 数学 史家 T. 工 . 希 思 的 欧 几 里 得 k 原 本 》 英 
译本 比较 ,只 有 极 个 别 的 错漏 与 不 妥 的 地 方 ,梁启超 称赞 
它 是 “ 字 字 精 金 美玉 ,是 干 古 不 朽 之 作 ”。 

《几何 原本 》 对 当时 科学 与 数学 的 发 展 影响 很 大 。 徐 
光 启 认为 它 是 “度数 之 宗 "，“ 举 世 无 一 人 不 当 学 "。 他 不 
仅 把 这 种 重视 理论 的 精神 应 用 到 《崇祯 历 书 3 和 《 农 政 全 
书 》 的 编译 工作 中 ,并 且 还 试图 用 《几何 原本 》 的 演绎 方法 
解释 中 国 传统 的 数学 。 他 所 著 的 《测量 异同 》 与 《 勾 股 义 》 
就 是 这 方面 的 代表 作 。 在 《测量 异同 》 中 ， 他 把 中 国 古 代 
的 测量 方法 和 《测量 法 义 》 介 绍 的 西方 方法 比较 ， 认 为 两 
者 基本 相同 ， 所 不 同 的 是 中 国 的 方法 在 公式 推导 过 程 中 
用 到 某 一 个 定理 或 结论 时 没有 说 明 它 们 的 出 处 。 徐 光 启 
按照 (几何 原本 》 的 要 求 对 引用 的 每 个 定理 或 结论 都 注 明 
引 自 《几何 原本 》 的 某 个 定理 或 某 著 作 的 结论 。 在 《 勾 股 
义 》 中 ,徐光启 还 按照 < 几何 原 本 》 的 思想 和 方法 重新 解释 
中 国 古 代 的 勾 股 数学 ， 对 已 有 推导 的 公式 进一步 加 以 严 
格 化 ,对 有 些 公式 则 用 《几何 原本 》 的 定理 重新 给 以 证 明 。 

《几何 原本 》 对 明 以 后 数学 的 发 展 有 深刻 的 影响 。 清 
初 数学 家 梅 文思 与 徐光启 的 态度 不 同 ， 他 认为 6 几何 原 
本 》 前 6 卷 的 定理 与 中 国 传统 的 勾 股 数学 可 以 会 通 。 在 
《几何 通 解 中 , 梅 文 鼎 根 据 勾 股 数学 的 方法 证 明了 《几何 
原本 》 二 六 卷 的 15 个 定理 。 与 此 同时 , 康 辕 皇 帝 
请 西方 传教 士 入 宫 ， 讲 解 西 方 科学 ，《 几 何 原本 》 是 主要 
内 容 之 一 。 清 末 数 学 家 地 善 兰 15 岁 通 《 几 何 原本 》， 并 
于 咸丰 七 年 (1857 ) 与 伟 烈 亚 力 继续 译 完 《 几 何 原本 》 后 九 
卷 ， 同文 馆 算 学 馆 成 立 后 ， 便 把 k 几 何 原 本 ?规定 为 必 读 
的 数学 教科 书 。 由 此 可 见 《 几 何 原本 ?在 培养 清 代 的 数学 
人 才 ,提供 数学 研究 方法 与 充实 数学 研究 内 容 等 方面 ,是 
起 了 积极 作用 的 。 ( 梅 荣 照 ) 


Xu Baolu 

许 宝 又 〈1910 一 1970) 中 国 现代 数学 家 、 统 计 
学 家 。 祖 籍 浙江 省 杭州 市 , 1910 年 9 月 1 日 生 于 北京 ， 
1970 年 12 月 18 日 在 北京 病逝 ,1928 年 入 燕 京 大 学 学 习 
化 学 ,1930 年 转 入 清华 大 学 攻 
数学 ， 毕 业 后 在 北京 大 学 数学 
系 任 助教 。 1936 年 赴 英 留学 ， 
在 伦敦 大 学 当 研 究 生 ， 同 时 又 
在 剑桥 大 学 学 习 , 1938 年 获 哲 
学 博士 学 位 , 1940 年 又 获 科学 
博士 学 位 ,同年 回国 , 任 北京 大 
学 教授 ， 执 教 于 昆明 西南 联合 
大 学 。1945 年 再 次 出 国 ， 应邀 
先后 在 美国 伯克利 加 州 大 学 、 
哥伦比亚 大 学 和 北 卡罗来纳 大 学 任 访问 教授 。1947 年 10 
月 回国 ， 此 后 一 直 在 北京 大 学 任教 授 。 他 是 中 国 科学 院 
学 部 委员 。 

许 宝 骚 是 中 国 早期 从 事 数理 统计 学 和 概率 论 研究 并 
达到 世界 先进 水 平 的 一 位 杰出 学 者 ,1938 一 1945 年 则 ,他 
在 多 元 统计 分 析 与 统计 推断 方面 发 表 了 一 系列 出 色 的 论 
文 。 他 发 展 了 和 矩阵 变换 的 技巧 ， 推 导 样本 协 方差 矩阵 的 
分 布 与 某 些 行列 式 方程 的 根 的 分 布 ， 推 进 了 矩阵 论 在 数 
理 统计 学 中 的 应 用 。 他 对 高 斯 -马尔 可 夫 模型 中 方差 的 最 
优 估计 的 研究 是 后 来 关于 方差 分 量 和 方差 的 最 佳 二 次 估 
计 的 众多 研究 的 起 点 。 他 揭示 了 线性 假设 的 似 然 比 检验 
的 第 一 个 优良 性 质 ， 推 动 了 人 们 对 所 有 相似 检验 进行 研 


. 究 。1940 年 以 来 , 他 也 在 概率 论 方面 进行 工作 ， 得 到 了 


样本 方差 的 分 布 的 渐 近 展开 以 及 中 心 极限 定理 中 误差 大 
小 的 阶 的 精确 估计 。 他 对 特征 函数 也 进行 了 深入 的 研究 。 
1947 年 与 HH. 罗 宾 斯 合作 提出 的 “完全 收敛 " 则 是 强大 数 
律 的 有 趣 加 强 ， 是 后 来 一 系列 有 关 强 收敛 速度 的 研究 的 
起 点 。 

50 年 代 以 来 , 他 长 期 患 病 ， 但 仍 以 顽强 的 般 力 坚持 
工作 ， 为 中 国 的 科学 事业 和 培养 中 国 年 轻 一 代 的 数理 统 
计 工作 者 作出 了 很 大 贡献 。 他 主持 了 极限 定理 、 马 尔 可 
夫 过 程 , 实 验 设计 ,次 序 统计 量 等 科学 讨论 班 ， 带 领 青 年 
人 开展 科学 研究 。 他 对 于 矩阵 偶 在 某 些 变换 下 的 分 类 、 
马尔 可 夫 过 程 转移 函数 的 可 微 性 、 次 序 统计 量 的 极限 分 
布 及 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 等 多 方面 都 开展 了 研究 ， 
发 表 了 有 价值 的 论文 。 

为 了 纪念 他 , 1980 年 北京 大 学 举行 了 许 宝 又 七 十 诞 
展 纪 念 会 , 1979 年 美国 《统计 年 刊 ?发 表 了 国外 几 位 著名 
学 者 纪念 他 的 文章 ， 介 绍 了 他 的 生平 和 工作 。 他 的 著作 
出 版 的 有 《 许 宝 又 文集 X1981)、《 抽 样 论 X(1982)、k 许 
宝 取 论 文选 集 3(1983 ,英文 版 ,美国 纽约 )。 

( 陈 家 闫 》 
Xupatiya 
许 帕 提 娅 (Hypatia 约 370 一 415) ”历史 上 第 
一 个 杰出 的 女 数学 家 。 生 活 在 埃及 的 亚历山大 。 她 的 父 
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亲 赛 翁 也 精通 数学 天文 。 她 协助 父亲 校订 欧 几 里 得 和 托 
勒 密 的 书 ， 以 后 这 些 书 便 成 为 这 些 经 典 著作 的 范本 。 她 
还 注释 过 去 香 图 的 《算术 》 和 阿波 罗 尼 奥 斯 的 《圆锥 曲线 
论 》, 可 惜 均 已 遗失 。 她 不 信奉 基督 教 ， 是 亚历山大 新 柏 
拉 图 主义 学 派 的 领导 人 物 。 她 有 雄辩 的 才能 、 丰 富 的 知 
识 和 端庄 秀丽 的 外 貌 。 基 督 教会 感到 她 崇高 的 声望 对 他 
们 是 一 种 威胁 ,于 是 指控 她 研究 的 学 问 是 异端 收 说 ,对 她 
百般 打击 诈 毁 。 亚 历 山大 行政 长 官 奥 雷 斯 蒂 斯 同 基督 教 
教 长 西里 尔 有 着 尖锐 的 矛盾 。 她 同 前 者 的 交往 更 激 起 了 
西里 尔 的 仇恨 。415 年 3 月 的 一 天 ， 在 西里 尔 的 指使 下 ， 
一 群 暴徒 把 她 从 马车 上 拉 到 教堂 里 残酷 地 杀 死 。 历 史家 
常 把 这 一 桩 宗教 迫害 科学 家 的 罪行 作为 古代 希腊 学 术 开 
始 衰退 的 标志 。 ( 梁 宗 巨 ) 


xuguan fenxl 

序 贯 分 析 (sequential analysis) ”数理 统计 学 
的 一 个 分 支 ， 其 名 称 源 出 于 A. 瓦尔 德 在 1947 年 发 表 的 
一 本 同名 著作 ， 它 研究 的 对 象 是 所 谓 " 序 贯 抽 样 方案 "及 
如 何 用 这 种 抽样 方案 得 到 的 样本 去 作 统计 推 晰 。 序 人 贯 抽 
样 方案 是 指 在 抽样 时 ,不 事先 规定 总 的 抽样 个 数 (观测 或 
实验 次 数 ) ,而 是 先 抽 少 量 样本 ,根据 其 结果 ,再 决定 停止 
抽样 或 继续 抽样 , 抽 多 少 ,这 样 下 去 ， 直 至 决定 停止 抽样 
为 止 。 反之， 事先 确定 抽样 个 数 的 那 种 抽样 方案 ， 称 为 
固定 抽样 方案 。 

例如 ,一 个 产品 抽样 检验 方案 规定 按 批 抽样 品 20 件 ， 
车 其 中 不 合格 品 件数 不 超过 3， 则 楼 收 该 批 , 否则 拒 收 。 
在 此 ,抽样 个 数 20 是 预定 的 ， 是 固定 抽样 。 若 方案 规定 
为 :第 一 批 抽 出 3 个 , 若 全 为 不 合格 品 , 拒 收 该 批 , 若 其 中 
不 合格 品 件数 为 X,<3, 则 第 二 批 再 抽 3 一 Xi 个 , 若 全 为 
不 合格 品 , 则 拒 收 该 批 , 若 其 中 不 合格 品 数 为 X,<3 一 X,， 
则 第 三 批 再 抽 3 一 X, 一 X; 个 ,这 样 下 去 ， 直 到 抽 满 20 件 
或 抽 得 3 个 不 合格 品 为 止 。 这 是 一 个 序 贯 抽样 方案 ， 其 
效果 与 前 述 固定 抽样 方案 相同 ， 但 抽样 个 数 平均 讲 要 节 
省 些 。 此 例 中 ， 抽 样 个 数 是 随机 的 ,但 有 一 个 不 能 超过 
的 上 限 20。 有 的 序 贯 抽样 方案 ,其 可 能 抽样 个 数 无 上 限 ， 
例如 , 序 贯 概率 比 检验 的 抽样 个 数 就 没有 上 限 。 

H. F. 道奇 和 HH.G. 罗 米 格 的 二 次 抽样 方案 ( 见 抽 样 
检验 ) 是 较 早 的 一 个 序 贯 抽样 方案 。1945 年 ，C. 施 坦 针 
对 方差 未 知 时 估计 和 检验 正 坊 分 布 的 均值 4 ( 见 数 学 期 
望 ) 的 问题 ,提出 了 一 个 二 次 抽样 方案 。 依 此 方案 ， 在 事 
先 给 定 了 1>0 和 0<a<1 后 , 可 作出 均值 x 的 一 个 置信 
区 间 ， 其 置信 系数 ( 见 区 间 估 计 ) 为 1 一 a, 而 长 度 不 超过 
1。 可 以 证 明 : 当 方差 未 知 时 ， 具 有 这 种 性 质 的 置信 区 间 
在 固定 样本 的 情况 下 不 可 能 找到 。 由 此 可 以 看 出 序 贯 抽 
样 方案 除了 可 节省 抽样 量 之 外 ,还 有 一 种 作用 , 即 为 了 达 
到 预定 的 推断 可 靠 程度 这 里 为 置信 系数 ) 及 精确 程度 
《这 里 是 以 区 间 长 度 来 刻画 ), 有 时 必须 使 用 序 贯 抽样。 例 
如 ,估计 一 事件 4 的 概率 P 〈0<p<1), 给 定 s>0 及 0< 
4<1, 要 找到 这 样 的 估计 多， 使 能 以 不 小 于 1 一 a 的 概率 
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保证 估计 的 相对 误差 |(p 一 p)/p|<s。 可 以 证 明 ， 若 用 固 
定 抽样 方案 ,事先 指定 自然 数 n, 做 n 次 试验 ,每 次 观察 
4 是 否 发 生 ， 则 不 论 ? 多 么 大 ， 具 有 上 述 性 质 的 及 不 存 
在 。 但 用 下 述 序 贯 抽 样 方案 可 得 到 这 样 的 及 作 试验 , 观 
察 A 是 否 发 生 , 设 到 A 第 一 次 发 生 时 已 作 了 h 次 试验 ， 
计算 出 1+2a1em?[1 一 (1 一 a/2)Wm]-!， 取 其 整数 部 分 
ma 再 作 ms 次 试验 , 记 ns 次 试验 中 4 出 现 的 次 数 为 mm, 令 
P=m/ms, 则 有 P(1p 一 P|/p<s) 宇 1-a, 而 估计 具有 所 
指定 的 性 质 。 

第 二 次 世界 大 战 时 ， 为 军需 验收 工作 的 需要 ， 瓦 尔 
德 发 展 了 一 种 一 般 性 的 序 贯 检验 方法 ， 叫 序 贯 概率 比 检 
验 (简称 SPRT)。 此 法 在 他 的 1947 年 的 著作 中 有 系统 
介绍 ， 其 要 点 如 下 ， 设 在 原 假设 H, 和 备 择 假设 H 之 
下 ， 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 或 概率 函数 随机 变量 都 
已 知 , 且 分 别 为 pu(z) 及 Pi(z)， 对 X 逐 次 观测 ， 第 i 次 
观测 的 结果 记 为 x,, 称 比值 
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为 样本 zi，za， …， za 的 概率 比 。 在 固定 抽样 方案 之 下 ， 
是 先 给 定 自然 数 n, 对 义 进行 n 次 观测 得 x， ，…， xn， 
计算 入 =Xn(X4 Xs，…，, Xn)。 定 出 一 常数 C( 其 值 取决 于 
检验 水 平 4), 当 和 ,<C 时 ， 接受 原 假设 Ho 否则 拒绝 H。。 
这 样 ,在 ,的 值 与 C 很 接近 时 ，H。 是 否 被 接受 的 界限 过 
于 断然 ， 不 大 合理 。 瓦 尔 德 将 此 修改 为 ,指定 两 个 数 A， 
B,A<B, 根 据 各 次 观测 得 的 样本 x, x;,… 的 值 , 依次 计 
算 概率 比 和 ,和 ，,…。 每 次 抽样 完毕 , 即 算出 xnw, 再 与 4,B 
比较 , 若 Xe 关 4， 则 接受 Ho 若 Xe>B, 则 接收 H( 拒 绝 
Ho); 若 A<)w<<B, 则 继续 抽样 一 次 得 zw+i， 计算 出 x+ 
再 作 上 述 比 较 ， 直 到 作出 决定 为 止 。 这 就 是 序 贯 概率 比 
检验 。 至 于 4,B 的 定 法 , 则 取决 于 指定 的 两 种 错误 概率 
4 和 有 a,B 都 大 于 0，, 但 很 小 )。 瓦 尔 德 提供 的 近似 公式 
是 4=B/(1-a),B=(1 一 8)/a。 他 也 给 出 了 这 种 检验 法 
的 平均 抽样 次 数 和 功效 函数 ( 见 假设 检验 ), 并 在 1948 年 
与 美国 统计 学 家 J. 沃 尔 弗 维 获 一 起 , 证 明了 在 一 切 两 种 
错误 概率 分 别 不 超过 < 和 8 的 检验 类 中 ， 上 述 序 贯 概率 
比 检验 所 需 平均 抽样 次 数 最 少 。 瓦 尔 德 在 其 著作 中 也 考 
虑 了 复合 检验 的 问题 ,有 许多 统计 学 者 研究 了 这 种 检验 。 
瓦尔 德 的 上 述 开创 性 工作 ， 引 起 了 许多 统计 学 者 对 序 贯 
方法 的 注意 ,并 继续 进行 工作 ,从 而 使 序 贯 分 析 形成 为 数 
理 统计 学 的 一 个 分 支 。 

除了 检验 问题 以 外 ， 序 贯 方法 在 其 他 方面 也 有 不 少 
进展 ， 对 一 般 的 统计 决策 问题 ， 在 各 次 观测 结果 相互 独 
立 的 情况 下 的 序 贯 贝 叶 斯 解 的 问题 ， 在 理论 上 已 有 较 完 
整 的 结果 。 在 点 估计 方面 ， 对 序 贯 的 最 小 化 最 大 估计 的 
研究 有 了 一 些 结果 。 在 区 间 估 计 方面 ， 关 于 斯 坦 的 二 次 
抽样 ， 正 态 均值 及 一 般 总 体 均值 和 线性 模型 参数 的 区 间 
估计 ,有 不 少 的 工作 。 另 外 ,在 数理 统计 学 中 有 一 类 在 应 
用 上 重要 的 问题 , 叫 选择 问题 , 它 要 求 从 若干 个 分 布 中 挑 
选 出 一 个 在 某 种 意义 上 的 最 优 者 。 例 如 ,从 若干 个 具有 不 
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同 均值 的 正 态 分 布 中 ， 挑 选 出 其 均值 最 大 者 。 关 于 这 个 
问题 也 发 展 了 一 系列 的 序 贯 方法 。 
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《 陈 家 昌 ) 
xushu 
序数 (ordinal number) 集合 论 基本 概念 之 
一 ,是 日 常 使 用 的 第 一 、 第 二 等 表示 次 序 的 数 的 推广 。 序 
数 概念 是 建立 在 良 序 集 概念 之 上 的 ， 而 良 序 集 又 是 偏 序 
集 、 全 序 集 的 特殊 情形 。 
偏 序 \ 全 序 和 良 序 ”次 序 是 二 元 关系 ( 见 映射 ) 的 一 

个 非常 重要 的 类 型 。 设 尽 是 定义 在 A 上 的 满足 下 列 条 件 
的 二 元 关系 ，@ 对 于 一 切 xEA 有 zxRx ( 自 反 性 ); @ 对 
于 一 切 z, VEA， 由 xRy 与 yRx 可 得 x=V( 反 对 称 性 )， 
国 对 于 一 切 x,y,z2EA， 由 xRy 与 yRz 可 得 xRz( 传 递 
性 )， 就 称 玉 是 定义 在 4 上 的 偏 序 ， 也 称 半 序 。 偏 序 民 
通常 记 为 入 或 <，a<b 读 作 4 在 b 前。 集合 4 连同 其 上 
定义 的 偏 序 < , 称 为 偏 序 集 , 记 为 4, 三 >。 实 数 集 上 的 通 
常 的 大 小 关系 、 集 合 之 间 的 被 包含 关系 ,自然 数 之 间 的 可 
整除 关系 都 是 偏 序 的 例 。 设 < 为 A 上 的 偏 序 。 如 果 在 4 
上 定义 一 个 关系 <， 使 得 x*<y 当 且 仅 当 x<y 且 x 大 y， 
则 关系 < 满足 条 件 ，@' 对 任何 XEA,x<x 不 成 立 ，@' 
由 x<y 与 V<z 可 得 x<z。 这 时 < 称 为 严格 偏 序 。 反 之 ， 
设 < 为 严格 偏 序 ,如 果 定 义 x*<y 当 上 且 仅 当 x<y 或 x=y， 
则 志 必 为 偏 序 。 因 此 在 偏 序 与 严格 偏 序 之 中 只 需 讨 论 一 
种 就 够 了 。 设 《4,<<) 为 一 偏 序 集 , 如果 x。E A 且 在 4A 中 
没有 其 他 x 使 *<x。， 则 称 x, 为 A 的 一 个 极 小 元 ( 素 )。 
如 果 对 于 一 切 *EA 有 xo<x， 则 称 x 为 A 中 的 最 小 元 
( 素 ), 正 整数 集 在 整除 的 偏 序 下 1 是 最 小 元 ,但 若 只 限于 
大 于 1 的 整数 , 则 只 有 极 小 元 (每 个 质数 ) 而 无 最 小 元 。 仿 
此 可 定义 极 大 元 与 最 大 元 。 设 为 偏 序 集 (4，<》 的 子 
集 ， 如 果 存 在 a€ A， 使 得 对 于 一 切 x*EX, 有 a<x, 则 
称 4 为 X( 关 于 A) 的 一 个 下 界 。 如 果 X 的 关于 A 的 一 切 
下 界 有 一 最 大 元 oo, 就 称 m 为 X( 关 于 4) 的 下 确 界 , 记 为 
infX。 仿 此 可 定义 上 界 和 上 确 界 ,后 者 记 为 supX。A 上 的 偏 
序 <, 如 果 再 加 上 条 件 @ 对 于 一 切 *,yEA, 总 有 x<y 或 
y<x (至 少 有 一 成 立 )， 就 称 和 为 4 上 的 全 序 , 也 称 线 序 。 
《4, <<) 称 为 全 序 集 。 显 然 ， 在 全 序 集中 x<y,x=y,x>> 
2y， 三 者 必 居 其 一 且 仅 居 其 一 。 实 数 集 及 其 任何 子 集 在 
通常 的 < 关系 下 是 全 序 集 的 例 。 对 于 全 序 集 “4,< 如 
果 再 加 上 条 件 @A4 的 任 一 非 空子 集 都 有 最 小 元 ， 就 称 < 
为 A 上 的 良 序 , <4, 和 <> 称 为 良 序 集 。 按 任何 顺序 排 起 来 
的 有 限 集 , 按 自 然 顺 序 的 自然 数 集 ,将 所 有 奇数 排 在 前 面 、 
所 有 偶数 排 在 后 面 的 自然 数 集 {1,3,5,…,2,4,6,…} 都 是 
良 序 集 之 例 。 但 整数 全 体 , 区 间 [0,1]， 就 不 是 良 序 集 。 设 
《4,<,,《B, <<,) 为 两 个 偏 序 集 ,如 果 存 在 A 到 BB 的 双 射 
?使 得 对 于 一 切 *, yEA,x<1y 当 上 且 仅 当 9(x)<:p(y)， 


便 称 两 偏 序 集 为 序 同 构 ， 记 为 A~B。 例 如 奇数 集 与 偶数 
集 序 同 构 ， 但 是 上 面 列 举 的 三 个 良 序 集 没有 两 个 是 序 同 
构 的 。 

序数 的 定义 “序数 原来 被 定义 为 良 序 集 的 序 型 ， 而 
良 序 集 A 的 序 型 亏 ， 作 为 从 4 的 元 素 的 属性 中 抽象 出 来 
的 结果 ,是 所 有 与 4 序 同 构 的 一 切 良 序 集 的 共同 特征 , 即 
入 定义 为 {B|B= 4}。 这 个 定义 从 形式 上 看 来 是 十 分 简单 
明 嘻 的 ,但 在 ZFC 公 理 系统 中 不 能 证 明 它 构成 一 个 集合 。 
事实 上 ,{B|IB=~ A} 是 一 个 真 类 。 因 此 ， 原 来 的 那个 定义 
是 不 成 功 的 ， 必 须 修正 ， 另 走 别 的 途径 。 设 “是 一 个 良 
序 集 ，tEa, 称 S(#)={BEalBp<#} 为 在 良 序 集 a 中 由 
所 生成 的 初始 截 息 。1923、1928 年 , J. 冯 . 诺 伊 吏 把 序 
数 定 义 为 满足 下 述 条 件 的 良 序 集 a， 对 于 一 切 8E€a， 
S(8) = 例如 在 集合 9={0,1,2,…,8} 中 取 一 个 元 素 2， 
S(2)={0,1}=2,9 中 任何 其 他 元 素 也 具有 这 个 性 质 , 所 
以 9 是 一 个 序数 。 

集 4 称 为 归纳 集 , 如 果 QGZ EA，@@ 只 要 aE A 就 有 
=4U {ao} EA。 归纳 集 4 的 存在 性 是 由 无 限 公理 保证 
的 ,4 的 一 切 归纳 子 集 之 交 N 称 为 自然 数 集 , 它 是 最 小 的 
归纳 集 。N 是 良 序 的 ， 并 且 其 中 任 一 元 素 的 初始 截 自 
SCn)~{0,1,2,…,(n 一 1)} =n, 所 以 N 是 一 个 序数 , 这 个 
序数 通常 用 表示 。N 的 每 一 个 元 素 nn 都 是 序数 ， 称 为 
有 限 序数 。 有 限 序数 以 属于 每 一 个 归纳 集 作为 特征 。 其 
他 序数 称 为 超 限 序数 ，o 就 是 最 小 的 超 限 序数 。1937 年 
R. M. 鲁 宾 逊 给 出 了 序数 的 另 一 等 价 定义 , 良 序 集 C(aE > 
是 一 个 序数 , 若 (a, E> 是 传递 集 , 即 只 要 xEa 目 y Ex 就 
有 yEa, 这 些 定义 没有 康 托 尔 原来 定义 的 缺点 。 

序数 有 三 种 ,第 一 种 是 0; 第 二 种 是 某 一 序数 a 的 后 
继 % = aU{a}, 称 为 后 继 序数 ; 其 他 序数 属于 第 三 种 , 称 
为 极限 序数 。 对 于 任何 良 序 集 4， 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 
序数 a 使 A 与 a 序 同 构 ,此 时 a 称 为 A 的 序数 ， 用 有 =a 
表示 。 任 何 两 个 具有 相同 序数 的 良 序 集 ,必定 序 同 构 , 因 
此 序数 是 同 构 良 序 集 的 共同 特征 ， 这 正 是 康 托 尔 序数 概 
念 的 实质 。 

序数 的 算术 设 mi(t< 和) 为 一 序数 列 ， 在 集合 4= 
点 ‘SX 全) 中 规定 其 任意 两 个 元 素 《7,iD、 《3, 站 的 次 序 
如 下 : 

《5 认 <<68,j) 当 且 仅 当 i<j 或 者 i=j 且 7<8， 

则 C4,<> 构 成 一 个 良 序 集 。A 的 序数 可 定义 为 序数 列 a 
($< 和 之 和 ,用 加 ee 一 甩 表示 之 。 特 别 地 , 当 和 = 2,m= wy 
m=B 时 ,Bae 可 简写 为 a+ B; 当 对 于 任何 上 < 入 ，a = 
时 ,加 可 写成 a 和, 称 为 两 个 序数 4,X 的 乘积 。 对 于 任 
何 序数 a.8、7, 它 们 的 加 、 乘 运算 满足 ，@ 结 合 律 ，(a+ 
B)+7Y=a+ (B+7),，(a*B):y=a-(B-7); 回 左 分 配 律 ， 
a%' (8+7) 一 %-8+a'y。 但 交换 律 与 右 分 配 律 对 序数 的 
和 、 积 却 并 不 成 立 , 例如 tw 十 1>w= 1 十 ou:2>ow 一 2-o 
1o+1l'o=w'2>w=(1+1)w。 由 于 全 体 序数 构成 一 个 
真 类 ( 布 拉 利 - 福 尔 蒂 定 理 ), 因 此 对 于 任何 极限 序数 ^, 序 
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数列 {as|#<X} 总 有 上 界 , 且 必 然 存在 最 小 的 上 界 , 它 就 是 
序数 列 {ae1t<X} 的 上 确 界 sup or 设 ,8 为 序数 , 归纳 
地 定义 9 如下; 
fi (8=0), 
aa (B=7y+D), 


per (8 为 极限 序数 )。 


对 于 任何 序数 .8、Y, 序 数 的 窒 满 足 ;@ 同 底 守 的 积 ，a”* 
er 一 ar7i 回 宕 的 宕 ， 《a9)?=a37。 序 数 的 冠 运算 不 满足 
“ 积 的 宕 "性 质 ;(a8)7 一 ar p7。 (应 制 碍 程 其 肾 ) 


xuyu 

序 域 (ordered field) ”一 种 具有 关系 ">" 的 域 
了 ,其 中 正 元 素 集 {x EF|x>0} 在 加 法 和 乘法 下 封闭 。 常 
见 的 实数 域 就 是 一 种 序 域 , 它 除了 具有 域 的 结构 外 ,还 具 
有 序 结构 ， 即 实数 的 正 负 以 及 它们 与 代数 运算 的 关系 。 

序 域 和 形式 实 域 。 如 果 对 一 个 域 下 的 元 素 能 规定 一 
种 性 质 ( 称 为 “ 正 性 质 "， 记 作 >0) 使 之 满足 以 下 两 个 条 
件 ， 

@ 对 于 F 的 每 个 元 素 46, 必 有 而 且 仅 有 4=0,a>0， 
一 0>0 之 一 成 立 ， 

@ 着 a>0,b>0, 则 有 a+b>0 和 ab>0 成立 ， 
那么 就 被 称 为 序 域 。 常 常 以 (F，>> ) 表 示 由 了 以 及 " 正 
性 质 "所 确定 的 序 域 。(P，>> ) 中 满足 4>0 的 元 素 4, 称 
为 (F,> ) 的 正 元 素 。 对 于 (F,> ) 中 任意 二 元 素 4.b， 若 
有 a4-b>0, 则 规定 a>b。 对 于 同一 个 域 , 可 以 规定 不 同 
的 “ 正 性 质 "， 从 而 得 出 不 同 的 序 域 。 下 面 有 例子 说 明 这 
一 情形 。 

所 谓 形式 实 域 ， 是 指 一 个 域 F， 在 其 中 不 存在 形 如 


一 1- 加 oi 的 等 式 , 这 里 1 是 了 的 骏 法 单 们 元素， 部 


取 自 忆 , 即 一 1 在 F 中 不 是 平方 和 。 因 此 , 序 域 的 特征 只 
能 是 0, 同时 它 又 是 一 个 形式 实 域 。 反 之 ,对 于 形式 实 域 
至 少 可 以 规定 一 个 “ 正 性 质 "使 其 成 为 序 域 。 所 以 ， 域 下 
成 为 序 域 的 充分 必要 条 件 是 F 为 形式 实 域 。 

阿 基 米 德 序 域 ”具有 阿 基 米 德 “ 正 性 质 "的 域 ， 称 之 
为 阿 基 米 德 序 域 。 所 谓 阿 基 米 德 * 正 性 质 "， 即 设 4 是 序 
域 (F，>> ) 的 任何 一 个 正 元 素 ， 若 对 于 (F， > ) 的 每 个 正 
元 素 b, 总 能 选择 适当 的 自然 数 n( 与 b> 有关), 使 得 na>b 
成 立 。 不 满足 这 个 要 求 的 “ 正 性 质 ", 称 为 非 阿 基 米 德 “ 正 
性 质 "。 具 有 非 阿 基 米 德 " 正 性 质 "的 域 , 称 为 非 阿 基 米 德 
序 域 。 依 照 这 个 分 类 ， 有 理 数 域 .实数 域 和 实 代 数 数 域 ， 


按 通 常 的 大 小 关系 作为 “ 正 性 质 "它们 都 是 序 域 ; 按 阿 基 . 


米 德 正 性 质 "， 它 们 又 都 是 阿 基 米 德 序 域 。 实 数 域 的 子 
域 也 是 阿 基 米 德 序 域 。 反 过 来 还 可 以 证 明 ， 任 何 一 个 阿 
基 米 德 序 域 都 保 序 同 构 于 实数 域 的 一 个 子 域 。 

设 Q 是 有 理 数 域 ,t 是 Q@ 上 的 一 个 超越 元 。 作 纯 超越 
扩张 @(t), 并 对 它 的 “ 正 性 质 "规定 如 下 :对 于 @ 中 的 数 ， 
“ 正 性 质 "就 是 通常 的 大 小 关系 ; 令 t>0, 对 于 每 一 正 数 a， 
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都 有 a>t。 这 个 规定 可 以 延展 到 Q(t) 的 任何 二 元 素 之 
间 , 使 得 满足 条 件 @, 于 是 得 到 一 个 序 域 (Q(b,> )。 因 为 
无 论 取 什么 自然 数 n 都 得 不 到 nt>a， 所 以 (Q(t)，>) 
是 一 个 非 阿 基 米 德 序 域 。 

但 是 ,还 可 以 对 Q(t) 规 定 另 一 个 “ 正 性 质 ": 对 Q@ 中 的 
数 ,规定 如 前 ;而 令 + 取 超 越 数 x 的 大 小 。 这 个 “ 正 性 质 " 
记 作 '>0, 于 是 (Q(t),'> ) 就 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 。 

实 闭 域 若是 个 形式 实 域 ， 而 了 的 任何 代数 扩张 
都 不 再 是 形式 实 域 ， 则 了 称 为 实 闭 域 。 从 任何 一 个 形式 
实 域 了 出 发 , 先 作 出 它 的 代数 闭 包 9, 使 用 佐 因 引 理 ， 很 
容易 知道 在 Q 中 存在 至 少 一 个 实 闭 域 。 它 们 都 是 的 扩 
张 ,所 以 又 可 称 作 了 在 0 内 的 实 闭 扩张 ， 一 般 来 说 ,形式 
实 域 在 它 的 代数 闭 包 内 的 实 闭 扩张 不 是 唯一 的 。 

实数 域 和 实力 数 数 域 都 是 实 闭 域 。 使 实 闭 域 成 为 序 
域 的 “ 正 性 质 "是 唯一 的 ， 但 是 具有 唯一 “ 正 性 质 "的 形式 
实 域 不 一 定 都 是 实 闭 域 ， 有 理 数 域 就 是 一 例 。 对 于 实 闭 
域 可 以 作出 许多 刻画 ， 其 中 之 一 是 卫 , 阿 廷 和 0. 施 燥 埃 
尔 给 出 的 著名 定理 ， 设 不 是 代数 闭 域 。 了 成 为 实 闭 城 
的 充分 必要 条 件 是 ，F 的 代数 闭 包 9 为 了 的 有 限 扩张 。 

实 团 域 具有 许多 重要 的 性 质 ， 其 中 特别 重要 的 一 条 
是 A. 塔 尔 斯 基 的 元 数学 原则 , 即 代数 上 任何 一 条 初等 命 
题 ,如 果 在 某 一 实 闭 域 上 成 立 , 那 么 在 其 他 实 闭 域 上 也 同 
样 成 立 。 

序 域 和 形式 实 域 的 理论 ， 最 初 是 由 阿 廷 和 施 赖 埃 尔 
于 1926 年 建立 的 。 在 这 一 理论 的 基础 上 ， 阿 延 成 功 地 
解答 了 希 尔 伯 特 第 17 问题 。 

参考 书目 E 

A.Prestel, Leciures on Formally Real Fields, Lect. 
Notes in Math. 1093, 2nd ed., Springer-Verlag, Berlin, 1984, * 
T. V. Lam, The Theory of Ordered Fields, in Ring Theory 
& Algebra, Proceedings of Algebra Conference of Univ. 
Oklahoma, 111,pp.1~152,1980. 
( 旺 执 中 ) 


xuanze gongll 

选择 公理 (axiom of choice) 公理 集合 论 中 
的 一 条 重要 的 公理 , 简 记 做 AC。 它 可 表述 为 ,如果 5 是 由 
不 空 的 集合 组 成 的 一 集合 , 则 存在 一 个 函数 f， 使 得 对 于 
S 中 的 每 一 集合 x*, 都 有 f(x) Ex 成 立 。 换 言 之 , 当 S 是 
由 某 些 不 空 集合 组 成 的 一 集合 , 问 是 否 存在 一 种 原则 ( 即 
函数 力 ， 使 得 按照 这 一 原则 在 8 的 每 一 集合 x 中 都 能 恰 
好 挑选 出 一 个 元 素 。 在 许多 情况 下 ， 上 述 问题 的 答案 是 
肯定 的 。 但 是 在 一 般 情况 下 ,是 否 能 肯定 呢 ? 当 人 们 肯定 
回答 时 , 它 就 称 为 选择 公理 。 

19 世纪 , 人 们 在 数学 论证 中 经 常 使 用 选择 公理 ， 但 
尚未 深入 研究 它 的 不 同 的 表现 形式 和 推论 。 例 如 ，1890 
年 G. 皮 亚 诺 在 证 明 常 微分 方程 解 的 存在 性 定理 时 ,陈述 
了 选择 公理 , 并 且 对 它 提出 了 怀疑 。G. 康 托 尔 在 研究 序 
数理 论 时 提出 , 是 否 每 一 集合 都 可 良 序 的 问题 。1904 年 
卫 . F. 下 . 策 梅 洛 证 明了 这 一 定理 ， 即 每 一 集合 都 是 可 以 
良 序 的 。 在 证 明 中 他 用 现代 术语 ， 严 格 地 陈述 了 选择 公 


理 。G. 康 托 尔 最 早 使 用 选择 公理 的 等 价 形式 , 即 关于 集 
合 势 的 三 分 法 原则 :对 于 任意 的 集合 S, 与 5,, 下 述 三 式 
5<5, 5,-5,, S,<5, 

中 恰 有 一 个 式 子 成 立 。 其 中 5, 表示 集合 S, 的 势 。1915 
年 F. 堆 尔 托 格 斯 证 明了 集合 势 的 三 分 法 原则 与 选择 公 
理 是 等 价 的 。 自 20 世 纪 初 以 来 ，B. A. W. 罗素 、F. 带 斯 
多 夫 、K. 岸 拉 托 夫 斯 基 等 人 先后 发 现 和 证 明了 ， 选 择 公 
理 与 乘积 定理 , 良 序 定理 , 极 大 原理 、 佐 轧 引 理 等 成 百 个 
数学 命题 是 等 价 的 ， 并 且 在 数学 的 许多 分 支 中 有 着 广泛 
的 应 用 。 这 就 使 选择 公理 更 加 引 人 注 意 了 。 比 如 ， 连 续 
函数 的 6-8 型 与 序列 型 两 种 定义 , 由 选择 公理 可 以 证 明 
是 等 价 的 ;但 是 没有 选择 公理 ,它们 是 不 等 价 的 。 利 用 力 
妃 方法 可 以 证 明 ， 存 在 着 选择 公理 不 成 立 的 模型 ， 在 其 
中 有 一 函数 了 和 一 个 实数 x。，, 使 得 了 于 点 zu 在 s-3 型 意 
义 下 是 不 连续 的 ,在 序列 型 的 意义 下 是 连续 的 ( 即 对 于 任 
意 的 序列 {x}%-0s 荐 ,=lim x 则 有 f(x0) =lim f(xa)。 


又 如 ， 关 于 有 穷 集 合 的 两 种 常见 的 定义 ，@ 对 于 任意 集 
合 5, 如 果 有 一 自然 数 n， 使 得 S 中 恰 有 n 个 元 素 ， 则 
称 S 为 有 穷 集 合 。S 不 是 有 穷 集合 时 ,就 称 为 无 穷 集合 。 
回 对 于 任 一 集合 S， 如 果 有 8 的 一 真子 集合 与 8 是 一 一 
对 应 的 , 则 称 S 为 DD 无 穷 的 ; 当 S 不 是 DD 无 穷 时 ， 就 称 S 
是 一 有 穷 的 。 在 有 选择 公理 时 ,与 加 是 等 价 的 ,在 无 选 
择 公 理 时 ,它们 是 不 等 价 的 。 利 用 力 迫 方法 可 以 证 明 , 存 
在 着 一 个 选择 公理 不 成 立 的 模型 ,在 其 中 有 一 集合 S, 按 
照 @ 它 是 无 穷 的 ,按照 @ 它 是 D 有 穷 的 。 

大 量 的 事例 说 明 选 择 公 理 是 现代 数学 的 一 个 基本 原 
则 和 基本 方法 ， 没 有 它 和 它 的 等 价 形式 ， 数 学 的 许多 分 
支 将 是 寸步 难 行 的 。 但 是 ， 选 择 公理 是 否 合理 和 正确 一 
直 存 在 着 争议 。 一 些 数学 家 怀疑 ,反对 它 , 一些 数学 家 毫 
无 保留 地 赞同 、 应 用 它 。 各 有 各 的 理由 。 反 对 的 理由 之 
一 是 ,按照 它 实数 集合 是 可 良 序 的 , 但 至 今 人 们 没有 找到 
它 的 良 序 。 反 对 的 理由 之 二 是 ，1924 年 S. 已 后 林 和 人 . 
塔 尔 斯 基 使 用 选择 公理 揭示 了 对 球体 的 分 解 与 组 合 的 直 
论 (把 一 个 球 切 成 有 穷 个 片断 ,然后 再 重新 组 合 ， 可 得 到 
与 原 球 有 相同 尺寸 的 两 个 球 )。 这 样 ,选择 公理 就 成 了 数 
学 基础 中 的 一 个 很 突出 的 问题 了 。 

60 年 代 以 来 , J. 迈 切 尔 斯 基 等 人 提出 一 条 相当 基本 
的 数学 原理 , 称 为 决定 性 公理 ,并 在 此 前 提 下 证 明了 许多 
有 趣 的 结果 。 例 如 ，@ 实 数 的 不 空 集合 的 每 一 可 数 集 族 
都 有 一 选择 函数 !@@ 实 数 的 每 一 集合 都 是 勤 贝 格 可 测 的 。 
对 于 @ 选 择 公理 是 成 立 的 ; 但 对 于 @ 选 择 公理 是 不 成 立 
的 。 因 为 ， 使 用 选择 公理 就 一 定 存在 勤 贝 格 不 可 测 的 集 
合 。 不 难看 出 ,上 述 @ 是 选择 公理 的 一 种 较 弱 的 形式 (对 
可 数 集合 而 言 ), 而 @ 的 否定 式 是 选择 公理 的 一 种 较 强 的 


形式 。 有 这 样 一 种 可 能 ， 就 是 选择 公理 的 一 般 形式 不 成 
立 ， 而 它 的 某 些 较 弱 的 形式 是 成 立 的 。P. 贝尔 奈 斯 . 塔 尔 
斯 基 、 库 拉 托 夫 斯 基 、P. 莱 维 、J. D. 哈 尔 佩 思 和 T. J. 杰 
希 等 人 系统 地 研究 了 选择 公理 的 较 弱 的 形式 ， 并 且 证 明 
了 它们 可 以 由 选择 公理 推导 出 来 ， 但 它们 不 能 推导 出 选 
择 公理 ， 同 时 也 揭示 了 这 些 较 弱 的 形式 在 各 自 的 应 用 中 
都 是 不 可 缺少 的 。 选 择 公理 有 如 下 一 些 弱 的 形式 。 

@ 次 序 原则 ( 简 记 做 OP) 对 于 每 一 集合 都 是 能 
够 线 序 的 。 

@ 对 于 "个 元 素 集合 族 的 选择 ( 简 记 做 Cn) 对 于 
任 一 具有 个 元 素 的 集合 族 8 ( 即 若 zxES， 则 xz 恰 有 nm 
个 元 素 ), 都 有 一 函数 九 使 得 若 zxES, 则 也 xz)Ezx。 

图 对 于 有 穷 集合 族 的 选择 ( 简 记 做 ACF) 对 于 任 
一 有 穷 的 集合 族 S ( 即 若 xES, 则 zx 为 一 有 穷 集 合 )， 都 
有 一 函数 了 ,使 得 车 x*ES, 则 f(x) Ex。 

@ 序 扩充 原则 ( 简 记 做 OEP) 任 一 集合 S 的 每 一 
偏 序 都 能 够 扩充 到 5 的 一 线 序 (或 称 全 序 )。 

@ 挑选 原则 ( 简 记 做 SP) 对 于 每 一 集合 族 S( 它 
的 任 一 元 至 少 有 两 个 元 素 ) 都 存在 一 函数 f, 使 得 对 于 S 
中 任 一 元 z， 都 有 f(x) 天 名 且 了 x) 是 * 的 一 真子 集合 。 

@@ ACW 对 于 任 一 良 序 集合 ,选择 公理 成 立 。 

@ 素 理想 定理 〈 简 记 做 PIT) 每 一 布尔 代数 都 有 
一 素 理想 。 

上 述 @~@ 都 是 AC 的 推论 。 用 A~>B 表 示 4 草 洱 
B, 即 在 无 选择 公理 的 ZF 中 ,有 ZF|- 4->B。 用 4+*B 表示 
有 A 不 葡 涵 B, 即 ZF|-4-B。 已 有 下 述 结 果 ， 

PITxsAC，SP，AC，OPAC， 
ACWAAC, 
OP»»SP, SPPIT, PIT/»SP, 
ACW»O0P, 
OP»OFP, OEP#»PIT, OP2»ACW, 
CaveACF， 

ACW-~>ACF， 


PITN 
OP~>ACF->C:。 
SP 也 


对 于 选择 公理 的 研究 说 明 ， 确 立 数学 公理 是 十 分 严 
肃 的 科学 研究 工作 ， 而 绝 不 是 能 被 少数 数学 家 随心 所 欲 
的 虚构 。 
参考 书目 
H. Rabin and J. E. Rubin, Equivalents of the Axiom of 
Choice, North-Holland, Amsterdam, 1963. 
TJ. Tech, The Axiom of Choice, North-Holland Ams- 
terdam, 1973. 
( 张 绵 文 ) 
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Yakebl 
雅 可 比 ,C. G. 上 (Carl Gustav Jacob Jacobi 
1804 一 1851) 。” 德国 数学 家 。1804 年 12 月 10 日 生 于 


波茨坦 ,1851 年 2 月 18 日 在 柏林 逝世 。 他 自 幼 陪 敏 ,12 岁 
入 大 学 预科 学 习 。1821 年 入 柏 
林 大 学 ，1824 年 为 柏林 大 学 无 
某 教 师 ，1825 年 获 柏林 大 学 哲 
学 博士 学 位 , 1826 年 到 柯 尼斯 
堡 大 学 任教 ，1827 年 任 副 教 
授 , 1832 年 为 教授 。 1844 年 起 
接受 普鲁士 国王 的 津贴 ， 在 柏 
林 大 学 任教 。1848 年 革命 期 
间 ， 由 于 在 一 次 即席 演讲 中 得 
罪 了 王室 而 失去 了 津贴 。 当 维 
也 纳 大 学 决定 聘请 他 当 教 授时 ， 普 鲁 士 当局 才 意识 到 他 
的 离开 会 造成 的 损失 ,因而 恢复 了 他 的 待遇 。 此 后 不 久 ， 
因 患 天 花 去 世 。 

他 在 柯 尼斯 堡 大 学 任教 18 年 ， 同 天 文学 家 ,数学 家 
F. W. 贝 宣 尔 \ 物 理学 家 了 . E. 诺 伊 曼 三 人 成 为 复兴 德国 
数学 的 核心 。 他 在 数学 方面 最 主要 的 成 就 是 和 挪威 数学 
家 N.H. 阿 贝尔 相互 独立 地 葛 定 了 椭圆 函数 论 的 基础 , 引 
入 并 研究 了 9 函数 和 其 他 一 些 超越 函数 。 这 些 工作 使 法 
国 数 学 家 A.-M. 勒 让 他 在 这 一 领域 的 工作 黯然 失色 。 但 
无 私 的 勒 让 德 竟 扬 和 支持 他 和 阿 贝尔 的 工作 。 他 对 阿 贝 
尔 函 数 也 作 了 研究 ,还 发 现 了 超 椭圆 函数 。 

他 对 行列 式 理论 也 作 了 问 基 性 的 工作 ， 给 出 了 函数 
行列 式 求 导 公式 。 在 偏 微 分 方程 的 研究 中 ,他 引进 了 " 雅 
可 比 行列 式 ”, 并 应 用 在 多 重 积分 的 变量 变换 和 函数 组 的 
相关 性 研究 中 。 

他 的 工作 还 包括 代数 学 \. 变 分 法 、 复 变 函 数论 和 微分 
方程 ,以 及 数学 史 的 研究 。 将 不 同 的 数学 分 支 连通 起 来 是 
他 的 研究 特色 。 他 不 仅 把 椭圆 函数 论 引进 数论 研究 中 ， 
得 到 了 同 余 论 和 型 的 理论 的 一 些 结果 ， 还 引进 到 积分 理 
论 中 。 而 积分 理论 的 研究 又 同 微分 方程 的 研究 相关 联 。 
此 外 , 尾 乘 式 原理 也 是 他 提出 的 。 

雅 可 比 在 分 析 力 学 、 动 力学 以 及 数学 物理 方面 也 有 
贡献 。C. 马克 劳 林 、P.-S. 拉 普 拉 斯 和 J-L. 拉 格 期 日 等 
曾 得 到 这 样 的 结论 ， 当 均匀 流体 取 旋 转 椭 球 体 的 形状 且 
绕 旋 转轴 转动 时 ,形状 不 会 改变 。 雅 可 比 进一步 发 现 : 即 
使 流体 形状 是 一 般 的 椭 球 体 , 也 满足 平衡 条 件 。 

雅 可 比 在 柯 尼斯 堡 任教 时 形成 了 以 他 为 首 的 学 派 。 
1881 一 1891 年 ， 普 鲁 士 科学 院 陆续 出 版 了 7 了 卷 由 K. 外 
尔 斯 特 拉 斯 等 人 编纂 的 雅 可 比 著作 集 和 增补 卷 。 

《并 竹君 
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Yakebl hangliesh! 

雅 可 比 行列 式 (Jacobian determinant) 通 

常 称 为 雅 可 比 式 (Jacobian)。 它 是 以 n 个 n 元 函数 
Ws=W (Xi Xa Kn) 《一 1)2， (1) 


Bah 
的 贪 导数 iu 全 (1<ij<n) 为 元 素 的 行列 式 
Bu Qu .Bu 
Dx: Dx Ez 
Dus us ,us 
Ill | 
Bun Bu Ou 
EF Bz 
常 记 为 


事实 上 ,在 (1) 中 函数 都 连续 可 微 ( 即 偏 导 数 都 连续 ) 的 前 
提 之 下 , 了 就 是 函数 组 (1) 的 微分 形式 


Bu Bu Bu 
du,= Bz! de + Bt dt 二 Ba dn 


(i=1,2,.,n) (2) 
的 系数 矩阵 ( 即 鸦 可 比 息 阵 ) 的 行列 式 。 
若 因 变量 W,4,,… ,ws 对 自 变量 zi,za，…，zxo 连续 


可 微 , 而 自 变量 xyz:，…yze 对 新 变量 rr，…yrn 连续 
可 微 , 则 因 变 量 (tu ,ws，…xo) 也 对 新 变量 (rra，…rn) 
连续 可 微 ,并 且 


BCzl xs 
CT rr 
这 可 用 行列 式 的 乘法 法 则 和 偏 导数 的 连锁 法 则 直接 验 
证 。 而 公式 (3) 也 类 似 于 导数 的 连锁 法 则 。 偏 导数 的 连锁 
法 则 也 有 类 似 的 公式 ;例如 ， 当 (wy b) 对 (zx， 9， z) 连 续 可 
微 ,而 (x,y,z) 对 (7 ,s,t) 连 续 可 微 时 , 便 有 


Ou) AUD) , OKAY) Hu) AY,z) 
(r,s) A(x,y) r,s) 902) 930)3) 
BW) , Az,x) 
Q(z,x) rs)“ 
如 果 (3) 中 的 7 能 回 到 4， (ni, ra …，rm) 一 (ay 
tun), 则 (3) 给 出 
sn) . OX Xs Xn) 1 
oz) 
Qu tas Hn) 0 (04) 


B(x sx2s yxzn) 
于 是 以 此 为 系数 行列 式 的 联 立 线性 方程 组 (2) 中 能 够 把 
(dx ,dxs,…,dxn) 解 出 来 ,作为 (du4， dw，…，dun) 的 函 
数 。 而 根据 隐 函 数 存在 定理 ， 在 (tu， ts， …， tn) 对 (zx,， 
x，…， Xn) 连续 可 微 的 前 提 下 ， 只 须 条 件 (4) 便 足以 保证 
(zibzay…yza) 也 对 (tyta yz) 连续 可 微 ， 因 而 (4) 必 
然 成 立 。 这 样 ,连续 可 微 函数 组 (1) 便 在 雅 可比 行 列 式 不 


等 于 等 的 条 件 (4) 之 下 ， 在 每 一 对 相应 点 4= (Ws4W2，…， 
加 ) 与 x= (zza…yxn) 的 邻近 范围 内 建立 起 点 与 点 之 间 
的 一 个 一 对 一 的 对 应 关系 。 

在 n=2 的 情形 , 以 Ax,, Ax; 为 邻 边 的 矩形 (AR) 对 
应 到 (zu va) 平面 上 的 一 个 曲 边 四 边 形 (AS)， 其 面积 AS 
关于 AxiyAxz 的 线性 主要 部 分 , 即 面积 微分 是 


» V2) 
ces Wels 


这 常用 于 重 积分 的 计算 中 。 

如 果 在 一 个 连通 区 域内 雅 可 比 行列 式 处 处 不 为 零 ， 
它 就 处 处 为 正 或 者 处 处 为 负 ( 其 正 负 号 标志 着 u- 坐 标 系 
的 旋转 定向 是 否 与 x- 坐标 系 的 一 致 )。 如 果 雅 可 比 行列 
式 恒 等 于 零 , 则 函数 组 (Ww ,4;,… ,ws) 是 函数 相关 的 ,其 中 
至 少 有 一 个 函数 是 其 余 函 数 的 一 个 连续 可 微 的 函数 。 


《众生 明 ) 
Yakebl juzhen 
雅 可 比 矩 阵 (Jacobian matrix) 以 m 个 n 元 
函数 wu 一 wz Xs， Xn) (i=1, 2,…，, mm) 的 偏 导 数 
Wi oy 
中 = 本 《j=1,2,…sn) 为 元 素 的 矩阵 
Ou Ga ou 
Ws Bm We 
dus Bus ， Bu 
(DD)=(u)= Tm By 5 |. 
Dum Bitm Bun 
Be BS" Se 


如 果 把 原来 的 函数 组 看 作 由 点 x*= (x x3,…,x) 到 
点 4=(ty ,tz,… Um) 的 一 个 变换 TY， 则 在 偏 导数 部 连续 
的 前 提 之 下 ,w 随 * 的 变化 由 相应 的 微分 方程 组 


td 


du ant 
(i=1,2,",m) 
来 描述 。 这 是 一 个 关于 微分 的 线性 方程 组 ， 其 系数 矩阵 
便 是 雅 可 比 和 矩阵 (J), 因 而 可 写成 矩阵 形式 
du 四 
ds) 或 du=(J)dx。 
di anl 
这 隐 含 着 (J) 具 有 微分 系数 的 某 些 性 质 , 类似 于 一 元 函数 
的 导数 。 而 在 m=n==1 的 情形 , 它 又 恰好 是 一 个 一 元 函 
数 的 导数 ， 所 以 它 也 是 一 个 一 元 函数 的 导数 到 mm 个 n 元 
函数 的 一 种 推广 因此 ,(J) 作 为 微分 系数 或 导数 的 推广 ， 
有 时 也 被 当 作 变 换 了 的 “导数 " 看 待 并 记 为 T'(z) 一 (J)。 
变换 T 的 进一步 的 数量 描述 需要 准 可 比 行列 式 。 
(《 冷 生 明 ) 
yachun hanshu 
亚 纯 函数 (meromorphic function) ”在 域 G 
内 除了 极点 之 外 为 全 纯 的 函数 称 为 亚 纯 函数 。 一 般 讨论 
整个 复 平面 C 和 扩充 的 复 平面 C=CU {eo} 的 情形 . 任 一 


有 理 函 数 是 整个 扩充 的 复 平面 C 上 的 亚 纯 函数 ， 它 能 表 
为 两 个 多 项 式 的 商 ,并 且 只 有 有 限 多 个 极点 ;反之 , 任 一 在 
上 亚 纯 的 函数 一 定 是 一 有 理 函数 。 两 个 无 公共 零点 的 
整 函数 g(z) 和 9g,(z) 之 商 g(z)/gx(z) 是 C 上 的 亚 纯 函 数 ， 
它 的 极点 位 置 和 重 数 与 gCz) 的 零点 相同 ,例如 ,tan z 一 
sin z/cos z 为 一 亚 纯 函 数 。 反 之 ， 若 以 亚 纯 函 数 人 z) 的 
极点 作 外 尔 斯 特 拉 斯 典型 乘积 9.(z), 则 
f(z2):g(z)=g(z) 

是 一 整 函数 , 于 是 f(z)=g(z)/gx(z), 即 每 一 亚 纯 函 数 能 
表 为 两 个 无 公共 零点 的 整 函数 之 商 。 

未 塔 - 列 夫 勒 定理 ”瑞典 数学 家 G. 米 塔 - 列 夫 勤 将 
有 理 函 数 部 分 分 式 表示 定理 推广 于 一 般 亚 纯 函数 。 每 一 
有 理 函 数 能 表 为 部 分 分 式 ， 它 将 函数 的 极点 和 相应 的 主 
要 部 分 明显 地 指示 出 来 。 如 设 {zs} a1, -,* 是 有 理 函数 
f(z) 的 极点 ， 其 主要 部 分 为 


t am 
Gz)- 2—2n) + (2— 2 + 
a 


+ 好 
f(z) =P(2)+ G(s 二 )+o( a 2 
1 
++G (5) 
反之 ， 总 可 以 构造 一 有 理 函数 使 得 它 具 有 预先 给 定 的 极 
点 和 主要 部 分 。 对 于 一 般 的 亚 纯 函 数 自然 地 提出 相应 的 
问题 , 即 是 否 有 一 个 相应 的 "部 分 分 式 "表示 ,能 否 和 如 何 
构造 一 亚 纯 函数 使 得 它 具 有 预先 给 定 的 极点 和 相应 的 主 
要 部 分 ， 以 及 这 样 的 函数 确定 到 何 种 程度 。 后 一 问题 能 


立即 得 到 回答 ， 即 任 两 个 具有 相同 极点 和 主要 部 分 的 亚 
纯 函 数 之 差 为 一 整 函数 。 让 


极点 ， 而 相应 的 主要 部 分 之 和 六 6,( 322) 不 一 定 收 


伍 ， 因 而 必须 修改 这 个 级 数 使 它 收敛 而 同时 又 不 引进 新 
的 奇 点 ,这 可 以 象 整 函数 分 解 为 无 穷 乘积 一 样 ,对 上 述 级 
数 的 每 一 项 加 上 一 个 适当 的 多 项 式 Pw(z) 使 得 满足 
3|e(zi)- Patz)|<+= (2) 
来 实现 ,由 此 得 到 下 面 以 发 现 者 命名 的 定理 。 

米 塔 - 列 夫 勒 定理 。 若 给 定 趋 于 无 穷 的 点 列 {zm} 和 


相应 的 形 如 (1) 的 jc,( 二 |, 则 必 丰 在 一 亚 纯 西数 
A 


它 恰 以 {为 极点 并 以 (1 )} 为 其 主要 部 分 ,其 
中 P,(z) 选 取 为 使 (2) 成 立 的 多 项 式 。 
于 是 具有 相同 极点 和 主要 部 分 的 最 一 般 的 亚 纯 函数 
为 
f(2)=f0(2)+g(2), (3) 
式 中 g(z) 为 任 一 束 孙 数 。 此 外 , 若 以 任 一 亚 纯 函 数 人 2) 
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的 极点 和 其 主要 部 分 构造 一 亚 纯 函数 f(z), 则 加 上 适当 
的 整 函数 9(z) 即 得 f(z)。 换 言 之 , 任 一 亚 纯 函 数 能 表 为 
部 分 分 式 。 这 就 完全 解决 了 上 面 提出 的 问题 。 例 如 ， 
1 1811 1 
Cole 一 + 二 

柯 西方 法 根据 上 述 定理 得 到 的 亚 纯 函数 表示 式 中 
Pn(z) 不 是 唯一 确定 的 ,在 应 用 此 定理 于 实际 例子 时 ， 主 
要 的 困难 是 确定 (3) 中 的 整 函数 9(z)。 由 于 这 个 原因 ， 柯 
西 曾 给 出 一 种 分 解 方法 ， 对 相当 广 一 类 亚 纯 函 数 得 到 简 
单 的 表示 式 。 

令 cm={z|is1-am) 为 一 贺 ， 它 不 通过 任何 极点 且 包 
含 和 ayzay…yzo 为 其 内 ,又 设 za 关 0, 首 先 可 得 


1 1 f(r 
Ta Bo, 25 )+ a 罗 二 


求 和 是 对 cn 内 之 极点 而 作 ,进一步 计算 上 趟 积分 可 得 
9+ ) -7 
1 2f(7) 

+ an) tz) 


式 中 为 某 一 正 整 数 ， pu(z) 是 Gu( 5 ) 在 零点 令 域 


等 级 数 展 式 的 首 上 项 之 和 。 假 设 存在 一 列 cn, 其 半径 Rn 
随 几 而 趋向 无 穷 , 且 在 其 上 函数 满足 
118)1<onlfl* 和 当 m>oo 时 ,sm>0， 

这 时 (4) 式 就 是 柯 西 给 出 的 亚 纯 函数 部 分 分 式 表示 。 

近代 亚 纯 函 数理 论 是 20 世 纪 20 年 代 由 R. 奈 望 林 纳 
所 创立 的 ( 见 画 数 值 分 布 论 )。 

参考 书目 

A. 1. 马尔 库 舍 维 奇 著 , 黄 正中 等 译 : < 解析 函数 论 *， 高 等 教 

育 出 版 社 ,北京 ,1957。(A. MH. Mapxymmeaas Teopus awamuwe- 
exax funnuui, Tocrexmanar, Mocksa, 1950.) 


dr, (4) 


( 何 育 先 ) 
‘Yodangsifa 
亚当 斯 法 (Adams method) 见 常 聘 分 方程 初 
值 问题 数值 解法 。 
Yansen budengshl 
延 森 不 等 式 (Jensen inequality) 见 积分 不 
等 式 。 


yang 

鞠 (martingale) 一 类 特殊 的 随机 过 程 ， 起 源 于 
对 公平 赌博 过 程 的 数学 描述 。martingale 一 词 的 原 义 之 
一 ,是 表示 一 种 赌 输 一 局 后 加 倍 下 注 的 策略 ,此 处 则 是 借 
用 这 个 词 的 另 一 译 义 “ 鞭 "( 马 僻 组 的 古称 ) 作 为 这 类 随机 
过 程 的 名 称 。 设 了 是 实数 轴 R 的 一 个 子 集 , X=={X(t)， 
tET) 是 概率 空间 (0,,P) 上 的 随机 过 程 ,EIX(t)|<o%， 
又 设 {元 ,tET} 是 一 族 随 + 增 大 的 8 的 子 " 域 ( 见 概 笠 )， 
而 且 X(t) 是 多 ,可 测 的 ( 即 对 任何 实数 x, 事 件 {(X(t)<x} 
E 狗 )， 多 可 以 理解 为 到 时 刻 + 为止 通过 观测 可 能 获得 
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的 全 部 信息 。 若 对 任何 s,tET,s<t,X(t) 关 于 多 ,的 条 件 
期 望 就 等 于 X(s), 即 E(X(t)|Z,)=X(s), 则 称 X 为 (9,) 
驳 , 或 简称 为 对 。 如 果 形 象 地 把 X(t) 看 作 一 场 赌博 中 某 
个 局 中 人 在 时 刻 t 的 本 金 , 多 看 作 他 到 时 刻 s 为 止 积累 
起 来 的 经 验 ,那么 壮 的 性 质 就 是 表明 ,不 论 他 在 时 刻 s 以 
后 的 赌博 中 如 何 利用 已 得 的 经 验 9,, 他 所 能 期 望 于 未 来 
时 刻 t 的 本 金 仍然 只 能 是 X(s) ,这 正 是 “公平 性 "的 体现 。 
和 的 指标 集 了 通常 取 作 非 负 整数 集 N= {0,1,2,…}， 或 
正 实 半 轴 R= [0,co), 前 者 称 为 离散 时 间 鞭 ， 后 者 称 为 
连续 时 间 扶 。 近 年 来 ,T 为 一 般 半 序 空间 的 歉 论 也 有 了 较 
大 的 进展 。 均 值 为 零 的 独立 随机 变量 序列 的 部 分 和 ， 市 
戎 运动 ,均值 为 零 的 独立 增 量 过 程 (例如 泊 松 过 程 减 去 其 
均值 函数 ) ,都 是 靳 的 典型 例子 。 

按照 最 小 均 方 误差 的 准则 ， 对 于 一 个 方 益 有 限 的 随 
机 变量 :, 如 果 已 经 观测 到 9G,,# 的 最 佳 估 计 就 是 它 关 于 
多 的 条 件 期 望 E( 引 28,)。 因 此 ,对 于 一 个 方差 有 限 的 鞭 ， 
“现在 状态 "X(s) 本 身 就 是 对 “未 来 状态 " X(t) 的 最 佳 预 
测 。 它 的 这 一 特点 ,对 鞭 论 广泛 应 用 于 现代 估计 理论 , 特 
别 是 非 线性 估计 理论 ,起 着 重要 的 作用 。 

P. 莱 维 等 人 早 在 1935 年 就 发 表 了 一 些 孕育 着 加 论 
的 工作 。1939 年 , J. 维 莱 首 次 采用 了 鞭 这 个 名 称 。 但 对 
鞭 进行 系统 研究 并 使 之 成 为 随机 过 程 论 的 一 个 重要 分 支 
的 , 则 应 归功 于 了 工 . 杜 布 。 款 论 的 一 些 基本 定理 和 方法 
已 经 日 益 成 为 各 类 随机 过 程 研究 的 有 力 工具 。 

上 犹 与 下 锋 ” 如 果 在 上 述 鞭 的 定义 中 分 别 用 不 等 式 
了 (X(t)19.)<X(s)，E(X(t)|18.)>>X(s) 来 代替 等 式 (其 
中 s<t), 那么 满足 前 一 性 质 的 X 称 为 上 鞭 ， 满 足 后 一 性 
质 的 X 称 为 下 蒜 。 它 们 都 是 描述 有 偏向 、 不 公平 的 赌博 
过 程 的 ,上 默 是 不 利于 局 中 人 的 模型 ,而 下 据 性 则 表示 有 
利于 局 中 人 。 

停止 定理 。 有 时 ， 不 仅 需 在 固定 时 刻 tET， 而且 还 
要 在 另 一 随机 现象 发 生 的 时 刻 * 来 考虑 过 程 X。 这 另 一 
随机 现象 在 时 刻 t 以 前 发 生 这 件 事 必须 是 到 t 为 止 能 够 
观测 到 的 事件 ,这 就 意味 着 {r<t} € ,因此 "是 一 个 停 
时 ( 见 随机 过 程 )。 用 Gy 表示 到 * 为 止 通过 观测 所 能 了 解 
的 全 部 事件 构成 的 子 " 域 ,这 种 事件 也 应 具有 性 质 :对 任 
何 tET,BN{r<t} € 多 ,。 着 名 的 杜 布 停止 定理 指出 ， 如 
果 X 是 (F,) 拷 ， 那 么 对 于 有 先后 次 序 的 一 对 有 界 停 时 和 
+,X(7) 关 于 元 的 条 件 期 望 就 是 X(X), 即 

E(X(#)| 9)=X(N)。 

上 著 和 下 献 也 有 相应 的 结果 ,如 对 下 拷 有 E(X(r)|,) 之 
XCA)。 

收效 定理 ”对 离散 时 间 鞭 {Xn,mEN}， 如 果 它 具有 
一 致 可 积 性 ， 即 对 概率 充分 小 的 事件 B, X 在 了 上 的 积 


分 | xuap 可 以 对 一 致 地 任意 小 , 而 且 {E|X。|, mnEN)} 


有 界 , 那么 当 nn 趋 于 吕 时 ，X， 以 概率 1 收敛 于 一 个 可 积 
的 随机 变量 X。。 这 时 由 于 E(X。|9)=X+ 对 一 切 停 时 
成 立 , 从 而 停止 定理 中 关于 停 时 入 、r 有 界 性 的 条 件 可 以 


取消 。 

对 连续 时 间 坎 ,同样 的 事实 也 成 立 。 进 一 步 ,只 要 在 
概率 为 零 的 事件 上 适当 改变 随机 变量 X(t) 的 值 , 就 可 以 
使 得 摧 站 在 每 一 时 刻 t 处 的 左 、 右 极限 都 以 概率 1 存在 。 
通常 还 假定 {9,,tER,} 是 右 连 续 的 , 即 = 这 时 
可 使 摧 具 有 右 连 续 的 样本 函数 。 对 上 烤 和 下 著 ， 若 均值 
函数 EX(t) 右 连续 ,也 有 类 似 的 结果 。 

局 部 装 ” 持 X 在 任 一 停 时 处 停止 得 到 的 随机 过 程 
Xr 一 {X"™(t) 一 X(t 人 \r),tET) 还 是 著 , 其 中 

tArt=min(t,s)。 
有 些 随 机 过 程 X, 虽 然 它 本 身 未 必 是 鞭 , 但 可 以 使 它 在 适 
当 停 时 处 停止 所 得 到 的 随机 过 程 成 为 壮 。 如 果 能 够 找到 
上 升 趋 于 ce 的 停 时 序列 {rw， ”EN)} 使 得 X*。 都 是 壮 ， 就 
称 X 为 局 部 持 。 这 是 拍 的 一 种 重要 推广 。 

上 次 分 解 定理 ”1953 年 , 杜 布 就 时 间 离 散 的 情形 证 
明了 每 一 上 钠 (Xw, mnEN) 都 可 以 表 成 一 个 鞭 {MwmEN)} 
和 一 个 适应 增 过 程 {4w，mEN)} 之 差 X= Mn 一 An， 这 里 
“适应 "是 指 A。 为 5 可 测 。“ 增 " 则 指 对 任何 一 对 正 整数 
ng<m，A。<An。 由 于 这 一 结果 简明 有 用 , 他 同时 还 提 
出 了 对 时 间 连 续 的 情形 是 否 有 相应 结果 的 问题 。1962 一 
1963 年 ，P. A. 迈 耶 解 决 了 杜 布 提出 的 上 述 问题 ， 即 著 
名 的 杜 布 - 迈 耶 上 蔚 分 解 定理 ， 右 连续 上 拷 X={X(t)， 
t+ER+} 可 表示 成 一 个 右 连续 的 一 致 可 积 革 M 和 一 个 适应 
的 可 积 增 过 程 A 之 差 X=M 一 A, 其 充分 必要 条 件 是 随 
机 变量 族 {X(r),r 取 饥 一 切 有 界 停 时 ) 一 致 可 积 。 这 里 ， 
增 过 程 4“ 可 积 "是 指 {E4(t),tER-} 有 界 。 满 足 "{XCr))} 
一 致 可 积 "这 一 条 件 的 上 扶 也 称 为 “类 (D) 上 罗 "。 

如 果 进 一 步 要 求 增 过 程 4= {4(t)，tER*} 是 可 料 
的 ,而 且 初 值 4(0) 王 0, 则 类 (D) 上 鞭 的 分 解 X=M 一 A 
还 是 唯一 的 。 

半 娄 ”从 能 够 进行 随机 被 积分 运算 和 求解 随机 微分 
方程 这 个 角度 来 看 ,除了 鞭 以 外 ,还 有 一 类 样本 函数 在 任 
一 有 限 区 间 上 为 有 界 变 差 的 随机 过 程 〈 它 可 以 表 为 两 个 
增 过 程 之 差 ) 半 鞭 就 是 把 这 两 类 过 程 结合 在 一 起 所 形成 
的 一 类 十 分 广泛 而 又 能 够 对 之 进行 随机 可 分 等 运算 的 随 
机 过 程 ， 即 把 半 揣 定义 为 一 个 局 部 白 MM 和 一 个 适应 的 右 
连续 有 界 变 差 过 程 4 之 和 X={X(t)=X(0)+M(t)+ 
A(b，tER,}。 由 杜 布 - 迈 子 上 扶 分 解 定理 可 以 证 明 , 上 


英和 下 鞭 都 是 半 黄 。 《 陈 培 德 ) 
Yangbudengshi 

杨 不 等 式 〈Young inequality) 。 见 积分 不 等 
式 。 

Yong Hul 


杨辉 。 中 国 南宋 未 年 数学 家 、 数 学 教育 家 。 大 约 在 13 
世纪 中 叶 至 后 半 叶 活动 于 苏 、 杭 一 带 。 字 谦 光 , 钱 壤 ( 今 
杭州 ) 人 。 其 生 卒 年 及 生平 无 从 详 考 。 

杨辉 的 数学 著作 其 多 , 虽 经 散 佚 ,流传 迄今 的 尚 有 多 


种 。 据 记载 ,杨辉 编著 的 数学 书 共 五 种 二 十 一 卷 :《 详 解 九 
章 算 法 ?十 二 卷 (1261)、《 日 用 算法 ?二 卷 (1262)、《 乘 除 
通 变 本 末 》 三 卷 (1274)、《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》 二 卷 
《1275) 《 续 古 摘 奇 算法 3》 二 卷 (1275)。 后 三 种 为 他 后 期 的 
著作 ,一 般 称 之 为 《杨辉 算法 》。 

《详解 九 章 算法 》 现 传 本 已 非 全 幢 ,编排 也 有 错乱 ,从 
杨辉 序言 知道 ,此 书 取 《 九 章 算术 》246 问 中 80 问 进行 详 
解 。 除 原 k 九 章 ? 九 卷 以 外 ,增添 三 卷 ,一 卷 是 图 ， 一 卷 是 
讲 乘除 算法 ,一 卷 是 繁 类。 可 惜 图 与 乘除 两 卷 都 已 失传 
其 他 除 盈 不 足 , 勾 股 及 莫 类 三 卷 外 ,也 都 残缺 不 全 。 杨 辉 
对 《 九 章 算术 》 所 作 的 “详解 "分 为 三 项 ,一 是 “ 解 题 ", 包 括 
解释 题 意 ， 名 词 术 语 ,文字 校勘 和 对 题目 的 评论 等 内 容 ; 
二 是 “ 细 草 ", 包 括 图 解 与 算 草 ; 三 是 “ 比 类 ”, 即 选取 《 九 章 
算术 》 之 外 与 原 题 算法 相同 或 可 比 附 的 例题 ， 作 对 照 分 
析 。 杨 辉 的 “入 类 "， 是 将 《 九 章 算术 》 246 个 题目 按 解 题 
方法 由 浅 入 深 的 顺序 ， 重 新 分 为 乘除 ,分 率 、 合 率 、 互 换 、 
衰 分 , 重 积 , 盈 不 足 \ 方 程 . 勾 股 等 九 类 。 

《日 用 算法 》 原 书 已 佚 。 从 《算法 杂 录 》 所 引 杨辉 自序 
可 知 此 书 内 容 梗概 :,“ 以 乘 、 除 ,加 \ 减 为 法 , 秤 , 斗 , 尺 、 田 
为 同 , 编 诗 括 十 三 首 , 立 图 草 六 十 六 问 。 用 法 必 载 源流 , 命 
题 须 责 实 有 ,分 上 下 卷 。" 它 无 疑 是 一 本 通俗 实用 算 书 。 把 
数学 内 容 编写 成 整齐 押韵 的 文句 ,便于 群众 记 诵 ,表现 出 
中 国 古代 民间 数学 的 特色 。 

《乘除 通 变 本 末 》( 原 书 名 为 《乘除 通 变 算 宝 》)。 上 卷 
叫 《 算 法 通 变 本 末 》， 论 乘除 算法 ， 中 卷 叫 《乘除 通 变 算 
宝 》 论 加 减 , 求 一 、 九 归 诸 术 ;下 卷 叫 k 法 算 取 用 本 末 》, 是 
中 卷 的 注解 。 

《田亩 比 类 乘除 捷 法 》， 其 上 卷 内 容 是 《详解 九 章 算 
法 》 方 田 章 的 延展 ， 题 目 与 举例 切合 当时 实际 .下 卷 主 要 
是 记叙 开 方术 ， 相 当 于 高 次 方程 的 数值 解法 。 其 中 “五 
曹 刊 误 "三 题 ,对 《五 曹 算 经 3 予以 批评 。 

《 续 古 摘 奇 算法 》 是 杨辉 搜集 “ 诸 家 算法 奇 题 及 旧 刊 
遗忘 之 文 "编辑 成 书 。 其 中 保存 了 许多 珍贵 数学 史料 。 卷 
上 论 纵横 图 , 卷 下 说 《海岛 39, 都 有 很 高 的 科学 价值 。 

杨辉 编写 的 算 书 广泛 引证 古代 数学 典籍 ， 除 汉 唐 以 
来 的 《 算 经 十 书 》 以 外 ， 还 引用 了 《应 用 算法 》、《 议 古 根 
源 》《 辩 古 通 源 》《 指 南 算法 >《 谢 经 算术 等 许多 宋代 算 
书 。 这 些 著作 现 俱 不 传 , 幸 得 杨辉 引用 ,后 世 方 得 知 其 一 
鲜 半 爪 。 此 中 如 刘 益 的 “ 正 负 开 方术 ”, 贾 完 的 “ 增 来 开 方 
法 "与 “ 开 方 作法 本 源 "等 都 是 中 算 史 上 极其 宝贵 的 资料 。 

杨辉 的 数学 研究 与 教育 工作 的 重点 是 在 计算 技术 方 
面 ， 这 是 由 于 南宋 社会 商业 贸易 发 展 的 实际 需要 所 决定 
的 。“ 乘 除 捷 法 "为 古代 改进 计算 技术 之 根本 。 杨 辉 说 
“乘除 者 本 钩 深 致远 之 法 。 指 南 算法 》 以 “加 碱 "“ 九 归 ”、 
* 求 一 ' 旁 求 捷径 ， 学 者 岂 容 不 晓 ， 宜 兼 而 用 之 。 他 主张 
广泛 采用 以 加 减 代 乘除 ， 以 归 除 代 商 除 ， 化 乘 (除数 之 
首 数 为 一 以便 用 加 减 代 乘除 ) 等 民间 习 用 之 简捷 算法 ， 
并 加 以 推广 ,创造 出 新 的 乘除 捷 法 。 杨 辉 提 出 “ 相 乘 大 
法 ", 即 “ 单 因 "“ 重 因 "、“ 身 前 因 "、“ 相 乘 "、“ 重 乘 "、“ 损 
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乘 "。 这 些 捷 法 尽 可 能 化 多 位 数 的 相 乘 为 一 位 数 的 连 乘 ， 
化 乘法 运算 为 加 ,减法 运算 ;将 古代 乘法 的 上 ,中 、 下 三 层 
运算 ， 变 在 一 个 横行 里 进行 。 目 的 在 于 提高 运算 的 速度 
与 准确 性 。 杨 辉 还 进一步 发 展 了 唐 、 宋 相传 的 求 一 算法 ， 
得 到 “ 乘 算 加 法 五 术 "、“ 除 算 减法 四 术 "。“ 增 成 法 "是 在 
北宋 初 年 已 出 现 的 一 种 除法 ， 杨 辉 在 《乘除 通 变 算 宝 ?中 
引 《 九 归 新 插口 二 句 ， 使 增 成 法 进 到 一 个 新 的 阶 
眉 , 在 此 基础 上 逐步 发 展 为 后 来 的 归 除 法 。 

纵横 图 ， 即 现今 所 谓 的 幻 方 。 早 在 《 数 术 记 遗 就 记 
载 有 古 法 “九宫 "。 杨 辉 创 “纵横 图 "之 名 。 其 《 续 古 摘 奇 算 
法 》 上 卷 作 纵横 图 十 三 幅 , 并 对 纵横 图 的 构成 规律 已 有 所 
发 现 和 概括 ,是 前 代 的 数 术 所 未 有 。 自 此 以 后 , 明 清 两 代 
中 算 家 关于 纵横 图 的 研究 相继 不 绝 。 

翅 积 术 , 是 杨辉 继 沈 括 “ 耻 积 术 "之 后 ,关于 高 阶 等 差 
级 数 的 研究 。《 详 解 九 章 算法 》 及 《算法 通 变 本 末 》 记 令 级 
数 求 和 公式 ， 除 附 于 “ 刍 童 "之 后 的 “果子 志 " 与 沈 括 刍 童 
吉 相 同 外 , 尚 有 三 角 操 、 四 隅 吉方 烘 坟 三 式 。 

杨辉 不 仅 是 中 算 史 上 一 位 著述 甚 丰 的 数学 家 ， 而 且 
尤其 是 一 位 杰出 的 数学 教育 家 。 他 特别 重视 数学 的 普及 ， 
其 著作 多 为 普及 教育 而 编写 的 数学 教科 书 。 在 《算法 通 变 
本 末 》 中 ,杨辉 为 初学 者 制订 的 “ 习 算 纲目 "是 中 国 数学 教 
育 史上 的 一 项 重要 文献 。 

杨辉 继承 古代 数学 密切 联系 实际 的 优良 传统 ， 主 张 
数学 教育 贯彻 “ 须 责 实用 "的 思想 。 他 在 《日 用 算法 》 中 说 : 
“以 乘除 加 减 为 法 , 秤 斗 尺 田 为 问 ; 用 法 必 载 源 流 , 命 题 须 
责 实 有 。” 其 书 中 多 次 引用 台州 、 黄 岩 围 量 田 图 等 实例 。 
在 教学 方法 上 ,他 主张 循序 渐进 , 精 讲 多 练 ,提倡 “ 循 循 诱 
入 ”而 又 要 求 “ 自 动 触 类 而 考 ， 何 必 尽 传 "。 在 学 习 方 法 
上 ,他 提倡 熟 读 精 思 , 融会贯通， 主张 在 广博 的 基础 上 深 
人 ,着 重 于 消化 ,掌握 要 领 。 杨 辉 特 别 重视 计算 能 力 的 培 
养 , 他 说 , 夫 学 算 者 题 从 法 取 ,法 将 题 验 , 凡 欲 明 一 法 , 必 
设 一 题 。" 又 说 :“ 题 繁 难 见 法理 ， 定 摆 小 题 验 法 理 ， 义 既 
通 虽 用 繁 题 了 然 可 见 也 。" 他 还 要 求 习题 具有 典型 性 ， 起 
到 "“ 举 一 ( 例 ) 而 三 隅 反 " 的 作用 。 杨 辉 的 先进 的 教育 思想 
和 教学 方法 ,对 后 世 有 深刻 的 影响 。 ( 李 继 闵 ) 


Yang-Mi'ersl lilun 

杨 -米尔 斯 理论 (Yang-Mills theory) ”又 称 
规范 场 理论 ， 是 研究 自然 界 四 种 相互 作用 (电磁 、 弱 、 强 、 
引力 ) 的 基本 理论 ， 是 由 物理 学 家 杨振宁 和 R. 工 . 米尔 
斯 在 1954 年 首先 提出 来 的 。 它 起 源 于 对 电磁 相互 作用 的 
分 析 ， 利 用 它 所 建立 的 弱 相 互 作用 和 电磁 相互 作用 的 统 
一 理论 ,已 经 为 实验 所 证 实 ,特别 是 这 理论 所 预言 的 传播 
弱 相 互 作用 的 中 间 玻 色 子 , 已 经 在 实验 中 发 现 。 杨 -米尔 
斯 理论 又 为 研究 强 子 (参与 强 相互 作用 的 基本 粒子 ) 的 结 
构 提供 了 有 力 的 工具 。 在 某 种 意义 上 说 ,引力 场 也 是 一 种 
规范 场 。 所 以 这 一 理论 在 物理 中 的 作用 非常 重要 。 数 学 
家 注意 到 杨 - 米 尔 斯 场 中 的 规范 势 恰 是 数学 家 在 20 世纪 
30 一 40 年 代 以 来 深入 研究 过 的 纤维 从 上 的 联络 。 不 仅 如 
792 


此 ,他 们 还 发 现 , 这 一 理论 中 出 现 的 杨 - 米 尔 斯 方程 是 一 
组 数学 上 未 曾 考虑 到 的 极 有 意义 的 非 线性 偏 微 分 方程 。 
1975 年 以 来 数学 家 对 杨 -米尔 斯 方程 进行 了 许多 深入 的 
研究 ,这 些 研究 对 于 纯粹 数学 的 发 展 ,也 起 了 推动 作用 。 

从 物理 学 知道 ， 电 磁场 的 强度 己 和 匡 可 以 用 闵 科 夫 
斯 基 时 空中 的 反对 称 张 量 Fw 表示 (2,4=1,2,3,4); 

(Fi Pa Fs)=E, (Fs,Fy,P)=H, (1) 

并 且 存在 电磁 势 A, 使 


Fs=0,As 9A (9) 2) 
这 里 的 A, 可 容许 规范 变换 
As>As=A,— ap, (3) 


9 是 任意 函数 。 如 置 5=e”,SEU(1)， 那 么 规范 变换 就 
可 以 用 U(1 ) 群 的 李 代 数 u(1)(i 为 其 基 ) 中 的 关系 式 来 
表示 
iAi =iA,— (98)S7!, 
U(1) 群 反映 了 带电 粒子 的 波 函 数 所 容 有 的 内 京 对 称 性 。 
杨振宁 和 米尔 斯 根据 中 子 和 质子 的 同位 旋 对 称 性 
(用 群 SU(2) 来 体现 ) ,预言 必 存 在 某 些 场 ,它们 由 规范 势 
ba 所 定义 ,bE su(2)，(su(2) 记 SU(2) 的 李 代 数 ), 它们 
也 有 规范 变换 
以 = SbuS-! 一 (BAS)S- (4) 
这 里 S 是 SU(2) 值 函数 。 由 b 定 义 的 规范 场 有 它 的 强度 
Fs= 09sba— Oubs+ [bas bs] (5) 
它 比 (1) 复 杂 ,这 5 SU(2) 是 非 可 换 群 之 故 。 这 种 作 
法 可 形式 上 推广 到 任何 李 群 G。 
用 数学 的 语言 来 说 , 杨 -米尔 斯 的 规范 势 就 是 六 科 夫 
斯 基 空间 Rr'' 上 的 直 积 纤维 从 Gx BR 上 的 联络 ,Phw 就 
是 曲率 。 
然而 杨 -米尔 斯 还 提出 了 杨 -米尔 斯 作用 量 (规范 势 
的 泛 函 ) 


YM(b) =+ CFs Fr) der, 


这 里 (,) 是 李 代数 的 嘉 当 内 积 , 作 它 的 变 分 ,就 得 到 纯 杨 - 
米尔 斯 方程 
Te(BuFox 二 [buyFox]) 一 0。 
这 里 9%* 是 以 1,1， 1，, 一 1 为 对 角 元 的 对 角 阵 ， 是 闵 科 夫 
斯 基 空间 的 度量 张 量 。70 年 代 中 期 起 ,杨振宁 等 注意 到 ， 
不 是 直 积 的 纤维 从 的 整体 理论 对 物理 很 有 作用 ,例如 ,第 
一 陈 示 性 数 可 以 表示 磁 荷 .数学 家 也 大 力 研究 杨 -米尔 斯 
理论 ,特别 是 杨 -米尔 斯 方程 。 这 是 一 组 非 线性 的 偏 微分 
方程 ， 有 相当 高 的 复杂 性 。 数 学 家 除了 研究 闵 科 夫 斯 基 
时 空 上 的 杨 -米尔 斯 方程 外 ,还 研究 一 般 的 可 定向 的 四 维 
黎 曼 流 形 上 的 杨 -米尔 斯 方程 。 特 别 ， 如 果 * 是 收 奇 算 
子 , 着 
# Fw— 填 Fa 

成 立 , 则 ba 必然 是 杨 -米尔 斯 方程 的 解 。 这 种 解 称 为 自 对 
偶 的 和 反 自 对 偶 的 。 已 经 证 明 ， 在 许多 很 有 意义 的 四 维 
黎 曼 流 形 上 这 种 解 是 存在 的 ， 也 已 经 弄 清 了 这 种 解 的 自 
由 度 , 在 某 些 特殊 情形 下 ,这 些 解 能 够 用 代数 几何 的 方法 


显 式 地 作出 。 这 是 解 非 线性 偏 微 分 方程 的 值得 注意 的 新 
方法 。 此 外 ， 对 于 解 的 空间 ( 称 为 模 空间 ) 的 拓扑 结构 也 
开始 有 所 了 解 。 这 些 研究 已 对 四 维 拓扑 流 形 是 否 可 有 微 
分 结构 的 问题 作出 了 很 有 意义 的 结果 。 利 用 这 些 结果 ， 
1983 年 , M. 弗 里 德 曼 引出 了 如 下 的 出 人 意外 的 结果 : 作 
为 拓扑 空间 的 欧 氏 空间 E! 容 有 非 平凡 的 可 微分 结构 (人 
们 已 经 知道 E*(n 姑 4) 只 有 平凡 的 可 微分 结构 )。 人 们 预 
料 ，E: 的 这 种 例外 情形 , 在 数学 中 (或 许 对 物理 ) 将 会 有 
很 大 的 影响 。 

杨 -米尔 斯 场 数学 问题 的 研究 还 有 许多 方面 的 问题 。 
中 国 数学 家 和 理论 物理 学 家 对 杨 -米尔 斯 场 的 研究 作 了 
若干 贡献 。 (兴起 素 ) 
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样本 (sample) 又 称 子 样 。 按 一 定 方式 从 总 体 
中 抽取 的 若干 个 体 ， 用 于 提供 总 体 的 信息 及 由 此 对 总 体 
作 统 计 推 断 。 用 样本 对 总 体 作 推断 时 , 常 利用 样本 的 某 个 
或 某 些 特定 的 函数 ,例如 样本 均值 、 样 本 方差 .样本 极 差 
等 。 这 种 不 包含 总 体 分 布 中 任何 未 知 参数 的 样本 函数 称 
为 统计 重 ,用 样本 推断 总 体 , 常 通过 统计 量 来 实现 。 

若 样本 由 吴 个 个 体 zi，zay…， xm 所 组 成 ， 则 可 把 样 
本 记 为 == (zyza…szm) 或 简 记 为 z。n 称 为 样本 大 小 
或 样本 容量 。 样 本 zx 所 能 取 的 一 切 值 的 集合 4 称 为 样本 
空间 。 

从 总 体 中 抽取 样本 的 过 程 叫 抽样 。 最 常用 的 抽样 方 
式 是 简单 随机 抽样 , 按 这 种 方式 抽样 ,总 体 中 的 每 个 个 体 
都 有 同等 的 机 会 被 抽 入 样本 , 且 每 次 抽出 的 个 体 ,在 记 下 
其 指标 后 ,还 要 放 回 总 体 中 去 ,以 保证 在 下 次 抽取 时 每 个 
个 体 仍 有 与 第 一 次 抽取 时 同等 的 机 会 被 抽 人 样本 ， 这 样 
得 到 的 样本 称 简单 随机 样本 ， 也 简称 随机 样本 或 简单 样 
本 。 简 单 随机 抽样 的 具体 结果 x，xs,… ,x 是 一 组 确定 
的 值 ; 但 它 是 随 每 次 抽样 而 改变 的 ， 因 此 每 个 x。 可 看 作 
是 描述 总 体 的 随机 变量 X 的 一 次 观测 值 ， 一 个 随机 样本 
又 可 记 为 一 (Xi,X,，…,X。), 式 中 Xs 是 相互 独立 且 都 
与 总 体 分 布 相同 的 随机 变量 , 故 是 一 个 维 的 随机 向 
量 。 它 的 分 布 称 为 样本 分 布 。 

样本 来 自 总 体 ， 包 含有 总 体 的 信息 。 但 它 本 身 只 是 
一 堆 数 据 ,只 有 经 过 适当 的 加 工整 理 ,才能 将 所 需要 的 信 
息 提取 出 来 。 整 理 的 方法 有 二 ， 一 是 将 样本 数据 分 组 并 
表示 成 图 表 ;二 是 计算 有 关 的 统计 量 。 

当 样本 取 离散 数值 ， 即 只 能 取 有 限 多 个 或 可 数 多 个 
数值 时 ， 则 可 按 这 些 数值 自然 分 组 。, 当 样本 可 在 某 取 值 
范围 内 连续 取 值 时 ， 则 可 将 其 实际 取 值 范围 划分 成 mm 个 
区 间 , 亦 即 m 个 组 ; 设 第 i 组 的 端点 为 

ci-iy Cs (i=1,2,.…,m), 
可 以 规定 组 的 划分 为 (ci-1，c] 或 [ci-1,cs)。 区 间 长 度 hh 
称 为 组 距 ,通常 取 为 相等 的 。 分 组 确定 后 , 即 可 计算 样本 
数据 落 入 每 组 的 个 数 ( 即 频数 ) ni, 及 它 在 数据 总 数 ” 中 
所 占 的 比 ( 即 频率 )f,=m/n。 将 上 述 数值 列 成 表格 , 即 得 


样本 的 频数 (频率 ) 分 布 表 。 例 如 ,在 机 床上 加 工 一 零件 ， 
随机 地 抽取 100 只 , 测 得 其 某 指标 值 如 表 1。 
表 1 
275 241 213 210 211 212 179 165 163 178 
219 214 196 199 I85 187 175 215 199 207 
180 210 159 135 202 220 212 230 196 240 
210 205 209 225 216 217 197 195 257 225 
222 195 206 202 209 203 198 190 181 201 


196 189 191 219 235 226 228 203 180 165 
168 201 230 241 250 228 218 195 160 170 
285 214 211 183 160 165 201 240 253 237 
197 204 192 194 210 225 234 227 243 260 
216 223 192 163 193 195 213 224 182 173 


经 过 整理 得 频数 (频率 ) 分 布 表 如 表 2。 表 中 的 组 距 
h=15。 


表 2 


130~145 


145~160 | 152.5 0.0007 


1 

2 

3 | 160~175| 167.5| 10 |0.10 | 0.0067 
4 | 175~190 | 182.5 | 11 |0.11 | 0.0073 
5 | 190~205| 197.5 | 26 |0.26 | 0.0173 
6 | 205~220 | 212.5 0.0160 
7 | 220~235| 227.5 0.0093 
8 | 235~250 | 242.5 0.0047 
9 | 250~265 | 257.5 0.0027 
10 | 265~280 | 272.5 0.0007 


280~295 


为 了 醒目 ， 常 将 上 述 的 频数 (频率 ) 分 布 表 用 频率 直方 图 
的 形式 形象 地 表示 出 来 。 其 作法 是 ， 在 数 轴 上 标 上 co 
G4，…sCm， 以 每 组 的 区 间 (c4-1, 6,) 为 底 , 以 频率 /组 距 的 


值 为 高 作 和 矩形 ,这 疾 个 矩形 构成 的 图 形 称 为 频率 直方 图 。 
由 表 1 作出 的 频率 直方 图 见 下 图 ， 图 中 每 个 矩形 的 面积 
即 是 相应 组 的 频率 ,而 m 个 矩形 的 面积 之 和 等 于 1。 频 率 
直方 图 可 用 作 总 体 分 布 密度 函数 的 一 种 估计 。 在 作 频 率 
直方 图 时 ,必须 适当 决定 分 组 数目 mn、 分 组 区 间 和 第 一 个 
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组 的 左 端点 co。 一 般 说 来 ,并 无 硬性 规定 。 通常 只 要 使 得 
数据 分 散在 组 中 而 不 偏向 组 内 一 边 就 行 了 。 组 数 m, 一 
般 以 十 几 个 到 二 十 几 个 为 宜 ， 太 少 会 掩盖 各 组 内 数据 变 
动情 况 ， 太 多 又 体现 不 出 总 体 分 布 的 规律 性 。 

分 组 法 的 缺点 在 于 分 组 区 间 及 分 组 数目 的 多 少 因 人 
而 异 ， 而 利用 经 验 分 布 函数 就 没有 这 个 缺点 。 经 验 分 布 
函数 Fw(x) 定 义 为 ziyzz， …，zm 中 小 于 的 个 数 与 n 之 
比 , 一口 <x<%, 它 是 一 个 阶梯 函数 , 且 具 有 通常 分 布 函 
数 的 性 质 。Fn(x) 是 总 体 分 布 函 数 F(x) 的 一 个 比较 良好 
的 估计 。 可 以 证 明 ,车 za,za，…z。 是 从 总 体 中 抽取 的 简 
单 随机 样本 , 则 当 ”> co 时 ，Fw(z) 在 全 直线 (一 co，c) 
上 几乎 必然 一 致 收 伊 于 总 体 分 布 函数 F(z)。 

《 禾 宗 舒 ) 

yangtioo honshu 

样 条 函数 (spline function) 一 类 分 段 ( 片 ) 光 
滑 ， 各 段 ( 片 ) 交 接 处 具有 一 定 光滑 性 的 函数 ,简称 样 条 。 
样 条 函数 的 名 称 来 源 于 船体 放样 时 用 来 画 光 请 曲线 的 机 
械 样 条 一 一 弹性 的 细 长 条 。 它 产生 的 背景 是 离散 数据 的 
处 理 。 高 次 多 项 式 插值 过 程 有 数值 不 稳定 的 缺点 ， 而 利 
用 分 段 低 次 多 项 式 ， 在 分 般 处 具有 一 定 光滑 性 的 函数 反 
值 过 程 有 较 好 的 稳定 性 和 收敛 性 ， 这 种 插值 过 程 产生 的 
函数 就 是 (多 项 式 ) 样 条 函数 。20 世纪 60 年 代 中 期 , 它 与 
计算 机 辅助 几何 设计 相 结合 ,在 外 形 设计 (汽车 、 飞 机 等 ) 
方面 得 到 了 成 功 的 应 用 。 同 时 ， 样 条 理论 研究 亦 逐 步 深 
入 ， 后 被 作为 函数 和 逼近 的 有 力 工具 。 其 应 用 亦 逐 渐 扩 展 
到 各 类 数据 的 插值 , 拟 合 与 平滑 、 数 值 微分 与 积分 、 微 分 
方程 和 积分 方程 的 数值 解 等 方面 从 1964 年 起 开始 研究 
非 多 项 式样 条 ， 样 条 的 概念 有 了 许多 扩展 。 它 同 其 他 数 
学 分 支 , 诸 如 最 优 控制 ,多 点 变 分 问题 、 多 点 边 值 问题 、 广 
义 递 算 子 .统计 计算 、 计 算 几何 、 泛 函 分 析 以 及 多 点 弹性 
平衡 问题 等 有 密切 联系 。 

下 面 是 几 种 常用 的 样 条 函数 。 

三 次 样 条 ”应 用 很 广 的 一 类 样 条 函数 。 给 定 区 间 
[cjb] 的 一 个 分 划 =:a= xzo< zi…<zas<xsei=b。 若 函数 
SCx) 在 每 一 个 子 区 间 [x,，x4wm] (i=0,1,…sk) 上 是 三 次 
多 项 式 , 在 交接 点 x 1,x，,…，x 处 有 二 阶 连续 导数 , 便 称 
它 是 定义 在 [a,b] 上 关于 分 划 < 的 三 次 (或 四 阶 ) 样 条 函 
数 ,简称 三 次 样 条 。x ,x4,…,zx 称 为 样 条 结 点 。 三 次 样 
条 函数 可 表 成 

S(X) = + uxt r+ ox + EB(T— Xx) /31, 

式 中 记号 us=(max(Ww,0))?。 三 次 样 条 的 力学 模型 是 弹 
性 细 梁 在 结 点 zx, 处 受 强度 为 8, 的 集中 力作 用 而 产生 的 
小 挠 度 曲线 。 三 次 样 条 起 源 于 函数 插值 ， 是 函数 示 近 
的 有 效 工 具 。 它 具有 许多 最 佳 性 质 。 例 如 ,满足 插值 
条 件 S(xD)=f(x,) (i=0, 1, …, k+1), S'(a)=f"(0), 
S'(b) =f(b) 的 三 次 样 条 S(z) 存 在 、 唯 一 且 在 一 切 满足 


上 还 插 值 条 件 的 二 次 连续 可 知 本 数 类 中 使 | (S" (x)dx 


取 极 小 。 当 了 EC4[a,b] 时 可 得 到 余 项 估计 
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max|f‘ (x)—Sx)| SCa max| 了 OCX) 
< ‘acneD 


(a=0,1,2,3), 
式 中 Co 为 与 了 无 关 的 常数 六 一 Paax(ziri 一 zi)。 又 如 ,三 
次 样 条 还 是 下 述 平 请 问题 的 解 ， 设 > 0 为 给 定 权 因子 ， 
{9 为 给 定数 据 , 求 SEH?[a,b], 且 使 


. 机 
syart os -yy 


取 极 小 的 解 。 它 也 是 凸 集 逼 近 问 题 , 求 
SEC={f(x)|u fx) SB ,mB i=0,1,.,k+1} 


合同 (Syrgx 取 极 小 的 解 .三 次 样 条 的 上 述 最 佳 性 质 , 才 


可 推广 到 奇 次 样 条 。 
多 项 式样 条 ”如 果 函 数 S(x) 在 
[zz] (i=0,1,.,k) 
上 是 m 一 1 次 多 项 式 ,在 x 处 有 直到 m 一 7, 一 1 阶 的 连续 
导数 ,而 m7, 阶 导数 在 x, 处 有 陇 跃 性 间断 ,这 里 
0<m<m (i=1,2,,k), 
便 称 S(x) 为 以 x 为 7, 重 结 点 的 m 一 1 次 (或 m 阶 ) 样 条 。 
结 点 *, 的 重 数 不 超 过 7, 的 m 一 1 次 样 条 可 表 为 SCz) 一 


vt 
tt Bm 


j 一 1。 这 种 样 条 的 集合 作成 a 一 m+7,+…+"， 维 线性 
向 量 空间 。 

mm 为 偶数 的 奇 次 ( 偶 阶 ) 样 条 ， 具 有 三 次 样 条 的 许多 
类 似 的 最 佳 性 质 , 当 mm=3 ,7 =7:=…=r， 1 时, 便 得 到 
二 次 单 结 点 样 条 , 即 氟 物 样 条 。 它 是 偶 次 样 条 的 代表 ,有 
许多 不 同 于 三 次 样 条 的 性 质 。 用 它 作 插值 时 ， 宜 用 样 条 
结 点 的 中 点 如 =(X, 二 X46w1)/2 作 插 值 结 点 。 

多 项 式样 条 即 分 下 多 项 式 ， 能 车 增 加 结 点 数目 或 提 
高 结 点 重 数 来 增加 样 条 空间 的 维 数 。 它 既 有 低 次 多 项 式 
的 简单 性 ,又 有 相当 的 光滑 性 和 灵活 适应 性 ,还 避免 了 高 
次 多 项 式 插值 的 不 稳定 性 ,是 函数 损 近 的 重要 工具 。 

多 项 式 电 样 条 、 设 (6)?*”" 为 单调 不 碱 序列 且 

Ebrm (i=1,2,,n), 

将 函数 (一)?-! 关 于 以 tint，…， unm 为 结 点 作 
阶 差 商 再 乘 以 (tsm 一 #)， 得 一 函数 Bsn(x*), 称 为 以 名 ， 
Sb Sm 为 结 点 的 mm 阶 卫 样 条 。 它 可 以 形式 地 看 作 
对 5 画 数 1 一 x) 关于 + 积分 mm 次 ,再 对 + 作 m 阶 莽 商 并 
敢 凡 (ta 一 名 的 结果 。 它 形 如 山 丘 , 有 许多 类 似 ? 函数 
的 性 质 ,如 局 部 非 零 且 非 负 , 即 当 zxE (ttyism) 时 ,Bum> 
0 否则 ，Bu m0， 太 .Bndx 一 (&。n 一)/m。 若 在 序 
列 信 }?*" 中 结 点 各 出 现 7y 次 (j=1, 2,…，k), 又 和 和 < 
0 n> m1>… 之 嫩 1 一 b， 则 相应 B 样 
条 系 (B。) 3 构成 上 面 定义 的 [a, b] 上 m 阶 多 项 式样 条 
空间 的 基底 。 它 说 明 也 样 条 名 称 的 由 来 。B 样 条 在 样 
条 理论 和 计算 中 ， 特 别 是 在 构造 平滑 公式 中 起 着 基本 的 
作用 。 

基 衬 条 以 整数 {m)=。 或 将 它们 平移 1/2 的 半 整 数 点 


为 样 条 单 结 点 的 mm 阶 样 条 , 称 为 m 阶 基 样 条 , 它 对 函数 插 
值 很 有 用 。 基 样 条 可 表 为 S(x) 一 忌 CJMm (x 一 j)， 其 中 
Mn(x) 一 3x9-1/(m 一 1)1 3 为 以 1 为 步 长 的 对 称 差分 算 
子 。 基 样 条 插值 问题 S(n) 一 y(n 一 0, 土 1，…)， 当 如 一 
O(ln|D(n> 土 co)7>0 为 某 常数 时 ,其 解 存在 ,唯一 且 
有 1S(z)1=O(z|D(1z|~co)。 平 滑 问题 
s[ sm yart BS) ys) 

取 极 小 , 其中。 为 正常 数 , 如 为 给 定 值 , 其 解 是 29 阶 
样 条 。 

在 B 样 条 和 基 样 条 的 基础 上 还 发 展 了 诸如 切 比 雪夫 
样 条 、 工 样 条 或 微分 算 子 样 条 、 指 数 样 条 等 样 条 函数 。 三 
次 样 条 是 在 小 找 度 的 假设 下 得 到 的 ， 为 了 处 理 大 找 度 问 
题 ,常用 参数 样 条 。 此 外 ,还 建立 了 种 种 非 线性 数学 模型 ， 
发 展 了 诸如 四 缴 样 条 和 有 理 样 条 等 ， 它 们 在 实际 应 用 上 
也 很 重要 。 (地 二 生 ) 


ylban kongjlan welfen jlhexue 
一 般 空间 微分 几何 学 (differential geometries 
of generalized spaces) 。 在 19 世纪 中 ,已 经 出 现 
了 黎 曼 几何 。 它 是 以 定义 空间 两 邻 点 间 的 距离 平方 的 二 
次 微分 形式 为 基础 而 建立 起 来 的 。20 世纪 以 来 , 因 受 到 
广义 相对 论 的 影响 , 黎 曼 几何 发 展 很 快 ,从 此 产生 了 以 更 
一 般 的 曲线 长 度 积分 为 基础 的 芬 斯 勒 空间 ， 以 超 曲面 的 
面积 积分 为 基础 的 嘉 当空 间 ， 以 二 阶 微分 方程 组 为 基础 
的 道路 空间 和 天 展 空间 等 等 ,而 这 些 通称 一 般 空间 。 
芬 斯 勒 空间 设 民 是 参考 于 一 系 坐 标 xzt(i 一 1,2，…， 
n) 的 n 维 集合 , 并 且 它 的 曲线 x'=x"t) 的 “ 弧 长 "是 按照 
积分 


8 -=| F(x1Ct) ,ees nt) st) ,ee mt) dt 
站 
下 Fx,z)dt= | F(x,dx) 
加 0 


定义 起 来 的 (其 中 ,=dxt(t)/dt;F(x,p)=pF(x, 守 )， 
P>0)。 这 时 , 称 M 为 芬 斯 勒 空间 。 特别 是 , 当 
F(x,dx)= V D gure 
时 ,得 到 黎 曼 空间 。P. 芬 斯 勒 (1918) 在 其 学 位 论文 中 曾 
经 把 黎 曼 空间 的 一 些 结果 拓 广 到 这 个 空间 来 ， 但 是 它 的 
微分 几何 到 启 . 嘉 当 (1934) 才 逐渐 趋 于 完整 。 例 如 ,这 个 
空间 仿 射 联络 的 确定 ,曲率 论 的 建立 等 研究 ,都 是 以 后 才 
发 展 起 来 的 。 仅 仅 要 指出 , 芬 斯 勒 空间 的 测 地 线 ( 即 上 列 
积分 的 极 值 曲线 ) 的 微分 方程 具有 如 下 的 形式 ， 
各 * 2c(=: 至 )-o， 
dz ， 
式 中 Gt(z, 和 ) 是 由 PCz, 记 确定 的 某 种 函数 组 。 
近年 来 ， 无 限 维 的 芬 斯 勒 流 形 在 非 线 性 分 析 中 有 重 
要 作用 。 
埋 当 空间 在 nn 维 空间 里 ， 以 (n 一 1) 维 超 曲 面 领域 


的 表面 积 概念 为 基础 而 构成 的 几何 ， 称 n 维 嘉 当空 间 几 
何 。 设 (z) 一 (z5x* yz) 表示 空间 一 点 的 坐标 ,(x) 一 
(ya …， tm) 表 示 该 点 切 空间 的 (mn 一 1) 维 子 空间 的 齐 
次 坐标 , (x,4) 称 为 点 (x*) 的 超 平面 素 。 以 多 表示 超 平面 
素 所 成 的 一 个 区 域 ， 采 用 一 个 在 号 是 正则 的 而 且 取 正 值 
的 函数 L(x,w), 这 里 工 关于 WW 是 正 齐 一 次 的 ，L(x,pu) 
三 PL(x,u),(p>>0), 并 约定 , 在 超 平面 素 (x,u) 的 (n 一 1) 
维 表面 积 元 素 为 


Un 
为 了 改写 0, 设 * 一 (vv,…,m-!) 是 光 清 超 曲 面 
的 正则 参数 表示 。 从 tn 一 1) xn 知 阵 (名) 员 去 第 k 
行 ,而 且 用 (一 1)**!P， 表 示 这 样 得 出 的 (n 一 1) 阶 行列 式 。 
那么 ， 从 上 列 的 约定 便 导 出 一 个 在 有 向 超 曲 面 了 的 区 域 
上 的 (n 一 1) 重 积分 
0-| reepan dvd 


它 表示 了 这 个 区 域 的 “(n 一 1) 维 表面 积 ”。 
从 基本 函数 Lx; io) 作 an- 于 3 区 ， 且 令 o~ 


detla*|, 训 当 的 测度 张 量 可 表 成 


,9:(1r: 
SHUXW) a TT (3) 。 
这 样 ,这 种 空间 微分 几何 便 有 了 发 展 的 基础 ,特别 重要 的 
是 研究 面积 积分 的 第 一 和 第 二 变 分 ,以 及 极 值 离 差 理论 ， 
即 能 保持 极 值 超 曲 面 的 无 穷 小 变形 的 方程 。 

KK 展 空间 设 在 N 维 空间 Sw 里 给 定 了 一 组 K 维 流 
形 ， 使 得 组 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 流 形 通过 一 般 位 置 下 的 
任何 K+1 个 邻近 点 ， 或 者 和 任何 一 个 已 知 的 K 维 元 素 
《 接 照 一 点 和 其 衔接 的 K 维 平坦 流 形 组 成 的 元 素 ) 相 切 。 
这 些 K 维 流 形 简称 K 展 ,具有 这 种 结构 的 N 维 空间 Sy 称 
KK 展 空间 。 特 别 是 , 当 KK=1 时 ,Sy 就 是 道路 空间 。 

设 (x4i=1,2,…,N) 是 Sx 的 一 点 的 坐标 ,那么 每 个 
下 展 可 表 成 x 一 fw sujal (i=1,2, Ny 
K<N) 或 简写 为 x'= 了 (uw*ya)，, 式 中 各 函数 是 变数 4 和 参 
数 4 的 解析 函数 (或 充分 光滑 的 函数 )。 从 定义 易 知 

R=(N-K)(K+1)。 

如 果 由 K 展 的 表达 式 消 去 参数 a, 便 获 得 仿 射 K 展 空间 
的 偏 微 分 方程 组 
3 二 sz, p)=0 (Pe), 

式 中 函数 H&s(x,p) 是 P 的 齐 二 次 函数 。 
根据 本 道格拉斯 导 进 一 个 仿 射 联络 到 仿 射 K 展 空 
间 Sy: 


吉 六 azH4o 
TK(K+1) SPP ， 

从 而 把 上 列 偏 微分 方程 组 改写 成 
Be + ThPEPS=0o 
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从 这 个 仿 射 联络 7 不 但 可 以 导出 仿 射 曲率 张 量 ss, 还 
可 作出 射影 联络 以 及 有 关 的 偏 微分 方程 组 的 可 积分 条 
件 ,还 可 证 明 : 嘉 当 的 “平面 公理 "的 成 立 与 空间 为 射影 平 


坦 是 等 价 的 。 
参考 书目 
苏 步 青 著 ; “一 般 空间 的 微分 几何 学 »， 科 学 出 版 社 ， 北 京 ， 
1958。 
( 苏 步 青 ) 
ylban tuopuxue 
一 般 拓扑 学 (general topology) 又 称 点 集 拓 


扑 学 ， 拓 村 学 的 一 个 分 支 ， 主 要 研究 本 相 空 间 的 自身 结 
构 及 其 间 的 连续 映射 的 学 科 。 在 19 世纪 70 年代， 德国 
数学 家 G, 康 托 尔 建立 了 集合 论 并 借以 描述 了 欧 氏 空间 
中 子 集 的 极限 点 、 开 集 与 闭 集 等 概念 ,一 般 拓 扑 学 研究 已 
见 端倪 。 到 了 20 世纪 初叶 ,有 人 用 集合 论 观 点 来 研究 曲 
线 族 ,函数 族 等 ,其 中 ,法 国 数学 家 M.-R. 避雷 默 在 1906 
年 的 一 篇 论文 中 ， 用 集合 论 的 语言 与 方法 址 为 直观 地 得 
到 函数 之 间 诸如 收敛 之 类 的 关系 ， 开 创 了 抽象 空间 研究 
的 先河 。 继 后 ， 德 国 数学 家 了. 索 斯 多 夫 1914 年 在 其 专 
著 中 借助 邻 域 系 引进 了 现在 称 之 为 豪 斯 多 夫 空间 的 一 种 
重要 的 拓扑 空间 。20 世纪 20 年 代 , 波兰 学 派 崛起 ，1920 
年 ,重要 期 刊 《基础 数学 》 创 刊 。1922 年 波兰 数学 家 开 . 库 
拉 托 夫 斯 基 借助 闭 包 算 子 给 出 了 拓扑 空间 的 一 般 定义 。 
一 系列 深刻 的 结果 与 巧妙 的 方法 纷纷 出 现 。 这 个 20 年 代 
可 谓 一 般 拓扑 学 的 黄金 时 代 。 

拓扑 学 关心 的 是 几何 对 象 的 相对 形势 关系 ， 早 期 拓 
扑 学 就 叫 形势 分 析 学 。 现 在 把 集合 看 成 一 种 广义 的 几何 
对 象 , 从 拓扑 学 角度 要 考察 的 形势 关系 中 ,最 自然 的 莫 过 
两 点 之 间 的 邻近 关系 。 直 线 上 两 点 邻近 就 是 指 他 们 之 间 
距离 很 短 ,邻近 概念 是 一 个 明白 易 懂 的 概念 ,然而 它 也 是 
很 基本 很 深刻 的 。 数 学 分 析 的 中 心 论题 是 极限 问题 ， 它 
就 是 考察 一 串 点 是 否 与 定点 逐渐 地 邻近 的 问题 。 数 学 分 
析 中 收敛 与 连续 这 类 重要 概念 是 某 种 极限 问题 ， 涉 及 到 
邻近 性 态 的 研究 ,应 该 指出 ,收敛 与 连续 也 是 一 般 拓扑 学 
中 最 基本 的 课题 。 邻 近 概念 又 如 何 来 描述 呢 ? 已 经 说 过 ， 
直线 上 两 点 之 间 的 邻近 关系 是 用 其 间 的 距离 来 描写 的 。 
这 里 涉及 到 点 对 之 间 的 距离 ,或 者 更 确切 地 说 度量 ( 见 度 
重 空间 ) 的 问题 。 然 而 , 邻近 关系 与 度量 并 无 必然 的 关系 ， 
在 直线 上 给 了 一 点 P, 以 了 为 中 点 的 一 串 开 区 间 形 成 了 
点 P 的 邻 域 系 。 借 助 邻 域 系 ， 在 数学 分 析 中 已 成 功 地 描 
写 了 “极限 趋向 P 点 "这 种 邻近 状态 。 这 种 办 法 可 以 在 一 
般 的 集合 上 来 进行 。 在 非 空 集合 X 上 给 定 了 一 个 邻 域 系 
构造 是 指 对 X 中 每 点 P, 指定 了 若干 含有 点 P 的 子 集 , 它 
们 满足 适当 的 条 件 ， 叫 做 己 的 邻 域 系 。 在 六 上 指定 了 邻 
域 系 的 构造 就 说 赋 子 X 上 一 个 拓扑 ， 有 了 拓扑 的 集合 XX 
就 叫做 拓扑 空间 。 

使 用 上 述 邻 域 系 构造 可 以 描述 邻近 关 系 。 如 果 点 卫 
的 每 个 邻 域 都 与 子 集 4 有 交点 ， 就 说 P 邻 近 于 4。 如 果 
点 了 的 每 个 邻 域 与 4 都 有 异 于 了 的 交点 ， 就 可 说 P 是 4 
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的 极限 点 。 将 与 4 邻近 的 所 有 点 添加 到 4 上 ， 得 出 一 个 
新 的 子 集 ， 称 作 A 的 闭 包 。 将 闭 包 等 于 自身 的 集 称 作 闭 
集 。 闭 集 4 的 补 集 X-A 称 作 X 的 开 集 。 也 可 以 用 闭 集 族 
或 开 集 族 来 等 价 地 刻画 拓扑 。 

有 了 邻近 关系 ， 可 以 把 数学 分 析 中 连续 函数 的 概念 
一 般 化 为 拓扑 空间 的 连续 映射 概念 ( 见 本 扑 空 间 )， 双 向 
的 一 一 且 连 续 的 映射 称 作 拓扑 映射 。 在 拓扑 映射 下 保持 
的 空间 性 质 叫做 拓扑 性 质 。 彼 此 之 间 存 在 拓扑 映射 的 两 
个 空间 叫做 同 胚 的 。 

拓扑 性 质 的 探讨 是 拓扑 学 研究 的 主题 。 一 个 空间 X 
中 如 有 可 数 子 集 C， 使 得 和 中 每 一 点 的 每 一 邻 域 都 与 C 
相交 ， 则 称 XX 为 可 分 的 。 可 分 性 是 一 种 拓扑 性 质 。 图 形 
连 成 一 片 的 直观 形象 在 数学 上 精确 地 处 理 的 一 种 办 法 就 
是 借助 连通 性 这 个 拓扑 性 质 。 有 界 实数 序列 必 有 收敛 的 
子 序列 这 条 性 质 本 质 上 也 是 拓扑 性 质 ， 叫 做 紧 性 。 直 线 
上 有 界 闭 子 集 都 是 紧 的 。 连 通 性 与 紧 性 都 是 重要 的 拓扑 
性 质 。 

发 现 特定 的 拓扑 空间 的 拓扑 性 质 是 重要 的 。 另 一 方 
面 , 还 很 重要 的 是 所 谓 识别 问题 , 它 要 求 找 出 一 组 拓扑 性 
质 来 刻画 一 类 空间 。 也 就 是 说 ， 凡 具有 这 一 组 拓扑 性 质 
的 空间 都 是 彼此 同 胚 的 。 人 们 已 成 功 地 用 可 分 性 、 连 通 
性 与 紧 性 等 拓扑 性 质 刻画 了 直线 段 、 球 面 等 拓扑 空间 。 
对 于 三 维 球面 的 拓扑 刻画 问题 就 是 十 分 著名 的 多 加 策 狂 
想 。 围 绕 这 个 猜想 而 十 分 活跃 的 低 维 流 形 的 拓扑 研究 中 ， 
一 般 拓 扑 学 也 占有 一 席 地 位 。 欧 氏 空间 子 集 的 拓扑 研究 
本 来 就 是 一 般 拓扑 学 的 一 个 传统 课题 ,当然 ,这 些 研究 已 
远 远 超出 一 般 拓扑 学 范围 ， 常 常 要 借助 代数 拓扑 等 方法 
来 综合 地 处 理 。 

代数 拓扑 侧重 于 代数 方法 来 研究 拓扑 性 质 ， 而 一 般 
拓扑 无 论 从 其 自身 渊源 与 使 用 方法 上 都 具有 浓厚 的 分 析 
学 的 色彩 ， 这 一 点 从 上 面 用 邻 域 系 构造 来 引进 拓扑 这 一 
过 程 中 就 可 以 看 出 。 但 是 这 并 非 说 在 一 般 拓扑 学 中 不 用 
代数 方法 。 事 实 上 ， 一 般 拓 扑 学 中 有 一 个 方向 叫做 连续 
函数 环 理论 。 它 就 是 通过 一 个 拓扑 空间 上 连续 函数 全 体 
形成 的 环 以 及 有 界 连续 函数 全 体形 成 的 子 环 的 代数 性 质 
的 研究 来 得 到 该 空间 的 拓扑 性 质 的 。 

一 般 拓扑 学 的 理论 是 从 数学 若干 分 支 的 基本 概念 的 
深化 过 程 中 升华 得 到 的 ， 自 然 是 较 抽象 的 。 这 种 抽象 性 
的 另 一 面 正 决定 了 应 用 的 广泛 性 ， 集 合 上 拓扑 结构 在 近 
代数 学 中 可 称 得 上 俯 拾 即 得 、 普 遍 存 在 的 结构 ， 例 如 巴 
拿 赫 空间 上 范 数 小 于 或 等 于 1 的 线性 泛 函 全 体 在 弱 星 拓 
扑 下 就 形成 一 个 紧 集 ， 这 一 重要 结论 在 其 证 明 中 还 自然 
地 借助 于 一 般 拓 扑 学 中 乘积 空间 吉 洪 诺 夫 定 理 。 一 些 粗 
看 起 来 不 是 拓扑 不 变 的 性 质 也 可 借助 一 般 拓扑 学 的 结果 
作出 深 一 层次 的 分 析 , 度 量 概念 不 是 拓扑 映射 下 不 变 的 。 
但 应 用 一 般 拓扑 学 的 结果 ， 在 20 世纪 40 年 代 末 已 得 出 
拓扑 空间 可 度量 化 的 拓扑 刻画 ， 从 而 可 以 推 知 局 部 可 度 
量 空间 在 整体 上 可 度量 化 的 充 要 条 件 是 仿 紧 的 。 这 是 一 
个 颠 为 有 用 的 结论 ( 见 拓扑 空间 、 度 量 空间 )。 仿 紧 概 念 


是 1944 年 由 法 国 数学 家 本 迪 厄 多 内 提出 的 ， 尽 管 局 部 
有 限 族 的 概念 早 在 1924 年 就 由 苏联 的 I.C. 亚 历 山 德 罗 
夫 提 出 ,但 只 是 在 仿 紧 概 念 出 现 后 , 才 可 能 把 局 部 范围 的 
一 些 结构 协 合成 一 个 整体 结构 ， 因 而 不 只 在 一 般 拓 扑 学 
自身 而 且 在 注重 整体 分 析 的 许多 近代 数学 分 支 中 ， 仿 紧 
性 都 是 重要 的 概念 在 基础 数学 的 研究 中 ,一 般 拓扑 学 也 
可 发 挥 作用 ， 著 名 的 哥 德 尔 完备 性 定理 本 身 反映 的 就 是 
一 种 拓扑 空间 中 紧 性 问题 。 

一 般 拓扑 学 经 过 70 一 80 年 的 发 展 , 已 较 成 熟 。 但 其 
自身 结构 中 若干 问题 仍然 引 人 注 意 ， 例 如 维 数论 仍 在 不 
断 地 取得 进展 ( 见 维 数 )。 当 然 ， 作 为 较为 成 熟 分 支 的 特 
点 ， 其 最 活跃 的 领域 总 是 在 它 与 其 他 分 支 交互 作用 的 边 
缘 地 带 。 

在 20 世纪 60 年 代 ,集合 论 有 一 个 重大 突破 ,这 就 是 
了 .J, 科 思 关于 连续 统 假设 独立 性 的 证 明 以 及 在 这 个 证 明 
中 所 用 的 力 近 方法 〈 见 连续 统 假设 )。 于 是 20 年 代 一 般 
拓扑 学 黄金 时 代 中 提出 的 一 些 与 集合 论 颇 有 关联 的 问题 
又 引起 了 一 般 拓扑 学 家 的 兴趣 ， 使 用 力 迫 法 及 其 种 种 变 
种 进行 新 的 探讨 ， 一 个 称 作 集 论 拓扑 学 的 领域 也 就 形成 
了 ,这 是 一 般 拓 扑 学 中 比较 活跃 的 领域 之 一 。 

在 20 世 纪 60 年 代 工 . A, 扎 德 提出 了 模糊 集 论 ( 见 楼 
攀 性 数学 )。 从 纯 数 学 角度 看 ,模糊 集 的 提出 丰富 了 经 典 
集 论 的 内 容 ， 从 而 也 刺激 了 与 集合 论 关系 密切 的 一 般 拓 
扑 学 的 研究 ,经 过 中 外 学 者 的 努力 , 现 已 形成 了 称 之 为 不 
分 明 拓扑 学 ( 即 模糊 拓扑 学 ) 这 个 生机 勃勃 的 研究 领域 。 
不 分 明 拓扑 空间 以 通常 拓扑 空间 为 特 款 ， 但 在 这 更 一 般 
的 柜 架 上 ， 传 统 的 邻 域 系 这 个 邻近 构造 呈现 出 严重 的 局 
限 。 中 国学 者 提出 了 称 作 重 域 系 的 新 的 邻近 构造 ， 克服 
了 这 一 基本 困难 。 重 域 概念 的 提出 ， 收 敛 理 论 的 完成 以 
及 诸如 不 分 明 嵌入 定理 的 建立 在 不 分 明 拓扑 学 中 都 是 重 
要 的 。 这 个 领域 正 结合 着 若干 代数 性 质 的 研究 ， 围 绕 格 
( 见 格 ) 上 拓扑 学 这 个 主题 深入 展开 。 不 分 明 拓扑 的 成 果 
已 应 用 于 模糊 数学 的 其 他 理论 研究 与 实际 应 用 中 。 

在 一 般 拓 扑 学 的 活跃 领域 中 还 有 与 同 伦 论 的 基本 概 
念 关系 密切 的 型 论 研究 以 及 综 取 收缩 核 理论 与 n 维 流 形 
理论 ( 见 流 形 ) 的 成 果 而 展开 的 无 限 维 流 形 理论 研究 。 这 
两 个 方向 的 研究 前 途 远 大 。 
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一 阶 逻 辑 (first order logic) ”研究 数学 中 由 
个 体 、 函 数 及 关系 构成 的 命题 以 及 由 这 些 命题 经 使 用 量 
词 和 命题 连接 词 构成 的 更 复杂 的 命题 和 这 类 命题 之 间 的 
推理 关系 。 在 为 数学 的 语言 和 推理 建立 形式 系统 的 过 程 
中 ,一 阶 逻 辑 处 于 核心 地 位 ,多 数 常见 的 数学 公理 系统 都 
可 在 一 阶 逻 辑 中 表述 。G. 弗 雷 格 首先 建立 了 一 阶 逻 辑 的 
形式 系统 (1897)。 人 们 也 称 之 为 谓词 演算 。 其 后 , A. N. 
怀特 海 和 B. A. M. 罗素 使 其 进一步 精确 化 (1910)。 

在 一 阶 丈 辑 中 描述 一 个 数学 理论 ， 首 先 会 涉及 这 个 
理论 所 讨论 的 对 象 \ 定 义 在 这 些 对 象 上 的 函数 ,以 及 这 些 
对 象 之 间 的 关系 或 性 质 。 数 学 理论 所 讨论 的 对 象 称 为 个 
体 ， 由 个 体 组 成 的 非 空 集合 称 为 论 域 或 个 体 域 。 按 通常 
数学 中 的 定义 ， 一 个 "元 函数 就 是 从 论 域 4 的 个 体 的 所 
有 元 组 的 集合 至 A 中 的 一 个 映射 。A 中 个 体 的 n 元 组 
(4 ,42,…， mm) 经 映射 了 对 应 到 4 中 的 个 体 表 示 为 F(a,， 
aa)。 函 数 增加 了 个 体 的 表达 形式 。 人 们 也 考虑 论 
域 A 中 哪些 元 组 满足 关系 及 ， 即 4 中 哪些 ”元 组 (qi， 
@，…， @m) 使 得 尼 (a,， Gs，…, an) 为 真 。 此 时 的 RCa， 
ya) 就 是 一 个 命题 。 

在 各 种 关系 中 ， 相 等 关系 是 经 常 要 用 的 。 因 为 常常 
需要 知道 不 同 个 体 的 表达 式 是 否 指称 同一 个 对 象 。 例 如 
3+3 与 2x3 是 否 表示 同一 个 数 。 

可 以 将 关系 或 命题 用 命题 连接 词 来 构成 更 复杂 的 关 
系 或 命题 。 当 描述 一 些 个 数 为 无 穷 的 对 象 的 性 质 时 ， 就 
需要 引进 量词 。 例 如 说 “对 任何 一 个 自然 数 ,都 有 一 个 比 
它 大 的 素数 "时 ， 就 引进 了 量词 “所 有 个 体 ” 及 “存在 个 
体 ", 并 且 将 关系 或 命题 经 量词 构成 了 更 复杂 的 关系 或 命 
题 。“ 论 域 中 的 所 有 个 体 " 称 为 全 称 量词 ， 由 它 所 构成 的 
命题 “ 论 域 中 所 有 的 个 体 有 某 性 质 "， 当 论 域 中 所 有 个 体 
都 有 此 性 质 时 ,此 命题 是 真 的， 否则 为 假 。“ 论 域 中 存在 
个 体 " 称 为 存在 量词 ， 由 它 所 构成 的 命题 “ 论 域 中 存在 个 
体 有 某 性 质 ", 当 论 域 中 某 些 个 体 有 此 性 质 时 为 真 ， 否 则 
为 假 。 

“所 有 个 体 "、“ 存 在 个 体 "中 ， 量 词 加 在 论 域 的 个 体 
上 ， 称 为 一 阶 量词 。 在 一 阶 逻辑 中 使 用 的 量词 仅 限于 一 
阶 量词 。“ 所 有 函数 "、“ 存 在 函数 "、“ 所 有 关系 "和 "存在 
关系 ”是 二 阶 量词 。 此 外 还 有 更 高 阶 的 量词 。 相 应 地 也 
有 二 阶 逻辑 、 高 阶 逻 辑 等 。 

按照 建立 形式 系统 的 一 般 原 则 ( 见 运 辑 演 算 )， 一 阶 
逐 辑 的 形式 系统 应 包括 它 的 语言 , 即 一 阶 语言 ,以 及 逻辑 
公理 和 推理 规则 。 

一 阶 语言 的 符号 包括 以 下 几 类 。 

@ 个 体 变 元 x*,y,z,…。 

@ 函数 符号 (表示 函数 ) 了,g,h,…， 个 体 符号 (表示 
论 域 中 的 个 体 ) a,b,c,…; 及 谓词 (表示 关系 )P,@,R,…。 
其 中 有 一 个 二 元 谓词 = , 称 为 等 词 (表示 恒 同 关系 )。 

@ 命题 联结 词 一 , 八 ,V ,了 ,以 及 量词 (存在 
量词 ), V (全 称 量词 )。 
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@,@ 及 等 词 称 为 逻辑 符号 ， 其 他 符号 , 即 等 词 外 的 
回 称 为 非 远 辑 符号 。 

归纳 地 定义 一 阶 语言 的 项 和 公式 ， 也 称 之 为 形成 规 
则 。 项 的 定义 ， 

@ 变 元 和 个 体 符号 是 项 。 


@ 车,…, 刀 是 项 ,f 是 一 个 元 函数 符号 , 则 了 
(和 可，… 机) 是 项 。 

公式 可 定义 为 ， 

@ 车， 三，…， 如是 项 ,，P 是 n 元 谓词 符号 ， 则 


了 (hb 加) 是 公式 ,也 称 为 原子 公式 。 

@ 若 4 是 公式 , 则 一 4 是 公式 ; 若 4,B 是 公式 ， 则 
ANB,4VB,4->B,4rB 是 公式 。 

@ 若 4 是 公式 , 则 习 z4, Yx4 是 公式 。 

如 果 变 元 x 出 现在 公式 A 中 形 如 3xB 或 YzB 的 
部 分 , 称 这 个 出 现 为 x* 在 A 中 的 约束 出 现 ， 否 则 , 称 为 x 
在 4 中 的 自由 出 现 。 例 如 在 公式 x= 0V 3x (x>0) 中 ， 
第 一 个 x 是 自由 出 现 ,第 二 ,三 个 x 是 约束 出 现 。 没 有 变 
元 自由 出 现 的 公式 称 为 闭 公式 。 

谓词 演算 作为 一 个 形式 系统 ,可 以 规定 它 的 解释 ,给 
定 一 个 论 域 ,对 于 谓词 演算 中 出 现 的 个 体 符号 ,函数 符号 
及 谓词 依次 解释 为 论 域 中 的 个 体 及 定义 在 此 论 域 上 的 函 
数 及 关系 。 此 论 域 及 其 对 于 谓词 演算 中 形式 符号 的 解释 
称 为 该 演算 的 一 个 结构 或 模型 。 由 对 于 个 体 符号 和 函数 
符号 的 解释 可 知 ,项 可 解释 为 复合 函数 , 它 指称 个 体 。 原 
子 公式 PC 所， …， 加) 解释 为 白 , 所， …， 如 所 指称 的 个 
体 满足 元 关系 已。 若 公式 A(x) 表 示 关 系 , 则 VxA(x) 
解释 为 论 域 中 所 有 个 体 满足 关系 4，3xA(x) 解 释 为 论 


城中 存在 某 个 体 满足 关系 A。 
谓词 演算 的 推理 规则 可 规定 如 下 
Q@ A=>B,A (假设) 
B (结论 )。 
@ 若 z 不 在 B 中 自由 出 现 , 则 A>B (假设 ) 
3x4~>B (结论 )， 
若 x 不 在 A 中 自由 出 现 , 则 A->B (假设 ) 


A>vxB (结论 )。 
谓词 演算 的 逻辑 公理 陈述 逻辑 符号 的 性 质 ， 分 为 三 
类 ， 
@ 命题 公理 将 重 言 式 ( 见 命 题 还 辑 ) 中 出 现 的 命 
题 变 元 代 之 以 谓词 演算 中 的 任意 公式 后 得 到 的 公式 ; 
@ 便 同 公理 x=x 及 相等 性 公理 


Ryn f(xn) 
=f(y YY) 

X= (x = (P(X Xn) 
了 (Ban 


@ 替换 公理 A。[a]>3xA 及 Vz4>4o[a]， 其 
中 A。[a] 表 示 将 公式 A 中 所 有 x 的 自由 出 现代 之 以 项 a。 

谓词 演算 的 公理 ， 即 逐 辑 公理 并 不 界定 具体 的 函数 
或 关系 ,而 仅仅 处 理 运 辑 词 项 的 一 般 性 质 。 换 言 之 ,对 它 
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的 个 体 符号 ,函数 符号 .及 谓词 的 解释 可 以 是 任意 论 域 中 
的 任意 个 体 、 函 数 及 关系 。 谓 词 演算 的 这 个 抽象 性 质 对 
于 近年 来 模型 论 的 发 展 是 本 质 的 。 

在 谓词 演算 的 框架 中 ， 用 形式 语言 表述 数学 的 公理 
(并 不 一 定 能 完全 表述 )， 就 得 到 不 同 数学 理论 的 形式 系 
统 .这 类 形式 公理 刻画 了 某 些 具体 的 非 逻辑 符号 的 性 质 ， 
称 为 非 逻 辑 公理 。 例 如 ; 

全 序 理论 的 形式 系统 中 仅 有 一 个 非 逻辑 符号 二 元 谓 
词 <。 除 逐 辑 公 理 外 , 它 还 有 非 逻辑 公理 ，@Ox<y 人 < 
z>x<z; Ox<yN\y<r>x=y @xr<z Ox<yV 
y<x。 自 然 数 集合 及 其 上 的 顺序 关系 就 是 全 序 理论 的 一 
个 模型 。 

群 论 的 形式 系统 中 只 有 两 个 非 逻辑 符号 ， 个 体 符号 
1 及 二 元 函数 符号 *。 它 的 非 逻辑 公理 为 ，@x(y'z)= 
(xz) Oxl=x 1x=x; 图 Iy(xy=1\Yy'x= 
1)。 任 何 一 个 群 都 是 它 的 模型 。 

数论 的 形式 系统 中 的 非 逻 辑 符号 有 :个 体 符号 0, 一 
元 函数 符号 s 及 两 个 二 元 函数 符号 + 及 ，。 数论 ( 或 皮 亚 
诺 算 术 ) 的 公理 为 ，@ 一 s(x*)=0,@s(x)=s(y) 了 >x= 
y, @x+0=x, Ox+s(x)=s(x+y), Ox.0=0, @ 
Xs(y)=(x-y)+x*，@ 若 A 为 系统 内 的 公式 , xo 在 A 中 
自由 出 现 , 则 对 每 个 这 样 的 公式 A, 有 公理 A(0, zx, x;， 
sxn) /NN( Vxo) (A(Xo, Kis Xa) >A(S(Xo) ,Xi ,Xa 
xm))-(Vxzo)4(xoyzi， …yxn)。 自 然 数 的 算术 就 是 它 的 
一 个 模型 。 

陈述 在 一 阶 语言 中 ,由 逻辑 公理 , 非 逻 辑 公理 及 推理 
规则 推出 的 全 部 形式 定理 〈 见 还 加 演算 ) 称 为 一 阶 理论 ， 
记 为 T。 为 区 别 不 同 的 一 阶 理论 ,只 要 指出 了 的 语言 中 
的 非 逻 辑 符号 及 非 逻 辑 公理 就 够 了 。 任 何 一 阶 理论 都 包 
含 了 谓词 演算 作为 它 的 子 系统 。 

在 谓词 演算 的 任意 模型 中 均 为 真 的 公式 称 为 永 真 的 
或 有 效 的 公式 。 例 如 ， 公 式 A(x,y)V 一 A(x,y) 就 是 有 
效 的 公式 ,而 x*<yVy<x 就 不 是 有 效 的 。 因 为 在 全 序 结 
构 中 ， 对 x,y 在 个 体 域 中 的 任意 取 值 ， 该 公式 的 解释 均 
为 真 。 而 在 半 序 结构 中 ， 例 如 该 结构 的 论 域 为 一 个 集合 
的 全 体 子 集 的 集合 ， 忌 解释 为 集合 的 包含 关系 ， 那 么 上 
式 的 解释 当 x,y 取 任意 的 两 个 子 集 时 就 不 都 是 真 的 了 。 

直观 上 看 ， 逐 辑 的 定理 应 当 是 在 一 切 可 能 的 世界 电 
均 为 真 的 定理 。 在 一 定 意义 下 , 谓词 演算 满足 这 个 性 质 。 
可 以 验证 ， 谓 词 演算 的 公理 均 为 有 效 的 ， 它 的 推理 规则 
的 假设 有 效 则 结论 也 必 有 效 。 因 此 ， 谓 词 演算 的 所 有 定 
理 都 是 有 效 的 。 这 个 性 质 称 为 谓词 演算 的 有 效 性 或 可 靠 
性 。 反 之 ,任意 有 效 的 公式 必 为 谓词 演算 的 定理 这 就 是 
著名 的 哥 德 尔 完备 性 定理 。 由 KK. 琳 德 尔 于 1930 年 证 明 。 

用 上 4 表示 4 是 谓词 演算 的 形式 定理 ， 即 4 是 系统 
内 的 定理 。 而 可 靠 性 与 完备 性 刻画 了 整个 形式 系统 的 性 
质 ， 是 关于 系统 的 定理 ， 也 称 为 元 定理 。 形 式 系统 的 性 
质 是 数理 逻辑 主要 的 研究 对 象 之 一 。 

由 谓词 演算 的 有 效 性 及 完备 性 容易 推 知 一 阶 理论 的 


可 靠 性 与 完备 性 。 使 一 阶 理论 了 的 所 有 公理 为 真 的 结构 
称 为 了 的 一 个 模型 。 若 了 的 一 个 公式 4 在 了 的 任意 模型 
中 均 有 效 , 称 4 在 T 中 有 效 , 记 为 TF4。A 是 了 的 定理 记 
为 TH4。 那 么 了 的 可 靠 性 与 完备 性 就 可 以 陈述 为 TFA 
的 充分 必要 条 件 为 TFA。 
若 不 存在 4 使 得 TH4 且 上 一 4, 则 称 了 是 协调 的 。 
若 T 是 协调 的 , 则 了 必 有 模型 (广义 完备 性 定理 )。 
形 如 9x,，9x，,…，9xnB 的 公式 称 为 前 束 型 公式 ， 
其 中 9xi 表 示 3x, 或 Vx,，B 是 一 个 不 含量 词 的 公式 。 
任何 一 个 一 阶 理论 7 〈 当 了 的 非 丈 辑 公 理 集 为 空 集 时 就 
是 一 个 谓词 演算 ) 的 公式 4, 都 有 一 个 公式 A', 使 得 TH 
44' ,其 中 A' 为 前 束 型 公式 9x，，, 9x,,…,9xaB, 且 BB 
中 的 非 逻 辑 符号 均 在 A 中 出 现 。 A' 也 称 为 A4 的 前 东 范 
式 。 此 性 质 可 用 于 对 谓词 演算 或 一 阶 理论 的 公式 进行 分 
类 上 。 此 时 只 需 考 虑 前 束 范式 中 的 量词 ， 将 它 作为 公式 
复杂 性 的 一 种 测度 。 
参考 书目 
王 浩 著 :数理 逻辑 通俗 讲话 *, 科学 出 版 社 ,北京 ,1981。 
J. R. Schoenfield, Mathematical Logic, Addison-Wesley, 
Reading Mass. , 1967. 
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yljle planwelfen fangcheng 
一 阶 偏 微分 方程 (first order partial differ- 
ential equation) 最 简单 的 一 类 偏 微分 方程 。 一 
个 未 知 函 数 wx)= (ziyzay…yxzs) 所 适合 的 一 组 一 阶 偏 
微分 方程 即 
fxsu,p)=0 (i=1,2,.,k), (1) 
式 中 z=(z x2,… ,xn) EU (R" 之 开 集 ),u 是 实 值 函数 ， 
p=(pi pp = (Me, 斌 ，…， 绩 ). 适 合 (1) 的 


函数 4 称 为 其 解 。 


单个 拟 线性 方程 
访 ox) 六 =b(x,u) (2) 
是 式 (1) 的 重要 特例 , 解 u=u (x) 定义 了 DxR 中 一 个 曲 


面 , 称 为 (1) 的 积分 曲面，( 总，…， 全 一) 是 
其 上 一 点 (xy 处 的 法 线 方向 数 ,(auyasy…-yau6) 则 定义 
一 个 方向 场 , 称 为 特征 方向 场 。 式 (2) 表 明 积 分 曲面 在 其 
各 点 上 均 与 该 方向 场 相 切 。 特 古方 向 场 的 积分 曲线 ， 称 
为 (2) 的 特征 曲线 。 它 们 是 常 微分 方程 组 (特征 方程 ) 


dx 
HX), 


的 积分 曲线 。 由 上 所 述 ， 可 见 式 (2) 的 积分 曲面 是 由 式 
(3) 的 积分 曲线 织 成 的 。 反 之 ， 若 一 曲面 =u(x) 是 由 
(3) 之 积分 曲线 织 成 的 ， 则 必 为 式 (2) 的 积分 曲面 。 因 此 
式 (3) 的 讨论 对 研究 偏 微分 方程 (2) 有 特别 的 重要 意义 。 
式 (2) 的 定 解 问题 中 ,最 重要 的 是 柯 西 问 题 ， 即 在 U 
中 给 定 一 个 n 一 1 维 子 流 形 y 及 其 上 的 函数 p(x), 要 求 
式 (2) 的 解 w=u(x) 满 足以 下 的 附加 条 件 (初始 条 件 ): 


du 
本 一 bx) (3) 


uly=p(x)。 (4) 
从 几何 上 看 , 集 T 一 {(x,P(x)),xE7Y} 是 UxR 中 一 个 给 
定 的 n 一 1 维 子 流 形 ， 而 条 件 (4) 即 要 求 积 分 曲线 〈 它 是 
UxR 中 的 一 个 n 维 子 流 形 ) 通 过 T。 
柯 西 问题 的 解 的 局 部 存在 的 条 件 从 几何 上 看 是 很 清 
荡 的 ; 若 在 (x。,W) ET 附近 《G1,4,,… ,4n,b) 大 0, 则 在 该 
点 附近 特征 向 量 场 微 分 同 胚 于 平行 向 量 场 ， 特 征 曲 线 族 
则 微分 同 胚 于 平行 直线 族 。 如 果 了 在 (xu，to) 附近 横 截 
《 即 不 平行 ) 于 该 平行 直线 族 ,就 可 以 以 了 为 底 ,以 该 平行 
直线 为 “母线 " 作 一 “ 柱 面 "。 它 就 是 所 求 的 积分 曲面 , 亦 即 
柯 西 问题 的 解 。 
对 一 般 的 单个 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 
F(x,u,p)=0, (5) 
则 应 以 UxRx R"={(x,u,p)) 代替 上 述 的 UxR。 对 于 
积分 曲面 w=4(x), 它 在 (x, u(x)) 处 的 法 线 方向 由 p= 


训 所 确定 ， 因 此 (zip) 决 定 了 一 个 过 (zi 的 以 (pi 


Pi，…，po, 一 1) 为 法 线 的 超 平面 , 即 过 该 点 的 积分 曲面 的 
切 超 平面 。 于 是 ,在 UxR 中 来 看 ,{(x,4,p)} 给 出 一 个 超 
平面 场 ， 每 一 个 这 样 的 超 平面 称 为 过 (x,) 的 接触 元 素 。 
对 于 给 定 的 (zu), 适 合 方程 (5) 的 p 不 是 唯一 的 ,从 而 有 
一 个 接触 元 素 族 。 它 们 的 包 络 是 一 个 以 (x*,%) 为 顶点 的 
锥 , 称 为 蒙 日 锥 。 方 程 (5) 的 积分 曲面 在 各 点 均 切 于 过 该 
点 的 蒙 日 锥 。 

对 于 拟 线性 方程 (2)， 蒙 日 锥 赔 化 为 过 (x，4) 的 以 
(4,02，… ,4nsb) 为 方向 的 轴 。 

积分 曲面 既 切 于 蒙 日 锥 , 则 必 沿 某 一 母线 切 于 它 。 这 
条 母线 的 方向 给 出 了 积分 曲面 上 的 一 个 方向 场 。 对 于 方 
程 (2) 来 看 , 它 就 是 特征 方向 场 。 所 以 在 一 般 的 非 线性 方 
程 (5), 也 称 它 为 特征 方向 场 ,其 积分 曲线 也 称 为 方程 (5) 
的 特征 曲线 。 积 分 曲面 仍 由 特征 曲线 织 成 。 

但 是 ,与 方程 (2) 也 有 所 不 同 , 即 现在 必须 在 UxRx 
Rr 中 来 考虑 特征 方向 场 ， 从 而 可 以 得 到 如 下 的 常 微分 方 
程 组 


dx, 

Fo i125,n), (6) 
du 

过 =- 习 pev (7) 
dp， aF ”3F 

=- (B+) (8) 


解 出 这 个 方程 组 将 得 到 一 个 特征 带 ， 它 在 UxR 中 的 投 

影 则 称 为 方程 (5) 的 特征 曲线 。 特 征 带 是 一 个 在 UXRXx 
R 中 的 概念 。 

解 柯 西 问题 的 特征 线 法 ”在 解 柯 西 问题 (4) 时 ,将 ? 
写成 参数 形式 

和 一 (SS (9) 

p(X) 一 P(X(Slyss ys-1)) 一 儿 (slysay ysn-1)。《〈10) 

然而 ,以 它 为 初始 条 件 还 不 能 解 出 特征 带 的 方程 组 ,还 需 

要 有 p, 所 适合 的 初始 条 件 。 
对 于 拟 线性 方程 (2), 以 (9)、(10) 为 初始 条 件 解 特征 
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方程 组 (3), 可 得 
(bbsiy3ay Sm) (11) 
bu(t,Si ,SSn-1)o (12) 
他 
Bx ar .dx 
a 下 下 
a Ma 
Pa 了 线 Bs “as 
-ax 
as-~: 
加 m m 
ax xz ax 
az， az Bx 
Bs 5 
车 在 t=0 时 , 即 在 ?上 ,4|-o 关 0, 则 可 以 在 |t| 充 分 小 时 
即 在 y 附 近 由 (11) 解 出 (ts1,52，*…， sw-:) 为 (Zi，xay 
xn) 的 函数 ,代入 (12) 即 得 柯 西 问题 的 解 。 
在 以 上 讨论 中 ,条 件 
的 PR (13) 


极为 重要 。 它 在 几何 上 表示 特征 线 横 截 于 T。 没 有 这 种 
横 截 性 ， 一 般 说 来 特征 曲线 不 能 织 成 积分 曲面 ， 然 而 若 
仍 可 能 有 解 ， 那 么 解 称 为 奇异 解 。 条 件 〈13》 称 为 特征 
条 件 。 

对 于 非 线性 偏 微分 方程 (5), 需 要 解 出 特征 带 的 方程 
组 (6)(7)、(8)。 这 时 需要 ps 所 适合 的 初始 条 件 。 很 容 
易 看 到 ,在 t= 0 时 ,p, 应 适合 以 下 条 件 

F(x,u,p)=0, (14) 


& Ad: 站 
如 -为 p 证 (jb2s nl) (15) 


(14)、(15) 共 有 个 方程 ,它们 称 为 带 条 件 。 为 了 能 从 其 
中 解 出 pis 又 需要 在 t=0 时 


EA 
dp! Ip: pw 
3 
4=| 5 8 9s |*o， 《16) 
az ax Bx 
Bx Bx Bes 


在 方程 (2) 的 特例 下 , 它 就 是 式 (13)。 所 以 式 (16) 也 称 为 
特征 条 件 。 
车 带 条 件 和 特征 条 件 得 以 满足 , 就 将 得 出 在 t=0 时 
Xi 和 Ps 所 适合 的 初始 条 件 。 于 是 可 以 得 到 
和 tbsiySa os) (i=1,2,%,n), (17) 
Wt,S ,S23 sn ) (18) 
Bi= Di(bsiySa Si) i=1,2,.…,n), (19) 
利用 特征 条 件 , 可 以 从 式 (17) 中 解 出 (t,s1 ,ss,…, se) 
为 (ruzu…xo) 的 函数 ,代入 式 (18) 即 得 x= wz) 为 柯 西 问 
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题 的 解 .代入 式 (19) 得 ps=ps(x), 可 以 证 明 恰好 有 pz 一 
ux) 
5x 

圭 格 朗 日 - 查 皮特 方法 ”求解 柯 西 问题 (5)(4) 的 另 
一 方法 , 是 求 (5) 的 含有 nn 个 参数 4=(a1,0,,…s4n) 的 解 
4 二 W(x,0)。 它 称 为 (5) 的 完全 积分 。 

将 (4) 所 定义 的 子 流 形 T 局 部 地 表 为 xs=xisy 
S29 sn) 一 太 (51,5,,… sn-1)。 再 取 4 一 a(s) 使 4= 
W(x,a(s)) 经 过 (x(s),u(s)) 而 且 在 该 点 切 于 了 , 即 有 

u(x(s),a(s)) =0(s), 
90 _ Ou az 
Os, Fi x, ss | -eye 
这 一 族 解 的 包 络 仍 是 (5) 的 积分 曲面 ， 而 且 通过 了 ， 亦 即 
所 求 柯 西 问题 的 解 .于 是 , 将 问题 归结 为 求 (5) 的 含 n 一 1 
个 参数 3 一 (s1,s…， ss-1) 的 解 u(x,a(s))， 它 称 为 (5) 的 
通 积分 。 

若 将 完全 积分 对 n 个 a 求 包 络 ， 即 由 w=u(x,a)， 

亲 =0 (i=1,2,…m) 中 消去 w 还 可 得 到 方程 (5 ) 的 另 


一 种 解 , 称 为 奇异 积分 。 
于 是 问题 归结 为 如 何 求 完全 积分 。 为 此 考虑 一 个 与 
之 相关 的 问题 ， 求 函数 w=u(x) 使 之 满足 一 组 偏 微分 方 


F(x,p)=0y 


det( Wo) #0. 
因为 方程 个 数 超过 未 知 数 个 数 , 故 (20) 称 为 超 定 方程 组 。 
超 定 方程 组 有 解 ， 需 有 一 定 条 件 称 为 可 积 性 条 件 。 对 于 
《20), 可 积 性 条 件 为 

De- 
(i,j=1,2,,n), 
(FF4) 称 为 泊 松 括号 。 若 一 个 方程 组 适合 (21), 则 称 之 
为 对 合 方程 组 。 
方程 (5) 可 以 化 为 不 显 含 4 的 情形 。 因 为 若 将 4= 
W(x) 写 为 隐 函 数 以 xX,4) =c, 而 以 2 为 新 的 未 知 函 数 , 则 


(5) 成 为 (zot, 一 如 | 织 )~0. 若 视 4 为 自 变量 则 未 知 
函数 不 显 现 。 因 此 可 以 限于 求解 以 下 形式 的 方 各 


人 1 2， ， 
(20) 


(21) 


F(z, )=0, (22) 
对 (22) 补 充 以 n 一 1 个 新 的 方程 
Fx, )=0, C280sm), (29) 


式 中 为 参数 。 可 以 适当 取 PvPi，……P。 使 (22)、(23) 
成 为 对 全 方程 组 。 再 从 (22)、(23) 中 解 出 p= 部- (i= 


1,2，…sn) (其 中 含 常数 qivaa,…，an), 即 可 得 (5) 的 含有 
nn 个 常数 的 解 ( 即 完全 积分 ) 


zx 加 [pmar+a。 
以 上 方法 称 为 拉 格 朗 日 - 查 皮 特 方法 。 


普法 夫 方程 组 、 弗 罗 贝 尼 乌 斯 条件 在 UCR" 中 车 
给 定 了 一 个 充分 光滑 的 向 量 场 ， 则 过 也 之 每 一 点 必 有 其 
唯一 的 积分 曲线 。 若 给 定 7(1<r<n) 个 光滑 向 量 场 , 则 
不 一 定 经 过 每 一 点 都 有 7 维 子 流 形 使 得 在 其 各 点 上 均 与 
这 些 向 量 场 相 切 (也 不 一 定 能 找到 n 一 1 维 子 流 形 使 得 在 
其 各 点 上 均 与 这 些 向 量 场 相 切 )。 若 有 这 样 的 维 子 流 形 
存在 ,就 说 这 些 向 量 场 可 积 ,该 流 形 称 为 其 积分 流 形 。 

求 积分 流 形 发 生 障 碍 的 几何 原因 , 可 由 下 例 看 出 。 设 
在 尼 中 给 出 一 个 平面 场 (相当 于 两 个 向 量 场 ), 作 柱 面 如 
图 ， 则 该 平面 场 在 柱 面 上 决定 一 个 向 量 场 。 若 原平 面 场 
可 积 而 有 积分 曲面 存在 ， 则 积分 曲面 与 柱 面相 截 将 给 出 
柱 面 上 的 向 量 场 的 封闭 积分 曲线 。 但 是 柱 面 上 的 向 量 场 
不 一 定 有 封闭 的 积分 曲面 存在 。 


柱 面 上 的 向 量 场 不 一 定 有 圭 逆 
的 积分 曲面 存在 示意 图 
上 述 问 题 稍 加 改 述 ， 求 一 个 超 曲 面 &=w(z)( 而 不 只 
是 了 维 子 流 形 ) 与 ?个 向 量 场 相 切 , 即 


a 
oa nl2oD 24) 


这 是 一 个 超 定 方程 组 。 前 述 拉 格 朗 日 - 查 皮 特 方法 中 已 遇 
到 这 种 问题 。 
式 (24) 规 定 出 7 个 一 阶 偏 微分 算 子 ( 亦 即 向 量 场 )X4 一 


为 ov .它们 的 交 快 子 仍 是 一 阶 仿生 分 算 子 : 
[Xs Xs =X,0X~— XoX, 


Ban _a 3aa) 8 _ 
pe (eu Bx wax) dx 《25) 


弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 指出 ， 超 定 方程 组 (24) 可 积 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 函数 cb(x) 使 得 [XiX] = 避 ci(x)X 满 


足 式 (25) 的 向 量 场 X,,X,，,…,X, 称 为 对 合 的 。 
一 阶 偏 微分 方程 的 几何 理论 有 悠久 的 历史 渊源 ， 以 
后 经 过 序 . 嘉 当 等 人 的 发 展 ,在 几何 学 、 力 学 和 物理 学 中 
都 有 重大 的 意义 。 
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yizhi fenbu 
一 致 分 布 〈uniform distribution) ”研究 实数 
的 分 数 部 分 在 区 间 U, 二 [0,1) 中 的 分 布 问题 。 一 致 分 布 
理论 的 发 展 则 开始 于 也. 外 尔 1916 年 关于 一 致 分 布 理论 
的 著名 研究 。 一 致 分 布 除 自身 的 发 展 外 ,在 解析 数论 , 概 
率 论 和 近似 分 析 中 都 有 重要 的 应 用 。 例 如 ， 关 于 外 尔 和 
估计 的 研究 是 解析 数论 与 堆 垒 数论 中 的 核心 。 

命 zi(i 一 1,2,…) 为 Wi 中 的 一 个 点 集 。 对 于 任意 正 
整数 "及 任意 实数 "EU:， 命 Ne(r) 表 示 ? 个 点 zi (1< 
i<n) 落 入 区 间 [0,7) 的 点 的 个 数 。 如 果 


lm,, 


则 称 点 集 x(i=1,2,…) 在 UU, 中 一 致 分 布 。 

外 尔 给 出 了 判断 一 致 分 布 的 重要 法 则 ， 即 所 谓 外 尔 
判别 法 ， 点 集 xi(i=1,2,…) 在 U, 中 一 致 分 布 的 充分 必 
要 条 件 为 ,对 于 任 一 U 中 的 黎 曼 可 积 函 数 f(x), 沸 有 

lm f+ f(D +f) =- f(x)dx, 
me 
应 用 这 一 法 则 十 分 困难 ， 因 为 需 对 所 有 黎 曼 可 积 函数 进 
行 研究 才能 证 明 点 集 的 一 致 分 布 性 ， 于 是 导致 外 尔 在 黎 
曼 可 积 函数 的 集合 中 , 选 出 一 个 特殊 的 序列 
er (jh 一 士 1 士 2 
其 线性 包 给 出 每 一 歼 曼 可 积 函数 。 从 而 他 证 明了 下 面 更 
精密 的 判别 法 :数列 xi(i= 1, 2，…) 在 U 中 一 致 分 布 的 
充分 必要 条 件 为 ,对 于 任意 整数 hk 六 0, 常 有 
liml Dorrmen =0, 
例如 ， 对 于 任何 实 无 理 数 4， 数列 na (n=1，2，…) 对 
模 1 是 一 致 分 布 , 即 它们 的 分 数 部 分 {na}(n=1,2,…) 在 
局 中 一 致 分 布 。 又 如 , 若 多 项 式 f(x) 的 次 数 大 于 或 等 于 
1， 其 系数 为 实数 且 至 少 有 一 个 系数 为 无 理 数 ， 则 数列 
fx)(x=1,2,…) 对 模 1 是 一 致 分 布 。 
命 


Dm)=sup | Sec _， 
"ED ba 


D(n) 称 为 点 列 x(1<i<n) 的 偏差 。 因 此 , 若 点 集 x,(i= 
1,2,…) 在 U, 中 一 致 分 布 ， 则 lmD(n)=0 或 D(n)= 
0(1)。 偏 差 是 用 来 刻画 一 致 分 布点 集 的 分 布 误差 的 ,关于 
偏差 的 重要 结果 如 下 ， 

对 于 U, 中 任意 % 个 数 x(1<i<n) 及 任意 正 整数 mm 皆 
有 Dy<iT+4 驾 (二 )| 沪 Er tes | 
这 基本 上 是 了 . 爱 尔 特 硕 和 P 卫 . 图 兰 得 到 的 。 

对 于 以 中 任意 个 点 丝 有 D4n)>cn-1(lnn)W:， 此 
处 c 为 一 个 正 的 绝对 常数 。 这 是 K. F. 罗 特 得 到 的 。 

一 致 分 布 的 定义 可 以 推广 到 s 维 欧 几 里 得 空间 ， 此 
处 s>2。 命 U, 表 示 s 维 单 位 立方 体 , 即 适合 is<x,<1,1< 
i<s 的 全 体 点 T=(Xi， Xs，…， a)。 命 P(h) 一 (x1(h)， 
Xa(h) ,…sx(h))(h=1,2,…) 为 U, 中 的 点 集 。 对 于 任意 
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Yi 


蓝 


T=(T4,Ts，"…，Ts) EU,， 命 Na(r) 表 示 适 合 下 面条 件 的 
P(h)(1<h<n) 的 个 数 0<x(h)<rs,1<i<s, 则 这 + 个 
点 的 偏差 定义 为 


D(n)=sup 
rEéUs 


Na(r) 
n 


-nll, 
此 处 1r|=T4re…r。 若 D(n)=o(1), 则 称 点 集 P(h)(h= 
12,…) 在 区 中 一 臻 分 有 。 
外 尔 关 别 法 及 关于 偏差 的 结果 ， 在 s 维 空间 者 有 相 
应 的 推广 。 
一 致 分布 的 定义 及 外 尔 判 别 法 还 可 以 推广 到 紧 到 空 
同 与 拓扑 群 
一 臻 分布 理论 中 有 不 少 待 解决 的 问题 。 例 如 数列 er 
(w=1,2,…) 是 否 对 模 1 为 一 至 分布 ,就 是 未 解决 的 著名 
问题 
参考 书 有 
华罗庚 著 : “指数 和 的 估计 及 其 在 数论 中 的 应 用 >， 科 学 出 版 
社 ,北京 ,1968。 
L. Kuipers and H, Niederreiter, Uniform Distribution of 
Sequences, John Wiley & Sons, New York, 1974. 


( 王 无 ) 

YIgu Yonduon 
《 北 古 演 段 》 见地 治 。 
ylnhanshu 
隐 函 数 (implicit function) 一 个 函数 y= 
x), 隐 含 在 给 定 的 方程 

F(x,y)=0 (1) 
中 ,作为 这 方程 的 一 个 解 (函数 )。 例 如 

2 十 了 一 1 一 0 
给 出 


y=+tMI-x (-l<x<1), 

如 果 不 限定 函数 连续 , 则 式 中 正 负 号 可 以 随 x 而 变 ,因而 
有 无 穷 个 解 ; 如 果 限定 连续 ， 则 只 有 两 个 解 (一 个 恒 取 正 
号 ,一 个 恒 取 负 号 ); 如 果 限定 可 微 , 则 要 排除 x= 土 1, 因 
而 函数 的 定义 域 应 是 开 区 间 ( 一 1<x<1), 但 仍然 有 两 个 
解 ， 如 果 还 限定 在 适合 原 方程 的 一 个 点 (x,y) =(x。o5y。) 
的 邻近 范围 内 ， 则 只 有 一 个 唯一 的 解 ( 当 起 点 (x。, yo) 在 
上 半 平 面 时 取 正 号 ,在 下 半 平 面 时 取 负 号 )。 

微分 学 中 主要 考虑 函数 z=F(x,y) 与 y=f(x) 都 连 
续 可 微 的 情形 。 这 时 可 以 利用 复合 函数 的 微分 法 对 方程 
(1) 直 接 进行 微分 ， 


art y=0. (2) 

可 见 ,即使 在 隐 本 数 yf(x) 难于 解 出 的 情形 ,也 能 够 直 
接 算 出 它 的 导数 蜡 =- 3 / 训 , 叭 一 的 条 件 是 

加 + (3) 

隐 函 数理 论 的 基本 问题 就 是 ,在 适合 原 方程 (1) 的 一 个 点 

的 邻近 范围 内 ,在 函 致 F(xz,3) 连续 可 微 的 前 提 下 ， 什 么 
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样 的 附加 条 件 能 使 得 原 方程 (1) 确 定 一 个 唯一 的 函数 y= 
也 zx), 不 仅 单 值 连续 ,而 且 连 续 可 微 , 其 导数 由 (2) 完 全 确 
定 。 隐 函数 存在 定理 就 在 于 断定 (3) 就 是 这 样 的 一 个 条 
件 , 不 仅 必 要 ,而 且 充分 。 
这 个 结果 能 够 推广 到 方程 组 
了 (zloxay es Xn Yas ram) 一 0 (i=1,2,."*,m), 
相当 于 (2) 的 微分 式 给 出 相当 于 (3) 的 条 件 
人 3 


By ”an 
Fs OF, 
Dy: Byn | 0 
BFn oFn 
By Bym 


( 冷 生 明 ) 
ylnshl chofen fangfa 
隐 式 差分 方法 (implicit difference method) 
见 分 步 法 。 


Yindu gudal shuxue 
印度 古代 数学 (ancient mathematics in In- 
dian) 自从 莫 亨 约 - 达 罗 城 遗址 发 掘 以 后 ， 印 度 文 
明 可 以 上 湖 到 约 公元 前 3000 年 。 公 元 前 8 一 前 2 世 
纪 ， 是 印度 数学 的 萌芽 时 期 ， 从 出 土 文物 、 钱 币 、 石 刻 
锐 文中 可 以 看 到 一 些 原始 的 数学 知识 。 印 度 古代 经 典 有 
一 类 宗教 经 文 叫 ( 信 坛 建 筑 法 规 X)(Sulba Sutra， 公 元 前 
800 一 前 500， 旧 译 《 绳 法 经 》) ， 其 中 记载 了 修筑 祭坛 的 
法 规 , 如 要 修筑 等 表面 积 的 方形 、 圆 形 ,半圆 形 的 祭坛 ,或 
修筑 两 倍 于 正方 形 面积 的 贺 形 祭坛 ， 就 涉及 不 少 几何 知 
识 。 此 外 还 有 写 在 树叶 、 桦 树 皮 上 的 数学 作品 ， 著 名 的 
如 1881 年 出 土 的 巴克 赫 沙 莱 桦 树 皮 手稿 .由 于 各 种 原因 
印度 数学 文献 历史 年 代 常 模糊 不 清 ， 例 如 巴克 赤 沙 莱 手 
稿 年 代 众说 纷 终 ， 向 无 定论 。 印 度数 学 著作 是 从 阿 陡 波 
多 第 一 (476~550) 开 始 的 ,之 后 婆罗 序 笑 多 (598 一 665)、 
摩 词 幢 罗 ( 约 850)、 美 什 季 罗 第 二 (1114 一 7) 都 有 数学 著 
作 问 世 。 

印度 数码 和 十 进位 记 数 法 ”公元 前 3 世纪 以 后 印度 
就 已 出 现 书写 数字 和 记 数 法 ， 但 是 因 地 区 和 时 代 不 同 而 
常 有 变动 ， 直 到 公元 600 年 前 后 包括 零 记号 在 内 的 数学 
记号 以 及 十 进位 记 数 法 才 在 一 定 地 区 内 定型 。 这 套数 字 
和 记 数 法 后 来 被 阿拉 伯 人 改进 和 使 用 , 13 世纪 初 又 经 意 
大 利 学 者 要 波 那 自 著 《算盘 书 ) 采 用 流传 到 欧洲 。 这 就 是 
演变 成 现代 印度 -阿拉 伯 数 字 及 其 记 数 法 的 先 源 。 

几何 学 《祭坛 建筑 法 规 ) 中 已 出 现 不 少 几 何 命题 ,5 
世纪 末 以 后 有 不 少 算 题 说 明 印 度数 学 家 能 借助 勾 股 定理 
解决 某 些 具体 问题 。 相 似 形 性 质 定理 也 多 次 出 现 于 用 来 
解决 间接 测量 的 算 题 中 ,平面 图 形 面积 公式 也 比较 完整 ， 
特别 是 已 知 三 边 求 三 角形 面积 的 求法 (12 世纪 ) 与 希腊 
海伦 公式 形式 不 同 而 含义 一 致 。 还 出 现 已 知 国内 接 四 边 


形 的 边 长 求 其 面积 及 对 角 线 长 度 的 公式 (7 世纪 )。 对 图 
也 作 过 比较 深入 的 研究 ，5 世纪 末 加 周 率 已 有 精确 到 小 
数 点 后 四 位 的 文献 记录 ,还 有 关于 圆锥 、 贺 台 等 各 种 几何 
体 体积 的 近似 公式 。12 世纪 ， 这 什 迎 罗 第 二 进一步 给 出 
已 知 上 \ 下 底 都 是 长 方形 的 台 体 公式 \ 球 表面 积 公式 和 体 
积 公式 的 精确 公式 。 
代数 三角 和 三 年 法 ”在 代数 学 方面 , 5 世纪 末 以 后 
印度 数学 中 又 出 现 特殊 的 数值 线性 方程 组 解法 、 二 次 方 
程 求 根 公式 、 特 殊 的 数值 高 次 方程 解法 及 勾 股 数 公 式 ,一 
次 不 定 方程 .二 次 不 定 方程 解法 。 在 数学 发 展 史上 ,特别 
是 后 者 ， 居 于 领先 地 位 。 同 一 时 期 阿 耶 波 多 第 一 用 几何 
方法 把 贺 周 作 21600 等 分 ,又 取 半径 为 3438 等 分 。 在 第 
一 象限 内 计算 出 每 隔 3"45' 的 正弦 表 ， 到 了 7 世纪 婆罗 
摩 稚 多 进一步 用 二 阶 等 间距 内 插 法 加 密 了 正弦 表 。 阿 耶 
波多 第 一 还 提出 三 率 法 及 单 假设 法 。 后 来 经 阿拉 伯 人 伟 
到 欧洲 。 前 者 被 称 为 金 法 ,在 商业 计算 中 起 到 很 大 作用 。 
公元 7 世纪 ， 婆 罗 摩 笈多 对 有 理 数 的 四 则 运算 已 有 
完整 认识 ， 并 通过 阿拉 伯 人 之 手 为 斐 该 那 契 采用 以 代 敬 
繁琐 的 罗马 算法 。 
参考 书目 
T.A.S. Amma, Geometry im Ancient and Mediéeval In- 
dia, Delhi, 1979. 
A. K. Bag, Mathematics im Ancient and Medieval India, 
Delhi, 1979. 
B. Datta, and A. N.Singh, History of Hindu Mothemo- 
tics, Vol, 1~2,1935,1939. 
C. N. Srinivasiengar, The History of Ancient Jdiann 
Moathematics, Calcutta, 1967. 
S. N, Sen and A. K. Bag, The Sulba Sutras, New Delhi， 
1983. 
( 沈 康 身 ) 
yingbuzushu 
盈 不 足 术 中 国 古代 解决 盈亏 类 问题 的 一 种 算术 方 
法 。 成 书 于 公元 1 世纪 的 中 国 古代 数学 名 著 《 九 阐 算 术 》 
中 ， 专 腑 一 章 名 为 “ 盈 不 足 "。 其 中 第 一 个 问题 是 ,“ 今 
共 买 物 , 人 出 八 ,到 三 ; 人 出 七 ,不 足 四 。 问 人 数 、 物价 各 
几何 ?" 这 是 有 关 盈 不 足 术 的 典型 问题 ， 可 用 通用 的 数学 
符号 表示 如下; 设 每 人 出 ai, 盈 (或 不 足 ) bu ,每 人 出 cz, 盈 
《或 不 足 )b,, 其 中 在 “ 盈 " 时 ,b, b:>>0，" 不 足 " 时 ，by bz 
<0。《 九 章 算 术 》 给 出 了 这 个 问题 的 一 般 解法 , 即 平均 每 
人 应 出 钱 数 x, 人 数 P 和 物价 9 ,可 分 别 用 下 列 公式 计算 ， 
x= ee y (GD 
bs —b, 
CT 
ab 一 ab， 


各 二 和 (3) 


在 上 述 问题 中 ， 由 公式 (2)(3) 可 得 人 数 p=7， 物价 4= 
53。 盈 不 足 术 是 中 国 数学 史上 的 一 项 杰出 成 就 。 用 盈 不 
足 算法 不 仅 能 解决 盈亏 类 问题 ， 而 且 能 解决 一 些 更 复杂 
的 问题 。 


Re (2) 


在 11 一 13 世纪 一 些 阿 拉 伯 数学 家 的 著作 中 ,也 出 现 
了 盈 不 足 术 , 并 称 之 为 天 秤 术 或 契丹 算法 。 当 时 阿拉 伯 人 
所 说 的 “契丹 "， 即 指 中 国 。 在 欧洲 中 世纪 ,为 了 解决 px 一 
4=0 这 种 类 型 的 问题 ， 有 时 用 到 所 谓 “ 双 设法 "， 即 通过 
两 次 假设 以 求 未 知 数 的 方法 。 这 种 方法 的 大 意 是 ， 设 mw 
和 是 x 的 两 个 假设 值 ,b, 和 bs 是 差 值 , 这 时 有 ， 


ap—q=b, (4) 
cap 一 9 一 bb (5) 
bi—bs 
C4) 一 (5), 得 Pa-00)=b 一 by， 则 p= 人 Bo:。 
(4) as 一 (5) ,得 一 q(a 一 aa) 一 azb 一 cb 
b, 
所 以 gq= A ， 
于 是 
2 你 = -bs 
ny 


二 和 双 设 法 是 中 世纪 欧洲 解决 
算术 问题 的 一 种 主要 方法 ,并 导致 了 正 负 号 (+ , 一 ) 的 创 
用 。 当 时 这 种 方法 还 有 许多 别 的 名 称 ， 如 双 假 位 法 或 迁 
借 术 , 增 损 术 或 到 鹏 术 等 。13 世纪 著名 意大利 数学 家 攻 . 
机 波 那 契 在 k 算 盘 书 ?中 说 ,契丹 法 ,阿拉 伯 名 词 。 拉 丁 译 
文 当 为 选 借 法 ，…… 亦 可 称 增 损 术 。" 明 确 指出 了 这 种 方 
法 的 济源。 因此 ,可 以 认为 , 正 是 中 国 古代 的 盘 不 足 林 经 
由 阿拉 伯 传 入 欧洲 ,在 欧洲 数学 发 展 中 起 了 重要 的 作用 。 
明代 之 后 ,中 国 传统 数学 逐渐 失传 ,西方 数学 陆续 传人 中 
国 。 李 之 藻 与 利 玛 罕 共 同 编译 《同文 算 指 》10 卷 (1613)， 
载 有 双 设 法 , 译 称 “ 选 借 互 征 "。 于 是 ,诞生 于 中 国 的 盈 不 
足 术 , 经 过 一 段 漫 长 而 曲折 的 道路 ,又 重新 回 到 了 中 国 。 

在 现代 数学 中 ,求解 线性 方程 已 无 需 用 到 不 足 术 。 但 


为 计算 高 次 数字 方程 或 函数 方程 了 xz)=0 的 实 根 近似 
值 ,有 时 还 要 用 到 公式 x*= 蕉 29 和， 显 钛 此 即 


公式 (1)。 在 代数 学 和 近似 计算 中 ,这 种 方法 一 般 称 为 弦 


截 法 或 线性 插值 法 。 ( 何 绍 庚 ) 
yingshe 
映射 〈mapping) 又 称 映照 ， 数 学 基本 概念 之 


一 ;通常 函数 概念 的 推广 。 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集 ( 见 集 
合 ), 如 果 按照 某 一 法 则 ， 使 A 中 的 任 一 元 素 x* 和 B 中 的 
某 一 元 素 ! (可 因而 异 ) 相 对 应 ， 就 称 该 规则 为 一 个 从 
妥 到 BB 的 映射 。 例如 A={1,2,3},B={1,2,3,4}, 那 么 ， 
使 1 和 1 对 应 ,2 和 1 对 应 ,3 和 2 对 应 ,就 得 到 从 A 到 B 
的 一 个 映射 。 又 如 4 为 平面 上 三 角形 全 体 ,B 为 平面 上 贺 
的 全 体 ,那么 ， 使 任 一 个 三 角形 和 它 的 外 接 圆 相对 应 ,也 
得 到 从 A 到 B 的 一 个 映射 。 如果 用 一 个 字母 , 管 如 了 ,来 
表示 某 一 映射 ,那么 ,映射 将 A 映 到 B 这 一 事实 可 表示 
为 有 :A>B， 其 中 A 称 为 映射 了 的 定义 域 , 记 为 dom(f)。 
A 中 元 素 z 所 对 应 的 B 中 唯一 元 素 y 称 为 x 在 映射 1 之 
下 的 像 , 记 为 人 x)。 对 于 xE4A，, 所 有 和 x 相对 应 的 y 的 
全 体 组 成 B 的 一 个 子 集 ， 称 为 映射 了 的 值 域 ， 记 为 
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ran( 了 )。 两 个 映射 了 和 9g, 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 定义 域 ， 
而 且 对 同一 的 x 有 相同 的 像 时 , 才 称 为 相等 。 当 4,B 已 知 
时 ， 也 可 通过 zx 的 像 f(x) 来 表示 上 映射， 写作 > 人 (x) 
(例如 z=*x?) 或 y 一 了 xX)( 例 如 y=x*)。 特 别 是 ,对 任何 非 
空 集 A, 映射 w*z 称 为 4 到 人 的 恒 等 映射 , 记 为 De。 

若干 定义 ” 设 有 映射 A>B, 如 果 B=ran(f)， 则 
称 了 是 A 到 了 的 满 射 ， 或 了 将 人 映 到 B 上 。 如 果 对 于 了 
中 的 任 一 个 y, 至 多 只 有 4A 中 的 一 个 x, 使 y= 了 x), 则 称 
f 是 A 到 B 的 单身 ,如果 了 是 4 到 B 的 满 射 ,同时 又 是 单 
射 ， 则 称 了 为 4 到 了 的 双 射 或 一 一 对 应 。 例 如 上 面 第 1 
例 中 的 映射 既 非 满 射 又 非 单 射 ， 第 2 例 中 的 是 满 射 但 不 
是 单 射 , 第 3 例 zwr*x?， 作为 (0，co ) 到 (0，,co ) 的 映射 是 双 
射 。 设 了 为 4 到 了 的 双 射 ,那么 ,对 于 了 中 的 任 一 ! 存在 
A 中 唯一 的 x, 使 y=f(x)， 这 个 x 称 为 y 的 原 像 ， 记 为 
了 1(y)。 这 样 ， 当 yEB 时 ,> 人 "1(y) 就 确定 了 B 到 A 的 
一 个 映射 ( 它 也 是 双 射 ) , 称 为 了 的 逆 映 射 ， 记 为 三 :。 显 
然 有 ( 信 !)"!=f。 设 1 为 4 到 B 的 映射 , g 为 B 到 C 的 映 
射 ,那么 , 当 xEA4 时 ,可 构成 g(f(x)), 这 时 xg(f(x)) 
就 确定 了 一 个 4 到 C 的 映射 ， 称 为 了 与 9 的 复合 ， 记 为 
ge 了。 复合 映射 的 一 个 重要 性 质 是 , 它 满足 结合 律 :(heg)* 了 
宇 he(gef)。 通 过 复合 还 可 得 到 逆 映 射 的 一 个 特征 ,f"1f 
一 ,fef"!'~1s。 在 映射 定义 中 的 4, B 可 以 是 任何 非 空 
集 。 如 果 将 4,B 分 别 取 作 直 宕 X", Y” 的 子 集 的 话 ， 就 
得 到 这 样 一 个 映射 , 它 由 以 下 的 mm 个 映射 组 成 盖 J ， 
ay ni 1,2,.m) 式 中 Xa Tn EA, CY 
gm>EB, 设 f:A>B 为 一 映射 ， 当 xEA 时 ,所 有 
序 对 xz， 蕊 zx)> 组 成 的 直 积 4x B 的 子 集 称 为 了 的 图 像 ， 
它 和 zx,y 看 作 坐 标 时 的 函数 的 图 像 相当 。 映 射 了 可 由 它 
的 图 像 完 全 确定 。 这 样 就 产生 了 直接 利用 图 像 即 某 种 序 
对 的 集合 ,来 定义 映射 的 可 能 性 。 


逆 喘 射 、 复 合 映射 示意 图 


关系 一 般 而 论 ， 由 序 对 《x,y》 组 成 的 非 空 集 ECC 
4AxB 称 为 4 与 B 间 的 一 个 二 元 关系 《 仿 此 可 定 三 元 以 
至 n 元 关系 )。 例 如 {《1,1》,《2,1),《3,2>}( 这 就 是 上 面 第 
1 例 中 映射 图 像 ) 便 是 一 个 二 元 关系 的 例子 。 又 如 x*EA 
时 全 体 序 对 《x,x) 组 成 的 集合 给 出 A4 上 的 恒 等 关 系 。zx， 
9 为 实数 时 ,所 有 满足 条 件 ，x<y 的 序 对 《x,y) 组 成 的 集 
合 << 给 出 实数 之 间 的 小 于 关系 。x, y 为 正 整数 时 ,所 有 
满足 条 件 ,x 能 整除 的 序 对 《x,y》 组 成 的 集合 给 出 正 整 
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数 之 间 的 整除 关系 。 设 及 为 一 二 元 关系 ,《x,y》ER, 就 称 
垃 与 大 按照 这 个 次 序 ) 处 于 关系 玉 中 , 并 常 写 成 xRy (如 
《xy》€ < 写成 x*<y)。R 中 所 有 序 对 的 第 一 坐标 组 成 的 
合 称 为 尽 的 定义 域 , 记 为 dbm(R); 其 第 二 坐标 组 成 的 
集合 称 为 及 的 值 域 , 记 为 ran(R)。 如 果 忆 的 定义 域 和 值 
域 都 是 某 集 合 4 的 子 集 (也 就 是 RC 4:)， 这 时 称 玉 为 A 
上 的 关系 (如 << 便 是 实数 集 上 的 关系 )。 如 果 尽 中 没有 两 
个 序 对 ,它们 的 第 一 坐标 相同 而 第 2 坐标 是 相 异 的 ,就 称 
RR 为 单 值 关系 。 上 面 讲 的 A 到 B 的 映射 了 也 是 一 种 单 值 
关系 ， 它 的 定义 域 为 A 而 值 域 包含 于 B。 设 R 为 任 一 关 
系 ， 把 属于 它 的 所 有 序 对 《x,y) 中 x*,y 的 地 位 互 换 一 下 ， 
就 得 到 序 对 (yz 的 集合 ,其 中 xRy。 这 是 一 个 新 的 关系 ， 
称 为 及 的 道 关系 , 记 为 R-*。R! 的 定义 域 和 值 域 分 别 是 
的 值 域 和 定义 域 。 当 R 为 双 射 时 ,f"! 作为 关系 的 逆 
也 就 是 作为 映射 的 逆 。 设 R,S 为 任 两 个 关系 ,对 于 序 对 
《x,2) ,其 中 x*Edom(R),zEran(S) 若 存在 y, 使 得 xRy， 
且 3Sz, 则 这 种 序 对 的 全 体 (如 不 空 ) 是 一 个 新 的 关系 , 称 
为 关系 与 8 的 复合 , 记 为 5*R。 当 民 为 映射 .AB,S 
为 映射 9:B>C 时 ，gef 作为 关系 的 复合 也 就 是 作为 映射 
的 合 。 《 程 其 撒 ) 


youxuanxue 
优选 学 〈optimization method) 在 科学 试 
验 ,工程 设计 ,生产 工艺 和 各 类 规划 、 决 策 与 管理 等 许多 
工作 中 ,常常 要 制订 最 优化 方案 ,优选 学 是 研究 如 何 迅速 
地 ,合理 地 寻求 这 些 方案 的 科学 理论 .模型 与 方法 。 它 被 
广泛 应 用 于 管理 ,生产 ,科技 和 经 济 领域 中 ， 几 乎 可 以 用 
于 凡是 有 数值 加 工 的 每 个 领域 。 

在 中 国 ， 优 选 学 中 的 一 些 理论 和 方法 首先 被 应 用 于 
化 工 与 电子 行业 中 工艺 参数 的 优选 、 仪 器 设备 的 调试 控 
制 等 方面 ,然后 逐步 在 石油 ,冶金 煤炭 、 建 烤 、 纺 织 \ 粮 食 
加 工 、 机 械 、 医 疗 卫生 等 领域 得 到 了 开发 和 应 用 。70 年 
代 中 期 以 来 ,优选 与 电子 计算 机 相 结 合 ， 在 优化 设计 ,新 
产品 试制 .模型 参数 的 识别 ,经 济 决策 、 经 济 发 展 规划 优 
选 等 方面 取得 了 很 好 的 效果 和 经 验 。 

为 了 推广 优选 方法 ， 中 国 数学 家 华罗庚 在 理论 研究 
和 开发 研究 工作 的 基础 上 , 选 定 了 几 种 理论 上 靠得住 ,又 
易于 应 用 的 方法 ， 编 写 出 《优选 法 平话 》( 署 名 齐 念 一 ， 
1971) 和 《优选 法 平话 及 其 补充 X1971) 等 通俗 小 册子 。 他 
带领 优选 法 推广 小 分 队 到 国内 大 部 分 省 市、 自治区 ， 向 
生产 单位 介绍 方法 和 应 用 案例 ， 组 织 推广 和 应 用 。 人 们 
应 用 这 些 方法 ， 取 得 了 大 量 的 优选 法 成 果 ， 在 不 增加 投 
资 ,设备 和 人 力 的 条 件 下 ， 为 实现 优质 高 产 , 低 消耗 , 取 
得 了 明显 的 经 济 效益 和 社会 效益 。 有 些 成 果 已 编 入 《全 
国 优选 法 成 果 汇 编 X1977) 等 文集 中 。 优 选 法 几 次 被 定 
为 国内 重点 推广 项 目 ， 并 被 国家 经 济 委员 会 评 为 在 国内 
应 用 范围 广泛 ,效果 明显 的 方法 之 一 。 

优先 的 数学 模型 与 方法 一 般 的 优选 问题 常 可 在 数 
学 上 表达 为 在 一 定 条 件 下 求 取 最 优 解 , 即 : 


min f(x), 
g(x)>0, 
h(x)=0, 
式 中 zz 为 决策 变量 , f(x) 为 目标 函数 ， g(x)0 和 
h(x) =0 分 别 为 不 等 式 约束 和 等 式 约束 。 
决策 变量 可 以 是 单 变量 ,也 可 以 是 向 量 : z= 
(zi Xs，…， Xn)。 当 n 之 2 时 称 为 多 变量 优选 问题 。 
若 z 是 时 间 的 函数 z=x(t), 则 称 为 动态 优选 同 
题 。 当 z 是 随机 变量 时 , 称 为 随机 优选 问题 。 若 目标 
函数 也 z) 是 向 量 函 数 ; f(z)==(f(z), f(z),…， 
fn(z)), 称 为 多 目标 优选 问题 。 同 样 ,g(x) 和 h(x) 
可 看 作 是 x 的 向 量 函 数 。 当 约束 条 件 不 存在 时 ， 称 
为 无 约束 优化 问题 。 
优选 模型 可 分 为 下 述 三 大 类 ， 分 别 有 不 同 的 方 
法 求 出 模型 的 最 优 解 (或 近似 最 优 解 ) 。 
@ 目标 函数 或 约束 条 件 不 能 用 明显 的 数学 表 
达 式 表示 ,或 有 数学 表达 式 能 计算 出 每 点 的 函数 值 ， 
但 化 x) 的 导数 不 存在 。 此 时 只 能 通过 实验 (或 计算 ) 获 
得 目标 函数 值 ,问题 在 于 如 何 利用 尽 可 能 少 的 试验 次 数 ， 
尽快 地 找到 最 优 解 。 选 择 最 佳 工艺 条 件 和 最 佳 配方 .设备 
仪器 调试 等 问题 便 属 于 这 一 类 。 这 一 类 的 优选 方法 有 ， 
0.618 法 (黄金 分 割 法 )， 对 分 法 ;一 批 作 多 个 试验 的 方 
法 ;分 数 法 ;抛物 线 法 ;因素 轮换 法 ; 从 好 点 出 发 法 ; 各 类 
耻 山 法 ; 陡 度 法 ;平行 线 法 ; 切 块 法 ;抛物 体 法 ,等 等 。 
@@ 目标 函数 与 约束 条 件 均 可 用 明显 数学 表达 式 表 
示 。 最 简单 的 数学 表达 式 是 线性 函数 ， 此 时 可 用 线性 规 
划 的 方法 去 求解 。 在 一 般 情况 ， 上 述 函 数 中 的 全 部 或 一 
部 分 常常 是 非 线性 的 ,所 对 应 的 求解 方法 是 非 线性 优化 ， 
或 称 非 线性 优选 法 。 例 如 二 次 规划 ， 最 小 二 乘法 ， 梯 度 
法 ,牛顿 类 的 方法 ， 以 及 在 第 一 类 模型 中 所 用 的 一 些 方 
法 ,等 等 。 
图 决策 变量 是 某 函 数 族 中 的 元 素 。 此 时 的 优选 模型 
是 在 一 定 的 约束 条 件 下 求 函数 族 中 的 最 优 函数 。 例 如 当 
决策 变量 和 时 间 有 关 ， 即 z= zx(t) 时 的 动态 优化 或 多 阶 
段 优化 模型 ， 属 于 这 一 类 。 求 解 这 类 模型 ,除了 在 第 一 、 
二 类 模型 中 所 用 的 方法 外 ,还 有 变 分 法 、 动 态 规划 、 最 大 
值 原理 和 控制 理论 中 的 一 些 方法 。 
优选 过 程 ” 对 于 实际 问题 的 优选 过 程 可 用 如 下 框图 
表示 。 
@ 确定 问题 首先 对 优选 问题 作 目标 分 析 , 即 优选 
的 目的 是 什么 ? 达到 这 目的 的 手段 以 及 影响 此 目的 的 因 
素 有 哪些 ?这 些 手段 和 因素 受 哪些 条 件 的 制约 ?以 上 有 关 
的 目的 ,手段 ,因素 、 条 件 中 哪些 是 定性 的 ? 哪些 是 定量 
的 ?然后 明确 所 要 解决 的 问题 的 边界 、 本 问题 与 外 界 的 联 
系 ,决策 方案 的 含义 ,决策 的 目标 ,方案 效果 的 评价 标准 。 
@ 方案 可 行 性 条 件 的 研究 ”确定 可 供 选择 的 方案 
集合 以 及 这 些 方案 的 限制 条 件 。 例 如 在 工艺 优选 实验 中 ， 
实验 范围 内 部 与 外 部 的 技术 ,经济 \ 社 会、 资源 等 条 件 的 
限制 。 
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@@ 确定 决策 变量 ”决定 用 再 些 变 量 或 函数 来 描述 
决策 方案 例如 在 无 线 电 网 络 优化 设计 中 ,决策 变量 为 电 
子 元 件 的 电阻 ,电容 ,电感 的 数值 等 。 

@ 模型 参数 识别 ”优选 模型 中 , 除 决 策 变量 和 控制 
变量 外 的 其 他 参数 称 为 模型 参数 ， 这 些 参 数 在 模型 中 为 
给 定 的 已 知 数 ， 但 在 实际 问题 中 往往 还 需要 通过 某 些 途 
径 来 确定 。 例 如 ， 反 映 外 界 条 件 限制 的 市 场 需要 量 要 根 
据 市 场 预测 来 决定 ， 计 划 模 型 中 的 人 、 财 、 物 的 消耗 定 
额 ,需要 进行 定额 分 析 来 给 出 ,等 等 。 

@ 确定 优选 模型 ”这 一 步 是 通过 对 目标 函数 及 约 
东 条 件 的 分 析 以 建立 优选 的 数学 模型 。 目 标 函 数 的 分 析 
是 将 决策 目标 分 为 能 用 数量 描述 的 定量 指标 和 不 能 用 数 
量 描述 的 定性 指标 ， 分 析 判 断 需 要 纳入 优选 数学 模型 的 
目标 ,其 中 哪些 目标 作为 模型 的 目标 函数 ;哪些 目标 将 转 
换 成 约束 条 件 并 用 控制 变量 进行 控制 〈 例 如 将 投资 均衡 
换 成 约束 条 件 , 用 上 下 波动 幅度 来 控制 )， 约 束 条 件 的 分 
析 是 确定 纳入 模型 的 可 行 性 限制 条 件 能 否 用 决策 变量 和 
控制 变量 之 间 的 函数 关系 表示 , 若 能 够 , 则 写 出 约束 条 件 
方程 。 未 列 入 目标 函数 或 约束 条 件 的 那些 评价 标准 和 可 
行 性 限制 条 件 可 留 作 方案 最 终 评审 的 依据 。 

@ 求解 数学 模型 ”根据 优选 数学 模型 的 特点 ,用 相 
应 的 优选 方法 寻找 出 最 优 解 。 有 时 由 于 寻找 最 优 解 的 代 
价 太 大 ,而 实际 情况 又 允许 ,只 需 寻 找 满意 的 近似 最 优 解 
或 合理 解 。 

@ 敏感 度 与 风险 分 析 “建立 敏感 度 分 析 的 有 关 模 
型 ， 研 究 由 于 控制 变量 或 模型 参数 的 变化 对 最 终 方案 的 
指标 和 合理 性 可 能 产生 的 影响 ， 用 以 评价 优选 方案 的 稳 
定性 和 决策 方案 所 冒 的 风险 。 

图 优选 方案 评审 ”由 决策 者 组 织 各 方面 有 关 的 专 
家 ,对 优选 数学 模型 输出 的 优选 方案 进行 评审 。 仔 细 考察 
相应 于 优选 方案 的 评价 指标 和 敏感 度 分 析 的 结果 是 否 满 
足 实际 需要 ;未 列 入 模型 的 其 他 评价 标准 和 可 行 性 限制 
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条 件 是 否 得 到 满足 ， 还 可 以 同 经 验方 案 进行 对 比 以 决定 
优 劣 。 经 过 评审 ,往往 需要 对 模型 的 概念 作 修 改 , 即 修改 
决策 变量 或 模型 中 的 目标 函数 和 约束 条 件 ， 也 可 能 需要 
改变 对 模型 参数 的 控制 ,然后 重复 人 至 @@ 各 步骤 。 

轿 确定 最 终 优选 方案 评审 通过 的 方案 投入 实际 
使 用 ,经 实践 检验 满意 的 方案 便 被 确定 为 最 终 优选 方案 ， 
否则 还 需 进一步 修改 完善 ,重复 上 述 的 步骤 。 

从 上 述 优选 过 程 可 以 看 出 ， 在 寻求 管理 或 技术 等 领 
域 中 的 最 优 方案 时 ， 用 数学 方法 求 出 优选 数学 模型 的 最 
优 解 只 是 此 过 程 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 但 不 是 全 部 。 优 
选 过 程 还 包括 了 在 此 以 前 的 对 实际 问题 的 研究 和 目标 分 
析 、 建 立 优选 数学 模型 、 模 型 和 参数 的 识别 ,在 求 出 数学 
模型 最 优 解 后 的 敏感 度 分 析 、 对 最 优 的 (或 近似 最 优 的 ) 
决策 方案 的 评审 、 以 及 信息 的 反馈 等 。 

参考 书目 

华罗庚 著 : < 优选 学 ,科学 出 版 社 ,1984。 

了 . ]. 华 尔 德 .C. S. 皮特 勒 著 , 龙 云 程 译 :< 优 选 法 基础 >, 科 学 
出 版 社 , 1975。(D. J. Wilde and C. S. Beightler, Foundation 
of Optimization, 2nd ed., Prentice-Hall, Englewood Cliff, 
New Jersey, 1979.) 

R. Fletcher, Practical Methods of Optimization, Jobn 
Wiley & Sons, New York, 1980. 


( 陈 他 来 计 雷 徐 伟 宣 ) 


youlle bloncha honshu 
有 界 变 差 函 数 (function of bounded varia- 
tion) 常用 的 一 类 函数 ,最 初 是 由 C. 若 尔 当 为 研究 
曲线 长 度 而 引进 的 , 它 在 曲线 求 长 问题 ,曲线 积分 、 黎 曼 - 
斯 蒂 尔 杰 斯 积分 、 勤 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 以 及 矩 量 问题 
中 具有 重要 地 位 。 这 类 函数 中 有 两 个 重要 的 子 类 单调 函 
数 类 和 绝对 连续 函数 类 。 

单调 溃 数 ” 设 信 x) 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 实 值 函 
数 。 如 果 对 [a,b] 中 满足 zi<zxa 的 任何 两 点 2 .zx 都 成 
立 人 x1)<f(x,)， 那么 称 人 (x) 是 [ab] 上 单调 增加 函数 
(又 称 单调 上 升 函 数 )。 类 似 地 有 单调 威 少 函数 (单调 下 
降 函 数 )。 它 们 统称 为 单调 函数 ， 关 于 单调 函数 的 连续 
性 .可 积 性 、 可 微 性 有 如 下 结论 ，@ 单 调 函 数 只 能 有 第 一 
类 不 连续 点 ， 并 且 不 连续 点 至 多 只 有 可 列 数 个 。@ 区 间 
[a,b] 上 单调 函数 必 黎 曼 可 积 。 轿 对 区 间 [a,b] 上 单调 函 
数 人 x)， 必 存在 一 个 勒 贝 格 测度 等 于 零 的 集 , 在 这 个 零 


集 之 外 ,f(x) 有 有 限 导数 二 f(x) 而且 它 是 勒 由 格 可 积 


的 ， 且 满足 | | 是 Todz| <1f(0) 一 J(a)1。 单 调 本 数 本 


念 还 可 推广 到 开 区 间 和 无 限 区 间 等 情况 。 

有 界 变 关 本 数 。 设 人 x) 是 定义 在 [a,b] 区 间 上 的 有 
限 函 数 。 对 分 点 组 D，a= mm<z<…<xzn=b 作 和 式 
of,D)=B fx) -fz 1) 0*(f,D)= 


(f(x)— fx)), of, D) = | 了 xz 一 


#0 Fas 
天 X41)1。 因 此 有 ol(f,D)=o*(f,D)+o-(f,D)。 如果 数 
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集 {o(f,D)} 有 上 界 ， 则 称 f(x) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 
数 ， 并 分 别称 supo(f,D)、 supo*(f,D)、 sup o(f,D) 是 


了 在 [a,b] 区 间 上 的 全 变 差 、 正 变 差 、 负 变 差 。f 在 [a,b] 
上 的 全 变 差 记 为 fp 而 了 在 ab] 上 的 正 变 差 . 负 变 关 


分 别 记 为 pe(b)mu(b)。Y(J)=paCb)+naCb) 成 立 。 有 
界 变 差 函数 具有 如 下 一 些 基本 性 质 。@ 单 调 函数 Kxz) 一 
定 是 有 界 变 差 函数 , 且 VC 一 |fCb) 一 f(a)1。 区 间 [e,b] 
上 有 界 变 差 函 数 了 (x) 可 以 分 解 为 两 个 音调 增加 函数 之 
差 f(x)=9(x) 一 p(x); 在 这 种 分 解 下 成 立 Vf)< 
(q(x) 一 g(a))+(y(x) 一 y(a)), 而 达到 等 式 的 分 解除 了 
相差 一 个 常数 外 是 唯一 的 , 它 就 是 p(x)=Po(x)， VX) = 
ma(z) 一 fa)。 对 应 的 分 解 也 zx) 一 pa(x) 一 (na(zZ) 一 世 G)) 
称 为 J(z) 的 若 尔 当 分 解 。 由 于 有 界 变 差 函数 是 两 个 单调 
函数 之 差 , 所 以 单调 函数 的 性 质 @、@、@@ 中 ,除去 @ 中 的 
积分 不 等 式 要 换 成 | | 号 KKz) |av< Ydf) 外 , 其余 都 成 
立 。@@ 有 界 变 差 函数 f(x) 在 x 是 右 ( 左 ) 连 续 当 且 仅 当 
VO 在 zx。 是 右 ( 左 ) 连 续 的 ,或 者 Pa(x)、nax) 同 时 在 xX。 
是 右 ( 左 ) 连 续 的 。@@ 黑 利 选取 原理 ， 如 果 {jh(z)) 是 一 族 
有 界 变 差 本 数 , 且 (fx(4)) 和 {Cf)} 是 有 界 集 ,那么 从 函 


数 族 {fa(x)} 中 必 可 选 出 一 列 函 数 {fx,(x)} 在 [a,b] 上 处 
处 收敛 于 一 个 有 界 变 差 函 数 。 

绝对 连续 函数 ”也 称 全 连续 函数 。 在 计算 [a,b] 上 
函数 f(x) 的 黎 曼 积分 时 , 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 


用 fez)ax=F(b) 一 F(a) 是 非常 有 效 的 工具 之 一 。 这 个 公 


式 通常 要 在 起 F(x) = fx) 是 [ab] 上 连续 函数 的 条 件 下 


才能 运用 。 有 例子 说 明 ， 一 个 连续 函数 F(x) 在 [6,b] 上 
的 导 函 数 即使 是 有 界 函数 ， 也 不 一 定 是 可 积 的 。 当 黎 曼 
积分 换 成 勒 贝 粘 积分 时 ， 使 牛顿 - 菜 布 尼 区 公式 成 立 的 
充分 必要 条 件 是 , 对 任何 s> 0， 总 有 ?> 0， 使 得 对 于 任 
何 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 (ewb,) (1,2,…vm)， 只 要 
加 (0)<3 时 ， 必 有 总 IF(0,)-F(a)1<e。 浇 中 
上 述 条 件 的 函数 称 绝对 连续 函数 。 绝 对 连续 函数 有 如 下 
一 些 重要 性 质 , @ 绝 对 连续 函数 是 有 界 变 差 男 数 ,并 且 是 
连续 函数 。@ P(x) 是 [a，b] 上 绝对 连续 函数 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 一 个 勒 贝 格 可 积 函 数 f(x) 使 Fx) 一 


fearz+c。 @ 如 果 PC)，G(z) 是 两 个 绝对 连续 男 
数 , 则 F(z)G(x) 也 是 绝对 连续 函数 , 且 有 分 部 积分 公式 ， 
reoacen -PCD)G(D)-P(a)GCO) -| aceoapm)。 
四 如 果 G(x) 是 绝对 连续 函数 ，f(x) 是 勤 贝 格 可 测 函 数 ， 


则 f(x) 关于 G(x) 是 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 积 ( 见 勒 贝 格 


积分 )， 当 且 仅 当 f(x) 起 G(x) 是 勒 贝 格 可 积 ; 在 可 积 
时 ， 成 立 | fxodGtz)=| readr。 
坷 异 函 数 存 在 非常 数 的 (甚至 是 严格 单调 增加 的 ) 


连续 函数 F(x) ,使 得 5 在 除去 一 个 勒 贝 格 测度 等 于 


零 的 集 外 , 都 等 于 零 。 显 然 , 这 种 函数 不 满足 牛顿 - 莱 布 
尼 茨 公式 ,被 称 为 奇异 函数 。 

勒 贝 格 分 解 定理 ”如果 也 xz) 是 [ab] 区 间 上 连续 的 
有 界 变 差 函 数 , 那么 存在 唯一 的 满足 f(a) =0 的 绝对 连 
续 函数 f(x) 和 满足 f,(a)=0 的 奇异 函数 1,(x)， 使 得 
fx)=f (x)+f,(x) +f(a), 

可 求 长 曲线 ”以 平面 曲线 为 例 , 设 有 平面 曲线 T: 
x=9(t),y=Wt)(0<t<1), 任 取 一 个 分 点 组 D:0=<< 
二 <…< 如 =1， 作 和 式 


HT,D) = Vm 0 re Ey » 
如 果 emgpltr Dy} 有 限 ， 那 么 称 了 为 可 求 长 曲线 , 并 


称 s 为 的 长 度 。T 是 可 求 长 曲线 的 充分 必要 条 件 是 p， 
省 都 是 [0,1] 上 有 界 变 差 函数 。 。〈 严 绍 宗 。 舒 五 昌 ) 


youll honshu bijin 

有 理 函 数 通 近 (approximation by rational 
functions) 函数 妈 近 论 中 的 一 个 重要 研究 课题 。 
早 在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 ，II. 可 . 切 比 雪夫 及 C. de la 
瓦 莱 ' 普 桑 就 开始 研究 实 轴 上 有 界 区 间 整 个 实 轴 上 有 
理 函 数 的 最 佳 通 近 问题 ， 研 究 了 有 理 函 数 最 佳吉 近 的 存 
在 性 ， 唯 一 性 以 及 交错 点 定理 。 以 后 ，C. 了 H. 伯 思 斯 坦 、 
A. H. 阿 希 耶 泽 尔 及 E. II. 佐 洛 塔 雇 夫 等 应 用 切 比 雪夫 
理论 解决 了 一 系列 具体 函数 用 有 理 函 数 的 最 佳 通 近 问 
题 。 特 别 是 左 洛 塔 诀 夫 研究 了 在 二 个 不 同 区 间 上 具体 函 
数 的 有 理 函 数 最 佳 蜗 近 问题 ， 这 在 小 波 理论 上 有 重要 的 
应 用 。 以 后 ,在 A. H. 柯 尔 英 哥 洛 夫 和 C. H. 梅 尔 捷 良 等 
影响 下 ，A. A. 贡 恰 尔 、E. IT. 多 尔 任 科 、A. TI. 布 拉 
诺 夫 、 工 . TI. 彼得 鲁 晓 夫 等 作 了 很 多 深刻 的 研究 。 特 别 
地 ,在 50 年 代 开始 ,他 们 对 通 近 的 反问 题 , 即 从 有 理 函数 
最 佳 逼近 值 趋向 于 零 的 速度 来 研究 逼近 函数 的 结构 性 质 
方面 作 了 一 系列 的 研究 ,以 后 在 正 问题 上 , 即 从 函数 的 结 
构 性 质 来 研究 有 理 函数 最 佳 逗 近 阶 的 估计 以 及 在 研究 有 
理 函数 最 佳 通 近 值 与 多 项 式 道 近 值 之 间 的 关系 与 差别 方 
面 也 得 到 了 不 少 重要 的 结果 。 应 该 指出 ,在 正 问题 方面 ， 
D. J 纽曼 在 1964 年 跨 出 了 关键 性 的 一 步 ,他 指出 对 |z| 
用 半 次 有 理 函数 逗 近 得 到 的 阶 的 估计 为 e*“s(c>0), 大 


大 地 怨 过 用 nn 次 多 项 式 通 近 的 阶 赴 。 以 后 ， 匈 牙 利 学 者 


P. 图 兰 .G. 弗 洛 伊 德 等 也 作出 了 很 多 重要 的 研究 。 
设 [a,b] 为 实 轴 上 的 闭 区 间 ( 有 穷 或 无 穷 )，f(x) 是 
[a,b] 上 的 实 值 连续 函数 , 令 


Rn(fs[a,b])= Ws es If(x)— Qn nx)|, 
其 中 下 确 界 是 对 于 所 有 分 子 为 n 次 , 分 母 为 m 次 的 
多 项 式 之 比 的 有 理 函数 @wn(z) 取 的 。 当 n 一 m 时 ， 记 
Qun(z) 一 Qu(z)，Run(f [a, b])=Rn(f; [ab])， 称 
它 为 f(x) 在 [a,b] 上 ， 用 nn 次 有 理 函 数 副 近 时 的 最 佳 副 
近 值 。 若 m=0，Qn(x) 就 是 n 次 多 项 式 ， 此 时 将 RC 
[a,b]) 记 作 EE(f;[a,b])， 称 它 为 人 x) 在 [a,b] 上 用 nn 次 
多 项 式 Q@,(x) 通 近 时 的 最 佳 下 近 值 。 

1964 年 纽曼 所 得 到 的 结果 为 ; 

Ru(1z [一 1]) 宝 max||x| 一 rs(z)| 到 3e 


P(x)— Pa —x) 
式 申 Tox) x Bx) FE x)? 


而 P(x)= 卫 (z+ 的), =e 六 且 对 于 任意 的 偶 有 理 函 


数 @u(z),) 有 max ||z| -9u(z)| > 去 em。 由 此 看 
六 
出 ,用 nn 次 有 理 函数 通 近 |x| 时 ， 通 近 的 阶 比 用 n 次 多 项 
式 通 近 时 好 得 多 。 
图 兰 在 1966 年 指出 ， 有 理 函数 r(x) 的 极点 对 称 地 


分 布 在 刻 轴 上 ， 记 作 动 , 则 "<yn<2V Ne， 


它 很 快 地 趋向 于 原点 。 正 是 由 于 这 个 原因 ,尽管 函数 |z| 
在 zx=0 处 的 性 质 不 太 好 ,但 是 由 于 这 里 所 取 的 有 理 函数 
的 极点 的 极限 点 正 是 x= 0 这 一 点 ,因此 在 某 种 意义 下 消 
除了 其 * 奇 性 "得 到 了 较 好 的 结果 。 

纽曼 还 对 一 般 的 函数 类 应 用 他 的 方法 及 结果 ， 得 到 
有 理 函数 斩 近 阶 的 估计 。 后 来 , 贡 恰 尔 \ 布 拉 诺 夫 IT. II 
维 亚 切 斯 拉 活 夫 等 先后 对 纪 曼 结果 作出 了 进一步 的 改 
进 。 此 外 ， 也 对 其 他 特殊 函数 研究 有 理 函 数 最 佳 通 近 值 
的 上 ,下 界 估计 。 

对 于 其 他 一 般 的 函数 类 也 有 很 多 研究 ， 如 彼得 重 晓 
夫 得 到 下 列 二 个 重要 的 结果 ， 

@ 设 f9(x) 是 [0,1] 上 的 凸 函 数 ， 则 

Rufi[o,1])=o( 直 让)， 

@@ 设 f*5(z) 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 上 式 
也 成 立 。 当 函数 所 xz) 是 区 间 上 的 分 民 解 析 函 数 时 ， 也 有 
类 似 于 上 面 的 估计 。 

此 外 ， 还 有 不 少 研究 解析 函数 的 有 理 函 数 最 佳 通 近 
问题 的 工作 。 例 如 ,1978 年 B. H. 罗 萨 克 得 到 一 个 结果 。 
设 函 数 蕊 z 在 |z| <1 解析 ,在 |z| <1 上 连续 且 在 |z| ~1 
上 分 恬 ( 共 有 m 段 ) 解 析 ， 则 可 以 找到 具有 极点 在 |z|>1 
中 的 n 次 有 理 函 数 Q,(z), 使 max If(z)—Qn(2)1= 


o (me 可). 着 Jo(z) 具有 有 界 变 差 , 则 有 


max If(7) -Ql=0(e). 
对 于 反问 题 ， 用 有 理 函 数 带 近 与 用 多 项 式 通 近 所 得 
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到 的 结论 可 以 是 完全 不 同 的 .例如 ,C.H. 伯 思 斯 坦 早 就 证 
明 ,者 lim [Bfs[ 一 1,1]) 术 < 走 ，R>1, 则 了 x) 可 以 从 


[一 1,1] 解 析 开 拓 到 以 土 1 为 焦点 ,长 短 半 轴 之 和 为 及 的 
椭 四 中 去 。 但 是 对 于 有 理 函 数 逼 近 ,情况 可 以 完全 不 同 ， 
不 管 Ea(f3[ 一 1,1]) 以 多 么 快 的 速度 趋向 于 零 , 仍 然 不 能 
保证 f(x) 在 [一 1,1] 上 有 很 好 的 结构 性 质 ,更 谈 不 上 具有 
解析 性 质 了 。 必 须 除去 一 个 例外 集 ，f(x) 才 有 较 好 的 结 
构 性 质 。 有 人 还 将 这 些 结果 推广 到 复数 域 中 去 。 

如 果 想 要 从 有 理 函 数 副 近 的 速度 来 推出 函数 在 整个 
台 近 的 区 间 上 被 允 近 浮 数 的 性 质 ， 就 还 需要 给 出 有 理 函 
数 极点 分 布 的 情况 。 这 实际 上 也 与 给 定 极点 有 理 函 数 逗 
近 的 首 定 理 有 关 了 。 《 沈 变 昌 ) 


youxiancho fangcheng 
有 限 差 方程 (finite difference equation) 
含有 未 知 函数 的 差分 的 条 件 等 式 ， 它 是 重要 的 一 类 函数 
方程 ,也 称 有 限 差分 方程 。 
有 限 差 方程 的 一 般 形式 是 
FFGCz, fx) 4f(Gz)9yd"f(z)) 一 0 (1) 
式 中 下 是 已 知 函 数 ，f(x) 是 未 知 函数 ,4 是 差分 算 子 ( 见 
有 限 差 演算 )。 利 用 4 与 移 位 算 子 已 的 关系 式 4=E 一 I， 
其 中 工 是 不 变 算 子 ,(1) 可 化 成 
Bx,f(x) ,f(x+h) ,f(x+nh)) =0。 (2) 
和 如果 (2) 既 明显 地 含有 了 x+mh)， 又 含有 f(x) 就 称 
(1) 或 (2) 为 n 阶 有 限 差 方程 。 
满足 有 限 差 方 程 的 函数 称 为 它 的 解 ，n 阶 有 限 差 方 
程 的 含有 # 个 任意 常数 的 解 称 为 通 解 。 通 解 中 的 任意 常 
数 被 确定 后 ， 即 可 获得 一 个 特 解 。 
线性 有 限 差 方程 解 的 结构 ， 称 有 限 差 方程 


ft) Qe) 《qo(x) 关 0,ao(X) 儿 0)，(3》 


为 n 阶 线性 有 限 差 方 程 。 如 果 Q(x)=0， 则 称 该 方程 为 
齐 次 方程 ,反之 , 则 称 为 非 齐 次 方程 。 

方程 (3) 的 解 具有 以 下 性 质 ，@ 如 果 函 数 人 (x)， 
f(x),…,fn(x*) 是 相应 于 方程 (1) 的 齐 次 方程 的 线性 无 关 


解 , 则 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 x*) 一 访 Cf(x), 其 中 


Cu Cs,…， Cs 为 任意 常数 。@ 方程 (3) 的 通 解 可 表 为 它 
的 一 个 特 解 f#(x》 与 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 之 和 ， 即 


人 (0) 一 1%)+ 训 Cif(x)， 这 两 条 性 质 就 完全 确定 了 线 
性 有 限 差 方程 解 的 结构 。 

常 系数 线性 有 限 关 方 得 如 果 方程 (3) 中 的 mu(z) 
(k=0,1,…sn) 痢 为 常数 , 且 h=1, 则 方程 

efx+ i =) (4) 

就 是 常 系数 线性 有 限 差 方程 

求 得 方程 (4) 的 通 解 ,可 根据 线性 有 限 差 方程 解 的 结 
构 特点 ,由 以 下 两 个 步 驶 来 完成 .第 一 步 , 求 相应 于 (4) 的 
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齐 次 方程 
Balt+k) 0 
的 通 解 。 设 f(x) 一 和", 代入 上 述 方程 ,得 到 
Bor=o, 


称 它 为 相应 齐 次 方程 的 特征 方程 ， 其 根 称 为 特征 根 。 如 
果 所 有 的 特征 根 1,*:,…,2s 都 是 实 的 单 根 , 则 齐 次 方程 
的 通 解 为 KKz) = 总 Cu5 如 果 特 征 根 中 有 实 的 重 根 出 现 ， 
则 齐 次 方程 的 通 解 为 。 ， 
fo- 总 归 co 

式 中 5 为 特征 根 xx 的 重 数 ， 且 中 十 sa 十 … 十 sg 一 二 CA 
(j=1,2,… ,ssk=1,2,…,p) 为 任意 常数 。 第 二 步 , 求 非 
齐 次 方程 -(4) 的 一 个 特 解 。 当 右 端 函数 Q(x) 具有 某 些 
特殊 形式 时 ， 利 用 待定 系数 法 可 以 直接 求 得 特 解 ， 例 如 
Q(x) 是 上 次 多 项 式 , 且 1 是 相应 的 特征 方程 的 s 重 根 , 则 
设 八 (x)=Aoxr+A 1+ 二 A ze 以 ， 代 入 方程 (4)， 
两 边 对 比 系数 ,可 求 出 待定 系数 AosA1，…,Ass 从 而 求 得 
方程 (4) 的 一 个 特 解 #(z)。 又 如 Q(x)=P(x)b*， 其 中 
P(x) 为 k 次 多 项 式 , b 为 特征 方程 的 s 重 根 ， 则 设 
人 (x)=(Aoxr 二 A 十 … 二 xrrt)P， 代 入 方程 (4)， 
求 出 待定 系数 , 即 得 方程 (4) 的 一 个 特 解 。 将 两 步 所 求 得 
的 结果 相 加 , 即 可 得 到 方程 (4) 的 通 解 。 

如 果 特征 根 中 出 现 复 根 , 则 对 每 一 对 共 元 复 根 ,利用 
隐 拉 公式 pe*=p(cos6 +isin0), 分 别 取 实 部 和 虚 部 作为 
线性 无 关 解 ,参照 上 述 方法 ,也 可 得 到 实 的 通 解 。 

除去 上 述 的 解法 ,还 可 利用 发 生 函 数 符 号 算 子 以 及 
变易 常数 等 方法 去 求 方程 (4) 的 通 解 。 

举 从 ， 求 二 阶 常 系数 线性 有 限 差 方程 

fl(n+2)—f(n+1)—f(n)=0, 

满足 条 件 1(1)=f(2)=1 的 方程 解 1(n)， 其 中 变量 4 取 
自然 数 。 

相应 的 特征 方程 为 * 一 和 一 1=0。 由 此 解 出 特征 要 为 
为 = 二 ,和 一 和 5。 从 而 通 解 为 


1+wNE Y Cll-N5Y 
tl to), 
由 条 件 f1D 一 ft2) 一 1 可 来 得 Ci= 志 ,C= 一 霹 -。 
涨 解 3 1+AA 5 复 1-w5， 
sy_. -VE 
fm (ee ) -7 ), 
这 就 是 交流 那 部 列 的 通 项 表达 式 。 
参考 书目 
L. M. Milne-Thomson, The Coalcufus of Finite Diffe- 
rences, Macmillan, London, 1951. 


( 徐 利 治 ” 杨 家 新 ) 
youxlon chafen fangfa 
有 限 差分 方法 (finite difference method) 


简称 差分 法 或 网 格 法 ， 是 数值 解 微分 方程 和 积分 -微分 


方程 的 一 种 主要 的 计算 方法 。 它 的 基本 思想 是 : 把 连 
续 的 定 解 区 域 用 由 有 限 个 离散 点 构成 的 格 网 来 代 蔡 ， 这 
些 离散 点 称 作 网 格 的 结 ( 节 ) 点 ; 把 在 连续 定 解 区 域 上 定 
义 的 连续 变量 函数 用 在 格 网 上 定义 的 离散 变量 函数 来 近 
似 ;把 原 方程 和 定 解 条 件 中 的 微 商 用 差 商 来 近似 ,积分 用 
积分 和 来 近似 ， 于 是 原 方程 和 定 解 条 件 就 近似 地 代 之 以 
代数 方程 组 ， 解 此 代数 方程 组 就 得 到 原 问题 的 近似 解 。 
有 限 差分 方法 简单 .通用 、 易 于 在 计算 机 上 实现 。 
有 限 差分 方法 的 主要 内 容 包括 ， 如 何 根据 问题 的 特 
点 将 定 解 区 域 作 网 格 剖 分 如何 把 原 方程 离散 化 为 代数 
方程 组 , 即 有 限 差分 方程 组 ;如 何 求解 此 代数 方程 组 。 此 
外 ,为 了 保证 计算 过 程 的 可 行 及 计算 结果 的 正确 ,还 须 从 
理论 上 研究 差分 方程 组 的 性 态 ， 包 括 解 的 存在 性 、 唯 一 
性 、 稳 定性 和 收敛 性 。 稳 定性 就 是 指 计算 过 程 中 舍 入 误 
差 的 积累 应 保持 有 界 。 收 伍 性 就 是 指 当 网 格 无 限 加密 时 ， 
差分 解 应 收敛 到 原 问题 的 解 。 
差分 方法 因 方 程 类 型 不 同 ， 定 解 问题 提 法 不 同 而 有 
着 各 自 的 特点 和 不 同 的 内 容 。( 见 常 机 分 方程 初 值 问题 
数值 解法 、 常 微分 方程 边 值 问题 数值 解法 、 偏 秽 分 方程 初 
值 问题 差分 方法 、 计 算 流体 力学 、 守 恒 格式 、 偏 役 分 方程 
边 值 问题 差分 方法 、 玻 耳 弦 更 方 程 数值 解法 ) 
下 面 以 求解 二 维 泊 松 方程 
dm Am 
zr + dy ™ —f(x,y) (1) 
在 单位 正方 形 , 0<x<1，0<y<1 上 的 简单 边 值 问 题 为 
例 说 明 用 有 限 差分 方法 解 椭 贺 型 方程 边 值 问题 的 要 点 。 
设 边界 条 件 是 Ww(0,y)=u(x, 0)=u(1, y)=W(x,1) 一 
0。 如 图 1 所 示 , 用 平行 于 坐标 轴 的 纵横 线 
一 Xi 一边 Ey 
y=y=k (j=0,1,.,N), 
把 单位 正方 形 分 为 等 距 格 网 ， h= 直 水 = 衣 分 别 是 x,y 方 
向 的 步 长 , 结 点 (x4oWy) 记 为 (i,j)， Mg 为 抱 P 背 训 


(i 让 可 分 为 内 点 和 边 点 两 类 。(i,j),(i=1,2,*…,M 一 1， 
j=1,2,…,N 一 1) 是 内 点 ,其 余 是 边 点 。 对 于 内 点 6 


把 偏 导数 于 生生 代 以 适当 差 商 ,例如 


4 全 于 1 
BG- 1 
CD 

DO+1,D 
EJ-1) 


图 1 解 方程 (1) 的 税 网 


at 1 
-Bx ye 


Ou 
站) 


于 是 ,对 于 内 点 (i,j) 可 把 (1) 化 为 差分 方程 


站 
2 


+ 站 (Guyri-2usstausD= -Jo (2) 

对 于 边 点 , 则 有 

Uo sg= Uy = ,0 = w=0 

Gi=0,1,7 M3j=0,1,.)N), 
式 (2) 中 内 点 的 ws 是 未 知 的， 共有 (N 一 1)(M 一 1) 个 未 
知 数 ， 也 有 同样 数量 的 内 点 差分 方程 。 因 而 把 解 偏 微分 
方程 边 值 问题 化 成 了 代数 方程 组 求解 问题 。 用 迭代 法 或 
直接 法 解 这 个 代数 方程 组 ， 即 可 求 出 未 知 函数 4 在 结 点 
(有 上 的 近似 值 wy。 再 以 一 维 热 传导 方程 


i 
位 =- 冲 0<x<t t>0) (3) 


的 初 边 值 问 是 为 例 ， 说 明 用 有 限 差 分 方法 解 偏 微分 方程 
的 初 边 值 问题 的 要 点 

设 初 值 条 件 是 u(x,0)=p(x) (0<x<1)， 
u(0,t) =fi(t) 
ul1,t) =f1(t) 
9(1)=f,(0)。 


边界 条 件 是 | 
式 中 9(0)=f1(0); 
如 图 2 所 示 ， 
用 平行 于 坐标 轴 的 
纵横 线 
交 一 3 一 轨 
=0,1,2，a0， 
t=t,=ne 
(n=0,1,2,..), 
把 求解 区 域 (0<x 
王 1, 0<t) 分 为 格 
网 , h= 1/M,s 分 
别 是 空间 和 时 间 步 
长 。 对 于 格 网 点 (和 主妇 注 各 (8) 雹 天 
mD， (和 = 1, 2，…, m 一 1,n>0), 把 (3) 中 的 偏 币 商 用 适当 
的 黄玉 代 各。 例如 


Eg [ea 


(0<t), 


(4) 


器 = 二 (W941— 2 + U4)» 
将 (4) 代 入 (3)， 人 
tet-up = 译 (9 一 249+ 风 1) 

即 


地 := 地 


根据 初 值 条 件 ,有 


+ 下 (一 20 地 。 (5) 
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w=96%) (j=0,1,.…,M). 
根据 边界 条 件 , 有 
中 = 有) = ) (n=0,1,2,…)。 

从 边界 条 件 和 初 值 条 件 , 根 据 差分 方程 (5) 以 步 进 方 
式 求解 ， 即 从 t=0 时 的 初 值 (n=0), 求 出 t=+ 时 的 解 
(n=1); 从 t= 时 的 求 得 解 , 求 出 t=27 时 的 解 (n 一 2)， 
等 等 。 

在 科学 计算 中 所 要 求解 的 方程 .计算 区 域 . 定 解 条 件 
往往 远 比 上 述 两 例 复杂 得 多 。 此 时 ， 网 格 剖 分 及 离散 化 
方法 远 不 是 如 此 简单 和 直观 。 

参考 书目 

冯 康 等 编 :< 数值 计算 方法 ,国防 工业 出 版 社 , 北京 ,1978。 
(地 前 落 》 
youxlancha yonsuan 
有 限 差 演算 (calculus of finite difference) 
运用 符号 算 子 及 其 运算 规则 处 理 插值 、 级 数 求 和 以 及 差 
分 方程 求解 等 问题 的 形式 演算 方法 ， 也 可 称 为 离散 微 积 
分 学 或 有 限 差分 学 。 

运用 差分 运算 的 思想 出 现 很 早 , 6 世纪 ,中 国 隋 朝 的 
天 文学 家 刘 粕 (544~610) 就 已 能 运用 二 阶 差分 ， 并 在 解 
决 日 、 月 不 均匀 运动 问题 中 , 提出 了 等 距 二 次 内 插 公 式 。 
有 限 差 的 演算 方法 在 B. 泰勒 的 《 增 量 方法 》(1717) 中 已 
经 出 现 。 但 其 真正 美 基 人 是 本 斯 特 林 , 他 在 《微分 方法 » 
(1730) 中 解决 了 大 量 有 限 差 演算 的 问题 ， 包 括 级 数 求 和 
等 问题 。 有 限 差 演算 的 第 一 部 论著 是 工 . 网 拉 的 《微分 演 
算 教 程 X1755), 他 第 一 个 引进 差分 算 子 4。 

有 限 差 演算 在 数值 分 析 、 概 率 统计 、 运 筹 学 以 及 电 
网 络 , 编 码 \ 计 算 机 软件 等 应 用 科学 中 广泛 地 被 应 用 。 

函数 的 差分 。 设 hh 为 一 正 的 常数 ， 则 实 变 量 函 数 
fx) 的 增 量 人 x+h) 一 f(x) 定义 为 f(x) 在 x* 处 的 一 阶 差 
分 ,hh 为 步 长 ， 记 为 Af(x)=f(x+h) 一 f(x)。 一 阶 差分 
Af(x) 也 是 x 的 函数 ， 故 它 的 增 量 Af(x+h) 一 Af(x) 
可 定义 为 f(x) 在 zx 处 的 二 阶 差分 ， 记 为 A:f(x)= 
ACAf(xz)) 一 Af(x+h) 一 Afxz)， 类 似 地 ， 可 以 定义 fx) 
在 x 处 的 n 阶 差分 为 A"f(x)=A(A"-1f(x))=A"™1f(x+ 
hh) 一 A"-!f(x)(n 为 自然 数 ), 而 Af(x)=f(x)。 上述 定 义 
中 算 子 4 称 为 向 前 差分 算 子 ,简称 差分 算 子 ,在 实际 应 用 
中 ,对 函数 fx) 只 要 求 定义 在 等 距离 散 点 列 {xX} (k= 0， 
士 1, 士 2,…) 上 即 可 。 

差分 算 子 4 具有 以 下 的 性 质 ，@ 常数 的 差分 为 零 ， 
即 4C=0， 其 中 C 为 常数 ，@ 差 分 算 子 是 线性 算 子 ， 即 
A(Cf(x)+ Cg(x))=C14f(x)+ Cdg(x), 其 中 C1,C; 为 
常数 ，@@ 若 ",s 是 非 负 整数 , 则 (4TCz))= 4(4TCz)) 
一 小?f(z)， 或 记 为 4 本 = 省 :个 = 人 5 @ 若 f(x) 是 nn 
次 多 项 式 ， 则 4:f(x)(0<k<n) 是 n 一 kk 次 多 项 式 , 并 且 
当 k>n 时 ，4*f(x)=0; @ 乘 积 的 差分 满足 关系 式 
A(f (x)g( x)) =f (x)lg(x) + g(x+h) fr), 

几 种 常用 算 子 及 其 相互 关系 

不 变 算 子 I 作用 于 函数 信 x) 时 有 If(x)=f(x)。 
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移 位 算 子 已 表示 把 函数 的 自 变量 加 上 一 个 步 长 h， 
即 Ef(x)=f(x+h), 一 般 的 情形 , 如 果 t 为 任 一 实数 , 则 
f(x)= 代 x+ 二 ), 当 t=0 时 ,Ef(x)=f(x)， 亦 即 E'= 
I 由 巨 的 定义 可 得 

Ef(x)=f(x+h)=f(x)+ [f(x+h)—f(x)] 
=[1+4]f(x) 
因此 , 移 位 算 子 瑟 与 差分 算 子 4 有 关系 式 
E=I+4, 

微分 算 子 D 作用 于 函数 f(x) 时 有 Df(x)=f'(x)， 
按照 形式 演算 的 观点 ， 由 泰勒 展开 式 及 上 述 符号 算 子 的 
定义 ,有 等 式 


ot a 
Bo)=fz+ 有 = 轧 丰 fo(z= 电 全 Dirtz) 
so K1 Fo kl 


& (hD)* 
=[ 咏 千 ]fw ep), 


因此 , 移 位 算 子 与 微分 算 子 DD 有 关系 式 


也 =enp。 


向 后 差分 算 子 p pf(x)=f(x) 一 人 (x 一 h)。 
中 心 差分 算 子 8 f(x) =f(w+ 计 一 (x 一 #n). 


平均 算 子 Hf (= tr+h)], 


由 符号 算 子 的 定义 及 形式 震级 数 展 开 ， 还 可 以 得 到 如 下 
的 关系 式 ， 
4=E:p, p=I-E-!, 3=Et— Ei, 
p+E), n= 一半 4，hD=In(I+ 4)。 
符号 算 子 的 演算 实例 利用 前 述 的 符号 算 子 间 的 关 
系 以 及 这 些 算 子 的 形式 震级 数 展 开 进行 形式 上 的 演算 ， 
可 以 推演 出 许多 基本 公式 ,特别 在 推导 杨 什 公式、 数值 微 
分 公式 ,数值 积分 公式 中 很 有 用 ,下 面 列举 几 个 重要 的 实 
例 。 
@ 由 于 4=E-I, 
故 
mm 二 TEN 
=(E-D" 一 六 (1%) Em 
将 这 个 等 式 两 边 的 算 子 分 别 作 用 于 f(0), 得 到 
0)= 吕 1(R "fc0) 
-BR mi), 
这 就 是 高 阶 差分 公式 。 
加 已 知 E=I+4, 设 t 为 实数 , 则 有 
Na po t 
Bt) = 名) 
将 此 作用 于 f(x), 得 到 
fz+th) Ex) = (FF) f(x), 
这 就 是 牛顿 插值 公式 。 
@ 由 于 iD=-IinE-lnGI+4)= 己 (Do 全， 
故 有 


对 (=hpfa = Da), 
同 理 可 得 
HC) hp) = Erife). 


它们 分 别称 为 格雷 果 里 -马尔 可 夫 第 一 微分 公式 与 第 二 
微分 公式 。 

图 为 使 收敛 缓慢 的 交错 级 数 加 速 收敛 ,通常 使 用 欧 
拉 变 换 。 这 个 十 分 有 用 的 级 数 变换 可 以 利用 符号 算 子 的 
形式 演算 导出 ， 

JG1) 一 也 2) 十 也 3) 一 也 人) 十 … 
=(I-E+E E+...)f(1) 
-二 
I+ 3 


1 1 4 
=f(D)- 到 A) + G41)— 


利用 符号 算 子 的 形式 演算 还 可 以 推 得 其 他 一 些 公式 ， 例 
如 分 部 求 和 公式 等 。 

尽管 符号 算 子 演算 规则 能 够 帮助 人 们 得 到 许多 重要 
的 公式 ， 但 它 并 不 指出 这 些 公式 成 立 的 条 件 及 有 效 适 用 
的 范围 ， 运 用 这 些 公式 作 近似 计算 时 ， 也 并 不 给 出 余 项 
(误差) 估计 。 因 此 ， 这 种 演算 的 主要 意义 在 于 帮助 人 们 
去 推导 和 记忆 一 些 有 用 的 结果 ， 但 是 并 不 能 用 它 来 进行 
论证 。 

参考 书目 

L, M. Milne-Thomson, The Caleulus of Finite Diffe- 
rences, Macmillan, London, 1951. 
( 徐 利 治 杨 家 新 ) 

youxian danqun 
有 限 单 群 (finite simple graup) 除了 单位 
元 群 和 它 本 身 以 外 没有 其 他 正规 子 群 的 有 限 群 。 有 限 单 
群 可 比喻 为 搭 成 有 限 群 的 “积木 块 "， 是 有 限 群 结构 的 基 
石 。 它 长 期 是 群 论 研 究 的 中 心 问题 。 

有 限 单 群 分 为 四 大 类 ， 

@ 素数 ? 阶 循环 群 Z,, 它 包括 了 所 有 的 交换 单 群 。 

@ "个 文字 的 所 有 偶 置换 构成 的 交错 群 4,, 当 "> 
5 时 是 非 交换 单 群 。 

@ 李 型 单 群 和 李 型 群 李 型 群 是 复数 域 上 单 李 群 
在 有 限 域 上 的 相似 物 ,不 全 是 单 群 。 它 包括 有 限 域 上 某 些 
典型 群 . 例 外 群 和 扭 群 。 前 两 者 也 称 为 谢 瓦 莱 群 ,共有 9 
个 族 ,它们 的 记号 是 As(9),m>1; Bn(q), n>1; Cn(q)， 
n>23D,(9),n>3,G.(g)F.(q);E(q)sE(q9)E(q), 这 
里 gq=p",pP 是 素数 。 以 下 的 9 也 有 此 意义 。 

除了 4,(2)、.4,(3)、.B:(2)、.G:(2) 外 ， 这 些 群 对 其 中 
心 的 商 群 都 是 有 限 单 群 。 这 些 群 中 的 大 部 分 ,也 . 伽 罗 瓦 、 
C. 若 尔 当 、L. E. 迪克 森 等 已 早 有 研究 。 直 到 1955 年 ,C. 
谢 瓦 菜 对 任意 有 限 域 GF(q) 构 造 出 复数 域 上 单 李 群 的 相 
似 物 ,用 统一 的 方法 证 明了 这 些 群 的 存在 性 ,单纯 性 和 其 
他 性 质 。 


有 


扭 群 共 七 族 ,它们 是 :An(q),n>1;*B,(q),q=2:"*!， 
Da(q) ,n>31D.(g)3:G(q),9=3m+1,2p,(9),9—2mr!s 
二 (q)。 除 了 ?4,(2)、?B,(2)、*G.(3)、?P,(2) 外 ,它们 都 是 
单 群 。 而 2F,(2) 的 换 位 子 群 〈P,(2))' 还 是 不 在 以 上 几 
族 中 的 一 个 特殊 单 群 。 

利用 谢 瓦 莱 群 的 图 自 同 构 和 域 自 同 构 可 以 统一 地 得 
到 所 有 扭 群 ,如 R. 施 坦 伯 格 、 铃 木 通 夫 、R. 雷 和 J. 带 菊 
等 人 的 工作 。 

在 以 上 的 群 中 An(q)、B,(q)、C,(q)、*An(q) 分 别 同 构 
于 GF(q) 上 的 典型 群 PSLnw1(q)、POwmw(q)、PSPsn(q) 和 
PSU。(q)。 而 Ds(q) 和 ?Du(q) 分 别 同 构 于 Poin(q) 和 
PQ,(q)( 对 每 个 9 有 两 族 2n 维 的 正 交 群 ,以 “+” 和 “一 ” 
两 个 符号 来 区 别 )。 谢 瓦 莱 群 中 的 Gi(q)、F,(q)、Es(q)、 
了 (9)、Es(9) 则 是 例外 群 。 

@ 零散 单 群 ， 凡 不 属于 以 上 三 类 的 有 限 单 群 , 称 为 
零散 单 群 ,共有 26 个 ,外 .L. 马 蒂 厄 于 1860 年 和 1873 年 
先后 得 到 5 个 多 重 传递 置换 群 Mi(4 重 ) ,Mia(5 重 ) .Ms 
(3 重 )、M:(4 重 ) 和 Ms,(5 重 ), 它 们 都 是 零散 单 群 。 一 
百年 之 后 ，Z. 简 科 于 1965 年 才 发 现 了 另 一 个 新 的 等 散 
单 群 , 记 为 J,。 尔 后 陆续 地 发 现 了 所 有 的 等 散 单 群 ,仿照 
前 者 ， 一 般 以 重要 发 现 者 的 姓 的 前 面 字母 来 记 各 零散 音 
群 ， 若 同一 人 发 现 多 于 一 个 这 样 的 群 时 则 加 上 数字 的 下 
标 , 它们 是 

Mus Maa, Ma Ma Moss 
RRR 

HS, Mc,Suz, Ru,He, Ly,ON; 
.123 
M(22),M(23),M(24) 
Fs,F,,F,,F,, 

最 大 的 零散 单 群 为 Fl, 名 为 怪物 群 或 魔 群 , 它 的 阶 为 
24%.320.59.75.112.133.17.19.23.29.31.41.47.59. 71, 
约 为 10%。R. 格 里 斯 用 手 算 , 从 47.59.71= 196 883 维 的 
线性 表示 而 得 到 P,。 它 有 着 良好 的 内 在 的 几何 结构 ， 并 
且 有 20 个 左右 的 零散 单 群 作为 它 的 子 群 ,所 以 并 不 是 什 
么 怪物 ,R. 格 里 斯 改称 它 为 “友好 巨人 ”。 

研究 有 限 单 群 的 一 般 方法 ， 可 非常 概括 地 归结 为 以 
下 几 种 ，@ 模 特征 标 论 和 特殊 特征 标 论 方法 ,前 者 为 R. 
布 蚀 尔 所 创 , 后 者 为 布 饶 尔 和 铃木 通 夫 所 创 。G@ p 局 部 子 
群 分 析 法 。 它 是 由 J.G. 汤普森 等 人 建立 和 发 展 起 来 的 研 
究 非 单位 了 子 群 的 正规 化 子 的 方法 。@@ 几 何 分 析 法 及 其 
发 展 。 此 法 是 由 B. 费 希 尔 和 M. 阿 施 布 歌 尔 等 所 创 。 

有 限 单 群 的 完全 分 类 ， 即 找 出 有 限 单 群 所 有 的 同 构 
类 ,经 全 世界 上 百名 的 数学 家 约 40 年 的 共同 努力 ， 终 于 
在 1981 年 得 到 解决 ， 这 是 数学 史上 的 又 一 个 非凡 成 就。 
有 限 单 群 分 类 的 整个 论证 用 了 5000 页 以 上 的 篇 幅 ， 散 
布 在 超过 300 篇 文章 之 中 ， 引 用 了 很 多 新 的 群 论 概念 和 
证 明了 大 量 的 定理 。 历 史上 的 一 些 重要 进展 ， 可 以 概述 
如下: 

20 世纪 初 ，W. 伯 思 赛 德 关于 ps 阶 群 (p.4 是 素 
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数 ) 必 是 可 解 群 的 定理 ,是 有 限 单 群 分 类 问题 早期 最 重要 
的 工作 。 它 说 明 非 交换 有 限 单 群 的 阶 至 少 有 三 个 不 同 的 
素数 。 三 四 十 年 代 之 交 ， 布 饶 尔 开始 利用 他 所 创造 的 模 
特征 标 理论 来 研究 有 限 单 群 问题 ， 在 这 期 间 ， 段 学 复 随 
布 饶 尔 研究 了 阶 含 素 数 ? 仅 为 一 次 的 群 及 其 模特 征 标 ， 
1942 年 ， 他 们 一 起 完成 了 10000 阶 以 下 的 单 群 分 类 。 
1945 年 合 写 了 “ 论 有 限 单 群 "的 论文 。 他 们 的 一 些 结果 至 
今 还 被 人 引用 , 有 的 得 到 推广 。1954 年 布 饶 尔 关于 对 合 
的 中 心 化 子 的 定理 ， 即 设 是 偶 阶 单 群 G 的 一 个 对 合 即 
二 阶 元 素 ,Ce(r) 是 其 中 心 化 子 , 则 1G1<{1Ceo(r)1 六。 于 
是 ,从 已 知 偶 阶 单 群 的 对 合 的 中 心 化 子 出 发 ,最 多 构造 出 
有 限 多 个 单 群 。 可 用 这 结果 去 发 现 和 构造 一 些 新 单 群 ， 
许多 零散 单 群 就 是 这 样 发 现 的 ， 更 重要 的 是 可 以 用 中 心 
化 子 来 刻 刘 群 的 构造 ， 用 于 单 群 分 类 。 这 一 定理 标志 了 
单 群 分 类 的 新 起 点 ， 而 被 称 之 为 布 饶 尔 纲领 。 布 饶 尔 是 
近代 有 限 单 群 分 类 工作 的 先驱 。 

1962 年 ，W. 费 特 和 汤普森 关于 奇 阶 群 必 为 可 解 群 
的 定理 是 单 群 分 类 中 最 重要 的 一 个 定理 ， 它 标志 着 有 
限 单 群 分 类 的 重大 突破 ， 也 是 第 一 篇 长 文章 (225 页 之 
多 )。 汤 普 森 在 文中 初步 建立 并 运用 了 了 ? 局 部 子 群 分 析 
法 ， 其 后 于 1968 一 1974 年 间 ， 他 在 关于 极 小 单 群 ( 即 所 
有 真子 群 皆 为 可 解 群 ) 及 更 一 般 的 单 N 群 ( 即 所 有 P 局 部 
子 群 皆 为 可 解 群 ) 的 分 类 定理 的 证 明 中 ,完善 了 p 局 部 子 
群 分 析 法 。 

1972 年 ，D. 成 妆 斯 坦 提出 的 有 限 单 群 分 类 方案 或 
计划 ,指出 了 如 何 才能 实现 有 限 单 群 的 完全 分 类 ,虽然 这 
个 计划 在 后 来 作 了 某 些 修改 ,但 是 此 后 美英 \ 德 .日 等 国 
的 群 论 学 家 自发 地 组 织 起 来 按 计划 去 攻克 这 个 大 问题 ， 
终于 以 10 年 左右 的 时 间 取 得 了 数学 史上 的 这 项 重大 的 
成 果 。 

有 限 单 群 分 类 问题 的 解决 对 有 关 问 题 的 影响 非常 深 
远 ， 有 些 长 期 存在 的 群 论 问题 已 经 由 于 它 的 解决 而 解决 
或 可 以 解决 。 例 如 ，Q@ 0. 施 赖 埃 尔 猜想 有 限 单 群 的 外 
自 同 构 群 是 可 解 的 。 加 有 限 单 群 皆 可 由 两 个 元 素 生 成 
有 限 非 交换 单 群 的 元 素 皆 为 换 位 子 。@ 除 5, 和 A。 外， 
不 存在 k>6 重 传递 置换 群 ， 所 有 双重 传递 群 已 被 决定 ; 
所 有 素数 Pp 次 置换 群 已 知 。 

下 述 有 限 单 群 问题 正在 被 研究 并 取得 进展 ，@ 整 理 
和 简化 有 限 单 群 分 类 问题 的 全 部 论证 。@ 研 究 F 和 模 
函数 的 关系 ， 进 而 研究 哪些 单 群 能 作为 有 理 数 域 上 的 伽 
罗 瓦 群 。@ 用 分 类 的 结果 去 解决 群 论 以 及 其 他 的 数学 问 
题 ,这 种 应 用 正 迅速 增加 。@ 进 一 步 计 算 有 限 单 群 的 常 、 
模特 征 标 和 子 群 等 。 
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有 限 群 (finite group) 具有 有 限 多 个 元 素 的 
群 。 群 论 的 重要 内 容 之 一 。 其 所 含 元 素 的 个 数 ， 称 为 有 
限 群 的 阶 。 有 限 群 可 分 为 两 大 类 :可 解 群 与 非 可 解 群 ( 特 
别 包 括 非 交换 单 群 )( 见 绎 、 有 限 单 群 )。 

可 解 群 ” 如 果 有 限 群 G 之 合成 群 列 G=G6。>G,>>… 
>G-= 1 的 每 个 商 群 G,-,/G，( 称 为 G 的 合成 商 因 子 ) 是 
交换 群 ， 那 么 有 限 群 G 称 为 可 解 群 。 易 知 ， 若 G 的 合成 
商 因子 G,-,/G, 是 交换 群 ， 则 必 为 素数 阶 的 循环 群 。 所 
谓 G 的 合成 群 列 ， 是 指 在 G 中 由 有 限 多 个 子 群 组 成 的 降 
链 如 G=Go>G1>…>Gr-1>G,=1, 使 得 G, 是 G,-, 的 
极 大 正规 子 群 ， 即 GO G,-,， 且 凡 满 足 G,< 了 <G,-' 的 
HH 不 再 是 G,-, 的 正规 子 群 。G 的 任意 两 个 合成 群 列 是 等 
价 的 ， 意 即 如 果 G=G。>G,>…>G.- >G.=1 与 6= 
Ho>H>…>H,.,>H,=1 是 G 的 任意 两 个 合成 群 列 , 那 
么 必 有 s=r, 且 7 个 商 群 Ho/H,,H,/Hs,…,H,-i/H,( 即 
H,1) 分 别 与 7 个 商 群 G/G，G/G:…，Gr-/G。( 即 
G,-1) 除 次 序 外 是 两 两 互相 同 构 的 。 易 证 ， 由 合成 群 列 
G= Go>G>…>G-=1 所 成 的 每 个 商 群 是 单 群 。 

在 群 G 中 由 有 限 多 个 正规 子 群 组 成 的 降 链 G= Go> 
Gi>…>G,-,>G,=1 使 G, 为 真 包 含 于 Gi-, 内 的 G 之 
极 大 正规 子 群 ( 即 G,-,/G, 是 G/G, 的 极 小 正规 子 群 ), 称 
为 G 的 主 群 列 。G 的 任意 两 个 主 群 列 是 等 价 的。 其 等 价 
定义 与 合成 群 列 的 等 价 定义 相同 。 

有 限 群 有 合成 群 列 或 主 群 列 存在 ， 且 任意 两 个 合成 
群 列 或 主 群 列 是 等 价 的 。 这 就 是 若 尔 当 - 赫 尔 德 -施加 埃 
尔 定理 。 凡 是 阶 等 于 pr 的 群 恒 为 可 解 群 , 其 中 p,q 是 
互 异 的 素数 , a.b 是 非 负 整数 ,这 就 是 著名 的 伯 思 赛 德 定 
理 .而 W. 费 特 、J. 汤普森 在 20 世纪 60 年 代 初期 又 证 明 
了 有 限 群 中 长 期 悬而未决 的 一 个 狂想， 奇数 阶 的 群 一 定 
是 可 解 群 ， 因 而 有 限 非 交 换 单 群 的 阶 必 为 偶数 。 

西 洛 性 质 有限 群 理论 中 一 个 经 典 而 重要 的 结果 是 
著名 的 拉 格 朗 日 定理 ， 有 限 群 G 的 阶 |G| 等 于 G 的 子 群 
H 的 阶 |H| 与 H 在 G 内 的 指数 1G:H| 的 乘积 ， 即 1G1 = 
IHI .1G:H|。 但 是 ,并 非 对 1G| 的 任何 因数 d,G 一 定 有 阶 
为 d 的 子 群 。 例 如 , 四 次 交错 群 A, 的 阶 为 12， 而 4, 没 
有 6 阶 子 群 ( 见 置换 群 )。 当 |G| 的 因数 是 玉 形 的 数 即 一 
素数 p 的 大 次 守 时 , 则 G 必 有 阶 为 p* 的 子 群 。 这 就 是 有 
名 的 西 洛 第 一 定理 。 若 除 尽 |G| 的 P 的 最 高 次 署 是 p", 其 
中 p 是 素数 ,mm 是 自然 数 ， 则 G 的 p" 阶 子 群 称 为 西 洛 
了 子 群 。 所 谓 西 洛 第 二 定理 ,其 意 为 ，@G 中 任 两 个 西 洛 
了 子 群 在 G 内 是 共 二 的 ，@G 中 西 洛 p 子 群 的 个 数 NN， 
必 满 足 N=1(modp)， 且 为 任 一 西 洛 p 子 群 的 正规 化 子 
在 G 内 的 指数 ，@G 中 凡是 阶 为 p* 的 子 群 必 为 某 西 洛 
了 子 群 的 子 群 。 进 一 步 有 关于 有 限 可 解 群 的 西 洛 基 定 理 ， 
G 为 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 G 有 一 组 西 洛 基 Si，S:， 
…Sr， 使 G=SiS;…Sr。 所 谓 西 洛 基 ， 是 指 当 G 的 阶 
1G1= piipi…p?r《〈 素 因数 分 解 ) 时 ，G 的 一 组 西 洛 P, 子 
群 S5i=1,2,…,7, 且 SsSs=SyS,(i 关 j), 使 G=5,S2…S,。 


可 解 群 的 西 洛 基 往 往 不 止 一 组 ， 但 是 ， 可 解 群 的 任意 两 
组 西 洛 基 51,S,,…,S, 与 Pu P:,…， Pr 是 等 价 的 ， 即 在 
G 中 必 有 元 素 9 使 9:P,g9=S,，i= 1,2，…7。 阶 为 素数 
竺 的 群 ， 习 惯 上 称 为 p 群 。 西 洛 子 群 都 是 p 群 。 有限 可 
解 群 可 以 表 为 Pp 群 之 积 。 西 洛 第 一 定理 和 第 二 定理 统称 
为 西 洛 定理 。 在 有 限 可 解 群 中 可 得 到 西 洛 定理 推广 的 结 
果 ， 有 限 群 G 为 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 ， 只 要 有 分 解 
161=mn,(m,n)=1，G 就 有 阶 为 m 的 子 群 ; 当 G 是 可 解 
群 时 ,凡是 阶 为 中 的 子 群 必 互 为 共 因 , 若 mlm, 则 G 中 凡 
是 阶 为 m 的 子 群 必 为 G 中 至 少 一 个 阶 为 m 的 子 群 的 子 
群 .这样 的 m 阶 子 群 ,通常 称 为 可 解 群 G 中 的 稚 尔 * 子 群 。 

所 亩 群 的 性质， 意 即 西 阁 性 质 的 推广 。 西 阁 性 质 
是 西 洛 定理 的 同 义 语 , 即 如 果 有 限 群 G 的 阶 |G| =g,hlg， 
(h,9/h)==1,h 为 素数 畦 ,那么 G 至 少 有 一 个 h 阶 子 群 , 且 
任意 两 个 阶 子 群 是 共 印 的 ， 而 G 中 凡是 以 疡 的 因数 为 
阶 的 子 群 ,一 定 是 G 中 某 个 h 阶 子 群 的 子 群 .P. 徐 尔 去 掉 
上 述 条 件 中 的 “h 为 素数 寡 " 而 设 "G 是 可 解 群 "并 得 到 了 
同样 的 结论 。 于 是 ,根据 P. 的 尔 的 这 一 思想 方法 , 将 “h 
为 素数 竺 " 改 为 其 他 条 件 来 进行 探索 的 工作 颇 多 。 例 如 ， 
“为 素数 宕 " 改 为 “G 包含 一 个 h 阶 告 零 子 群 ", 仍 得 到 相 
应 的 结论 ， 即 古典 的 西 阁 定 理 推广 到 含有 的 一 切 素 因 
数 的 集合 = 上 所 得 的 结果 。 

笨 灾 首 ” 当 可 解 群 G 的 西 洛 基 中 诸 西 洛 子 群 都 是 
正规 子 群 时 ， 则 可 解 群 G 称 为 宕 零 群 。 宕 零 群 是 可 解 群 
中 的 一 个 子 类 。 有 限 群 G 为 宪 零 群 的 充分 必要 条 件 是 ， 
G 可 表 为 p 群 的 直 积 。P 群 自 身 当然 是 宕 零 群 。 除 了 这 
个 充分 必要 条 件 外 ,还 有 几 个 互 为 等 价 的 充分 必要 条 件 ， 
其 中 最 重要 的 是 , G 有 上 中 心 列 或 下 中 心 列 。 所 谓 上 中 心 
列 ,是 指 G 有 长 为 m 的 子 群 列 1=2Z6(G)<2,(G)<2Z,(G) 
<<…<Zn-i(G)< Zn(G)=G, 使 Z(G)/Z(G)= 
Z(G/Z(G)), 且 其 中 2Z,(G) 为 G 的 中 心 2(G), 而 递归 地 
给 出 Zim(G) 使 Zom(G)/Zs(G) 是 商 群 G/Z,(G) 的 中 
心 。 由 G 的 有 限 性 可 知 ， 必 有 某 自然 数 k 使 Zi,1(2)= 
ZM(G)， 因 此 当 m>k 时 , 恒 有 Zn(G)=Zu(G)。 特 别 地 ， 
有 某 m 使 Zn(G)=G。 所 谓 下 中 心 列 ,是 指 G 有 长 为 n 的 
子 群 列 G=K(G) > K:(G) > KG)>…> Ka(G) > 
Kwn(G)=1。 设 HK 是 G 的 任意 两 个 子 集 ，[H,K] 表 示 
由 形 如 Ark"!hk=[h, k] 的 元 素 所 生成 的 G 的 子 群 ， 即 
[H,K]=<[h,k]|lhEH,kEKS, 于 是 [H,K]=[K,H]。 当 
[4，…sXn] 定义 后 ， 再 递归 地 定义 [x 
[x1 x] Xan ] = [Xi 
同样 ， 对 G 的 子 集 H,,…,H。 也 作 类 似 的 定义 [Hi 
H,]=[[H,,…,Hs-1],H。], 且 当 任意 x,EG(i=1,2,* 
n) 时 ， 则 定义 Ka(G)=<[%4，…,xn]》>， 因 此 Ki(G)=G， 
Ki(G)=G'=[G, G], 且 Kan(G)=[K,(G), G],。 易 知 
Kn(G)/Knw(G)SZ(G/Kww(G))。 从 G 的 有 限 性 可 知 ， 
有 某 自然 数 上 使 K sex(G)=KMG)。 因 此 当 m>k 时 得 有 
Kn(G) 一 K(G)。 特 别 地 , 有 自然 数 n 使 Kow(G)=1。 有 
限 群 的 上 中 心 列 和 下 中 心 列 两 者 同时 存在 , 且 其 长 相等 ， 


此 时 G 几 为 窜 零 群 , 称 为 n 类 短 零 群 。 因 而 , 1 类 畦 零 群 
就 是 交换 群 .由 此 可 知 , 罕 零 群 是 介 于 交换 群 与 可 解 群 之 
闻 的 一 类 群 。 署 零 群 肥 下 中 心 列 , 可 解 群 则 有 换 位 群 列 。 
G 为 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 ，G 有 换 位 群 列 。 所 谓 换 
位 群 列 ,是 指 G 的 子 群 列 G=G%>G'>G">.…>G"D 
>>Gm=1, 式 中 G0 为 G4-0 的 换 位子 群 ， 即 G0= 
[G9,G479], 而 n 是 某 一 正 整 数 。 此 时 G 也 称 为 n 步 
可 解 群 。1 步 可 解 群 就 是 交换 群 。 

了 群 “ 在 有 限 群 的 研究 中 ,p 群 具有 重要 的 意义 。 互 
不 同 构 的 p" 阶 群 究竟 有 多 少 个 ,是 一 个 古老 而 艰难 的 问 
题 。 迄 今 只 解决 了 当 P 为 奇 素数 且 n<6 时 以 及 当 p=2 
且 m<7 时 pr 阶 群 的 个 数 问题 。 关 于 Pp 群 方面 的 工作 址 
多 ,其 中 由 P. 霍 尔 发 表 的 计数 原理 与 正则 p 群 是 葛 基 性 
的 工作 。 所 谓 计 数 定理 ,例如 , 设 1G| =p",S,(G) 表 示 刀 
中 2* 阶 子 群 的 个 数 ,其 中 0<k<n。 当 SiG)~1(1<k< 
7) 时 , 则 G 必 是 循环 群 当 S,\(G)=1 时 ， 则 G 或 为 循环 
群 或 可 能 为 所 谓 广义 四 元 数 群 ， 后 者 仅 在 p=2 及 n>3 
时 可 能 出 现 ; 对 于 0<k<n,， 有 Ss(G)=1(modp)。 特别 
地 , 设 G 为 非 循环 群 ,p>2 则 对 于 1<k<n-1 有 5S,(G)== 
1+p(mod p:)( 库 拉 科 夫 定 理 )。 又 令 CG) 表 Pp" 阶 群 G 
中 阶 循环 子 群 的 个 数 。 设 G 是 非 循环 群 ,p>2， 则 对 
于 1<k<n 有 CuMG)=0(modp)( 米 勒 定理 )。 两 者 以 及 
其 他 的 一 些 计数 定理 皆 可 用 P. 霍 尔 的 计数 原理 来 证 明 。 
在 这 方面 华 罗 庆 、 段 学 复 早 在 20 世纪 40 年 代 就 曾 一 起 
进行 过 一 些 工 作 。 例 如 , 设 p>2,1G|=p",p"“ 为 G 中 元 
素 之 阶 的 最 大 数 , 且 n 宇 2a+ 1, 华罗庚 于 1945 年 证 明了 
对 于 a+1<m<n-a 有 Cn(G)=p*。 段 学 复 于 1948 年 
证 明了 对 于 24a+1<m<n, Sn(G) 与 1, 1+p,1+Pp+Pp*、 
1+p+2p? 四 者 之 一 同 余 mod p’。 所 谓 正则 p 群 ,是 指 具 
有 如 下 性 质 的 Pp 群 G, 对 于 G 的 任意 元 素 9.b 便 可 找到 
个 元 素 cb cay…ycr, 使 每 个 ciE 《a,b)'=[《a,b> ,<a,b>] 
即 每 个 c 在 由 ao、b 生 成 的 群 之 换 位 子 群 内 ， 且 有 
《ob)? 一 arbrcic8…cz 其 中 自然 数 了 随 元 素 4.b 决 定 。 交 
换 P 群 、 阶 不 超过 p? 的 P 群 以 及 寡 零 类 小 于 p 的 P 群 ， 
都 是 正则 p 群 ; 换 位 子 群 为 循环 群 而 Pp 为 奇 素数 的 p 群 、 
凡 非 单位 元 的 阶 等 于 p 的 了 群 ,也 都 是 正则 Pp 群 ,正则 P 
群 在 p 群 中 有 众多 例子 。 但 非 正 则 Pp 群 也 是 存在 的 ， 例 
如 ， Pr 次 对 称 群 ge: 中 西 洛 p 子 群 就 是 pr*! 阶 非 正则 
P 群 。 

扩张 ”研究 有 限 群 的 一 个 重要 方法 。 设 A、B 是 已 知 
的 两 个 群 ,如 果 作 一 群 G, 使 得 4 已 G， 且 商 群 G/4sB， 
那么 群 G 称 为 了 基于 4 的 扩张 。 一 般 ，B 基于 A 的 扩张 
不 是 唯一 的 ,例如 , A 与 B 的 直 积 AxB 是 B 基 于 A 的 一 
个 扩张 ， 而 A 与 B 的 半 直 积 也 是 B 基 于 A 的 扩张 。 所 谓 
4 与 B 的 半 直 积 为 G， 是 指 G=AB,A<G, 且 ANB=1 
( 即 B 为 4 的 补 子 群 )。4 与 B 的 半 直 积 又 称 为 A 的 分 离 
扩张 。B 基于 A 的 扩张 为 4 与 B 的 半 直 积 的 一 个 充分 条 
件 是 : 4 的 阶 与 了 的 阶 互 素 。 这 就 是 著名 的 舒 尔 - 扎 森 
豪 斯 定理 。 当 了 为 循环 群 时 ,很 容易 决定 扩张 的 构造 。 例 
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如 ,m 阶 循环 群 基于 阶 循环 群 的 扩张 , 必 为 G= 《a 5》， 
有 定义 关系 om= 1， bn 一 af， bab=qr 使 满足 1"=1 
(modn) 及 tr 一 1)=0(modn)。 有 限 群 有 合成 群 列 
G= Gu>Gi>…>Gr-t>Gr=1, 这 里 ，G/G,。 是 单 群 
因此 ,G1 是 单 群 ， 且 Gs 是 G,-2/G,-1 基于 Gy-, 的 扩 
张 。 若 得 知 Gr-, 的 构造 , 则 可 借助 于 扩张 理论 得 知 G,-， 
的 构造 ,从 Gr_; 的 构造 以 及 Gs 是 G+-\/G+-; 基于 G， 
的 扩张 可 知 Gy-, 的 构造 , 如 此 继续 进行 下 去 ， 则 终究 可 
得 知 G 的 构造 。 由 此 可 见 ， 研 究 单 群 与 扩张 理论 是 有 限 
群 研究 的 根本 课题 

转移 研究 有 限 群 的 一 个 重要 方法 。 设 A 是 有 限 群 
G 的 任 一 个 子 群 ,将 G 表 为 4 的 右 陪 集 的 并 集 ， 即 G= 


性 Ags, 于 是 |G:A|=n。 令 A'=[A4,4], 并 作 商 群 A/A'， 


且 用 观 表 以 G 关 于 A' 的 右 陪 集 为 元 素 的 集合 ， 若 令 
二 一 A'gx(k==1,2，…,n), 则 知 观 的 每 一 元 素 可 唯一 表 为 
A= qui， 即 唯一 决定 数码 i 及 交换 群 A/A' 的 一 个 代表 元 
于 4,aE4, 因 此 ， 对 6 的 每 一 元 素 9, 有 Wg 一 04opiosi= 
152,* my 式 中 《125,29 1) 为 (1,2,…sn) 的 一 个 排列 ， 
且 quEA4。 作 和 矩阵 Mu (our) 使 其 第 i 行 第 和 列 交叉 处 
的 元 素 为 06o(i=1,2,…,n), 而 其 他 处 的 元 素 均 为 0。 易 
证 Mo,o,=Mo,Mos。 由 此 可 知 ,映射 9>M， 是 G 的 一 个 同 
态 映射 , 称 为 G 的 单项 表示 。 因 4/4' 是 交换 群 , 故 可 引进 


行列 式 detMo 一 A 了 eno 一 A 于 gug73 简 记 为 detM。 一 


Vosa(9)。 于 是 ,映射 g>detM,~Va。s(g) 也 是 G 的 同 态 
映射 , 即 G 到 A/A' 内 的 同 态 映射 ， 称 为 G 到 子 群 A 的 
转移 。 利 用 转移 方法 可 得 出 许多 重要 结果 。 例 如 ， 有 限 
群 G 的 西 洛 p 子 群 P 若 包含 于 其 正规 化 子 的 中 心 之 内 ， 
即 P<Z(No(P)), 则 有 G=NP,NwG,NnP=1。 这 就 是 
又 一 个 著名 的 伯 因 赛 德 定理 。 由 此 可 知 ， 阶 为 合 数 的 单 
群 只 有 两 种 可 能 ,或 为 阶 被 12 整除 的 单 群 或 为 阶 被 8 整 
除 的 单 群 。 

起 可 解 群 ” 它 是 介 平时 零 群 与 可 解 群 之 间 的 一 类 有 
限 群 。 所 谓 超 可 解 群 ， 是 指 有 限 群 G 有 一 个 有 限 多 个 正 
规 子 群 的 递 降 列 G= Go>G>…>Gr-!>Gr=1 使 每 个 
商 群 G,-,/G, 为 循环 群 。 因 此 ， 超 可 解 群 是 可 解 群 的 特 
例 ， 又 是 罕 零 群 的 推广 。 判断 有 限 群 G 为 超 可 解 群 有 许 
多 等 价 的 充分 必要 条 件 ， 其 中 常见 的 有 : @DG 的 每 个 极 
大 子 群 的 指数 为 素数 ，@G 的 主 群 列 的 商 因 子 管 为 素数 
阶 的 循环 群 ，@G 的 每 一 子 群 H(<G) 都 有 一 切 可 能 阶 
的 子 群 。 
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有 限 域 (finite field) 仅 含 有 限 多 个 元 素 的 
域 。 它 首先 由 E. 徊 罗 瓦 所 发 现 ， 因 而 又 称 为 伽 罗 瓦 域 。 
它 和 有 理 数 域 ,实数 域 比较 ,有 着 许多 不 同 的 性 质 。 最 简 
单 的 有 限 域 是 整数 环 Z 模 一 个 素数 p 得 到 的 商 环 Z/(p)， 
由 了 个 元 素 0,1,…,p 一 1 组 成 , 技 模 Pp 相 加 和 相 乘 。 这 ? 
个 元 素 的 域 简 记 为 了 ,，， 有 如 下 性 质 ，pa=0; 〈(a+b)? 一 
中 +b?ya?==a, 其 中 a.bEF5。Fs 称 为 特征 为 p 的 素 域 , 它 
与 素数 成 一 一 对 应 。 

任 一 有 限 域 的 特征 是 一 素数 。 一 个 特征 为 素数 p 的 
有 限 域 了 仍 满足 上 述 的 第 一 ,第 二 两 条 性 质 ,F 包含 一 个 
最 小 的 子 域 ， 由 单位 元 素 。 的 一 切 倍数 0,e, 2e…, (Pp 一 
De 组 成 , 它 与 2/(p) 同 构 。 因 此 一 个 特征 为 p 的 有 限 域 
总 是 以 特征 为 p 的 素 域 F。 作为 子 域 。 

特征 p 的 有 限 域 了 也 是 F* 上 一 个 有 限 维 线性 空间 。 
设 维 数 为 n,F 对 下 , 的 一 基 为 ,82,… ,sms 则 下 由 下 列 p" 
个 元 素 组 成 : Qi8l + Qs62 二 二 Gnens01 EPpsi=1,2, nn 
所 以 |FI~p"。F 的 乘法 群 P* = 一 {0} 是 一 个 pe 一 1 阶 循 
环 群 ,恰好 是 多 项 式 xz"! 一 1EF,[x] 的 全 部 根 。 因 此 ,FF 
恰好 由 x” 一 x 在 Fs 的 代数 闭 包 内 的 全 部 根 组 成 。 反 之 ， 
任 给 一 个 素数 p 和 一 个 正 整数 n, 恒 存 在 一 个 含 p* 个 元 
素 的 有 限 域 , 它 就 是 多 项 式 xm 一 zx 在 。 上 的 分 裂 域 ,元 
素 个 数 相 同 的 任何 两 个 有 限 域 是 同 构 的 。 因 此 ， 在 同 构 
意义 下 ,对 每 个 素数 p 和 一 个 正 整数 n, 存在 一 个 而 且 只 
有 一 个 含 pm 个 元 素 的 有 限 域 , 这 个 有 限 域 记 作 GF(p")。 

硕 便 指出 ，J. H. M. 韦 德 伯 思 于 1905 年 证 明了 “有 
腿 除 环 必 是 乘法 交换 的 "。 因 此 ,有 限 除 环 就 是 现在 所 说 
的 有 限 域 。 

对 nn 的 每 个 因子 4，GF(p") 有 一 个 而 且 只 有 一 个 含 
Pr 个 元 素 的 子 域 。 因 此 ,GF(p") 的 子 域 和 + 的 因子 成 一 
一 对 应 。 

有 限 域 = GF(p") 有 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 
o(z) 一 zP)X EPE， 有 o8(z) 一 zP iotX) 一 X 对 所 有 EF， 
当 且 仅 当 nlk, 因而 " 生成 一 个 n 阶 循环 群 G,1G| = [P: 
下 ,]。F/Fs 是 一 个 伽 罗 瓦 扩张 ，G 是 它 的 群 , 对 nn 的 每 个 
因子 d, 在 伽 罗 瓦 对 应 下 , 子 群 (os> 和 它 的 不 动 域 GF(p*) 
成 一 一 对 应 。 

对 于 aEF=GF(P") 规定 Trr/ra(a)=%+o(a) 十 … 
十 on ia) 一 amp 十 … 十 ap EF2, 称 为 从 F 到 了 e 的 
迹 ,在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 , 简 记 作 Tr。Tr(x) 是 线性 空 
间 F/F, 上 的 一 个 线性 函数 , 是 加 法 群 了 到 加 法 群 Fe 的 
一 个 满 同 态 。 

对 <EP, 规 定 
rrrs(a) 一 ar(a) ora) 一 teen EF,, 
称 为 4 从 F 到 Fs 的 范 数 ， 可 简 记 作 N(a)。N 是 乘法 群 

F* 到 Fs 的 一 个 满 同 态 。 

设 天 x) 是 元 素 aEF=GF(p") 在 F。 上 的 极 小 多 项 
式 ， fx) 的 次 数 称 为 < 的 次 数 , a 的 次 数 d 等 于 [F(a): 
了 2],， 因 而 djn。 假设 < 夫 0, 则 a 的 次 数 d 和 a 在 乘法 群 . 


FF* 中 的 阶 e。 有 如 下 的 关系 ，d 是 最 小 正 整 数 ， 使 得 “三 
1(mod e), 即 a 的 次 数 等 于 pmode 的 指数 。 

车 (大 0) 的 阶 等 于 p" 一 1， 则 a 称 为 的 一 个 本 原 
元 素 。 它 的 极 小 多 项 式 f(x) 称 为 (n 次 ) 本 原 多 项 式 。 

设 g(x) 是 F,[x] 中 一 个 不 可 约 多 项 式 , 且 g(x) 和 x， 
若 存 在 一 个 最 小 正 整数 7 使 得 x 三 1(mod g(x)), 则 r 称 
为 g(x*) 的 周期 。 一 个 非 零 的 aEF 的 极 小 多 项 式 f(x) 的 
周期 ,等 于 a 的 阶 。 特 别 , 一 个 n 次 本 原 多 项 式 的 周期 等 
于 p" 一 1。 设 一 个 不 可 约 多 项 式 g(x)( 冯 x) 的 周期 为 7, 则 
g(x)* 的 周期 等 于 rp 其 中 Pr <k<P。 

[x*] 的 一 个 咱 次 不 可 约 多 项 式 g(x) 在 GF(p") 内 
有 根 19(z)|1zm 一 ziml|ni 这 三 者 是 等 价 的 。 sF,[x] 
中 nn 次 不 可 约 多 项 式 全 是 xm 一 zx 的 因 式 , n 次 不 可 约 多 


项 式 的 个 数 为 避 Ad)pwe， 其 中 以 d) 是 麦 比 乌 斯 函数 。 


用 Yon(x) 表示 Fe 上 全 部 ?次 不 可 约 多 项 式 〈 首 项 系数 
为 1) 的 积 ,于 是 Don(x) = HX) nn 次 本 原 多 


项 式 的 个 数 为 工 p(pn 一 1), 其 中 p(m 为 欧 拉 函 数 。 


F。 上 一 个 多 项 式 Kx)( 次 数 "> 1) 的 分 解 对 现代 通 
信 有 很 重要 的 关系 。 在 理论 上 它 和 商 环 R=F,[x]/ 
(f(x*)) 的 代数 结构 又 密切 相关 。 令 V={g(x)ERIg(x)?= 
gz)}, 则 V 有 如 下 的 性 质 。 

@ FocVcR,Y 为 尽 的 一 个 子 环 而 且 半 单 , 因而 了 
是 一 些 与 Ps 同 构 的 子 域 Fs 的 直 和 ,i=1,2,…,g; 9 等 
于 V 作 为 F, 上 线性 空间 的 维 数 ，9 也 是 也 zx) 在 Fe 上 相 
异 的 不 可 约 因 式 的 个 数 。F99 的 单位 元 素 el(i=1,2,…， 
9) ,构成 尽 的 互相 正 交 的 本 原 丢 等 元 而 且 aa 十 @z 十 … 十 
eo=1l。 

@ 令 PUz)=(1 一 ety f(x)), 则 Px) 为 一 个 不 可 
约 多 项 式 的 方 午 , (P(x),Py(x))=1,i 关 j， 而且 f(x)= 
P(x%)P,(x)…P,(x)。P,(x) 称 为 f(x) 的 准 素 因 式 。 

为 了 给 出 分 解 f(x) 的 实际 的 计算 法 ,还 有 如 下 性 质 。 

加 R 有 一 个 下 自 同 构 *: x*(g(x))=g(x)?, g(x)€ 
R, 则 V 就 是 属于 < 的 特征 值 1 的 全 部 特征 向 量 和 0 构成 
的 特征 子 空间 。 于 是 有 : a. 设 9EV，9(z) 为 f(x) 的 一 
个 因 式 , 如果 g(x)+9-i, i=0,1,…,p 一 1, 则 g(x)= 


塞 (m-iyg(x)) 为 一 个 非 平凡 的 分 解 ， 而 且 这 个 条 件 也 


是 必要 的 。 上 面 的 乘积 中 出 现 的 因 式 两 两 互 素 。b. 设 mi， 
T4999 为 V 对 Fp 的 一 基 ， 则 9(z) 为 一 个 不 可 约 多 项 
式 的 方 寡 ， 其 充分 必要 条 件 是 每 个 7 与 中 一 个 元 素 
modg(z) 同 余 。 

分 解 f(x*) 的 步 又 大 致 如 下 ， 不妨 设 =1。 用 和 % 按 
a. 分 解 人 x)， 得 到 的 因 式 记 为 有 (x), f(x),…,f(x)， 
r<g 一 1, 每 个 fi(z) 按 b. 进 行 检验 ,如果 #(z) 含 有 两 个 
或 两 个 以 上 不 同 素 因 式 , 则 存在 一 个 %, 和 >>2, 使 得 加 (xz) 
入 满足 a. 中 的 条 件 ， 用 mw 对 f(x) 进 行 分 解 , 如 此 
进行 下 去 ,经 有 限 步 后 ， 即 得 到 了 (x) 的 全 部 准 素 因 式 
P(x),i=1,2,…,g, 而 PK《x) 的 分 解 是 容易 的 。 至 于 V 


的 求 得 , 则 是 属于 线性 方程 组 的 问题 。 

判定 一 个 n 次 多 项 式 f(x) 是 否 是 本 原 的 , 还 没有 
一 般 的 方法 ， 只 有 用 试 算 的 办 法 去 计算 具体 的 f(x) 的 
周期 之 后 才能 作出 判断 。F 上 168 次 以 下 的 三 项 或 五 项 
的 本 原 多 项 式 (每 个 次 数 给 出 一 个 ) 已 经 有 表 可 查 。 计 算 
出 全 部 Ps 上 nn 次 不 可 约 多 项 式 大致 有 两 种 途径 , 一 是 直 
接 分 解 第 2" 一 1 个 分 加 多 项 式 JT(z 一 z)me， 一 是 入 


法 ， 它 正如 求 有 理 素数 的 得法 一 样 。F, 上 16 次 以 下 的 
全 部 不 可 约 多 项 式 和 17 一 34 次 具有 各 种 周期 的 不 可 约 
多 项 式 有 表 可 查 。 

令 R 表 示 由 有 限 域 P 上 的 形式 塞 级 数 1= 沪 Ox 
(qsEF) 组 成 的 环 。f 可 北 的 充分 必要 条 件 是 oo 大 0。 如 果 
存在 一 个 正 整 数 1 使 得 0444=a (j=0,1,2,…) ,那么 了 
就 称 为 循环 的 . 若 了 是 循环 的 , 则 最 小 的 ! 就 称 为 了 的 周 
期 。 全 部 循环 算 级 数 构成 R 的 一 个 子 环 , 记 作 C。R 中 所 
有 形 如 h(x)/g(x) 的 真 分 式 构成 尺 的 一 个 子 环 , 记 作 B， 
这 里 及 x) 和 g(x) 是 F[x] 中 的 多 项 式 ，h(x) 的 次 数 小 于 
9(x) 的 次 数 , 且 9(0) 取 0。 可 以 证 明 ,C=B。 因 此 , B 与 C 
的 关系 正如 正 的 真 分 数 〈 分 母 与 10 互 素 ) 与 循环 小 数 的 
关系 一 样 。 有 限 域 在 现代 通信 (例如 编码 ) ,组 合 数学 ( 例 
如 有 限 几何 ,区 组 设计 , 差 集 合 、 正 交 拉丁 方 ) 以 及 正 交 试 
验 设计 等 各 方面 ,有 广泛 的 应 用 。 

仅 以 线性 反馈 移 位 寄存 器 序列 (以 下 简称 线性 移 存 
器 序列 ) 为 例 ,叙述 如 下 。 有 限 域 上 一 个 非 退 化 n 位 线 
性 移 存 器 序列 ,从 一 个 非 零 初 态 xoyzi，…vzo-: 出 发 产生 
一 个 输出 序列 a=(z。,x,X;,…)， 称 之 为 一 个 nn 位 线性 
移 存 器 序列 , 它 在 t 时 刻 的 输出 z, 是 它 前 n 个 时 刻 的 输 
出 的 线性 函数 zi, 一 bx- 十 bz- 十 … 十 bai-m 式 中 心 E 
了 ,是 与 时 刻 上 无 关 的 常数 。 这 个 位 非 退 化 线性 移 存 器 
的 功能 由 上 述 递 推 关系 所 刻画 。 将 输出 序列 表 成 敌 级 数 


XK) = 此 时 XX 相当 于 移 存 器 中 的 迟延 算 子 。 令 


g(X)=1 一 bX 一 … 一 bnX", 则 a(XX).g(X) 为 一 个 次 数 不 
大 于 (mn 一 1) 的 多 项 式 ， 记 为 h(X),， 于 是 a(X)=h(X)/ 
9(X)， 因 而 a(X) 是 一 个 循环 级 数 ，a(X) 的 周期 等 于 
9(X)/d(X) 的 周期 ,其 中 d(X)=(g(X),h(X))。 若 g(X) 
是 可 约 的 , 则 a(X) 的 周期 还 依赖 于 所 给 的 初 态 , 若 g(X) 
是 不 可 约 的 ,从 任 一 非 零 初 态 出 发 得 到 的 a(X) 有 同一 周 
期 , 即 g(X) 的 周期 。 反 之 ， 任 给 一 个 次 多 项 式 g(X)， 
且 9(0)=1， 则 可 以 造 出 一 个 非 退 化 位 线性 反馈 移 存 
器 序列 使 得 它 的 功能 由 9(X) 所 确定 。 
应 用 ”次 本 原 多 项 式 可 以 造 出 周期 最 长 的 位 线性 
反馈 移 存 器 序列 。 
参考 书目 
L. Dickson, Linear Algebraic Groups, with om Exposi- 
tion of the Golois Field Theory, Dover, New York, 1958. 
A. Albert, Fundamental Concepts of Higher Algebra, 
Univ. of Chicago Press, Chicago, 1956. 
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youxlanyuan fangfa 
有 限 元 方法 (finite element method) 
求解 催 分 方程 ， 特 别 是 椭 贺 型 边 值 问题 的 一 种 离散 化 方 
法 ， 其 基础 是 变 分 原理 和 剖 分 逼近 。 有 限 元 方法 是 传统 
的 里 英 -加 序 金 方法 的 发 展 ， 并 融会 了 差分 法 的 优点 ,处 
理 上 统一 ,适应 能 力 强 ,已 广泛 应 用 于 科学 与 工程 中 庞大 
复杂 的 计算 问题 。 

作为 有 限 元 方法 出 发 点 的 变 分 原理 ， 是 表达 物理 基 
本 定律 的 一 种 普遍 形式 。 其 表述 可 概括 如 下 :给 出 一 个 依 
赖 物理 状态 " 的 变量 J(v) (v 是 函数 ,J(v) 在 数学 上 称 
为 泛 函 ), 同 时 给 出 1(v) 的 容许 函数 集 V， 即 一 切 可 能 的 
物理 状态 , 则 真实 的 状态 是 V 中 使 1(v) 达 到 极 小 值 的 函 
数 。 剖 分 逼近 是 有 限 元 离散 化 的 手段 ,把 问题 的 整体 ( 即 
求解 域 ) 训 分 为 有 限 个 基本 块 , 称 为 "单元", 然后 通过 单 
元 上 的 插值 逼近 , 得 到 一 个 结构 简单 的 函数 集 , 称 为 “有 
限 元 空间 "， 它 一 般 是 容许 函数 集 V 的 子 集 或 有 某 种 联 
系 。 有限 元 方法 就 是 在 这 个 有 限 元 空间 中 寻找 1(v) 的 
极 小 解 作为 近似 解 。 

典型 问题 为 具体 说 明 有 限 元 方法 ， 讨 论 二 维 有 界 
域 O 上 的 椭 贺 型 方程 

w=-( 训 8 访 + 识 8 太 )=! (2>0)， (1 

变 系数 8 表示 介质 不 均匀 。 物 理学 中 许多 平衡 态 或 定常 
态 问题 都 可 归结 为 这 个 典型 方程 。 与 方程 (1》 相配 的 有 
如 下 三 类 边界 条 件 ， 

第 一 类 : w=9; 


a 
第 二 关 ，BB% 一 gs 
第 三 类 ， B+ ou=g (a>0)。 


这 里 的 gg 及 « 均 为 定义 在 边界 30 上 的 已 知 函数 ， 人 8 
表示 外 法 向 导数 ,第 二 关 边 界 条 件 是 第 三 类 当 a 一 0 时 的 
特例 。 
为 说 明 有 限 元 方法 能 统一 处 理 复杂 的 情况 ， 假 定 讨 
论 的 问题 是 混合 边 值 ,并 且 介质 有 则 断 , 即 39 分 成 7 和 
两 部 分 ,分 别 有 边 界 条 件 
w=0 (在 T。 上 )， 2) 
ug 《在 Tt 上 )， (3) 
E(x) 有 同 断 线 ， 把 9 分 为 0-,0* 两 部 分 ， 在 间断 线 上 
微分 方程 (1) 无 定义 ,而 代 之 以 接触 条 件 


Bu Bu 
-Ce 武 ) =-( 址 ) ， 4 
(p 怠 】 及 (8 率 ) 表示 同 断 线 上 分 别 指向 0* 及 0- 的 法 
向 导数 。 
变 分 原理 “与 微分 方程 1) 及 附加 条 件 (2)、3)、4) 


的 边 值 问题 相对 应 的 是 物理 学 中 的 极 小 能 量 原理 。 构 造 
“能 量 积分 ” 
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To) = 于 | [ecos+ 轨 -2folazdy 
2 


1 
A ap 一 2 5 
+ i gv)ds, (5) 


并 取 了 (9) 的 容许 函数 集 V 为 一 切 满足 边界 条 件 (2) 且 一 
阶 偏 导数 平方 可 积 的 函数 , 则 使 1(v) 达 到 极 小 值 的 4, 即 
天 光一 本 Toyr (6) 


也 必 满 足 方程 (1) 及 (2)、(3)、(4)。 事 实 上 , 极 小 能 量 原理 
之 类 的 变 分 原理 是 物理 问题 的 原始 形式 ， 微 分 方程 是 数 
学 推导 的 结果 。 在 变 分 问题 中 ,只 有 边界 条 件 (2) 是 强加 
到 容许 函数 集 上 的 ,边界 条 件 (3) 及 间断 介质 的 接触 条 件 
(4) 都 是 极 小 解 « 自然 满足 的 ,这 种 情况 有 利于 离散 化 的 
统一 处 理 。 

齐 分 逼近 几何 剖 分 的 基本 单元 可 取 为 三 角形 、 矩 
形 、 四 边 形 、 曲 边 形 等 等 ,其 中 三 角形 最 基本 常用 。 
假定 问题 的 求解 区 域 为 多 边 形 , 介 质 间断 线 为 折线 ， 
角 训 分 如 图 所 示 。 在 剖 分 中 需 注意 介质 间断 线 与 某 
形 的 边 重 合 ， 不 同类 边界 条 件 的 交点 与 某 些 三 角 
形 的 顶点 重合 。 单 元 的 顶点 称 为 网 格 结 点 ， 在 39 上 称 
边界 结 点 ,在 口内 称 内 结 点 。 


作 : 


几何 着 分 之 后 考 虚 插 值 通 近 。 对 三 角形 单元 最 简单 
的 是 线性 插值 ， 即 利用 每 个 单元 Ax 三 顶点 的 函数 值 确 
定 线性 函数 uix+ b+ cx 的 三 个 系数 。 把 所 有 单元 (As} 
确定 的 {osz+bia+cs}y 合 在 一 起 ,就 得 到 0 上 的 一 个 分 片 
线性 播 值 函 数 。T。 上 的 边界 结 点 取 值 为 零 的 分 片 线 性 插 
值 函 数 都 属于 问题 (5)、(6) 的 客 许 函数 集 T, 全 体 这 样 的 
函数 构成 一 个 有 限 维 线性 空间 9, 称 为 有 限 元 空间 。 假 定 
内 结 点 和 T 上 的 边界 结 点 共有 NN 个 ,以 Ps(j=1,…,N) 
表示 , 则 的 维 数 就 是 N。 令 9 表示 中 满足 条 件 
np) = ji bn) 0 
的 成 员 ， 则 {94} 构成 线性 空间 的 一 组 基 。 中 任意 函 
数 ,都 可 表 为 


oxo- 高 Vops(x,y), (8) 


凡是 结 点 P, 上 的 函数 值 (Py)。 

单元 上 的 插值 方式 除了 用 一 次 函数 外 ， 还 可 以 用 二 
次 ,三 次 或 更 高 次 的 多 项 式 ,也 可 用 非 多 项 式 函数 。 插 值 
数据 除了 用 函数 值 的 拉 格 朗 日 型 外 ， 还 可 以 是 包括 导数 
的 埃 尔 米 特 型 插值 。 种 种 的 几何 剖 分 加 上 种 种 的 插值 方 
式 ,就 产生 众多 形式 的 有 限 元 空间 ,使 有 限 元 方法 可 有 众 
多 的 选择 。 

有 限 元 的 离散 化 ”有限 元 离散 化 的 出 发 点 是 与 微分 
方程 等 价 的 变 分 问题 。 对 于 典型 问题 来 说 ， 就 是 从 (5)、 
《6) 出 发 ,用 剖 分 逼近 的 方法 构造 有 限 元 空间 8( 也 称 试探 
函数 空间 )， 然 后 求 泛 函 J(v) 在 多 中 的 极 小 解严 作为 近 
似 解 , 即 到 满足 

Mayne (9) 


把 (8) 的 表达 公式 = 让 Vip 代入 (5) 中 的 J(b), 得 


区 
N 


1 志 
To 了 富 疡 ppOVIVs— ZF (POV,, 
式 中 


acuw)=| B (usdet+ td,) dx dg 十 | evas, 01) 
4 


(10) 


Fer)= fvar dyt | gs, (12) 
六 


把 (9) 的 极 小 解 表 为 E= 加 mo 则 (U4sUs,…Uy) 使 二 
次 函数 (10) 达 到 极 小 ,由 微分 学 知 满足 线性 方程 组 


DCR RA (i=1,2,%,N)。 (13) 


方程 组 (13) 来 自 正 定 二 次 函数 的 极 小 解 问题 ， 故 系数 矩 
阵 一 定 对 称 正 定 。 由 于 基 函 数 ”只 在 以 P, 为 顶点 的 单 
元 上 不 为 零 ， 故 系数 aw=a(py,p) 只 当 结 点 P, 与 P; 连 
成 三 角形 一 边 时 才 不 为 零 。 系 数 矩 阵 这 种 稀疏 性 质 ， 加 
上 对 称 正定 ,对 方程 的 求解 很 有 利 。 

系数 aw=a(py,p,) 以 及 自由 项 人 一 F(p,) 的 实际 计 
算 ， 通 常 按 所 谓 单元 分 析 与 总 体 合成 的 方式 进行 。 即 逐 
个 分 析 0 内 的 单元 和 T， 上 的 单元 边 对 有 关 的 qu 及 所 的 
贡献 ,然后 往 上 迭 加 。 当 0 内 所 有 单元 及 T， 上 所 有 单元 
边 都 分 析 之 后 ， 方 程 组 (13) 的 系数 矩阵 及 自由 项 也 就 合 
成 出 来 。 间 断 介质 的 影响 反映 在 单元 分 析 中 被 积 函数 的 
8 在 9 及 9- 取 不 同 的 表达 式 。 单 元 分 析 通常 都 采用 某 
种 数值 积分 公式 计算 。 

从 诬 功 原理 出 发 的 离散 化 ”微分 方程 边 值 问题 (1) 
(2)、(3)、(4) 的 解 4 还 同时 满足 ， 对 容许 函数 集中 任 
一 函数 9, 成 立 

a(u,9)=F(v), (14) 
这 里 a(u,v) 及 F(v) 即 表达 式 (11)、(12)。 在 物理 学 中 ， 
方程 (14) 是 另 一 变 分 原理 的 数学 形式 ， 称 为 虚 功 原理 或 
庶 位 移 原理 。 有 限 元 方法 更 一 般 的 形式 是 从 虚 功 方程 
《14) 出 发 用 剖 分 插值 的 方式 构造 一 个 试探 函数 空间 @， 


有 


并 同时 构造 一 个 检验 函数 空间 多 ;在 中 寻找 近似 解 1 
使 之 对 如 中 的 任 一 函数 yy 成 立 

(五 水) 一 下 ( 消 )， (15) 
当选 取 名 与 相同 时 ,(15) 中 的 少 可 选 为 基 函 数 94, 同 时 
用 一 襄 Us, 代入 ,就 得 到 方程 组 (13)。 


对 于 非 自 共 轿 椭 贺 算 子 工 , 微分 方程 边 值 问 题 Lu= 
了 不 存在 等 价 的 极 小 值 问题 ， 但 这 时 仍 可 建立 虚 功 方程 
《14)， 其 中 au 9)=(L4,v) F(V)=(f,v),《，,*) 表 示 
Lx(9) 的 内 积 。 因 此 ,有 限 元 方法 仍然 有 效 。 

从 极 小 能 量 原理 出 发 进行 离散 化 又 常 称 为 里 英法 ， 
从 虚 功 原理 出 发 称 为 加 摩 金 法 。 后 者 是 前 者 的 推广 。 

评价 ”传统 的 里 区 -加 廖 金 方法 ,采取 解析 函数 作为 
试探 函数 ,不 能 满足 任意 多 边 形 区 域 的 边界 条 件 , 也 不 适 
应 同 断 介质 的 要 求 ， 对 现在 的 典型 例子 无 能 为 力 。 差 分 
方法 虽然 能 够 对 付 , 但 由 于 它 对 方程 (1) 及 条 件 (2)、(3)、 
(4) 在 处 理 上 不 统一 ， 在 计算 效果 及 理论 分 析 两 方面 都 
带 来 不 利 。 有 限 元 方法 正好 对 这 两 者 扬长 避 短 ,一 方面 
保持 了 里 茨 -加 雇 金 方法 从 变 分 原理 出 发 的 优点 ， 在 提 
法 上 有 极 大 的 概括 性 ,给 离散 化 带 来 统一 处 理 的 方便 ; 另 
一 方面 又 吸收 了 差分 法 剖 分 晕 近 的 优点 ， 能 灵活 适应 各 
种 几何 形状 和 间断 介质 等 复杂 情况 。 有 限 元 方法 除了 解 
题 效 能 高 强 外 ,还 有 牢靠 的 理论 基础 ,是 计算 数学 理论 一 
大 成 就 。 

回顾 与 展望 有限 元 方法 在 中 国 与 西方 从 不 同 的 实 
践 背景 ， 沿 着 不 同 的 学 术 道路 、 各 自 独立 平行 地 发 展 起 
来 .在 西方 ,有 限 元 思想 在 R. 库 朗 1943 年 的 一 篇 论文 中 明 
确 地 提出 过 ， 但 一 直 没 有 受到 重视 。 20 世纪 50 年 代 中 
期 ,欧美 工程 界 J.H. 阿 吉 里 斯 .R. W. 克 拉夫 等 以 航空 工 
程 为 背景 ， 在 结构 分 析 和 和 矩阵 方法 基础 上 提出 了 结构 有 
限 元 的 雏形 。60 年 代 初期 ， 引 进 连续 体 的 单元 剖 分 60 
年 代 中 期 ,逐渐 明 确 有 限 元 法 是 变 分 原理 加 割 分 列 近 的 
思想 。1968 年 , 西方 数学 家 对 有 限 元 法 进行 数学 的 理论 
分 析 , 开 始 了 有 限 元 法 在 计算 数学 中 的 黄金 时 代 。 

在 中 国 , 60 年 代 初期 , 汉 康 、 黄 鸿 雹 等 结合 解决 一 系 
列 大 型 水 坝 建设 的 应 力 分 析 问 题 ， 开 展 了 椭圆 型 边 值 问 
题 数值 解 的 系统 研究 ， 为 克服 问题 传统 提 法 中 的 几何 复 
杂 性 和 材料 复杂 性 ， 把 能 量 法 与 差分 法 结合 在 一 起 ， 于 
1964 年 建立 了 求解 椭 贺 型 边 值 问题 一 套 普 遍 有 效 的 方 
法 ,命名 为 基于 变 分 原理 的 差分 方法 , 即 通称 的 有 限 元 方 
法 。 与 此 同时 ,建立 了 方法 的 数学 理论 基础 。 而 后 20 年 
中 , 周 天 孝 、 唐 立民 对 混合 元 拟 协调 元 的 发 展 , 应 隆安 等 
对 无 限 元 的 发 展 , 冯 康 等 对 边界 有 限 元 的 发 展 , 石 钟 慧 对 
非 协调 元 的 发 展 , 林 群 对 有 限 元 外 推理 论 的 发 展 ,都 作 了 
重要 贡献 。 

有 限 元 方法 对 于 定常 态 问 题 的 计算 已 经 获得 公认 
的 巨大 成 功 ， 对 不 定常 态 问题 也 有 良好 开展 。 有 限 元 方 
法 是 一 个 发 展 着 的 体系 ， 在 前 述 的 基本 原则 下 可 有 种 种 
变化 和 发 展 ,特别 是 可 和 其 他 方法 结合 起 来 ,进一步 解决 
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更 困难 更 复杂 的 数学 问题 。 
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( 石 钟 起 ” 黄 渔 慧 ) 


yu 
域 (field) 。 代数 学 中 基本 的 概念 之 一 。 设 了 是 至 
少 含有 两 个 元 素 的 一 集合 ， 在 了 上 定义 了 两 个 (二 元 ) 运 
算 ,一 个 叫做 加 法 ,一 个 叫做 乘法 ,它们 都 满足 交换 律 . 结 
合 律 , 而且 乘 法 对 于 加 法 有 分 配 律 对 于 加 法 ,有 零 元 
素 ,每 个 元 素 有 负 元 素 , 对 于 乘法 ,F 有 单位 元 素 ,除去 零 
元 素 外 ,每 个 元 素 有 逆 元 素 ， 这 样 的 代数 结构 就 称 为 域 。 
例如 全 体 有 理 数 、 全 体 实数 或 全 体 复数 在 通常 的 运算 下 ， 
都 是 域 ! 又 如 全 体形 如 ao+bw/ 3 的 数 , 其 中 a.b 是 有 理 
数 , 它 们 对 加 减 乘除 ( 零 不 作 除数 ) 是 封闭 的 , 因 之 也 构成 
域 。 再 如 , 取 一 素数 p。 考 虚 整 数 模 P 的 全 体 剩余 类 F, = 
{7,T, …,p= i}， 如 果 把 通常 的 加 法 与 乘法 改 成 作 完 加 
法 与 条 法 后 ,再 取 所 在 的 同 余 类 ， 那 么 在 F。 上 就 定义 了 
两 个 运算 。 由 整数 与 素数 的 性 质 ,容易 验证 ,Fs 是 域 。 

域 的 概念 是 在 19 世纪 代数 学 的 发 展 中 逐步 形成 并 
明确 起 来 在 卫 , 如 罗 瓦 研究 方程 的 著作 中 就 用 到 了 域 的 
概念 。 在 R. 虐 他 全 与 工 . 克 罗 内 克 关 于 代数 数 的 著作 里 
从 不 同 的 背景 也 提出 了 域 的 概念 。 虽 然 他 们 还 没有 域 的 
抽象 定义 ， 但 是 域 这 个 词 却 出 自 戴 德 金 。 域 的 抽象 理论 
是 由 再. 书 伯 开始 的 。 稍 后 , 戴 德 金 和 卫 , V. 亨廷顿 独立 
地 给 出 了 域 的 公理 系统 。 在 蔚 . 韦伯 的 影响 下 ，E. 施 泰 
尼 获 对 抽象 域 进行 了 系统 的 研究 。 他 的 研究 结果 全 写 在 
他 1910 年 的 基本 论文 “ 域 的 代数 理论 "中 。 

如 果 下 是 域 的 一 个 子 集合 ， 它 在 的 运算 下 也 成 
一 个 域 ， 那么 域 下 就 称 为 域 的 一 个 子 域 ， 而 域 E 称 为 
域 P 的 一 个 扩 域 。 例 如 ,有 理 数 域 是 实数 域 的 一 个 子 域 ， 
而 实数 域 是 有 理 数 域 的 一 个 扩 域 。 

对 于 任意 一 个 抽象 的 城 P， 考 虑 单位 元 素 e 生成 的 
加 法 群 , 即 {0, 士 e, 士 2e, 士 32,…}。 它 有 两 个 可 能 。 如 果 
对 任意 正 整数 n, ne 夫 0， 也 就 是 说 ， 它 是 一 个 无 限 循环 
群 。 在 这 一 情形 ，F 包含 所 有 的 商 ne/me, n、m 为 整数 ， 
人 m 天 0。 显 然 这 样 元 素 的 全 体 构成 的 一 个 子 域 。 这 个 子 
域 可 以 与 有 理 数 域 等 同 起 来 。 这 时 称 域 的 特征 为 零 。 

另 一 个 可 能 是 存在 一 最 小 的 正 整数 p, 使 pe= 0。 容 
易 证 明 ， 这 样 的 ?一定 是 素数 ， 而 且 此 时 {0,e,…,(p 一 
1)e}， 已 经 构成 卫 的 一 个 子 域 。 这 个 子 域 可 以 与 整数 模 
了? 的 域 Fe 等 同 起 来 。 这 时 称 域 了 的 特征 为 p。 
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按照 特征 把 域 分 成 两 大 类 :一 类 是 特征 为 零 的 域 ; 
一 类 是 特征 为 p 的 域 。 这 两 类 域 在 性 质 上 有 不 少 重要 的 
差别 。 

研究 域 的 一 般 方法 是 在 域 已 中 取 定 一 个 子 域 了 作为 
基 域 ， 然 后 讨论 扩 域 请 相对 于 基 域 下 的 代数 性 质 。E 和 
下 的 关系 记 作 E/F。E 中 包含 的 子 域 叫做 E/F 的 中 间 
域 。E/F 的 中 间 域 可 以 如 下 产生 ， 取 定 忆 的 任 一 子 集 S。 
考虑 一 切 有 理 分 式 fa， az，…，ar)/9(a， as， ar)， 
9(m ,02,…， ar) 关 0, 其 中 了 和 9 都 是 S 中 任意 有 限 子 集 
mmay…yar 的 多 项 式 ,而 系数 属于 了。 所 有 这 种 有 理 分 
式 构成 B/F 的 一 个 中 间 域 , 记 为 F(S), 称 为 8 在 了 上 生 
成 的 子 域 。 若 S= {a，m， …，m} 有 限 ， 则 F(S) 记 为 
了 (ayas,…ar), 称 之 为 有 限 生成 的 。 特 别 由 一 个 元 素 “ 
生成 的 于 域 F(a), 称 为 了 上 的 单 扩张 。 域 扩张 可 分 为 代 
数 扩张 和 超越 扩张 。 

代数 扩张 若 忆 的 元 素 a 是 上 一 个 非 零 多 项 人 (x) 
的 根 ， 则 «叫做 FF 上 的 代数 元 或 a 在 FF 上 是 代数 的 。 否 
则 ,a 叫做 F 上 的 超越 元 。 以 代数 元 a 为 根 的 多 项 式 中 必 
有 唯一 的 一 个 首 项 系数 为 1 的 次 数 最 低 的 多 项 式 m(x)， 
叫做 a 的 极 小 多 项 式 。m(x) 是 FF 上 的 不 可 约 多 项 式 。 此 
时 F(a) 叫做 了 上 的 单 代数 扩张 。F(a) 和 商 环 F[x]/ 
(m(x)) 成 下 同 构 , 即 保持 的 元 案 不 动 的 环 同 构 。 若 E 
的 全 部 元 素 都 是 F 上 的 代数 元 , 则 E/F 叫做 一 个 代数 扩 
张 。 不 难 证 明 , 代 数 扩张 有 传递 性 ， 即 若 E/L 和 ZL/P 都 
是 代数 扩张 , 则 EE/F 也 是 代数 扩张 。 从 而 可 知 ， 在 任意 
域 扩张 K/F 中 代数 元 全 体 对 四 则 运算 是 封闭 的 ， 即 代 
数 元 的 和 、 差 、 积 、 商 (0 不 作 除数 ) 仍 为 代数 元 。 因 而 
K/F 的 全 部 代数 元 构成 K/F 的 一 个 中 间 域 ,叫做 在 
K 内 的 代数 闭 包 。 此 时 每 个 元 素 aEK 但 agE, 在 马上 
都 是 超越 的 。 

互 可 以 看 作 基 域 下 上 的 线性 空间 ，, 它 的 维 数 叫做 E/ 
的 次 数 , 记 成 [E:F]。 如 果 [E:F] 有 限 ,那么 E/F 叫做 有 
限 扩 张 。 有 限 扩张 都 是 代数 扩张 。 若 E/F 是 一 个 有 限 
扩张 , 江 为 一 个 中 间 域 , 则 次 数 公式 [E:F]=[E:L]:[L: 
下 ] 成 立 。 

为 了 研究 了 上 多 项 式 的 根 的 代数 性 质 ， 需 要 把 多 项 
式 的 全 部 根 放 到 同一 个 扩 域 中 去 考 虚 。 当 下 是 有 理 数 域 
时 ， 则 复数 域 能 起 这 样 的 作用 。 这 可 以 从 历史 上 的 代数 
基本 定理 导出 。 但 是 如 果 卫 是 一 个 特征 p>0 的 域 ,那么 
在 此 时 复数 域 已 无 能 为 力 ， 替代 复数 域 的 是 多 项 式 的 分 
裂 域 。 设 f(x) 是 F 上 一 个 次 数 >1 的 多 项 式 ,就 在 F 上 
造 一 个 扩 域 使 得 fx) 在 其 中 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘 
积 。 首 先 取 也 zx) 的 一 个 不 可 约 因子 P(x) ， 作 商 环 Fi 一 
F[x]/(p(x))。F, 是 上 的 一 个 扩 域 而 且 包 含有 x) 的 一 
个 根 a=x+ (p(x))。 然 后 , 从 出 发 ， 重 复 构造 Fi/F 
的 办 法 ,再 作出 一 个 域 扩张 Fs/F 使 之 F* 包含 f(x) 的 更 
多 的 根 , 如 此 继续 下 去 ， 直 到 做 出 一 个 有 限 扩张 E/F 使 
得 也 zx) 在 王 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 。 具 有 这 种 性 
质 次 数 最 低 的 扩 域 E/F, 叫做 fx) 的 一 个 分 裂 域 。 可 以 


证 明 ， 世 xz) 在 了 上 的 任意 两 个 分 裂 域 是 成 了 同 构 的 。 因 
而 除 卫 同 构 不 计 外 蕊 x) 在 下 上 的 分 裂 域 是 唯一 的 。 分 裂 
域 有 一 个 重要 的 定性 刻画 。 一 个 代数 扩张 E/F 若 有 性 
质 ,“ 和 如 果 下 上 任 一 不 可 约 多 项 式 f(x) 在 EE 中 有 一 根 , 那 
么 f(x) 在 EE 内 已 能 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ", 则 E/F 
就 叫做 了 上 的 一 个 正规 扩张 。 这 样 ， 分 裂 域 可 以 刻画 如 
下 : 一 个 有 限 扩张 E/F 为 正规 扩张 的 充分 必要 条 件 是 ， 
E/F 为 某 个 多 项 式 在 F 上 的 分 裂 域 。 一 个 多 项 式 的 诸 根 
间 的 代数 性 质 ,完全 可 以 由 它 的 分 裂 域 E/F 的 代数 性 质 
反映 出 来 。 

下 面 引进 的 概念 是 和 基 域 下 的 特征 密切 相关 的 。F 
上 一 个 不 可 约 多 项 式 f(x) 的 根 的 重 数 是 在 它 的 分 裂 域 
内 计算 的 。 由 于 分 裂 域 的 唯一 性 ， 根 的 重 数 概念 是 不 依 
赖 于 分 裂 域 的 选取 的 ， 因 而 有 确定 的 意义 。 但 是 一 个 不 
可 约 多 项 式 f(x) 是 否 有 重 根 的 问题 则 是 和 基 域 的 特征 
密切 相关 的 。 为 了 午 清 它们 的 关系 引进 可 分 多 项 式 的 概 
念 。 若 F[x] 中 一 个 不 可 约 多 项 式 f(x) 没 有 重 根 ( 重 数 = 
了 D, 则 天 x*) 叫做 卫 上 的 可 分 多 项 式 。 和 否则 叫做 下 上 不 可 
分 多 项 式 。 可 分 和 不 可 分 多 项 式 的 根 分 别 叫做 下 上 的 可 
分 元 和 不 可 分 元 。 若 一 个 代数 扩张 E/F 的 元 素 在 了 上 都 
是 可 分 的 ， 则 B/P 叫做 可 分 扩张 ;否则 叫做 不 可 分 扩张 。 
特征 为 0 的 域 上 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 ， 而 当下 的 特 
征 为 素数 时 , 则 可 能 出 现 不 可 分 多 项 式 。 例 如 P=Fa(b， 
F， 为 了 个 元 素 的 域 ,上 + 在 Fe 上 为 超越 元 。Fs(t) 为 + 的 
有 理 分 式 域 ,此 时 f(x)=x? 一 t 在 上 不 可 约 , 但 在 它 的 
分 裂 域 中 人 x) 却 可 分 解 成 x*?-t=(x 一 9)s», 其 中 6 是 
Xx? 一 t 的 一 根 。 9 是 一 个 p 重 根 ,因而 x? 一 上 是 不 可 分 的 。 
和 代数 扩张 情况 一 样 ， 可 分 扩张 也 有 传递 性 而 且 可 分 元 
素 的 和 、 差 , 积 、 商 (0 不 作 除数 ) 都 是 可 分 的 。 因 此 任 一 
代数 扩张 E/F 包含 一 个 由 全 部 可 分 元 组 成 的 中 间 域 Es， 
叫做 下 在 E 内 的 可 分 闭 包 。 此 时 每 个 aEE 但 a#gEs 在 
Es 上 都 是 不 可 分 的 ， 称 E/Es 为 纯 不 可 分 扩张 。 应 该 指 
出 ， 一 个 有 限 可 分 扩张 E/F 可 以 用 一 个 元 素 a 生成 即 
EE=F(a)，a 做 E/F 的 一 个 本 原 元 素 。 有 一 类 重要 的 
特征 为 素数 的 域 和 特征 为 0 的 域 有 相同 的 性 质 ， 它 就 是 
完全 域 。 若 域 了 上 所 有 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 ， 则 下 
叫做 一 个 完全 域 。F 是 一 个 完全 域 ， 当 且 仅 当 下 的 符 征 
为 0 或 者 F 的 特征 为 素数 p 而 且 F 的 每 个 元 素 在 F 内 可 
开 Pp 次 方 。 

超越 扩张 ” 设 EE/F 为 一 个 任意 域 扩张 ,F[x,,x，,…， 
Xr] 为 多 元 多 项 式 环 。 若 王 的 一 个 有 限 子 集 N={a， 
oay yar} 是 F[ziyzay…yzr] 中 革 个 非 零 多 项 式 g(ziy 
X29 Xe) 的 零点 ,; 即 g(myaay…yar)=0， 则 N 叫 做 民 上 
的 代数 相关 集 或 在 民 上 是 代数 相关 的 。 否 则 N 叫做 在 下 
上 的 代数 无 关 集 或 在 下 上 是 代数 无 关 的 。 涛 王 的 一 个 子 
集 8 的 所 有 有 限 子 集 在 上 都 是 代数 无 关 的 ， 则 5S 叫做 
在 F 上 是 代数 无 关 的 或 玉 上 的 代数 无 关 集 。E 的 一 个 子 
集 5 叫 做 E/F 的 一 个 超越 基 ， 是 指 8 满足 以 下 两 个 条 
件 ，@S 在 了 P 上 代数 无 关 ，@E 是 F(S) 上 的 代数 扩张 。 
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容易 证 明 , 任 一 非 代数 扩张 E/F 都 有 超越 基 而 且 任意 两 
个 超越 基 有 相同 的 基数 。 这 个 共同 的 基数 就 叫做 E/F 的 
超越 次 数 , 记 作 trdegE/F。 代数 扩张 的 超越 基 是 空 集 。 它 
的 超越 次 数 规定 为 零 。 对 于 任 一 域 链 PCLCBE， 次 数 公 
式 trdegE/F=trdegE/F+trdegL/F 成 立 。 
设 trdegE/PF>0， 若 存在 这 样 的 超越 基 S 使 得 已 = 
F(S)， 则 E/F 叫做 一 个 纯 超越 扩张 。 纯 超越 扩张 一 
F(S) 和 下 上 一 组 未 定 元 站 的 多 项 式 环 F[X] 的 商城 
F(X) 成 FF 同 构 , 其 中 X 与 S 有 相同 的 基数 。 超 越 次 数 为 
1 的 纯 超越 扩张 =F(t) 叫做 单 超越 扩张 。 关 于 单 超越 
扩张 有 著名 的 吕 洛 特定 理 ， 单 超越 扩张 了 = F(t) 的 每 个 
大 于 了 的 中 间 域 都 还 是 上 的 单 超越 扩张 。 
吕 洛 特定 理 有 它 的 几何 意义 。 平 面 上 一 条 不 可 约 代 
数 曲 线 F(x,y)=0 叫做 有 理 的 ,是 指 存在 参数 上 的 有 理 
函数 p(t) 和 ykt) 满足 以 下 两 条 件 ，@ 除去 上 的 有 限 个 
值 外 , 恒 有 fp(t), y(t))=0，@ 除 去 1(x,y)=0 的 有 限 
个 点 外 对 每 个 点 P(x,y) 存在 唯一 的 一 个 t 值 使 得 P= 
《q(t) ,y(t))。 吕 洛 特定 理 断 言 ,对 不 可 约 代数 曲线 f(x， 
=0 着 存在 参数 + 的 有 理 函 数 p(t) 和 w(t) 满足 条 件 
@， 则 也 存在 参数 的 有 理 函 数 p.(t') 和 y(t') 满 足 条 
件 @O 和 @@. 因而 f(x,y) =0 是 一 条 有 理 曲线 。 
车 E/F 有 一 个 超越 基 S 使 得 是 F(S) 上 的 可 分 代 
数 扩张 ， 则 E/P 叫做 可 分 生成 的 。 显 然 纯 超越 扩张 是 可 
分 生成 的 。 若 E/F 的 每 个 有 限 生 成 的 中 间 域 都 是 可 分 生 
成 的 , 则 EE/F 叫做 一 个 可 分 扩张 。 关 于 可 分 扩张 有 下 列 
事实 成 立 ，@ 可 分 代数 扩张 就 是 现在 意义 下 的 可 分 扩 
张 ，@ 纯 超越 扩张 是 可 分 代数 扩张 ，@ 可 分 扩张 同 可 分 
代数 扩张 一 样 也 有 传递 性 ，@ 若 瑟 在 己 上 是 可 分 的 ， 则 
任 一 中 间 域 工 在 上 也 可 分 。 但 是 必须 注意 ， 从 E/F 可 
分 得 不 出 E/L 可 分 的 结论 , 这 点 与 可 分 代数 扩张 是 不 同 
的 。 还 应 该 指出 , 当 trdeg E/F 无 限时 ， 可 分 扩张 不 必 是 
可 分 生成 的 。 
参考 书目 
张 禾 瑞 著 : “近世 代数 基础 y, 人 民 教育 出 版 社 , 北京 ,1978。 
B.L. 范 德 瓦尔 登 著 , 丁 石 孙 、 曾 肯 成 、 部 炳 新 等 译 : “代数 学 >， 
第 1 册 , 科学 出 版 社 ,北京 , 1963。(B. L. Waerden, Algebra, 
Vol. 1, Springer-Verlag, Berlin, 1955.) 
N. Jacobson, Lectures in 4bstract Algebra, The Theory 


of Fields ond Galois Theory, Vol.3, Springer-Verlag, New 
York, 1964. 
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原 函数 (primitive function) ”以 某 个 函数 为 
其 导 ( 函 ) 数 的 函数 。 设 函数 f(x) 定 义 在 一 个 区 间 内 , 且 
存在 一 个 原 函数 F(x): 
F'(x)=f(x) 或 dF(x)=f(x)dx, 
则 F(x)+C 也 是 一 个 原 函数 (其 中 C 是 一 个 任意 常数 )， 
而 且 , 反 之 ,任意 一 个 原 函 数 
D(x)=F(x)+C, 
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函数 九 z) 的 原 函数 的 这 个 一 般 表达 式 称 为 函数 也 zx) 的 
或 微分 式 了 zx)dx 的 不 定 积分 , 记 为 


|roar-Peo+c。 


不 定 积分 作为 函数 的 一 种 运算 ， 是 求 导 (函数 或 微 


分 的 逆 运 算 ( 见 积分 学 )。 ( 豪 传 宽 ) 
yuandion 

圆 点 《circular points at infinity) 见 绝对 
形 。 

yuanzhoulu 

圆周 率 (ratio of the circumference of a cir- 
cle to the diameter) 欧 几 里 得 平面 上 圆周 与 直 


径 的 长 度 之 比 。 它 是 人 类 认识 到 的 第 一 个 特殊 常数， 是 
人 类 在 测量 圆周 长 和 圆 面积 的 各 种 情况 中 逐步 认识 的 。 
古 希 腊 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 已 提 到 四 局 率 是 常数 。 
中 国 古 代 早 有 “ 径 一 周三 "的 记载 ， 即 认为 圆周 率 是 常数 
了 。 自 1737 年 L. 网 拉 用 x 表示 圆周率 后 ，x 就 成 为 一 
个 通用 符号 。 此 后 也 通用 由 贺 半 径 7 和 圆周 率 x 求 圆周 
长 的 公式 ，C= 2rr。 关 于 圆 面积 与 圆周 率 的 关系 人 类 也 
很 早 就 知道 了 。 中 国 古代 数学 专著 《 九 章 算术 》 第 一 章 
《 方 田 》 中 求 贺 田 面积 ,“ 术 日 半 贺 半 径 相 乘 得 积 步 "。 即 
以 半圆 周 rr 和 半径 7 为 长 和 宽 的 矩形 面积 就 是 所 求 的 
圆 面积 S, 这 正 是 加 面积 公式 S=nr?。 

园 周 诛 的 古典 方法 和 古代 值 数学 史上 曾 采用 过 四 
周 率 工 的 各 种 近似 值 ， 现 存 于 世 的 有 关 圆周 率 的 最 早 文 
字 记 载 是 公元 前 1650 年 左右 在 古 埃及 产生 的 莱 因 德 纸 草 


书 ， 其 中 取 = ( 千 】=3.1604.…。 这 看 来 是 一 个 经 验 
值 。 古 希腊 阿 基 米 德 约 在 公元 前 240 年 从 计算 加 内 接 和 


外 切 正 多 边 形 周 长 来 确定 圆周 率 的 上 下 界 。 这 是 第 一 个 
计算 值 的 方法 ， 后 人 称 为 古典 方法 。 阿 基 玉 德 从 正 6 


边 形 开始 , 逐步 计算 到 正 96 边 形 周 长 而 得 到 3 六 <x< 


3 了. 他 取 两 位 小 数 确 定 x= 3.14。 约 公元 150 年 ，C. 托 
支 密 在 《数学 汇编 》 中 给 出 一 3+ 剖 十- 一 35 一 
3.1416。 这 是 从 该 书 中 记载 的 四 心 角 所 对 驴 的 长 度 推算 
出 来 的 。 印 度数 学 家 阿 耶 波多 第 一 约 在 530 年 采用 x 二 
3.1416， 这 可 能 是 从 希腊 传人 的 ， 也 可 能 是 他 计算 了 正 
384 边 形 的 周 长 。1150 年 前 后 ,次 什 这 罗 第 二 给 出 < 的 
常用 值 M16，“ 非 准确 值 "了 ，“ 淮 确 值 "47 ， 他 还 给 


出 与 托 勒 密 相同 的 另 一 个 的 值 245。 阿 拉 伯 的 证 本 


约 在 1427 年 在 他 的 《圆周 论 》 中 计算 正 3 x 22 边 形 周 长 
得 出 精确 到 17 位 数字 的 <=3.1415926535898732。 

中 国 古代 《 九 章 算术 》 正 文 用 * 径 一 周三 "的 古 率 。 西 
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汉 未 刘 款 为 王莽 造 铜币 ( 公 元 9 年 ) 采 用 +=3.1547。 东 
汉 张 衡 (78~139) 采用 x= /计算 球体 积 。 三 国 吴 人 
王 著 (215~257) 采 用 4 一 总 。 这 些 都 是 经 验 值 。 魏 人 


刘 微 在 注 k 九 章 算术 》 时 提出 与 阿 基 米 德 古典 方法 相 类 的 
“ 割 圆 术 "。 他 从 国内 接 正 6 边 形 周 长 是 直径 的 3 倍 开始 ， 
依次 割 圆 ,成 倍增 长 内 接 正 多 边 形 的 边 数 。 求 得 内 接 正 2m 
边 形 边 长 fm 与 圆 半径 7 及 内 接 正 n 边 形 边 长 ,的 关 
系 : 
la=M[r— Mri— (I,/2): + (ln/2)* 。 
他 还 得 出 加 面积 S 和 国内 接 正 n 边 形 面积 S,， 正 2n 边 
形 面积 Ss 满足 下 列 不 等 式 : 
Som<S<S+2(Sm 一 Sw) 一 2San 一 Sn 
由 此 得 到 圆周 率 的 上 下 界 。 他 取 半 径 为 1 尺 ， 由 加 内 接 
正 6 边 形 面积 开始 ,逐步 算得 正 96 边 形 和 正 192 边 形 面 
积 为 


584 64 
Su=313855 方寸 及 Si 一 3148 站 方寸 


因此 , 取 n~96, 有 
64 169 


Si =314625 <S < 2Sum 一 Su 一 314825 。 


刘 徽 “ 弃 其 余 分 ， 取 zx= 3.14。 他 还 说 ,“ 割 之 弥 细 , 所 失 
弥 少 , 割 之 又 割 ,以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆 合体 而 无 所 失 峰 。” 
这 说 明 他 已 知 求 更 精确 的 r 值 的 方法 ， 并 具有 极限 的 思 
想 。 刘 徽 之 后 尚 有 皮 延 宗 在 445 年 前 后 取 < 一 22/7。 南 
北朝 时 的 祖冲之 提出 四周 率 精确 到 8 位 数字 的 上 下 界 ， 
3.1415926<x<<3.1415927。 他 还 提出 圆周 率 的 “ 约 率 "” 
=22/7 和 "“ 密 率 " n=355/113。 后 者 在 数学 史上 是 由 他 
第 一 个 提出 的 。 上 面 提 到 的 卡 西 在 800 多 年 后 才 做 出 超 
过 他 的 工作 。 

在 西欧 ,文艺 复兴 后 , 才 有 人 在 圆周 率 x 值 上 做 出 达 
到 和 超过 祖冲之 的 工作 。 第 一 个 得 到 祖冲之 密 率 355/113 
的 是 德国 人 V. 奥 托 (1573)。 法 国 了 , 书 达 用 古典 方法 计 
算 到 正 3x2" 边 形 求 x 值 到 10 位 数字 (1579)。 荷 兰 工 . 
范 : 科 伦 在 1596 年 求 到 小 数 点 后 20 位 , 才 超 过 卡 西 。 

国 周 率 是 无 理 数 和 超越 数 J. HH. 朗 伯 在 1767 年 证 
明 圆周 率 x 是 无 理 数 , 即 不 能 表示 成 有 理 分 数 , 因而 不 会 
是 有 限 小 数 或 循环 小 数 .F. von 林 德 曼 在 1882 年 证 明 r 
是 超越 数 ， 即 不 是 任何 一 元 有 理 系数 多 项 式 的 根 。 从 而 
解决 了 古代 三 大 几何 难题 之 一 一 一 化 加 为 方 不 可 能 用 尺 
规 作 图 作出 。 

国 周 率 和 角 的 张 度 制 欧 拉 在 1748 年 出 版 的 4 无 穷 
小 分 析 引 论 》 中 提出 三 角 函数 是 对 应 的 函数 线 与 圆 半径 
的 比 。 他 同时 引入 角 的 弧度 制 , 即 取 贺 半径 作为 单位 , 圆 
心 角 用 其 所 对 的 弧 长 表示 。 这 时 平角 所 对 的 半圆 周 长 是 
x。 从 此 以 后 圆周 率 x 就 作为 相当 于 180" 的 角度 值 。 


国 周 让 的 其 他 方法 和 近代 住 “ 事 达 在 1593 年 把 和 
表示 成 无 穷 友 各 


英国 本 沃 利 斯 在 1655 年 给 出 
4 3.3.5.5.7.7.9.9.11.11 


元 ”2344.6.6.8.8.10.10.12-… 
1658 年 由 W. 布 龙 克 把 它 变 成 连 分 数 


朗 伯 特 就 是 利用 它 证 明 x 是 无 理 数 的 。 苏格兰 本 格雷 果 
里 在 1671 年 得 出 无 穷 级 数 
arctanx=x— + 2 Ss a = 1, 
G. W. 菜 布 尼 基 在 1673 年 由 此 得 出 收敛 极 慢 的 级 数 
A 
T=1-+ -T+ 
本 梅 钦 利用 格雷 果 里 级 数 的 公式 


nt 1 1 
T=4arctans —arctangsg 


计算 x 值 到 100 位 小 数 (1706)。W. 香 克 斯 在 1873 年 利 
用 梅 钦 公式 计算 x 值 到 707 位 小 数 ， 以 后 长 期 保持 这 个 
记录 。 但 在 1946 年 D. F. 弗格森 发 现 香 克 斯 的 第 528 位 
错 了 。 他 后 来 和 美国 J W. 小 雷 恩 在 1948 年 联合 发 表 
808 位 准确 的 值 。 
电子 计算 机 发 明 以 后 , * 值 的 计算 得 到 飞速 的 发 展 。 
在 1949 年 计算 到 2037 位 ,1959 年 计算 到 16167 位 ,1967 
年 计算 到 50 万 位 ,1974 年 计算 到 100 万 位 ,1981 年 计算 
到 200 万 位 ，1983 年 计算 到 23(800 多 万 ) 位 。 
参考 书目 
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约束 优化 方法 (constrained optimization me- 
thod) 寻求 具有 约束 条 件 的 线性 或 非 线性 规划 问 
题解 的 数值 算法 ,假设 f(z),g(z)(i=1,2,…,m) 是 n 维 
欧 几 里 得 空间 Fr 中 的 实 值 函数 。 所 谓 约束 优化 问题 ,是 
指 在 约束 条 件 g(x)<0 (i=1,2，…,m) 之 下 求 一 点 王 ， 
使 (x)>f( 双 ), 点 殖 称 为 最 优 解 。 约 束 优化 问题 当 了 xz)、 
(ZT)(i=1,2,…,m) 均 为 凸 函数 时 称 为 凸 规划 。 凸 函数 
有 很 多 已 知 特性 ,因此 点 规划 算法 的 研究 进展 较 快 ,线性 


规划 是 凸 规划 的 最 简单 的 情形 ， 可 以 用 单纯 形 方法 等 求 
解约 束 优化 问题 当 f(z) 是 二 次 函数 而 gxz)(i=1,2,…， 
各) 是 线性 函数 时 称 为 二 次 规划 。G. B. 丹 齐 克 和 了 . 沃 
尔 夫 于 1963 年 将 单纯 形 方法 作 了 修改 ,用 以 求解 凸 二 次 
规划 ,得 到 只 经 过 有 限 次 迭代 即 可 达到 最 优 解 的 算法 。 

对 于 只 有 等 式 约束 的 非 线性 规划 ， 经 典 的 拉 格 朗 日 
乘 子 法 指出 ,在 对 函数 加 以 一 定 限 制 下 ,最 优 解 可 在 一 组 
函数 方程 的 解 集中 去 寻求 ， 但 是 并 未 指出 行 之 有 效 的 算 
法 。1951 年 ，H. W. 库 思 和 人 A. W. 塔 克 尔 发 表 “ 论 非 线 
性 规划 ”一 文 后 ， 随 着 计算 技术 的 迅速 发 展 ， 线 性 约束 
的 非 线性 规划 出 现 了 不 少 行 之 有 效 的 算法 。 在 非 线性 约 
束 规 划 的 研究 上 , 近 十 几 年 来 也 有 相当 的 进展 。 

可 行 方向 法 ”根据 逐次 沿 可 行 方向 求 可 行 解 点 的 迭 
代 思 想 构 造 一 点 列 {z*} ， 使 其 满足 某 种 给 定 要 求 的 算法 
称 为 可 行 方向 法 。 假 设 已 知 可 行 解 为 zx ， 若 能 找到 一 
个 向 量 zt 与 步 长 数 和 >0, 使 zurb=zt9+Xuz0， 而 
当 0<X<% 时 ,线段 z+ 和 zt 属于 约束 集 ， 则 zt 称 
为 约束 集 在 x 中 处 的 一 个 可 行 方向 。 可 行 方向 法 的 关键 
在 于 适当 选取 z9, 使 点 列 {z%} 符 合 一 般 选 代 法 的 要 求 。 
对 线性 约束 的 情形 , 当 f(x) 为 可 微 凸 函 数 时 有 三 种 较为 
有 效 的 求 zw 的 算法 :G. 涪 腺 代 克 于 1960 年 提出 的 可 行 
方向 法 , 取 z9=y* 一 x 中 ,其 中 为 fz) 在 x 处 的 
线性 近似 函数 f(x)+ Vf(z9)(z 一 zx) 在 线性 约束 
下 达到 最 小 值 的 最 优 解 。J. B. 罗 森 于 1960 年 提出 的 梯 
度 投影 法 ,运用 在 x‘ 处 投影 矩阵 P 的 公式 , 取 最 速 下 
降 方向 一 Vf(z'%) 在 x 所 处 的 约束 边界 面 上 的 投影 方 
向 一 PaVf(z%) 为 z*， 从 而 避免 了 每 迭代 一 次 就 要 解 一 
个 线性 规划 的 手续 。P. 沃 尔 夫 于 1963 年 提出 的 既 约 梯度 
法 ,他 应 用 消去 基 变 量 的 方法 和 f(z) 的 既 约 梯度 的 概念 ， 
构造 出 夏 。 这 三 种 方法 所 产生 的 点 列 {z'} 虽 然 可 以 使 
函数 值 序列 {f(z%)} 单 调 下 降 , 但 是 它 却 不 一 定 收敛 于 
最 优 解 。 因 此 ,后 来 陆续 有 不 少 研究 工作 ,对 原 有 方法 进 
行 种 种 修正 ， 如 采取 摄 动 和 转轴 变换 等 技巧 ， 而 得 出 具 
有 收敛 性 的 各 种 新 方法 。1969 年 D. 戈 德 福 布 结合 梯度 
投影 法 与 变 尺 度 法 提出 了 一 种 可 行 方向 法 ， 对 二 次 凸 规 
划 是 有 限 步 收敛 的 。 这 些 方法 都 可 以 推广 用 于 处 至 非 线 
性 约束 的 情形 。 但 是 ， 算 法 程序 都 比较 复杂 。J. 阿 巴 迪 
和 了 卡 彭 特 尔 于 1969 年 将 既 约 梯度 法 加 以 推广 ， 提 出 
了 广义 既 约 梯度 法 (GRG 法 ) 用 来 求解 具有 非 线 性 约束 的 
最 优化 问题 。 实 际 计算 的 效果 说 明 ， 广 义 既 约 梯度 法 是 
一 种 很 好 的 算法 。 

上 述 线性 近似 型 算法 的 收敛 速度 ， 一 般 都 不 高 于 超 
线性 的 。 对 二 阶 可 微 的 函数 fz), 在 zw 处 若 用 二 次 函 


数 人 29) + VICz) (2 ) + zz) Vm) 
(< 一 zx 中 ) 来 近似 ,进而 对 可 微 函数 了 zx) 又 用 种 种 变 尺度 
甜 阵 H 去 代替 近似 式 中 的 矩阵 Vf(x,)， 将 约束 问题 


的 求解 化 为 求 一 系列 二 次 规划 的 解 ， 这 类 方法 统称 为 序 
贯 二 次 规划 法 ，1963 年 R. B. 威 尔 森 对 二 阶 可 微 函 数 
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Tz),g(z) (i=1,2,…sm) 提出 将 拉 格 裔 日 函数 Z(z， 
二 f(z)+ 溃 wgi(z) 在 已 知 点 (x 中 sw") 处 用 二 次 近 
2 


似 函 数 来 逼近 ,而 对 约束 仍 用 线性 近似 函数 逼近 ,并 证 明 
了 在 最 优 解 附近 ， 点 列 {z%) 是 二 阶 收敛 的 。 若 用 二 次 


1 
函数 所 zt9)+Vf(zt)( 工 一 20D) 十 豆 ( 工 一 了 00) HKC 工 一 


zz 中) 在 x 中 处 逼近 目标 函数 人 xz)， 其 中 Hs 是 正定 函 
数 ， 同 时 象 无 约束 最 优化 方法 中 的 变 尺度 算法 一 样 ， 利 
用 计算 过 程 中 得 到 的 信息 和 变 尺 度 公式 来 更 新 H, 这 种 
逐次 二 次 规划 算法 也 称 为 约束 变 尺 度 算法 。 它 是 求解 带 
非 线性 约束 的 最 优化 问题 的 重要 方法 之 一 。 

序 贯 无 约束 极 小 化 法 1943 年 R: 库 朗 对 于 仅 带 一 
个 约束 等 式 g(x) =0 的 问题 ,引入 参数 t> 0， 研 究 函 数 
fz)+t[g(z)]* 的 平稳 点 z(t) 在 t->oo 时 与 原 问题 的 关 
系 。 对 于 具有 不 等 式 约束 g(x)<0(i=1,2,…,m) 的 非 
线性 规划 问题 , 则 作 函 数 

Pst) Ie) tt [maxcgs(z),0) 1 

如 果 将 fCz) 看 成 “价格 "约束 看 成 某 种 “规定 "， 则 
4 加 [max(oz)， 0)] 为 当 z 违反 “规定 " 时 的 罚款 项 ， 
于 是 P(z, 就 是 应 支付 的 总 代价 。 因 此 ，P(z, t) 被 称 
为 罚 函 数 ， 而 + 称 为 罚 因 子 。 在 适当 的 假设 下 ,P(z,t) 
在 对 zx 不 加 约束 的 情形 下 的 最 优 解 z(t)， 当 tco 时 赵 
于 原 问题 的 最 优 解 。 这 种 方法 称 为 罚 函数 法 。 由 此 就 可 
以 用 逐渐 加 大 如 的 方法 来 求 得 原 问 题 近 似 解 (如 )。 为 
了 克服 P(z, 妨 的 黑 塞 和 矩阵 在 t> co 时 容易 产生 病态 的 缺 
点 ，W. 工 赞 格 威 尔 于 1967 年 提出 精确 罚 函 数 ECz,t)， 
证 明了 在 适当 的 假设 下 ， 存 在 名 >0， 当 t> 如 时 E(z,t) 
的 无 约束 最 优 解 z(t!) 就 是 原 问 题 的 最 优 解 。 于 是 把 有 约 
柬 的 最 优化 问题 化 为 一 个 无 约束 的 最 优化 问题 。 但 是 这 
种 精确 罚 函数 不 是 可 微 的 ， 因 而 不 便于 利用 一 般 无 约束 
优化 方法 。M. R. 赫 斯 泰 尼斯 和 M. J. D. 鲍威尔 结合 拉 
格 朗 日 乘 子 法 和 罚 函 数 法 的 特点 ,于 1969 年 对 约束 为 等 
式 的 情形 提出 可 微 的 增 广 拉 格 朗 日 函数 L(z, w, t)= 


fz)+ 总 gi(z)+ 坊 [gxcz)]:, 并 指出 在 适当 的 假设 下 ， 


存在 >0, 对 任意 取 定 的 th, 在 最 优 乘 子 下 处 ，L(z， 
加 ,t) 的 无 约束 最 优 解 对 必 为 原 问题 的 最 优 解 ,还 给 出 了 
逐步 调整 wW 和 的 办 法 。 以 后 陆续 有 不 少 工作 对 一 般 可 
微 非 线性 规划 ， 构 造 了 各 种 不 同 的 可 微 增 广 拉 格 朗 日 函 
数 ， 并 给 出 了 算法 的 选 代 程序 。 这 类 方法 统称 为 广义 乘 
子 法 。K.R. 弗 里 希 鉴于 罚 函 数 法 产生 的 点 列 {z( 如 )} 是 
从 约束 集 的 外 部 来 台 近 在 约束 边界 上 的 最 优 解 ,于 1955 


年 提出 所 谓 障碍 函数 B(x,7) 一 f(z) 一 r 访 im (一 gz)) 


(r>0), 可 使 B(z,r) 的 无 约束 最 优 解 zx(r) 在 约束 集 内 
达到 ,而 当 r->0 时 ,z(7) 趋 于 原 问 题 的 最 优 解 。1961 年 ， 
C. W. 卡 罗 尔 提出 了 另 一 种 典型 的 障碍 函数 B(z,7)= 
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Hz)-r 马 一 工 _。 当 r->0 时 ,B(zyr) 的 黑 赛 矩 阵 也 可 
XE 


能 出 现 病态 现象 。 

对 兼 有 等 式 和 不 等 式 约束 的 最 优化 问题 ， 可 结合 使 
用 罚 函 数 与 障碍 函数 而 构造 出 混合 型 函数 来 求解 ， 对 兼 
有 线性 和 非 线性 约束 的 最 优化 问题 ， 可 仅 将 非 线性 约束 
纳入 p(x,t) (或 B(z,r)， 或 L(x,4,t))， 将 问题 化 为 在 
线性 约束 下 p(x,t) (或 B(x,7), 或 L(x,u,t)) 的 极 小 化 
问题 。 

对 于 不 可 微 的 凸 规划 ， 近 十 多 年 来 有 人 用 次 梯度 或 
差分 等 概念 来 建立 算法 。 设 了 为 Re 中 的 凸 函数 ， 若 矢 
量 寺 满足 fz)>f(zo)+(z 一 zo) 哮 ，YzER"， 则 矢量 
专 称 为 函数 了 在 点 xz。 处 的 一 个 次 梯度 。 不 可 微 凸 规划 
的 最 优 解 在 一 定 条 件 下 满足 以 次 梯度 表示 的 推广 的 库 
恩 - 塔 克 尔 条 件 ( 见 非 线性 规划 )。 函 数 在 一 点 的 次 梯度 不 
一 定 是 唯一 的 可 微 函数 在 一 点 的 梯度 若 不 为 零 , 其 负 梯 
度 方向 必 是 函数 在 此 点 的 一 个 下 降 方向 。 然 而 不 可 微 函 
数 在 一 点 的 某 些 负 次 梯度 可 以 不 是 函数 的 下 降 方向 。 这 
将 导致 上 述 可 微 情况 的 约束 优化 算法 对 于 不 可 微 凸 规划 
往往 会 失败 。 不 可 微 凸 规划 的 次 梯度 算法 类 的 基本 迭代 
公式 是 z47 一 z0 十 起 4， 这 里 如 和 如 分 别 是 按 一 
定 规则 选 定 的 步 长 和 点 ze9 的 次 梯度 (或 近似 次 梯度 ) 。 
在 一 些 适 当 的 条 件 下 可 证 明 ， 次 梯度 算法 产生 的 点 列 
{zz 中} 收敛 到 问题 的 最 优 解 。 

赞 格 威 尔 1969 年 提出 用 统一 的 观点 研究 算法 。 他 的 
基本 思想 是 ， 将 算法 看 成 是 一 个 点 到 集 的 映像 。 在 一 些 
假设 下 由 上 半 连 续 的 点 到 集 映像 产生 的 点 列 {zm} 收敛 
于 最 优 解 。 从 而 统一 了 不 少 已 有 算法 的 收敛 性 的 研究 。 
这 方面 的 工作 还 在 不 断 发 展 。 

参考 书目 
M. 阿 弗 里 尔 著 , 李 元 癌 等 译 :< 非 线 性 规划 一 分 析 与 方法 >， 
上 册 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ,上 海 ,1979。 (M.Avriel, Nonlinear 
Programming—— Analysis and Method, Prentice-Hall, 
Englewood Cliffs, New Jersey, 1976.) 
A. V. Fiacco and G. P. MeCormick, Nonlinear Program- 


ming Sequentiol Unconstroined Minimization Techiques, 
John Wiley & Sons, New York, 1968. 
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yunchouxue 
运筹 学 (operations research) 一 门 新 兴 的 
应 用 科学 。 由 于 它 所 研究 的 对 象 极其 广泛 ， 有 着 许多 不 
同 的 定义 。 
1976 年 美国 运筹 学 会 定义 “运筹 学 是 研究 用 科学 方 
法 来 决定 在 资源 不 充分 的 情况 下 如 何 最 好 地 设计 人 -机 
系统 ,并 使 之 最 好 地 运行 的 一 门 学 科 。"”1978 年 联邦 德国 
的 科学 辞典 上 定义 “运筹 学 是 从 事 决策 模型 的 数字 解法 
的 一 门 学 科 "。 前 者 着 重 于 处 理 实际 问题 ， 而 对 “科学 方 
法 " 则 未 加 说 明 。 后 者 强调 数字 解 ,而 注重 数学 方法 。 
英国 运筹 学 杂志 认为 “运筹 学 是 运用 科学 方法 (特别 
是 数学 方法 ) 来 解决 那些 在 工业 ,商业 、 政 府 部 门 . 国 防 部 


门 中 有 关 人 力 、 机 器 、 物 资金 钱 等 的 大 型 系统 的 指挥 和 
管理 方面 所 出 现 的 问题 ， 其 目的 是 帮助 管理 者 科学 地 决 
定 其 策略 和 行动 "。 有 人 则 认为 运筹 学 是 近代 应 用 数学 
的 一 个 分 支 ,主要 是 将 生产 ,管理 等 实际 中 出 现 的 一 些 带 
普遍 性 的 运筹 问题 加 以 提炼 ,然后 利用 数学 方法 去 解决 。 
前 者 提供 模型 ， 后 者 提供 理论 和 方法 。 前 者 是 后 者 发 展 
的 基础 ， 后 者 是 前 者 进行 工作 的 科学 依据 。 其 实 ， 运 筹 
学 是 这 两 者 有 机 结合 而 成 的 。 英 文 oper ations research 
《运筹 学 ) 一 词 的 原意 是 作战 研究 。 早 在 1938 年 英国 空 
军 就 有 了 飞机 定位 和 控制 系统 ,并 在 沿海 有 几 个 雷达 站 ， 
可 以 用 来 发 现 敌 机 。 但 在 一 次 空 防 大 演习 中 发 现 ， 由 这 
些 雷达 送 来 的 (常常 是 相互 矛盾 的 ) 信 息 ， 需 要 加 以 协调 
和 关联 , 以 改进 作战 效能 。 这 一 任务 的 提出 即 产生 "运筹 
学 "一 词 。 英 国 空军 成 立 了 运筹 学 小 组 ,主要 从 事 警报 和 
控制 系统 的 研究 。 在 1939 年 和 1940 年 ， 这 个 小 组 的 任 
务 扩大 到 包含 防卫 战斗 机 的 布置 ， 并 对 某 些 未 来 的 战斗 
结果 进行 预测 ， 以 供 决策 之 用 。 运 筹 学 工作 者 在 第 二 次 
世界 大 战 中 研究 并 解决 了 许多 战争 的 课题 ， 例 如 通过 适 
当 配 备 护航 舰队 减少 了 船只 受到 潜艇 攻击 的 损失 ， 通过 
改进 深水 炸弹 投放 的 深度 ,使 德国 潜艇 的 死亡 率 提高 ;以 
及 根据 飞机 出 动 架 次 作出 维修 安排 ， 提 高 了 飞机 的 作战 
效率 等 等 。 在 战争 结束 时 ， 估 计 英 国 、 美 国 和 加 拿 大 等 
三 国 的 军队 中 ,运筹 学 工作 者 已 超过 七 百人 。 战 后 ,一 些 
原 在 军队 的 运筹 学 工作 者 ， 在 英国 成 立 了 一 个 民间 组 织 
“运筹 学 俱乐部 ", 定 期 讨论 如 何 将 运筹 学 转 入 民用 工业 ， 
并 取得 了 一 些 进展 。 第 一 份 运筹 学 杂志 和 英国 的 运筹 学 
会 分 别 于 1950 年 和 1953 年 出 现 了 。 世 界 上 第 一 个 运筹 
学 会 "美国 运筹 学 会 " 于 1952 年 成 立 。1959 年 成 立 了 国 
际 运筹 学 会 联盟 ， 到 1986 年 已 有 35 个 会 员 国 和 6 个 兄 
弟 学 会 会 员 3 万 余人 ,大 多 数 会 员 国都 办 有 自己 的 杂志 。 
中 国 的 运筹 学 会 “中 国 数学 会 运筹 学 会 "于 1980 年 成 立 ， 
于 1982 年 加 入 国际 运筹 学 会 联盟 并 创刊 《运筹 学 杂志 》。 

运筹 学 作为 一 门 用 来 解决 实际 问题 的 学 科 ， 在 处 理 
千差万别 的 各 种 实际 问题 中 ， 一 般 应 该 从 以 下 几 方 面 
考虑 。 

@O 确定 目标 “首先 必须 弄 清 所 提 的 任务 想 达 到 的 
目的 。 通 常 还 必须 弄 清 或 预测 随 着 时 间 的 推移 决策 者 的 
认识 和 管理 人 员 的 水 平 是 否 会 使 所 提 目 标 发 生变 化 ， 如 
何 变化 。 

@@ 制定 方案 订 出 几 个 大 的 步 又 和 完成 各 步 又 的 
时 间 。 一 般 说 来, 任务 都 是 有 时 间 性 的 ,用 于 该 任务 的 人 
力 . 物 力 .财力 都 是 有 限 的 。 没 有 比较 切实 的 方案 就 难 完 
成 任务 。 

@ 建立 模型 ”对 于 一 个 大 型 的 复杂 问题 ,首先 要 考 
虚 是 否 将 它 分 为 若干 小 型 的 能 独立 进行 的 活动 ， 以 及 在 
它们 当中 如 何 分 配 人 力 物力、 财力 和 对 它们 工作 的 具体 
要 求 ， 还 要 规定 这 些 活动 必须 完成 的 时 间 。 当 问题 完全 
明确 后 ， 就 要 收集 有 关 的 数据 和 确定 问题 所 涉及 的 各 种 
因素 ， 弄 清 其 中 哪些 是 给 定 的 , 包 些 是 可 以 改变 的 ( 即 变 


量 ), 哪 些 是 可 以 控制 的 ， 哪 些 是 不 确定 的 ， 并 设法 建立 
这 些 因 素 之 间 应 满足 的 各 种 关系 ， 以 及 建立 一 种 准则 来 
衡量 所 作出 的 决策 的 效果 。 对 于 那些 不 可 控制 的 因素 要 
注意 收集 有 关 的 数据 或 有 经 验 人 士 的 看 法 。 

@ 制订 解法 ”在 模型 已 初步 确定 之 后 ,就 要 考虑 解 
法 :是 采用 模拟 ， 还 是 采用 理论 演算 方法 ;假若 有 随机 
因素 ， 应 如 何 对 待 ， 有 无 现成 方法 可 资 利用 ， 需 要 做 出 
什么 样 的 假设 才能 创造 新 方法 或 使 利用 现成 方法 为 可 行 
的 ;问题 本 身 要 求 的 精度 如 何 ,等 等 。 

虽然 不 大 可 能 存在 处 理 对 象 极其 广泛 的 运筹 学 问题 
的 统一 途径 ， 但 是 在 运筹 学 的 发 展 过 程 中 形成 的 某 些 抽 
象 模型 却 可 以 得 出 一 些 算法 和 结论 ,并 用 于 实际 之 中 。 例 
如 ， 城 市 的 公共 汽车 问题 ， 在 公共 汽车 站 候车 的 人 时 多 
时 少 ,汽车 公司 究竟 应 派出 多 少 辆 汽车 ， 如 何 派 法 ,才能 
做 到 既 使 汽车 公司 增加 收入 ， 又 使 乘客 比较 满意 。 这 一 
问题 ， 与 一 个 百货 商店 应 有 多 少 售 货 员 和 一 个 工厂 应 有 
多 少 维修 人 员 的 问题 甚 为 相似 。 它 们 都 是 存在 着 某 种 带 
有 随机 性 的 排队 现象 ， 从 而 可 形成 具有 普遍 性 的 排队 模 
型 .对 排队 模型 的 研究 形成 了 运筹 学 的 分 支 学 科 排队 论 。 
运筹 学 有 许多 分 支 学 科 。 一 个 大 型 复杂 的 运筹 学 问题 不 
一 定 仅 属于 某 一 分 支 , 它 往往 可 以 分 解 为 许多 子 问题 ,每 
一 子 问题 则 可 属于 某 一 分 支 。 

运筹 学 包含 有 以 下 一 些 分 支 ， 数 学 规划 〈 它 又 包含 
有 线性 规划 ; 非 线 性 规划 ;上 整数 规划 ,混合 整数 规划 、0-1 
规划 ， 组 合 规划 (组 合 最 优化 ) ;参数 规划 ; 随机 规划 ; 多 
目标 规划 ;几何 规划 ;动态 规划 ;等 等 ); 图 论 、 网 络 流 } 决 
策 分 析 ;! 排 队 论 、 可 赤 性 数学 理论 ;库存 论 ! 对 策 论 ;搜索 
论 ; 模 拟 。 

下 面 对 各 分 支 作 一 简单 的 综合 性 介绍 。 

数学 规划 可 以 表示 成 求 函数 f(x ,x,,…,xn) (目标 
函数 ) 在 规定 (x ,x;,…,xn) 必 须 满足 (ziyxzayxzno)EA 
(约束 条 件 ) 的 要 求 之 下 的 极 小 (或 极 大 ) 值 , 即 minf《(x)， 
xEA,ASR"。 简 记 为 (P)。 数 学 规划 与 古典 的 极 值 问题 
有 本 质 上 的 不 同 ,古典 方法 只 能 处 理 f(x) 和 4 都 具有 简 
单 的 表达 式 的 情况 ， 而 现在 的 问题 (P) 的 目标 函数 和 约 
东 条 件 一 般 都 很 复杂 ;古典 方法 只 考虑 很 小 的 情况 , 例 
如 n=3、4.5, 而 问题 (P) 中 的 n 可 能 很 大 ,有 的 n 甚至 超 
过 百 万 ， 古 典 方法 在 求解 时 往往 满足 某 一 表达 式 ， 即 可 
利用 公式 进行 求解 ,因此 只 能 处 理 某 些 简单 类 型 的 问题 ， 
而 问题 (P) 则 要 求 给 出 某 种 精确 度 的 数字 解答 ， 因 此 算 
法 研究 特别 受到 重视 。 由 于 这 些 本 质 差别 ， 求 解数 学 规 
划 必 须 另 辟 途 径 。 


者 [oz)= Bera =z |Bbur,=0, 和 
m，x 之 0}, 则 称 (P) 为 线性 规划 ,否则 称 为 非 线性 规划 。 


车 zzay…yzm 中 有 一 部 分 (或 全 部 ) 限制 为 只 取 整 数 
值 , 则 称 (P) 为 整数 规划 。 若 了 x) 不 只 是 一 个 函数 ,而 是 
几 个 函数 , 则 称 (P) 为 多 目标 规划 ， 当 然 , 多 目标 规划 的 
极 值 枝 念 需 要 另 加 定义 。 


线性 规划 及 其 解法 单纯 形 法 的 出 现 ， 对 运筹 学 的 发 
展 起 了 重大 的 推动 作用 。 许 许多 多 的 实际 问题 都 可 化 成 
线性 规划 问题 来 解 ， 而 单纯 形 法 又 是 一 个 行 之 有 效 的 算 
法 。 加 上 计算 机 的 发 展 ,使 一 些 大 型 复杂 的 实际 问题 的 解 
决 成 为 现实 ,从 而 引起 生产 部 门 对 数学 方法 的 重视 有 许 
多 实际 问题 要 求 变 量 只 取 整 数值 。 例 如 某 工厂 选 址 , 若 令 
zi=0 表示 第 i 处 供 选 地 址 未 被 选中 ; x,=1 表示 该 地 址 
被 选中 。 此 时 x 只 能 取 0 或 1。 对 于 这 类 问题 ,人 们 也 许 
以 为 可 用 解 一 般 的 数学 规划 的 方法 ， 求 出 近似 解 并 经 过 
四 会 五 入 的 办 法 可 以 解决 问题 。 但 是 有 人 举 出 了 一 个 简 
单 的 线性 规划 问题 , 按 单纯 形 法 求 出 问题 的 解 ,然后 经 四 
会 五 入 求 出 整数 解 。 如 此 进行 了 上 万 次 的 运算 , 却 没有 一 
次 能 得 出 可 行 解 ， 当 然 更 不 可 能 是 最 优 解 。 因 此 对 于 整 
数 规划 问题 必须 另 寻 新 的 解决 方法 。 近 年 来 ， 整 数 规划 
的 算法 虽然 取得 了 不 少 进展 ， 但 是 对 于 许多 离散 问题 仍 
然 无 能 为 力 。 例 如 对 于 4 台 机 器 10 个 零件 的 排序 问题 ， 
落 用 数学 规划 来 描述 ， 则 须 引 入 40 个 连续 变量 、180 个 
0-1 变量 ,390 个 约束 条 件 ， 而 成 为 一 个 相当 麻烦 的 混合 
整数 规划 问题 。 目 前 对 它 还 不 存在 象 单纯 形 法 那样 有 效 
的 算法 。 在 一 个 有 限 集 上 求 极 值 的 问题 是 所 谓 组 合 最 优 
化 问题 , 这 类 问题 在 实际 中 大 量 存在 ,为 解决 这 类 问题 ， 
于 是 又 形成 了 一 门 新 的 分 支 组 合 最 优化 。 它 的 内 容 主要 
包括 四 个 方面 ，a .设计 出 求解 某 些 特定 问题 的 算法 !，b- 
估计 某 些 近似 解 与 最 优 解 的 差距 ; .研究 哪些 问题 属于 
“ 难 " 题 (计算 的 复杂 性 )，d. 对 于 一 些 复杂 的 实际 问题 ， 
设计 求 出 可 供 实用 的 数字 解 的 方法 。 随 着 组 合 最 优化 的 
发 展 ,一 些 数 学 分 支 如 组 合 数 学 、 拟 阵 ,广义 拟 阵 、 图 论 等 
也 相应 得 到 发 展 。 

非 线性 规划 是 线性 规划 的 进一步 发 展 和 继续 。 许 多 
实际 问题 如 设计 问题 、 经 济 平衡 问题 都 属于 非 线性 规划 
范畴 ， 要 求 发 展 新 的 方法 。 非 线性 规划 扩大 了 数学 规划 
的 应 用 范围 ， 同 时 也 给 数学 工作 者 提出 了 许多 基本 理论 
问题 ,使 数学 中 的 许多 学 科 如 凸 分 析 、 数 值 分 析 等 也 得 到 
发 展 。 

多 目标 问题 也 常 出 现 于 实际 问题 之 中 。 例 如 在 工业 
生产 中 ,往往 既 要 求 产量 提高 ,同时 又 要 求 资源 消耗 尽量 
少 ， 这 两 个 指标 是 相互 矛盾 的 。 因 此 在 这 类 问题 上 首先 
遇 到 的 是 "最 优 "概念 如 何 定义 。 显 然 它 不 象 单 目标 问题 
那样 是 唯一 确定 的 。 它 牵涉 到 一 个 所 谓 偏 序 问题 ， 即 对 
可 供 选 择 的 方案 及 其 属性 如 何 定义 一 种 优 劣 “次序 ”， 亦 
即 如 何 描述 目标 对 于 可 供 选择 的 方案 的 依赖 关系 。 多 目 
标 规划 一 般 既 涉及 数学 问题 ,也 涉及 到 如 何 从 外 界 ( 专 家 
或 决策 人 ) 得 到 一 些 信息 以 作出 “ 偏 序 "。 

在 数学 规划 的 应 用 中 有 一 些 问题 ， 它 们 所 涉及 的 输 
入 信息 常 随时 间 而 作 微小 的 变动 ， 这 些 变动 有 时 会 引起 
目标 函数 发 生 大 的 变动 。 基 于 这 种 现象 而 产生 了 一 个 新 
的 分 支 参数 规划 。 它 既 要 处 理 当 有 参数 出 现 于 目标 函数 
和 (或 约束 条 件 时 如 何 求解 ， 同 时 也 要 处 理解 的 性 质 对 
于 参数 的 依赖 性 。 
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图 论 主要 研究 两 类 问题 ， 其 一 ,在 给 定 的 图 中 ,具有 
某 种 性 质 的 点 和 (或 ) 线 是 否 存在 ? 若 存 在 ， 有 多 少 或 至 
多 ( 少 ) 有 多 少 ? 其 二 ， 如 何 构造 一 个 具有 某 些 给 定性 质 
的 图 或 子 图 ?就 问题 所 讨论 的 性 质 大 致 可 分 为 五 方面 : 连 
通 性 、 极 值 问题 ,嵌入 , 阵 与 拟 阵 ,网 络 流 。 其 中 以 极 值 问 
题 和 网 络 流 与 运筹 学 中 的 问题 关系 最 为 密切 。 极 值 问题 
主要 是 研究 满足 某 种 性 质 的 点 或 边 的 最 小 个 数 。 网 络 流 
理论 研究 的 问题 很 多 ， 其 主要 的 有 两 类 ， 一 类 是 网 络 自 
身 所 固有 的 问题 ,如 确定 从 甲 地 到 乙 地 的 最 短路 程 ,两 地 
之 间 的 最 大 流通 量 问题 。 一 类 是 属于 网 络 流 的 管理 方面 ， 
如 在 军事 中 ， 当 攻击 手段 受到 某 种 限制 时 ， 如 何 确定 一 
最 优 阻止 策略 以 破坏 敌人 的 通讯 及 (或 ) 交 通 网 络 ， 在 公 
用 事业 中 ， 假 若 由 于 运输 量 的 增加 已 发 觉 现 有 网 络 不 能 
胜任 , 则 应 如 何 增加 线路 以 使 某 种 指标 达到 最 优 ,等 等 。 

上 述 各 种 规划 问题 的 共同 特点 是 ， 问 题 的 结果 决定 
于 最 后 的 阶段 , 即 问题 本 身 是 属于 一 次 性 的 。 但 是 ,生产 
实际 中 有 一 些 问题 是 属于 多 阶段 性 的 ， 要 求 在 每 一 阶段 
的 开始 必须 作出 某 一 决定 ， 而 整个 问题 的 最 终结 果 则 与 
各 阶段 所 作 的 决定 有 关 。 以 一 个 简单 的 库存 问题 为 例 说 
明 如 下 ， 设 有 一 个 工厂 要 在 一 年 中 储备 某 种 元 件 ， 这 种 
元 件 的 购买 都 在 每 月 月 初 进行 。 元 件 的 单价 决定 于 购买 
的 月 份 和 数量 , 即 若 第 i 个 月 月 初 买 进 wm 个 元 件 ， 设 购 
买 的 单价 为 Pp,)。 设 已 知 第 i 个 月 的 消耗 量 为 7,， 每 
日 的 消耗 量 为 常数 。 又 设 第 i 个 月 月 末 的 储存 量 为 x。， 
zx。 一 X12 一 0。 要 求 元 件 的 储存 量 必 须 保证 供应 。 问 如 何 
决定 每 月 购买 数量 ,使 总 的 费用 最 省 。 显 然 ,这 一 问题 的 
最 终结 果 取 决 于 每 月 月 初 (阶段 ) 所 作 的 决策 。 这 类 问题 
在 生产 实际 中 出 现 很 多 ,例如 在 控制 问题 ,分 配 问题 方面 
都 会 出 现 这 类 多 阶段 决策 问题 。 动 态 规划 方法 就 是 用 来 
处 理 这 类 问题 的 , 它 是 在 20 世纪 50 年 代 由 R. 贝尔 曼 等 
人 发 展 起 来 的 ,是 数学 规划 的 主要 组 成 部 分 之 一 。 

排队 论 的 研究 目的 是 要 回答 如 何 改进 服务 机 构 或 组 
织 被 服务 的 对 象 使 得 某 种 指标 达到 最 优 的 问题 。 例 如 一 
个 港口 应 有 多 少 码头 ,一 个 工厂 应 有 多 少 维修 人 员 等 等 。 
排队 论 最 初 是 在 20 世纪 初 由 丹麦 工程 师 A. K. 埃 尔 朗 
关于 电话 交换 机 的 效率 研究 开始 的 ， 只 是 在 第 二 次 世界 
大 战 中 为 了 对 飞机 场 跑道 的 容纳 量 进行 估计 ， 它 才 被 纳 
入 运筹 学 的 范畴 。 与 排队 论 问题 较 接近 的 有 工厂 设备 的 
维修 问题 .元件 的 更 换 问题 和 可 靠 性 问题 等 ,其 相应 的 学 
科 更 新 论 、. 可 靠 性 理论 等 都 已 发 展 起 来 。 

运筹 学 中 还 有 一 大 类 问题 是 在 有 的 场合 它 以 确定 性 
问题 的 面貌 出 现 , 有 的 场合 则 以 随机 性 问题 的 面貌 出 现 。 
如 库存 问题 .对策 问题 等 等 。 

库存 论 是 研究 所 需 项 目的 生产 时 间 、 数 量 、 运 输 , 需 
要 量 (消耗 量 ) 的 概率 分 布 .维修 ,变质 等 等 问题 ， 以 制定 
某 些 库存 策略 使 得 某 种 指标 达到 最 优 。 根 据 生产 时间 、 
运输 、 消 费 量 等 等 因素 出 现 情况 的 不 同 ,库存 问题 可 以 分 
成 许多 不 同 的 类 型 。 若 其 中 的 某 些 因素 (例如 消费 量 ) 是 
随机 的 ， 则 为 随机 性 模型 。 关 于 库存 论 问题 的 研究 早 在 


20 世纪 20 年 代 就 出 现 了 一 些 结果 , 到 了 40 年 代 以 后 才 
得 到 深入 研究 和 广泛 应 用 。 

对 策 论 是 通过 抽象 出 一 些 共同 的 策略 特征 ， 从 理论 
“模型 "上 来 研究 斗争 中 平衡 状态 的 性 质 、 斗 争 各 方 的 平 
衡 策略 的 性 质 以 及 设计 出 确定 这 种 状态 和 策略 的 方法 。 
对 策 论 虽然 在 20 世纪 20 年 代 初 亡 . 波 某 尔 已 着 手 研究 ， 
但 只 是 在 J 冯 . 诺 伊 更 等 人 将 它 用 于 竞争 中 的 经 济 行为 
之 后 才 受 到 广泛 的 注意 。 这 门 学 科 在 理论 上 已 经 有 了 深 
入 发 展 ,但 在 应 用 上 仍 处 于 定性 阶段 。 

搜索 论 也 是 由 于 第 二 次 世界 大 战 中 战争 的 需要 而 出 
现 的 运筹 学 的 一 分 支 。 所 研究 的 是 ， 在 资源 和 探测 手 巩 
受到 限制 的 情况 下 如 何 设计 寻找 某 种 目标 的 方案 ， 并 如 
何 加 以 实施 的 理论 和 方法 ， 目 的 是 以 最 大 的 可 能 或 (和 ) 
最 短 的 时 间 找 到 所 说 的 目标 。 它 是 以 搜索 大 西洋 中 袭击 
盟 军 商 船 的 德国 潜艇 的 研究 而 开始 的 。 搜 索 论 在 实际 应 
用 中 已 取得 不 少 成 效 ， 例 如 在 20 世纪 60 年 代 美国 寻找 
在 大 西洋 失踪 的 核潜艇 打 谷 者 号 和 旦 子 号 以 及 在 地 中 海 
丢失 的 氢弹 ,都 是 依据 搜索 论 获得 成 功 的 。 

决策 分 析 是 运筹 学 中 发 展 较 晚 的 一 个 分 支 。 它 的 研 
究 目 的 在 于 提供 一 种 合理 的 论证 或 方法 ， 使 得 人 们 能 够 
利用 所 有 可 资 利用 的 信息 ， 从 可 供 选择 的 方案 之 中 选 出 
那 种 按 决 策 者 的 标准 来 说 是 “最 优 的 "方案 。 假 若 问题 所 
涉及 的 因素 都 是 确定 性 的 ， 这 问题 就 属于 普通 的 最 优化 
问题 。 通 常 所 说 的 决策 问题 都 包含 有 不 确定 因素 ,最 终 
的 结果 并 不 完全 能 从 所 作出 的 选择 预先 知道 .例如 ,农田 
作物 的 选择 ,虽然 按照 某 种 判断 选 种 了 某 类 作物 ,但 并 不 
能 保证 一 定 会 得 到 预期 的 收成 。 决 策 论 所 作 的 是 要 根据 
可 资 利用 的 信息 以 做 出 可 能 最 好 的 合乎 逻辑 的 决策 。 

以 上 所 述 是 运筹 学 目前 所 包含 的 各 个 相对 独立 的 分 
支 ， 具 有 独自 的 理论 和 方法 。 在 生产 实际 中 所 出 现 的 问 
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题 并 不 一 定 属于 单独 的 某 一 分 支 ， 但 往往 可 以 把 它 分 解 
成 若干 子 问题 ,使 得 每 一 子 问题 属于 某 一 分 支 。 当 然 , 对 
于 一 些 结构 复杂 的 问题 ,并 不 常 能 作出 这 种 分 解 。 它 们 有 
时 可 以 用 模拟 方法 来 解决 。 所 谓 模拟 方法 ， 通 常 是 指使 
用 数字 计算 机 ， 特 别 是 统计 抽样 于 数学 模型 以 得 出 某 种 
反应 出 现 的 可 能 性 大 小 的 估计 等 一 类 的 结果 。 
运筹 学 在 20 世纪 40 年 代 以 后 得 到 迅速 发 展 ， 其 原 
因 大致 有 以 下 几 个 方面 ，@ 大 规模 的 新 兴工 业 的 出 现 ， 
同行 业 间 的 竞争 加 剧 ， 迫 切 需 要 对 大 型 工业 的 复杂 的 生 
产 结构 和 管理 关系 进行 研究 ， 作 出 科学 的 分 析 和 设计 
回 产品 的 更 新 换代 的 加 速 ， 使 得 生产 者 必须 密切 注意 市 
场 情况 和 消费 者 的 心理 分 析 ，@@ 快 速 计算 机 的 出 现 ， 一 
些 复杂 的 问题 能 得 到 及 时 解决 而 使 运筹 学 具有 现实 意 
义 。 总 之 ,运筹 学 的 每 一 分 支 学 科 的 产生 ,都 具有 鲜明 的 
实际 背景 。 
运筹 学 有 广阔 的 应 用 领域 ， 它 已 渗透 到 诸如 服务 、 
库存 ,搜索 人口、 对 抗 ,控制 ,时 间 表 、 资 源 分 配 \ 厂 址 定 
位 ,能 源 , 设 计 , 生 产 ,可 靠 性 ,设备 维修 和 更 换 ,检验 、 决 
策 、 规 划 , 管 理 ,行政 ,组 织 ,信息 处 理 及 回复 ,投资 ,交通 、 
市 场 分 析 , 区 域 规划 ,预测 ,教育 ,医疗 卫生 的 各 个 方面 。 
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Zeguxlzhal Suanxue 
《 则 古音 帝 算 学 》 ”见地 善 兰 。 
zengcheng kalfongfa 
增 乘 开 方法 中 国 宋 元 时 期 数学 家 创造 的 一 种 开 
方 和 求 高 次 方程 数值 解 的 方法 。 它 由 11 世纪 的 页 完 首 
创 , 中 经 12 世纪 的 刘 益 ,到 13 世纪 泰 九 韶 最 后 完成 。19 
世纪 欧洲 出 现 的 狼 纳 法 的 步 邓 以 及 现代 数学 中 综合 除法 
的 原理 与 它 相 同 。 

时 宪 增 来 开 方 法 据 杨 炊 《 九 章 算法 繁 类 3》 记载， 页 
宪 创 造 了 增 乘 开 平方 法 和 增 乘 开 立 方法 ， 它 不 是 一 次 运 
用 贾 宪 三 角 中 的 系数 ， 而 是 采用 随 乘 随 加 的 方法 得 到 减 
根 方程 。 如 求 x"=N 的 正 根 ， 设 立方 根 有 ?+1 位 整数 ， 


先 列 开 方 式 (1)， 
商 10z 10"x, 10°%x 
实 N  N-l0nzxi N-low N-l0mx} 
方 10mx? 3-10mx} 3.10mix} 
廉 10mx 2-10mx, 3.10mvaxy 
下 法 10m 10m 10% 10m- 


(1) (2) (3) (4) 

“ 实 上 商 置 第 一 位 得 数 ,以 上 商 乘 下 法 , 置 廉 , 乘 廉 为 方 ， 
除 实 论 "。 如 2) 。 其 中 商 数 10"x, 以 x， 入 算 。 如 除 尽 , 则 
10"x; 就 是 所 求 根 。 否 则 ,“ 复 以 上 商 乘 下 法 入 廉 , 乘 廉 为 
方 ", 如 (3)。" 又 乘 下 法 入 廉 ， 其 方 一 、 廉 二 、 退 "。 
如 (4)，(4) 是 减 根 方程 (10"xz03+3(10"zbD) (10 xD) 
二 3.(10nxD)10mIx' 一 N 一 10mxj。 再 对 (4) 式 重复 上 述 步 
台 ， 直 到 求 出 所 需要 的 答 数 。 这 种 方法 ,程序 整齐 ,运算 
简捷 , 既 可 以 直接 推广 到 任意 高 次 宪 的 开 方 ,又 可 以 运用 
到 求 高 次 方程 的 数值 解 。 

刘 益 的 贡献 ” 刘 益 ,中 山 ( 今 河北 省 定 县 ) 人 ,生活 于 
12 世纪 ,杨辉 说 :“ 刘 益 以 勾 股 之 术 治 演 肌 锁 方 , 误 《 议 古 
根源 》 二 百 问 ， 带 益 隅 开 方 ， 实 冠 前 古 “ 算 法 通 变 本 末 》 
《〈 卷 上 )。《 议 古 根源 》 今 已 失传 ， 杨 辉 的 著作 里 保存 了 其 
中 部 分 题目 。 到 页 宪 为 止 ， 中 国 数学 家 考虑 的 方程 首 项 
系数 均 为 1, 并 且 从 未 考虑 过 负 系 数 方程 。 刘 益 首先 打破 
了 这 个 界限 ,考虑 了 许多 含有 “ 负 方 "或 “ 益 隅 "(甚至 首 项 
系数 不 为 1) 即 形 如 x? 一 bx=c 或 ax*+bx=c 的 方程 
(ao，b，c 均 大 于 0)， 并 创造 了 “ 益 积 术 " 和 "了 减 从 术 " 解 决 
之 。 这 两 种 方法 尚 不 是 增 乘 开 方法 ， 但 首先 考虑 一 般 系 
数 方程 ， 是 中 国 方程 发 展 史 上 一 项 极其 重要 的 成 就 。 同 
时 ， 刘 益 还 首次 认识 到 减 根 方程 中 有 常数 项 或 一 次 项 系 
数 变 号 的 情况 。 

泰 九 认 的 正 负 开 方 术 秦 九 让 《 数 书 九 章 》(1247)81 
个 问题 中 有 21 个 问题 26 个 开 方式 用 增 乘 开 方法 求 正 
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根 。 他 在 贾 完 、 刘 益 的 基础 上 ,系统 地 总 结 了 这 一 成 就 ， 
又 作 了 创新 。 在 他 之 前 出 现 的 方程 中 ,“ 实 ”都 是 正 数 ， 
开 方式 相当 于 常数 项 在 方程 右 端 。 秦 九 韶 规定 “ 实 常 为 
负 " 相 当 于 方程 中 常数 项 与 未 知 数 系数 放 在 一 端 ,这 样 正 
负 相 消 ， 可 以 把 增 乘 开 方 的 随 乘 随 加 进行 到 底 。 开 方式 
的 其 他 系数 不 再 有 任何 限制 , 可 正 可 负 ， 也 可 以 是 整数 ， 
也 可 以 是 小 数 。 开 方 过 程 中 ,常数 项 一 般 越 来 越 大 ,最 后 
变 成 或 接近 于 零 。 但 有 时 会 由 负 变 正 。 他 称 之 为 “ 换 骨 ”， 
而 将 全 部 开 方 过 程 称 为 “ 开 翻 法 某 乘 方 ”有 时 常数 项 符 
号 不 变 ,但 绝对 值 增 大 ,他 称 之 为 “投胎 "如 卷 五 “ 尖 田 求 
积 " 题 的 “ 开 翻 法 三 乘 方 ", 该 题 需 解 方程 一 x+763200x? 
一 40642560000 一 0, 其 开 方 过 程 如 下 。 


商 ”| 外 列 开 方式 ， 开 玲 
-40642560000 实 | 珑 三 乘 方 。 
0 方 
763200 上 廉 
0 下 廉 
一 1 益 则 
800 商 ”| 上 廉 超 一 位 ， 益 
-40642560000 实 | 网 超 三 位 , 商 数 进 一 
0 方 ”| 位 。 上 廉 再 超 一 位 ， 
763200 上 廉 | 益阳 再 超 三 位 , 商 数 
0 下 廉 | 再 进 一 位 ,上 商 八 百 
= 益 赂 | 为 定 。 
800 商 ， |@ 以 商 生 阳 ， 入 益 
38205440000 实 | 下 廉 , 以 商 生 下 廉 ， 
98560000 方 | 消 从 上 廉 ,以 商 生 上 
123200 上 廉 | 廉 ,入 方 ,以 商 生 方 ， 
-800 下 廉 | 得 正 积 , 乃 与 实 相 
< 益阳 -| 消 。 以 负 实 消 正 积 ， 
其 积 乃 有 余 , 为 正 
实 , 谓 之 " 换 骨 "。 
| 800 商 |@ 一 变 :以 商 生 隅 ， 
38205440000 实 | 入 下 廉 。 以 商 生 下 
-826880000 方 “| 廉 , 入 上 廉 内 , 相 消 。 
| -1156800 上 廉 | 以 正 负 上 廉 相 消 .以 
-1600 下 廉 | 商 生 上 廉 ， 入 方 内 ， 
i 益 则 | 相 消 。 以 正 负 方 相 
消 。 
800 商 |@ 二 变 ! 以 商 生 隅 ， 
38205440000 实 | 入 下 廉 ; 以 商 生 下 
—826880000 方 廉 ,入 上 廉 。 
3076800 上 廉 
-2400 下 廉 
= 益阳 


3 00 商 “|@ 三 变 :以 商 生 隅 ， 
38205440000 实 | 入 下 廉 。 

-826880000 方 

-3076800 
-3200 
-1 


下 廉 


| 800 商 
38205440000 实 
_s826880000 方 。 | 陋 四 退 ， 商 续 置 。 
-3076800 上 廉 
-3200 下 廉 
-1 益阳 
| 840 ” 商 “|@@ 以 方 约 实 ， 续 商 
00000000000 实 | 置 四 十 , 生 隅 入 下 廉 
-955136000 方 ”| 内 。 以 商 生 下 廉 ,入 
-3206400 上 廉 | 上 廉 内 。 以 商 生 上 
-3240 下 廉 | 廉 ,入 方 内 。 以 续 商 
-1 益阳 | 四 十 命 方法 ， 除 实 ， 
0 适 尽 。 所 得 商 数 八 百 
四 十 步 ,为 田 积 。 


当 方 程 的 根 不 是 整数 时 , 秦 九 宴 用 下 列 方法 处 理 。 
@@“ 连 枝 同体 术 ", 在 ax*+a,=0 中 , 若 首 项 系数 mw 


是 非 平方 数 , 则 进行 zx= 世 的 代 换 ， 将 首 项 系数 变 成 1 


求解 。 

加 命 分 法 , 求 出 根 的 整数 部 分 ,进行 减 根 变 换 后 , 秦 
九 韶 以 减 根 方程 的 方 , 廉 , 阳 各 数 的 和 为 分 母 ， 余 实 为 分 
子 的 分 数 表示 根 的 非 整 数 部 分 。 

@ 继续 开 方 求 十 进 小 数 。 

显然 ， 这 些 方法 都 是 《 九 章 算术 》 及 其 刘 微 注 有 关 思 
想 的 发 展 。 

地 治 、 朱 忆 杰 的 对 献 -地 冶 、 朱 世 本 的 方程 均 由 天 
元 术 得 到 ,其 未 知 数 系数 和 常数 项 都 可 正 可 负 ， 没有" 实 
常 为 负 "的 规定 ,这 是 一 个 很 大 的 进步 。 李 冶 运用 增 乘 开 
方法 时 ， 也 考虑 了 常数 项 变 号 和 绝对 值 增 大 的 情况 ， 在 
求 |ao| 关 1 的 一 般 二 次 方程 的 有 理 根 时 ， 李 冶 进行 代 换 


z 一 区 求解 朱 世 杰 把 这 种 方法 推广 到 求 三 次 、 四 次 方 


程 的 有 理 正 根 。 有 不 可 磨灭 的 功绩 。 

地 锐 等 人 的 贡献 入 明 以 后 四 百 多 年 间 ， 增 乘 开 方 
法 和 宋 元 许 多 重大 数学 成 就 一 样 , 无 人 通晓 ,几乎 成 为 绝 
学 。 清 中 叶 编 繁 K 四 库 全 书 》 后 ,中 国 古典 数学 受到 重视 ， 
焦 循 . 汪 菜 .地 锐 研 究 增 乘 开 方 法 很 有 成 就 。 汪 莱 讨 论 了 
有 正 根 与 无 正 根 的 方程 , 正 根 与 各 系数 正 负 号 的 关系 。 李 
锐 更 精 及 地 总 结 了 正 根 与 系数 符号 的 关系 法 则 ， 得 到 与 
BR. 备 卡 儿 同样 的 结果 。 他 还 发 现 方程 可 能 有 负 根 , 并 用 


增 乘 开 方法 求 负 根 , 指出 方程 可 能 有 重 根 , 讨 论 了 方程 次 
数 与 实 根 个 数 的 关系 ， 使 中 国 方程 论 形成 一 门 比较 完整 
的 学 科 。 ( 那 书 春 》 
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扎 里 斯 基 ,0. (Oscar Zariski 1899~ ) 
美国 数学 家 。1899 年 4 月 24 日 生 于 俄国 科 布 林 。1913 一 
1920 年 在 基辅 大 学 读书 ,1921 年 赴 罗 马 大 学 深造 ， 受 意 
大 利 古典 代数 几何 学 派 的 影响 。1924 年 获 博士 学 位 。 
1925 一 1927 年 接受 国际 教育 委员 会 资助 作为 研究 生 继 
续 在 意大利 进行 研究 。 1927 年 到 约翰 ' 堆 普 金 斯 大 学 任 
教 ,1932 年 为 教授 。1945 年 访问 巴西 圣保罗 。1946 年 任 
伊利 诺 大 学 研究 教授 。1947 年 任 哈佛 大 学 教授 ,1969 年 
退休 。 

扎 里 斯 基 主要 工作 在 代数 几何 方面 ,在 意大利 时 , 主 
要 研究 与 伽 罗 瓦 理论 有 关 的 代数 几何 学 问题 。 到 美国 后 
受 S. 菜 夫 谢 基 影响 ,致力 研究 代数 几何 的 拓扑 问题 。 他 
还 曾 对 经 典 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 给 出 拓扑 的 证 明 , 为 此 他 引 
进 曲 线 的 n 重 对 称 积 。30 年 代 中 期 , 扎 里 斯 基 转 而 研究 
奇 点 解 消 问题 ， 对 代数 曲面 的 奇 点 解 消 给 出 纯 代数 证 明 
《1939)， 证 明了 特征 为 零 的 域 上 三 维 代数 策 的 奇 点 可 解 
消 (1944)。1940 年 他 首次 证 明 特 征 零 域 上 任意 维 代数 筑 
局 部 单 值 化 的 存在 定理 ,并 导致 他 引进 扎 里 斯 基 拓扑 。 他 
还 引进 正规 筑 和 正规 化 的 概念 ,并 应 用 于 线性 系 , 双 有 理 
变换 及 代数 对 应 等 理论 中 。1964 年 起 ， 他 开始 研究 同 奇 
理论 和 饱和 性 理论 , 均 取得 重大 进展 。 

由 于 他 对 代数 几何 学 的 贡献 , 曾 获 得 许多 荣誉 :1943 
年 当选 为 美国 国家 科学 院 院士 。 1965 年 被 授予 美国 国家 
科学 奖章 。1981 年 获 沃 尔 夫 奖 。 


他 的 主要 论文 收 在 四 卷 k 扎 里 斯 基文 集 》 中 。 
《 胡 作 去 ) 
zhongliong 
张 量 (tensor) 向 量 的 推广 。 在 一 个 坐标 系 下 ， 


它 是 由 若干 个 数 ( 称 为 分 量 ) 来 表示 ， 而 在 不 同 坐标 系 下 
的 分 量 之 间 应 满足 一 定 的 变换 规则 ,如 短 隆 ,多 变量 线性 
形式 等 .一些 物理 量 如 弹性 体 的 应 力 、 应 变 以 及 运动 物体 
的 能 量 动量 等 都 需 用 张 量 来 表示 。 在 籁 分 几何 的 发 展 中 ， 
C. F. 高 斯 .B. 荣归、E. B. 克 里 斯 托 黄 尔 等 人 在 19 世纪 
就 导入 了 张 量 的 概念 ,随后 由 G. 里 奇 及 其 学 生 T. 列 维 - 
齐 维 痊 发 展 成 张 量 分 析 ,A. 爱 因 斯 坦 在 其 广义 相对 论 中 
广泛 地 利用 了 张 量 。 

设 维 空间 中 向 量 在 坐标 系 (zt, za，…， xn} 下 的 
分 量 为 (V1,Vz,…,V”)， 而 在 另 一 坐标 系 天 
下 它 的 分 最 为 (757a5…, 丙 ), 则 有 Vi 六 3 V4 其 中 
1,2,…,n， 是 坐标 变换 ,又 称 
为 反 变 向 量 或 一 阶 反 变 张 量 。 又 如 ， 某 一 个 几何 量 在 从 
标 系 {x} 下 用 n 个 分 县 4 表示， 在 另 一 些 标 系 他 下 的 
分 量 为 不, 着 关 有 及 以 8 4, 则 称 此 量 为 协 交 向 量 
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或 一 阶 协 变 张 量 。 在 张 量 运算 中 常 采用 爱 因 斯 坦 和 式 约 
定 , 凡 上 、 下 指标 字母 相同 , 就 表示 对 这 一 对 指标 自动 从 
1 到 nn 求 和 ,而 略 去 记号 2。 一 般 地 说 ,如 果 有 一 个 几何 
量 , 它 在 每 个 坐标 系 下 都 有 一 组 分 量 , 不 同 坐标 系 下 分 量 


pd 


间 有 下 述 变 换 规则 ,如 在 {x} 系 下 它 用 m** 个 分 量 T -is 
来 表示 ,而 在 {z} 系 下 的 m* 个 分 量 为 
Os 
Bn" Bm Ban BE T's 
则 称 此 量 为 (s+k) 阶 混合 张 量 ， 更 确切 地 称 它 为 s 阶 反 
变 、k 阶 协 变 张 量 。 例 如 , 黎 曼 流 形 的 度量 在 局 部 坐标 系 
下 可 写 为 


ds: = Zgudztdzy 

式 中 gw 就 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 

如 果 张 量 的 分 量 Ar,=Awr， 则 称 此 张 量 关 于 指标 7， 
s 为 对 称 ， 如 4r= 一 A,r， 则 它 关 于 指标 7,s 为 反对 称 。 
对 高 阶 张 量 的 任 一 对 协 变 或 反 变 指标 也 可 定义 它 的 对 称 
或 反对 称 性 质 , 如 果 协 变 张 量 对 其 任 一 对 指标 均 反对 称 ， 
则 称 它 为 全 反对 称 协 变 张 量 。 对 称 性 质 及 反对 称 性 质 在 
坐标 变换 下 是 不 变 的 。 

张 量 间 有 加 法 、 乘 法 运算 ,其 运算 规则 为 


(4+B) 信 加 = A 加 +B 训 


L/h LD et “i BM 
AB) = A th Bt 


对 混合 张 量 的 某 一 个 协 变 指 标 及 某 一 个 反 变 指标 ， 可 作 
缩 并 运算 ,即将 这 两 个 指标 从 1 到 nn 求 和 ,从 而 得 到 一 个 
其 反 变 、 协 变 阶 数 都 降低 了 一 阶 的 新 的 张 量 。 

上 述 张 量 都 假定 其 分 量 是 n 维 空间 中 某 点 + 的 函 
数 ,T 蕊 =TIX(x)。 当 点 x 在 空间 的 某 区 域 D 中 变动 时 ,每 
点 处 有 一 个 张 量 ,于 是 就 得 到 了 一 族 张 量 , 称 为 D 上 的 一 
个 张 量 场 ， 上 述 各 种 运算 对 张 量 场 都 是 适用 的 。 对 张 量 
场 可 施行 绝对 微分 运算 ， 并 发 展 成 张 量 分 析 (见效 更 几 
何 学 )。 

自 50 年 代 以 来 ， 由 于 整体 几何 发 展 的 需要 ,人 们 经 
历 了 一 次 符号 的 变更 ,从 里 奇 及 列 维 - 齐 维 塔 的 局 部 张 量 
的 符号 下 摆脱 出 来 ， 采 用 了 与 坐标 系 选取 无 关 的 方式 来 
表达 张 量 , 流 形 M 上 点 x 处 的 反 变 向 量 即 为 切 空间 TeM 
的 元 素 , 而 协 变 向 量 (或 称 余 切 向 量 )% 则 是 切 空间 TeM 
上 的 一 个 线性 泛 函 。:T。M->R, 即 余 切 空间 TSM 中 的 元 
素 ,* 处 的 一 个 k 阶 协 变 、s 阶 反 变 张 量 7 即 为 多 重 线性 
函数 

TTM x 

天 次 8 次 

如 在 TeM 中 取 基 {e,}, 其 对 偶 基 为 {7}, 则 TCes sess, …， 
Tt- 为 张 量 T 在 基 {e,} 下 的 分 量 。 


流 形 M 上 相同 阶 次 的 张 量 组 成 一 个 以 为 底 的 纤维 从 
( 张 量 从 ), 张 量 场 是 它 的 截面 , 切 从 、 余 切 从 、 向 量 场 、 一 
次 微分 形式 都 是 它们 的 特例 。 
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XTeM x THM x 


TEM>R 


is 1, ee) 


张 量 在 近代 数学 和 物理 中 有 广泛 的 应 用 。 
参考 书目 
工 . P. Eisenhart，Riemannion Geometry, Princeton Univ. 
Press, Princs 1949. 
S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differen- 
tial Geometry, Vol. 1,John Wiley & Sons, New York, 1963. 
《 沈 纯 理 ) 


zhongliang fenxl 
张 量 分 析 (tensor analysis) 微分 几何 中 研 
究 张 量 场 的 微分 运算 的 一 个 分 支 。 它 提供 了 微分 几何 研 
究 中 的 一 种 重要 工具 。 黎 曼 几 何 就 是 在 张 量 分 析 的 基础 
上 发 展 起 来 的 。 

在 了 解 了 张 量 的 定义 及 其 代数 运算 后 ， 人 们 自然 地 
要 对 张 量 场 的 微分 进行 研究 。 然 而 ,将 (7,s) 型 张 量 场 在 
局 部 坐标 系 下 的 分 量 求 导 后 一 般 并 不 能 得 到 一 个 (r,s 十 
1) 型 张 量 场 。 为 了 能 得 到 一 个 (7,s+1) 型 张 量 场 ， 就 必 
须 在 普通 导数 的 基础 上 加 上 一 定 的 补偿 项 。 设 (r,s) 型 
张 量 场 K 的 分 量 为 Ky", 令 


Ki + TE 
-2 Tw Kh sors, 
式 中 称 为 联络 系数 , 它 在 坐标 变换 x 一 x1() 下 的 变 
换 规则 是 
Ir Ox* Ax” OR! Ox* OX 
Tr 3 OR Oxi + HEIR Oxie 
， 满足 Cr,s+ 1) 型 张 量 的 变换 规则 
az Axir xm 
Dal Bir Rn 
Ax" On 
GR dare 
记 为 YiK4 光 ， 因 此 Vi 是 一 个 算 子 ， 它 把 


(r,s) 型 张 量 场 K 变 成 一 个 (r,s+1) 型 张 量 场 VK, 称 VK 
为 张 量 场 K 的 协 变 微分 , 称 ViK 为 K 关 于 变量 x' 的 协 变 


导数 。 例 如 ,对 反 变 向 量 ( 即 一 阶 反 变 张 量 ) 场 t=&t as ， 


元 


Vr, 
对 协 变 向 量 场 ( 即 一 阶 协 变 张 量 场 )a=avdx'， 
Then, 


对 一 阶 反 变 、 一 阶 协 变 张 量 场 K 一 Ky 5ar @dx!， 
BRKI 
Vk Hu-rE 


一 般 地 说 , 算 子 wx 与 Vi 不 可 交换 ,VaV; 与 VV 的 
差 与 联络 的 曲率 、 挠 率 有 关 。 由 此 可 导出 一 系列 有 用 的 
人 恒等式， 如 里 奇 恒等式 等 ， 这 些 恒等式 及 各 种 协 变 导 数 
之 同 的 相互 关系 就 形成 了 张 量 分 析 的 主要 内 容 。 例 如 当 


8,% 分 别 为 数量 场 , 反 变 向 量 场 及 协 变 向 量 场 时 ， 它 们 
满足 下 列 关系 ; 
(YYa 一 YaV)f 一 六 as 一 
(VaVs— VV OE és 
=R 人 t+ Th 
VV = sgn— Cinss 
=Rm + THss 


一 To 


(ViVs— 


式 中 
T=7% Th 

hh- rT Tor 

分 别 是 联络 Ts 的 挠 率 张 量 和 曲率 张 量 。 特别, 当 挠 率 为 

零 时 ,有 


R= 


4 = Rk, 
nd = R's» 
称 这 些 公式 为 里 奇 恒等式 。 
在 黎 曼 流 形 中 联络 7; 常 取 为 列 维 - 齐 维 塔 联络 , 这 
时 ,7 就 是 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 记号 。 


1 8 8 
的 -2 (N+)， 


式 中 gu 是 黎 曼 度量 张 量 的 分 量 。 当 欧 氏 空间 中 采用 笛 卡 
儿 直 角 坐 标 系 时 , {多 } =0， 这 时 协 变 微分 就 化 成 为 普通 
微分 。 
微分 几何 中 一 些 重要 的 微分 算 子 在 局 部 坐标 系 下 可 
用 协 变 导数 表达 出 来。 如 向 量 场 X= 习 te 的 艇 度 为 
，_ Wr 
i 
式 中 gdet(gu)。 如 a 为 Pp 形式 , 则 a 的 外 微分 da 及 伴 
随 外 微分 he 分 别 为 
CR Ee Da 
Cd) usp = — Pty p td 
(p21), 

式 中 “和信 "表示 缺 掉 相应 的 指标 。 因 而 拉 普 拉 斯 算 子 4= 
dd+bd 的 表示 式 为 
da) = — Ds asp 

+ 己 《一 1)"g Ruanei -ortp 

+2 Be — DregrgmRis mists» 
式 中 Ryn=9uRym， Ry 一 忆 R'w。 当 p=0 时 , 即 对 数量 
场 1, 有 

4f= gf —divgrad f 
9 8 

-se ) + 

作用 在 数量 场 了 上 的 算 子 
3: 

5 
称 为 第 二 类 贝尔 符 拉 米 微分 算 子 。 有 4J= 一 和。 作用 


hg 


在 数量 场 了 上 的 第 一 类 贝尔 特 拉 米 微分 算 子 4 为 


4f=gs,f= =-o 让 说 让 


〈 沈 纯 理 ) 
Zhangqlujlon Suonjing 
《 张 丘 建 算 经 》 。 见 K 算 经 十 书 》。 
zhoochofo 
招 差 法 中 国 古代 的 一 种 计算 方法 。 它 的 发 展 与 古 


代 天 文学 的 发 展 紧密 相关 。 历 法 的 编制 需要 预告 五 星 的 
方位 ， 尤 其 是 日 ,月 食 的 预告 更 需要 计算 日 ( 视 运动 ), 月 
的 准确 位 置 .最 初 ,中 国 古 代 天 文学 家 认为 天 体 的 运动 都 
是 匀速 的 ,东汉 机 过 发 现 了 月 行 不 匀 ( 公 元 92)。 南 北朝 时 
张 子 信 发 现 日 行 亦 不 匀 ( 约 6 世纪 )。 这 种 不 匀 是 由 于 天 
体 轨道 是 椭 贺 而 引起 的 。 介 于 两 次 观测 之 间 某 一 时 刻 的 
日 月 位 置 ， 可 由 招 差 法 计算 。 设 在 等 间距 的 时 间 w、2w、 
w、… 内 的 观测 结果 分 别 为 fw)、 了 (2w)、 了 3w)、…, 则 
计算 日 月 在 w+s 时 (0<s<w) 的 精确 位 置 可 用 下 列 公 
式 (牛顿 招 差 公式 ,1676 一 1678) 


flwts) =f(w)+sA+ Bs(s— 1)A 


+ 十 ss-DG-2A+  (D) 


式 中 A、A?.A?、… 的 含意 是 :如 设 
Ai=f(2w)—f(w), Ai=f(3w)—f(2w), 
Ms=f(4w)—f(3w) 


AAA AAA 

AAA 
则 (1) 式 中 的 A、A?、A、… 分 别 等 于 ANAL AN、…， 即 逐 
级 差分 。 


隋 代 刘 米 《 皇 极 历 》(600? 列 出 的 公式 ,相当 于 给 出 了 
上 述 (1) 式 的 前 三 项 。 这 是 等 间距 二 次 内 插 法 在 中 国 的 
首次 出 现 。 唐 代 一 行 6 大 衍 历 %727) 中 ,给 出 了 不 等 间距 
二 次 内 播 法 公式 。 这 些 二 次 内 播 公式 ， 大 约 是 通过 几何 
图 形 的 出 入 相 补 相互 拼凑 的 方法 得 到 的 。 

宋代 以 后 ,由 于 对 高 阶 等 差 级 数 的 研究 , 招 差 法 有 了 
新 的 进展 。 元 代 郭 字 玫 等 人 在 《 投 时 历 %( 1280) 中 应 用 了 
三 次 差 的 招 差 公 式 , 这 相当 于 公式 (1) 的 前 四 项 。 

元 代数 学 家 未 世 赤 在 其 所 著 《 四 元 玉 鉴 %1303) 中 给 
出 了 与 (1) 式 大 致 相同 的 公式 。 虽 然 仍 是 限于 是 四 次 招 
差 , 但 由 于 朱 世 杰 已 经 通晓 其 中 各 项 系数 是 一 系列 "三 角 
霖 "的 积 ， 实 际 上 可 以 认为 他 已 通晓 任意 高 次 的 招 差 法 。 
这 比 西方 要 早出 四 百 余年 。 当 然 ， 中 国 古 代 没有 数学 符 
号 ,公式 都 是 用 语言 文字 叙述 ,有 很 大 的 局 限 性 。 

(柱石 然 ) 
zhengchu 
整除 (divisibility) 数论 中 一 个 最 基本 的 概 
念 。 任 给 二 整数 4 与 5, 其 中 5 关 0, 如 果 有 一 个 整数 c 使 
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a=bc, 就 称 b 能 整除 o, 记 作 b1a。 此 时 把 b 叫 作 4 的 因 
数 , a 叫 作 b 的 倍数 。 如 果 b 不 能 整除 a。， 就 记 作 b+a。 
通常 ,因数 总 假定 是 正 的 。 从 整除 的 定义 出 发 ,以 下 一 些 
性 质 是 明显 的 ，@ 若 bla, clb, 则 cla 四 若 bla， 则 
cblca, 反 之 亦 然 ，@ 若 cla，clb， 则 对 任意 的 整数 m,n， 


有 elma+ 呈 |， @ 车 ba, 则 名 |a。 一 般 地 ， 有 所 谓 的 带 


余 除 法 ， 即 设 4、b 是 二 整数 ,其 中 b> 0, 则 存在 两 个 唯 
一 的 整数 q 和 7, 使 得 a=bg+r,0<r<b, 7 叫 作 4 被 b 
除 所 得 到 的 余数 ， 记 为 《ac)s=r。 显然, b 整除 4 当 且 仅 
当 r=0。 

最 大 公 固 数 与 辕 转 相 除 法 设 01,04,…s0n(n>2) 是 
nn 个 整数 ,车 整数 d>0 是 它们 之 中 每 一 个 的 因数 ， 那么 
dd 就 叫 作 myaay…yan 的 一 个 公 因数 ， 诸 公 因 数 中 最 大 的 
一 个 叫 作 最 大 公 因数 , 记 作 (a1,02,…,4n)。 如 果 (@1,02) 一 
1, 那么 qa 和 ax 叫做 互 素 或 互 质 。 设 a.b 是 任意 两 个 正 
整数 ， 由 带 余 除法 可 得 下 列 诸 式 ， 

a=bqi+m (0<r<b), 
b=rigi+rs (0<ra<ri)， 


nt rs 〈0<rn<rn-Dy 
7n-i 一 rnga+1 十 rafl 《reti 一 0)。 

因为 b>71>7;>…，, 故 经 有 限 步 之 后 , rn 一 0, 且 (9， 
b)=7ra。 这 就 叫做 轮转 相 除法 , 义 称 欧 几 里 得 算法 , 它 是 
古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 于 公元 前 4 世纪 给 出 的 。 他 还 证 
明了 存在 二 整数 ! 和 m 使 得 (4,b)~!lat+mb。 显 然 , ab 
的 任何 公 因数 是 (a,b) 的 因数 。 

最 小 公信 数 ” 设 mvaz，…van(n2) 是 n 个 正 整数 ， 
如 果 mm 是 这 ?个 数 中 每 一 个 数 的 倍数 ， 那 么 mm 就 叫做 这 
nt 个 数 的 一 个 公 倍数 ， 一 切 公 倍数 中 最 小 的 正 整数 叫做 
最 小 公 倍数 , 记 为 [a1,0,,…， 0,]。 因 为 乘积 00,…6, 就 
是 a,a2,… 5 的 一 个 公 倍数 ,所 以 最 小 公 倍数 总 是 存在 
的 。 设 a.b 是 任意 二 正 整数 , 则 : @a.b 的 所 有 公 倍数 就 是 
[a,b] 的 所 有 倍数 ;，@[a,b](a,b) =ab。 

素数 和 算术 基本 定理 ” 正 整 数 可 以 分 成 三 类 ，@1， 
只 有 正 整数 1 是 它 的 因数 ，@ 素 数 p, p>>1, 只 有 正 整 数 
1 和 ? 是 它 的 因数 ，@ 复 合 数 m， 有 大 于 1 同时 小 于 m 
的 因数 。 欧 几 里 得 证 明了 素数 的 个 数 是 无 限 的 。 因 为 ,如 
果 素 数 有 限 , 设 为 pypa…ypiy 而 整数 ppa…ps+ 1 中 必 
有 不 同 于 mypa…,px 的 素 因数 。 他 还 证 明了 若 素数 plob， 
则 pla 或 P15。 由 此 可 得 算术 基本 定理 , 任 一 大 于 1 的 整 
数 n, 如 果 不 计 顺序 ,那么 只 有 唯一 的 方法 表示 成 素数 的 
乘积 由 这 个 定理 可 知 , 任 一 大 于 1 的 整数 7 可 唯一 地 分 
解 成 标准 形式 n=p?1…p8*，o4>>0(i=1,2,…,k)， 其 中 
Pi<p:<…<<ps 是 素数 。 作 为 算术 基本 定理 一 个 简单 而 
直接 的 应 用 ， 设 4=pet…p%*,% 宕 0(i=1, 2,…,k), b= 
D95 8r，B 0(i 一 1，2，…，K)， 则 (ab 一 PE…Pi， 
[a,b]=pa…ph, 其 中 T=min(as,B,), 5 一 max(ay Bs) 
(i=1,2,…,k)。 多 于 两 个 正 整数 的 最 大 公 因数 和 最 小 公 
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倍数 可 以 仿 此 求 出 。 算 术 基 本 定理 又 叫 整 数 的 唯一 分 解 
定理 ， 是 数论 中 一 个 基本 的 定理 ， 许 多 结果 依赖 于 它 的 
成 立 。 代 数 教 论 研究 的 主要 问题 之 一 ， 就 是 研究 在 给 定 
的 代数 数 域 中 代数 整数 的 唯一 分 解 定理 是 否 成 立 。 

如 何 把 一 个 给 定 的 大 的 正 整数 分 解 为 它 的 标准 形 
式 ， 一 直 是 人 们 所 关心 和 研究 的 问题 ， 它 不 仅 具有 理论 
意义 ， 而 且 有 实际 应 用 。 虽 然 已 经 得 到 一 些 较 有 效 的 算 
法 来 判断 一 个 大 数 是 否 素数 ， 但 是 分 解 一 个 大 数 ， 仍 然 
十 分 困难 ,即使 借助 于 电子 计算 机 也 要 花费 惊人 的 时 间 。 
利用 大 数 分 解 的 困难 性 ,1977 年 , R. L. 里 弗 斯 特等 人 设 
计 出 一 种 能 够 公开 密 钥 的 密码 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 第 法 “大约 在 公元 前 250 年 ， 古 希腊 
数学 家 埃 拉 托 斯 特 尼 提 出 一 个 造 出 不 超过 N 的 素数 表 
的 方法 ， 它 基于 这 样 一 个 简单 的 性 质 ， 如 果 n<N， 而 
nn 是 复合 数 , 则 n 必 为 一 不 大 于 W 的 素数 所 整除 。 具 
体 作法 如 下 : 先 列 出 不 超过 W 的 全 体 整 数 ， 设 为 2= 
Bi <<p <…<pr<MVN, 然后 依次 排列 2,3,…,N, 在 其 
中 留 下 p=2, 而 把 p 的 倍数 全 划 掉 ,再 留 下 pz, 而 把 p。 
的 倍数 全 划 掉 , 继续 如 此 往 下 做 ， 直 到 最 后 留 下 pr 而 划 
去 pr 的 倍数 。 所 留 下 的 整数 就 是 不 超过 N 的 全 体 素数 。 
这 就 是 著名 的 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法。 近代 素数 表 都 是 由 此 
法 略 加 变化 造 出 。1914 年 , D. H, 莱 默 尔 发 表 了 1 到 
10006721 的 素数 表 。1951 年 ，J. P. 库 利克 等 又 增加 了 
从 10006721 到 10999997 间 的 素数 。 最 大 的 素数 表 是 
D. B. 扎 盖 尔 1977 年 发 表 的 , 列 出 了 不 超过 5 x 107 的 素 
数 。 埃 拉 托 斯 特 尼 季 法 的 改进 和 发 展 ， 是 近代 解析 数论 


的 重要 工具 之 一 。 (和 孙 嘛 ) 
zhenghonshu 
整 函数 (integral function) 整个 复 平面 C 内 


全 纯 的 函数 。 根 据 K. 外 尔 斯 特 拉 斯 的 观点 ， 一 个 整 函 
数 了 (z) 以 任 一 点 为 中 心 的 署 级 数 暴 式 在 整个 复 平面 内 
收敛 ， 因 此 无 需 进行 解析 开拓 此 展 式 即 在 整个 C 内 代表 
此 函数 ,并 且 显然 是 单 值 的 .车 整 函数 表示 式 了 (z)= 
局 oz 中 只 有 有 限 多 个 非 夫 系数 ， 则 f(z)= 以 oz 为 
一 多 项 式 ， 它 是 整 函数 的 特殊 情形 , 当 了 ~ 0 时 ,无穷 远 
点 是 它 的 可 去 奇 点 ; 当 p>0 时 ,无 穷 远 点 是 它 的 极点 。 若 
等级 数 表示 式 中 有 无 穷 多 个 非 堆 系数， 则 f(z) 为 一 超越 
整 函数 , 它 能 看 作 是 多 项 式 的 推广 ,无 穷 远 点 是 它 的 本 性 
奇 点 。 例 如 ， 


-如 去 2 sinz= 辟 一 Dnt 
是 超越 整 函数 。 

整 函 教 的 因 于 分 解 这 是 多 项 式 因子 分 解 定 理 在 整 
函数 中 的 推广 ， 它 首先 由 外 尔 斯 特 拉 斯 于 1876 年 所 建 
立 。 多 项 式 最 基本 的 性 质 (代数 基本 定理 ) 是 , P 次 多 项 
式 在 复 平面 内 恰 有 Pp 个 根 ( 按 重 级 计算 )。 多 项 式 的 次 数 
了 还 给 出 函数 模 当 z-> co 时 增长 速度 的 量度 , 即 有 


limf(z)/z?=c (c#0,0%0)。 


根据 上 述 代数 基本 定理 ,每 一 多 项 式 有 唯一 的 乘积 表示 ， 
亦 称 因子 分 解 , 即 
f(z) =a(2— az 20) (2 2) 

式 中 0 为 常数 , {z]} 为 零点 ,{o) 为 相应 的 重 数 。 上 面 的 
表示 式 将 多 项 式 的 零点 位 置 和 相应 的 重 数 明显 地 表示 出 
来 ; 反之 ， 总 能 构造 一 多 项 式 使 得 它 具 有 预先 给 定 的 零 
点 和 重 数 ， 它 表 为 乘积 的 形式 ， 且 除去 一 个 常数 因子 外 
是 确定 的 。 对 一 般 整 函数 能 够 提出 相同 的 问题 ， 但 与 多 
项 式 的 情形 有 很 大 的 差别 。 例 如 , 若 f(z) 有 无 穷 多 个 零 


点 {zn}， 设 局 尖 0, 但 全 (1~z/z) 不 一 定 是 收 敏 的 ， 它 的 


值 可 能 依赖 于 因子 的 排列 顺序 ， 再 者 ， 存 在 不 取 零 值 的 
整 函数 ， 所 以 整 函数 的 零点 还 不 能 象 多 项 式 一 样 可 以 决 
定 它 的 基本 性 质 。 为 了 保证 无 穷 乘积 收敛 ， 须 对 每 个 因 
子 进行 适当 的 修改 ,外 尔 斯 特 拉 斯 定义 初等 因子 

1l-u (p=0), 

ep 本 

(1-wer rs (p>0), 

并 且 有 下 述 定理 。 
外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 。 设 {zn)a4,s,- 为 整 函数 

fz) 的 非 零 的 零点 , 且 满足 |zn1 <|znw4l， 


za 一 co 


又 设 [phj-wa- 为 正 整数 列 ,使得 级 数 习 (] 世 |)” 对 任 
一 为 收敛, 则 无 穷 邓 各 


G(z)= 瑟 ECz/zopu- G) 
对 任意 z 绝对 收敛 ,此 时 
f(2)=2"er HG(2), (2) 


式 中 g(z) 为 男 一 整 函数 ;m 为 某 个 非 负 整数 。 

值得 注意 的 是 这 里 {pw} 总 是 存在 的 ,但 不 确定 , 因为 
任何 更 大 的 数列 都 能 代替 它 。 此 外 ex" 亦 不 确定 ， 且 能 
任意 快 地 增长 。 为 了 区 分 整 函数 的 不 同类 ,E. N. 拉 盖 尔 
《1882) 引 进 了 格 的 概念 ， 在 某 种 意义 下 它 类 似 于 多 项 式 


的 次 数 。 设 存在 一 数 X> 0， 使 得 号 (位) 收 浆 ， 则 有 
一 最 小 的 整数 >0, 使得 总 ( 码 [) 


G (2)= 下 F(z/zosh) 为 关于 (zu 的 典型 乘积 小 称 为 它 
的 格 。 此 典型 乘积 是 唯一 确定 的 。 若 进一步 假设 (2) 中 
的 9(z) 是 9 次 多 项 式 , 则 称 了 = Maxfks9)} 为 J(z) 的 格 。 
席 加 莱 定 理 和 阿达 马 定理 1883 年 HH. 庞 加 莱 指 出 
整 函数 的 模 与 其 格 的 关系 ,并 建立 了 下 述 定理 。 
庞 加 菜 定理 ” 沙 整 函数 也 z) 的 格 为 P(<<+eo), 则 
InM(r,f)=O(rs*!), 
式 中 MC, 人 ) 是 1(z) 在 |z| =7 上 的 最 大 模 。 
与 此 相反 的 问题 是 由 函数 扩 z) 的 最 大 模 的 某 种 界 来 
作出 函数 零点 数 的 某 种 上 界 的 估计 ， 它 由 J. 阿达 马 于 
1896 年 所 得 到 。 由 玉 . 波 某 尔 1897 年 所 引入 的 函数 增长 


收敛 。 这 时 称 


级 的 概念 能 作为 量度 函数 最 大 模 增长 速度 的 特征 量 ， 它 
在 整 函 数理 论 中 起 着 重要 的 作用 ， 它 定义 为 
-一 lnlnM(r,f) 
ei 
注意 到 fz) 一 a 与 f(z) 具 有 相同 的 级 于 是 阿达 马 定理 
可 以 表述 如 下 
设 也 z) 为 有 穷 ”级 整 函数 ，n(r,a) 表 示 九 z) 一 5 在 
1z| <r 内 的 零点 数 ( 按 重 数 计算 ), 则 
而 
19 世纪 末 波 莱 尔 综合 和 改进 也 .皮卡 、 庞 加 莱 和 
阿达 马 的 结果 ,开始 形成 了 整 函数 值 分 布 论 ( 见 函 数值 分 
布 论 )。 
参考 书目 
G. Valiron, Lectures on the General Theory of Integrol 
Functions, Toulouse, Edouard Privat, 1923. 


《 何 育 玩 ) 

zhengshu fenchal 
整数 分 拆 (partition of integral number) 
扒 全 数论 的 一 个 基本 问题 。 把 正 整数 ?分 成 为 不 计 次 序 
的 若干 个 正 整数 之 和 ( #* )m 一 由 十 加 十 … 十 二 《m4 之 
之 m0) 的 一 种 表示 法 , 称 为 n 的 一 种 分 折 。 对 被 加 项 及 
项 数 加 以 一 些 限 制 条 件 ， 就 得 到 某 种 特殊 类 型 的 分 拆 ,n 
的 某 类 型 所 有 不 同 的 分 折 个 数 7(n), 称 为 该 类 型 分 折 的 
分 拆 函 数 。 通 常 根据 情况 约定 r(0)=0 或 1。 对 被 加 项 
的 限制 条 件 主要 是 关于 它们 的 大 小 ,它们 的 差 的 大 小 ,以 
及 它们 属于 某 些 指定 的 剩余 类 。 不 加 限制 条 件 的 分 拆 ， 
称 为 无 限制 分 拆 , 其 分 折 函 数 记 作 P(x)， 它 是 一 类 重要 
的 分 拆 。 例 如 ,6=5+1=4+2=4+1+1=3+3=3+2+ 
1 一 3+1+1+1= 一 2 十 2 十 2 一 2 十 2 十 1 十 1 一 2 十 1 十 1 十 1 十 
1=1+1+1+1+1+1, 所 以 p(6)=11。 表 1 中 给 出 了 一 
些 常见 的 分 拆 。 

整数 分 拆 理论 ， 主 要 是 研究 各 种 类 型 的 分 拆 函 数 的 
性 质 及 其 相互 关系 。 早 在 中 世纪 ， 就 有 关于 特殊 的 整数 
分 拆 问题 的 研究 。18 世纪 40 年 代 ，L. 欧 拉 提出 了 用 母 
函数 法 (或 称 形式 宪 级 数 法 ) 研 究 整数 分 拆 ， 证 明了 不 少 
有 重要 意义 的 定理 ， 为 整数 分 拆 莫 定 了 理论 基础 。 解 析 
数论 中 的 圆 法 的 引进 ,使 整数 分 拆 理论 得 到 了 进一步 发 
展 。 整 数 分 拆 与 模 函数 有 密切 关系 ， 并 在 组 合 数学 、 群 
论 、 概 率 论 、 数 理 统计 学 及 质点 物理 学 等 方面 都 有 重要 
应 用 。 

分 折 画 数 关系 式 “ 香 级 数 所 z)= 加 r(n)zn, 称 为 分 


拆 函 数 "(m) 的 母 函数 。 在 许多 情形 , 它 是 容易 求 得 的 ( 表 
1)。 欧 拉 的 母 函数 法 ， 就 是 利用 它 来 研究 7(n)。 从 母 
函数 之 间 的 恒等式 ， 可 导出 不 同类 型 的 分 拆 函 数 之 间 的 
关系 式 。 如 表 2， 其 中 最 后 一 个 关系 式 即 著名 的 欧 拉 五 
角 数 定理 ， 由 此 ， 欧 拉 得 到 了 无 限制 分 拆 函数 p(*) 的 
递 推 公式 wa VPR) 0 其 中 取 整 
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一 
分 拆 函数 


分 拆 类 型 


表 1 


(m 为 正 整数 ) 


母 函 数 


无 限制 分 拆 


| am),p(6)-11 | 
| 


P(W -二 Ud) 


m<m (1<i<s) 


pm(n), ps(6) =—7 


Pa(x) 一 四 (x) 
三 


有 一 IPT (1<i<s) 


g(m)，9(6) 一 人 


Q(9- 直 Qt 


mel(mod2) (1<i<s) 


poln), po(6)=—4 


PCO= He 


m—mazl (lSi<s) | 


go(n),go(6) =—1 


Qa 一 下 -x 


mml(mod2) (1<i<s) | 

sm p(n), p60) —3 Pm(s) ~ An(*) ~ (Ta 
| 

a xmtm+0A 


mi 一 miP1L (1<i<m) 


qm™(n), gq (6) ml 


(2)QV (x) = Bn(x)— 


Cx) (Ix) 


sm 
mel(mod2) (1Sigm) 
m—nm2l (lSi<m) 


ge™(n), qs(6)=0 


(3)Q4m)(z) 一 Cn(x) 一 3 


sm pov) pl6) =7 | Pm)=1+ 访 PH%) 
上 

se0(mod2) 9) C0) | 0) | 一 号 | 

ml eics) 002 | QB 

sml(mod2) 


mmn2l (lgi<s) 


gto(nm) ge)(6) 一 2 


Qn(x) 


(GD 站 azxo0m- 思 4o(o)z"，(2) 于 (0+) Bo(z)zm， 


(9) 站 


httmoda) 


GL+zx0= 思 Cn(x)zn。 


表 2 (m 为 正 整数 ) 


分 拆 函 数 关系 式 | 对 应 的 恒等式 
pm( 由 一 p_i(n) 十 pm(n 一 mm) (n>m) | aoPn(O=Pni(o 
gln) =poln) Q(x)—Po(x) 
pn(n) =pem)(n) | Pn(x)—Pem(x) 


Pn)=pnn—m) (n>m) 


P(x)=x"Pn(x) 


qm =po(n— etm) 


(n>E$m (m+y)) 


| 


Qe (x) smn da pn(x) 


gm) pn (2 


2) om 


Q(x) =x™ Pn(x’) 


(1)* (no(h)— ee) | 


ammao(n)—| P(x)= B(x 
0 (其他 ) i 
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数 ，w(k)=(3k? 一 k)/2 是 五 
角 数 。 利 用 这 一 公式 , P. A. 
麦克 马 洪 于 1918 年 编造 了 
p(n)(n<200) 的 表 。H. 古 普 
塔 分 别 于 1935 年 ,1937 年 和 
1958 年 将 p(n) 的 表 扩大 , 直 
到 n<1000。 

1853 年 ,N. M. 费 勒 斯 
首先 提出 用 图 示 法 研究 分 拆 
函数 。 为 确定 起 见 ， 分 拆 的 
被 加 项 按 不 增 次 序 排列 mr> 
mb 三 …>>mu>0。 他 把 ?的 一 
个 分 拆 n= 二 m+ 十 
用 图 形 表示 ， 自 上 而 下 画 出 
5 行 等 距 贺 点 ， 第 i 行 的 贺 
点 数 为 m(1<i<s), 且 每 行 
左 起 第 一 个 圆 点 位 于 同一 列 
上 。 这 种 图 通常 称 为 费 惑 斯 
图 。 例 如 ，16=8+4+3+1 
可 用 如 下 费 勒 斯 图 表示 。 


费 勒 斯 图 


利用 图 形 的 组 合 性 质 可 
得 到 不 同类 型 的 分 拆 函 数 之 
间 的 关系 式 ， 以 及 一 些 恒 等 
式 。 例 如 ，F. 弗兰克 林 于 
1881 年 用 这 种 方法 证 明了 
五 角 数 定理 。 可 以 根据 不 同 
的 分 拆 类 型 和 问题 来 选用 其 
他 更 合适 的 图 形 表示 。 分 拆 
图 示 法 是 一 个 灵活 而 有 效 的 
方法 。 

与 模 函 教 的 关系 ”无 限 
制 分 拆 的 母 函 数 P(x)= 


轧 p(ozm -下 Gl-m)- 是 
单位 贺 |x| <1 内 的 解析 函 
数 。 令 x=e2xtr, 得 P(entr) 一 
e 杜 (ne))-5Ime>0, 其 中 
Me 总 -er), 


称 为 戴 德 金 97 函数。 从 五 
角 数 定理 可 推出 ?函数 


的 变换 公式 1 (名 +49 )= 


4 mn(s)， 其 中 a、b、c、 ad 为 满足 ad 一 bc=1 的 整 
数 ,s 为 一 和 4,b,c,d 有 关 的 24 次 单位 根 。 反 之 ,由 17 函 
数 的 这 一 变换 公式 可 推出 P(x) 的 一 个 变换 公式 ， 它 在 
p(n) 的 渐 近 公式 推导 中 有 重要 作用 。 此 外 ,从 模 函 数论 中 
的 路 可 比 恒等式 下 (1 一 z)(1+ xm)(1+ 2 一 
局 mrr(lzl<1，z+# 0) 可 推出 五 角 数 定理 。 


P(m) 的 渐 近 公式 与 级 数 表 示 式 ”无 限制 分 拆 函 数 
p(n) 的 值 , 随 n 的 增长 而 急剧 增长 ， 
Pp(10)=42, p(50)=204226, 
p(100)=190569292, 
p(500)=2300165032574323995027。 
G. H, 哈代 和 S. A. 拉 马 努 金 于 1918 年 证 明 估计 式 
Anm-ietvs<P(n)<Bnrietvi ,4A、B 为 某 两 个 正常 数 。 他 
们 首先 提出 了 圆 法 ,用 它 证 明了 渐 近 公式 pn) 
(4M3n)-!1 ev5, 其 中 c= mV2/3。H. 拉 德 马赫 尔 于 


1937 年 得 到 级 数 表 达 式 PC) = 二 五 宫 AlmDV 下 


建 (于 SE)， 其中 = Vn- 贡 ，Aun) 是 菜 -- 指 
数 和 。 

p(n) 的 同 余 式 ”S.A. 拉 马 努 金 于 1919 年 得 到 了 p(5n 
+4)=0(mod 5),p(7n+5)=0 (mod 7),p(lln+6) =0 
《mod 11)。 他 还 提出 了 一 个 猜想 ,后 来 发 现 有 错 ,经 过 修 
正 ,G. W. 沃 森 于 1938 年 J. 勒 纳 于 1943 年 与 A. D. 工 . 
阿 特 金 于 1967 年 证 明了 ， 若 24%=1(mod52719-1117)， 
则 p(5*7:4-1117n+ 入 ) 关 0(mod 5*72117)。 对 其 他 模 的 同 
余 式 也 有 讨论 。 

整数 分 拆 问题 已 被 推广 到 代数 数 域 上 。 此 外 ， 还 可 
以 讨论 高 维 分 拆 n= m4,4,-,4，7 为 给 定 正 整数 ,以 及 


多 重 分 拆 , 《momas…omy) 一 汶 Cmysmays…sms) ,为 给 


定 正 整数 。 
参考 书目 

华罗庚 著 :< 数 论 导 引 >, 科 学 出 版 社 , 北京 ,1957。 

G. E. Andrew, The Theory of Partitions, Addison- 
Wesley, London, 1976. 

( 浅 承 洞 ” 浅 承 磺 ) 

zhengshu gulhua 
整数 规划 (integer programming) 一 类 要 
求 变 量 取 整 数值 的 数学 规划 。 若 要 求全 部 变量 取 整 数 
值 ， 则 称 为 纯 整 数 规划 ， 简 称 为 整数 规划 。 若 只 要 求 部 
分 变量 取 整 数值 ， 则 称 为 混合 整数 规划 。 特 别 地 ， 当 在 
线性 规划 中 要 求 变 量 取 整数 时 ， 就 是 线性 整数 规划 。 若 
要 求 变量 为 0,1 变量 , 即 其 值 只 取 0 或 1 时 , 则 称 为 0-1 
规划 。 由 于 实际 问题 中 有 许多 量具 有 不 可 分 割 的 性 质 ， 
如 入 数 ,机 器 数 ,元 件数 等 ;还 有 一 些 丈 辑 现象 如 开 与 关 ， 
取 与 合 ， 有 与 无 等 可 利用 0、1 变量 作 数 量化 描述 ,因此 ， 
在 线路 设计 ,工厂 选 址 ,人 员 安 排 、 代 码 选取 以 及 其 他 领 


域 中 ,常常 出 现 整数 规划 问题 。1958 年 , R. E. 戈 莫 里 提 
出 解 线性 整数 规划 的 割 平面 法 后 ， 整 数 规划 逐步 形成 一 
个 独立 的 分 支 。 

形式 最 简单 的 整数 规划 问题 是 背包 问题 ， 即 求 


max 瑟 oro, 满 足 电 was<V(xy 取 9 或 1 的 解 的 问题 。 


假如 将 V 解 释 为 背包 的 容积 , 邮 为 物体 j 的 体积 ，w 为 
物体 j 的 重量 ， 而 变量 zy 取 1 时 表示 物体 ; 装 入 背包 ， 
为 取 0 时 表示 物体 j 不 装 和 背包， 那么 背包 问题 就 是 要 
寻求 一 种 既 不 超过 背包 容积 ,又 能 使 总 重量 最 大 的 装 法 。 
背包 问题 的 一 种 特殊 解法 是 动态 规划 的 方法 ， 斌 种 方法 
所 需 的 计算 时 间 与 所 给 问题 中 的 参数 n,V 有 关 ， 大 致 与 
nV 成 正比 例 增长 。 

设 所 给 的 整数 规划 问题 (P ) 为 求 极 小 值 问题 。 在 整 
数 规划 的 一 般 性 解法 中 ， 有 三 个 基本 概念 。@ 分 解 ， 以 
F(P) 表 示 问 题 (P) 的 约束 集 。 所 谓 问题 (P) 分 解 为 子 问 
题 (P1),(P,),…,(Pa) 之 和 ,是 指 满足 条 件 (S1) 和 (S2)， 
《S1), 问 题 (P) 的 任何 一 个 可 行 解 ,恰好 是 (Pi), (Pa)，…， 
《Pa) 中 某 一 个 问题 的 可 行 解 ; (S2)， 任 何 子 问题 〈P,》 


的 可 行 解 也 是 (P) 的 可 行 解 , 即 (JP(P)=PCP),H(PON 


F(P)= 弛 ,1<i#j<9。 最 通常 的 分 解 方式 是 “二 分 法 ”%， 
例如 ,若是 (P) 的 0,1 变量 ,把 条 件 “zy 一 0" 和 "zy 一 1 
分 别 添 进 问题 (P) 的 约束 条 件 中 , 则 问题 (P) 分 解 为 两 个 
子 同 题 之 和 。@ 松 弛 ,凡是 放弃 问题 (P) 的 某 些 约束 条 件 
后 所 得 到 的 问题 (BE), 都 称 为 问题 (P) 的 松弛 问题 。 任 何 
松弛 问题 (5) 都 具有 以 下 三 个 明显 的 性 质 ，(R1) 若 (EB) 
没有 可 行 解 ， 则 (P) 也 没有 可 行 解 ,(R2) 对 同样 的 目标 
函数 而 言 ，(P) 的 最 小 值 不 小 于 (P) 的 最 小 值 ，(R3) 若 
(区 ) 的 一 个 最 优 解 是 (P) 的 可 行 解 , 则 它 也 是 (P) 的 一 个 
最 优 解 。 最 通常 的 松弛 方式 是 放弃 变量 的 整数 性 要 求 。 
@@ 探测 假设 按 某 种 规则 ， 已 将 问题 (P) 分 解 为 子 问题 
《P,),(Pa),…,(Pe) 之 和 ,并 且 各 (P,) 已 有 对 应 的 松弛 问 
题 (E,) 车 (B,) 没 有 可 行 解 , 则 探 明 了 (P,) 没 有 可 行 解 ， 
因此 ， 可 从 〈P) 的 分 解 表 上 把 它 删 去 。 此 种 情形 记 为 
《F1)。 很 车 当时 已 掌握 了 (P) 的 一 个 可 行 解 <*, 与 之 相应 
的 目标 函数 值 为 所 ,如 果 松弛 问题 (E,) 的 最 小 值 不 比 z* 
小 ,那么 就 探 明了 (P,) 中 没有 比 z* 更 好 的 可 行 解 ， 因 此 
已 无 须 再 考虑 子 问题 (P,), 就 可 从 分 解 表 上 把 它 删 去 .此 
种 情形 记 为 (F2)。 若 (E,) 的 最 优 解 是 (P,) 的 可 行 解 ， 则 
已 求 得 了 (P,) 的 一 个 最 优 解 。 因 此 也 无 须 再 考虑 它 了 ， 
可 以 从 分 解 表 上 把 (P,) 删 去 , 这 时 车 (P,) 的 最 优 解 比 z* 
好 , 则 替换 掉 z*, 同 时 刷新 z* 的 值 .此 种 情形 记 为 (F3)。 
假如 各 个 (B,) 的 目标 函数 最 小 值 都 不 比 ze 小 , 则 x* 便 
是 原 问 题 (P) 的 最 优 解 。 此 种 情形 记 为 (F4)。 情 形 (F1》 
通常 称 为 可 行 性 探测 。 情 形 (F2) 至 (F4) 通常 称 为 最 优 

性 探测 。 
概括 地 说 ,求解 一 个 整数 规划 问题 (P),， 有 以 下 几 个 
步 又。 首先 , 选 定 一 种 松弛 方式 , 将 (P) 松 弛 为 问题 ()， 
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使 得 比较 容易 求解 。 若 (了 ) 没 有 可 行 解 , 则 (P) 也 没有 可 
行 解 。 若 () 的 最 优 解 是 (P) 的 可 行 解 , 则 已 求 得 (P) 的 
最 优 解 。 若 () 的 最 优 解 不 是 (P) 的 可 行 解 , 则 有 两 条 不 
同 的 途径 ， 一 是 设法 改进 松弛 问题 (5)， 继 续 探测 问题 
(所 ); 一 是 选 定 一 种 分 解 方式 ， 把 (P) 分 解 成 两 个 或 几 个 
子 问题 之 和 ， 将 其 列表 记录 ， 并 且 赋 予 各 子 问 题 尽 可 能 
好 的 目标 函数 值 的 下 界 。 然 后 ， 按 一 定 的 次 序 ， 逐 个 进 
行 探测 。 当 某 个 子 问题 已 经 被 探 明 时 ,就 从 表 中 删 去 , 否 
则 ,继续 对 子 问题 进行 分 解 。 

对 线性 整数 规划 问题 ,不 用 分 解 的 算法 有 割 平 面 法 ， 
它 以 线性 规划 问题 作为 松弛 问题 ， 利 用 生成 割 平面 来 不 
断 改进 松弛 问题 ， 使 最 终 求 得 的 松弛 问题 的 最 优 解 也 是 
整数 解 ; 还 有 一 种 是 群 论 方法 , 它 用 有 限 阿 贝尔 群 上 的 一 
个 背包 问题 作为 松弛 问题 ， 是 放弃 一 部 分 变量 的 非 负 性 
要 求 后 得 到 的 。 利 用 分 解 的 算法 有 隐 数 法 和 分 术 定 界 法 
两 类 。 它 们 通常 都 是 以 线性 规划 问题 作为 松弛 问题 ， 不 
同 之 处 仅 在 于 探测 子 问题 的 先后 次 序 。 隐 数 法 是 按照 子 
问题 表 中 "先入 后 出 "的 原则 来 确定 探测 次 序 ， 即 后 出 现 
的 子 问 题 先 探测 。 分 枝 定 界 法 是 按照 所 赋予 的 下 界 大 小 
来 确定 探测 的 先后 顺序 , 即 下 界 小 的 子 问题 优先 探测 ,前 
者 计算 程序 比较 简单 ， 在 计算 过 程 中 所 需要 保存 的 信息 
较 少 ,而 后 者 在 选取 子 问 题 时 有 灵活 性 ,因为 往往 下 界 数 
值 小 的 子 问题 中 存在 最 优 解 的 可 能 性 较 大 。 

对 线性 混合 整数 规划 问题 , J. 了. 本 德尔 斯 提出 了 一 
种 分 解 算法 。 它 的 求解 过 程 可 以 分 为 两 部 分 ， 一 部 分 是 
解 一 个 线性 整数 规划 问题 ， 另 一 部 分 是 解 一 个 线性 规划 
问题 。 

市 平面 法 例如 ,考虑 整数 规划 问题 , 求 


max zu 一 3zi 一 zay (1) 
满足 条 件 

3zi 一 2z:<3， (2) 

—5x—4r,<—10, (3) 

2xi 二 za<5， (4) 

>0, xs>0, (5) 

xivza 取 整 数值 。 (6) 


取 它 的 松弛 问题 为 线性 规划 (1)~(5)， 约 束 集 为 图 
1 中 的 多 边 形 ABCD。 整 数 规划 的 可 行 解 是 此 多 边 形 内 
的 整 点 ( 即 座 标 为 整数 的 点 )。 。 m 
松弛 问题 的 基本 最 优 解 为 
a 
即 图 1 中 的 点 C。 目 标 函数 的 最 
优 值 


他。 
设 
y=3—3x1+2x, (7) 
2 一 5 一 2 一 4， 《8) 。 图 约束 集 为 多 
从 (7) 和 (8) 中 解 出 xi sz 得 边 形 ABCD 


834 


很 ”于 党 
=17 -7y- 7 《9) 


这 -和 
ma=17+ 了 3 一 了 2 (10) 


因 z、x2.y\z 都 必须 取 整 数值 , 故 由 (9) 和 (10) 可 得 同 余 
方程 


(11) 


(12) 
利用 方程 (11) 或 (12) 中 和 z 的 系数 ， 可 以 导出 整数 规 
划 的 一 个 新 的 约束 条 件 ,例如 ,用 二 对 条 件 (2) 的 两 边 ,用 
子 乘 (4) 的 两 边 ， 然 后 将 (2) 和 (4) 的 两 边 分 别 相 加 ， 可 
得 za< 将 。 由 于 za 必须 取 整 数值 ,就 可 推 得 一 个 新 的 
约束 条 件 ， zl<1。 这 就 是 整数 规划 的 一 个 制 平面。 类 似 
地 ,由 于 x(2) 十 子 x(t) 可 推 得 另 一 个 灾 平 面 3xi 一 xi 
4。 增 加 害 平 面 x, <1 后 ,新 的 松弛 问题 的 约束 集 如 图 2 
所 示 。 它 的 基本 最 优 解 为 , xi, = 1yzs= 1 耳 ， 是 图 2 中 的 
点 @。xzu=13 再 由 条 件 zi<1 和 一 5xi 一 4xza<-10 可 
导出 一 个 新 的 秋平 面 ; zi 十 xs>3。 增 加 此 割 平面 后 ， 松 


图 2 增加 齐 平 面 x<1 
后 的 约束 集 
弛 问题 的 约束 集 如 图 3 所 示 。 它 的 基本 最 优 解 为 : x,=1， 
* 王 2, 即 图 3 中 的 点 R。 由 于 它 已 是 整数 解 , 故 必 为 整数 
规划 (1)~(6) 的 最 优 解 。 目 标 函 数 的 最 大 值 zs= 1。 
分 梳 完 界 法 “例如 ,整数 规划 问题 (P), 求 


图 3 增加 割 平面 xi 十 
xa>>3 后 的 约 东 集 


min zs 一 7xi 十 3xza 十 4 (13) 
满足 条 件 
x1+2xs+ 3xs>8, (14) 
3x1+ Xs+ Xs>5, (15) 
X20, Xs>0, x,>0, (16) 
ZT Xa、Xs 取 整 数值 。 (17) 


取 松 弛 问题 (名 ) 为 线性 规划 (13)~(16)。() 的 最 优 
解 为 x 一 0.4, x 一 3.8, zs 一 0izo 一 14.2。 按 条 件 za<3 
和 Zz 之 4 将 (P) 分 解 为 子 问题 (P,) 与 (P:) 之 和 。 解 (P,) 


的 松弛 问题 ( 蕊 ,得 ztzi 一 0.5, 芭 一 3， 寻 一 0.5; z= 
14.5。 再 按 条 件 乓 = 0 和 zi> 1 将 (Pi) 分 解 为 (P,) 与 
(P,) 之 和 。 这 时 子 问题 表 为 {(P,),(P,),(P:)}。 这 些 子 
问题 的 xu 的 下 界 ， 暂 时 都 可 以 取 为 15。 按 表 中 "先入 后 
出 "原则 ， 解 (P,) 的 松弛 问题 (5,)， 得 :xz3=0,z3=3， 
妇 = 23xi= 17。 由 于 z 是 整数 解 , 故 必 为 (P,) 的 最 优 解 。 
因此 ,(P,) 已 被 探 明 ,就 可 从 表 中 删 去 , 记 z*=z,z=17， 
这 是 被 找到 的 第 一 个 整数 解 。 解 (B,), 得 zt:zf 一 1 区 一 


3 对 =118) 革 =17 襄 。 由 于 对 > 于 = 17, 故 已 探 明 (P,) 中 
没有 (P) 的 最 优 解 。 解 (6,), 得 Zz,x1=1/3, z=4, 必 = 
0ixi=14 桔 。 按 条件 刀 =0 入 之 1 将 (Ps) 分解 为 (Ps) 


与 (Pb) 之 和 。(Ps)、(P,) 的 ze 的 下 界 可 取 为 15。 解 (Bs)， 
得 wx 一 0， 对 =5， 扫 一 05x3 一 15。 由 于 zx 是 整数 解 ， 


图 4 分 枝 定 界 法 示意 图 


故 已 探 明 (Ps)。 由 于 验 <z* 一 17, 故 可 刷新 记录 解 ， 取 
,=15。 由 于 总 也 达到 (P。) 的 下 界 ， 故 已 
探 明 (Pe) 中 没有 比 zs 更 好 的 解 ,至 此 (P) 已 探 明 ,最 优 解 
为 zk= zs 以 上 过 程 可 表示 为 图 4。 
参考 书目 
R. S. Garfinkel and G. L. Nemhauser, Integer Program. 
ming, John Wiley & Sons, New York, 1972. 
(十 基 闵 》 
zhengding honshu 
正定 函数 (positive definite function)” 指 实 
轴 及 上 定义 的 满足 如 下 条 件 的 连续 函数 太 
Bsa) B20 (veeR, eC, 
i=1,2,… ,Nn, Vn)。 (1) 
这 里 “正定 "名 称 来 源 于 正定 矩阵 。 事 实 上 , 式 (1) 等 价 于 
说 ,对 一 切 与 一 切 点 列 {x,)?CR， 复数 矩阵 《fx 一 
Wi)}%4-: 是 一 个 正定 矩阵 (严格 地 说 是 半 正定 矩阵)。 
正定 函数 概念 的 提出 晚 于 它 的 一 个 同类 ， 即 所 谓 正 
定 序列 。0. 特 普 利 茨 于 20 世纪 初 首先 定义 了 正定 序列 
的 概念 , 即 它 是 使 矩阵 {cs}?3, y-: 正定 的 序列 {cy}2e。G. 
韩 格 洛 获 随后 发 现 了 正定 序列 的 一 个 非常 重要 的 性 质 。 
正 是 在 此 基础 上 ，S. 博 厅 纳 于 30 年 代 初 得 到 了 RR 上 正 
定 函数 的 重要 性 质 ， 并 第 一 个 认识 到 了 这 个 概念 的 重要 
性 。 他 在 这 方面 的 重要 贡献 之 一 便 是 建立 了 类 似 赫 格 阁 
艾 定 理 的 下 述 结果 : R 上 连续 函数 f(x) 是 正定 的 ， 当 且 


仅 当 存在 有 界 增 函 数 p( 昌 ,使 
fo 六 。ean(p。 (2) 


正定 函数 的 概念 可 以 允许 下 述 推广 。 首先 ， 函 数 了 
的 定义 域 可 以 不 必 是 ER, 而 是 任意 的 局 部 紧 T: 群 G。 正 
定 函数 的 概念 推广 到 这 样 的 群 上 是 直接 的 。 也 就 是 说 ， 
G 上 连续 函数 了 称 为 是 正定 的 ( 记 其 全 体 为 P(G)), 若 


Sfx db (veeG, Ec, 


i=1,2,°",n, Vn), 01) 


在 这 样 的 推广 下 ， 正 定 序列 与 正定 函数 的 概念 便 获得 了 
统一 :前 者 是 整数 群 2 上 的 正定 函数 ,后 者 是 实 轴 群 ER 上 
的 正定 函数 。 正 定 函 数 概念 的 第 二 个 推广 是 函数 了 可 以 
不 必 是 连续 的 ,而 只 要 求 是 可 测 的 (这 里 可 测 性 是 关于 所 
在 群 G 的 哈 尔 测度 )。 正 如 了 . 里 斯 、I. E. 西 格 尔 与 本 
冯 ' 诺 伊 受 等 先后 指出 的 ,这 样 的 正定 函数 与 连续 的 正定 
函数 只 相差 一 个 局 部 零 〈 即 在 任意 紧 集 上 都 几乎 处 处 为 
零 ) 的 正定 函数 。 第 三 个 推广 是 将 式 (1) (或 (1)') 左 边 的 
和 改 为 积分 。 仍 以 R 为 例 。R 上 波 莱 尔 可 测 函 数 了 称 为 
正定 的 ,如 果 对 一 切 pEL'(R), 总 有 f(x 一 y)p(x)5(y) 
ZITI(RxR), 且 


[ f(x—y)p(x)P(y)dxdy>0, (3) 

EE 
可 以 证 明 ， 式 (3) 意 义 下 的 正定 函数 与 式 (1) 意 义 下 的 正 
定 函数 是 几乎 处 处 相等 的 。 特 别 地 ， 两 种 意义 下 连续 的 
正定 函数 的 集合 是 一 样 的 。 

正定 函数 是 一 个 在 许多 领域 都 会 遇 到 并 且 很 有 用 的 

概念 。 如 概率 论 中 随机 变量 的 特征 函数 就 是 正定 函数 。 
特征 函数 比 随机 变量 的 分 布 函 数 更 易于 处 理 。P. 牺 维 正 
是 用 正定 函数 作 工具 对 独立 随机 变量 和 的 中 心 极限 定理 
进行 了 比较 统一 完整 的 处 理 。 正 定 函数 在 泛 函 分 析 中 也 
经 常 遇 到 。 事 实 上 连续 正定 函数 与 某 种 连续 正 泛 函 一 一 
对 应 。 以 RR 情况 为 例 ，R 上 连续 正定 函数 f 与 M(R)(R 
上 有 界 波 莱 尔 测度 所 构成 的 对 合 巴 拿 本 代数 ) 上 连续 正 
泛 函 


pw)=| fede) (EM(R)) (4) 


是 一 一 对 应 的 .此 外 ,正定 函数 在 调和 分 析 中 的 地 位 也 十 

分 突出 。 交 换 群 上 的 调和 分 析 中 的 许多 基本 事实 的 建立 

都 得 力 于 正定 函数 这 个 概念 例如 , 传 里 叶 首 转 定理 便 令 

述 为 

fELK(G)NP(G)S3}EL'(G)* OC(x)=f(x) 
(vxEG), 

式 中 八 表示 传 里 叶 变换 , V 表 示 传 里 叶 逆 变 换 ,G 表示 G 

的 对 偶 群 。 又 如 ， 普 朗 积 尔 定理 〈 它 说 ， 传 里 叶 变换 是 

LX(G) 到 LX 全 ) 上 的 一 个 等 距 同 构 ) 的 一 个 证 明 便 利用 了 

上 述 道 转 定理 以 及 如 下 事实 

f,gELNLS3f#gEL(G) NB(G), 

式 中 * 表 示 卷 积 ,B(G) 是 P(G) 生 成 的 复线 性 空间 。 至 于 
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在 非 交 换 群 上 的 调和 分 析 中 ， 由 于 正定 函数 与 连续 酉 表 

示 的 密切 关系 ,以 及 它 比 连续 西 表示 更 具体 , 它 的 作用 也 

显得 越 来 越 重要 。 此 外 ， 正 定 函数 在 复 变 函数 、 积 分 方 

程 微分 方程 的 边 值 问题 信息论 等 领域 也 都 十 分 有 用 。 
参考 书目 

E. Hewitt and K. A. Ross, Abstract Harmonic Anolysis, 
Vol.2, 2nd ed., Springer-Verlag, Berlin, 1970. 

J. Stewart, Positive Definite Functions and Generali- 
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( 龙 瑞 短 ) 

zhengduomlantl 
正 多 面体 (regular polyhedron) 多 面体 的 
各 面 是 全 等 的 正 多 边 形 ,各 多 面 角 是 全 等 的 正 多 面 角 , 这 
样 的 多 面体 叫做 正 多 面体 。 如 果 这 样 的 多 面体 是 凸 的 ， 
就 叫做 凸 正 多 面体 。 

由 网 拉 定理 ( 见 多 面体 ) 推 出 ! 凸 正 多 面体 只 有 五 种 ， 
即 ; 正四 面体 、 正 八 面体 、 正 二 十 面体 、 正 六 面体 (正方 


顶点 个 数 | 力 绕 一 个 顶点 


的 面 的 个 数 | 而 个 数 


正四 边 形 
正 五 边 形 


体 )、 正 十 二 面体 ,其 中 正四 面体 、 正 八 面体 和 正二 十 面体 
的 各 面 都 是 正三 角形 ,正六 面体 的 各 面 是 正方 形 , 正 十 二 
面体 的 各 面 是 正 五 边 形 (图 1 一 5), 五 种 正 多 面体 的 顶 数 、 
校 数 和 面 数 以 一 个 顶 的 面 数 见 表 。 

一 个 正 多 面体 和 以 它 的 各 面 中 心 为 顶 的 正 多 面体 ， 
叫做 互 为 对 偶 的 正 多 面体 。 正 六 面体 和 正八 面体 是 互 为 


图 6 正六 面体 对 正八 面体 的 对 个 图 


对 偶 的 正 多 面体 (图 6); 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 是 互 
为 对 偶 的 正 多 面体 ;正四 面体 的 对 偶 多 面体 是 正四 面体 。 
( 钟 善 基 ) 

zhenggulzu 

正规 族 (normal families) ”一 种 特定 的 全 纯 
函数 族 ， 是 P. 蒙 泰 尔 1912 年 提出 的 一 种 理论 ， 在 复 变 
函数 论 中 有 着 广泛 的 应 用 。 关 于 复 平面 上 的 点 集 有 以 下 
简单 事实 ， 如 果 瑟 是 复 平面 上 的 一 个 有 界 点 集 〈 即 瑟 中 
的 点 均 位 于 某 一 个 圆 |z| < 中 内 ,那么 从 瑟 中 每 一 个 点 
序列 za 一 1，2,…) 都 可 以 选 出 一 个 子 序列 zn (k= 1， 
2,…) 收 伍 到 一 个 极限 点 。 蒙 泰 尔 首先 将 这 个 事实 推广 到 
在 一 个 区 域内 一 致 有 界 的 全 纯 函数 族 ， 如 果 了 下 是 在 一 个 
区 域 D 内 的 一 个 一 致 有 界 全 纯 函 数 族 〈 即 存在 一 个 正 数 
M 使 对 于 F 中 每 一 个 函数 fz), 不等式 |f(z)| <M 在 D 
内 成 立 ), 那 么 从 下 中 每 一 个 函数 序列 f(z)(n=1,2,.…) 
都 可 以 选 出 一 个 子 序列 f(z)(k=1, 2,…) 在 DD 的 内 部 
一 致 收 全 到 一 个 全 纯 函数 。 这 里 , 族 的 意思 就 是 集合 ;在 
DD 的 内 部 一 致 收敛 的 意思 是 “在 每 一 个 连同 边界 都 属于 
也 的 有 界 区 域内 "都 一 致 收敛 。 蒙 泰 尔 的 以 上 定理 在 他 的 
正规 族 理论 中 起 着 基本 的 作用 ， 并 在 保 角 映射 理论 中 有 
重要 应 用 。 

蒙 泰 尔 注意 到 ,以 上 定理 中 条 件 |f(z)| <M 表示 函 
数 区 z) 在 区 域 DD 内 不 取 贺 |w| =M 外 之 值 , 然后 他 考虑 
全 纯 函 数 族 F 中 的 函数 f(z) 在 区 域 也 内 均 不 取 一 个 圆 
lw 一 al <m 内 之 值 的 情形 , 并 发 现 从 下 的 每 一 个 函数 序 
列 人 (z) (n=1, 2,…) 中 ， 都 可 选 出 一 个 子 序 列 f (2) 
《k=1, 2，…) 在 D 的 内 部 一 致 收敛 到 一 个 全 纯 函数 或 一 
致 收敛 到 常量 ce。 由 此 他 提出 了 全 纯 函 数 正规 族 的 定义 ， 

如 果 从 全 纯 函数 族 卫 的 每 一 个 函数 序列 加 (z) (n= 
1,2,…) 中 ， 都 可 以 选 出 一 个 子 序列 f(z)(k=1, 2,…) 
在 D 的 内 部 一 致 收敛 到 一 个 全 纯 函 数 或 一 致 收敛 到 常量 
co, 则 区 域 了 内 的 全 纯 函 数 族 了 称 为 在 忆 内 为 正规 的 。 

因此 ， 一 个 全 纯 函 数 族 F 在 一 个 区 域 了 内 为 正规 的 
一 个 充分 条 件 是 中 的 函数 在 DD 内 均 不 取 同一 个 圆 C 外 


之 值 ， 另 一 个 充分 条 件 是 不 取 C 内 之 值 。 凡 是 这 样 的 充 
分 条 件 都 称 为 正规 性 定 则 。 经 过 进一步 的 研究 ， 蒙 泰 尔 
证 明了 : F 中 的 函数 在 内 均 不 取 两 个 固定 的 有 穷 值 & 
及 b, 是 一 个 正规 性 定 则 。 这 个 定 则 可 使 复 变 函数 论 中 过 
去 看 来 是 松散 的 几 个 定理 呈现 紧密 的 联系 ， 如 从 这 个 定 
则 很 容易 推出 皮卡 第 一 定理 , 一 个 非常 数 的 整 函 数 f(z) 
取 每 一 个 有 穷 值 ， 最 多 除去 一 个 例外 值 。 证 明 方法 是 引 
进 函 数 序列 f(z)= 人 2"z)(n=1, 2,…)， 如 果 以 上 皮卡 
定理 不 成 立 , 则 根据 蒙 泰 尔 的 正规 性 定 则 ,这 个 函数 序列 
构成 在 贺 1z| <2 内 的 一 个 正规 族 ,而 导出 矛盾 。 用 类 似 
的 方法 ， 也 可 以 从 蒙 泰 尔 的 正规 性 定 则 推出 皮卡 第 二 定 
理 , 如 果 一 个 函数 f(z) 在 一 区 域 0<1z| <p 为 全 纯 并 以 
2 一 0 为 本 性 奇 点 , 则 在 此 区 域内 函数 fz) 取 每 一 有 穷 值 
无 穷 次 ， 最 多 除去 一 个 例外 值 。 根 据 蒙 泰 尔 的 正规 性 定 
则 还 可 以 证 明 下 列 朔 特 基 定理 : 如 果 一 函数 fz) 在 一 贺 
1z| <RR 内 为 全 纯 并 且 不 取 值 0 和 1, 则 在 每 一 圆 |z| <bR 
(0<9<1) 内 ， 函 数 fz) 的 模 小 于 一 个 只 依赖 于 了 (0) 及 
9 的 正 数 。 由 此 定理 ,利用 柯 西 不 等 式 ,又 可 推出 兰 道 定 
理 , 如 果 一 函数 f(z) 满足 朔 特 基 定理 中 条 件 并 且 f"(0) 尖 
0, 则 RR 不 超过 一 个 只 依赖 于 f(0) 及 了 (0) 的 上 限 。 

蒙 泰 尔 引进 正规 族 的 概念 之 后 ， 又 进一步 引进 了 拟 
正规 族 的 概念 。 全 纯 函 数 拟 正规 族 的 定义 和 全 纯 函数 正 
规 族 的 定义 的 差别 是 :不 要 求 子 序列 f(z)《k=1, 2,…) 
在 D 的 内 部 一 致 收敛 ,而 只 要 求 除去 D 内 有 穷 个 点 (或 无 
穷 个 点 ， 但 在 D 内 没有 凝聚 点 ) 后 ,在 所 余 的 区 域内 部 一 
致 收敛 ,然后 他 将 G. 维 塔 列 的 一 个 定理 推广 为 ， 如 果 在 
一 个 区 域 D 的 一 个 全 纯 函 数 序列 属于 一 个 正规 族 或 拟 正 
规 族 并 且 在 DD 内 无 穷 个 点 收敛 到 有 穷 极限 ， 而 这 无 穷 个 
点 在 刀 内 最 少 有 一 个 凝 育 点 ， 则 此 全 纯 函 数 序列 在 了 的 
内 部 一 致 收敛 。 

经 过 C. 卡拉 西 奥 多 里 、E. G. H. 兰 道 . 蒙 泰 尔 及 A. 
奥 斯 特 罗 夫 斯 基 的 工作 ， 亚 纯 函 数 正规 族 的 理论 也 建立 
起 来 。 如 果 一 致 收敛 性 是 用 球面 距离 来 定义 ， 那 么 亚 纯 
函数 正规 族 的 定义 如 下 如 果 从 亚 纯 函 数 族 F 的 每 一 个 
函数 序列 加 (z)(a= 1，2,…) 中 , 都 可 以 选 出 一 个 子 序列 
f(z) (k= 1,2,…) 在 一 个 区 域 卫 的 内 部 一 致 收敛 , 则 DD 
内 的 亚 纯 函 数 族 卫 称 为 在 D 内 为 正规 的 。 关 于 亚 纯 函 数 
族 蒙 泰 尔 的 正规 性 定 则 是 ，F 中 的 函数 在 D 内 均 不 取 三 
固定 的 值 4,b 及 c (有 穷 或 无 穷 );。 类 似 地 也 可 以 给 出 亚 
纯 函 数 拟 正规 族 的 定义 。 

全 纯 函 数 正规 族 及 亚 纯 函 数 正规 族 的 理论 已 经 发 展 
到 完善 的 地 步 。 这 个 理论 中 的 一 个 重要 研究 问题 是 寻求 
新 的 正规 性 定 则 。 关 于 这 个 问题 已 有 许多 工作 ， 在 这 方 
面 , A. 布 洛 赫 的 下 列 猜测 很 有 指导 意义 。 如 果 卫 是 一 个 
性 质 ,非常 数 的 整 函数 不 具有 性 质 P, 那么 在 一 个 区 域内 
具有 性 质 忆 的 全 纯 函 数 族 是 正规 的 。 这 个 猜测 在 一 些 例 
子 中 都 是 对 的 。 例 如 ,与 关于 整 函数 的 刘 维 尔 定理 相应 的 
是 以 上 蒙 泰 尔 的 关于 一 致 有 界 的 全 纯 函 数 族 的 定理 ; 与 
关于 整 函数 的 皮卡 定理 相应 的 是 以 上 蒙 泰 尔 的 关于 有 两 


个 例外 值 的 全 纯 函 数 族 的 定 则 。 此 外 , 布 洛 赫 还 根据 他 的 
下 列 定 理 :如 果 函 数 也 z) 于 1z| <1 为 全 纯 ,f(0) ~0 并 且 
了 (0) 一 1, 则 存在 一 个 半径 大 于 一 绝对 常数 的 圆 , 在 其 中 
函数 f(z) 的 反 函 数 有 一 分 支 为 全 纯 ; 推出 了 一 个 新 的 正 
规 性 定 则 :在 一 个 区 域 忆 的 全 纯 函数 族 F, 如 果 下 中 的 函 
数 的 反 函数 的 全 纯 圆 域 的 半径 小 于 一 个 固定 的 常数 ， 那 
么 F 在 DD 为 正规 。 
参考 书目 
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zhengjioo duoxlangshl 
正 交 多 项 式 (orthogonal polynomial) 由 
多 项 式 构成 的 正 交 函 数 系 的 通称 。 正 交 多 项 式 最 简单 的 
例子 是 勤 让 德 多 项 式 ,此 外 还 有 雅 可 比 多 项 式 、 切 比 雪夫 
多 项 式 , 拉 盖 尔 多 项 式 、 埃 尔 米 特 多 项 式 等 ,它们 在 微分 
方程 .函数 通 近 等 研究 中 都 是 极 有 用 的 工具 。 

设 wx) 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 如 


果 它 满 下 条 件 | ”oz)dx> 0， 则 称 wx) 为 一 个 权 函 数 。 
如 果 定 义 在 Ca，b] 上 的 函数 了 (xz) 与 9(z》 满足 等 式 
上 epscemelmydar-0, 则 称 它 们 在 [ab 上 关于 权 w(x) 


是 正 交 的 ,并 称 [为 它们 的 正 交 区 间 。 对 于 给 定 的 区 
间 [a,b] 及 其 上 的 权 函 数 2(x)， 从 徊 函 数 序列 {x?} 多 出 
发 ， 可 以 构造 一 列 多 项 式 ， 
Po(x) ,P(x) ,Pa XE) ,es (1) 
使 得 pwx) 的 次 数 是 mn， 而 且 其 中 任意 两 个 多 项 式 在 [ay 
站 上 都 关于 w(x) 正 交 ， 这 时 称 (1) 为 在 [a,b] 上 关于 权 
(x) 的 正 交 多 项 式 系 , 并 称 (0) 中 每 一 个 多 项 式 为 正 交 多 
项 式 。 如 果 正 交 多 项 式 系 (1) 还 满足 条 件 | PMz)az)dz 
一 1 (n=0,1,…)， 则 称 (1) 为 在 [a,0] 上 关于 权 w(x) 的 
规范 正 交 多 项 式 系 。 
为 了 构造 (0)， 先 计算 积分 m= | zwtz)dx (n= 


9,1,…), 然 后 记 4-1=1， 


po 由 
Pi wk Gi 
Di nt pean 
以 及 
jm 身 Hn 1 
| 
Paz)=| 7 
| Ap 


则 fpw(z)}3-。 就 是 在 Lo, 5] 上 关于 权 wz) 的 一 个 正 交 多 
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项 式 系 。 常 记 。。 (x) 一 -Pot*)， 


Pa(x), 
-1 


则 多 (zx) 的 首 项 系数 为 1, (x) 的 首 项 系数 是 正 的 ,而 且 
{n(x)} 是 在 [a 5] 上 关于 权 a(x) 的 规范 正 交 多 项 式 系 。 
对 于 同一 权 函 数 的 正 交 多 项 式 系 虽然 很 多 ， 但 是 首 项 系 
数 为 1 的 正 交 多 项 式 系 或 首 项 系数 为 正 的 规范 正 交 多 项 
式 系 却 是 由 权 w(z) 所 唯一 确定 的 。 任 一 ”次 多 项 式 都 可 
表示 为 pw(z),Pi(z)，…，*pn(z) 的 线性 组 合 .pw(z) 的 零点 
全 部 位 于 (a,b) 中 ， 而 且 pw*i(z) 的 相 邻 两 个 零点 间 都 有 
po(x) 的 一 个 零点 。 此 外 ,对 于 n= 0， 1,… 都 有 如 下 的 道 
推 公式 ， 
Bra(x) = x amr) bone)— Annolx), 《2 

式 中 
Cr RE RE | MR 
ao 人 后 (xz)o(z)dz。 

假设 函数 f(x) 在 [a，b] 上 关于 wx) 平方 可 积 ， 即 
few)ar< ony 丈 o,=] fr) ocx)de 为 f 


关于 {f(x))?- 的 伟 里 叶 系数 ， 这 nbn(z) 为 了 的 伟 里 叶 
级 数 ,车 记 这 个 级 数 前 n+1 项 之 和 为 S,(f,x), 则 对 任何 
次 数 小 于 的 多 项 式 9 有 | [fa 一 Sw Hiz)]ia(z)dx 
< | rc 一 az)]iotzydr 而 且 当 me 时， 这 个 不 
等 式 左边 所 表示 的 偏差 收敛 于 零 。 对 于 任何 正 交 多 项 式 
系 ,都 有 连续 函数 使 其 候 里 叶 级 数 不 一 致 收敛 ,为 了 研究 
伟 里 叶 级 数 的 收敛 性 ,党 记 Ko(z,b= 六 名 (z) .Ct)， 
称 为 核 。 显 然 S,(f， #)= Koftadt et 关于 核 
K(x,t) 有 如 下 的 克 里 斯 托 费 尔 - 达 布 公式 
Kal,t) = ANT Bars)polt) = pow)pott) 。 

由 此 易 证 :着 在 点 * 处 {6m(x)}?-o 有 界 , 而 且 函 数 p(t) 一 
人 = 人 2) 关于 权 wkt) 平方 可 积 ， 则 Su(f，x) 收 伍 于 
f(x), 

常用 的 正 交 多 项 式 是 关于 wx)=(1 一 x)*(1 一 x*)* 
正 交 的 雅 可 比 多 项 式 

Dr 

(-1<x<1), 

式 中 a> 一 1,8> 1, 是 给 定 的 实数 ,对 于 J 名 ,Cx), 有 


T(atpBt+nt+1) 


Ww) Tat Btant1) 


Zn (x), 
jx)= 
mtB+2ntl Tlnt1)T(at+Bt+n+1) 
Zar T(atnt+1)T(Btnt+1) 
(n=0,1,.)。 


T(x) 
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可 以 算出 ,此 时 递 推 公式 (2) 中 的 
所 = 
WaT (atBiamnt+2)(athtanid) ， 
4A(atnt+1)(B+n+1)(a+B+nt+1)(n+1) 


Mr = (at+B+2n+1)(at+B+2n+2) (at+B+2ant+3)® 


4=B 的 情况 比较 简单 , 称 作 超 球 多 项 式 。 当 a=p=0, 也 
即 关 于 权 Kx) 三 1 (|x| <1) 时 ,相应 的 正 交 多 项 式 称 作 
勤 让 德 多 项 式 , 它 还 可 表 成 


Xu(z)= 工 『 (xz+iw/I 丈 cosb)ndg (~1<z<l)。 


当 =-6= 一 去, 也 即 关 于 权 oz)= -Earlzl<1)， 


相应 的 正 交 多 项 式 称 作 切 比 雪夫 多 项 式 , 它 有 表达 式 
Ta(z) 一 cos(mn arc cosx) (—1<x<1), 


， 也 即 关于 权 w( xz) 一 AI 一 三 (|x|<1), 相 


应 的 正 交 多 项 式 称 作 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 ， 它 有 表 
达 式 


当 <=p- 孔 


sin(n+1)arccosx 
Ni-m 。， 
这 些 正 交 多 项 式 的 正 交 区 间 都 是 [一 1,1], 它 们 不 仅 本 身 
有 广泛 的 应 用 ,而 且 其 零点 还 常 作 为 插值 过 程 的 结 点 此 
外 ，J 各 "(x) 还 是 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 (1 一 x*)y” + 
[B—a—(at+B+2)x]y'+n(at+B+n+1)y~0 的 解 。 
如 果 讨论 的 是 无 限 区 间 [0，+ co)， 则 常 考虑 以 
w(x)~e-* 或 u(x)~e™* 为 权 的 正 交 多 项 式 系 {Ln(*)}%-o 
与 {H,(x)}?-。， 它们 依次 称 作 拉 盖 尔 多 项 式 与 埃 尔 米 特 
多 项 式 ,其 表达 式 是 


n 
L(x) er 和 (xne™®), Se 


U(x)= 


L(x) = Lz); 
ee a Hix), 
和 (x)= ET Hn(x)。 


递 推 公式 是 
和 .xz)= (x—2n—3) fr) — (nt1) Lz), 
fae) ze) — Ex). 
Ju 人 zx) 与 Ha(x) 还 依次 满足 微分 方程 
xy" +(1—x)Yy +ny=0, yy —2xy'+2ny=0, 
上 述 理论 完全 可 能 推广 为 如 下 形式 , 设 %( xz) 是 区 间 
[CasbJ 上 的 非 碱 画 数 ,|”dy(x)>0。 如 果 定义 在 [a,bJ 上 


的 函数 fx) 与 9(x) 满足 等 式 ofce0gc)aycx) =0, 则 


称 它 们 在 [a, b] 上 关于 权 (zx) 正 交 。 这 里 的 积分 是 勒 由 
格 -斯 六 尔 杰 斯 意义 下 的 积分 。 为 区 别 上 述 情况 ,人 们 称 
这 时 的 权 函 数 %(z) 为 积分 权 ， 而 将 前 面 的 权 函 数 w(x) 
称 作 微分 权 。 由 积分 权 出 发 建立 的 正 交 多 项 式 理论 自然 


要 广泛 一 些 。 此 外 ,还 可 建立 多 元 的 正 交 多 项 式 理论 。 
( 谢 庭 落 》 

zhengjlooxl 

正 交 系 (orthogonal system) 互相 正 交 的 函 


数 系 的 简称 。 平 面 上 两 个 向 量 a=(01,0,) 和 b 一 (bybz) 
的 正 交 性 可 用 内 积 《a, b>=abu+0sbs=0 刻画 。 对 [a,b] 


上 平方 可 积 孙 数 人 (x) 和 gCw), 可 用 <f,9) = fagccdx 


定义 内 积 ,而 且 用 <f,9》 0 定义 正 交 性 ,在 这 个 定义 下 ， 
上 面 许多 几何 事实 可 以 移植 到 该 函数 空间 。 由 此 便 产生 
了 正 交 系 的 概念 ， 设 {p(x)} cLi[a，b] 都 异 于 零 且 两 
两 正 交 , 则 称 {pv(z)} 是 [a， 上 的 正 交 函 数 系 。 又 ,车 
用 Cw)ax=1 (k=1,2,…), 则 称 正 交 系 (p(x)) 是 就 范 
的 。 正 交 系 在 分 析 学 中 有 着 重要 地 位 ,在 许多 数学 分 支 ， 
例如 ,微分 方程 .积分 方程 .计算 方法 、 实 西数 、 复 函数 与 
泛 函 分 析 中 常会 遇 到 它们 。 

二 系 的 人 于 最 早出 现 且 也 是 最 重 要 的 正 交 系 是 


[一 m J 上 就 范 让 交 的 三 角 孙 数 系 -调和 ， 
Cosnx sinnx 


,和 ，…。 它 的 出 现 与 弦 振动 问题 有 闭 
密切 联系 。 对 它 的 深入 研究 曾 对 整个 分 析 学 的 发 展 起 过 
很 大 的 促进 作用 。 除 三 角 函数 系 外 , 正 交 多 项 式 系 \ 哈 尔 
系 、 拉 德 马赫 尔 系 和 沃 尔 什 系 也 是 有 较 大 理论 和 应 用 价 
值 的 正 交 系 。 哈 尔 系 、 拉 德 马赫 尔 系 和 沃 尔 什 系 都 是 
[50,1J 上 就 范 正 交 系 。 

哈 尔 系 {zo(x)}%-: 是 由 匈牙利 数学 家 A. 哈 尔 于 
1910 年 提出 的 ,定义 如 下 


cx) x (x)=1 


证 0 


1 
-1 xe(z,1], 
若 n>3, n=2m+k (>1，1<k<2"), 那 么 


Nn xe (Fl!, 

ki 
= 一 ze (二) 
| 


( 若 I#k,1<1<2")， 


在 间断 点 上 x 委 *(*) 等 于 左 , 右 极限 的 算术 平均 。 
拉 德 马赫 尔 系 {r(x)}$- 是 德国 数学 家 H. 拉 德 马 
赫 尔 于 1922 年 提出 的 ,定义 如 下 : 
Ta(z) 一 Sign(sin 2"rx) (n=1,2,.)。 


Ee | 


沃 尔 什 系 {Wn(*)}#-。 是 由 美国 数学 家 J.L. 沃 尔 什 于 
1923 年 提出 的 ,定义 如 下 ， 

A 

Wa(X)=Th+r3 (TTh2t TTF) 

( 当 n>1 且 其 二 进 表示 为 n=244+2%+… 十 24?。 hh 之 
kc ks) 

正 交 系 的 完备 性 ”平面 上 任意 两 个 正 交 的 单位 向 量 
{e@1,e:} 都 是 一 组 基 ， 即 任 一 平面 向 量 a 可 表示 为 a= 
er 十 qzes 的 形式 。[a, b] 上 平方 可 积 函 数 空间 L?[a,b] 
中 的 函数 是 否 也 可 用 正 交 系 作 类 似 的 表示 呢 ? 回答 是 有 
时 可 以 ， 有 时 不 可 以 。 这 取决 于 正 交 系 的 完备 性 。 设 
{pa(x)} 是 [a,b] 上 就 范 正 交 系 ，f(x) EL?[a,b], 称 0 一 
好 ，qn) 为 人 xX) 关于 正 交 系 {pn(x)} 的 伟 里 叶 系 数 。 假 如 
,=<f ,Pn 三 0(n=1,2,…) 仅 当 f(x)=0 时 才 成 立 ， 则 
称 {pn(x)} 是 完备 的 。 前 面 所 说 的 三 角 函 数 系 、 哈 尔 系 、 
沃 尔 什 系 都 是 完备 的 ， 拉 德 马赫 尔 系 不 是 完备 的 。 若 
{pn(x)} 是 完备 的 就 范 正 交 系 ， 那 么 对 于 一 切 f(x) ET 


[a,b] 有 展开 式 了 x) 一 总 gra(x)。 此 式 的 含义 是 其 部 分 


和 序列 Su(z) 一 六 oupi(z) 在 Ta, 所 中 收 和 化 于 JKx)。 反 
之 ,着 上 式 对 一 切 1(x) EL?[a,b] 成 立 , 则 {po(*)} 必 须 是 
完备 的 。 

抽象 空间 的 正 交 系 一 般 地 , 设 于 是 布尔 伯 御 空间 ， 
则 当 内 积 (x, D =0 时 , 称 元 素 z 和 是 正 交 的 。 正 交 系 
是 指 异 于 等 且 相互 正 交 的 元 素 系 。 同 样 可 以 定义 就 范 、 伟 
里 叶 系数 和 完备 性 等 概念 。 当 正 交 系 最 多 只 有 可 列 个 元 
素 时 ， 可 以 证 明 ， 就 范 正 交 系 fx 的 完备 性 是 一 切 元 素 


yEH 有 展开 式 y= 吕 <y,x>x, 的 充 要 条 件 。 通 常 称 此 展 


开 式 为 按 {xw} 的 正 交 展开 或 传 里 叶 展 开 。 

( 施 戌 沈 ) 
zhengtoai fenbu 
正 态 分 布 (normal distribution) 最 重要 的 


一 种 概 系 分 市。 若 随机 变量 和 取 不 超过 实数 并 的 值 这 一 
事件 的 概率 为 


P(X<*)= 二 于 -去 | exp{— (一 2/2oz}dt ， 


二 训 oo 而 冯 (本 
者 分 布 或 高 斯 分 布 ， 记 作 N(w, oz)。 它 是 具有 密度 函数 
p(y ho 0) 一 却 关 eXP( 一 (x 一 1):/20) 的 连续 型 分 有 。 
正 态 分 布景 早 由 A. 太美 第 《1730) 在 求 二 项 分 市 的 

浙 近 公式 中 得 到 。C.F, 高 尖 在 研究 测量 误差 时 从 另 一 个 
角度 导出 了 它 。P.-S. 拉 普 拉 其 和 高 斯 研究 了 它 的 性 质 。 
生产 与 科学 实验 中 很 多 随机 变量 的 概率 分 布 都 可 以 
近似 地 用 正 态 分 布 来 描述 。 例 如 ， 在 生产 条 件 不 变 的 情 
况 下 ,产品 的 强力 、 抗 压强 度 、 口径 、 长 度 等 指标 ;同一 种 
生物 体 的 身长 体重 等 指标 同一 种 种 子 的 重量 ; 测量 同 
一 物体 的 误 莽 , 弹 着 点 沿革 一 方向 的 偏差, 某 个 地 区 的 年 
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降雨 量 ， 以 及 理想 气体 分 子 的 速度 分 量 ， 等 等 。 一 般 来 
说 ， 如 果 一 个 量 是 由 许多 微小 的 独立 随机 因素 影响 的 结 
果 , 那 么 就 可 以 认为 这 个 量具 有 正 态 分 布 ( 见 中 心 极限 定 
理 )。 从 理论 上 看 ， 正 坊 分 布 具有 很 多 良好 的 性 质 ,许多 
概率 分 布 可 以 用 它 来 近似 ;还 有 一 些 常用 的 概率 分 布 是 
直接 由 它 导出 的 ,例如 对 数 正 态 分 布 , tm) 分 布 ,xx(m) 分 
布 , (m,ns) 分 布 等 。 

正 态 分 布 Nac?) 的 密度 函数 p(x;p,0) 的 图 像 是 一 
条 位 于 x 轴 上 方 的 钟 形 曲线 (图 1), 它 在 x*=4 处 达到 最 
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图 1 正厅 分 布 NCp,0) 的 密度 年 数 
9(xip 9) (Caos) 

大 值 , 而 且 关 于 x=4 对 称 ,or 越 小 ， 分 布 越 集中 在 工 一 上 
附近 ,= 越 大 ,分布 越 分 散 ， 曲 线 在 离 x= 4 较 远 处 很 快 
接近 于 0。 若 随机 变量 X 遵从 正 态 分 布 Nu，c)， 则 
P(X—pn|<20)~95.45%, P(X—n|<30)~99.73% 
它 的 数学 期 望 、 方差 与 特征 函数 ( 见 概率 分 布 ) 分 别 是 wy 
中 与 exp{itn 一 bo/2}。 

当 4=0,0=1 时, 即 N(0,1), 称 为 标准 正 态 分 布 ,其 


密度 函数 及 分 布 函数 分 别 为 
p(x)= 让 (-*/} 
及 
2 sm-wat (xER), 


着 随机 变量 X 洒 从 分 布 NC4,07)， 则 (X 一 p)/o 遵从 分 布 
NC0,1), 而 且 gCx3450) = 让 (入;0,1)。 由 于 有 这 种 


关系 ， 在 应 用 中 只 需 对 N(0，1) 编 造 各 种 数值 表 供 查 。 
多 维 正 态 分 布 ”对 nn 维 随机 向 量 关 一 (X,，X，,…， 
X,) ,其 nn 维 正 态 分 布 是 以 


p(X)= zp 一 主 (zp 


1 
(zER"), 
为 密度 函数 的 连续 型 概率 分 布 ， 记 作 N(P, 王 ) 或 Nw(P， 
王 ), 其 中 王 = (zzay yza) 一 (让 ta mm) 是 于 维 
欧 几 里 得 空间 Re 中 的 点 ,. 工 一 由 = (后 一 让 ，za 一 训 ， 
To 一 各) (aa as)》 表示 (yaa, …,aa) 的 转 置 ; | 
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和 三 :分别 表示 ?xm 正定 对 称 矩 阵 互 = (cuw) 的 行列 式 
和 逆 和 矩阵 。 二 维 正 态 分 布 的 密度 函数 通常 写成 如 下 形式 
《 即 在 前 式 中 nm= 2, 又 在 王 = (ou) 中 , 令 04=of5i=1,2， 
ai 
1 1 
Taxol ep{ -z= 7)" 
_2r(X hh ) (Xa pa) + 
qo 
式 中 >>0,0;>0,1r| <1, 其 图 像 如 图 2。N(p, 王 ) 的 特 
征 函 数 是 
TD=exmp 和 ant- 到 bz (teRn)。 

当 三 为 退化 的 非 负 定 矩阵 时 ， ~! 不 存在 ， 但 根据 特征 
函数 与 分 布 函 数 相互 唯一 确定 的 定理 ， 仍 可 将 N(p, 2) 
定义 为 以 上 述 f(t) 为 特征 函数 的 n 维 概率 分 布 ， 这 时 它 
不 存在 密度 函数 , 称 为 n 维 退化 正 态 分 布 , 它 的 质量 集中 
在 某 个 k(<n) 维 子 空间 上 ,k 是 矩阵 三 的 秩 。 由 多 维 正 
态 分 布 也 可 导出 其 他 一 些 重要 的 多 维 分 布 ， 如 维 夏 特 分 
布 , 并 分 布 ( 见 多 元 统计 分 析 ) 等 。 

多 维 正 态 分 布 有 以 下 的 性 质 , 设 X=(X, ,Xs,…,X,) 
有 概率 分 布 Np,2),， 则 EX,= ps E(X,—p) (Xs) = 
owsksj=1,2,…sn, 厂 是 X 的 协 方差 阵 ; NG, 三 ) 的 任何 
边缘 分 布 仍然 是 正 态 分 布 ;Xi,X:，…，X 独立 的 充分 必 
要 条 件 是 wmw= 0, 对 一 切 ji 六 K 和 = 1, 2， 成立; 设 C 


z 


(Xi Xs) 


[ 鱼 —m): 


了 


图 2 二 维 正 杰 分 布 的 密度 函数 


为 任 一 mxn 实 和 矩阵 ， 则 m 维 随机 向 量 Y=XC' 遵从 正 
态 分 布 N(p'C',CZC'), 其 中 C' 为 C 的 转 置 ;特别 ,遵从 
分 布 N(mvc; ) 的 随机 变量 Xs, j=1,2，*…,n, 若 相 互 独 
立 ， 则 它们 的 和 局 2 如 从 分 布 N( 阅 ， 六 四).n 维 
随机 向 量 六 一 (X1,Xs,…, X。) 尊 从 nn 维 正 态 分 布 的 充分 
必要 条 件 是 它 的 任 一 线性 组 合 都 遵从 正 态 分 布 。 

《 严 士 健 》 
zhengminglun 
证 明 论 《proof theory) 数理 运转 的 一 个 分 
支 ,以 数学 证 明 为 研究 对 象 的 数学 理论 。 


逻辑 学 中 关于 证 明 的 研究 由 来 已 久 . 亚 里 士 多 德 工 
具 论 》 一 书 中 的 《分 析 后 篇 就 是 讨论 有 关 证 明 的 问题 的 ， 
并 且 他 是 以 古 希 腊 时 期 的 数学 中 所 用 到 的 证 明 作为 研究 
对 象 的 。 近 代 的 证 明理 论 开始 于 20 世纪 前 期 ,是 由 德国 
数学 家 DD. 硕 尔 伯 亲 创立 的 。 希 尔 伯 特 有 时 将 证 明 论 与 
元 数学 ( 即 数学 基础 ) 视 作 同 义 语 。 希 尔 伯 特 学 派 所 发 展 
的 证 明 论 侧重 于 公理 系统 的 无 矛盾 性 的 研究 ， 他 们 企图 
用 本 身 无 可 怀疑 的 方法 〈 即 希 尔 伯 特 等 人 所 说 的 有 穷 广 
法 ， 有 时 又 称 作 初 等 方法 ) 米 论证 整个 数学 是 无 示 盾 的 。 
希 尔 伯 特 原来 设想 ,从 公理 化 算术 开始 ,用 有 穷 方法 证 明 
它 的 无 矛盾 性 ， 然 后 证 明 数 学 分 析 以 及 集合 论 的 无 矛盾 
性 等 等 

1931 年 K. 下 他 尔 证 明了 下 列 事实 ， 在 一 个 复杂 到 
一 定 程度 的 公理 系统 中 ,如 果 这 个 系统 是 无 矛盾 的 , 则 它 
是 不 完备 的 ， 而 且 它 的 矛盾 性 在 这 个 系统 中 是 无 法 证 明 
的 。 这 就 证 明了 希 尔 伯 特 原来 的 方案 是 无 法 实现 的 。 在 
这 以 后 ， 有 些 远 辑 学 者 打算 降低 原来 的 要 求 ， 采 用 可 千 
性 比 有 穷 方法 低 的 方法 来 证 明 算术 和 数学 分 析 的 无 矛盾 
人 性。G. 根 内 在 1936 年 证 明了 算术 的 无 巴 盾 性 ，60 年 代 
以 来 又 有 些 人 证 明了 数学 分 析 的 某 些 片断 的 无 矛盾 性 。 

虽然 希 尔 伯 特 学 派 关于 证 明 论 的 研究 专门 注重 数学 
系统 无 矛盾 性 的 证 明 ， 但 证 明 论 本 不 应 限于 无 矛盾 性 的 
证 明 的 研究 。G, 克 赖 泽 尔 等 人 60 年 代 以 来 ， 开 始 了 关 
于 证 明 的 结构 以 及 复杂 度 等 问题 的 研究 .1977 年 以 来 本 
帕 里 斯 等 人 发 现 了 算术 中 自然 的 不 可 判定 的 命题 。 后 来 
有 些 人 在 从 事 这 方面 的 研究 ,又 获得 了 一 些 重要 的 成 果 。 

半 个 世纪 以 来 ， 证 明 论 的 最 重要 的 结果 之 一 是 可 此 
尔 不 完备 性 定理 。 根 据 这 一 定理 可 知 ， 对 复杂 到 一 定 程 
度 的 (这 里 所 说 的 “一 定 程度 "是 可 以 严格 定义 的 ) 数 学 理 
论 T 而 言 , 如 果 人 是 无 填 盾 的 , 则 了 是 不 完备 的 ; 也 就 是 
说 ,在 这 些 理论 中 ,总 有 一 些 命题 ,它们 是 真 的 ,但 不 能 由 
这 些 理论 的 公理 推出 。1977 年 以 来 ,又 发 现在 算术 中 存 
在 着 自然 的 不 可 判定 的 命题 ,也 就 是 说 ,从 算术 的 公理 出 
发 , 既 不 能 证 明 也 不 能 否 证 的 算术 命题 

1931 年 时 哥 德 尔 就 发 现 了 算术 中 存在 有 不 可 判定 
的 命题 ， 后 来 文献 中 称 之 为 哥 德 尔 语句 。 这 一 语句 G 是 
说 “语句 G 是 不 可 证 的 .” 哥 德尔 语句 是 一 个 算术 的 命 
题 ， 但 不 是 自然 的 算术 命题 。 算 术 中 第 一 个 自然 的 不 可 
判定 的 命题 是 直到 1977 年 才 由 凰 里 斯 等 人 发 现 的 。 这 
被 认为 是 数理 逻辑 中 一 项 重大 成 果 。 

克 加 泽 尔 派 的 证 明 论 以 证 明 的 结构 和 复杂 度 为 研究 
对 象 。 这 方面 的 研究 结果 是 与 计算 复杂 性 理论 渗透 交叉 
的 ， 在 计算 机 科学 中 ， 特 别 是 在 定理 的 机 械 化 证 明 中 可 
能 有 应 用 。 

构造 主义 腔 辑 和 构 壬 性 数学 方面 近年 来 也 有 不 少 成 
果 。 构 造 主义 软 辑 中 最 早 提出 的 一 种 是 荷兰 数学 家 布 劳 
威 尔 在 20 世纪 初 提出 的 直觉 主义 逻辑 。 这 是 一 种 排 中 律 
在 其 中 不 成 立 , 因 而 在 其 中 不 能 用 间接 证 明 的 远 辑 (这 里 
所 说 的 排 中 律 不 成 立 是 指 对 无 穷 集 而 言 ! 在 直觉 主义 远 


辑 中 ,对 有 穷 集 而 言 , 排 中 律 还 是 成 立 的 )。L. E. 本 布 劳 
成 尔 提出 这 种 逻辑 是 为 了 解决 数学 基础 方面 的 问题 ， 也 
就 是 作为 避免 个 论 的 一 种 方案 。 实 际 上 ,构造 倾向 ( 即 注 
重 算法 的 倾向 ) 一 直 是 数学 史上 的 一 种 重要 倾向 。20 世 
纪 40 年 代 以 来 ,由 于 电子 计算 机 的 发 明和 计算 技术 的 发 
展 ， 这 一 倾向 更 显 出 其 重要 性 。 而 且 直 党 主义 逐 辑 已 被 
发 现 与 有 些 数学 分 支 ( 如 集合 论 中 的 力 迫 理论 ) 有 出 人 意 
料 的 联系 。 

证 明 论 的 关于 算术 中 的 自然 的 不 可 判定 的 命题 的 研 
究 正 在 引起 越 来 越 多 的 人 注意 。 已 有 人 猜测 ， 数 论 中 有 
些 著名 问题 如 黎 曼 猜 测 、 费 马 大 定理 和 哥 德 巴赫 猜想 等 
都 可 能 是 算术 中 不 可 判定 的 命题 。 并 且 由 于 已 知 这 些 命 
题 都 是 可 以 表示 成 Vn R(n) 的 形式 的 《这 里 # 是 自然 
数 , 而 R(n) 是 一 个 递归 谓词 ), 而 又 知道 , 如 果 一 个 命题 
了 可 以 表示 成 YnRCn) 的 形式 ， 而 且 P 是 在 算术 中 不 可 
判定 的 , 则 了 不 可 能 是 假 的 ,必然 是 真 的 。 因 此 这 一 方向 
的 研究 更 加 令 人 注意 。 计 算 机 科学 中 有 些 未 解决 的 问题 
(如 P=?NP) 也 有 人 猜测 ， 是 在 算术 中 不 可 判定 的 。 


参考 书目 
J. Barwise, ed., Hondbookh of Moathematicol Logic, 
North-Holland, Amsterdam, 1977. 


( 吴 尤 曾 ) 
zhijuezhuyl 
直觉 主义 〈intuitionism) 。 见 数学 基础 。 
zhlwenmlon 
直 纹 面 (ruled surface) 见 的 面 。 
zhlxion 
直线 (straight line) 构成 几何 图 形 的 最 基本 


的 元 素 。 在 D. 希 尔 伯 特 建立 的 欧 几 里 得 几何 的 公理 体系 
中 ( 见 欧 几 里 得 几何 学 )， 把 点 \ 直 线 和 平面 与 "点 在 直线 
上 ”"、“ 点 在 平面 内 "、“ 一 点 在 另 两 点 之 间 ”"、“ 线 段 合同 ”、 
“ 角 合 同 "一 起 作为 基本 概念 ,由 “结合 公理 "顺序 公理 ”、 
“合同 公理 "连续 公理 "、"“ 平 行 公理 "等 五 组 公理 制约 。 
换 句 话说 ,它们 的 概念 体现 在 这 五 组 公理 之 中 。 

在 建立 了 直角 坐标 系 Oxy 的 坐标 平面 内 ， 直 线 的 方 
程 是 xy 的 一 次 方程 。 

如 果 把 直线 方程 写成 Ax+By+C~0 (4.B 不 全 为 
0) 的 形式 ， 这 种 形式 的 直线 方程 ， 通 常 叫做 直线 方程 的 
一 般 式 。 

通过 定点 Ms(xe，z)、 斜 率 为 大 的 直线 的 方程 为 
y 一 如 一 k(x 一 xX。)。 这 种 形式 的 直线 方程 ,由 做 直线 方程 
的 点 斜 式 。 当 斜率 为 大 的 直线 在 ! 轴 上 的 截 距 为 b 时 ， 
直线 的 方程 为 y=kx+b。 这 种 形式 的 直线 方程 ,叫做 直 
线 方程 的 斜 截 式 。 

通过 两 定点 Mi(zi, 加) 和 M(x, 加 ) 的 直线 的 方程 


为 g 一 在 = 下 二 扫 (z 一 六)。 这 种 形式 的 直线 方程 ， 叫 做 
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直线 方程 的 两 点 式 。 当 直线 在 x 轴 \y 轴 上 的 截 距 分 别 为 
a.b 时 ,直线 的 方程 为 本 + 车 =1。 这 种 形式 的 直线 方程， 


叫做 直线 方程 的 截 距 式 。 
方程 为 hz+By+C=0(4、B 不 全 为 0) 的 直线 的 余 


率 为 -个 ， 在 x 轴 4 轴 上 的 规 距 分 别 为 -人 和 -人 。 


由 坐标 原点 0 至 直线 
1 的 距离 如 果 为 P( 宇 0)， 
直线 ! 的 法 线 上 与 x 轴 的 
正 半 轴 的 交角 如 果 为 9 
(0<0<2x)( 图 1), 直 线 1 
的 方程 为 x cos9+ysin9 一 
p=0。 这 种 形式 的 直线 方 
程 ， 通 常 叫做 直线 方程 的 
法 线 式 。 

在 同一 直角 坐标 系 Ox 中 ， 如 果 一 直线 的 方程 的 一 
般 式 为 Ax+ By+C= 0, 方 程 的 法 线 式 为 xcosb+ysinb 
一 P=0, 那 么 


图 1 直线 的 法 线 


in 0 FAT 


Et 
十 VET 了 


na 
Pp" EV/AT 
( 当 C#0 时 ， 王 7 直 而 的 符号 的 选取 应 与 C 的 符号 相 


反 ，C- 0 时 ,可 任 选 其 符号 )。 

一 直线 x cos 9+ysin 9 一 p==0 至 一 定点 Me (x。,y。) 
的 距离 为 4=x。cos9 十 yosin 9 一 p。 如 果 此 直线 方程 为 hz 
+By+C=0, 那 么 ,至 点 Mo(x。,y。) 的 距离 为 


Axs+ Bys+C 
tMR+F* 


式 中 根 式 的 符号 与 C 的 符号 相反 。 


MA h 了 1 [a 


d= 


ol * ol = 


图 2 二 直线 的 交角 


如 果 直 线 和 1 的 斜率 分 别 为 所 和 (图 2), 和 
1 所 指定 的 交角 的 正切 为 


直线 上 和 也 平行 的 充 要 条 件 是 扩 一 局 ! 垂直 的 充 要 
条 件 是 6 一 1 或 = 一 站。 
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如 果 直 线 有 和 1 的 方程 分 别 为 Ax+ Biy+C1=0 和 
Asx+Biy+C 一 0, 那 么 , h 和 的 交点 坐标 为 


和 重合 。 

如 果 以 直角 坐标 系 Oxy 的 原点 0 为 极 , Ox 为 极 轴 
建立 极 坐标 系 ， 那么 , 在 直角 坐标 系 Oxy 中 ， 一 直线 的 
方程 如 果 是 x cos 6+ysin 9 一 p 二 0, 它 在 该 极 坐标 系 的 方 
程 即 直线 上 点 的 极 坐标 (P,a) 所 满足 的 方程 为 

peos(0—a)—p=0, 

在 直角 坐标 系 Oxy ， 

中 建立 了 坐标 向 量 后 ， 
取 一 点 Mo， 其 向 径 为 
Tofx1, 轴 }， 取 任意 非 零 
向 量 n{4,B}, 引 垂直 n 
并 通过 点 M。 的 直线 1。 
设 M(x, y) 是 直线 ! 上 
任意 点 (图 3), 其 向 径 为 
rfx， 由 ， 那 么 nn 加州 
==0 或 n.(r 一 r0) 0, 就 是 直线 ! 的 向 量 方程 。 

设 f、j 分 别 为 Ox、0Oy 轴 的 正方 向 上 的 单位 向 量 ， 
那么 , n=At+Bj, 7 一 ro=(x 一 Xo)t+(y 一 yo)j。 因 而 
n:(r—ro)=0, (At+BI)C(x—xoNt+(y—yo)]=0; 即 
A(x—xott+B(x—xo) tjtAly—y)tj+ BC 一 四 
j=0;B Ax+By— (Axo+ By)=0, 

设 C= 一 (Ax。+By,),， 上述 方 程 即 Ax+By+C=0。 
因此 , 直线 ! 的 向 量 方程 n.(r 一 7。)=0 便 化 为 直线 方程 


图 3 直线 的 秋 直 向量 


的 一 般 式 。 ( 钟 普 基 ) 
zhixian jihe 
直线 几何 (line geometry) 以 直线 为 基本 元 


素 的 几何 学 。 人 们 习惯 于 以 点 为 几何 基本 元 素 ， 而 把 其 ， 
他 几何 图 形 作为 点 的 集合 。 但 是 ， 也 可 以 把 其 他 一 些 几 
何 对象 作 为 基本 元 素 。 例 如 以 直线 为 元 素 就 有 直线 几何 
学 ,以 平面 上 的 圆 或 三 维 空间 的 球面 作为 基本 元 素 , 就 有 
贺 素 或 球 素 几 何 学 ,等 等 。 这 样 ,以 点 为 基本 元 素 的 几何 
就 可 以 叫做 点 几何 学 。 

射影 平面 Pt 上 的 直线 几何 只 是 点 几何 的 对 偶 。 三 
维 射影 空间 P! 的 直线 构成 一 个 四 参数 族 ，P? 的 直线 几 
何 值得 特别 注意 。 

直线 坐标 ” 设 在 三 维 射影 空间 P! 里 ,建立 了 齐 次 坐 
标 系 。P? 里 的 一 条 直线 p 可 以 用 它 上 面 两 点 (y),(z) 来 
决定 。 取 这 两 点 的 坐标 所 构成 的 矩阵 

Yo Yi Ys Ys 
(nn 


令 


Pu 一 2 一 2 (i,j=0,1,2,3) 
表示 和 矩阵 的 二 阶 行列 式 , 则 ps= 一 pu。 因 此， 可 以 省 掉 
pu 中 的 一 半 , 剩 下 六 个 ， 

Pors Poss Poss Pess Pats Pizo 

容易 证 明 : 如 果 在 P 上 取 任 意 其 他 两 点 来 代替 (y),(z)， 
所 得 到 的 pw 和 原来 的 成 比例 ;还 可 以 证 明 , 上 述 六 个 pe 
满足 一 个 二 次 方程 

AQ(p,p)=popnt Posps + Pospr2—0, 
倒转 来 , 已 给 不 都 等 于 零 而 满足 0(p,p) =0 的 六 个 py， 
必 有 唯一 的 一 条 直线 ， 它 上 面 两 点 的 坐标 所 构成 的 二 阶 
行列 式 和 所 给 pw 成 比例 。 因 此 , 不 都 等 于 零 而 满足 
9(p,P)= 0 的 六 个 pu 总 可 以 看 做 P' 里 一 条 直线 p 的 齐 
次 坐标 (p)=(pw), 叫 做 普 吕 克 坐 标 。 

P 里 一 条 直线 也 可 以 看 做 两 个 平面 (4)= (Wo, 4， 
aas) (DO 一 (Do mW pay V3) 的 交 线 。 令 =U 一 WD 
(i,j=0,1,2,3), 不 难 证 明 

or Tor :Kos To: Ty ys = Pe: py:Pis:Por :Por:Pose 

相交 直线 ”两 条 直线 p,q 相交 的 充 要 条 件 是 它们 的 
坐标 (p),(q) 满 足 双 线性 方程 

A(p,q9)=Puqgn + Pog 十 pugia 十 pngor 
十 pngoz 十 pizgos 一 0。 

线束 、 线 把 与 线 场 ”两 条 直线 p,q 的 坐标 (P),(9) 的 
线性 组 合 (Xp+49) 一 般 不 是 一 条 直线 的 坐标 。 三 条 直 
线 的 坐标 的 线性 组 合 也 是 如 此 。 但 是 ，@ 若 p,q 为 相交 
直线 ， 则 当 (X,A) 夫 (0,0) 时 ， 线 性 组 合 (XP+ 中 ) 代 表 直 
线 ， 而 且 一 切 这 样 的 直线 构成 p,q 所 确定 的 线束 ， @ 若 
了 ,97 为 共 点 而 不 共 面 的 直线 ， 则 (和 ,woz) 夫 (0,0,0) 时 ， 
线性 组 合 (XpP+ +zr) 也 代表 直线 ， 而 一 切 这 样 的 直线 
构成 pyg,r 所 确定 的 线 把 ，@ 若 p,q,7 为 共 面 而 不 共 点 
的 直线 ， 则 它们 的 一 切线 性 组 合 (其 中 系数 不 都 是 零 ) 构 
成 它们 所 确定 的 线 场 。 

线 从 、 线 汇 与 线 列 ” 含 直线 坐标 的 一 个 齐 次 方程 代 
表 一 个 线 从 ;两 个 独立 联 立方 程 代表 一 个 线 汇 ， 三 个 独 
立 联 立 方程 代表 一 个 线 列 。 一 般 地 ， 它 们 依次 含有 co， 
cotcol 条 直线 。 若 这 些 方程 是 线性 的 ,就 有 以 下 事实 。 

@ 一 个 线性 方程 

A(a,p) 一 0otpa 十 Goapst + Gospra + Gpot 

+ apost+ Guapos =0, 

式 中 au 是 常数 ,代表 一 个 线性 线 从 。 若 ow 是 一 条 固定 
直线 4 的 坐标 , 则 9(a,p) 是 一 个 “特殊 线性 线 从 ”, 它 是 一 
切 同 a 相交 的 直线 所 构成 。 若 qu 不 是 一 条 直线 的 坐标 ， 
则 经 过 空间 每 一 点 或 在 每 一 个 平面 上 ， 线 丛 的 直线 构成 
一 个 线 东 ,这 样 ,在 Ps 里 , 线 从 里 线束 的 顶点 和 它 所 在 的 
平面 之 间 ， 就 建立 了 一 宗 一 一 对 应 关系 , 叫做 零 配 极 系 。 
车 (x,) 和 (zu) 依 次 表示 点 坐标 和 平面 坐标 ， 则 零 配 极 系 
中 的 点 面 对 应 可 以 写成 


aww det(ay) =(Q(a,0))’, 
式 中 (aw) 是 反 称 方 阵 ， 


au= 一 au (i,j=0,1,2,3)。 

@ 两 个 线性 无 关 的 线性 方程 联 立 起 来 代表 一 个 线 
性 线 汇 ， 最 一 般 的 线性 线 汇 是 由 一 切 同 两 条 相 错 的 | 
直线 都 相交 的 直线 所 构成 。 

@ 三 个 线性 无 关 的 线性 方程 一 般 地 代表 一 个 二 次 
线 列 , 即 一 个 直 纹 二 次 曲面 的 一 族 母线 。 

用 点 表示 直线 ”如果 把 pu 看 作 五 维 射影 空间 Ps 的 
齐 次 点 坐标 ， 则 0(p, p) = 0 代表 Ps 里 的 一 个 满 秩 二 次 
超 曲面 VY， 它 的 点 和 P? 里 的 直线 一 一 对 应 。 经 过 Ps 里 
的 一 个 坐标 变换 ， 这 个 V 的 方程 可 以 化 为 妇 十 妈 十 邓 
一 对 一 双 一 对 =0。P" 里 两 条 相交 的 直线 对 应 于 P， 里 V 
上 两 个 对 于 了 共 箔 的 点 。 

每 一 个 关于 P’ 里 直线 的 命题 ， 对 应 于 一 个 关于 P's 
里 V 的 命题 。@P 里 的 线束 对 应 于 V 上 的 直线 ，V 上 
有 条 直线 。@P? 里 的 线 把 或 线 场 都 对 应 于 V 上 的 平 
面 。V 上 的 平面 构成 两 个 三 参数 族 ， 一 族 代表 己 里 的 线 
把 , 另 一 族 代表 线 场 ! 同 一 族 的 两 个 平面 总 有 唯一 的 一 个 
公共 点 ;不 同族 的 两 个 平面 一 般 不 相交 ,如 果 相 交 ， 就 交 
于 一 条 直线 。@P' 里 一 个 线性 线 从 对 应 于 P’ 里 一 个 超 平 
面 和 V 的 交集 , 即 一 个 三 维 二 次 曲面 ;Ps 里 的 一 个 特殊 线 
性 线 从 对 应 于 P* 里 V 的 一 个 超 切 面 和 V 的 交集 , 即 一 个 
三 维 二 次 锥 面 。@P? 里 一 个 线性 线 汇 对 应 于 Ps 里 一 个 
三 维 平面 和 V 的 交集 , 即 一 个 二 维 二 次 曲面 V; 一 般 地 ， 
它 上 面 的 点 都 和 上 两 个 点 共 罗 。@P: 里 的 一 个 二 次 线 
列 一 般 地 对 应 于 Ps* 里 V 上 一 条 二 次 曲线 。 

粘 拉 斯 更 坐标 和 格拉 斯 至 流 形 ”作为 以 上 事实 的 推 
广 ， 可 以 考虑 站 维 射影 空间 P" 里 的 k 维 平面 (1<k< 
hm 一 1)。 在 大 维 平面 上 取 k+1 个 独立 点 ， 以 它们 的 齐 次 
坐标 为 行 ， 就 得 到 一 个 (k+ 1，?%+ 1) 矩 阵 ， 这 个 矩阵 的 
k+1 阶 行列 式 可 以 作为 P 里 k 维 平面 的 齐 次 坐标 ( 格 
拉 斯 曼 坐标 ), 它 们 满足 若干 个 二 次 式 。 把 这 些 坐 标 看 作 


( 吐 ) -1=7 维 射影 空间 Pr 的 点 的 齐 次 坐标 ,就 可 以 


得 到 P" 里 的 大 维 平面 和 Pr 里 一 个 (n 一 k)(k+1) 维 流 形 
(格拉 斯 曼 流 形 ) 上 的 点 的 一 宗 一 一 对 应 关系 。 
参考 书目 
D. M. Y. Sommerville, Anal ytical Geometry of Three 
Dimensions, Cambridge Univ, Press London, 1934. 
( 吴 大 任 ) 


zhihuonqun 

置换 群 (permutation group) ”由 置换 组 成 的 
群 。n 元 集合 0 一 {a4,%4，,…,an} 到 它 自身 的 一 个 一 一 映 
射 , 称 为 0 上 的 一 个 置换 或 n 元 置换 。0 上 的 置换 "可 
表 为 


a th ) 
Gs Hay nt 
或 简 记 为 0= ( 委 ), 其 中 和 hs 和 是 1，2，…s 的 一 


个 排列 ，a 是 四 在 置换 = 下 的 像 。 有 时 也 把 “在 "下 
的 像 记 为 ,根据 映射 的 乘法 可 以 定义 O 上 任意 两 个 置 
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换 与 的 乘积 or 为 mm*= (oz)7,aE9。 对 于 这 样 定义 
的 运算 ，9 上 全 体 置 换 所 组 成 的 集合 S? 成 一 个 群 ， 称 为 
DO 上 的 对 称 群 或 ”元 对 称 群 ,简称 对 称 群 ,其 阶 为 nl。 对 
称 群 的 子 群 称 为 9 上 的 置换 群 或 简称 置换 群 。 当 0= 
位 ,2,…sn} 时 把 S? 记 为 5,。 较 置换 群 更 为 一 般 的 概念 
有 所 谓 的 作用 。 

作用 G 是 一 个 群 ,9 是 一 个 非 空 集合 。G 中 每 个 元 
索 9 都 对 应 0 的 一 个 映射 xx”,，xE0, 若 满 足 ，@ 
92=(201)72;@x*==x(e 是 G 的 单位 元 素 ), 则 称 G 作 用 
于 9 上 。G 作用 于 9 上 的 充分 必要 条 件 是 ，G 同 态 于 9 
上 的 一 个 置换 群 。 

设 G 是 0 上 的 一 个 置换 群 ,H 是 了 上 的 一 个 置换 群 。 
如 果 存 在 9 到 了 上 的 一 个 一 一 对 应 »”， 以 及 G 到 HH 上 的 
一 个 一 一 对 应 p， 使 得 对 9 中 任 一 个 点 “及 G 中 任 一 个 
置换 9g 都 有 (oz)? 一 (ap)"”, 那 么 G 与 匡 称 为 置换 同 构 的 。 
两 个 置换 同 构 的 置换 群 一 定 是 同 构 的 。 但 是 同 构 的 置换 
群 不 一 定 是 置换 同 构 的 。 

如 果 0 与 都 是 n 元 集合 ,那么 S? 与 S7 是 置换 同 
构 的 。 因 此 ,n 元 对 称 群 都 与 5, 置换 同 构 。 

设 0 是 0 上 一 个 置换 , 若 0 中 一 些 点 ,04,…,% 使 
得 

Ha 
而 = 保持 9 中 其 余 的 点 不 动 ,那么 称 为 一 个 轮换 , 记 作 
(qm,04,… ,9,)。 若 两 个 轮换 没有 公共 的 变动 点 , 则 称 这 两 
个 轮换 是 不 相交 的 。 每 一 个 置换 都 可 表 为 不 相交 轮换 的 
乘积 , 称 为 置换 的 轮换 表示 法 ,而且 除 表示 式 中 轮换 的 次 
序 以 外 ,置换 的 轮换 表示 法 是 唯一 的 。 

两 个 点 的 轮换 称 为 对 换 。 任 一 置换 都 可 表 为 一 些 对 
换 的 乘积 ,表示 法 不 是 唯一 的 ,但 是 表示 式 中 对 换个 数 的 
奇偶 是 唯一 确定 的 。 若 " 可 表 成 偶数 个 对 换 的 乘积 ， 则 
称 " 为 偶 置换 。 若 " 可 表 成 奇数 个 对 换 的 乘积 ， 则 称 " 
为 奇 置换 。 

5? 中 全 部 偶 置 换 组 成 5° 的 一 个 正规 子 群 ， 称 为 
元 交错 群 ,简称 交错 群 , 记 作 4?。5, 的 交错 子 群 记 作 A，。 
nn 元 交错 群 都 与 A。 置换 同 构 。 当 #>2 时 ，4。 的 阶 为 
nl1/2。 当 n 关 4 时 ，A。 是 单 群 ， 这 是 一 类 很 重要 的 有 限 
单 群 。 

置换 群 是 有 限 群 的 一 类 重要 例子 ,有限 群 的 研究 是 
从 置换 群 开始 的 。 置 换 群 的 重要 性 还 在 于 下 述 事 实 。 

饥 茉 定理 ” 任 一 有 限 群 都 与 其 元 素 的 一 个 置换 群 同 
构 。 

区 及 轨道 设 G 是 0 上 一 个 置换 群 ， 4 是 0 的 一 个 
子 集 , 9 是 G 中 任 一 元 素 , 用 尹 表示 4 在 g 下 的 像 集 
如 ={arla€4}。 若 对 于 G 中 任 一 元 素 g 都 有 如 =4， 或 
如 Nn4= 名, 则 称 4 是 一 个 区 。 空 集 儿 以 及 0 都 是 区 , 称 
为 平凡 区 。 其 余 的 区 称 为 非 平凡 区 。 两 个 区 的 交 仍 是 区 。 

若 对 G 中 任 一 元 素 g9, 都 有 少 =4, 则 称 4 是 G 的 一 
个 不 变 区 。9 及 名 都 是 不 变 区 。 不 变 区 的 交 仍 是 不 变 区。 

设 4 是 G 的 一 个 不 变 区 ,如 果 对 4 中 任意 两 个 点 <、 
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6 都 有 G 中 一 个 元 素 9 使 得 吧 =8, 那么 4 称 为 G 的 一 个 
轨道 (或 传递 集 )。 如 果 4 是 G 的 一 个 轨道 ,那么 , 任 取 4 
中 一 个 点 as, 都 有 吧 = {m19EG}= 4。 而 且 ,G 的 任 一 个 
轨道 都 可 这 样 得 到 。 如 果 4 及 了 是 G 的 两 个 轨道 ， 那 么 
4=T 或 4n7= 纪 。 因 此 ,9 分 成 G 的 一 些 两 两 不 交 的 轨 
道 之 并 。 轨 道中 元 素 的 个 数 称 为 轨道 的 长 度 。 

稳定 于 群 ” 设 G 是 一 个 ?元 置换 群 ,作用 于 9 上 。 取 
定 9 中 一 个 点 as,Go=fgEGIo= 叶 是 G 的 一 个 子 群 , 称 
为 G 对 = 的 稳定 子 群 。 如 果 吧 = {a= ayaa…，cj， 并 
设 o94=m, i=1,2,…,s( 通 常 取 恒 等 置换 作为 g.), 那么 
G=Gog UGoosU…U Gay,。 因此 , 1G|=|1Gol1o9|, 所 以 
G 的 轨道 的 长 度 一 定 能 整除 G 的 阶 。 

如 果 对 任 一 aE0, 都 有 Ge= {e}， 则 称 G 是 半 正 则 
群 。 此 时 ,G 的 任 一 轨道 长 都 等 于 |G|。 

稳定 子 群 的 概念 还 可 以 推广 到 多 个 点 的 情形 。 取 定 
日 中 个 点 sap041 则 Gaya2sn,an={9EGlaf = 
i~1,2,…sk} 是 GG 的 一 个 子 群 , 称 为 G 对 ma 的 
稳定 子 群 。 显然 有 Goo2,-,op 一 (Gamay-1)ase 

传递 性 设 G 是 0 上 一 个 置换 群 。 若 对 任意 a， 
PE9, 都 可 找到 9EG, 使 得 吧 = 8, 则 称 G 在 9 上 是 传递 
的 否则 , 称 G 是 非 传递 的 。G 是 传递 群 当 且 仅 当 口 是 G 
的 一 个 轨道 。 因 此 ， 若 G 是 传递 群 , 则 |9| 是 |G| 的 一 个 
因子 。 若 G 是 传递 群 , 且 19|= 191 , 则 称 G 是 一 个 正则 
群 。 正则 群 就 是 传递 的 半 正 则 群 。 

若 在 一 个 非 正则 传递 群 G 中 ， 每 个 非 单位 元 素 最 多 
保持 一 个 文字 不 变 ， 则 G 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 。 在 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 群 G 中 ， 没 有 不 变 文字 的 置换 与 恒 等 置换 一 起 
构成 一 个 正则 群 R, R 是 G 的 一 个 特征 子 群 。 

车 对 于 0 中 任意 两 个 k 元 有 序 点 组 %， 4,,…, ms 及 
Bi,Bi，,…sBas 都 有 G 中 一 个 置换 g 使 af =B,,i=1,2,…， 
k， 则 称 G 是 一 个 上 重 传递 群 或 下 传递 群 。k 重 传递 群 一 
定 是 (k 一 1) 重 传递 的 。 如 果 Kk> 2,， 那么 上 重 传递 群 称 为 
多 重 传递 群 ， 否 则 称 为 单传 递 群 。 如 果 G 是 9 上 一 个 传 
递 群 ,那么 当 且 仅 当 Go 在 0- {a} 上 (k 一 1) 重 传递 群 时 ， 
G 是 大 重 传递 的 。Kk 重 传递 的 m 元 置换 群 G 的 阶 可 被 
n(n 一 1)…(n 一 k+1) 整除 。 若 G 的 阶 恰 等 于 n(n 一 1)… 
《nm 一 k++1), 则 称 G 是 一 个 精确 重 传递 群 。 此 时 , 对 于 
口中 任意 两 个 上 元 点 组 yaapyatiB Bi,…， Bis 在 G 
中 恰 有 一 个 9 使 中 一 8oi 一 1 2 

对 称 群 5, 是 nn 重 传递 的 ,交错 群 4 是 n 一 2 重 传递 
的 。 除 去 5, 及 4 外， 有 无 穷 多 个 3 重 传递 群 ， 但 是 只 
知道 4 个 4 重 传递 群 ， 它 们 是 法 国 数学 家 记 . 工 . 马 项 厄 
在 1861 年 及 1873 年 先后 发 现 的 次 数 分 别 为 11, 12, 23 
及 24 的 马 蒂 厄 群 Mu,Mis,M;s,Ms4， 其 中 Ms 及 Mos 是 
5 重 传递 的 ,而 且 M,, 是 M, 的 稳定 子 群 ,Ms 是 Ms 的 
稳定 子 群 ,它们 的 阶 分 别 是 

Mi =8-9.10.11)， 
IMis| =8.9.10.11.12; 
1M::| =3.16.20.21.22.23? 


IM»,| =3:16-20.21.22.23.24。 
M4 及 MX; 者 是 精确 传递 群 
在 1981 年 有 限 单 群 分 类 的 问题 解决 以 后 ,所 有 双重 
传 冲 群 已 被 决定 ， 并 且 知道 没有 传递 重 数 大 于 或 等 于 6 
的 传递 单 群 ， 而 交错 群 与 上 述 4 个 马 蒂 厄 群 是 仅 有 的 4 
重 传递 的 单 置换 群 .Mas 的 稳定 子 群 是 Ms, 也 是 一 个 单 
群 ， 这 5 个 马 蒂 厄 群 是 最 早 发 现 的 不 属于 有 限 单 群 的 无 
穷 系列 的 5 个 零散 单 群 。 
入 设 G 是 0 上 的 一 个 传递 轩 换 群 , aE0, G 对 < 
的 稳定 子 群 Ge 作为 9 上 的 置换 群 ， 其 轨道 (包括 平凡 轨 
道 {fa} ) 数 称 为 G 的 秩 。 显 然 , 当 且 仅 当 G 的 秩 等 于 2 时 ， 
G 是 双 传递 的 。 秩 为 3 的 单传 递 群 是 一 关 很 重要 的 单传 
递 群 , 在 26 个 零散 单 陪 中 ， 有 8 个 是 作为 秩 是 3 的 置换 
群 构造 出 来 的 群 
未 原 性 设 G 是 Q 上 一 个 传递 群 ， 车 G 没 有 非 平凡 
区 , 则 称 G 是 一 个 本 原 群 ,否则 称 为 非 本 原 群 。 多 重 传递 
群 一 定 是 本 原 群 ，9 上 传递 群 G 是 本 原 群 的 充分 必要 条 
件 为 其 稳定 子 群 Ga(aE 9) 是 G 的 极 大 子 群 。 如 果品 上 
一 个 轩 换 和 群 G 是 k 重 传递 的 ,并 且 对 上 1 个 点 的 稳定 子 
群 在 其 余 的 点 上 是 本 原 的 ,那么 G 称 为 重 本 原 的 。 
人 二 人 传闻 性 及 半 传 递 性 ”比重 传递 性 较 弱 的 一 
个 概念 是 上 重 集 传递 性 。 设 G 是 9 上 一 个 置换 群 ， 若 对 
于 9 的 任意 两 个 元 子 集 4.F 都 可 找到 G 中 一 个 元 素 9 
使 得 四 =T， 则 称 G 是 上 重 集 传递 的 。 传 递 性 的 另 一 个 
推广 是 所 谓 半 传道 性 , 著 G 的 轨道 长 都 相等 且 大 于 1, 则 
G 称 为 半 传递 的 ， 或 记 重 传 遂 的 。 
置换 群 的 一 个 古老 而 有 意义 的 问题 ， 是 找 出 全 部 互 
不 置换 同 构 的 置换 群 。 至 今 ,已 找 出 次 数 小 于 或 等 于 11 
的 全 部 置换 群 。 所 渭 置 换 群 的 次 数 ， 即 这 个 置换 群 所 有 
实际 变动 的 点 的 个 数 。 当 12<n<15 时 找 出 了 全 部 "次 
传递 群 。 而 当 n 较 大 时 ， 仅 对 n<50 找 出 了 全 部 n 次 本 
原 群 
参考 书目 
H. Wielandt, Finite ,Permutation Groups, Academic 
Press, New York, 1964. 
D. Passman, Permutation Groups, Benjamin, New York, 
1968. 
B. Huppert and N. Blackburn, Finite Groups, Vol. 
3, Springer-Verlag, Berlin, 1982. 
《 王 苯 芳 ) 


Zhongguo Shuxuehul 

中 国 数学 会 (Chinese Mathematical Society) 
缩写 CMS。 中 国 数学 工作 者 的 学 术 性 群众 团体 ， 中 国 科 
学 技术 协会 的 组 成 部 分 。 学 会 贯彻 执行 科学 技术 
为 社会 主义 服务 的 方针 ,团结 全 国 数学 工作 者 ,为 促进 中 
国 数学 事业 的 发 展 ,为 繁荣 中 国 的 科学 事业 为 实现 四 个 
现代 化 作出 贡献 。 中 国 数学 会 的 主要 工作 是 : 组织 学 术 
交流 ， 编 辑 数学 刊物 ,进行 国际 学 术 交 流 , 开 展 促进 数学 
教学 水 平 提高 的 活动 和 咨询 服务 、 科 学 普及 等 工作 。 


中 国 数学 会 于 1935 年 7 月 25~27 日 在 上 海 成 立 。 
出 席 成 立 大 会 的 有 33 人 。 初 建 时 的 组 织 机 构 设 董事 会 、 
理事 会 与 评议 会 ,主要 成 员 有 胡 教 复 , 冯 祖 荷 、 周 美 权 、 美 
立夫 ,能 庆 来 、 陈 建功 、 苏 步 寿 、 江 泽 涵 、 钱 宝玉 、 伟 种 孙 
等 。 当 时 会 址 设 在 中 国 科 学 社 。1936 年 创办 了 学 术 期 刊 
《中 国 数学 会 学 报 久 总 编辑 为 苏 步 青 ， 编 委 有 朱 言 钧 ,能 
庆 来 , 江 译 涵 、 刘 俊 贤 、 孙 镜 , 曾 乌 益 ) 及 普及 性 刊物 《数学 
杂志 》。 1952 年 与 1953 年 这 两 个 刊物 先后 改 为 现 名 《k 数 
学 学 报 》 和 《数学 通报 》。 

中 国 数学 会 的 成 立 , 促 进 中 国 数学 界 人 士 联合 起 来 ， 
积极 开展 国内 外 的 学 术 交流 活动 ， 使 中 国 数学 的 发 展 进 
入 了 一 个 新 的 阶段 。 成 立 后 不 久 ， 由 于 抗日 战争 交通 不 
便 , 开 展 活动 非常 困难 。 昆 明 的 数学 工作 者 于 1940 年 发 
起 成 立 了 “新 中 国 数学 会 "， 在 极其 艰难 的 条 件 下 开展 了 
一 些 活动 。1942 年 在 西南 联合 大 学 集会 , 纪念 牛顿 诞辰 
300 周年 。 

1949 年 中 国 数学 会 作为 全 国 科 协 的 一 个 会 员 于 北京 
复 会 。 此 后 会 址 一 直 设 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 。1952 
年 召开 全 国 数学 工作 者 代表 大 会 ,成 立 了 理事 会 。 此 后 ， 
成 立 了 《数学 学 报 》《 数 学 通报 》《 数 学 进展 》 等 编辑 委员 
会 。1960 年 在 上 海 召 开 第 二 次 代表 大 会 。1966~1977 年 
“文化 大 革命 " 时期， 活动 中 断 。1978 年 开始 恢复 活动 。 
1978 年 11 月 在 成 都 召开 了 第 三 次 全 国 代表 大 会 。 华 罗 
庚 连 任 三 届 理事 长 。 1983 年 10 月 在 武汉 召开 第 四 次 全 
国 代表 大 会 , 选 出 的 学 会 负责 人 为 ， 理事 长 闫 文俊 ， 副 理 
事 长 王 元 谷 超 豪 、 胡 国定 、 程 民 德 ,秘书 长 杨 乐 。 

1985 年 12 月 在 上 海 举行 了 中 国 数学 会 五 十 周年 
年 会 ， 到 会 代表 200 人 ,还 邀请 了 国外 10 个 国家 和 地 区 
的 15 名 数学 家 参加 , 进行 中 外 学 术 交 流 活动 , 隆重 纪念 
中 国 数学 会 成 立 五 十 周年 。 

由 中 国 数学 会 主办 编辑 的 学 术 期 刊 有 《数学 学 报 》 
《中 文 版 、 英 文 版 )、《 应 用 数学 学 报 》( 中 文 版 、 英 文 版 )、 
《数学 进展 ?《 数 学 的 实践 与 认识 》《 运 筹 学 杂志 ?应 用 
概率 统计 》.《 数 学 通报 》 和 普及 性 刊物 《中 学 生 数 学 》。 

中 国 数学 会 从 1956 年 开始 举办 中 学 生 数学 竞赛 , 除 
“文化 大 革命 "期 间 外 ,每 年 举行 .这 一 活动 激发 了 学 生 学 
习 数 学 的 兴趣 ,有 助 于 发 现 和 培养 人 才 。 从 1985 年 开始 ， 
每 年 培训 一 些 各 地 区 推荐 的 中 学 生 ， 进 而 选拔 代表 参加 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 ,并 取得 较 好 的 成 绩 。 

全 国 28 个 省 、 市 、 自治 区 建 有 在 该 地 区 科 协 领导 下 
的 数学 会 ， 独 立 开展 各 项 活动 。 中 国 数学 会 下 属 的 学 科 
分 会 有 计算 数学 学 会 .运筹 学 会 、 概 率 统计 学 会 、 数 学 史 
学 会 。 会 员 资格 规定 为 在 科研 ,教育 .生产 企业 等 部 门 从 
事 数学 或 与 数学 有 关 的 工作 , 相当 于 助理 研究 员 、 讲师 、 
工程 师 以 上 职称 的 数学 工作 者 。1965 年 中 国 数学 会 会 员 
有 5 500 名 左右 ，1985 年 中 国 数学 会 有 会 员 2 万 多 名 。 
中 国 数学 会 工作 机 构 有 :学 术 交 流 工作 委员 会 、 编 辑 出 版 
工作 委员 会 .国际 交流 工作 委员 会 、 普及 工作 委员 会 、 教 
育 工作 委员 会 ,咨询 服务 部 、 数 学 名 词 审定 委员 会 、 学 会 
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办 公 室 。 
中 国 数学 会 于 1986 年 加 入 国际 数学 联合 会 (IMU)。 
已 经 和 十 多 个 国家 的 数学 会 建立 了 联系 并 且 开 展 了 学 术 


交流 。 《〈 任 南 衡 ) 
Zhongguo shuxue jlaoyu 

中 国 数 学 教育 (mathematics eduction in 
China) 中国 的 数学 教育 有 您 久 的 历史 ， 早 在 西周 


时 期 , 数学 已 作为 “六 艺 "之 一 ,成 为 专门 的 学 问 , 唐 初 国 
子 监 增设 算 学 馆 , 设 有 算 学 博士 和 助教 ,使 用 李 淳 风 等 编 
繁 注 释 的 算 经 十 书 》 为 教材 。 明 代 算 科 考 试 亦 以 这 些 教 
材 为 准 ( 见 中 国 数 学 史 )。 

近 现代 的 初等 数学 教育 ， 可 以 说 是 在 晚 清 (1903) 颁 
布 全 卯 学 制 ， 废 除 科举 ,兴办 小 学 ,中 学 后 才 开 始 的 。 当 
时 小 学 设 算术 课 , 中 学 设 数 学 课 (包括 算术 、 代 数 、 几 何 、 
三 角 、 短 记 )。 民 国 初 年 (1912~1913) 公 布 王子 癸 丑 学 制 ， 
中 学 由 五 年 改 为 四 年 ， 数 学 课程 不 再 讲授 簿 记 。 执 行 时 
闻 最 久 的 是 1922 年 公布 的 王 成 学 制 , 将 小 学 、 中 学 都 改 
为 六 年 ,各 分 初 高 两 级 , 初 小 四 年 ,高 小 二 年 , 初 高 中 皆 三 
年 。 初 中 数学 讲授 算术 ,代数 ,平面 几何 ,高 中 数学 讲授 平 
面 三 角 、 高 中 几何 、 高 中 代数 ,平面 解析 几何 (高 中 曾 分 文 
理 两 科 , 部 分 理科 加 授 立 体 解析 几何 和 微 积 分 初步 ), 这 
个 学 制 基本 沿用 到 1949 年 。 中 华人 民 共 和 国 成 立 后 ,中 
小 学 的 教育 进行 了 改革 ,学 制 大 都 改 为 小 学 六 年 , 初 高 中 
各 三 年 , 初中 逐步 取消 算术 课 。50 年 代 高 中 数学 一 度 停 
授 平 面 解析 几何 ,后 又 恢复 并 增 授 微 积分 初步 以 及 概率 
论 和 电子 计算 机 的 初步 知识 。 

中 国 近 代 高 等 数学 教育 ， 也 是 从 清朝 末年 开始 的 。 
1862 年 洋务 派 创 办 的 京师 同文 馆 , 本 来 是 个 外 语 学 校 , 从 
1866 年 增设 天 文 算 学 馆 ，1867 年 招生 ,开始 向 中 等 专科 
学 校 转变 。1868 年 聘 丰 普兰 为 总 教习 ， 设 代数 .几何 ( 原 
本 )、 平面 和 球面 三 角 、 微 积分 等 课程 ,可 以 认为 , 这 是 向 
中 国学 生 较 系统 地 传授 西方 高 等 数学 基础 知识 的 开始 。 
1898 年 成 成 变法 中 , 京师 大 学 党 成立， 这 是 中 国 近代 第 
一 个 国立 大 学 。1902 年 , 同文 馆 并 入 京师 大 学 堂 。 

辛 刻 革 命 后 ，1912 年 京师 大 学 堂 改名 北京 大 学 , 首 
创 数学 门 (相当 于 系 )，1919 年 改称 数学 系 , 这 是 中 国 第 
一 个 数学 系 。 随 着 较 早 成 立 数学 系 的 有 南开 大 学 (1920)、 
厦门 大 学 (1926)、 中 山大 学 (1926)、 四 川 大 学 (1926 年 前 
后 )、 清 华 大 学 (1927) ,浙江 大 学 (1928) 等 。 此 外 ,1912 一 
1915 年 间 ， 还 成 立 了 北京 高 等 师范 学 校 (1912， 前 身 是 
1902 年 设立 的 京师 大 学 堂 师范 馆 )、 武 昌 高 等 师范 学 校 
《1913)、 南 京 高 等 师范 学 校 (1915)， 各 设立 数学 物理 (化 
学 ) 科 ， 他 们 先后 改 为 北京 师范 大 学 (1922)、 武 汉 大 学 
《1928)、 东 南大 学 (1923; 1928 年 又 改 为 中 央 大 学 ) ,并 都 
成 立 了 数学 系 ,其 间或 以 后 成 立 的 其 他 综合 大 学 、 师 范 院 
校 以 及 设 有 理科 的 高 等 学 校 都 陆续 成 立 数学 系 。 

各 校 建 系 初期 ， 实 施 的 数学 教育 差别 很 大 ， 后 来 教 
育 部 才 对 必修 课 作 了 原则 规定 。 主 要 授课 教师 多 半 是 归 
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国 留学 生 ， 所 用 教材 ， 除 少数 自 编者 外 ， 多 数 是 外 文本 
或 其 中 译本 。 从 课程 设置 看 ， 高 等 院 校 的 数学 教育 水 平 
不 低 , 但 各 校 的 教学 质量 差异 不 小 。 数 学 系 学 生 , 每 校 每 
年 级 一 般 都 只 有 少数 几 个 人 。 

1931 年 清华 大 学 开始 培养 数学 研究 生 , 后 继 者 有 浙 
江 大 学 、 中 央 大 学 、 北 京 大 学 以 及 抗日 战争 期 间 由 北京 大 
学 、 清华 大 学 、 南开 大 学 组 成 的 (昆明 ) 西 南 联合 大 学 , 数 
学 的 研究 工作 也 比较 集中 在 这 几 所 学 校 。 其 中 清华 大 学 、 
浙江 大 学 、 武 汉 大 学 等 还 出 版 了 刊物 ,登载 数学 论文 。 

除了 在 国内 培养 数学 人 才 外 ， 还 通过 一 些 渠 道 派 得 
留学 生 , 例 如 利用 中 美 庚 款 ,中 英 庚 款 和 中 法 庚 款 公开 考 
试 派送 的 留学 生 中 , 都 有 数学 名 额 。30 年 代 还 曾 邀 请 少 
数 外 国 数学 家 如 W. F. 奥 斯 古 德 、N, 维 纳 、J. 阿达 马 等 
来 华 讲学 。 

从 辛 玄 革 命 到 中 华人 民 共 和 国 成 立 ， 是 中 国 现代 数 
学 教育 的 英 基 时 期 ， 不 少 老 一 素数 学 家 如 美 立夫 、 能 庆 
来 、 陈 建功 等 克服 重重 困难 , 艰苦 创业 , 培养 了 一 批 数学 
人 才 ; 数 量 虽然 不 多 ,但 对 于 使 现代 数学 在 中 国土 壤 上 生 
根 , 作 出 了 宝贵 贡献 。 

中 华人 民 共 和 国 成 立 后 ,在 人 民政 府 的 集中 领导 下 ， 
采用 了 苏联 的 教育 制度 ,数学 教育 也 经 历 了 巨大 变革 ,经 
过 1952 年 的 院 系 调整 ,师范 院 校 和 综合 大 学 都 设立 了 数 
学 系 ,4 了 统一 制订 的 教学 计划 和 教学 大 纲 ,广泛 引 
进 了 苏联 教材 ,各 校 必修 课 的 设置 及 其 内 容 规范 化 了 , 保 
证 了 一 定 水 平 数 学 基础 课 一 般 都 设 了 习题 课 , 对 学 生 的 
帮助 更 为 具体 ,师范 院 校 的 数学 专业 在 基础 课 的 设置 上 ， 
与 综合 大 学 的 数学 专业 相近 ,并 增设 教育 学 、 心理 学 、 数 
学 教学 法 及 教育 实习 等 课 和 教学 环节 。 综 合 大 学 的 数学 
专业 一 度 在 最 后 一 年 至 一 年 半 的 时 间 里 分 为 若干 专门 
组 ,如 代数 数论 ,几何 拓扑、 函数 论 、 泛 函 分 析 、 微 分 方 
程 ,概率 论 与 数理 统计 等 ,学 生 能 接触 到 一 些 现代 数学 的 
前 沿 工作 。 后 来 专门 组 撤销 ,课程 更 多 样 化 了 。 、 

从 19 世纪 20 年 代 后 期 起 ， 浙 江 大 学 数学 系 就 开始 
采用 讨论 班 的 形式 来 培养 学 生 独 立 工作 能 力 和 从 事 科研 
工作 能 力 ;其 他 如 西南 联合 大 学 也 曾 采用 过 。 到 了 50 年 代 ， 
结合 专门 组 教学 ,这 种 作法 得 到 进一步 推广 ,各 主要 大 学 
数学 系 都 逐步 开展 了 科学 研究 工作 ， 并 招收 了 研究 生 。 
由 于 国内 培养 的 数学 人 才 不 断 增加 ， 教 师 队伍 逐渐 改变 
了 过 去 主要 依靠 归 国 留学 生 的 局 面 ， 由 教育 部 组 织 编写 
的 以 及 个 人 编写 的 教材 也 逐渐 取代 了 外 国教 材 ， 它 们 一 
般 较 结 合 本 国 实际 。1957 年 以 后 , 一 些 学 校 开展 了 应 用 
数学 方面 的 研究 ,增设 了 计算 数学 专业 或 专门 组 ,开设 了 
如 运筹 学 等 课程 ， 概 率 统计 等 课程 的 开设 更 为 普遍 ， 培 
养 了 有 关 方 面 的 人 才 。 理 , 工 等 科 系 的 学 生 , 一 般 也 学 习 
一 定 份量 的 高 等 教学 课程 。 

以 上 情况 表明 ,中 华人 民 共 和 国 成 立 以 后 ,数学 教育 
在 数量 和 质量 上 都 发 生 了 显著 变化 ， 逐 步 发 展 提高 。 但 
也 存在 一 些 问题 ， 如 : 必修 课 太 重 ,不 少 课程 要 求 过 专 过 
高 ,教学 制度 又 过 分 要 求 划一 ,未 能 因材施教 ， 导 致 学 生 


学 习 负担 过 重 , 基 础 不 牢 , 加 以 对 理论 和 实践 有 时 理解 得 
不 全 面 ， 工 作 中 有 摇摆 ,使 数学 教育 的 发 展 受到 影响 . 尽 
管 如 此 ， 这 段 时 期 的 数学 教育 成 就 还 是 很 大 的 。 一 般 数 
学 人 才 的 培养 已 能 立足 于 国内 了 。 

从 1966 年 开始 的 “文化 大 革命 ”数学 教育 受到 严重 
挫折 。1977 年 后 ,经 济 、 政 治 .科学 .教育 各 方面 都 先后 提 
出 了 改革 的 方针 和 措施 ;实事 求 是 精神 的 发 扬 , 学 校 自主 
权 的 加 强 ,教学 制度 的 灵活 ,选修 课 的 增加 ,使 各 校 有 条 件 
分 别 发 扬 其 优势 ,形成 自己 的 特色 。 由 于 明确 提出 了 “大 
力 发 展 应 用 研究 ,重视 基础 研究 "的 方针 ， 纯 粹 数学 和 应 
用 数学 各 得 其 所 ， 长 期 存在 的 关于 理论 和 实践 关系 的 认 
识 分 歧 终于 澄清 ,除了 基础 数学 、 计 算数 学 和 应 用 数学 专 
业 外 ， 综 合 大 学 和 师范 院 校 还 设 了 数理 逻辑 控制 理论 、 
系统 科学 ,信息 科学 ,概率 论 与 数理 统计 、 运 筹 学 ,经 济 数 
学 等 专业 ， 许 多 工科 院 校 也 建立 了 应 用 数学 专业 。 高 等 
学 校 理 , 工 、 农 , 医 以 至 经 济 ,管理 方面 等 科 系 的 学 生 ， 都 
学 习 比 过 去 更 多 的 高 等 数学 方面 的 课程 。 

中 国 高 等 学 校 是 全 国 科 学 研究 的 一 个 重要 的 方面 
军 , 数 学 研究 也 是 这 样 ,特别 是 近 十 年 来 有 了 较 全 面 的 发 
展 与 提高 ， 一 些 大 学 还 设立 了 数学 研究 所 。 高 级 数学 人 
才 的 培养 也 随 之 逐渐 能 立足 于 国内 ,正式 建立 了 学 位 制 。 
数学 方面 已 在 基础 数学 、 计算 数学 、 应 用 数学 ,概率 论 与 
数理 统计 、 运 筹 学 与 控制 论 , 数 学 教育 与 数学 史 等 方面 培 
养 博士 研究 生 。 1983 年 在 中 国 第 一 批 18 位 接受 本 国 博 
士 学 位 的 研究 生 中 , 获得 数学 博士 学 位 的 就 有 12 人 。 必 
须 指出 ,中 国 科学 院 数学 各 方面 研究 所 ， 在 培育 人 才 , 包 
括 培养 研究 生 方面 , 也 起 了 重要 作用 。1966 年 以 前 曾 向 
少数 国家 派 遗 了 数学 方面 的 留学 生 和 进修 教师 , 1978 年 
起 派出 人 员 大 量 增加 。 还 邀请 了 许多 国外 数学 家 前 来 讲 
学 ， 中 国 数学 家 出 国 讲学 和 参加 国际 数学 学 术 会 议 的 就 
更 多 了 。 中 外 学 术 交流 对 中 国 数学 事业 的 繁荣 起 着 很 好 
的 作用 。 《〈 半 大 任 ) 


Zhongguo shuxueshl 

中 国 数学 史 (history of mathematics in 
China) 数学 是 中 国 古 代 科学 中 一 门 重要 的 学 科 ， 
它 的 历史 悠久 ,成 就 辉煌 。 根 据 它 本 身 发 展 的 特点 ,可 以 
分 为 五 个 时 期 ，@ 中 国 古代 数学 的 萌 芋 ，@ 中 国 古 代数 
学 体系 的 形成 ，@ 中 国 古代 数学 的 发 展 ，@ 中 国 古 代数 
学 的 繁荣 ，@@ 中 西方 数学 的 融合 。 

中 国 古 代数 学 的 萌芽 原始 公社 末期 ， 私 有 制 和 
货物 交换 产生 以 后 , 数 与 形 的 概念 有 了 进一步 的 发 展 , 仰 
部 文化 时 期 出 土 的 陶器 ,上 面 已 刻 有 | ,| ,ll|, 咱 等 表示 
1,2,3,4 的 符号 。《 易 ' 娶 辞 》 中 说 “上 古 结 绳 而 治 , 后 世 
圣人 易 之 以 书 契 。" 这 就 是 说 ,到 原始 公社 末期 ,人 们 已 开 
始 用 文字 符号 取代 结 绳 记事 了 。 西 安 半 坡 出 土 的 陶器 有 
用 1 一 8 个 圆 点 组 成 的 等 边 三 角形 和 分 正方 形 为 100 个 
小 正方 形 的 图 案 ， 半 坡 遗 址 的 房屋 基 址 都 是 图形 和 方形 
《参见 彩 图 插页 第 1 页 )。 为 了 画 圆 作 方 ,确定 平 直 , 人 们 
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还 创造 了 规 . 矩 , 准 . 强 等 作 图 与 测量 工具 . 据 k 史 记 . 夏 本 
纪 》 记 载 。 夏 再 治 水 时 已 使 用 了 这 些 工 具 。 

商 代 中 期 ， 在 甲骨 文中 已 产生 一 套 十 进 制 数字 和 记 
数 法 ,其 中 最 大 的 数字 为 三 万 ; 与 此 同时 , 股 人 用 十 个 天 
千 和 十 二 个 地 支 组 成 甲子 , 乙 丑 、 丙 寅 、 丁 匈 等 60 个 名 称 
来 记 60 天 的 日 期 。 
在 周 代 ， 又 把 以 前 
用 阴 (--)、 阳 (一 ) 
符号 构成 的 八卦 表 
示 8 种 事物 发 展 为 
六 十 四 卦 , 表示 64 
种 事物 。 公 元 前 1 
世纪 的 《 周 青 算 经 
ra 
的 方法 ， 并 举 出 多 
股 形 的 勾 三 , 股 四 、 
弦 五 以 及 环 矩 可 以 “ 
为 加 等 例子 。 礼 记 
.内 则 》 篇 提 到 西周 
贵族 子弟 从 九 岁 开 
始 便 要 学 习 数 目 和 
记 数 方法 ， 他 们 要 
受 礼 , 乐 、 射 、 驱 、。“ 周 健 算 经 y 中 关于 用 拭 之 法 的 记载 
书 、 数 的 训练 ,作为 “六艺 "之 一 的 数 已 经 开始 成 为 专门 的 
课程。 

春秋 战国 之 际 , 筹 算 已 得 到 普遍 的 应 用 。 筹 算 记 数 法 
已 使 用 十 进位 值 制 。 约 公元 前 4 世纪 的 4 肛 经 > 描述 这 种 
记 数 法 时 说 ,“ 一 少 于 二 而 多 于 五 ,说 在 建 位 "这 就 是 说 ， 
一 在 个 位 少 于 二 ， 在 十 位 就 多 于 五 ,每 个 数字 的 大 小 除 
由 它 本 身 所 表示 的 数值 决定 外 ， 还 要 看 它 在 整个 数 中 所 
处 的 位 置 .根据 后 来 约 公元 4 世纪 的 《孙子 算 经 》 的 记载 ， 
任何 数 都 是 由 九 个 纵 排 数字 | 上吊 册 员工 下 正本 和 九 个 
横 排 数字 一 一 三 三 宇 上 土 十 大 按 个 、 百 万 等 用 纵 筹 ， 
十 . 干 等 用 横 筹 来 表示 ,零用 空位 表示 .这 种 记 数 法 对 世界 
数学 的 发 展 是 有 划时代 意义 的 。 这 个 时 期 的 测量 数学 在 
生产 上 有 了 广泛 应 用 ,在 数学 上 亦 有 相应 的 提高 。 在 《 考 
工 记 》 中 ,已 分 别 用 和 矩 . 勾 , 倡 \ 宣 、 覃 、 柯 \ 藤 析 表 示 直 角 、 锐 
角 、 钝 角 、45"、67*30'、101*15'、151*52.5'( 或 135"), 还 有 
用 规 ( 吏 周 ) 的 部 分 ( 国 弧 ) 来 表示 刀 和 弓 的 大 小 ,例如 * 合 
六 而 成 规 ",“ 合 九 而 成 规 ",“ 合 七 而 成 规 " 等 等 ,战国 时 其 
的 百家争鸣 也 促进 了 数学 的 发 展 ， 尤 其 是 对 于 正名 和 一 
些 命题 的 争论 直接 与 数学 有 关 。 名 家 认为 经 过 抽象 以 后 
的 名 词 概念 与 它们 原来 的 实体 不 同 ， 他 们 提出 “和 矩 不 方 ， 
规 不 可 以 为 贺 "， 把 * 大 一 ”( 无 穷 大 ) 定 义 为 “至 大 无 外 "， 
“小 一 "( 无 穷 小 ) 定 义 为 "至 小 无 内 ", 还 提出 " 轮 不 驾 地 "、 
“南方 无 穷 而 有 穷 "~、“ 一 尺 之 极 , 日 取 其 半 ,万 世 不 竟 "等 
命题 .而 有 家 则 认为 名 来 源 于 物 ,名 可 以 从 不 同方 面 和 不 
同 深度 反映 物 。 又 家 给 出 一 些 数学 定义 .例如 , 圆 , 一 中 
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同 长 也 (从 中 心 到 周 界 有 相同 长 度 ); 方 : 柱 隅 四 谨 也 (四 
边 四 角 皆 正 ); 平 : 同 高 也 (高 度 相等 ); 直 : 参 也 (三 点 相 
齐 )， 次 ( 相 切 )， 无 间 而 不 相 樱 也 ( 既 无 大 小 又 不 相合 )? 
端 (点 ): 体 之 无 厚 而 最 前 者 也 (部 分 中 没有 大 小 并 处 于 最 
前 缘 者 ), 等 等 墨家 提出 “ 环 俱 抵 "( 圆 环 转动 时 每 一 点 都 
与 地 面 接 触 而 形成 一 根 直线 ) 来 反驳 名 家 的 “ 轮 不 驾 地 ”， 
次 的 定义 显然 来 源 于 此 。 他 们 认为 ， 在 区 域 的 前 缘 连 一 
根 线 也 容纳 不 下 ( 域 不 容 尺 ) 称 为 有 穷 ”; 不 论 区 域 多 大 ， 
在 其 前 缘 总 能 容 下 一 线 之 宽 ( 莫 不 容 尺 ), 称 为 “无穷 "。 因 
此 在 愚 家 看 来 ， 一 个 具体 的 空间 不 能 既是 "有 穷 "， 又 是 
“无 穷 "的 。 墨 家 也 不 同意 "一 尺 之 极 " 的 命题 ， 提 出 一 个 
“ 非 半 "的 命题 来 进行 反驳 ， 将 一 线段 按 一 半 一 半 地 无 限 
分 割 下 去 ， 就 必 将 出 现 一 个 不 能 再 分 割 的 “ 非 半 ”"， 这 个 
“ 非 半 "就 是 点 ( 非 半 弗 新 则 不 动 ， 说 在 端 )。 名 家 的 命题 
论述 了 有 限 长 度 可 分 割 成 一 个 无 穷 序 列 ， 县 家 的 命题 则 
指出 了 这 种 无 限 分 割 的 变化 和 结果 。 名 家 熏 家 的 数学 
定义 和 数学 命题 的 讨论 对 中 国 古代 数学 理论 的 发 展 是 很 
有 意义 的 。 

中 国 古 代数 学 体系 的 形成 ”秦汉 是 封建 社会 的 上 升 
时 期 ， 经 济 和 文化 均 得 到 迅速 发 展 。 中 国 古 代数 学 体系 
正 是 形成 于 这 个 时 期 ， 它 的 主要 标志 是 算术 已 成 为 一 个 
专门 的 学 科 以 及 《 九 章 算术 》 为 代表 的 数学 著作 的 出 现 。 
《 汉 书 "艺文志 》 载 有 《 许 商 算术 》2 卷 和 《 杜 忠 算 木 216 卷 ， 
但 均 已 失传 。 1983 年 12 月 在 湖北 江陵 张 家 山 出 土 一 本 
西汉 初 年 的 《 工 数 书 》， 收 有 许多 应 用 的 数学 问题 。 现 有 
传 本 的 著作 是 公元 前 1 世纪 的 《 周 租 算 经 》 和 公元 1 世纪 
的 k 九 章 算术 (参见 彩 图 插页 第 19 页 )。《 周 牙 算 经 》 是 一 
部 讲述 盖 天 学 说 的 天 文 著 作 , 书 中 有 较 复杂 的 开 方 ,分 数 
运算 和 勾 股 定理 的 应 用 等 数学 问题 。 

《 九 章 算术 》 是 战国 、 秦 、 汉 封建 社会 创立 并 巩固 时 
期 数学 发 展 的 总 结 ， 就 其 数学 成 就 来 说 ， 堪 称 是 世界 数 
学 名 著 。 例 如 分 数 四 则 运算 , 今 有 术 ( 西 方 称 三 率 法 ), 开 
平方 与 开 立 方 (包括 二 次 方程 数值 解法 ), 盈 不 足 术 (西方 
称 双 设法 )， 各 种 面积 和 体积 公式 ， 线 性 方程 组 解法 , 正 
负数 运算 的 加 减法 则 , 勾 股 形 解法 (特别 是 勾 股 定理 和 求 
色 股 数 的 方法 ) 等 , 水 平 都 是 很 高 的 ， 其 中 方程 组 解法 和 
正 负数 加 减法 则 在 世界 数学 发 展 上 是 直 遥 领先 的 。 就 其 
特点 来 说 , 它 形 成 了 一 个 以 壮 丰 为 中 心 .与 古 希腊 数学 完 
全 不 同 的 独立 体系 。 

《 九 章 算术 3 有 几 个 显著 的 特点 ，@@ 采 用 按 类 分 章 的 
数学 问题 集 的 形式 ，@@ 算 式 都 是 从 筹 算 记 数 法 发 展 起 来 
的 ,这 些 算式 表示 法 紧密 地 依赖 于 数字 在 图 式 上 的 位 置 ， 
@@ 以 算术 、 代 数 为 主 ,几何 也 是 偏重 于 量 的 计算 ,很 少 涉 
及 图 形 的 性 质 ，@ 重 视 应 用 ,缺乏 理论 阐述 。 这 些 特点 同 
当时 社会 条 件 与 学 术 思想 有 关 。 秦 汉 时 期 ,一 切 科学 技术 
要 求 密切 为 当时 确立 和 巩固 封建 制度 以 及 发 展 社会 生产 
服务 。 秦 始 皇 为 了 推行 中 央 集权 制 , 重 用 苟 派 儒学 和 法 家 
刑名 之 学 ,甚至 不 惜 采取 焚 书 坑 儒 的 措施 。 汉 武帝 以 后 ， 
为 了 巩固 封建 政权 ,接受 董仲舒 “ 罢 点 百 家 , 独 尊 儒术 "的 
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意见 ,把 经 董仲舒 改造 的 儒家 思想 作为 统治 阶级 的 思想 。 
西汉 未 年 著名 学 者 刘 坎 曾经 谈 到 对 数学 的 看 法 ， 他 说 ， 
“ 夫 推 历 , 生 律 、 制 器 、 规 贺 . 矩 方 、 权 重 、 衡 平 ,准绳 、 嘉 量 、 
探 师 索 隐 , 钩 深 致远 ,莫不 用 静 。 度 长 短 者 不 失 毫 厘 , 量 多 
少 者 不 失 圭 报 ， 权 轻重 者 不 失 季 象 。" 刘 坎 这 种 强调 数学 
应 用 的 看 法 是 具有 代表 性 的 最 后 成 书 于 东汉 初 年 的 k 九 
章 算术 》, 排 除了 战国 时 期 在 百家争鸣 中 出 现 的 名 家 和 肛 
家 重视 名 词 定义 与 逻辑 的 讨论 ,偏重 于 与 当时 生产 ,生活 
密切 相 结合 的 数学 问题 及 其 解法 ， 这 与 当时 社会 的 发 展 
情况 是 完全 一 致 的 。 

《 九 章 算术 》 在 隋唐 时 期 曾 传 到 朝鲜 ,日 本 ,并 成 为 这 
些 国 家 当时 的 数学 教科 书 。 它 的 一 些 成 就 如 十 进位 值 制 、 
今 有 术 、 盈 不 足 术 等 还 传 到 印度 和 阿拉 伯 , 并 通过 印度 、 
阿拉 伯 传 到 欧洲 ,促进 了 世界 数学 的 发 展 。 

中 国 古代 数学 的 发 展 魏 、 亚 数学 的 发 展 魏 、 晋 
时 期 出 现 的 玄学 ,不 为 汉 儒 经 学 束缚 , 各 抒 己 见 , 思想 比 
较 活跃 ; 它 诸 辩 求 胜 ,又 能 善于 运用 逻辑 思维 ,分 析 义 理 。 
这 些 都 有 利于 数学 从 理论 上 加 以 提高 。 吴 国 赵 诡 注 《 周 件 
算 经 》， 汉 末 瑶 初 徐 岳 撰 《 九 章 算 术 》? 注 2 卷 (已 失传 ), 魏 
末 晋 初 刘 向 摆 《6 九 章 算术 》 注 10 卷 (263)、《 九 章 重 差 图 
1 卷 (已 失传 ) 都 是 出 现在 这 个 时 期 ， 赵 更 与 刘 徽 的 工作 
为 中 国 古代 数学 体系 葛 定 了 理论 基础 。 

赵 爽 是 中 国 古代 对 数学 定理 和 公式 进行 证 明 与 推导 
的 最 早 的 数学 家 之 一 。 他 在 《 周 址 算 经 》 书 中 补充 的 “ 色 
股 圆 方 图 及 注 " 和 "日 高 图 及 注 " 是 十 分 重要 的 数学 文献 
在 “ 匆 股 贺 方 图 及 注 "中 他 提出 用 弦 图 证 明 勾 股 定理 和 和 解 
色 股 形 的 5 个 公式 ! 在 "日 高 图 及 注 "中 ,他 用 图 形 面积 证 
明 汉 代 普 遍 应 用 的 重 差 公式 ， 赵 更 的 工作 是 带 有 开创 性 
的 ,在 中 国 古 代数 学 发 展 中 占有 重要 地 位 。 
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刘 繁 约 与 赵 爽 同时 ， 他 继承 和 发 展 了 战国 时 期 名 家 
和 县 家 的 思想 ， 主 张 对 一 些 数 学 名 词 特别 是 重要 的 数学 
概念 给 以 严格 的 定义 ,认为 对 数学 知识 必须 进行 “ 析 理 ”， 
才能 使 数学 著作 简明 严密 ， 利 于 读者 。 他 的 k 九 章 算术 》 
注 不 仅 是 对 《 九 章 算术 》 的 方法 、 公 式 和 定理 进行 一 般 的 
解释 和 推导 ,而 且 在 论述 的 过 程 中 有 很 大 的 发 展 。 例 如 ， 


刘 徽 从 率 (后 称 为 比 ) 的 定义 出 发 论述 了 分 数 运算 和 今 有 
术 的 道理 ,并 推广 今 有 术 得 到 合 比 定理 ,他 根据 率 、 线 性 
方程 组 和 正 负数 的 
定义 阐明 方程 组 解 
法 中 消 元 的 道理 。 
指出 方程 式 个 数 少 
于 未 知 数 个 数 时 ， 
方程 组 的 解 只 能 是 
一 个 比值 ， 在 一 个 
方程 式 中 ， 正 与 负 
可 以 同时 变 号 ， 减 
法 消 元 和 加 法 消 元 
可 以 统一 为 一 种 方 
法 。 刘 徽 指出 ,在 开 
方 求 得 整数 后 ， 还 
可 以 继续 开 方 ,“ 求 
其 微 数 "。 这 不 仅 解 
决 了 求 无 理 根 的 问 
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题 ， 而 且 提 出 了 十 : i 
进 小 数 的 方法 。 他 
创造 割 加 术 ， 利 用 
极限 的 思想 证 明 加 
的 面积 公式 ， 并 首 


< 九 齐 算 术 * 开 方 > 章 中 关于 

“求生 数 "的 记载 
次 用 理论 的 方法 算得 四 周 率 号 /和 -520 -。 他 提出 用 无 
穷 分 割 的 方法 证 明 直 角 方 锥 与 直角 四 面体 的 体积 之 比 恒 
为 2:1, 解决 了 一 般 立体 体积 的 关键 问题 。 在 证 明 方 锥 、 
加 柱 、 贺 锥 ,、 贺 台 的 体积 时 , 刘 微 实际 上 应 用 了 下 列 公理 ， 
等 高 的 两 立体 , 若 其 任意 同 高 处 的 水 平 截面 积 成 比例 , 则 
这 两 立体 体积 亦 成 同样 的 比例 ， 并 根据 这 个 公理 ， 指 出 
球 的 体积 与 其 外 切 “ 件 合 方 盖 ”( 两 个 等 半径 的 圆柱 正 交 
的 共同 部 分 ,参见 彩 图 插页 第 30 页 ) 的 体积 之 比 为 x: 4， 
为 彻底 解决 球 的 体积 提出 了 正确 的 途径 。 

刘 徽 在 数学 理论 上 取得 如 此 重大 的 成 就 ， 除 和 他 那 
个 时 代 重 视 理论 探讨 的 学 术 风气 有 关外 ,作为 个 人 ,有 两 
点 是 十 分 重要 的 。 第 一 ， 反 对 今 文 经 学 中 的 阴阳 奇偶 学 
说 。 在 《 九 章 算术 . 少 广 》 章 开 立 圆 术 注 中 , 刘 徽 批评 张衡 
在 推导 球 的 体积 时 ， 为 了 附会 阴阳 奇偶 的 学 说 而 不 显 玻 
密 是 一 种 痊 病 。 第 二 , 反对 古文 经 学 的 繁 正 和 守旧 思想 。 
在 《 九 章 算 术 方 田 》 章 回 田 术 注 和 《 九 章 算术 方程 章 末 
题 注 中 他 批评 当时 学 者 的 “ 唾 古 "思想 和 “ 胶 柱 调 瑟 "不 知 
变通 的 思想 , 认为 数学 如 *“ 瘤 丁 之 理 ", 应 该 讲求 技巧 , 见 
简 即 用 。 

南北 朝 数学 的 发 展 东晋 以 后 ， 中 国 长 期 处 于 战争 
和 南北 分 裂 的 状态 。 在 北方 ， 由 于 当时 社会 的 需要 ， 在 
《 九 章 算术 》 的 基础 上 ,数学 仍 在 继续 发 展 。《 和 孙子 算 经 》、 
《夏侯 阳 算 经 3( 已 失传 )、《 张 左 建 算 经 》 就 是 这 个 时 期 的 
著作 。 从 留 传 下 来 的 《孙子 算 经 》 与 4 张 丘 建 算 经 ?来 看 ， 
它们 仍 依 《 九 章 算术 》 的 体例 ， 甚 至 有 些 题 目 也 是 为 了 解 
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释 k 九 章 算术 ?的 算法 。 也 有 一 些 难 题 和 解法 超出 《 九 章 
算术 的 范围 ， 并 对 后 来 数学 的 发 展 有 着 相当 的 影响 , 例 
如 一 次 同 余 式 组 解法 ， 等 差 级 数 求 和 , 求 公差 , 求 项 数 的 
方法 和 不 定 方程 解法 等 。 

祖冲之 父子 的 工作 则 是 经 济 文化 南 移 以 后 南方 数学 
发 展 的 具有 代表 性 的 工作 ， 他 们 在 《 九 章 算术 》 刘 徽 注 的 
基础 上 ， 把 传统 数学 大 大 向 前 推进 了 一 步 。 根 据 史 书 的 
记载 ,祖冲之 曾经 注解 《 九 章 算术 》, 并 与 他 的 儿子 祖 蜡 共 
撰 《级 术 》 六 卷 。 这 些 著作 均 已 失传 在 《 障 书 - 律 历 志 》 与 
李 淳 风 《 九 章 算术 》 注 等 零星 记载 中 ， 他 们 的 数学 工作 主 
要 有 下 列 几 项 。 

@@ 贺 周 率 据 推测 ,祖冲之 在 刘 微 制 加 术 的 基础 
上 ;算出 贺 内 接 正 6144 边 形 和 正 12288 边 形 的 面积 ， 从 
而 得 到 3.1415926<x<3.1415927。 他 又 创造 了 新 的 方 
法 ,得 到 圆周 率 两 个 分 数值 , 即 约 率 22/7 和 密 率 355/113。 
祖冲之 这 一 工作 ,使 中 国 在 辑 周 率 计算 方面 , 比 西方 领先 
约 一 干 年 之 久 。 

人 @@ 祖 晒 公理 和 球体 积 ” 祖 盯 总 结 了 刘 徽 的 有 关 工 
作 , 提 出 “ 畦 势 距 同 则 积 不 容 异 " 即 等 高 的 两 立体 ,车 其 任 
意 高 处 的 水 平 截面 积 相等 , 则 这 两 立体 体积 必 相 等 ,这 就 
是 著名 的 祖 蜡 公 理 。 祖 晒 应 用 这 个 公理 ,解决 了 刘 微 尚未 
解决 的 球体 积 公式 

图 二 次 与 三 次 方程 《 隋 书 . 律 历 志 》 在 狼 述 祖冲之 
的 圆周 率 以 后 说 ,又 设 开 差 短 , 开 差 立 ， 兼 以 正 负 参 之 。 
指 要 精密 ， 算 氏 之 最 者 也 。" 中 国 古 代称 正 系数 的 二 次 与 
三 次 方程 解法 为 开 带 从 平方 和 开 带 从 立方 ,祖冲之 用 " 产 
等 "取代 带 从 平方 , 用 “ 差 立 "取代 带 从 立方 , 应 指 包括 负 
系数 在 内 的 二 次 与 三 次 方程 的 解法 ， 因 为 只 有 负 系 数 的 
方程 在 开 方 时 才 需 “ 兼 以 正 负 参 之 "。 这 一 数学 工作 确实 
是 划时代 的 重大 成 就 。 

祖冲之 父子 这 些 成 就 也 和 他 们 的 数学 思想 有 关 。 和 
刘 徽 一 样 ， 祖冲之 强烈 反对 咱 古 , 他 在 大 明 六 年 (462) 和 
得 法 兴 辩 论 历法 时 ， 提 出 对 古代 一 切 历 法 理论 都 要 加 以 
核验 , 决 不 " 虚 推 古人 "。 他 重视 实践 ,为 了 制定 一 个 准确 
的 历法 , 他 不 辞 劳苦 ,长 期 进行 观测 。 他 认为 日 .月 ,五 星 
运行 的 速度 “ 非 出 神怪 ,有 形 可 验 ,有 数 可 推 "。 祖 路 也 十 
分 重视 数学 思维 和 数学 推理 ,他 提出 ,如 果 不 能 从 已 知 条 
件 直接 导出 结论 时 , 可 六 假借 相同 的 条 件 来 进行 分 析 ( 控 
远 以 演 类 , 借 况 以 折 微 ) 在 谈 到 球体 积 公式 还 没有 解决 
时 说 :“ 夫 岂 难 哉 ， 抑 末 之 思 也 。" 言 外 之 意 是 ， 他 的 球体 
积 公 式 是 经 过 逻辑 思维 推 得 的 。 

隋唐 数学 的 发 展 ” 隋 断 帝 好 大 喜 功 , 大 兴 土 木 , 客 
观 上 促进 了 数学 的 发 展 。 唐 初 王 淮 通 的 《 绎 古 算 经 》， 主 
要 是 讨论 土木 工程 中 计算 土方 .工程 的 分 工 、 验 收 以 及 仓 
库 和 地 容 的 计算 问题 ,反映 了 这 个 时 期 数学 发 展 的 情况 。 
已 知 不 等 高 的 长 方 棱 台 体积 和 上 底下 底 、 高 ,长 的 差 , 求 
上 底 、 下 底 、 高 和 长 是 一 个 三 次 方程 问题 。 王 孝 通 的 主要 
贡献 是 在 《 九 章 算术 》 的 基础 上 ， 在 不 用 数学 符号 的 情况 
下 , 立 出 数字 三 次 方程 ,不 仅 解 决 了 当时 社会 的 需要 ， 也 
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为 后 来 天 元 术 的 建立 打下 基础 。 此 外 ， 对 传统 的 勾 股 形 
解法 , 他 也 有 所 发 展 , 已 知 色 股 形 的 勾 股 积 与 勾 股 差 (或 
股 弦 差 ), 求 勾 股 , 这 类 问题 王 孝 通 也 是 用 数字 三 次 方程 
解决 的 ( 见 王 孝 通 )。 

唐 初 封建 统治 者 继承 隋 制 ， 656 年 在 国子监 设立 算 
学 馆 ， 设 有 算 学 博士 和 助教 , 学 生 30 人 。 由 太史 令 李 淳 
风 等 编纂 注释 算 经 十 书 》， 作 为 算 学 馆 学 生 用 的 课本 。 
明 算 科 考 试 亦 以 这 些 算 书 为 准 。 李 淳 风 等 编 里 的 《 算 经 
十 书 》， 对 保存 数学 经 典 著作 、 为 数学 研究 提供 文献 资料 
方面 是 很 有 意义 的 ;他 们 给 k 周 凰 算 经 》、《 九 章 算术 》 以 
及 《海岛 算 经 ?所 作 的 注解 ， 对 读者 是 有 帮助 的 ( 见 《 算 经 
十 书 》)。 

隋唐 时 期 ,由 于 历法 的 需要 ,天 算 学 家 创立 了 二 次 函 
数 的 内 插 法 ， 丰 富 了 中 国 古代 数学 的 内 容 。206 年 ,为 
了 确定 合 朔 时 刻 ， 刘 洪 在 《 乾 象 历 中 首次 提出 用 一 次 
内 播 公式 来 确定 月 球 在 ”+s (n 为 正 整数 ，s<1) 日 共 行 
的 度数 。 600 年 ， 隋 代 天 文学 家 刘 米 在 《 皇 极 历 》 中 提 
出 一 个 推算 日 、 月 、 五 星 视 行 度数 的 等 间距 二 次 内 插 公 
式 。727 年 一 行 ( 张 料 , 683~727 ) 在 他 的 《大 衍 历 》 中 又 提 
出 一 个 不 等 间距 的 二 次 内 插 公 式 。 唐 代 其 他 历法 ， 都 应 
用 内 插 法 进行 计算 。 

计算 技术 的 改革 算 筹 是 中 国 古代 的 主要 计算 工 
具 , 它 具有 简单 ,形象 ,具体 等 优点 ,但 也 存在 布 筹 占用 面 
积 大 ,运筹 速度 加 快 时 容易 摆弄 不 正 而 造成 错误 等 缺点 
因此 很 早 就 开始 进行 改革 。 现 传 本 《 数 术 记 遗 六 题 东 汉 徐 


< 数 术 记 址 > 中 记载 
的 14 种 算法 


岳 扎 ， 北 周 杜 弯 注 ) 载 有 “ 积 算 "、" 太 乙 "、“ 两 仪 "~、“ 三 
才 "“ 五 行 "“ 八 卦 "“ 九 宫 "“ 运 筹 "、“ 了 知 "、" 成 数 "、 
“把 头 "、“ 旬 算 "“ 珠 算 ”“ 计 数 "等 14 种 算法 ， 反 映 了 这 
种 改革 的 情况 。 其 中 “ 太 乙 算 ”、“ 两 仪 算 ”"、“ 三 才 算 " 和 
“珠算 "都 是 用 珠 的 槽 算盘 ,在 技术 上 是 一 项 重要 的 改革 。 
尤其 是 “珠算 ", 它 继承 了 筹 算 五 升 十 进 与 位 值 制 的 优点 ， 
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又 克服 了 等 算 纵 横 记 数 与 置 筹 不 便 的 缺点 ， 优 越 性 十 分 
明显 。 但 由 于 当时 乘除 算法 仍然 不 能 在 一 个 横 列 中 进行 。 
算 珠 还 没有 穿 档 ,携带 不 方便 ,因此 仍 没 有 普遍 应 用 。 

唐 中 期 以 后 ,商业 繁荣 , 数字 计算 增多 , 迫切 要 求 改 
革 计 算 方法 ,从 《新 唐 书 》 等 文献 留 下 来 的 算 书 书目 ,可 以 
看 出 这 次 算法 改革 主要 是 简化 乘除 算法 ,书目 中 提 到 的 
“一 位 算法 "“ 求 一 "“ 得 一 "的 内 容 就 是 用 分 解 因数 的 方 
法 ;化 多 位 乘除 为 个 位 乘除 ;或 用 折 半 ,加 倍 、 退 位 的 方法 
把 乘除 数 化 为 首位 是 1 的 数 ， 从 而 变 乘 除 为 加 减 。 现 传 
本 《夏侯 阳 算 经 ? 记 有 很 多 这 样 的 例子 , 例如“ 九 因 五 添 ”、 
“ 添 四 四 "“ 身 外 减 二 "“ 隔 位 加 二 "“ 损 一 位 "等 等 , 唐 代 
的 算法 改革 使 乘除 法 可 以 在 一 个 横 列 中 进行 运算 ， 它 既 
适用 于 筹 算 , 也 适用 于 珠算 。 

中 国 古 代数 学 的 繁荣 ”960 年 ， 北 宋 王朝 的 建立 结 
束 了 五 代 十 国 割据 的 局 面 。 北 宋 的 农业 、 手 工业 、 商 业 
空前 繁荣 ， 科 学 技术 突飞猛进 ， 火 药 、 指 南 针 、 印 刷 术 
三 大 发 明 就 是 在 这 种 经 济 高 涨 的 情况 下 得 到 广泛 应 用 。 
1084 年 秘书 省 第 一 次 印刷 出 版 了 《 算 经 十 书 》。1213 年 
鲍 兴 之 又 进行 翻 刻 。 这 些 情 况 为 数学 发 展 创造 了 良好 的 
条 件 。 从 11 一 14 世纪 约 300 年 期 间 ,出 现 了 一 批 著名 的 
数学 家 和 数学 著作 ， 如 贾 完 (11 世纪 中 期 ) 的 《黄帝 九 章 
算法 细 草 》( 已 失传 )， 刘 益 (12 世纪 中 期 ) 的 《 议 古 根源 》 
(已 失传 )， 秦 九 亲 的 K 数 书 九 章 六 1247), 李 治 的 K 测 圈 海 
镜 》(1248) 和 《 瘟 古 演 段 2(1259)， 杨 涟 的 k 详 解 九 章 算法 》 
《1261)《 日 用 算法 》(1262) 和 《杨辉 算法 (1274 一 1275)， 
未 世 示 的 《 算 学 启蒙 》(1299) 和 《四 元 玉 鉴 %1303) 等 ， 很 
多 领域 都 达到 古代 数学 的 高 峰 。 其 中 一 些 成 就 也 是 当时 
世界 数学 的 高 峰 。 

增 来 开 方法 与 贯 完 三 角 ( 二 项 系数 表 ) 从 开平 方 、 
开 立 方 到 4 次 以 上 的 开 方 ,在 认识 上 是 一 个 飞跃 ,实现 这 
个 飞跃 的 是 页 宪 。 杨 辉 在 人 《 九 章 算法 入 类 》 中 载 有 贾 完 “ 增 
乘 开 平方 法 "、“ 增 乘 开 立方 法 "; 在 《详解 九 章 算 法 》 中 载 
有 页 宪 的 “ 开 方 作法 本 源 " 图 (参见 彩 图 插页 第 21 页 )、“ 增 
乘 方 法 求 廉 草 ”和 用 增 乘 开 方 法 开 4 次 方 的 例子 。 根 据 
这 些 记 录 可 以 确定 页 宪 已 发 现 二 项 系数 表 ， 创 造 了 增 到 
开 方 法 。 这 两 项 成 就 对 整个 宋 元 数学 发 生 重大 的 影响 ， 
其 中 页 宪 三 角 比 巴 斯 卡 三 角形 早 -600 多 年 。 

高 次 方程 数值 解法 ”把 增 乘 开 方 法 推广 到 数字 高 次 
方程 (包括 系数 为 负 的 情形 ) 解 法 的 是 刘 益 (12 世纪 中 
期 ) 必 杨辉 算法 》 中 《田亩 比 类 乘除 捷 法 »》 卷 下 介绍 了 原 书 
中 22 个 二 次 方程 和 1 个 四 次 方程 ,后 者 是 用 增 乘 开 方 法 
解 三 次 以 上 的 高 次 方程 的 最 早 例子 。 秦 九 部 是 高 次 方程 
解法 的 集大成 者 ,他 在 《 数 书 九 章 》 中 收集 了 21 个 用 增 柔 
开 方 法 解 高 次 方程 《最 高 次 数 为 10) 的 问题 。 为 了 适应 
增 乘 开 方法 的 计算 程序 , 秦 九 部 把 常数 项 规定 为 负数 。 他 
把 高 次 方程 解法 分 成 各 种 类 型 ,如 : n 次 项 系数 不 等 于 1 
的 方程 , 奇 次 署 系 数 均 为 零 的 方程 ,进行 x*=y+c 代 换 后 
常数 项 变 号 的 方程 与 常数 项 符号 不 变 而 绝对 值 增 大 的 方 
程 等 。 方 程 的 根 为 非 整 数 时 ， 秦 九 部 采取 继续 求 根 的 小 


数 , 或 用 碱 根 变换 方程 各 次 署 的 系数 之 和 为 分 母 .常数 为 
分 子 来 表示 根 的 非 整数 部 分 ， 这 是 k 九 章 算术 ?和 刘 徽 注 
处 理 无 理 数 方法 的 发 展 。 在 求 根 的 第 2 位 数 时 ， 秦 九 韶 
还 提出 以 一 次 项 系数 除 常数 项 为 根 的 第 2 位 数 的 试 除 
法 。 秦 九 韶 的 方法 比 翟 纳 方法 早 500 多 年 。 

高 阶 等 差 级 数 求 和 ”高 阶 等 差 级 数 求 和 起 源 于 沈 括 
的 “ 隙 积 术 "。 沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 》 卷 十 八 中 提出 ,用 棋子 之 
类 的 东西 堆 成 长 方 燥 ,棋子 总 数 为 cb+(a+ ID (B+)+… 


+(e—D(d-D+ed= § [C2b+d)at(2d+b)cl+(e 


一 4) (ab 是 第 一 层 的 个 数 ，cd 是 第 n 层 的 个 数 )。 杨辉 在 
《详解 九 章 算法 》 中 讨论 了 上 述 才 积 的 3 个 特例 。 即 方 亭 沫 
(ae=bc=d)\ 方 锥 坏 (G=b= 1, c=d 一 n) 和 三 角 吉 ( 通 项 


为 于 叶 ). 朱 世 杰 把 高 阶 等 莽 级 数 求 和 问题 与 二 项 系 
数 表 结合 起 来 ， 得 到 三 角形 扒 癌 站 rr+ 1)(r+2)…(r 


+p— D0 jit Dent Dnt Dp=1,2,3,..6) 
和 岗 形 染 光 让 7Cr+ DGr+2)(r+p 一 Dr 一 (Bi 
"nntl)nt2) n+p p+ lnt+1](p=1,2,.…,5)。 

内 杆 法 ”元 代 天 文学 家 王 网 、 郭 宁 救 等 在 《授时 历 》 
(1280) 中 解决 了 三 次 函数 的 内 插值 问题 。 奈 九 部 在 “ 绥 
术 推 星 " 题 、 朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 * 如 象 招数 " 题 都 提 到 内 
插 法 (他 们 称 为 招 差 术 )， 朱 世 杰 得 到 一 个 四 次 函数 的 内 
插 公式 。 

一 次 同 余 式 组 解法 《孙子 算 经 六 物 不 知 数 " 题 已 提 
到 一 次 同 余 式 组 解法 的 例子 ， 秦 九 韶 把 它 一 般 化 。 在 这 
个 方法 中 有 一 个 必须 解决 的 关键 问题 是 求 同 余 式 kGim 


ltmod a 中 的 后 , 式 中 Gi 一 着 (Mavs…as)。 系 九 部 在 


《 数 书 九 章 》 大 衍 类 里 ， 用 更 相 减 损 的 方法 给 出 ks 一 个 计 
算 程序 ,完满 地 解决 了 这 个 问题 , 此 外 , 秦 九 韶 还 讨论 了 
模 数 a 是 收 数 (小 数 )、 通 数 (分 数 )、 元 数 (一 般 正 整数 )、 
复数 (10" 的 倍数 ) 非 两 两 互 素 的 情形 ， 并 分 别 给 出 变 上 
述 4 种 数 为 两 两 互 案 的 模 数 的 方法 。 

高 次 方程 立法 ”用 天 元 (相当 于 现在 的 zx) 作为 未 知 
数 符号 , 立 出 高 次 方程 ,古代 称 为 天 元 术 。 这 是 中 国 数学 
史上 首次 引入 符号 ， 并 用 符号 运算 来 解决 建立 高 次 方程 
的 问题 。 现 存 最 早 的 天 元 术 著 作 是 李 冶 的 《 测 圆 海 镜 》。 
李 冶 在 一 次 项 系数 右 旁 记 一 "元" 字 (或 在 常数 项 右 旁 记 
一 “ 太 " 字 )。 元 以 上 的 系数 分 别 表示 各 正 次 署 ,元 以 下 的 
系数 表示 常数 和 各 负 次 军 ( 在 《 益 古 演 贤 》 中 又 把 这 个 次 
序 倒转 过 来 )。 建 立方 程 的 具体 方法 是 ,根据 问题 的 已 知 
条 件 ， 列 出 两 个 相等 的 多 项 式 pi(z) 和 ps(x), 令 二 者 相 
减 , 即 得 一 个 数字 高 次 方程 。 若 其 中 一 个 多 项 式 是 分 式 多 
项 式 , 如 p(x)=q(x)/qs(x)， 李 冶 则 变 另 一 多 项 式 
Pa(z) 为 pz(x) 一 pa(z)ga(x)/ga(x)， 使 二 者 相 减 时 消去 
分 式 多 项 式 的 分 母 ,得 g(z) 一 px(z)g:(z)=0。 这 是 刘 徽 
关于 率 的 概念 在 多 项 式 运算 中 的 应 用 与 发 展 。 
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高 次 联 主 方程 组 ”从 天 元 术 推广 到 二 元 、 三 元 和 四 
元 的 高 次 联 立 方程 组 ， 是 宋 元 数 学 家 的 又 一 项 杰出 的 创 
造 。 祖 磊 在 k 四 元 玉 鉴 》 后 序 中 提 到 ,平阳 李 德 载 《两 仪 群 
英 集 至 3 有 天 、 地 二 元 , 霍山 刘 大 鉴 《乾坤 括 奏 》 有 天 、 地 、 
人 三 元 。 燕山 朱 汉 和 卿 “ 按 天 、 地 、 人 、 物 立 成 四 元 "。 前 二 
书 已 失传 ， 留 传 至 今 并 对 这 一 杰出 创造 进行 系统 论述 的 
是 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》。 朱 世 杰 的 四 元 高 次 联 立 方程 组 
表示 法 无 疑 是 在 天 元 术 的 基础 上 发 展 起 来 的 ， 他 把 常数 
放 在 中 央 。 四 元 的 各 次 等 放 在 上 ,下 \ 左 , 右 四 个 方向 上 ， 
其 他 各 项 放 在 四 个 象限 中 。 朱 世 杰 的 最 大 贡献 是 提出 四 
元 消 元 法 。 其 方法 是 先 择 一 元 为 未 知 数 ， 其 他 元 组 成 的 
多 项 式 作为 这 未 知 数 的 系数 ， 列 成 若干 个 一 元 高 次 方程 
式 ， 然 后 应 用 互 乘 相 消 法 逐步 消去 这 一 未 知 数 。 重 复 这 
一 步骤 便 可 消去 其 他 未 知 数 ,得 到 一 个 一 元 高 次 方程 最 
后 用 增 乘 开 方法 求解 。 这 是 线性 方法 组 解法 的 重大 发 展 。 
朱 世 杰 的 方法 比 西方 同类 方法 早 400 多 年 。 

忆 股 形 解法 ” 匆 股 形 解法 在 宋 元 时 期 有 新 的 发 展 ， 
朱 世 杰 在 《 算 学 启蒙 》 卷 下 提出 已 知 勾 弦 和 、 股 弦 和 求解 
匆 股 形 的 方法 ,补充 了 & 九 章 算术 》 的 不 足 。 李 冶 在 《 测 贺 
海 镜 》 对 勾 股 容 圆 问题 进行 了 详细 的 研究 ,得 到 一 系列 的 
结果 。 他 把 容 贺 勾 股 形 分 成 14 个 相似 的 勾 股 形 , 除 按 传统 
的 方法 给 出 这 些 勾 股 形 的 名 称 外 ， 还 用 文字 作 符号 来 表 
示 ， 与 现今 用 字母 4, B, C, … 表 示 几 何 图 形 相似 。 从 14 
个 勾 股 形 中 , 李 治 得 到 692 条 “识别 杂记 "阐明 各 勾 股 形 
的 线段 之 间 与 线段 的 和 、 差 , 积 之 间 的 关系 。 除 原 有 的 多 
股 容 圆 外 , 李 冶 得 到 勾 上 容 圆 , 股 上 容 圆 ,. 弦 上 容 圆 、 勾 股 
上 容 圆 , 勾 外 容 贺 、 股 外 容 贺 , 弦 外 容 圆 、 勾 外 容 贺 半 、 股 
外 容 贺 半 等 9 个 容 加 公式 ， 大 大 丰富 了 中 国 古代 几何 学 
的 内 容 。 

练 关 剂 回 术 已 知 黄道 与 赤道 的 夹 角 和 太阳 从 冬至 
点 向 春分 点 运行 的 黄 经 余 弧 , 求 赤 经 余 弧 和 赤 纬 度数 , 是 
一 个 解 球面 直角 三 角形 的 问题 。 传 统 历法 都 是 用 内 插 法 
进行 计算 。 元 代 王 必 、 郭 守 敬 等 则 用 传统 的 勾 股 形 解法 、 
沈 括 的 会 圆 术 ( 已 知 弦 \ 矢 ,半径 求 弧 长 的 近似 公式 ) 和 天 
元 术 解 决 了 这 个 问题 。 由 于 王 必 、 郭 守 敬 求 直 径 时 用 四 
周 率 3 以 及 沈 括 的 公式 是 一 个 近似 公式 ， 因 此 结果 不 够 
精确 。 除 此 以 外 ， 整 个 推算 步 又 是 正确 无 误 的 。 从 数学 
意义 上 讲 ,这 个 方法 开辟 了 通 往 球面 三 角 法 的 途径 。 

纵横 图 纵横 图 又 称 幻 方 ， 根 据 《 乾 贡 度 》 和 东汉 郑 
玄 注 ,至 迟 在 汉代 已 有 一 个 三 行 纵横 图 。 打 元 时 期 ,纵横 
图 研究 有 了 很 大 发 展 ， 杨 辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 记录 了 
这 方面 的 成 就 。 杨 辉 指出 ， 九 宫 图 是 一 个 从 1 一 3: 的 9 
个 自然 数 排 成 三 行 三 列 , 其 行 、 列 或 对 角 线 之 和 均 为 15 
的 三 行 纵横 图 。 这 种 图 可 以 推广 到 从 1 到 m 的 情形 ， 它 
的 行 、 列 或 对 角 线 之 和 为 n(1+w)/2。 他 还 列 出 四 行 , 五 
行 ,六 行 ,七 行 , 八 行 , 九 行 , 十 行 8 个 纵横 图 ,并 指出 三 行 
和 四 行 纵横 图 的 构造 方法 。 杨 粹 的 这 一 工作 为 这 个 领域 
的 研究 开辟 了 道路 。 

小 数 “ 现 传 本 《夏侯 阳 算 经 ?已 有 化 名 数 为 十 进 小 数 
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的 例子 。 宋 元 时 代 , 这 种 十 进 小 数 有 了 广泛 应 用 和 发 展 ， 
秦 九 韶 用 名 数 作为 小 数 的 符号 ,例如 18.56 寸 表示 如 图 1; 
李 冶 则 依靠 算式 的 位 置 表示 ， 例 如 一 8.25x*+2.673 一 0 
表示 如 图 2。 杨辉 和 朱 世 杰 的 化 斤 价 为 两 价 的 歌诀 ,是 小 


” 数 的 具体 应 用 。 
-本 TT LT 亏 太 
下 = 志 
四 1 琳 九 部 表 示 图 2 幸 治 表 示 小 数 
小 数 的 方法 的 方法 


珠算 的 出 现 中 国 古 代 计算 技术 改革 的 高 潮 也 是 出 
现在 宋 元 时 期 。 宋 元 明 的 历史 文献 中 载 有 大 量 这 个 时 期 
的 实用 算术 书目 ， 其 数量 远 比 唐 代 为 多 。 改 革 的 主要 内 
容 仍 是 乘除 法 。“ 留 头 乘 " 最 早 见于 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》。 
“ 九 归 " 最 早出 现在 沈 括 的 《上 梦 误 笔 谈 》, 杨 辉 在 《乘除 通 变 
本 末 》(1274)、 朱 世 杰 在 《 算 学 启蒙 中 进一步 把 它 完善 。 
“ 归 除 "最 早 见于 《 算 学 启蒙 >,“ 接 归 "、“ 起 一 "是 朱 世 杰 首 
先 提出 来 的 , 丁 巨 ( 著 有 《 丁 巨 算法 》,1355)、 何 平子 ( 著 有 
《 详 明 算 法 》 1373 和 贾 享 ( 著 有 《算法 全 能 集 ?) 把 它 具 体 
化 。 留 头 乘 "与 “ 归 除 "的 出 现 ,使 乘除 法 不 需 任何 变通 便 
可 在 一 个 横 列 里 进行 ， 与 现今 珠算 的 方法 完全 一 样 。 与 


算法 改革 的 同时 ， 穿 珠算 盘 在 北宋 已 可 能 出 现 。 但 如 果 . 


把 现代 珠算 看 成 是 婚 有 穿 珠 算盘 ， 又 有 一 亦 完善 的 算法 
和 口诀 ,那么 应 该 说 它 最 后 完成 于 元 代 。 

宋 元 数 学 的 繁荣 ， 是 社会 经 济 发 展 和 科学 技术 发 展 
的 必然 结果 ,是 传统 数学 发 展 的 必然 结果 。 此 外 ,数学 家 
们 的 科学 思想 与 数学 思想 也 是 十 分 重要 的 。 宋 元 数学 家 
都 在 不 同 程度 上 反对 理学 家 的 象 数 神秘 主义 。 李 冶 曾 批 
评 朱 熹 著 作 ,说 它 不 通 的 地 方 很 多 。 他 指出 ,说 数学 难 认识 
是 可 以 的 ,但 说 数学 不 能 认识 就 不 对 ;他 认为 数学 来 源 于 
自然 界 ,“ 萄 能 推 自然 之 理 "就 可 以 “ 明 自 然 之 数 "。 秦 九 部 
虽 曾 主张 数学 与 道学 同 出 一 源 , 但 他 后 来 也 认识 到 ,“ 通 
神明 ”的 数学 是 不 存在 的 ， 只 有 “经 世 务 类 万 物 "的 数学 。 
莫 若 在 《四 元 玉 鉴 % 序 文中 提出 的 “用 假象 真 ， 以 虚 问 实 ” 
则 代表 了 朱 世 杰 高 度 抽象 思维 的 思想 方法 ， 杨 远 对 纵横 
图 结构 进行 研究 ,揭示 出 洛 书 的 本 质 ,有 力 地 批判 了 象 数 
神秘 主义 。 所 有 这 些 ,无 疑 是 促进 数学 发 展 的 重要 因素 。 

中 、 西 方 数学 的 融合 “明代 进入 了 封建 社会 的 晚期 ， 
封建 统治 者 实行 极权 统治 ,宣传 唯心 主义 哲学 ,施行 八股 
考试 制度 ,在 这 种 情况 下 , 除 珠算 外 ,数学 发 展 逐渐 衰落 。 
16 世 纪 末 以 后 ,西方 初等 数学 陆续 传 入 中 国 ,使 中 国 数学 
研究 出 现 一 个 中 西 融合 贯通 的 局 面 。 鸦 片 战争 以 后 ， 近 
代数 学 开始 传 和 中国 ， 中 国 数学 便 转 入 一 个 以 学 习 西 方 
数学 为 主 的 时 期 ,直到 19 世纪 末 与 20 世纪 初 ,近代 数学 
研究 才 真 正 开始 。 

珠算 的 普及 ”从 明 初 到 明 中 叶 , 商 品 经 济 有 所 发 展 ， 
和 这 种 商业 发 展 相 适 应 的 是 珠算 的 普及 。 明 初 《 魁 本 对 
相 四 言 杂 字 》(1371) 和 《鲁班 木 经 》(15 世纪 上 半 叶 ) 的 出 
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现 ,说 明珠 算 已 十 分 流行 。 前 者 是 儿童 看 图 识字 的 课本 ， 
后 者 把 算盘 作为 家 庭 必 需 用 品 列 入 一 般 的 木器 家 具 手 册 
中 。 随 后 ,珠算 著作 也 陆续 出 现 。 如 吴 敬 《 九 章 详 注 比 类 算 
法 大 全 2(1450)、 王 文 素 《古今 算 学 宝 鉴 (1524)、 徐 心 鲁 
《 盘 珠算 法 X1573)、 柯 尚 迁 《数学 通 轨 》(1578)、 朱 载 十 的 
《 算 学 新 说 X1584)、 程 大 位 《 直 指 算法 统 宗 》(1592) 等 。 
随 着 珠算 的 普及 ， 珠 算 算法 和 口诀 也 逐渐 趋 于 完善 。 例 
如 王 文 素 和 程 大 位 增加 并 改善 撞 归 ,起 一 口诀 ! 徐 心 鲁 和 
程 大 位 增添 加 \ 减 口诀 并 在 除法 中 广泛 应 用 归 除 ,从 而 实 
现 了 珠算 四 则 运算 的 全 部 口诀 化 ， 朱 载 培 和 程 大 位 把 筹 
算 开 平方 和 开 立 方 的 方法 应 用 到 珠算 ， 程 大 位 用 珠算 解 
数字 二 次 、 三 次 方程 等 等 。 程 大 位 的 著作 在 国内 外 流传 
很 广 ,影响 很 大 。 

早期 传 入 的 西方 数学 ”1582 年 意大利 传教 士 利 玛 
罕 到 中 国 ，1607 年 以 后 , 先后 与 徐光启 翻译 《几何 原本 办 
前 6 卷 (1607)《 测 量 法 义 》1 卷 (1607~1608), 与 李 之 藻 
编译 《图 容 较 义 X(1608) 和 《同文 算 指 》(1613)。1629 年 , 徐 
光 启 被 礼部 任命 在 历 局 督 修 历 法 ， 在 他 主持 下 , 编译 《党 
祯 历 书 》137 卷 。《 烷 祯 历 书 》 主 要 是 介绍 欧洲 天 文学 家 第 
谷 的 地 心 学 说 ， 作 为 这 一 学 说 的 数学 基础 ， 希 腊 的 几何 
学 ,欧洲 玉山 若干 的 三 角 学 以 及 纳 皮 尔 算 筹 ,伽利略 比例 
规 等 计算 工具 也 同时 介绍 进来 。 

在 传人 的 数学 中 ,影响 最 大 的 是 4 几何 原本 》。《 几 何 
原本 》 是 现 传 的 中 国 第 一 部 数学 翻译 著作 。 绝 大 部 分 数 
学 名 词 都 是 首创 ， 其 中 许多 至 今 仍 在 沿用 。 徐 光 启 认为 
对 它 "不 必 疑 ", "不必 改 "举世 无 一 人 不 当 学 "。 他 所 著 
的 《测量 异同 》 和 《 勾 股 义 》， 就 是 应 用 《几何 原本 》 的 逻辑 
推理 方法 论证 中 国 的 匆 股 测 望 术 。 他 主编 的 《崇祯 历 书 》， 
天 文学 和 数学 基本 理论 占 全 书 30% , 充分 说 明 他 对 理论 
的 重视 。 几 何 原本 ?是 明 清 两 代数 学 家 必 读 的 数学 书 , 对 
他 们 的 研究 工作 也 颇 有 影响 。 其 次 ， 应 用 最 广 的 是 三 角 
学 介绍 西方 三 角 学 的 著作 有 邓 玉 函 编译 的 《大 测 》2 卷 
《1631)《 割 圆 八 线 表 》6 卷 和 罗 雅 谷 的 《测量 全 义 》10 卷 
《1631)。《 大 测 ? 主 要 说 明 三 角 八 线 (正弦 ,余弦 ,正切 \ 余 
切 、 正 市、 余 割 . 正 矢 \ 余 矢 ) 的 性 质 ， 造 表 方 法 和 用 表 方 


比较 重要 的 是 积 化 和 差 公式 和 球面 三 角 (直角 
殊 与 角 的 关系 式 和 一 般 三 角形 的 正弦 定理 和 余弦 定理 )。 
所 有 这 些 ,在 当时 历法 工作 中 都 是 随 译 随 用 的 。 

中 西数 学 的 会 通 ”1646 年 ,波兰 传教 士 穆 尼 阁 来 华 ， 
跟随 他 学 习 西 方 科学 的 有 莅 凤 神 、 方 中 通 等 。 穆 尼 阁 去 世 
后 , 薛 凤 宰 据 其 所 学 , 编 成 《 历 学 会 通 》， 想 把 中 法 西法 融 
会 贯通 起 来 .《 历 学 会 通 》 中 的 数学 内 容 主 要 有 《比例 对 数 
表 并 卷 (1653)《 比 例 四 线 新 表 》1 卷 和 《三 角 算 法 》1 卷 
《1653)。 前 两 书 是 介绍 英国 数学 家 J. 纳 皮尔 和 琴 . 布 里 
格 斯 发 明 增 修 的 对 数 。 后 一 书 除 《 烷 被 历 书 》 介 绍 的 球面 
三 角 外 ， 尚 有 半角 公式 、 半 弧 公式 、 德 氏 比例 式 (Delam- 
bres analogies)、 纳 氏 比例 式 (Nepiers analogies) 等 。 方 
中 通 所 著 k 数 度 衍 X(1641), 对 对 数理 论 进行 解释 ,对 数 的 


传人 是 十 分 重要 ， 它 在 历法 计算 中 立即 就 得 到 应 用 。 

清 初学 者 研究 中 西数 学 有 心得 而 著 书 传世 的 很 多 ， 
影响 较 大 的 有 王 锡 冰 (图解 》1 卷 ， 桥 文 曲 《 梅 氏 从 书 辑 
要 60 卷 (其 中 数学 著作 13 种 共 40 卷 ), 年 硕 况 《4 视 学 》2 
卷 等 。 王 锡 并 的 工作 主要 是 证 明 两 角 和 、 差 的 正弦 和 余 
弦 公 式 。 为 了 证 明 上 述 公 式 ， 他 对 涉及 的 名 词 概念 都 逐 
一 加 以 定义 ,引入 “ 折 " 的 概念 取代 角 ; 由 于 缺乏 直角 坐标 
系 的 概念 ， 在 证 明 时 他 还 把 两 弧 和 两 弧 的 和 差分 为 小 于 
象限 或 大 于 象限 的 各 种 情形 ,方法 是 独 具 一 格 的 。 梅 文 
蜀 是 集中 西数 学 之 大 成 者 。 他 对 传统 数学 中 的 线性 方程 
组 解法 、 勾 股 形 解法 和 高 次 寡 求 正 根 方法 等 方面 进行 整 
理 和 研究 ,使 源 于 枯萎 的 明代 数学 出 现 了 生机 ,在 介绍 西 
方 数学 中 有 校正 .证 明和 补充 。 例 如 :校正 了 罗 雅 谷 关于 
比例 规 叙 述 中 的 错误 ， 证 明 三 角 学 中 没有 证 明 的 公式 和 
定理 等 。 梅 文 鼎 认为 传统 的 勾 股 形 解法 就 是 西方 的 几何 
学 和 三 角 学 ， 他 用 勾 股 形 解法 的 公式 证 明 k 几 何 原 本 ?前 
6 卷 的 15 个 定理 ,用 勾 股 方法 证 明 球 面 直角 三 角形 的 边 
角 关 系 公式 。 他 创造 一 种 直角 射影 的 方法 证 明 球 面 三 角 
学 的 余弦 定理 ,对 《测量 全 义 》 介 绍 的 5 种 多 面体 公式 ,他 
证 明了 其 中 4 种 ,其 中 关于 二 十 面体 的 计算 ,他 纠正 了 《 测 
量 全 义 》 和 罗 有 雅 谷 的 错误 等 。 梅 文 鼎 肯定 数学 来 源 于 实 
际 ; 对 西方 数学 ,他 认为 " 技 取 其 长 而 理 唯 其 是 ",“ 法 有 可 
采 何 论 东西 , 理 所 当 明 何 分 新 旧 ”, 应 该 “去 中 西 之 见 ， 以 
平 心 观 理 ", 态 度 是 比较 正确 的 。 年 希 冯 的 《 视 学 ) 是 中 国 
第 一 部 介绍 西方 透视 学 的 著作 。 

清 康 申 皇帝 十 分 重视 西方 科学 ， 他 除了 亲自 学 习 天 
文 数学 外 ， 还 培养 了 一 些 人 才 和 翻译 了 一 些 著作 。1712 
年 康 申 皇帝 命 梅山 成 任 蒙 养 帝 汇编 官 ,会 同 陈 厚 燃 、 何 国 
宗 , 明 安 图 , 杨 道 声 等 编纂 天 文 算法 书 。1721 年 完成 《 律 
历 渊源 》100 卷 ， 以 康 申 “ 御 定 " 的 名 义 于 1723 年 出 版 。 
其 中 《数理 精 殖 》53 卷 主要 由 梅 八 成 负责 ， 分 上 下 2 编 ， 
上 编 包 括 《几何 原本 23 卷 《算法 原本 1 卷 , 均 译 自 法 文 著 
作 ; 下 编 40 卷 ,包括 算术 ,代数 ,平面 几何 ,平面 三 角 、 立 
体 几 何等 初等 数学 , 附 有 素数 表 、 对 数 表 和 三 角 函 数 表 。 
《数理 精 列 的 基本 内 容 除 传统 数学 和 早期 传 入 的 西方 数 
学 外 ,新 传人 的 数学 有 借 根 方 比例 “ 连 比例 "方法 ,椭圆 
面积 和 椭 球 体积 以 及 计算 尺 、 素 数 表 等 。 由 于 它 是 一 部 
比较 全 面 的 初等 数学 百科 全 书 ,并 有 康 辕 “ 御 定 "的 名 义 ， 
因此 对 当时 数学 研究 是 具有 一 定 影响 的 。 

1701 年 法 国人 杜 德 美 带 来 二 格雷 果 里 的 “ 弧 求 正 
弦 "“ 弧 求 正 撩 "和 工 牛顿 的 “ 圆 径 求 周 "三 个 无 穷 级 数 的 
公式 ,但 没有 证 明 。1800 年 前 后 , 明 安 图 、 董 禧 诚 、 项 名 达 各 
自 依据 《数理 精 蕴 》 提 出 的 “ 连 比 例 "方法 ， 对 这 些 级 数 进 
行 研究 ,获得 一 些 创 造 性 结果 。 明 安 图 著 有 《 割 圆 密 率 捷 
法 4 卷 (1774 年 由 他 的 学 生 陈 际 新 定稿 ), 他 除了 证 明 杜 
德 美 传 入 的 3 个 公式 外 ,还 创造 “ 弧 求 通 弦 "、“ 弧 求 正 矢 "、 
“ 通 弦 求 弧 "“ 正 矢 求 弧 "“ 正 弦 求 弧 "“ 正 矢 求 弧 "6 个 新 
的 公式 。 董 祷 诚 著 有 《 割 圈 连 比例 图 解 》2 卷 (1819), 他 把 
明 安 图 9 个 公式 概括 为 “分 弧 通 弦 求全 弧 通 弦 "“ 分 绝 中 


撩 求全 弧 中 矢 "“ 分 弧 通 弦 求 通 弧 通 弦 "“ 分 弧 中 撩 求 通 
弦 中 矢 ”4 个 公式 。 1837 年 项 名 达 又 把 董 祷 诚 的 4 个 公 
式 概括 为 “分 弧 通 弦 求 全 弧 通 弦 "、“ 分 弧 中 矢 求全 弧 中 
矢 "两 个 公式 。 他 著 有 《 象 数 一 原 》6 卷 (1837 ， 由 戴 隐 续 
成 )。 著 作 后 面 附 有 《 燃 圆 求 局 林 》 正确 地 解决 了 椭 贺 求 
周 长 的 问题 。 

芯 用 对 三 角 函数 的 宪 级 数 公式 和 栅 贺 求 周 的 问题 也 
有 研究 , 著 有 《外 切 密 率 》4 卷 (1852), 补 充 正切 , 余 切 , 正 
割 、 余 割 四 个 轰 级 数 公式 。 为 了 简化 对 数 的 计算 ,他 创立 
了 指数 为 任何 有 理 数 的 二 项 式 定理 展开 式 ， 从 而 也 得 到 
对 数 函数 的 等 级 数 公 式 。 这 些 成 果 记载 在 他 著 的 《对 数 简 
法 》2 卷 (1845) 和 《 续 对 数 简 法 》1 卷 (1846) 中 。 

与 戴 网 同时 ,地 善 兰 在 1845 年 著 有 《方圆 阐 幽 习 卷 ， 
《 弧 矢 启 秘 》2 卷 与 6 对 数 探 源 》2 卷 。 他 创造 尖 锥 术 ， 并 
用 它 来 论证 二 项 平方 根 的 震级 数 公式 , zx 的 竺 级 数 公 式 ， 
“正弦 求 弧 "“ 正 切 求 弧 "“ 弧 求 正弦 "“ 弧 求 正 切 "“ 弧 
求 正 矢 "“ 弧 求 正 割 " 等 三 角 函 数 宪 级 数 公式 以 及 对 数 函 
数 守 级 数 公式 。 所 谓 尖 锥 术 是 指 对 一 切 自然 数 n 的 乘 广 
数 x" 都 可 用 线段 长 表示 ,它们 可 以 积 选 成 n 乘 尖 锥 面 ,这 
种 尖 锥 面 由 相互 垂直 的 底线 、 高 (h) 和 冲 向 的 尖 锥 曲线 组 


^ ! 
成 。 其 面积 为 |" ax"dx ~ -2 。 这 种 尖 锥 面 表示 法 已 
具有 解析 几何 的 坐标 表示 的 思想 ， 求 积 法 相当 于 等 函数 
的 定 积分 公式 。 

综 上 述 可 以 看 到 ， 清 代数 学 家 对 西方 数学 做 了 大 量 
的 会 通 工作 ， 并 取得 许多 独创 性 的 成 果 。 这 些 成 果 ， 如 
和 传统 数学 比较 , 是 有 进步 的 , 但 和 同时 代 的 西方 比较 ， 
则 明显 落后 了 。 

传统 数学 的 整理 和 研究 雍正 即位 (1723) 以 后 ， 
对 外 闭关 自 守 ， 导 致 西方 科学 停止 输入 中 国 ， 对 内 对 
汉族 士大夫 实行 高 压 政策 。 在 这 种 情况 下 ， 一 般 学 者 既 
不 能 接触 西方 数学 ， 又 不 敢 过 问 经 世 致 用 之 学 ， 因 而 埋 
头 于 究 治 古籍 。 乾 嘉 年 间 逐渐 形成 一 个 以 考据 学 为 主 的 
乾 嘉 学 派 。1773 年 开设 四 库 全 书馆 ， 辑录 《永乐 大 典 ) 保 
存 佚 书 和 征集 私家 藏书 ， 于 1781 年 编 成 《四 库 全 书 》, 先 
后 收集 到 《 算 经 十 书 》 和 宋 元 时 期 的 数学 著作 。 繁 修 兼 分 
校 官 戴 震 (1724 一 1777) 对 《 周 牧 算 经 》、《 九 章 算术 》、《 孙 
子 算 经 》《 五 经 算术 》4 部 著作 详 加 校勘 ,改正 许多 误 文 存 
字 , 对 学 者 是 有 帮助 的 。 随 后 ,李江 (?~1811) 著 的 《 九 章 
算术 细 草 图 说 9 卷 ,海岛 算 经 细 草 图 说 》1 卷 和 《 辑 古 算 
经 考 注 》2 卷 , 帮 锐 注 的 6 数 书 九 章 》《 测 加 海 镜 》 和 《 益 古 
演 自 》, 沈 钦 裴 著 的 《四 元 玉 鉴 细 草 》2 卷 (1829) 和 罗 士 琳 
撰 的 《四 元 玉 鉴 细 草 24 卷 (1834) 都 很 有 参考 价值 。 

随 着 《 算 经 十 书 》 与 宋 元 数 学 著作 的 收集 与 注释 ， 出 
现 了 一 个 研究 传统 数学 的 高 潮 。 其 中 能 突破 旧 有 框框 并 
有 发 明 创造 的 有 焦 循 、 汪 莱 、 李 锐 、 李 善 兰 等 。 焦 循 在 4 加 
三 乘除 释 X(1798) 中 ,用 甲 , 乙 、 丙 、 丁 …… 等 天 干 字 表 示 
具体 的 数 ， 列 出 加 、 碱 、 乘 . 除 的 几 个 基本 定律 ,用 这 些 符 
号 和 定律 来 说 明 古 代 算 法 原理 ， 这 在 中 国 数学 史上 是 一 
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个 创造 。 江 茉 著 有 《 衡 帝 算 学 》7 册 (1796 一 1805)。 在 第 
五 册 (1801) 中 ， 他 讨论 了 二 次 、 三 次 方程 有 多 少 正 根 
以 及 正 根 和 系数 的 关系 问题 ， 得 到 与 韦 达 定 理 相当 的 结 
果 。 在 第 七 册 〈1805 ) 中 专门 讨论 三 项 方程 x* 一 px"+ 
g=0 (n>m 都 是 正 整 数 , p、q 都 是 正 数 ), 他 用 归纳 法 
得 到 上 述 方程 有 正 根 的 条 件 相当 于 


< 


1802 年 李 锐 见 到 汪 莱 的 《 俩 裔 算 学 ) 第 五 册 算 书后 , 写 了 
“第 五 册 算 书 跨 "， 提 出 n 次 高 次 方程 只 有 一 个 正 根 与 多 
于 一 个 正 根 和 方程 系数 的 符号 有 关 ， 和 得 到 一 个 正 根 后 
的 (n 一 1) 次 方程 的 系数 符号 有 关 ， 他 的 结论 基本 上 是 正 
确 的 。 在 ( 开 方 说 (1817) 中 李 锐 进一步 指出 高 次 方程 系 
数 符号 变化 一 次 的 有 1 正 根 ,变化 二 次 的 有 2 正 根 ,变化 
三 次 的 有 3 正 根 或 1 正 根 ， 变 化 四 次 的 有 《4 正 根 或 2 正 
根 ,所 缺 正 根 称 为 "无 数 ",“ 凡 无 数 必 两 ,无 一 无 数 者 "这 
些 与 笛 卡 儿 的 符号 规则 基本 相同 。 他 还 指出 ， 二 次 方 各 
有 2 根 ,三 次 方程 有 3 根 或 1 根 ,四 次 方程 有 4 根 或 2 根 
(以 上 均 包括 负 根 ) 若 方程 有 正 、 负 根 ， 将 方程 系数 的 正 
负 号 隔 位 易 之 , 则 正 负 根 互 换 符 号 ;方程 的 重 根 与 "无 数 " 
不 同等 等 。 汪 莱 , 李 锐 的 工作 ,和 宋 元 时 代 的 代数 学 比较 
是 青出于蓝 而 胜 于 蓝 的 ;和 西方 代数 学 比较 ,在 时 间 上 晚 
了 一 些 ， 但 他 们 的 成 果 是 在 没有 受到 西方 近代 数学 的 影 
响 下 独立 得 到 的 。 

对 朱 世 杰 的 烧 积 术 进 行 研究 并 有 重大 成 果 的 是 李 善 
兰 ,在 6 氛 积 比 类 X 约 1859) 中 , 李 善 兰 创 造 了 一 个 著名 的 
恒等式 ， 

(fp) =fis+ (CF) fst 二 (CD 了 5 二 六 二 (CO21852， 
式 中 代为 朱 世 杰 三 角 吉 的 一 般 项 ，CP 是 二 项 式 定理 系 
数 。 利 用 三 角 绕 求 和 公式 就 得 出 一 个 中 外 驰名 的 三 角 自 
林 志 求 和 公式 ， 

ft CE) + CCP) + 十 了 
他 还 得 到 三 角 变 滩 为 "1 、 三 角 再 变 涤 六 rf5 和 三 角 三 
变 栋 汶 "" 的 公式 。 

与 传统 数学 研究 出 现 高 潮 的 同时 ， 阮 元 与 李 锐 等 纺 
写 了 一 部 天 文 数学 家 传记 一 一 《 听 人 传 》(1795 一 1810)。 
《星人 传 ?收集 从 黄帝 时 期 到 嘉庆 四 年 (1799) 已 故 的 天 文 
学 家 和 数学 家 270 余 人 (其 中 有 数学 著作 传世 的 不 足 50 
人 ) 和 明 末 以 来 介绍 西方 天 文 数学 的 传教 士 41 人 .这 部 车 
作 全 由 “ 摄 拾 史书 , 荃 苹 群 籍 ， 要 而 录 之 "而 成 ,收集 的 完 
全 是 第 一 手 的 原始 资料 ， 在 学 术 界 直 有 影响。 

近代 数学 的 传 入 ”鸦片 战争 (1840) 以 后 ， 西 方 近代 
数学 开始 传 和 中国 。 首 先是 英信 在 上 海 设立 县 海 书馆 ， 
介绍 西方 数学 。 第 二 次 鸦片 战争 (1860) 后 ， 兽 国医 、 李 
裤 章 等 官僚 集 团 开展 “洋务 运动 "， 也 主张 介绍 和 学 习 丁 
方 数学 。1864 年 美国 长 老 会 教士 狂 考 文 于 山东 登 州 设立 
文 会 馆 。1866 年 获 亲 王 碳 诉 建议 在 同文 馆 内 深 设 算 学 ， 
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1868 年 曾国藩 、 李 鸿 章 于 上 海江 南 制 造 局 内 添 设 翻译 
馆 ， 中 国 数学 工作 者 在 上 述 部 门 和 外 国人 一 起 翻译 了 一 
批 近代 数学 著作 。 其 中 较 重要 的 有 李 善 兰 与 伟 烈 亚 力 翻 
译 的 《几何 原本 》 后 9 卷 (1857 )《 代 数学 ?13 卷 (1859)《 代 
微 积 拾级 ?18 卷 (1859)， 华 薪 芳 与 英 人 傅 兰 雅 合 译 的 《 代 
数 术 》25 卷 (1872)《 微 积 溯源 》8 卷 (1874)《 决 疑 数学 》 
10 卷 (1880)， 邹 立 文 与 狄 考 文 编译 的 《 形 学 备 旨 》10 卷 
(1885)、《 代 数 备 则 》13 卷 (1891); 《笔算 数学 》3 册 
《1892); 谢 洪 责 与 潘 慎 文 合 译 的 《 代 形 合 参 》3 卷 (1893)， 
《 八 线 备 虽 》4 卷 (1894) 等 等 。《 代 微 积 拾级 》 是 中 国 第 一 
部 微 积分 学 译本 ，《 代 数学 ?是 英国 数学 家 A. 佑 .摩根 所 
著 , 是 一 部 重要 的 符号 代数 学 译本 ,《 决 疑 数学 ) 是 第 一 部 
概率 论 译本 。 在 这 些 译 著 中 ， 创 造 了 许多 数学 名 词 和 术 
语 ,至 今 还 在 应 用 ,但 所 用 数学 符号 一 般 已 被 淘汰 了 。 戊 
成 变法 (1898) 以 后 ， 各 地 兴办 新 法 学 校 ， 上 述 一 些 著作 
便 成 为 主要 教科 书 。 在 翻译 西方 数学 著作 的 同时 ， 中 国 
学 者 也 进行 一 些 研究 , 写 出 一 些 著作 , 较 重要 的 有 李 着 兰 
的 《 尖 锥 变法 解 》1 卷 、《 考 数 根 法 》1 卷 (1872), 夏 高 翔 
(1823 一 1864 ) 的 《 洞 方术 图 解 》2 卷 (1857)、《 致 曲 术 》1 
卷 《 致 曲 图 解 》1 卷 等 等 ,都 是 会 通 中 西学 术 思想 的 研究 
成 果 。 

由 于 输入 的 近代 数学 需要 一 个 消化 吸收 的 过 程 ， 加 
上 清末 统治 者 十 分 腐败 ,在 太平 天 国运 动 的 冲击 下 ,在 帝 
国 主义 列强 的 掠 存 下 , 焦头烂额, 无暇 顾及 数学 研究 。 直 
到 1919 年 五 四 运动 以 后 近代 数学 的 研究 才 真正 开始 。 

( 梅 荣 照 ) 

Zhongguo shuxue yanjiu jigou 
中 国 数学 研究 机 构 (Chinese research insti- 
tutes in mathematics) ”中国 现 代 第 一 个 综合 性 
数学 研究 机 构 是 中 央 研 究 院 的 数学 研究 所 , 1941 年 3 月 
筹建 于 昆明 , 1947 年 7 月 在 上 海 正式 成 立 ， 美 立夫 任 所 
长 ;专任 研究 员 有 陈省身 、 陈 建功 、 华 罗 朗 、 李 华 宗 , 兼任 
研究 员 有 苏 步 青 、 江 泽 涵 , 计 宝 双 、 抱 壤 、 段 学 复 、 周 炜 良 。 
研究 内 容 限于 纯粹 数学 ,主要 包括 数论 、 抽象 代数 级 数 
论 、 微分 几何 、 拓扑 学 与 数理 统计 学 。 该 所 于 1949 年 迁 
往 台湾 。 

中 华人 民 共 和 国 成 立 以 后 ,于 1950 年 6 月 开始 筹建 
中 国 科 学 院 数 学 研究 所 , 1952 年 7 月 正式 成 立 ， 所 址 设 
在 北京 ,华罗庚 任 所 长 。 建 所 初期 , 除了 注意 到 数论 、 代 
数 ,函数 论 、 几何 与 拓扑 等 国内 较 有 基础 的 分 支 外 , 同时 
开始 重视 应 用 数学 及 过 去 基础 薄弱 的 学 科 的 发 展 ， 如 弹 
性 力学 、 流 体力 学 ,理论 物理 ,微分 方程 和 概率 、 统 计 等 都 
有 人 从 事 研究 并 注意 培养 人 才 ， 此 外 还 设立 了 研制 计算 
机 的 小 组 。1954 年 以 后 , 研究 工作 有 较 大 的 开展 。 通 过 
1956 年 全 国 科学 远景 规划 的 制订 ， 数学 研究 所 在 保障 数 
学 中 各 重要 方向 协调 发 展 的 同时 ,重点 发 展 了 微分 方程 、 
概率 、 统 计 等 与 国民 经 济 和 国防 建设 关系 密切 的 分 支 此 
外 , 泛 函 分 析 、 数理 逻辑 等 学 科 也 获得 了 加 强 , 并 开始 填 
补 象 运筹 学 这 样 国际 上 新 兴 而 在 国内 完全 空白 的 领域 。 


同一 时 期 ,力学 与 计算 技术 方面 的 研究 则 独立 出 去 ,分 别 
成 立 了 力学 研究 所 (1956) 和 计算 技术 研究 所 (1958)。 
1962 年 ， 又 开辟 了 控制 理论 的 研究 。 

1966 一 1971 年 “文化 大 革命 "期 间 , 研究 工作 陷于 停 
顿 ,研究 室 被 撤销 ,少数 同志 在 极 困难 的 条 件 下 坚持 数学 
理论 的 探索 。1972 年 以 后 , 研究 工作 重新 开展 起 来 ,1973 
年 恢复 了 研究 室 建 制 。1976 年 以 后 , 学 术 空气 空前 话 
跃 ， 纯 粹 与 应 用 数学 各 个 领域 的 工作 都 得 到 迅速 推进 并 
走 上 了 健康 .正确 的 轨道 。 

1979 年 后 , 数学 研究 所 的 研究 工作 逐渐 转向 以 数学 
基础 理论 为 主 ,同时 兼顾 若干 其 他 方向 。 全 所 设 有 数论 、 
代数 ,函数 论 .几何 与 拓扑 、 泛 函 分 析 、 微分 方程 、 数值 分 
析 、 计 算 机 科学 八 个 研究 室 。 

与 应 用 数学 相关 的 研究 ， 则 主要 由 后 来 成 立 的 系统 
科学 研究 所 和 应 用 数学 研究 所 承担 。 系 统 科学 研究 所 从 
事 国 防 和 国民 经 济 中 的 控制 论 研究 、 大 系统 综合 研究 及 
有 关 的 数学 边缘 学 科 的 基础 理论 研究 ，1979 年 10 月 部 
分 人 员 根据 科学 院 决定 从 数学 所 调 出 组 成 。 设 控制 理论 、 
运筹 数学 ,运筹 管理 、 统 计数 学、 数学 物理 和 基础 数学 等 
六 个 研究 室 。 应 用 数学 所 从 事 为 国民 经 济 、 国 防 建设 和 
其 他 学 科 服 务 的 数学 方法 和 基础 理论 的 研究 ,1979 年 底 
由 科学 院 原 应 用 数学 研究 推广 办 公 室 与 数学 所 部 分 人 员 
合并 而 成 , 设 优选 法 与 管理 科学 、 微 分 方程 与 计算 物理 、 
运筹 学 ,概率 统计 等 四 个 研究 室 。 

1973 年 开始 筹建 的 中 国 科学 院 计算 中 心 , 以 计算 数 
学 为 其 主要 任务 之 一 ，1977 年 调 进 计算 所 计算 数学 室 和 
数学 所 部 分 人 员 后 正式 成 立 于 北京 。 

北京 地 区 以 外 ， 中 国 科学 院 分 院 的 数学 科研 单位 沿 
有 ， 成 都 数理 科学 研究 室 ，1976 年 成 立 ! 武汉 数学 物理 
研究 所 ，1979 年 成 立 , 前 身 为 中 国 科 学 院 数学 计算 技术 
研究 所 。 

科学 院 数学 研究 工作 的 历程 ， 反 映 着 新 中 国 成 立 以 
来 中 国 数学 事业 经 历 曲折 的 道路 而 取得 了 巨大 的 发 展 。 
首先 是 科研 力量 的 壮大 。1949 年 以 前 全 国 发 表 数 学 论文 
的 总 人 数 仅 74 人 ， 而 目前 国内 仅 中 国 科 学 院 数 学 研究 
所 、 系 统 科学 研究 所 和 应 用 数学 研究 所 就 有 科研 人 员 
300 余 名 , 加 上 科学 院 计算 中 心 和 分 院 的 数学 工作 者 , 形 
成 了 一 支 研究 门类 齐全 ， 并 拥有 一 批 学 科 带 头 人 和 科研 
骨干 的 队伍 。 多 年 来 ， 这 支队 伍 在 党 的 领导 下 不 断 排除 
干扰 ， 坚 持 刻苦 钻研 ， 为 发 展 中 国 的 数学 作出 了 贡献 。 
据 统计 ，1950 一 1983 年 间 ， 科 学 院 北京 地 区 单位 的 数学 
工作 者 共 发 表 论文 近 2500 篇 ， 这 些 论文 ,内 容 涉及 数理 
逻辑 ,数论 ,代数 、 函 数论 、 拓扑 几何 、 泛 函 分 析 、 微分 方 
程 ,概率 论 ,数理 统计 ,运筹 学 ,控制 论 ,数值 分 析 、 计 算 机 
科学 及 数学 史 等 现代 数学 的 大 部 分 领域 。 

除了 中 国 科学 院 所属 的 数学 研究 机 构 外 ， 许 多 高 等 
院 校 ,如 北京 大 学 ,复旦 大 学 ,南开 大 学 、 吉 林 大 学 、 武 汉 
大 学 .四 川 大 学 等 等 , 都 设 有 数学 研究 所 , 其 科研 工作 涉 
及 纯粹 与 应 用 数学 的 众多 的 领域 ， 是 中 国 数学 科研 事业 


中 一 支 实力 雄厚 的 队伍 ,发 挥 了 很 重要 的 作用 。 

中 华人 民 共和 国 成 立 以 来 ， 数 学 工作 者 的 成 果 中 获 
国家 自然 科学 奖 的 重大 项 目 有 ， 典 型 域 上 的 多 元 复 变 函 
数论 (华罗庚 ); 示 性 类 及 示 伐 类 的 研究 ( 吴 文俊 );K 展 空 
间 和 一 般 度量 空间 的 几何 学 ,射影 空间 曲线 论 ( 苏 步 青 )， 
哥 德 巴赫 猜想 (陈景润 王 元 , 潘 承 洞 ); 有 限 元 方法 ( 冯 康 
等 ); 整 函数 和 亚 纯 函数 的 值 分 布 理论 ( 杨 乐 , 张 广 厚 ); 飞 
行 器 弹性 控制 理论 的 研究 ( 宋 健 、 关 和 药 直 等 ); 微 分 动力 体 
系 ( 廖 山 涛 ); 非 线性 双 曲 型 方程 组 和 多 元 混合 型 偏 微分 
方程 的 研究 ( 谷 超 豪 等 ) 等 。 《 李 文 林 ) 


zhongxin jixlan dingll 
中 心 极限 定理 (central limit theorem) 概 
系 论 中 讨论 随机 变量 序列 部 分 和 的 分 布 渐 近 于 正 态 分 布 
的 一 类 定理 。1920 年 ,G. 波 伊 亚 称 这 类 定理 为 中 心 极限 
定理 。 它 是 概率 论 中 最 重要 的 一 类 定理 ， 有 着 广泛 的 实 
蒜 背景 。 在 自然 界 与 生产 中 ， 一 些 现象 受到 许多 相互 独 
立 的 随机 因素 的 影响 ， 如 果 每 个 因素 所 产生 的 影响 都 很 
微小 时 ， 总 的 影响 可 以 看 作 是 服从 正 态 分 布 的 。 中 心 极 
限定 理 就 是 从 数学 上 证 明了 这 一 现象 。 

独立 随机 变量 的 中 心 权限 定理 ”历史 上 最 初 的 中 心 
极限 定理 是 讨论 ” 重 伯 努 利 试验 ( 见 二 项 分 布 ) 中 ， 事 件 
4 出现 的 次 数 和 渐 近 于 正 态 分 布 的 问题 。 若 记事 件 4 出 
现 的 概率 为 P(4) 一 Pp, 不 出 现 的 概率 为 9= 1 一 p,1716 年 
前 后 , A. 棣 英 钊 对 了 = 1/2 作 了 讨论 ,随后 ，P.-S. 拉 普 
村 斯 推广 到 一 般 情 形 ， 得 到 ， 当 -co“<a<b< +co， 有 


limP (< <b)=0b) -oo)， 
式 中 0(o)= -7 计 |emp |- 苔 | 电 是 标准 正 坊 分 布 


函数 ,这 就 是 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 。 为 讨论 一 般 形式 的 
中 心 极限 定理 ,A. M. 地 亚 普 诺 夫 改 进 了 IH. I. 切 比 雪 
夫 创立 的 算法 ， 给 出 了 独立 随机 变量 序列 {Xn 服 从 中 心 
极限 定理 的 李 亚 普 诺 夫 条 件 ， 其 结论 称 为 李 亚 普 诺 夫 定 
理 ， 记 炒 学 期 望 EX 一, 方 其 VarX= 嘻 ， 台 = 光 叶 ， 
部 分 和 Su 访 X。,54= 名 (X04)/s, ( 称 为 5, 的 标准 
化 ) 涛 存 在 正 数 3> 0, 使 当 m oo 加 ElXs 一 aa?e/si 
0， 那么 当 m->co， 吕 的 分 布 浙 近 于 标准 正 态 分 布 
G(x),BT P(SI SX)>8(x)。 
随 着 特征 函数 ( 见 松 率 分 布 ) 的 引入 ， 中 心 极限 定理 
的 研究 得 到 了 很 快 的 发 展 。20 世 纪 20 年 代 ,Y. W. 林 德 
伯 烙 和 P. 莱 维 证 明了 林 德 伯 格 - 莱 维 定理 ， 对 于 独立 
同 分 布 的 随机 变量 序列 {Xv 小 , 当 EX,=a 及 varX,=o+ 有 
限时 ,部 分 和 5, 的 标准 化 号 =(S。 一 na)/eV 下 的 分 布 渐 
近 于 标准 正 态 分 布 。 它 在 数理 统计 的 大 样本 理论 中 有 重 
要 的 应 用 。1935 年 ， 林 德 伯 格 和 W. 费 勒 又 进一步 解决 
了 独立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 的 一 般 情形 ， 即 林 
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德 他 格 -次 勒 定理 ，limP(Si<x) 一 0(x)， 且 费 革 条 件 
lim max 驻 -0 成 立 ， 当 且 仅 当 林 德 伯 格 条 件 成 立 ， 即 


me eken: 
对 任 给 正 实数 *， 


Ep 
lm 


式 中 (x) ==P(X。<x)。 这 个 结果 使 长 期 以 来 作为 概率 
论 中 心 议题 之 一 的 关于 独立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定 
理 得 到 根本 解决 前 述 诸 结果 都 是 它 的 推论 。 
此 后 中 心 极限 定理 的 研究 基本 上 围绕 几 个 方面 进 
行 :一 是 减弱 对 随机 变量 独立 性 的 要 求 ,考虑 具有 某 种 相 
依 性 的 随机 变量 ;一 是 讨论 向 标准 正 态 密度 函数 收敛 的 
问题 ;再 就 是 估计 向 正 态 分 布 收 敛 的 速度 及 有 关 问题 。 
局 部 极限 定理 ”向 正 态 密度 函数 收敛 的 问题 虽然 在 
概率 论 的 早期 工作 中 就 出 现 了 ， 但 是 一 般 性 结果 直至 20 
世纪 中 期 才 得 到 。 在 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 形成 的 过 程 
中 ,首先 解决 的 是 , 在 nn 重 伯 努 利 试验 中 , 事件 4 出 现 的 
次 数 un 等 于 上 的 概率 Pn(k) =P(un==k) 浙 近 于 正 态 密度 
的 问题 ， 即 所 谓 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定理 ， 在 任 


给 的 有 限 区 间 [cvd] 中 ， 对 于 清 足 c<<TE <d 的 一 


(xz 一 qu)adFMz) 一 0， 


让 
致 地 成 立 lim yb 式 中 ve 
、 款 ep | 等 是 标准 正 坊 密度 函数 .这 一 结论 


的 推广 就 是 讨论 取 值 为 b+Nk N=0, 土 1,…) 的 独立 随 
机 变量 序列 {Xs} 的 相应 问题 ， 即 格 点 极限 定理 。 对 于 独 
立 同 分 布 情形 ，1948 年 6. B. 格 涅 坚 科 给 出 了 相当 简明 
的 充分 必要 条 件 ; 对 于 独立 非 同 分 布 情形 , 于 50 年 代 也 
给 出 了 充分 条 件 。 当 独立 随机 变量 序列 {Xs} 的 标准 化 部 
分 和 S58% 的 密度 函数 pw(x) 存 在 时 ， 讨 论 pw(z) 向 标准 正 
态 密度 函数 "(x) 收 敛 的 问题 称 为 局 部 极限 定理 。 格 涅 坚 
科 也 于 1953 年 对 独立 同 分 布 情形 给 出 了 十 分 简洁 的 充 
分 必要 条 件 , 即 : 当 且 仅 当 存 在 某 N, 使 pr(z) 有 界 时 ,成 
立 li sup|pw(z) 一 9(z)| 一 0。 对 于 独立 非 同 分 布 情形 ， 


也 在 一 定 假设 下 由 B.B. 彼得 罗 夫 给 出 了 充分 必要 条 件 。 

相依 随机 变量 的 中 心 极限 定理 ”这 一 问题 至 今 仍 是 
许多 概率 论 学 者 所 注意 的 课题 ， 其 中 讨论 得 较 多 且 获 得 
实际 应 用 的 有 mm 相依 随机 变量 序列 、 强 平稳 随机 变量 序 
列 、 拷 、 马尔 可 夫 过 程 及 其 他 泛 函 ,以 及 各 种 类 型 的 统计 
量 序 列 。 对 于 这 些 序列 在 附加 一 定 条 件 时 ,中 心 极限 定理 
也 成 立 。 这 便 使 得 许多 实际 问题 中 的 随机 变量 或 随机 过 
程 可 视 为 正 态 的 。 

收效 过 度 的 估计 为 了 讨论 向 正 态 分 布 收敛 的 速 
度 , 20 世纪 40 年 代 , 先后 由 人 A. C. 贝 里 及 C. G. 埃 森 给 
出 了 下 述 著名 的 埃 森 不 等 式 ， 对 于 独立 随机 变量 序列 
{Xo 中 ， 记 其 标准 化 部 分 和 5 的 分 布 函 数 为 Fw(x)， 当 
EX,=0, F<oo(k=1, 2,…) 时 ， 便 有 sup1Fs(z) 一 


(x)|<ALw 其 中 A 是 常数 ,Las5 加 FIX,11。 这 一 


P(X)= 
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不 等 式 给 出 了 向 正 态 分 布 收敛 时 误差 的 精确 估计 。 这 方 
面 的 研究 已 相当 深入 。 

大 偏差 定理 ”对 于 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 
{X, 若 EXas=0,EXE = 于 <co, 则 对 标准 化 部 分 和 器 = 


洁 EW/YV 可 及 任意 的 M>0, 当 0<x<M 时 , 一 致 地 成 
立 : 


如 果 x 的 上 界 民 随 着 n 的 增 大 而 单调 趋 于 无 穷 , 则 与 上 
述 结果 类 似 的 定理 称 为 大 偏差 定理 。 这 类 结果 在 诸如 重 
对 数 律 ( 见 大 数 律 ) 的 研究 中 是 很 重要 的 。 确 切 地 说 ， 设 
Ms 随 n 单 滑 上 升 ， 且 lim Ma co 如 果 成 立 ; 

P(S»>x) 
1—-@(x) 
P(S < 一 z) 

OD(—x) 

则 称 对 M， 大 偏差 定理 成 立 。1938 年 ,HH, 克拉 默 在 渐 近 
展开 的 基础 上 证 明 ， 若 存在 正常 数 世 ,使 当 |t| <H 时 ， 
Ee'<co, 则 对 Mo=o(w Nn ), 大 偏差 定理 成 立 。 以 后 ， 


10. B. 林 尼 克 等 又 给 出 了 对 Ma=bn* (其 中 5b 为 正常 
数 ， 去 <a<1), 大 偏差 定理 成 立 的 充分 必要 条 件 。 大 偏 


差 定理 还 有 种 种 重要 的 推广 ， 正 吸引 着 一 些 概率 论 学 者 
的 注意 。 

普遍 极限 定理 早 在 20 世 纪 30 年 代 , 就 开始 注意 到 
如 下 普遍 极限 问题 ， 考 察 在 每 一 行内 独立 的 随机 变量 阵 
列 (Xms Xe… Xun) 的 行 和 Su= 芒 Xon (n=1,2，…)， 
对 于 适当 选取 的 常数 A,， 随 机 变量 Sn 一 4 的 极限 分 布 
有 哪些 ? 收敛 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 这 是 独立 随机 变 
量 和 的 极限 定理 的 最 一 般 提 法 ， 到 40 年 代 中 期 , 已 获得 
较 完满 的 解决 。 可 以 证 明 , 在 适当 条 件 下 ,这 一 类 极限 分 
布 是 无 穷 可 分 分 布 。 记 分 布 函 数 F(x) 的 特征 函数 为 f(t)， 
若 对 任 一 正 整 数 n, 有 特征 函数 f(t) 使 得 f(t)= [f(t)]"， 
就 称 分 布 函数 F(x)( 对 应 地 ,特征 函数 f(t)) 为 无 穷 可 分 
的 。 单 点 分 布 、 泊 松 分 布 . 正 态 分 布 , 柯 西 分 布 ( 见 概率 分 
市 ) 等 都 是 无 穷 可 分 分 布 。 无 穷 可 分 的 特征 函数 也 人 有 
著名 的 莱 维 - 辛 钦 表示 
TCD=exp| pt+ [ew-1- er) dG()}, 
式 中 参数 y 是 实数 ,G(u) 是 满足 G( 一 eo)=0 的 有 界 非 降 
函数 , 称 为 f(t) 的 莱 维 - 辛 钦 谱 函 数 。f(t) 的 另 一 表示 是 


四 ot 
f(t) =exp| in— "2 


+([ + em- TE) oo}, 
此 公式 称 为 莱 维 表示 。 
若 对 随机 变量 Xo 不 加 任何 限制 ， 则 任 一 分 布 都 可 
作为 某 个 阵列 的 行 和 5, 的 极限 分 布 。 按 照 物理 学 的 启 


lim sup 
mn ee 


-1|=0, 


lim sup -1|=0, 


mm cocun 


示 , 在 30 年 代 就 提出 了 无 穷 小 条 件 的 概念 , 这 一 条 件 要 
求 5, 的 每 一 个 别 加 项 Xe*, 当 ?很 大 时 ,所 起 的 作用 都 很 
微小 ， 即 对 任何 s>0,lim max PC|Xo| >> 乓 一 0。 人 .下 


辛 钦 于 1937 年 证 明 , 满 足 无 穷 小 条 件 的 独立 随机 变量 阵 
列 {Xmw} 的 行 和 So， 对 于 适当 的 常数 4w,Sw-4。 的 可 能 的 
极限 分 布 的 全 体 ,就 是 无 穷 可 分 分 布 族 。 随 后 ，1944 年 
格 涅 坚 科 利 用 莱 维 - 辛 钦 表示 ， 给 出 了 Sn 的 分 布 函数 收 
敛 于 无 穷 可 分 分 布 函数 F(z) 的 充分 必要 条 件 是 


R 
@ Sart), 


A 
@ Sot {Sr det | An27, 


式 中 aun| xdFwx)i Fuk) 一 P(Xow<x)s + 是 任 
给 的 常数 ， 7 及 G(x) 分 别 是 F(x) 的 特征 函数 的 莱 维 - 
辛 钦 表 示 式 中 的 参数 及 谱 函数 ， 而 Fa(x) 一 >G(x) 是 指 
在 G(x) 的 一 切 连续 点 上 Fn(z)->G(xz)， 且 Fw( 十 co) 一 
G(+%),F( 一 品 )>G( 一 品 )。1947 年 , 中 国 数学 家 许 
宝 又 也 曾经 独立 地 给 出 了 满足 无 穷 小 条 件 的 独立 随机 变 
量 阵列 的 行 和 依 分 布 收敛 于 某 无 穷 可 分 分 布 的 充分 必要 
条 件 。 

由 普遍 极限 定理 ,可 列 出 向 正 态 分 布 、 泊 松 分 布 及 退 
化 分 布 收敛 的 最 一 般 条 件 。 例 如 ， 满 足 无 穷 小 条 件 的 独 
立 阵列 的 行 和 向 正 态 分 布 NCa o?) 收 敛 的 充分 必要 条 件 
是 ， 

@ 对 任 给 s>0, lim 总 P(Xwl >e) 0， 


@ 存在 s>0, 使 


mB (J ran) 


@ 存在 s>0, 使 lim 忽 


这 是 中 心 极限 定理 的 最 一 般 结果 。 林 德 伯 格 - 费 勘 定理 等 
都 可 由 它 推出 。 

在 讨论 普遍 极限 定理 的 同时 , 辛 钦 于 1936 年 考虑 了 
限于 独立 随机 变量 序列 {X} 的 “ 普 访 极限 问题 "， 就 是 讨 
论 对 适当 选取 的 常数 Bu> 0 与 hu 55 一直 名 XA 的 
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极限 分 布 族 及 依 分 布 收敛 的 条 件 。 在 无 穷 小 条 件 的 限制 
下 ， 这 类 5% 的 极限 分 布 族 是 无 穷 可 分 分 布 族 的 一 个 子 
族 , 叫做 名 族 。 莱 维 在 1946 年 运用 无 穷 可 分 特征 函数 
的 莱 维 表示 给 出 了 F(x) 属于 儿 族 的 充分 必要 条 件 。 随 
后 ， 格 涅 坚 科 等 又 给 出 了 5% 的 分 布 向 乡 族 某 分 布 收敛 
的 充分 必要 条 件 。 

当 随 机 变量 序列 {X 收 限于 独立 且 同 分 布 时 ,S$ 的 极 
限 分 布 族 就 称 为 稳定 律 族 ,显然 是 乡 族 的 子 族 。 莱 
维 与 辛 钦 于 1936 年 通过 特征 函数 的 另 一 种 特定 的 表示 给 
出 了 分 布 函数 F(x) 为 稳定 律 的 充分 必要 条 件 。 莱 维 、 辛 
钦 与 费 惑 又 各 自 独立 地 给 出 了 独立 同 分 布 为 Fe(z) 的 随 
机 变量 序列 {Xs} 服从 中 心 极限 定理 的 充分 必要 条 件 是 


xdFna(z) 一 Go 


人 | .are 
TN Gi 全 


2 | F(x) 


格 涅 坚 科 和 W。 多 布 林 还 各 自 独立 地 给 出 了 收敛 于 某 稳 
定律 的 充分 必要 条 件 。 
极限 定理 是 概率 论 的 重要 内 容 ， 也 是 数理 统计 的 基 
石 之 一 ,其 理论 成 果 也 比较 完美 。 长 期 以 来 ,对 于 极限 定 
理 的 研究 所 形成 的 概率 论 分 析 方法 ， 影 响 着 概率 论 的 发 
展 。 同 时 新 的 极限 理论 问题 也 在 实际 中 不 断 产 生 。 
参考 书目 
北京 大 学 < 许 宝 服 文集 > 编辑 委员 会 编 :“ 许 宝 邓 文 集 *， 科 学 
出 版 社 ,北京 ,1982。 
B. B. Tlerpon, Cywww wesavucumux cayvaiinux eenuwun 
“Hayxa”, Mocxsa, 1972. 


( 陆 传 荣 ) 


zhongzhi dingli 
中 值 定理 (mean value theorem) ”关于 存在 
某 种 性 质 的 中 间 值 的 定理 。 例 如 ， 一 个 区 间 上 的 连续 函 
数 必 定 达到 它 在 该 区 间 的 任何 两 个 函数 值 之 间 的 每 一 个 
中 间 值 .这 一 事实 常 称 为 连续 函数 的 “ 介 值 定理 "。 而 关于 
导数 的 介 值 定 理 又 指出 ， 如 果 函 数 本 身 是 某 个 连续 函数 
的 导 函 数 ,那么 即使 它 不 连续 ,也 具有 这 种 取 到 中 间 值 的 
性 质 。 

微分 学 的 基本 定理 都 是 以 中 值 定理 的 形式 出 现 的 。 
其 中 最 重要 的 是 拉 格 朗 日 定理 ， 它 断言 ， 可 微 函 数 y~ 
了 zx) 的 平均 变化 率 ， 必 定 等 于 变化 区 间 的 某 个 中 间 点 处 
的 瞬时 变化 率 ; 


名 Net A =Kz) f(x+0Ax) 


或 

Ay=f'(x+0Ax)Ax (0<0<1, acxeb), 

积分 学 的 第 一 中 值 定理 ”连续 函数 有 (x) 在 区 间 [a， 
站 上 的 积分 平均 等 于 它 的 某 个 中 间 值 ， 


9 
让 rear-fe 
或 
ff ba) (a<c<b)。 


这 相当 于 拉 格 衣 日 定理 运用 于 原 函数 PCz)= [tyat 
在 点 x=a 处 的 变化 量 Ax=b 一 a。 

积分 学 第 二 中 值 定理 ”对 于 一 个 单调 函数 f(x) 与 
一 个 可 积 函 数 g(x) 的 乘积 在 区 间 [a, 5] 上 的 积分 ， 必 定 
存在 区 间 上 的 一 个 中 间 点 名 使 得 


Jscoar-raj oarrfo) gz)dx。 
a ‘ 


《强风 上 岐 ) 
Zhoubi Suonjing 


《 周 钥 算 经 》 。 见 《 算 经 十 书 》。 
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Zhu Shijle 
朱 世 杰 中 国 元 代数 学 家 , 字 充 鲫 , 号 松 庭 , 北京 附 
近 人 。 著 有 《 算 学 启蒙 X(1299) 《四 元 玉 鉴 (1303) 传 世 。 
他 和 秦 九 间 、 李 治 ,杨辉 一 起 被 称 为 是 中 国 宋 元 时 期 著名 
的 数学 家 。 

关于 朱 世 杰 的 生平 ， 遗 留 下 来 的 资料 甚 少 。 在 别人 
为 他 的 著作 所 写 的 序言 中 有 :“ 燕 山 松 庭 朱 先 生 以 数学 名 
家 周游 湖 海 二 十 余年 矣 ,四 方 之 来 学 者 日 众 ";“ 汉 着 名 世 
杰 , 松 庭 其 自 号 也 , 周 流 四 方 , 复 游 广陵 ,中 门 而 学 者 云 
集 ”", 由 此 可 知 , 朱 世 杰 曾 以 数学 教学 和 数学 研究 为 业 游 
学 四 方 。 他 从 事 这 些 活动 的 时 代 , 大 约 是 在 13 世纪 后 期 
的 20~30 年 和 14 世纪 开头 的 10~20 年 之 间 。 

《 算 学 启蒙 》 全 书 共 三 卷 20 门 259 个 问题 ,从 简单 
的 四 则 运算 入 手 ,逐步 深入 , 直至 高 次 开 方 、 天 元 术 等 较 
高 深 的 内 容 ,形成 了 比较 完整 的 体系 ,是 一 部 当时 较 好 的 
启蒙 数学 书 。 全 书 之 首 , 朱 世 杰 列 出 了 各 种 常用 数据 , 基 
本 运算 法 则 ,歌诀 等 共 18 条 。 其 中 的 归 除 歌诀 与 后 世 珠 
算 所 用 歌诀 完全 相同 ， 所 给 出 的 正 负数 乘除 法 法 则 ， 在 
中 国 数学 史上 也 是 首次 出 现 。 

《 算 学 启蒙 ?继承 了 《 九 章 算术 ?以 来 中 国 古代 数学 的 
传统 , 书 中 问题 大 都 与 当时 的 社会 实际 生活 有 关 , 对 元 代 
社会 史 ,经 济 史 的 研究 ,有 一 定 参 考 价值 。 此 书 曾 流传 至 
朝鲜 和 日 本 。 中 国 现存 的 《 算 学 启蒙 》, 就 是 根据 1660 年 
朝鲜 刻本 于 1839 年 翻 刻 的 。 

《四 元 玉 鉴 》 全 书 三 卷 24 门 288 问 。 从 所 包含 的 
数学 内 容 来 看 ， 高 次 方程 组 (最 多 可 包括 四 个 未 知 数 ) 解 
法 ,高 阶 等 差 级 数 求 和 ,高 次 内 插 法 等 等 都 是 书 中 的 重要 
内 容 。 

在 宋代 天 元 术 和 增 来 开 方法 的 基础 上 , 13 世纪 中 叶 
以 后 ,在 河北 ,山西 等 地 ,天 元 术 迅 速 发 展 成 为 四 元 术 。 祖 
项 在 为 6 四 元 玉 鉴 》 所 写 的 后 序 中 说 ,平阳 (山西 临汾 ) 蒋 
周 (13 世 纪 ) 撰 人 益 古 》, 博 陆 (河北 蔓 县 ) 李 文 一 扎 k 照 胆 》， 
鹿 泉 (河北 获 鹿 ) 石 道 信 摆 《 铃 经 》， 平 水 (山西 疑 县) 刘 汝 
谐 撰 6 如 积 释 锁 》, 绛 (山西 新 绛 ) 人 元 裕 细 草 之 ,后 人 始 知 
有 天 元 也 。 平 阳 李 德 载 因 摆 k 两 仪 群英 集 来 》, 兼 有 地 元 。 
和 霍山 (山西 临汾 ) 邢 先生 颂 不 高 弟 刘 大 鉴 润 夫 握 《乾坤 括 
训 》, 末 仅 有 人 元 二 问 。 下 友 燕山 朱 汉 婴 先生 演 数 有 年 ， 控 
三 才 之 项 , 索 k 九 章 ? 之 隐 ， 接 天 地 人 物 立成 四 元 ，… 
其 中 讲 的 正 是 这 一 段 由 天 元 术 发 展 到 四 元 术 的 历史 。 

众所周知 ,求解 多 元 方程 组 问题 的 关键 是 消去 法 。 莫 
若 、 祖 熙 为 《四 元 玉 鉴 》 所 写 的 序 中 有 :“ 其 法 以 元 气 居 
中 ， Se 于 下 ， 地 元 一 于 左 , 人 元 一 于 右 , 物 元 一 于 
上 ……",“…… 考 图 明之 , 上 升 下 降 , 左右 进退 ， 互 通 变 
花 ,乘除 往来， 用 假象 真 ,以 虚 问 实 , 错 综 正 负 , 分 成 四 式 。 
必 以 寄 之 , 吻 之 , 余 筹 易 位 ,横冲直撞 , 精 而 不 杂 、 自 然而 
然 , 消 而 和 会 ,以 成 开 方 之 式 也 。” 其 中 讲 的 正 是 四 元 式 的 
表示 方法 和 消 元 方法 。 设 以 x、#、z、& 表示 四 个 未 知 数 
(当时 为 天 ,地 、 人 , 物 ), 把 常数 项 放 在 中 央 ( 记 为 “大 ”, 此 
即 所 谓 "元 气 居 中 ”) ,各 未 知 数 的 各 次 竺 依次 放 在 上 下 左 
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右 , 而 各 未 知 数 各 次 等 的 两 两 乘积 则 置 于 平 面 的 相应 位 
置 上 (图 1)。 
例如 x+y+z+u 可 表示 如 图 2; 而 
(x+Y+2+U) RY + 2 + + 2xY 
+2x2+2xu+ 2yz+ 2yu+ 22u, 
可 表示 如 图 3。 
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图 3 四 元 二 次 式 的 
筹 式 表示 图 
这 既是 四 元 方程 ,也 是 四 元 多 项 式 的 表示 方法 。 显 然 , 这 
是 中 国 古 代位 值 制 记 数 法 的 又 一 次 新 的 发 展 。 
四 元 式 的 加 减法 ,以 常数 项 为 准 ,将 其 余 相应 各 项 相 
加 减 即 可 。 以 未 知 数 的 整 次 等 乘除 ， 将 整个 四 元 式 上 升 
下 降 , 左 右 进退 即 可 。 以 四 元 式 中 某 行 乘 另 一 四 元 式 , 等 
于 将 该 行 各 项 分 别 乘 以 四 元 式 之 后 诸 四 元 式 之 和 。 四 元 
式 乘 四 元 式 等 于 以 一 式 各行 乘 另 式 所 得 诸 四 元 式 之 和 。 
这 是 中 国 ， 也 是 世界 数学 史上 最 早出 现 的 关于 多 项 
式 的 运算 。 
以 二 元 方程 组 为 例 ， 朱 世 杰 的 消去 法 相当 于 把 方程 
组 看 成 是 (假如 最 高 次 数 为 2 次 ) 
Tt (1) 
Buy: +Biy +B,=—0, (2) 
式 中 A。、A1、A,、,Bo、B1、B, 均 只 含 * 不 含 y 的 多 项 式 ， 则 
以 Be 乘 (1)，4。 乘 (2) 相 消 之 后 得 ， 


Ciy+Co=0, (3) 
同样 (1)、(3) 或 (2)(3) 相 消 得 : 
Diy+D,=0。 (4) 


《3)、(4) 相 消 即 可 得 出 只 含 一 个 未 知 数 的 方程 。 方 程 组 
次 数 高 于 2 次 ,三 元 或 四 元 方程 组 ,都 可 用 此 消去 法 来 求 
解 。 这 也 是 世界 上 最 早 的 多 元 高 次 方程 组 的 解法 。 

此 外 ,高 阶 等 差 级 数 求 和 、 招 差 法 等 则 是 朱 世 杰 的 又 
一 项 重大 成 就 。 他 实际 上 已 经 掌握 了 公式 


1 
Brrr Drt2)rtp—1) 
ipl 


1 
一 TDHDTIC+I)(r+2)…(r+D 一 1)r+P) 


(p=1, 2,3,.…)。 (5) 
在 该 书 中 还 有 其 他 的 高 阶 等 差 级 数 求 和 公式 。 
在 招 差 法 方面 ， 朱 世 杰 实际 上 给 出 了 招 差 公式 ， 


fy=nA+ 直 ncn+IDAI+ nnt Dent2)As 


+nt Dnt 2)Cnt+3) A 


虽然 《四 元 玉 鉴 》 还 只 是 给 出 了 包含 有 四 次 差 (A*) 的 公 
式 ， 但 由 于 朱 世 杰 已 经 知道 公式 各 项 系数 正 是 前 述 一 系 
列 高 阶 等 差 级 数 (5) 式 的 “ 积 ", 可 以 认为 朱 世 杰 已 经 通晓 
了 任意 高 次 的 招 差 法 公式 。 这 比 西方 要 早 四 百 余年 。 

综 上 所 述 , 朱 世 杰 不 愧 是 宋 元 时 代 杰 出 的 数学 家 。 清 
代 《 暑 人 传 ' 续 编 》 评 论 他 说 “ 汉 卿 在 宋 元 间 ,与 秦 道 古 ( 九 
韶 )、 李 仁 币 ( 李 冶 ) 可 称 占 足 而 三 。 道 古 正 负 开 方 , 仁 婴 天 
元 如 积 , 皆 足 上 下 千古 , 汉 婴 又 兼 包 众 有 , 充 类 尽量 , 神 而 
明之 , 尤 超越 平 秦 李 两 家 之 上 "。 美 国 著名 的 科学 史家 G. 
萨 顿 评论 说 , 朱 世 杰 “ 是 他 所 生存 时 代 的 , 同时 也 是 贯穿 
古今 的 一 位 最 杰出 的 数学 家 "而 他 所 闭 的 《四 元 玉 鉴 》 则 
是 “中 国 数学 著作 中 最 重要 的 一 部 ,同时 也 是 整个 中 世纪 
最 杰出 的 数学 著作 之 一 "。 《柱石 然 》 


zhusuon 
珠算 。 ”以 算盘 为 工具 进行 数字 计算 的 一 种 方法 。“ 珠 
算 "一 词 ,最 早 见于 汉代 徐 岳 撰 的 《 数 术 记 遗 》, 其 中 有 云 ， 
“珠算 , 控 带 四 时 ,经纬 三 才 。" 北 周 杜 弯 为 此 作 注 , 大意 
是 ;把 木板 刻 为 三 部 分 上 下 两 部 分 是 停 游 珠 用 的 , 中间 
一 部 分 是 作 定位 用 的 。 每 位 各 有 五 颗 珠 ， 上 面 一 颗 珠 与 
下 面 四 颗 珠 用 颜色 来 区 别 。 上 面 一 珠 当 五 , 下面 四 颗 , 每 
珠 当 一 。 可 见 当时 “珠算 "与 现今 通行 的 珠算 有 所 不 同 。 

元 代 刘 因 〈1248 一 1293 ) 《 静 修 先生 文集 》 中 有 题 为 
《算盘 》 的 五 言 绝句 。 元 代 画 家 王 振 鹏 《乾坤 一 担 图 》 
《1310) 中 有 一 算盘 图 。 元 末 陶 宗 仪 《南村 辍 耕 录 》(1366) 
卷 二 十 九 “ 井 珠 " 条 中 有 “算盘 珠 "比喻 。 元 曲 中 也 提 到 
“算盘 ", 由 这 些 实例 ,可 知 元 代 已 应 用 珠算 。 

明代 商业 经 济 繁荣 ,在 商业 发 展 需要 条 件 下 ,珠算 术 
普遍 得 到 推广 ， 逐 渐 取 代 了 筹 算 。 现 存 最 早 载 有 算盘 图 
的 书 是 明 洪武 四 年 (1371) 新 刻 的 《 魁 本 对 相 四 言 杂 字 》。 
现存 最 早 的 珠算 书 是 国 建 (福建 建 风 县 ) 徐 心 鲁 订正 的 


《 盘 珠 算法 》(1573)。 流 行 最 广 , 在 历史 上 起 作用 最 大 的 
珠算 书 则 是 明 程 大 位 编 的 《 直 指 算法 统 宗 ?。 

珠算 四 则 运算 ， 和 此 用 一 套 口诀 指导 拨 珠 完成 。 加 减 
法 ， 明 代称 "上 法 "和 " 退 法 "， 其 口诀 为 珠算 所 特有 ,最 早 
见于 吴 敬 《 九 章 算法 比 类 大 全 》(1450) 。 乘 法 所 用 的 “ 九 
九 ” 口 诀 ， 起 源 甚 早 ， .春秋 战国 时 已 在 筹 算 中 应 用 。 北 
宋 科 学 家 沈 括 在 其 《 梦 溪 笔 谈 》 卷 十 八 中 介绍 “ 增 成 法 ” 
时 说 :“ 唯 增 成 一 法 稍 异 ， 其 术 都 不 用 乘除 ， 但 补 亏 就 盈 
而 已 。 假 如 欲 九 除 者 增 一 便 是 ， 八 除 者 增 二 便 是 ， 但 一 
位 一 因 之 "。“ 九 除 者 增 一 "， 后 来 变 为 “ 九 一 下 加 一 %， 
“ 八 除 者 增 二 ”后 来 变 为 “ 八 一 下 加 二 ”等 口 识 。 可见 
“ 增 成 法 "就 是 “ 归 除 法 "的 前 身 。 杨 克 在 《乘除 通 变 算 宝 》 
中 ,叙述 了 " 九 归 ”, 他 在 当时 流传 的 四 句 “ 古 括 " 上 ， 添 注 
了 新 的 口诀 三 十 二 句 ， 与 现今 口诀 接 
《 算 学 启蒙 》(1299 , 卷 上 ) 载 有 九 归口 诀 
通行 的 口诀 大 致 相同 ,14 世 纪 中 丁 巨 撰 算 法 八 卷 (1355)， 
内 有 *“ 接 归口 雇 "。 总 之 , 归 除 口诀 的 全 部 完成 在 元 代 。, 有 
了 四 则 口诀 ,珠算 的 算法 就 形成 了 一 个 体系 ,长 期 沿用 了 
下 来 。 

中 国 珠算 ,从 明代 以 来 ,极为 盛行 ,先后 传 到 日 本 、 朝 
鲜 ,东南 亚 各 国 ,近年 在 美洲 也 渐 流 行 。 由 于 算盘 不 但 是 
一 种 极 简便 的 计算 工具 ,而 且 具 有 独特 的 教育 职能 ,所 以 
到 现在 仍 盛行 不 衷 。 (地 培 业 ) 


Zhulshu 
《 缀 术 》 。 见 k 算 经 十 书 》。 
zililuxing 
子 流 形 。 (submanifold) 见 搬 分 流 形 。 
Ziron Zhexue de Shuxue Yuonll 


《自然 哲学 的 数学 原理 》 (Philosophie Natura- 
lis Principia Mathematica) 见 牛 炳 , I. 。 


zlyou bianjle wentl 
自由 边界 问题 (free boundary problem) 
一 个 偏 准 分 方程 的 定 解 问题 ， 若 其 定 解 区 域 的 部 分 边 
界 是 待定 的 ， 它 和 定 解 问题 的 解 彼 此 相关 且 必 须 同时 确 
定 。 这 类 定 解 问题 ,人 们 称 之 为 自由 边界 问题 ,其 待定 边 
界 称 为 自由 边界 。 在 自由 边界 上 ， 除 了 需要 给 定 通常 的 
定 解 条 件 以 外 ， 还 必须 增加 一 个 边界 条 件 。 所 有 自由 边 
界 问题 都 是 非 线性 问题 。 
斯 蒂 芬 问题 是 一 个 考虑 到 相 转 换 的 热传导 问题 。 以 
一 维 的 冰 - 水 的 热传导 问题 为 例 , 假设 ua 分别 表示 水 
温和 冰 温 ，x 一 h(t) 表 示 相 截 面 ( 自 由 边界 ), 在 它 上 面 的 
水 温和 冰 温 为 已 知 , 且 满 足 热平衡 条 件 : 
Wa(h(t),t)=u(h(t),t)=0, 


Bua(h(t),t) 7 号 
E23 “qe 


工 


Bu(h(t),t) 
-本 共计 


ks 
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式 中 工 和 Ki(i= 1,2) 是 物理 常数 ， 第 二 个 条 件 称 为 斯 落 
芬 条 件 ,是 械 斯 蒂 芬 于 1889 年 给 出 的 。 这 类 寻求 水 温 、 
冰 温 以 及 相 截面 的 热传导 方程 自由 边界 问题 ， 称 为 〈 二 
相 ) 斯 蒂 芬 问题 。 如 果 引 进 表示 内 能 的 恰 的 概念 ,那么 根 
据 能 量 守恒 定律 ， 热 传导 方程 和 斯 特 范 条 件 可 以 统一 为 
一 个 积分 等 式 


[ee Wp -kao WY Jarat=0 (vee2o))， 
式 中 4 是 温度 ,B(u) 是 熔 ,B(u) =u+L sg u(sg u 是 符号 函 
数 ) ,kz 一 ba+ (后 一 ta)sg u。 此 时 自由 边界 x 一 h(t) 以 及 
斯 蒂 芬 条 件 作为 解 4 的 弱 间断 线 和 间断 条 件 由 该 积分 等 
式 直接 导出 。 在 连续 可 微 意义 下 适合 热传导 方程 和 斯 还 
芬 条 件 的 解 称 为 古典 解 ! 在 索 伯 列 夫 广 义 微 商 意义 下 适 
合 上 述 积分 等 式 的 解 称 为 广义 解 。 

关于 斯 蒂 芬 问题 的 系统 理论 研究 是 从 20 世 纪 40 年 
代 开 始 的 。 迄 今 对 一 维 问题 已 有 较 完整 的 成 果 ， 如 广义 
解 和 古典 解 的 存在 唯一 性 ,自由 边界 ==h(t) 的 无 穷 次 可 
微 性 , 以 及 在 适当 条 件 下 自由 边界 x=h(t) 的 由 性 、 解 析 
性 和 渐 近 性 等 。 对 多 维 问题 ,一 般 不 存在 整体 古典 解 , 除 
了 已 经 知道 广义 解 的 存在 唯一 性 和 连续 性 以 外 ， 其 他 方 
面 还 在 研究 。 

自由 边界 除了 表现 为 相 截 面 以 外 ， 也 可 以 被 定义 为 
解 与 某 一 已 知 函数 的 分 离 集 (或 重合 集 ) 的 边界 。 

考虑 在 外 力作 用 下 崩 在 已 知 障碍 上 的 膜 平衡 问题 。 
设 4 是 膜 在 垂直 方向 的 位 移 , 则 由 最 小 势能 原理 , 4EK， 
它 使 下 述 泛 函 取 极 值 ， Numi J(v), 其 中 K={v| 
vEH3(0),v>9} ,H3(9) 是 案 伯 列 夫 空间 ,9(x, 妇 ) 是 已 知 
障碍 ，J(o)= 立 |  。1Yelzdzdy- | fedzdy， Tcx,) 是 
重 直 方向 的 外 力 。 集 合 {(x, 3)1x>9} 称 为 分 离 集 。 它 的 
边界 是 自由 边界 。 在 自由 边界 上 , u 适合 边界 条 件 w=g， 
Vu= Vg。 对 于 这 个 问题 已 有 较 系统 的 成 果 , 如 解 的 存在 
唯一 性 和 正则 性 ,特别 是 关于 障碍 g(x,y) 的 适当 假设 下 
自由 边界 的 正则 性 等 。 

自由 边界 问题 的 研究 有 着 广泛 的 实际 背景 。 除 了 上 
述 两 类 自由 边界 问题 ,在 渗流 力学 、 等 离子 物理 、 塑性 力 
学 、 射 流 等 方面 都 提出 了 各 种 不 同形 式 的 定常 和 不 定 党 
自由 边界 问题 。 ( 美 礼 尚 ) 


zonghe jihexue 
综合 几何 学 (synthetic geometry) ”借助 图 形 
的 直观 形象 ， 以 一 些 基本 名 词 ( 如 点 、 直 线 , 平 面 等 ) 和 关 
系 (如 衔接 、 顺序 、 合同 等) 满足 一 套 公 理 或 公设 ,经 过 一 
定 的 逻辑 推理 ,导出 一 系列 的 定理 的 研究 方法 , 称 为 古典 
公理 法 或 综合 法 ， 用 这 种 方法 所 研究 的 几何 称 为 综合 几 
何 , 它 是 与 17 世纪 所 产生 的 解析 几何 (见解 析 几 何 学 ) 相 
对 而 言 的 。 

初等 几何 一 般 是 利用 综合 法 来 研究 问题 ， 而 现代 公 
理 法 则 完全 脱离 了 直观 性 的 约束 ,以 一 系列 的 公理 形式 ， 
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规定 出 一 些 抽象 的 原始 对 象 间 的 相互 关系 ， 并 以 此 作为 
基础 ,导出 整个 几何 学 的 一 切 概念 和 定理 。 

射影 几何 学 是 讨论 在 一 个 或 多 个 中 心 投影 和 截 影 之 
下 保持 不 变 的 图 形 性 质 ( 见 射 彩 几 何 学 )。 它 可 以 建立 在 
一 套 公理 系统 的 基础 上 ， 经 过 严格 的 逻辑 推理 得 到 它 的 
全 部 内 容 ,用 这 种 方法 ,研究 射影 几何 叫做 公理 法 的 射影 
几何 。 但 也 可 以 在 欧 氏 空间 的 基础 上 ， 用 增加 无 穷 远 元 
素 的 方法 ,将 欧 氏 空间 加 以 扩充 ,排除 欧 几 里 得 几何 的 度 
量 概念 ， 并 利用 综合 法 来 处 理 几何 问题 ， 这 就 是 综合 射 
影 几何 。 

射影 几何 的 起 源 ,是 基于 绘图 和 建筑 的 需要 , 古 希 腊 
数学 家 就 开始 了 透视 法 的 研究 , 直到 17 世 纪 初 叶 ,J. 开 普 
勤 .G. 和 他 扎 格 相继 引进 了 无 穷 远 点 。 德 扎 格 证 明了 他 的 著 
名 定理 后 ,又 引进 了 交 比 ,极点 和 极 线 等 概念 。 法 国人 B. 
帕斯卡 也 从 事 这 方面 的 研究 ,发 表 了 他 的 著名 定理 ,这 个 
时 期 中 ,射影 几何 这 门 学 科 曾 相当 活跃 ,但 由 于 解析 几何 
和 微 积 分 学 的 兴起 , 使 综合 射影 几何 逐渐 淹没 了 。G. 莹 
日 是 画 法 几何 的 创始 人 ， 他 曾 带 领 他 的 学 生 们 从 事 这 方 
面 的 工作 。 他 的 学 生 J.-V. 朝 赛 列 是 19 世纪 使 射影 几 
何 得 以 复兴 的 主要 莫 基 人 。 发 表 了 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 
一 书 ， 并 就 一 般 问题 考虑 和 探索 几何 图 形 在 投影 和 戴 影 
下 保持 不 变 的 性 质 ， 认 识 到 射影 几何 将 成 为 具有 独特 方 
法 的 新 数学 分 支 ,并 利用 配 极 概念 ,确立 了 对 偶 原 则 。 其 
后 ,本 范 泰 纳 提出 了 二 次 曲线 的 射影 产生 方法 ，K, G. C. 
von 范 陶 特 则 指出 射影 几何 是 与 距离 无 关 的 学 科 。 通 过 
他 们 的 努力 ,使 综合 射影 几何 形成 了 一 个 完美 的 体系 。 以 
后 的 数学 家 只 是 进行 了 一 些 加 工 ,没有 更 突出 的 贡献 , 原 
因 是 使 用 综合 法 , 虽 形 象 鲜明 ， 论证 简洁 , 但 在 应 用 上 却 
受到 一 定 的 限制 ， 因 而 学 者 们 不 得 不 采用 其 他 方法 来 开 
拓 射 影 几何 的 领域 。 
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zongtl 

总 体 (population) 又 称 母 体 。 一 个 统计 问题 
所 研究 的 对 象 的 全 体 。 总 体 中 的 每 一 单元 成 员 称 为 个 体 。 
例如 ,研究 工厂 生产 的 某 种 产品 质量 时 ,该 工厂 的 全 体 产 
品 是 总 体 , 每 件 产品 是 个 体 ; 调查 某 县 农民 家 庭 情 况 时 ， 
该 县 的 全 体 农户 是 总 体 ,每 一 农户 是 个 体 ;为 治理 某 一 江 
水 的 污染 问题 ,以 500 毫升 水 为 单位 进行 各 种 化 验 , 这 一 
条 江 的 江水 是 总 体 ,每 500 毫升 的 水 是 个 体 。 当 总 体 中 所 
含 的 个 体 总 数 是 有 限时 , 称 为 有 限 总 体 ， 否则, 称 为 无 限 
总 体 。 若 总 体 所 包含 的 个 体 很 多 ,或 者 调查 所 用 的 手段 是 
虎 损 性 的 ,那么 要 调查 所 有 的 个 体 去 了 解 总 体 常 不 可 能 ， 
因此 常用 抽取 部 分 个 体 进行 观测 ， 这 样 抽取 出 的 一 组 个 


体 称 为 样本 。 

从 样本 推断 总 体 是 统计 推断 的 基本 任务 。 为 了 进行 
统计 推断 ， 需 要 对 总 体 给 出 数学 描述 。 一 般 的 统计 问题 
中 只 涉及 个 体 的 一 个 或 几 个 数量 指标 ， 因 此 在 数学 上 常 
把 个 体 的 数量 指标 X( 一 维 的 或 多 维 的 ) 取 值 的 全 体 作 为 
总 体 ,指标 值 x 为 个 体 。X 在 总 体 中 分 布 的 情况 , 可 用 分 
布 函 数 ( 见 概率 分 布 ) 描 述 ， 称 之 为 总 体 分 布 。 数 量 指标 
和 就 看 作 是 服从 这 个 分 布 的 随机 变量 。 这 样 ， 一 个 总 体 
就 可 以 用 一 个 随机 变量 X( 数 量 指标 ) 或 其 分 布 函 数 F(x) 
表示 。 在 实际 问题 中 ， 总 体 分 布 一 般 为 未 知 或 分 布 中 所 
含 的 部 分 参数 为 未 知 ,需要 通过 样本 去 估计 。 

例如 ,在 产品 质量 问题 中 ， 若 产品 只 分 为 合格 品 ( 记 
为 0) 和 不 合格 品 ( 记 为 1)， 则 总 体 就 是 一 些 0 和 1 组 成 
的 集合 。 若 1 在 总 体 中 所 占 的 比例 为 p， 则 0 占 的 比例 
就 是 1~p， 总体 分 布 就 可 用 概 诛 P(X=0)=1-p 及 
P(X=1)=p 表示 。 又 如 在 污染 问题 中 ， 若 水 的 污染 程 
度 用 有 机 物质 和 毒性 元 素 的 含量 作为 指标 , 则 化 验 每 500 
毫升 的 水 可 得 两 个 数 :有 机 物 含量 X 和 毒性 元 素 含量 Y， 
总 体 就 可 用 二 维 随机 变量 (X,Y) 或 二 维 分 布 函 数 F(x,y) 
表示 。 《 夏 宗 舒 ) 


zonghengtu 
纵横 图 。 将 从 1 至 距 的 自然 数 排列 成 纵横 各 有 ?个 
数 的 正方 形 ,使 每 行 、 每 列 、 有 时 还 包括 每 条 主 对 角 线 上 


的 n 个 数 的 和 都 等 于 地 nm 十 1)， 称 这 样 的 排列 为 n 阶 


的 纵横 图 , 亦 称 n 阶 幻 方 。 

中 国 东汉 末年 郑玄 (129 一 200) 注 《 易 纬 . 乾 溺 度 》。 
“ 太 乙 取 其 数 以 行 九 宫 ， 四 正四 维 皆 合 于 十 五 "而 得 九宫 
数 , 即 三 阶 幻 方 (图 1) 。 西魏 北周 卢 辩 注 《 礼 记 - 明堂 篇 》 
“二 , 九 ,四 .七 .五 .三 、\ 八 "有 法 龟 文 之 说 ,后 周 甄 讲 
注 k 数 术 记 遗 > 云 ,九宫 者 ,二 、 十 为 户 ， 六 \ 八 为 足 , 左 三 
右 七 , 戴 九 履 一 ,五 居中 央 。" 亦 与 龟 文 之 说 暗合 。 古 人 在 
龟甲 或 骨 上 用 火 灼 出 窝 槽 , 爆 见 吉祥 之 兆 ,有 时 这 种 窝 模 
的 排列 有 了 某 种 特殊 的 意义 , 令 人 惊异 ,于 是 成 为 世代 相 
传 的 神话 。 可 见 , 九 宫 图 由 来 已 久 。 

南宋 杨 糙 K 续 古 摘 奇 算法 》(1275 ) 卷 一 始 有 “纵横 图 ” 
之 名 ， 其 中 给 出 了 三 至 十 阶 的 幻 方 及 其 变 体 共 十 三 种 。 

元 代 安 西 王府 旧址 ( 今 西安 市 郊 ) 曾 出 土 至 元 十 五 年 
《1278) 阿 拉 伯 学 者 扎 马 鲁 丁 为 安西 王 推算 历法 期 间 所 制 


作 的 “ 东 阿 拉 伯 系 统 "数码 的 铁 制 六 阶 幻 方 (1956 年 出 土 ， 
参见 彩 图 插页 第 4 页 )。 上 海 浦东 陆家嘴 明 嘉 靖 陆 深 墓 中 
也 发 现 元 代 玉 质 可 佩 挂 的 四 阶 幻 方 (1980 年 出 土 )。 

明王 文 素 ( 算 学 宝 鉴 X1524) 载 纵横 图 多 种 。 程 大 位 
《算法 统 宗 》(1592) 卷 十 七 载 纵 横 图 14 种 ， 及 清 方 中 通 
《 数 度 衍 %1661) 卷 首 之 一 “ 九 九 图 说 "后 附 纵横 图 14 种 ， 
与 杨辉 所 著 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 所 载 纵横 图 大 同 小 异 。 

张 潮 (1650 一 ?)《 心 斋 杂 粗 》 卷 下 “算法 图 补 " 增 补 纵 
横 图 若干 种 。 梅 胃 成 《增删 算法 统 宗 X《1760) 淘 汰 有 关 河 
图 洛 书 及 纵横 图 的 内 容 之 后 ,纵横 图 存在 约 有 一 百 多 年 。 

清 初 、 传 教士 传人 《三 三 等 数 图 》 列 三 至 十 阶 纵横 图 
八 种 ,并 指出 作 图 方法 。 英 国人 传 兰 雅 主编 的 《格致 汇编 》 
(1878) 载 有 四 阶 纵横 图 (图 2), 此 即 1514 年 A. 度 勒 所 
刻 十 六 字 方 图 。 欧 洲 研 求 纵横 图 造 法 始 自 14 世纪 。 中 
国人 杜 亚 泉 (1872 一 1933 ) 等 从 1900 年 起 论 及 纵横 图 的 
造 法 ,但 多 沿用 西 说 。 


法 后 导 滞 | 
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图 2 四 阶 纵 梭 图 


纵横 图 现在 仍然 是 组 合 数学 研究 的 课题 ,广义 幻 方 、 
幻 体 、 双 随机 和 矩阵 等 都 由 它 推广 而 来 。 探 讨 中 国 纵横 图 
发 展 的 悠久 历程 是 组 合 数学 前 史 的 重要 内 容 ， 日 益 受 到 
国内 外 数学 史 界 的 重视 。 ( 王 渝 生 ) 


zuhe shuxue 

组 合 数学 (combinatorial mathematics) 

又 称 组 合 学 ,是 数学 的 一 个 分 支 。 它 是 研究 “安排 "的 一 门 
学 科 。 当 把 已 给 的 有 限 个 或 可 数 无 限 个 物体 按 一 定 规则 
来 安排 时 ， 自 然 会 产生 以 下 四 个 问题 ，@ 符 合 要 求 的 安 
排 是 否 存在 ? @@ 这 些 安排 有 多 少 种 ? 加 怎样 作出 这 些 安 
排 ? @ 当 有 衡量 这 些 安排 优 劣 的 标准 时 ， 怎 样 求 出 最 优 
安排 ? 这 四 个 问题 依次 称 之 为 存在 性 问题 ,计数 问题 构 
造 问 题 和 优化 问题 。 

据 传 , 早 在 公元 前 2200 年 左右 ， 大 为 治水 时 就 发 现 
一 个 “ 神 龟 "， 背 上 有 花纹 ， 如 洛 书 图 所 示 。 用 阿拉 伯 数 
字 写 出 是 一 个 由 1 一 9 的 九 个 数组 成 的 方形 阵列 ， 具 有 
三 行 三 列 ， 其 中 每 行 、 每 列 以 及 每 条 对 角 线 上 的 三 个 数 
之 和 都 等 于 15。 这 表明 早 在 中 国 古代 就 能 构造 出 这 种 
组 合 结构 。 朱 代 杨 辉 造 出 过 表明 二 项 式 系数 间 的 基本 而 


重要 的 关系 ， 即 (?)+ (11) 一 ("了 ) 的 杨辉 三 角形 。 
未 世 杰 得 出 了 组 合生 等 式 , 忆 ,( +31) (p49)， 


861 


1<p<6。 清 代 李 普兰 则 证 明 此 恒等式 对 一 切 正 整数 ?p 
成 立 。 德 国 数学 家 和 哲学 家 G. W. 革 布 尼 英 于 1666 年 


首次 在 近代 数学 的 意义 下 使 用 "组合 "一 词 ， 这 是 在 他 的 
著作 《 论 组 合 的 艺术 》 中 出 现 的。 

自 17 世纪 至 20 世 纪 30 年 代 ,组 合 数学 受到 娱乐 , 数 
论 ,概率 论 和 化 学 等 的 推动 而 迅速 发 展 ,得 到 了 一 般 的 存 
在 性 定理 和 计数 原理 ， 诸 如 抽 民 原理 及 其 推广 一 一 拉 姆 
齐 定理 、 母 函数 、 递 归 关 系 的 解法 、 容 斥 原理 、 波 利 亚 
计数 定理 等 ,还 解决 了 一 系列 著名 的 组 合 学 课题 ,诸如 更 
列 问 题 ,家 政 问题 .36 军官 问题 等 。 

自 20 世 纪 以 来 ,许多 理论 学 科 和 应 用 学 科 , 诸 如 物理 
学 、 化 学 ,信息 论 ,. 计 算 机 科学 ,运筹 学 ,管理 科学 ,概率 统 
计 、 编 码 理论 等 ,向 组 合 数学 提出 了 大 量 的 具有 理论 和 实 
际 意 义 的 课题 ,促使 它 产生 许多 新 理论 , 如 区 组 设计 、 组 
合 优化 ,组 合算 法 等 ,解决 了 一 系列 理论 上 的 以 及 与 经 济 
发 展 密切 相关 的 课题 。 

建立 组 合 模型 的 实例 用 组 合 学 方法 去 解决 实际 问 
题 ,首先 是 建立 适当 的 组 合 模型 。 

设 有 nn 位 人 员 A,,A,,…,A。, 和 nn 项 工作 B,,B,,…， 
B。。 若 欲 合理 分 派 这 nn 位 人 员 以 工作 ,而 一 项 工作 最 多 由 
一 人 承担 , 且 一 人 最 多 承担 一 项 工作 。 何 谓 “ 合 理 ", 则 视 
具体 情况 而 定 。@ 设 人 员 4,(1<i 和 nx) 有 能 力 承担 的 工作 
是 BuyBl，…，Bu* 若 能 使 尽 可 能 多 的 人 员 分 派 到 他 们 能 
承担 的 工作 , 则 认为 是 合理 的 , 且 称 为 妥善 分 派 。@ 设 人 
员 4, 担 任 工作 Bs 的 效益 (例如 经 济 效益 ) 为 ou(1<i,j< 
#)， 则 能 使 全 部 效益 的 总 和 达到 最 大 的 分 派 被 认为 是 合 
理 的 , 且 称 为 最 佳 分 派 。@@ 若 人 员 A,(1<i<n) 对 诸 工 作 
的 选择 次 序 为 Bu,Bua，…,Bu, 则 说 人 员 4, 对 工作 Bu 的 
评级 为 k。 注 意 , 评级 的 数值 愈 小 的 工作 ,被 选择 的 次 序 
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穗 前 。 工作 B(1<j<n) 对 诸 人 员 的 选择 次 序 为 hu， 
4fa…y4m, 则 说 工作 By 对 人 员 Ay 的 评级 为 k。 对 诸 人 
员 的 一 个 工作 分 派 叫 做 不 稳定 的 ， 如 果 根 据 这 一 分 派 有 
二 位 人 员 A,、A。 分 别 承 担 工作 B,、B。, 但 是 人 员 4 对 B， 
的 评级 小 于 对 Bu 的 评级 , 且 工作 B, 对 人 员 A 的 评级 小 
于 对 4 的 评级 。 一 个 不 稳定 的 分 派 ,不 能 认为 是 合理 的 ; 
不 是 不 稳定 的 分 派 才 认 为 是 合理 的 ,叫做 稳定 分 派 。@ 如 
果 一 个 分 派 使 得 每 位 人 员 承担 的 工作 的 评级 ， 都 不 大 于 
任 一 稳定 分 派 中 该 人 员 承 担 的 工作 评级 ， 那 么 这 样 的 分 
派 称 为 对 人 员 的 最 优 分 派 。 类 似 的 有 对 工作 的 最 优 分 派 。 
最 优 分 派 被 认为 是 合理 的 。 对 应 于 上 述 的 0.@.@.@ 
情形 ,有 以 下 四 类 组 合 模型 ， 

工 型 分 派 模型 ” 作 ? 阶 和 矩阵 4= (ou)，, 这 里 cu=1， 
当 4, 能 胜任 工作 By 时 ; qu 一 0， 对 于 其 他 情形 。 于 是 一 
个 合理 分 派对 应 于 矩阵 4 的 、 积 和 式 不 为 等 的 一 个 最 大 
阶 子 方 阵 。 一 个 n 阶 矩阵 B=(bwy) 的 积 和 式 定义 为 
PerB= 忆 bbyws…bmmns 这 里 和 式 遍及 {1,2，,…,n} 的 全 部 
排列 i.…in。 全 部 圈 善 分 派 的 个 数 ,就 是 4 的 、 积 和 式 非 
零 且 阶 数 最 大 的 子 方 阵 的 积 和 式 之 和 。 

1 型 分 派 模型 ” 作 n 阶 答 阵 C=(cw)，cw 是 一 个 实 
数 ， 表 征 人 员 4, 工作 By 的 效益 。 最 佳 分 派 是 使 co 二 
Cat 十 … 十 cnte 当 iiia…in 过 {1;2，… 中 的 一 切 排列 达 最 大 
值 的 排列 mxa…zxe 所 对 应 的 分 派 ! 人 员 4, 承担 工作 Bx,。 

瑟 型 分 派 模型 ” 作 n 阶 评级 矩阵 D=((ew,jw)), 其 
中 ew 是 人 员 4, 对 工作 B 的 评级 , fw 是 工作 By 对 人 员 
4 的 评级 。 于 是 ,一 个 分 派 是 稳定 分 派 的 充 要 条 件 是 , 假 
定 按 此 分 派 人 员 4, 承担 工作 Bh(1<i<n), 那 么 , 绝 不 存 
在 一 对 整数 i、i(1<i#j<n) 合 于 @y>@yws 和 fn>fyno 

了 型 分 派 模型 称 工作 By 对 人 员 A, 是 可 行 的 , 如 
果 存在 一 个 稳定 分 派 , 按 此 分 派 人 员 A, 承担 工作 By 最 
优 分 派 是 具有 下 述 性 质 的 分 派 ， 按 此 分 派 每 一 人 员 承 担 
的 工作 的 评级 都 不 大 于 该 人 员 的 诸 可 行 工作 的 评级 。 

存在 性 定理 有关 存在 性 的 一 个 重要 结果 是 抽 居 原 
理 及 其 推广 一 一 拉 姆 齐 定理 ， 设 S 是 一 个 N 元 集 ,T,(S) 
是 5 的 全 部 7 元 子 集 所 组 成 的 集 ,而 T,(S)=aU Bp,an p= 
纪 , 是 Tr(S) 的 任 一 分 解 且 P.9>r>1, 那 么 存在 最 小 正 整 
数 n(p,q,r)， 只 与 p, gr 有 关 ， 与 S 及 分 解法 Tr(S) = 
aUB 无 关 。 具 有 以 下 性 质 ， 当 N> mn(P，9，7) 时 或 有 8 
的 P 元 子 集 S1 合 Tr(S1)Sa, 或 有 S 的 4 元 于 集 5, 合 
T,(S,)SB。 应 用 该 定理 及 其 略为 普遍 的 变形 可 得 :对 已 
给 正 整数 P,P:,… ,Ps 之 2, 存 在 最 小 正 整数 (Pbpa，…， 
Ps2) 使 得 N>n(pi,Ps，…,P4,2) 时 ， 任 一 + 色 完 全 图 K， 
都 有 单 色 完全 于 图 Kps, 这 里 i 为 1 与 mm 之 间 某 一 整数 ， 
回 对 任 给 的 正 整 数 m>3, 存在 正 整数 n=n(m), 使 得 在 
平面 上 无 三 点 共 线 的 nn 个 点 中 ， 有 允 个 点 为 凸 m 边 形 的 
顶点 。 

一 些 不 存在 定理 与 区 组 设计 有 关 。 区 组 设计 的 理论 
源 于 农业 试验 和 其 他 科学 试验 。 设 S={x1， xs，…， 
Xo}，{Si} ,eves 是 S 的 一 个 子 集 系 ，S 叫做 区 组 。 如 果 


1S,| =k, 1<i<b S 的 每 一 个 二 元 子 集 都 恰 为 》 个 S, 的 
子 集 ;8 的 每 一 元 zx 都 恰 在 个 区 组 里 , 则 称 {S},<wes 是 
一 个 (b,v,7,k,^) 平 衡 不 完全 区 组 设计 ,简称 为 (bv, 7， 
kk 入) 设计 。 合 于 条 件 v=b,r 一 k 的 (vb,7，k， 和) 设计 ,又 
叫做 (vsk, 和 ) 对 称 设计 ,简称 为 (v,k,*) 设 计 。 易 知 , 存在 
(b,v,7,k, 入 ) 设 计 的 必要 条 件 有 Tr(k 一 1)=X(v 一 1), bk= 
ar 存在 (v,k,*) 设 计 的 必要 条 件 有 ， 若 210, 则 k 一 和 是 
个 平方 数 ， 如 果 2+0, 那 么 不 定 方程 z+ 二 Ck 一 A)y?+ 
( 一 1) zt 有 不 完全 为 零 的 整数 解 。 如 果 这 些 条 件 不 
满足 ,那么 具有 相应 参数 的 设计 不 存在 。 

组 合计 数理 论 ”最 简单 的 计数 原则 有 三 个 。@ 积 
则 ， 若 某 物 8 有 mm 种 方法 选 出 ,用 其 中 任 一 方法 选 出 6， 
后 都 有 ?种 方法 选 出 另 一 物 6:, 则 依次 选 出 物 6、6, 的 广 
法 数 是 m-n。@ 和 则 把 一 些 东西 分 成 若干 类 ， 任 二 类 
都 没有 公共 元 ， 那么 全 部 东西 的 个 数 等 于 各 类 东西 的 个 
数 之 和 。@ 补 则 ， 一 堆 东 西 中 满足 某 性 质 的 东西 的 件数 
等 于 这 堆 东西 的 总 数 减 去 不 满足 该 性 质 的 东西 的 件数 。 

利用 这 些 简单 的 原则 可 得 ，@ n 个 不 同 物件 的 7 无 
重 排列 数 是 4n),=n(n 一 1)…(n 一 +r 二 1)，@n 个 不 同 物 
件 的 ?可 重 排列 数 是 mr，@ n 个 不 同 物件 的 r 无 重组 合 


数 是 (7)= 二 7JT ，@n 个 不 同 物件 的 可 重组 
合 数 是 ( "+7 1)。 

母 夯 数 “由 数列 to， 同 ，ty… 产 生 的 形式 宕 级 数 
… 叫 做 该 数列 的 母 函 数 。 若 定义 ( 0 ) = 
(7)=ocr>m), 则 数列 |( 外。 的 母 函数 是 (1+ zw， 


代 zx=1, 得 1+ (3)+(2)++(2)=2" 代 zl， 
得 1 一 (+( 呈 ) 一 …+( 一 1)"()=0。 由 此 两 式 可 得 
(+ 
(n>1)。 还 可 推 得 一 系列 恒等式 , 如 ("6")(")+ 
(CITD+ (nm (9) +(1) + 
(和 六 +……=(2) ,等 等 。 母 函数 是 解决 许多 组 全 问题 诸 


如 分 配 ,分 拆 、 限 位 排列 等 的 有 力 工具 。 
递归 关系 ” 若 一 个 数列 yo， tw，xa,… 自 某 项 后 的 任 
一 项 均 能 由 它 前 面 的 诸 项 按 某 一 关系 式 来 确定 ， 则 该 关 
系 式 叫做 递归 关系 。 最 简单 的 是 常 系数 线性 递归 关系 ， 
nt 一 Unte-1 十 Gruntr-s 十 … 十 Grun (nn 之 0), 这 里 诸 0, 是 
常数 ,不 失 一 般 性 ,可 设 a, 关 0, 且 称 这 种 线性 递归 关系 是 
7 阶 的 ， 称 有 (x) =x 一 01x"! 一 … 一 a, 为 该 线性 递归 关 


系 的 特征 多 项 式 。 在 复数 域 上 分 解 Kz)=xf( 二 )- 


(1—amx)n(l— or) (1— mr) 《el 十 ez 十 … 十 名 一 站 
以 gz) 表 数列 we，z，tm… 的 母 函 数 ， 而 c(z) 一 9(z)》 


to 十 ti 并 十 taX2 十 


K(X) Cot xt oat e+ ere!, 


7 一 1) 只 依赖 于 Ww，t4,…，uWr-1。 展 g(x) 为 部 分 分 式 
g(z)= 5 


1 ,< er 于 是 可 以 解 得 w= 好， 
县 ,6a(" 和 1)a?。 由 此 立 得 满足 线性 递归 关系 坟 一 


-1 十-2t 宇 2, 和 初始 值 ww =1 的 斐 波 那 契 数 us= 
1 WB ATE 

TE) C3 

下 面 是 非 线性 关系 例子 。 设 已 给 个 字母 yc， 
am, 依 此 次 序 把 每 一 mi(n" 二 这 2) 放 在 -; 的 右上 角 ， 并 
且 在 它们 之 同 加 括号 以 形成 完全 确定 的 方 守 。 记 这 样 得 
到 的 全 部 方 知 的 个 数 为 ww。 当 n=3 时 这 样 的 方 旱 只 
有 (of) 一 age 和 team)， 故 妇 一 2。 易 知 如 一 wii- 


二 Mans 二 tnt 二 -tt 因而 ty 为 二 (1 一 I=35) 
的 泰勒 展 式 中 民 的 系数 , 即 m= 了 (2 1 )。 
容 扩 原理。 已 给 元 素 的 集 4 和 性 质 的 集 P。 把 满足 
了 中 大 个 性 质 pay， pu， …，pu 的 A 中 元 的 个 数 记 为 
RNCpaypay…ypa)， 把 一 切 可 能 的 NGphy Boys Du) 之 
和 记 为 N,。 那 么 , 恰 满 足 P 中 ”个 性 质 的 A 中 元 的 个 数 


Nn)= 避 (一 Dw()Ns。 这 就 是 容 斥 原理 。 在 许多 情 


形 ,NGr ) 很 难 直接 计算 ,而 N, 则 较 易 直 接 计算 用 此 原理 
可 解决 更 列 问题 ， 前 "个 自然 数 的 无 重 排列 中 每 一 数 皆 


不 在 其 本 位 上 ， 这 样 的 排列 的 个 数 是 ml 六- 1) 中 。 


著名 的 家 政 问题 ,对 夫妻 , 围 坐 四 泉 , 男 女 相隔 ,夫妻 不 
邻 , 问 坐 法 若干 ? 由 容 斥 原理 得 坐 法 数 为 


an DT )nn Co>3)。 


《0，1) 埠 阵 ”这 类 矩阵 是 研究 很 多 组 合 问题 的 重要 
工具 。 设 S 是 一 个 m 元 集 , {Ss}even 是 它 的 一 个 子 集 系 。 
荐 有 元 素 组 {x 小 even 合 于 ziES XX4(1<i#j<n)， 
则 称 该 元 素 组 为 子 集 系 {S,} 的 一 个 相 异 代表 组 。 全 体 相 
异 代表 组 的 个 数 记 为 N(S,, S,,…,S,)。 当 %ES, 时 ， 令 
Qw 一 1; 在 其 他 情形 , 令 cu= 0 则 称 矩 阵 A=(aw) 为 集 S 
同 其 子 集 系 {S 之 间 的 关联 矩阵 。 对 任 一 ?nx 和 mn 和 矩阵 
B=(bw), 所 有 无 二 在 同行 或 同 列 的 大 个 元 之 积 之 和 , 称 
为 B 的 大 积 和 式 ， 记 为 peruB。 易 知 NCSi, S,,…,Sn) 一 
Per4。 虽 有 公式 计算 per*B, 但 不 理想 , 人 们 仍 在 寻求 更 
为 满意 的 结果 。 

波 伊 亚 定理 ”这 一 定理 提供 一 个 公式 来 计算 某 些 元 
素 在 置换 群 下 的 等 价 类 的 个 数 。 设 DD 和 是 两 个 有 限 
集 , 记 R? 为 从 DD 到 RR 内 的 全 体 映 射 所 组 成 的 集 , 设 G 是 DD 
上 的 一 个 置换 群 , 若 对 及,f.ER? 存 在 gEG 使 得 人 (9d)== 
天 (4d) 对 一 切 dED 成 立 , 则 说 五 与 有 等 价 ， 记 为 有 ~ 
或 119=fi。“~" 是 一 个 等 价 关 系 , 据 此 可 把 R? 分 为 若干 
个 等 价 类 之 并 。 诸 等 价 类 所 组 成 的 集 记 为 。 记 nn 次 对 
称 群 中 全 体 14124.…ntn 置换 所 组 成 的 集 为 Gen 

863 


这 里 , 诸 c(0<i< 


波 伊 亚 定理 断言 19| 一 Pe(|R|,|RI,…)， 这 里 


1 
一 2 
了 ea 


Pottctsn) 
是 G 的 轮换 示 式 。 设 C 是 一 个 立方 体 ，G' 是 C 的 群 亦 即 
使 C 变 为 其 自身 的 旋转 的 全 体 所 成 的 群 。 记 群 G' 中 的 
旋转 所 产生 的 C 的 六 个 面 之 间 的 置换 所 成 的 群 为 C, 则 有 


1 
Po(x1, Xs Ta) = 74( Xt+ IxIxE+ Gxixs + 6x1+ B73), 


C 的 六 个 面 所 组 成 的 集 记 为 D。 令 及 = { 红 , 蓝 | ,那么 R? 
就 是 把 C 的 各 面 着 以 红色 或 蓝 色 的 所 有 可 能 的 着 色 法 的 
全 体 。 对 C 的 诸 面 的 两 种 着 色 法 叫做 本 质 上 不 同 的 ， 如 
果 经 群 G' 中 的 任 一 旋转 ,不 能 使 旋转 前 后 的 立方 体 之 间 
的 一 切 对 应 面 有 相同 的 颜色 。 由 波 伊 亚 定理 ,本 质 上 不 同 
的 着 色 法 的 个 数 是 Po(2，2,…) 一 盐 (24 二 3.24 十 6.2 十 
6.2+8.20)=10。 具 有 守 个 红 面 ，6-i 个 蓝 面 的 等 价 类 
的 个 数 m 是 Pa(xt+y, x+ ) 一 Xx 十 XY 十 2X1Y 十 
op 十 25 十 和 5 十 太 中 必 - 避 的 系数 。 

构造 问题 一 些 重要 的 存在 性 问题 往往 通过 构造 而 
获得 解决 。 此 外 ,在 解决 实际 问题 中 ,往往 需要 造 出 特定 
的 组 合 构 形 。 解 决 构造 问题 的 主要 方法 如 下 

递归 法 ”通过 具有 小 参数 的 某 种 构 形 来 造 出 具有 大 
参数 的 这 种 构 形 的 方法 叫做 递归 法 。 应 用 这 一 方法 的 最 
简单 的 例子 是 构造 2 阶 的 了 矩阵。 所谓 n 阶 下 短 阵 ， 是 
指 以 1, 一 1 为 元 的 m 阶 矩 阵 于 满足 HHT 一 nl,, 这 里 HT 
表 再 的 转 置 ,mn 表 ” 阶 单位 阵 。 易 证 m 阶 妖 矩阵 和 
办 阶 有 矩阵 蕊 ; 的 克 罗 内 克 乘 积 苇 x 于 是 一 个 mm 阶 
HH 类 阵 。 由 此 和 Hf:~ (1 _1) 是 玫 短 阵 即 可 造 出 2 阶 天 
矩阵 了 x Hs x… x Ha。 关 于 有 矩阵 有 一 非常 著名 的 猜 

名 个 

想 ， 存 在 任意 4n 阶 下 矩 阵 ， 至 今 尚未 获 证 。 递 归 法 在 
《bsrsk,X) 设 计 的 研究 中 作用 很 大 。(by by r， 3，1) 设 
计 (又 称 " 阶 施 泰 纳 三 连 系 ) 理 论 中 的 大 集 问题 就 是 要 确 
定 存在 大 集 的 v 值 。 若 把 S 上 两 两 无 公共 区 组 的 v 阶 施 
泰 纳 三 连 系 的 个 数 的 最 大 者 记 为 Dv), 则 当 o>1 时 ， 
D(v)<v-2. 若 D(v)=v-2, 则 把 S 上 任意 v 一 2 个 两 两 
无 公共 区 组 的 阶 施 泰 纳 三 连 系 所 组 成 的 簇 叫做 S 上 施 
泰 纳 三 连 系 的 大 集 。 陆 家 闵 证 明了 ， 对 于 使 " 阶 施 泰 纳 
三 连 系 存在 的 v( 即 v>>1,v=1 或 3(mod 6)), 当 v>7 时 ， 
除 6 个 可 能 的 例外 ， 都 有 D(v) v2， 从 而 使 大 集 问 是 
得 到 解决 。 

数论 法 “构造 某 些 类 型 的 差 集 是 说 明 数 论 法 的 最 好 
例 于 之 一 , 设 D~{di,d:,…,d} 是 互 不 同 余 (mod 5) 的 k 
个 整数 所 组 成 的 集 。 基 每 一 整数 a 关 0(mod v) 都 从 有 入 
种 方式 表 为 卫 中 二 元 之 差 ， 山 -= amod v), 则 称 DD 是 
一 个 (v,k, X) 差 集 。 设 了 一 此 一 1 是 一 个 大 于 3 的 素数 ， 
daydai-: 为 全 部 非 零 二 次 剩余 (mod p), 则 D 一 {1， 
ds-t} 就 是 一 个 ( 钼 一 1,2t 一 1,t 一 1) 差 集 。 


代数 法 可 以 应 用 有 限 域 的 知识 来 构造 正 交 拉 丁 
方 。n 元 集 A= {a1,01,…, an} 上 的 一 个 拉丁 方 是 一 个 n 
阶 方 阵 ， 其 中 每 行 每 列 都 是 集 4 的 无 重 排列 。 两 个 n 阶 
拉丁 方 (au) 和 (bu) 叫 做 正 交 的 ,如 果 半 阵 和 矩阵 ((auybu)) 
中 无 二 元 相同 。 对 任 给 的 n, 至 多 存在 n 一 1 个 两 两 正 交 
的 nn 阶 拉丁 方 。 设 P 是 素数 ,m 是 正 整数 ,n 一 p", 记 有 限 
域 GF(p") 的 n 个 元 为 =0, =1, 04,…，an-1， 再 记 
0 久 =aas+a(0<ij<n 一 111<h<n 一 1)。 于 是 可 以 构 
造 出 n 一 1 个 两 两 正 交 的 拉丁 方 = (a 妨 )，(1<h< 
n 一 1)。 大 于 1 的 整数 n 有 标准 分 解 式 n=p?'p8…p?*, 记 
Xn) 二 min(p?* 一 1)。 于 是 可 以 构造 出 两 两 正 交 的 uC 个 


于 阶 拉丁 方 。 很 长 时 期 以 来 ,直到 二 十 多 年 前 ,z(m) 一 直 
被 设想 为 两 两 正 交 的 n 阶 拉 丁 方 的 个 数 的 最 大 可 能 值 。 
由 于 v(4t+2)=1,1782 年 欧 拉 猜想 , 当 n=4t+2 时 ,无 
一 对 nn 阶 正 交 拉丁 方 存在 ,1900 年 这 一 猜想 仅 就 :=1 的 
情形 得 证 。 1959 年 一 对 10 阶 拉丁 方 被 构造 出 来 。 此 后 
不 久 ， 又 证 明了 对 任意 n=4t+2>6， 都 存在 一 对 正 交 
拉丁 方 。 这 就 是 说 ， 欧 拉 猜 想 仅 对 n=6 成 立 。n=6 时 
的 欧 拉 猜 想 就 是 人 所 共 知 的 “36 军官 问题 " 有 36 名 
军官 来 自 6 个 不 同 的 团 ， 每 个 团 6 名 且 分 属于 不 同 的 6 
种 军阶 ， 能 否 把 他 们 排 成 一 个 方形 阵列 ， 使 得 每 行 每 列 
的 6 名 军官 正好 来 自 不 同 的 团 , 且 属于 不 同 的 军阶 。 

几何 法 域 了 上 的 ? 维 射影 几何 PG(m，BP) 是 全 体 
向 量 (oa,…an) 关 0(aEF) 的 集合 。 一 点 已 是 全 体 向 
量 bx 一 (bxo,bzi，…，bxn) (X= (Xo zl xn) 坟 0 是 一 
个 固定 的 向 量 ,b 夫 0) 的 集合 ,其 维 数 为 零 。 如 果 loyi yp， 
办 是 k+ 工 个 无 关 的 向 量 ， 则 称 全 体 非 零 向 量 buye+ bg 
十 …+bus(biEF) 是 一 个 上 维 子 空间 。% 一 1 维 子 空间 又 
叫做 超 平面 构造 区 组 设计 的 下 述 方法 是 1938 年 得 到 的 。 
以 q=p"(P 是 素数 ) 个 元 的 有 限 域 F。 上 的 n 维 射影 几 
何 PGCn,Fq) 的 所 有 超 平面 作为 区 组 ,全 体 点 作为 元 素 组 
成 个 (wk)=( 守 和 于 和 ) 对 称 
设计 。 

组 合 优化 和 组 合算 法 I 型 分 派 可 化 为 积 和 式 问 
题 。 对 型 分 派 有 下 述 定理 , 设 C=(Cw) 是 一 个 n 阶 
实 和 矩阵 , 则 

max Bou= min 

一 切 排列 4142-.jn 1<tcn 

且 这 个 共同 值 当 tu 十 Wi 一 cut(1<i<m) 时 达到 。 由 此 可 
得 最 佳 分 派 。 对 卫 和 WW 型 分 派 ， 下 面 的 算法 同时 提供 
一 个 稳定 分 派 和 对 人 员 的 最 优 分 派 。 第 一 步 ， 每 一 人 员 
选择 他 最 喜爱 的 工作 ; 第 二 步 ， 至 少 被 一 位 人 员 选 中 的 
工作 从 选择 它 的 全 体 人 员 中 挑 出 它 最 喜爱 的 人 员 ， 让 他 
等 待 而 拒绝 其 他 ， 第 三 步 ， 每 一 位 被 拒绝 的 人 员 在 未 拒 
绝 他 的 工作 中 选择 它 最 喜爱 的 工作 ， 第 四 步 ， 每 一 个 被 
选中 的 工作 从 第 三 步 选择 它 的 人 员 和 前 一 步 等 待 它 的 人 
员 的 全 体 中 挑选 它 最 喜爱 的 人 员 , 让 他 等 待 而 拒绝 其 他 。 
不 断 重复 第 三 步 和 第 四 步 直至 没有 被 拒绝 的 人 员 存 在 为 


2 (w+ 


一 名 wii 会 w+ey>oll icen 


止 。 此 时 每 一 工作 恰好 有 一 人 员 等 待 。 于 是 分 配 这 一 工 
作 与 该 人 员 。 例 如 当 评级 矩阵 为 
1 (3,2) (2,3) (4,1) 
(2,4) (3,1) (1,2) 
| (4,2) (3,4) 
[01,3) (4,4) (3,3) 


(2 | 
(4,4) | 
(1,3) | 
(2,1) | 


时 ,经 上 述 各 步 依次 得 出 (“V "表示 选中 ”x "表示 拒绝 ); 


[ "Ej 


四 Iv| V 


x| |v 


下 8 
最 后 一 步 表 明 , 分 派 人 员 1 承担 工作 2, 人 员 2 承担 工作 
3，, 人 员 3 承担 工作 1, 人 员 4 承担 工作 4, 这 一 分 派 既是 
稳定 的 ,又 是 对 人 员 最 优 的 。 
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组 合 最 优化 (combinatorial optimization) 
又 称 组 合 规划 ， 它 是 在 给 定 有 限 集 的 所 有 具备 某 些 特性 
的 子 集中 ， 按 某 种 目标 找 出 一 个 最 优 的 子 集 的 一 类 数学 
规划 。 初 期 , 它 所 研究 的 问题 ,如 广播 网 的 设置 .开关 电路 
设计 、 航 船 运输 路 线 的 计划 、 旅 游 路 线 的 安排 、 人 与 工作 
间 的 对 应 分 配 、 课 程 时 间 表 的 制定 、 装 箱 ( 装 车 ) 问 题 , 运 
输 网 络 中 或 工程 施工 中 薄弱 环节 的 分 析 、 制 定 露天 煤矿 
开采 计划 等 ,都 是 网 络 上 的 一 些 极 值 问题 , 后 来 , 对 这 些 
问题 进行 概括 和 抽象 ， 在 理论 上 研究 了 拟 阵 中 的 一 些 更 


一 般 性 的 组 合 最 优化 问题 及 其 算法 。 
线性 组 合 最 优化 问题 设 E={e1,61,…, Em} 是 一 个 
由 有 限 个 元 素 所 组 成 的 集合 , = {E,, FE,,…,Ey} 为 E 的 
一 个 子 集 久 , 其 中 E, 是 已 的 具有 某 种 特性 的 子 集 。 设 了 
是 定义 在 多 上 的 实 值 函数 。 所 谓 组 合 最 优化 问题 ， 是 指 
寻找 一 个 子 集 EE, 使 对 任意 属于 9 的 也 ,都 有 
(ED>1(E,), 


并 称 这 样 的 EE, 为 组 合 最 优化 问题 的 最 优 解 。 对 每 一 个 
元 素 e, 有 一 个 给 定 的 实数 c(es), 称 为 e 的 权 。 对 每 一 
个 子 集 Bl, 若 也 B,) 为 B, 中 各 元 素 的 权 之 和 ， 即 也 Bi) 一 
p22 则 相应 的 组 合 最 优化 问题 称 为 线性 组 合 最 优化 


同 题 ,f(E,) 称 为 EE 的 权 。 

网 络 上 的 最 优化 问题 设 G=(V,E) 是 一 个 图 ,其 中 
V 是 点 集 ,E 是 边 集 。 对 每 一 个 边 有 一 给 定 的 实数 , 称 为 
边 的 权 , 具 有 权 的 图 称 为 网 络 。 例 如 , 若 G 表 示 一 个 铁路 
图 , 边 表示 相 邻 两 点 间 的 铁路 线 , 边 的 权 表示 两 点 间 的 距 
离 ,， 则 G 是 表示 距离 的 网 络 。 若 边 的 权 表 示 两 站 间 的 铁 
路 运输 最 大 能 力 ( 即 容量 )， 则 G 就 是 一 个 容量 网 络 。 如 
下 面 问题 是 网 络 上 基本 的 组 合 最 优化 问题 。 

@ 在 一 个 网 络 中 ,给 定 两 个 点 vw， 寻求 一 个 联结 
bv 的 链 ， 使 链 中 各 边 的 权 之 和 为 最 小 。 这 就 是 所 谓 最 
短路 问题 。 其 中 的 子 集 B, 是 联结 岂 与 w 的 各 个 链 上 的 
边 的 集合 。@ 在 一 个 网 络 中 , 求 一 个 支撑 树 ,使 树 中 各 边 
的 权 之 和 为 最 大 (或 最 小 )。 这 就 是 所 谓 最 大 (或 最 小 ) 支 
摊 树 问题 。 广 播 网 的 最 优 设 计 , 往 往 可 归结 为 这 个 问题 。 
这 里 的 B, 则 是 支撑 树 的 边 的 集合 。@ 在 一 个 网 络 中 , 求 
一 个 边 无 关 集 ,使 各 边 的 权 之 和 最 大 。 这 就 是 所 谓 最 优 边 
无 关 集 。 这 里 的 E, 是 各 个 边 无 关 集 。 若 图 是 二 部 图 , 则 
边 无 关 集 可 解释 为 人 与 工作 之 间 的 一 种 对 应 分 配方 式 。 
因此 也 可 称 为 最 优 匹配 问题 。 @ 边 的 一 个 子 集 5, 若 在 图 
中 减 去 S 后 ,就 没有 任何 联结 wm 和 的 链 , 则 S 称 为 一 
个 分 离 和 的 截 集 。 截 集中 各 边 的 权 之 和 称 为 截 量 。 
寻求 一 个 分 离 us 和 uw 的 截 集 , 使 其 截 量 最 小 。 这 就 是 所 
谓 最 小 截 集 问题 。 这 里 的 P, 即 截 集 。 寻 找 运输 网 络 中 
的 薄弱 环节 问题 ， 常 常 可 归结 为 求 最 小 截 集 问 题 。@ 在 
一 个 网 络 中 ， 寻 求 一 条 能 经 过 网 络 中 各 个 点 恰好 一 次 而 
后 回 到 出 发 点 的 路 线 ， 使 其 全 程 最 短 。 这 就 是 所 谓 推销 
员 问 题 。 寻 求 一 条 能 经 过 网 络 中 各 边 而 后 回 到 出 发 点 的 
路 线 ,使 其 全 程 为 最 短 。 这 就 是 所 谓 中 国 邮递 员 问 题 , 这 
里 的 EE 是 各 条 路 线 上 的 边 的 集合 。 这 两 个 问题 在 本 质 上 
有 差别 ,中 国 邮递 员 问 题 可 以 归结 为 最 优 边 无 关 集 问题 。 

上 述 的 各 问题 , 除 推销 员 问 题 外 ,都 已 分 别 找到 了 有 
效 的 特殊 算法 。 这 些 算法 大 致 可 以 分 为 四 类 。@@ 利 用 动 
态 规 划 方 法 ， 建 立 递 推 公式 。 如 求 最 短路 的 迪克 斯 特 拉 
算法 。@ 最 大 流 方法 ， 如 求 最 小 截 集 的 算法 。@ 贪 心 
(〈Greedy ) 算 法 ， 如 求 最 优 支撑 树 的 克 鲁 斯 卡尔 算法 。@ 
交错 链 方法 ， 如 求 最 优 边 无 关 集 的 匈牙利 算法 和 J. 埃 德 
蒙 兹 的 “ 花 "算法 等 。 
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独立 系统 和 拟 阵 瑟 的 一 个 子 集 答 8, 若 具有 如 下 的 
性 质 , 对 于 多 中 的 任 一 元 素 B, 当 S 是 书 的 子 集 时 S 也 
是 多 中 的 元 素 , 即 SSEiE 9 一 >SE9, 则 多 称 为 独立 系 
统 ， 其 元 素 称 为 独立 集 。 在 独立 系统 上 定义 的 组 合 最 优 
化 问题 , 称 为 最 优 独立 集 问题 。 求 最 优 支撑 树 ,最 优 边 无 
关 集 等 问题 ,都 是 求 最 优 独立 集 问题 。 又 如 ， 装 箱 问题 : 

求 max cizi 十 caxz: 十 … 十 cmxzm 满 足 条 件 

axi 十 qizzs 十 … 十 aamxms1ly 


nix + Gn QnmXn 1, 
式 中 ow 的 值 是 0 或 1 变量 zi za …， xm 取 0 或 1, 也 
是 求 最 优 独 立 集 问题 。 如 果子 集 BE, 是 装 箱 问题 的 某 个 
可 行 解 中 , 取 值 为 1 的 分 量 的 指标 所 成 之 集合 ,那么 所 有 
这 样 的 B, 构成 了 一 个 独立 系统 。 

所 谓 拟 阵 , 是 指 一 个 独立 系统 多 满足 下 述 的 可 扩充 
条 件 :对 任意 两 个 独立 集 II', 若 I 中 的 元 素 个 数 大 于 工 
中 的 元 素 个 数 , 则 IT 中 必 存 在 一 个 不 属于 工 的 元 素 e 使 
将 e 加 进 工 时 , 它 仍 是 一 个 独立 集 。 例 如 ,在 有 限 维 的 线 
性 空间 中 ， 所 有 由 线性 独立 的 向 量 所 构成 的 集合 组 成 了 
一 个 拟 阵 , 在 一 个 图 中 ,由 不 含 图 的 子 图 的 边 集 所 构成 的 
子 集 秘 ,也 是 一 个 拟 阵 。 许 多 组 合 问题 可 化 成 拟 阵 问题 。 

贪心 算法 一 种 求 拟 阵 的 最 优 独立 集 的 简单 算 
法 。 先 将 已 中 的 元 素 按 权 由 大 到 小 排出 ， 去 掉 权 为 负数 
的 元 素 之 后 ， 再 依次 考虑 剩 下 的 每 一 个 元 素 。 开 始 时 取 
了 # 为 空 集 ,车 将 某 一 元 素 添 人 蕉 中 ,1* 仍 保持 为 独立 集 ， 
则 该 元 素 就 加 入 I*。 否 则 ,就 抛弃 该 元 素 ， 依 此 考虑 下 
一 个 元 素 ， 直 到 所 有 的 元 素 考虑 完毕 为 止 。 最 后 得 到 的 
子 集 I* 就 是 拟 阵 的 最 优 独 立 集 。 埃 德 蒙 兹 证 明了 一 个 
重要 的 结果 即 对 任何 一 个 独立 系统 上 的 组 合 最 优化 问 
题 ， 贪 心算 法 能 求 得 最 优 独 立 集 的 充分 必要 条 件 是 该 独 
立 系统 是 一 个 拟 阵 。 

用 贪心 算法 求 最 大 支撑 树 问题 的 步 台 是 ， 先 将 图 中 
的 边 按 权 由 大 到 小 排列 , 开始 时 取 H 为 空 集 ， 依 次 考虑 
每 一 条 边 ， 若 某 一 条 边 加 入 玉 中 所 构成 的 子 图 不 含 图 ， 
则 将 此 边 放 入 碟 。 否 则 会 去 这 个 边 。 再 考虑 下 一 边 , 直 
玛 生成 一 个 支撑 树 为 止 。 开 就 是 一 个 最 大 支撑 树 。 

拟 阵 交 和 交错 链 。” 设 而 、5F, 是 两 个 定义 在 集合 EE 
上 的 拟 阵 。 若 子 集 1 是 多 和 9; 的 公共 的 独立 集 , 则 子 
集 工 称 为 8 和 8 的 一 个 交集 。 由 所 有 的 交集 构成 的 独 
立 系统 , 称 为 拟 阵 的 交 乌 。 

交 徐 上 的 组 合 最 优化 问题 称 为 最 优 交 问题 。 它 的 最 
优 解 称 为 最 优 交集 。 最 优 匹配 问题 是 一 个 最 简单 的 最 优 
交 问 题 。 此 外 , 如 最 短路 、 网 络 流 等 问题 ,都 可 归结 为 两 
个 拟 阵 的 最 优 交 问题 。 

对 给 定 的 独立 集 IT， 不 同 元 素 的 序列 卫 = {e', eryeiy 
eeiyetyet+ij 称 为 关于 工 的 交错 链 , 如 果 它 满足 以 下 
三 个 条 件 ，@P 中 所 有 的 e, 都 属于 I， 所 有 的 ei 都 不 属 
于 I @ 对 任意 的 指标 i(i<k), 在 I 中 ,用 ei,ei,…,e' 去 
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替换 @1,e,,…,e, 后 ,I 仍 保持 为 独立 集 ; @ 在 I 中 , 用 
C4,21，… ehsEhrs 去 替换 eyezy…yes 后 ， 仍 然 是 独立 集 ， 
且 多 了 一 个 元 素 。 


交错 链 了 的 权 定义 为 c(P)= 亿 cte0)- 以 ce)。 权 


大 于 零 的 交错 链 称 为 增 广 链 。 使 权 达到 最 大 值 的 增 广 链 ， 
称 为 最 优 增 广 链 。 

两 个 拟 阵 的 最 优 交 问题 有 以 下 基本 结果 。 交 集 * 是 
最 优 交集 的 充分 必要 条 件 为 ， 不 存在 关于 1* 的 增 广 链 。 
借助 于 最 短路 算法 可 求 出 关于 了 的 最 优 增 广 链 。 利 用 最 
优 增 广 链 ,逐次 改进 交集 ,使 之 最 终 达到 最 优 交 集 。 这 就 
是 交错 链 算法 。 

多 项 式 身 法 和 P 问题 对 于 组 合 最 优化 问题 由 于 
子 集 秘 多 是 有 限 的 ,可 以 用 一 一 列举 法 来 求 它 的 最 优 解 。 
但 是 ， 这 种 方法 在 实际 上 往往 是 不 可 行 的 。 例 如 推销 员 
同 题 ,在 有 "个 点 的 网 络 中 , 就 有 (n 一 1)1/2 条 路 线 可 供 
选择 。 设 n=20, 那么 即使 以 每 秒 可 作 1 亿 次 算术 运算 
的 速度 来 选择 最 优 路 线 ， 大 约 也 要 800 年 才能 完成 。 因 
此 ,判定 一 个 算法 的 好 坏 ,主要 的 标准 是 运算 次 数 。 对 同 
一 类 问题 ， 规 模 便 大 则 所 需 运 算 次 数 也 愈 大 。 用 n 表示 
某 一 组 合 最 优化 问题 的 规模 ,例如 元 素 的 数目 .图 中 的 点 
数 、 初 始 数据 写成 二 进 制 数 码 的 长 度 等 。 对 规模 为 "的 
同一 类 型 问题 ， 也 会 由 于 具体 的 数据 不 同 而 计算 量 也 不 
同 .以 给 定 的 算法 求解 规模 为 ”的 某 一 问题 时 ,用 fn) 表 
示 在 数据 对 算法 影响 最 坏 的 情况 下 所 需 的 运算 次 数 。 若 
f(n) 是 n 的 多 项 式 函数 , 则 该 算法 称 为 多 项 式 算法 ,也 称 
为 有 效 算法 。 贪 心算 法 、 最 大 流 算法 和 交错 链 算法 都 是 
多 项 式 算法 。 若 fCn) 是 指数 函数 , 则 该 算法 称 为 指数 算 
法 。 一 般 认 为 ,多 项 式 算法 是 好 算法 ,而 指数 算法 是 不 好 
的 算法 。 

凡 能 用 多 项 式 算法 求解 的 问题 ， 均 称 为 问题 。 上 
述 问题 中 , 除 推销 员 问题 和 装 箱 问题 外 ， 都 是 P 问 题 ,一 
般 地 , 凡是 属于 两 个 拟 阵 的 最 优 交 的 问题 ， 都 是 P 问 题 。 
线性 组 合 最 优化 问题 ， 大 都 可 以 归结 为 线性 整数 规划 问 
题 , 多 面体 组 合理 论 , 就 是 在 利用 线性 规划 对 偶 理 论 来 处 
理 这 类 问题 时 建立 起 来 的 。 

NP 完全 类 问题 ”在 寻求 多 项 式 算法 的 过 程 中 ,S.A. 
库 克 和 R. M. 卡 普 首先 发 现 ,有 一 类 问题 ,从 求解 的 计算 
量 的 角度 来 看 , 有 如 下 的 共性 。 

@ 它们 都 还 未 找到 多 项 式 算法 。 

@ 若 对 其 中 的 某 一 个 问题 存在 多 项 式 算法 , 则 这 一 
类 中 的 所 有 问题 也 都 有 多 项 式 算法 ， 换言之 , 这 些 问题 ， 
关于 多 项 式 算法 ， 是 互相 等 价 的 。 由 这 些 问题 所 组 成 的 
等 价 类 ， 称 为 NP 完全 类 。P 问题 和 NP 问题 都 是 计算 
机 科学 中 的 基本 概念 。 推 销 员 问题 、 装 箱 问题 以 及 求 图 
的 点 无 关 数 、 色 数 等 问题 都 属于 NP 完全 类 。 已 证 明 有 
成 千 的 组 合 问题 属于 这 一 类 。 人 们 在 求解 NP 完全 类 中 
的 问题 时 ,往往 采用 “启发 式 "方法 ,这 类 算法 虽 不 能 保证 
求 得 问题 的 最 优 解 ,但 常常 能 求 得 较 好 的 近似 解 , 有 时 还 


能 事先 估计 出 误差 范围 。 
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( 马 仲 著 ) 
Zu Chongzhi 
祖冲之 〈429 一 500) 中 国 南北 朝 时 期 杰出 的 数 
学 家 、 天 文学 家 。 字 文 远 。 生 于 宋 文帝 元 嘉 六 年 (429)， 
座 于 齐 东 红 侯 永 元 二 年 (500)。 祖 籍 在 范阳 郡 道 县 〈 今 
河北 谈 源 县 )， 由 于 战乱 ， 先 世 由 河北 迁居 江南 。 祖 父 
任 刘 宋朝 大 匠 婴 ， 是 管理 土木 工程 的 官吏 。 父 亲 做 奉 朝 
请 ， 学 识 渊博 ,很 受 敬 重 。 祖 冲 之 青年 时 代 进入 专门 研 
究 学 术 的 华 林学 省 ,从 事 学 术 活动 他 一 生 中 先后 在 刘 宋 
朝 和 南齐 朝 担任 过 南 徐州 ( 今 镇 江 市 ) 从 事 史 , 公 府 参军 、 
北 县 ( 今 昆 山 县 东北 ) 令 、 刘 者 仆 射 . 长 水 校 有 等 官职 。 

祖冲之 在 数学 方面 的 主要 贡献 是 关于 圆周 盏 的 计 
算 。 据 《 隋 书 . 律 历 志 》 记 载 ， 他 算出 贺 周 率 的 真 值 在 
3.1415926 ( 觅 数 ) 和 3.1415927( 甬 数 ) 之 间 。 这 两 个 近 
似 值 准确 到 小 数 第 7 位 ,是 当时 世界 上 最 先进 的 成 就 , 直 
到 15 世纪 , 阿拉 伯 数 学 家 卡 西 和 16 世纪 法 国 数学 家 了. 
书 达 才 得 到 更 精确 的 结果 。 祖 冲 之 确定 了 两 个 分 数 形式 
的 x 值 ; 约 率 22/7( 之 3.14), 密 率 355/113( 过 3.1415929)。 
这 两 个 值 都 是 x 的 渐 近 分 数 ,其 中 密 率 355/113, 直 到 16 
世纪 才 被 德国 人 V. 奥 托 和 荷兰 人 A. 安 托尼 斯 重新 发 
现 。 祖 冲 之 还 和 儿子 祖 蜡 圆满 解决 了 球体 积 的 计算 问题 ， 
得 到 正确 的 球体 积 公式 ， 并 且 提出 后 人 所 称 的 “ 祖 量 原 
理 "。 所 着 《 灸 术 》 一 书 , 是 著名 的 《 算 经 十 书 ) 之 一 ,被 唐 
代 国子监 列 为 算 学 课本 ,规定 学 习 四 年 , 惜 已 失传 。 

在 天 文 历法 方面 ,祖冲之 创制 了 《大 明 历 》, 最 早 把 岁 
差 引进 历法 ,这 是 中 国 古代 历法 的 一 个 重大 进步 ;采用 了 
391 年 加 144 个 半月 的 精密 的 新 闻 周 ! 《大 明 历 》 中 使 用 
的 回归 年 日 数 (365.2428)、 交 点 月 日 数 (27.21223)、 木 星 
公转 周期 ,五 大 行星 会 合 周期 等 数据 都 相当 精确 ;还 发 明 
了 用 圭 表 测量 冬至 前 后 若干 天 的 正午 太阳 影 长 以 定 冬至 
时 刻 的 方法 ,这 个 方法 也 为 后 世 长 期 采用 。 宋 孝 武帝 大 明 
六 年 (462)， 祖 冲 之 上 书 要 求 刘 宋 政府 颁布 实行 《大 明 
历 》, 但 唱 到 当时 伴 臣 戴 法 兴 的 攻击 。 他 认为 祖冲之 引进 
岁差 ,改革 关 周 等 违背 了 儒家 经 典 ， 责 备 祖冲之 是 “ 诬 天 
背 经 "。 祖 冲 之 针锋相对 地 写 了 一 篇 辩 驱 的 奏章 ,他 表示 
了 " 愿 闻 显 据 , 以 核 理 实 "，“ 浮 辞 虚 贬 , 窃 非 所 惧 " 的 鲜明 
立场 ,并 且 用 科学 道理 回答 了 戴 法 兴 的 责备 。 他 用 观测 事 
实证 明 ,由 于 岁差 ,当时 所 见 的 天 象 确实 已 和 儒家 经 典 中 
所 反映 的 春秋 以 前 的 情况 不 同 ， 而 回归 年 的 长 度 也 的 确 
比 《 四 分 历 》 的 要 小 。 这 些 天 文 事实 都 是 "有 形 可 检 , 有 数 
可 推 ", 人 们 不 能 “信和 十 而 疑 今 "。 

祖冲之 还 是 一 位 博学 多 才 的 科学 家 ， 对 于 各 种 机 械 
也 有 研究 。 他 曾经 设计 制造 过 水 礁 磨 《利用 水 力 加 工 粮 


食 的 工具 )、 铀 创 机 件 传动 的 指南 车 \ 一 天 能 行 百 里 的 “二 
里 船 ” 以 及 一 些 陆 上 运输 工具 。 他 还 设计 制造 过 计时 
器 一 温 普 和 巧妙 的 坎 器 。 

此 外 ,祖冲之 还 精通 音律 ,甚至 还 曾经 写 过 小 说 《 述 
异 记 ? 十 卷 。 

他 的 著述 很 多 ，《 隋 书 . 经 籍 志 》 著 录 有 《长 水 校 剧 祖 
冲 之 集 》 五 十 一 卷 。 散 见于 各 种 史 箱 记载 的 有 ， 《级 术 》、 
《 畴 章 算术 注 》《 大 明 历 》、《 驱 戴 法 兴 奏章 》、《 安 边 论 》、 
《 述 异 记 》《 论 语 孝 经 释 》 以 及 关于 《 易 经 》、《 老 子 》、《 庄 
子 》 的 注释 等 。 但 其 中 绝 大 部 分 著作 都 已 失传 

祷 眶 祖冲之 之 子 , 字 景 烁 ,是 南朝 著名 的 数学 家 和 
天 文学 家 。 在 梁 朝 担任 过 员外 散 骑 侍郎 , 太 府 财 \ 南 康 太 
守 、 材 官 将 军 \ 奉 朝 请 等 职务 。 

祖 叭 从 小 就 受到 良好 的 家 庭 教育 ， 青 年 时 代 已 经 对 
天 文学 和 数学 有 很 深造 语 , 是 祖冲之 科学 事业 的 继承 者 ， 
《组 术 》 就 是 他 们 父子 共同 完成 的 数学 杰作 。《 九 章 算 术 
少 广 ) 章 李 淳 风 注 所 引述 的 “ 祖 噶 之 开 立 团 术 "详细 记载 
了 祖 氏 父子 解决 球体 积 问题 的 方法 。 九 章 旧 术 误 认为 球 
与 外 切 国 柱 的 体积 之 比 为 圆 率 与 方 率 之 比 , 即 :4, 因而 
其 球体 积 公式 相当 于 V= 高 xd! (d 为 球 的 直径 ), 这 显然 
是 不 正确 的 。 刘 徽 最 早 发 现 了 这 个 错误 ， 并 指出 球 与 外 
切 “ 件 合 方差 "(直径 同 为 4 的 两 个 正 交 四 柱 的 公共 部 分 ， 
图 1) 的 体积 之 比 才 是 :4, 但 他 未 能 求 出 第 合 方 盖 的 体 
积 。 而 祖 氏 父子 却 解决 了 这 个 问题 ,并 在 推算 过 程 中 , 明 
确 提出 了 "等 势 是 同 , 则 积 不 容 异 "( 即 二 立体 在 等 高 处 稚 
面积 恒 相 等 , 则 二 立体 体积 相等 ) 的 公理 ,后 称 之 为" 祖 星 
原理 ". 这 个 原理 ,直到 17 世纪 才 由 意大利 数学 家 B. 十 玉 


图 2 左 图 座 线 部 分 为 车 台 方 益 的 1/8, 因 左 图 阴影 部 分 
与 右 图 阴影 部 分 的 面积 相等 ， 据 祖 席 原 理 , 故 其 体 
积 等 于 正方 体 与 四 楼 锥 的 体积 之 莽 
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列 里 重新 发 现 .根据 祖 晒 原理 ,可 将 牟 合 方 盖 的 体积 化 成 
正方 体 与 一 个 四 棱锥 的 体积 之 差 (图 2)， 从 而 求 出 车 合 


方 盖 的 体积 等 于 之 ,并 得 到 球 的 体积 V = 言 xd 《9 为 


球 的 直径 )。 祖 蜡 曾 三 次 上 书 梁 朝 政 府 推荐 改 用 《大 明 
历 》， 使 得 这 部 历法 终于 在 梁 武 帝 天 监 九 年 (510) 被 采用 
颁 行 ,实现 了 祖冲之 的 未 竟 之 愿 。 他 还 曾 亲 自 监 造 八 尺 铜 
表 ， 测 量 日 影 长 度 ， 并 发 现 了 北极 星 与 北 天 极 不 动 处 相 
差 一 度 有 余 ， 纠 正 了 北极 星 就 是 天 球 北极 的 错误 观点 。 
出 于 研究 天 文 和 准确 计时 的 需要 ， 他 还 研究 与 改进 过 当 
时 通用 的 计时 器 一 一 户 坦 ， 并 且 著 有 《 漏 刻 经 》 一 卷 (已 
失传 )。 

祖 晓 的 一 生 是 很 不 顺利 的 。 梁 武帝 天 监 十 三 年 
(514)， 他 任 材 官 将 军 ， 奉 命 修筑 浮山 堰 。 天 监 十 五 年 
(516) 秋 , 因 新 筑 拦 水 坝 被 洪水 冲 拓 而 下 狱 。 出 狱 后 ， 普 
通 六 年 (525)， 他 在 架 队 章 王 肖 琼 幕府 ,由 于 肖 琼 叛 梁 降 
魏 , 因而 被 魏 拘 执 , 留 住 在 徐州 魏 安 丰 王 元 延明 宾馆 中 。 
在 这 一 期 间 ， 他 曾 和 当时 北方 的 科学 家 信 都 芳 讨论 天 文 
学 和 数学 。 普 通 七 年 ， 祖 蜡 被 放 还 南朝 。 晚 年 曾 参加 梁 
阮 孝 结 编著 《七 录 》( 一 种 目录 学 的 著作 ) 的 工作 ,负责 天 
文 、 星 占 、 图 续 等 方面 的 古籍 。 他 还 著 有 《天 文 录 》 三 十 
卷 , 仅 存 若干 片断 , 散 见于 唐 《开元 占 经 ?等 书 中 。 


《柱石 然 何 绍 废 ) 
Zu Geng 
祖 趾 。 见 福 冲 之 。 
zuldomo yuonll 
最 大 模 原理 (maximum modulus principle, 


maximum principle) ” 复 变 函数 论 中 有 关 函 数值 
的 模 的 一 个 重要 而 有 用 的 定理 ， 断 言 解析 函数 的 模 在 区 
城内 部 不 能 达到 极 大 值 ， 除 非 它 是 常数 函数 。 这 一 原理 
可 具体 表述 如 下 : 设 也 2) 为 有 界 域 G 内 全 纯 并 在 加 上 连 
续 的 函数 ， 以 M(3G, 了 ) 表 示 |f(z)| 在 G 的 边界 3G 上 
的 最 大 值 , 则 在 G 内 恒 有 |f(z)| <M(3G,f)， 除非 1(z) 
是 一 常数 ,此 时 其 模 |f(2)| =M(3G, 了 )。 

这 个 定理 能 由 解析 函数 所 实现 的 映射 的 拓扑 性 质 得 
到 直接 的 说 明 , 即 非常 数 的 解析 函数 将 开 集 映 为 开 集 ; 同 
样 也 能 由 分 析 的 观点 来 证 明 , 即 根据 柯 西 积分 公式 ,函数 
fz) 在 域 G 内 任 一 闭 贺 盘 1z 一 ?| <r 的 圆心 之 值 等 于 
它 在 贺 周 上 积分 值 的 算术 平均 数 。 由 此 可 知 非常 数 的 全 
纯 函 数 其 模 不 能 在 G 内 取得 最 大 值 。 这 一 原理 在 函数 论 
中 有 着 很 广泛 的 应 用 ， 以 这 个 定理 为 根据 的 证 明 都 非常 
简明 。 

阿达 马 三 圆 定理 ”由 最 大 模 原理 可 以 导出 ， 非 常数 
整 函数 2) 在 圆 |z| =r 上 的 最 大 模 M(7,f) 是 7 的 增 函 
数 。J, 阿达 马 于 1896 年 更 进一步 证 明 最 大 模 的 对 数 是 
Jnr 的 凸 下 增 函数 ， 这 一 结果 被 称 为 阿达 马 三 圆 定理 。 它 
可 表述 如 下 , 设 1(z) 在 圆 环 n,<|z|<r, 上 全 纯 ， 以 
Mrw 帮 表示 也 2) 在 1z| rk=1,2, 3) 上 的 最 大 模 , 则 
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对 ni<rs<r: 有 
lnr, — ln 
InM(r,,f)< Ee = EnMCr, 有 
lnr,— lnr 
+ Inr nr MT,f) 
或 者 改写 为 


{Mr, DP {Mr ,pe {Mr ,fr 
上 式 还 说 明了 f(z) 在 圆 环 内 任 一 同心 圆 上 的 最 大 模 能 由 
它 在 贺 环 内 ,外 圆周 上 的 最 大 模 来 控制 。 

流 莱 尔 -卡拉 西 奥 多 里 定理 关于 全 纯 函 数 的 最 大 
模 和 其 实 部 的 最 大 值 之 间 关 系 的 一 个 定理 。 它 首先 由 E. 
该 莱 尔 得 到 ,后 由 C. 卡拉 西 奥 多 里 改进 。 如 所 知 ,一 解析 
函数 实质 上 由 其 实 部 所 确定 。 由 施 瓦 效 公式 立即 可 以 得 
到 M(r,f) 的 估计 , 它 由 其 实 部 在 较 大 的 同心 四 上 的 最 大 
模 和 |f(0)| 所 给 出 。 应 用 最 大 模 原 理 可 以 简捷 地 得 到 更 
精确 的 结果 。 

设 fz) 在 |z|<R 上 全 纯 ,以 A(R) 表 其 实 部 在 |z| 一 
R 上 之 最 大 值 , 则 有 

R+r 


2 
Mriy 用 <- 珊 二 4A(R)+R TO, 


值得 注意 的 是 上 式 A(R) 不 是 f(z) 的 实 部 在 1z|=R 上 
的 最 大 模 ， 这 点 在 一 些 应 用 中 (如 整 函数 的 研究 中 ) 有 着 
重要 的 意义 。 

菲 拉 格 芒 - 林 僵 勒 夫 完 理 ” 最 大 模 原 理 的 重要 推广 。 
它 由 菲 拉 格 芒 、E.L. 林 德 勒 夫 1908 年 得 到 ,可 倒 述 如 下 
设 G 是 由 原点 出 发 的 两 条 半 直 线 之 间 的 角 域 ， 其 张 角 为 
ar (0<a<2), 又 设 作 z) 在 G 内 及 其 边界 直线 上 全 纯 ， 
若 在 此 两 直线 上 有 |f(z)1<M, 且 在 G 内 满足 |f(2)|< 


Okewe)， 式 中 p< 十, 则 当 1z1 习 oo 时 ,在 G 内 恒 有 


lf(2 1 <M. 

这 个 定理 说 明 在 角 域 内 全 纯 的 函数 ， 如 果 它 在 角 域 
内 满足 某 个 与 角 域 张 角 有 关 的 增长 性 条 件 ， 则 它 在 G 内 
的 模 能 由 其 边界 直线 上 的 最 大 模 来 控制 。 这 个 定理 有 许 
多 其 他 的 形式 和 进一步 的 研究 ,并 且 在 整 函数 的 渐 近 值 ， 
解析 数论 和 狄 利克 雷 级 数论 的 研究 中 有 重要 的 应 用 。 

施 拟 瘟 引 理 ” 复 变 函数 几何 理论 中 具有 深远 影响 的 
基本 定理 , 它 首先 由 H. A. 施 瓦 兹 所 发 现 。 下 面 叙述 的 形 
式 和 它 的 经 典 证 明 是 1912 年 由 卡拉 西 奥 多 里 所 给 出 的 。 

设 f(z) 在 单位 贺 DD 内 全 纯 , 且 |f(z)|<1, 若 f(0)= 
0, 则 |f(z)| 专 1z| 和 |f"(0)| <<1。 第 一 个 关系 式 当 z=0 时 
等 号 成 立 。 除 此 之 外 ， 此 两 个 关系 式 当 且 仅 当 f(z)= 
eez(a 是 实数 ) 时 等 号 成 立 。 

这 个 引 理 的 简单 几何 意义 是 , 如 =f(z) 映 z=0 为 
w=0, 且 单 位 贺 D 的 像 fD) 含 于 ww 平面 的 单位 圆 内 , 则 
任 一 闭 贺 D,: 1z|<r 之 像 f(D,) 含 于 ww 平面 的 闭 贺 
lwl<r 内 , 且 只 当 fz)=e*z 时 , 映射 是 将 原 圆 绕 原点 
旋转 。 

应 用 施 瓦 兹 引 理 立即 得 到 单位 贺 到 自身 的 一 一 的 共 


形 映 射 是 麦 比 乌 斯 变换 

Wm Es 

式 中 |z|<<1,a 为 一 实数 。1916 年 ,G. 皮 克 注 意 到 施 瓦 
效 引 理 可 以 有 一 个 在 上 述 麦 比 乌 斯 变换 下 不 变 的 形式 ， 
它 可 放弃 1(0)=0 的 条 件 。 


设 在 内 考虑 双 曲 度量 ,其 线 元 素 为 dz 下 ae， 


并 定义 可 求 长 曲线 7 的 双 划 长 度 为 K?)=| 子 1 3, D 


内 两 点 的 双 曲 距离 p(z,z) 是 了 内 连结 此 两 点 的 曲线 的 
双 曲 长 度 的 下 确 界 ， 可 测 集 E 的 双 曲 测度 为 m(E) 一 


1 。 显然 上 述 诸 量 在 帮 比 乌 斯 变换 下 是 不 
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变 的 。 皮 克 的 不 变形 式 的 施 瓦 兹 引 理 叙述 如 下 ， 映 单位 
贺信 自身 的 解析 映射 使 得 两 点 间 的 双 曲 距离 ， 曲 线 的 双 
曲 长 度 和 集合 的 双 曲 测度 缩小 ， 仅 当 映射 是 上 述 麦 比 乌 
斯 变换 时 ,这 些 量 保持 不 变 。 
施 瓦 兹 引 理 还 有 更 为 精致 和 反映 曲率 性 质 的 一 般 形 
式 ,并 在 多 复 变 函 数论 中 得 到 相应 的 结果 。 
参考 书目 
L. V. Ahlfors, Conformal Jnvorianfs Topics in Geome- 
tric Function Theory, McGraw-Hill, New York, 1973. 
E.C. Titchmarsh, The Theory of Functions, Oxford 
Univ, Press, London, 1939， 
《 何 育 黄 ) 


zulxlao erchengfa 

最 小 二 乘法 (method of least square) 测量 
工作 和 科学 实验 中 常用 的 一 种 数据 处 理 方法 ， 由 A.-M. 
勒 让 他 和 C. 了 , 高 斯 于 19 世纪 初 分 别 独 立 提出 。 例 如 , 根 
据 实验 观测 得 到 的 自 变量 x 和 因 变 量 ! 之 间 的 一 组 对 应 
关系 (zi )，(xayga)，…，(xzmygm)， 找 出 一 个 给 定 类 型 
的 函数 y= 人 (x) (如 线性 函数 y=ax+b 或 二 次 函数 y= 
ax?+bx+c 等 ), 使 它 在 观测 点 x, ,Xs,…，,xm 处 所 取 的 值 
天 1) ,fx4)，…， fxm) 与 观测 值 妃 ，y2，…， ym 在 某 种 尺 
度 下 最 接近 。 常 用 的 一 种 尺度 和 处 理 方法 是 ， 确 定 函数 
天 x) 中 的 参数 (如 前 述 例子 中 的 参数 a 和 b 或 4.b 和 <)， 
使 在 各 点 处 偏差 


mix 一 加 iml,2, s,m) 
的 平方 和 总} 达到 最 小 。 如 果 f(x) 是 所 有 待定 参数 的 


线性 函数 ( 璧 如 f(x) 是 多 项 式 或 其 他 已 知 函数 的 线性 组 
合 ) 相 应 的 问题 称 为 线性 最 小 二 乘 问 题 。 工 程 技术 和 科 
学 实验 中 有 大 量 利用 最 小 二 乘法 建立 的 经 验 公式 。 

从 几何 意义 上 讲 ， 上 述 问题 等 价 于 确定 一 平面 曲线 
(类 型 先 给 定 ), 使 它 和 实验 数据 点 “最 接近 ”, 故 又 称 为 曲 
线 拟 合同 题 。 它 和 插值 法 不 同 ， 并 不 要 求 曲 线 严格 通过 
已 知 点 ,由 于 实验 数据 常 带 有 观测 误差 和 其 他 随机 因素 ， 
所 以 与 实验 数据 保持 一 致 的 插值 法 往往 反倒 不 如 最 小 二 
乘法 得 到 的 曲线 更 符合 客观 实际 。 


线性 最 小 二 来 问题 设 1(2)=B op), 其 中 m， 


my…， Gn 为 待定 参数 ; 91, pa,…， yn 为 选 定 的 已 知 函 数 
( 当 wx xz) 一 zi 时， 了 xz) 为 多 项 式 )。 实 验 数据 为 (xi， 
芒 )，(xayga)， (xmygm)。 通 常 几 比 大 得 多 。 会 cy 一 
Pi(zDGi 一 1 2 一 12，9)5 并 以 C 表示 以 cw 为 
元 素 的 mxn 阶 矩阵 , a=(4a, Gs， …，an)? 和 y=( 纹 ， 
如 ，…，ym)" 分 别 为 rn 和 m 维 列 向 量 ,用 这 样 的 矩阵 及 向 
量 记号 ,最 小 二 乘 问题 可 表 为 , 求 向 量 a, 使 
IlCa—yli=min, (1) 
式 中 记号 上 "| 表示 向 量 的 欧 氏 长 度 。 由 微分 学 求 极 小 值 
的 方法 可 推 得 待定 参数 4, ,a,,…,a, 满足 方程 组 
CrCa=Cry。 (2) 
这 个 方程 称 为 最 小 二 乘 问题 的 法 方程 ， 它 的 解 即 为 最 小 
二 乘 解 。 如 果 C 为 列 满 秩 ( 即 它 的 列 向 量 线性 无 关 )， 则 


”CTC 为 非 奇异 的 nxn 阶 矩阵 ,而 方程 组 (2) 有 唯一 解 。 如 


果 C 不 是 列 满 秩 , 则 (2) 的 解 不 唯一 。 但 具有 最 小 欧 氏 长 
度 的 解 是 唯一 的 ,这 个 解 称 之 为 极 小 最 小 二 乘 解 。 以 C* 
表示 C 的 穆 尔 - 彭 罗斯 广义 逆 矩 阵 ( 见 广义 这 埠 阵 ) 则 不 
论 哪 种 情况 ,最 小 二 乘 问题 (1) 的 解 可 表 为 
a=C'y, 
求 最 小 二 来 解 的 QR 分 解法 ” 当 m 较 大 时 (实际 问 
题 多 如 此 ),CTC 往往 是 病态 息 阵 ,因而 从 法 方程 (2) 求 最 
小 二 乘 解 是 不 利 的 。 直 接 从 矩阵 C 出 发 ,进行 所 谓 QR 分 
解 ， 则 不 仅 可 避免 上 述 弊 端 ， 而 且 具 有 较 好 的 数值 稳定 
性 。 这 个 方法 的 原理 是 ， 对 任意 由 xn 阶 和 矩阵 C， 存 在 
mxm 阶 正 交 阵 @, 使 
Qc=(£), 
式 中 R 是 nxn 阶 上 三 角 阵 。 当 C 为 列 满 秩 时 ,R 是 非 奇 
异 的。 由 于 在 正 交 变换 下 向 量 的 软 氏 长 度 不 变 ,所 以 
lca-yl,=lQ"(Ca—w)l, 
=|Ra—y? :+ ly? , (3) 
式 中 由 和 站 分 别 表示 向 量 锥 =@my 的 前 ”个 分 量 和 
后 (m 一 n) 个 分 量 所 组 成 的 向 量 。 从 (3) 可 看 出 方程 
Ra=y? 
的 解 正 是 所 求 的 最 小 二 乘 解 。 和 矩阵 C 的 QR 分 解 , 也 就 是 
阵 矩 Qrz 的 形成 ,可 用 一 系列 的 豪 斯 截 尔 德 变换 来 实现 。 
参考 书目 
C.L. Lawson and R. J. Hansoa，Soloing Least Squares 
Problems, Printice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 
1974. 
南京 大 学 计算 数学 专业 编 :< 最 优化 方法 ,科学 出 版 社 , 北京 ， 


1978。 
《〈 何 起 初 


zulyouhua 

最 优化 (optimization) 。 在 一 定 约束 之 下 如 何 
选取 某 些 因素 的 值 使 某 项 〈 或 某 些 ) 指标 达到 最 优 的 一 
门 学 科 。 最 优化 方法 可 解释 为 可 以 用 来 改进 某 些 数量 值 
的 方法 。 因 此 ， 最 优 "一 词 可 以 从 相对 的 意义 上 来 理解 。 
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在 实际 生活 中 ,这 些 数量 值 可 以 是 经 济 效益 ,速度 ,温度 、 
一 项 对 策 的 支付 ,武器 的 破坏 力 等 等 。 实 际 上 ,最 优 这 一 
概念 是 无 处 不 在 的 ， 因 此 作为 达到 最 优 的 一 种 手段 的 最 
优化 方法 ， 应 该 是 而 且 确 实 也 是 变化 无 穷 的 。 运 等 学 中 
所 处 理 的 问题 绝 大 部 分 都 是 最 优化 问题 。 用 来 解决 这 些 
问题 的 方法 ,例如 数学 规划 ,排队 论 , 决 策 分 析 , 模 拟 技 术 
等 等 ,自然 也 就 属于 最 优化 方法 这 一 范畴 。 除 此 之 外 ,最 
优化 还 包括 工程 控制 ,最 优 控制 ,系统 科学 等 。 

某 些 最 优化 方法 (例如 拉 格 朗 日 乘 子 法 ;一 些 简 单 的 
库存 模型 的 处 理 ) 虽 然 出 现 很 早 ,但 是 只 有 到 了 20 世 纪 40 
年 代 末期 ,由 于 计算 机 的 兴起 ,复杂 的 管理 体系 和 工程 设 
计 的 出 现 , 以 及 产品 新 陈 代谢 的 加 速 , 使 得 最 优化 方法 既 
是 时 代 的 需要 又 为 实际 应 用 提供 了 可 能 性 ， 从 而 得 到 迅 
速 的 发 展 。 同 时 ， 最 优化 的 数学 理论 也 随 之 建立 起 来 。 

( 越 民 义 席 少 守 ) 

zuoblaoxl 

坐标 系 (coordinate system) 用 以 确定 数 或 
数组 与 基本 几何 对 象 〈 常 常 是 点 ) 之 间 对 应 关系 的 参考 
系 。 它 是 形 与 数 结合 的 基础 。 利 用 坐标 系 讨论 问题 的 方 
法 就 是 坐标 法 。 在 解析 几何 里 ,首先 要 建立 坐标 系 ,在 此 
基础 上 才能 用 方程 描述 较 复杂 的 几何 对 象 (例如 曲线 、 由 
面 )、 坐 标 法 确立 了 空间 形式 与 数量 关系 之 间 的 联系 ,使 
得 用 代数 方法 研究 几何 问题 成 为 可 能 ， 同 时 也 为 用 变化 
的 观点 研究 数学 问题 准备 了 条 件 ， 因 此 坐标 法 是 高 等 数 
学 的 基本 方法 之 一 。 

平面 内 的 仿 射 坐 标 系 ”在 仿 射 平面 内 取 定 一 点 O、 
单位 线段 与 两 个 不 共 线 的 向 量 h,l， 就 构成 一 个 仿 射 从 
标 系 , 记 为 {Oihyt}。 对 于 平面 内 的 任何 点 P, 其 向 径 OP 
关于 hn 有 唯一 分 解 式 OP = zh +yls, 系 数 *,y 称 为 点 
卫 或 向 量 Pp 一 OP 关于 {0,4,,1,} 的 仿 射 坐标 , 一 般 记 为 P 
(x,y) 或 p= {Xx,y}, 通过 坐标 系 {0, ,1} 使 平面 内 点 的 
集合 (或 向 量 集合 ) 与 有 序 实数 偶 的 集合 建立 了 一 一 对 应 
关系 。0 点 称 为 坐标 原点 ;l,l 称 为 坐标 向 量 ,它们 的 坐 
标 分 别 为 (0,0);(1,0) 与 (0,1)。 应 该 注意 的 是 点 P 的 从 
标 与 原点 0 的 位 置 有 关 ， 而 向 量 p 的 坐标 的 决定 与 原点 
0 的 位 置 无 关 。 

空间 里 的 仿 射 坐标 系 ”在 空间 里 取 定 一 点 0、 与 三 
个 不 共 面向 量 hb 就 构成 一 个 仿 射 坐 标 系 ， 记 为 {0; 
bb}。 对 于 空间 里 的 任何 点 P， 其 向 径 OF 关于 hb 
有 唯一 分 解 式 OP = zh +Vls+ zh， 系数 Xx,y，z 称 为 点 
PP 或 向 量 p=OP 关 于 {O03 ,ls,4,} 的 仿 射 坐标 , 一 般 记 为 
P(x,y,z) 或 p= {Xx,y,2} ,通过 坐标 系 {0; 了 ,1,, bB} 使 空 
间 里 点 的 集合 (或 向 量 集合 ) 与 三 个 实数 组 成 的 有 序 组 的 
集合 建立 了 一 一 对 应 关系 。O 称 为 坐标 原点 ; hb,b 称 
为 坐标 向 量 ,它们 的 坐标 分 别 为 (0,0,0)、(1,0,0)、(0,1,， 
0) 与 (0,0,1)。 也 应 该 注意 点 P 的 坐标 与 原点 0 的 位 置 有 
关 , 而 向 量 p 的 坐标 的 决定 与 原点 0 的 位 置 无 关 。 

在 平面 内 或 空间 里 , 仿 射 坐标 系 的 坐标 向 量 ,分 别 代 
表 了 平面 或 空间 的 一 个 定向 ， 因 此 取 定 了 仿 射 坐标 系 的 
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平面 或 空间 就 成 了 有 向 平面 或 有 向 空间 。 在 平面 内 ,如 果 
将 向 量 0 经 过 与 1 之 间 的 夹 角 沿 逆 时 针 方向 旋转 而 达 
到 向 量 b, 则 称 平面 为 右 定向 , 称 仿 射 坐标 系 {Olt} 为 
右 旋 坐 标 系 ， 而 把 硕 时 针 方向 进行 的 情况 称 为 左 定向 或 
左旋 坐标 系 。 在 空间 里 ,从 向 量 b 的 终点 处 观察 向 量 D， 
所 在 的 平面 ,如 果 向 量 h,b 决定 的 是 平面 的 右 定向 , 则 
相应 地 称 三 向 量 ,l,l 所 决定 的 定向 为 空间 的 右 定向 ， 
称 仿 射 坐标 系 {034 bb ) 为 右 旋 坐 标 系 ; 反 之 , 称 hb 
决定 的 定向 为 空间 的 左 定向 ， 坐 标 系 称 为 左旋 坐标 系 。 

仿 射 坐标 系 还 可 以 推广 到 高 维 情况 。 

笛 卡 儿 坐 标 系 ”对 于 仿 射 坐标 系 的 坐标 向 量 加 一 些 
限制 , 可 以 得 到 特殊 的 仿 射 坐标 系 , 在 取 定 单位 线 肌 后 ， 
坐标 向 量 都 是 单位 向 量 的 仿 射 坐标 系 称 为 笛 卡 儿 斜 角 坐 
标 系 ， 简 称 笛 氏 斜 角 坐 标 系 或 笛 氏 坐标 系 。 在 欧 氏 平面 
《或 空间 ) 中 ， 有 时 也 用 这 种 仿 射 坐标 系 。 在 笛 氏 斜 角 坐 
标 系 里 ， 如 果 坐 标 向 量 之 间 的 角 都 是 直角 ， 则 仿 射 坐 标 
系 就 是 直角 坐标 系 ， 对 于 仿 射 坐 标 系 成 立 的 一 切 结论 ， 
在 斜 角 或 直角 坐标 系 里 仍然 成 立 ， 反 之 ， 对 于 直角 坐标 
系 成 立 的 结论 ， 在 仿 射 坐标 系 里 不 一 定 成 立 ， 例 如 欧 氏 
空间 里 两 点 Pi(z,, 加 )， Px( zz:) 的 距离 公式 |PiP:| = 
MN (Ts 一 "+ (ys 一 )?+(Zs 一 Zz4) 就 是 直角 坐标 系 所 
特有 的 。 

仿 射 坐标 系 、 直 角 坐标 系 是 最 基本 、 应 用 最 广泛 的 
坐标 系 。 此 外 极 坐标 系 也 很 重要 。 在 欧 氏 平面 内 取 定 了 
定向 (一 般 为 右 定向 ). 单 位 线段 .再 取 定 一 点 0 以 及 以 0 
为 端点 的 射线 Ox(O 称 为 极点 ,Ox 称 为 极 轴 ) ,就 构成 了 
一 个 极 坐标 系 , 对 于 平面 内 的 任意 一 点 P, 其 极 坐标 一 般 
记 为 P(o,6b)，P， 8 分 别称 为 点 P 的 极 半径 与 极 角 , 在 极 
坐标 系 中 ,点 与 其 坐标 之 间 并 不 是 一 一 对 应 的 ,如 果 将 极 
半径 与 极 角 按照 p>0, 一 x<9<x 的 范围 取 值 ， 则 除 极 
点 外 ， 点 与 其 坐标 一 一 对 应 。 在 射影 几何 中 常 使 用 射影 
坐标 系 ( 见 射影 坐标 )。 

坐标 变换 “应 用 坐标 法 时 ,坐标 系 的 选取 是 人 为 的 ， 
选取 适当 的 坐标 系 ,会 给 问题 的 解决 (例如 判定 方程 决定 
曲线 的 类 型 ) 带 来 方便 ,因此 坐标 变换 的 问题 是 解析 几何 
的 重要 问题 之 一 。 两 个 不 同 的 坐标 系 8,,S: 可 以 是 同类 的 
(例如 都 是 直角 坐标 系 ), 也 可 以 是 不 同类 的 (例如 一 个 是 
直角 坐标 系 , 另 一 个 是 极 坐标 系 )。 根 据 坐 标的 性 质 和 坐 
标 系 之 间 的 相对 位 置 关 系 就 能 得 到 坐标 变换 方程 ， 变 换 
方程 必须 清楚 地 说 明 如 何 从 一 点 关于 8 的 坐标 来 计算 
同一 点 关于 S, 的 坐标 。 根 据 变换 方程 ,同一 几何 图 形 ( 例 
如 曲线 ) 关 于 5, 与 S: 的 方程 也 就 能 够 互相 转化 ,例如 在 
平面 内 ,如 果 极 坐 标 系 的 极点 与 直角 坐标 系 的 原点 重合 ， 
极 轴 与 工 轴 正 半 轴 重合 , 则 得 一 点 己 的 极 坐标 (p,9) 与 直 
角 坐 标 (zx,y) 之 间 的 坐标 变换 方程 为 z 一 0cosb 沁 一 Sing， 


逆 变 换 为 p= 更 ，0~tan-! 划 (点 不 在 y 轴 上 )， 


在 直角 坐标 系 中 , 圆 的 方程 是 x*+ 矿 a, 转化 为 极 坐 标 
方程 就 为 p=a。 


坐标 变换 的 作用 在 于 它 可 以 使 曲线 (或 曲面 ) 的 复杂 
方程 转化 为 较 简单 方程 ， 从 而 认 清 曲线 (或 曲面 ) 的 类 型 
( 见 二 次 曲线 、 二 次 曲面 )。 

平面 仿 射 坐标 变换 如 果 {Oibyl},{O'5ubE)} 是 两 
个 仿 射 坐标 系 。{0'; 4，1} 的 原点 与 坐标 向 量 关于 {03 
12} 的 坐标 是 O'(a43,92) ,= {ous0n}, = {0125022}， 
这 些 坐 标 确定 了 {O03 , 1} 的 位 置 ,用 这 些 坐 标 可 以 表述 
坐标 变换 方程 为 


(5)- a) (+E), 
式 中 |@! 名 | 天 0。 这 就 是 说 , 仿 射 举 标 变换 是 行列 式 不 


等 于 零 的 线性 变换 ( 见 仿 射 变换)。 反 之 ,这 种 线性 变换 也 
总 可 以 用 来 表示 仿 射 坐标 变换 ,变换 (1) 可 以 由 以 下 两 个 


特殊 的 坐标 变换 合成 ， 
= 二 Ta | X=0ux' 十 Ga 1) 
Y=Y +a y=anx' +any’ §° 


这 两 个 变换 分 别 表示 坐标 向 量 不 变 与 坐标 原点 不 变 的 仿 
射 坐标 变换 。 

直角 坐标 变换 是 仿 射 坐标 变换 的 特殊 情况 ， 由 于 直 
角 坐 标 系 满足 一 些 特定 条 件 ， 反 映 在 变换 方程 里 ， 其 系 
数 也 受到 一 定 的 限制 ， 如 果 {O,， bj {0', 8， 1} 是 两 
个 直角 坐标 系 , 则 变换 (1) 需 满足 条 件 44' =E, 这 里 A= 


(和 和)、 为 二 阶 单位 方 阵 ， 令 8= 人 (4,)， 则 变换 


Ga Qa 
(1) 可 以 表示 为 
(3)- (mEas0)()+(a). © 

式 (2) 等 号 右 端 方 阵 第 二 列 每 项 有 两 个 符号 ， 当 两 个 坐 
标 系 定向 相同 时 都 取 上 号 ， 定 向 不 同时 都 取 下 号 。 变 换 
(2) 也 可 以 由 两 个 特殊 的 直角 坐标 变换 合成 。 

空间 仿 射 坐标 变换 ”平面 仿 射 坐标 变换 可 以 推广 到 
空间 ,变换 方程 为 


x\ /a as on\ /x ba 
¥ )=( aa ma on )(¥ J+t( a (3) 
z/ \m ma a) \z hu 


坐 


1 O12 Qs 

式 中 a a2 ai 0。 如 果 是 直角 坐标 变换 , 则 变换 (3 

al 0 G3 
需 满 足 条 件 44' =E， 这 里 A 是 变换 (3) 的 系数 方 阵 , EE 
是 三 阶 单位 方 阵 , 与 平面 情况 类 似 , (3) 的 系数 方 阵 的 元 
素 也 可 以 用 一 个 坐标 系 的 坐标 向 量 与 另 一 个 坐标 系 的 坐 
标 向 量 的 夹 角 表示 。 

坐标 变换 与 点 变换 ”如 果 把 一 点 与 坐标 系 看 作 一 个 
整体 ， 以 平面 情况 为 例 ， 把 坐标 系 {O5h ,ts} 搬 到 新 位 置 
{0 和 5 ,4} 则 了 点 就 被 搬 到 它 的 新 位 置 P' 点 , 设 P 与 P' 
关于 {O34,1,} 的 坐标 分 别 为 (x,y) 与 (x',y'), 由 于 P' 与 
{03k,4} 的 相对 位 置 正如 P 与 {Oih yb} 的 相对 位 置 一 
样 ， 因 而 P' 关于 {O04,l} 的 位 置 正 是 (x,y), 据 此 在 坐 
标 变换 (1) 里 将 (x,y) 与 (x',y") 互 换 就 得 到 

-3)+ (ee). 

这 个 式 子 表示 点 P(x,y) 与 点 P'(x',y') 关于 同一 坐标 系 
坐标 则 的 关系 , 称 为 点 变换 公式 , 它 可 以 作为 变换 (1) 的 
另 一 种 几何 解释 。 

坐标 概念 的 推广 ”如 果 能 在 平面 上 给 出 两 族 曲 线 ， 
使 得 通过 平面 内 任何 一 点 正好 有 每 族 里 的 一 条 曲线 ， 于 
是 将 这 两 族 曲线 分 别 编号 ， 就 可 以 取 这 两 族 曲线 的 编码 
作为 它们 所 通过 点 的 坐标 ,用 这 种 方法 定 出 的 坐标 ,通称 
为 曲 纹 坐 标 或 曲线 坐标 。 上 面 所 建立 的 仿 射 坐标 ,直角 坐 
标 , 极 坐标 都 是 曲 纹 坐 标的 特殊 情况 。 曲 纹 坐 标 还 可 以 推 
广 到 曲面 上 ， 如 地 球 上 的 地 理 坐 标 就 是 由 经 线 和 纬 线 所 
组 成 的 曲 纹 坐 标 。 

点 的 坐标 也 不 必 限 于 实数 ， 例 如 当 平 面 内 一 点 的 直 
角 坐 标 为 (x,y) 时 ， 就 可 以 取 复数 x+ 太 作为 这 个 点 的 复 
数 坐 标 。 不 仅 如 此 ， 除 点 以 外 还 可 以 取 其 他 各 种 不 同 的 
元 素 作为 基本 几何 对 象 而 建立 各 种 不 同 的 坐标 系 ， 例 如 
平面 内 可 以 有 以 直线 为 基本 对 象 的 线 坐标 ， 空 间 里 可 以 
有 以 平面 为 基本 对 象 的 面 坐标 等 等 ， 所 有 这 些 都 显示 了 
坐标 概念 的 广泛 性 。 ( 林 向 岩 》 
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约 公元 前 3000 
年 

公元 前 2400 一 
前 1600 年 

公元 前 1850 一 
前 1650 年 


公元 前 1400 一 
前 1100 年 


公元 前 430 年 

约 公元 前 380 
年 

公元 前 370 年 

约 公元 前 335 
年 

约 公元 前 300 
年 

公元 前 287 一 
前 212 年 


公元 前 230 年 

公元 前 225 年 

约 公元 前 150 
年 

约 公元 前 100 
年 
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数学 大 事 年 表 


“埃及 象形 数字 


“ 早期 巴比伦 泥 版 棉 形 文字 ,采用 60 进 


位 值 制 记 数 法 。 已 知 色 股 定理 


* 埃及 纸 草书 《莫斯科 纸 草 书 与 莱茵 德 


纸 草 书 )， 使 用 10 进 非 位 值 制 记 数 


法 
* 中 国 般 超 甲 骨 文 ,已 有 10 进 制 记 数 法 
“周公 (公元 前 11 世纪 )、 商 高 时 代 已 知 


勾 三 , 股 四 、 弦 五 


“希腊 泰勒 斯 开始 了 命题 的 证 明 


' 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,发 现 色 股 定理 ， 


并 导致 不 可 通 约 量 的 发 现 


* 印度 《 绳 法 经 》 中 给 出 W 3 相当 精确 的 


值 ,并 知 色 股 定理 


* 希腊 智 人 学 派 提出 几何 作 图 三 大 问 


题 , 化 贺 为 方 \ 三 等 分 角 和 二 倍 立方 


”希腊 埃 利 亚 学 派 的 芝 诺 提出 悖 论 


* 希腊 安 提 丰 提出 穷竭 法 
* 希腊 柏拉图 在 雅典 创办 “学 园 "， 主 张 


通过 几何 的 学 习 培养 逻辑 思维 能 力 


* 希腊 区 多 充 索 斯 创立 比例 论 

* 欧 多 莫 斯 著 & 几 何 学 史 》 

* 中 国 筹 算 记 数 ,采用 十 进位 值 制 

* 希腊 四 几 里 得 著 《几何 原本 》, 是 用 公 


理 法 建立 演绎 数学 体系 的 最 早 典范 


希腊 阿 基 玉 他 ， 确 定 了 大 量 复杂 几何 


图 形 的 面积 与 体积 给 出 国 周 乎 的 
上 下 界 ， 提 出 用 力学 方法 推测 问题 
答案 , 隐 含 近代 积分 论 思 想 


希腊 埃 拉 托 塞 尼 发 明 "得 法 ” 
“希腊 阿波 罗 尼 奥 斯 著 《 圆 锥 曲线 论 》 
* 中 国 现存 最 早 的 数学 书 《 算 数 书 3 成 书 


(1983 一 1984 年 间 在 湖北 江陵 出 土 ) 


* 中 国 《 周 笛 自 经 ?成 书 ， 记 述 了 勾 股 定 


理 


* 中国 古 代 最 重要 的 数学 著作 《 九 章 算 


术 》 经 历代 增补 修订 基本 定形 (一 说 
成 书 年 代为 公元 50 一 100 年 间 ), 其 
中 正 负数 运算 法 则 ,分 数 四 则 运算 、 
线性 方程 组 解法 、 比 例 计 算 与 线性 


插值 法 盈 不 足 林 等 都 是 世界 数学 史 
上 的 重要 贡献 


' 希腊 海伦 给 出 用 三 角形 三 边 长 表示 面 


积 的 公式 (海伦 公式 ) 


* 希腊 托 勒 密 荐 《天 文学 3， 发 展 了 三 角 


学 


* 希腊 丢 番 图 车 《算术 》， 处 理 了 大 其 不 


定 方程 问题 ， 并 引入 一 系列 缩写 符 
号 ,是 古 希 腊 代 数 的 代表 作 


* 中 国 刘 微 注解 4 九 章 算术 》, 创 割 加 术 ， 


计算 圆周 率 ,证 明 圆 面积 公式 ,推导 
四 面体 及 四 棱锥 体积 等 ， 包 含有 极 
限 思想 


* 中国 k 孙 子 工 经 成书， 系统 记述 了 筹 


算 记 数 制 ， 卷 下 “ 物 不 知 数 " 题 是 孙 
子 制 余 定理 的 起 源 


* 希腊 帕 普 斯 著 《 数 学 汇编 》， 总 结 古 希 


腊 各 家 的 研究 成 果 , 并 记述 了 “ 帕 普 
斯 定理 "和 旋转 体 体积 计算 法 


* 希腊 许 帕 提 姓 ， 历 史上 第 一 位 女 数学 


家 ， 曾 注释 网 几 里 得 、 竺 备 图 
的 著作 


人 


“ 中 国 福 冲 之 算出 圆周 率 在 3.1415926 


与 3.1415927 之 间 ， 并 以 22/7 为 约 
率 ,355/113 为 密 率 ( 现 称 祖 率 ) 


* 中 国 祖冲之 和 他 的 儿子 祖 蚜 提出 “ 吞 


势 既 同 则 积 不 容 异 ”的 原理 ， 现 称 
祖 蜡 原 理 ， 相 当 于 西方 的 卡 瓦 列 里 
原理 (1635) 


* 印度 阿 陡 泪 多 著 《 阿 耶 波 多 文集 》， 


总 结 了 当时 印度 的 天 文 .算术 ,代数 
三 角 学 知识 。 已 知 z= 3.1416， 
尝试 以 连 分 数 解 不 定 方程 


“中国 刘 灶 首创 等 间距 二 次 内 播 公式， 


后 发 展 出 不 等 间距 二 次 内 插 法 ( 僧 
一 行 , 724) 和 三 次 内 插 法 ( 厚 宁 故 ， 
1280) 


* 中 国王 地 通 著 《 终 古 算 经 》, 是 最 早 提 


出 数字 三 次 方程 数值 解法 的 著作 


* 印度 婆罗 序 笑 多 著 《 婆 罗 摩 历 算 书 》， 


已 知 圆 内 接 四 边 形 面积 计算 法 ， 推 
进 了 一 、 二 次 不 定 方程 的 研究 


* 中 国 李 淳 风 等 注释 十 部 算 经 ， 后 通称 


约 公元 1050 年 


公元 1100 年 


公元 1150 年 


《 算 经 十 书 》 


* 阿拉 伯 花 拉 子 玉 著 《代数 学 了》， 以 二 次 


方程 求解 为 主要 内 容 , 12 世纪 该 书 
被 译 成 拉丁 文 传人 欧洲 


* 印度 出 现 包 括 零 的 十 进 制 数码 ,后 传 


入 阿拉 伯 演 变 为 现今 的 印度 -阿拉 
伯 数 码 


* 中 国 贾 完 提 出 二 项 式 系数 表 ( 现 称 贡 


宪 三 角 ) 和 增 来 开 方法 


“阿拉伯 奥 马 ， 活 亚 好 首 创 用 两 条 圆锥 


曲线 的 交点 来 表示 三 次 方程 的 根 


' 印度 疲 什 凶 罗 第 二 著 《 婆 什 迦 罗 文 


集 ) 为 中 世纪 印度 数学 的 代表 作 , 其 
中 给 出 二 元 不 定 方程 x*=1+py? 若 
干 特 解 ， 对 负数 有 所 认识 。 并 使 用 
了 无 理 数 


* 意大利. 严 波 那 契 著 v 算 盘 书 》, 向 网 


洲 人 系统 地 介绍 了 印度 -阿拉 伯 数 
码 及 整数 ,分 数 的 各 种 算法 


* 中 国 厅 九 吉 著 《 数 书 九 曹 》， 创 立 解 一 


次 同 余 式 的 大 衍 求 一 术 和 求 高 次 方 
程 数值 解 的 正 负 开 方术 ,相当 于 西 
方 的 征 纳 法 (1819) 


"中国 直 治 著 《 测 轩 海 镜 》, 是 中 国 现存 


第 一 本 系统 论述 天 元 术 的 著作 


* 阿拉 伯 纳 西 尔 下 .图 西 开始 使 三 角 学 


脱离 天 文学 而 独立 ,将 欧 几 里 得 《 几 
何 原本 》 译 为 阿拉 伯 文 


， 中国 朱 世 术 著 《 四 元 玉 鉴 了 ， 将 天 元 术 


推广 为 四 元 术 ， 研 究 高 阶 等 差 数 列 
求 和 问题 


“英国 .市 雷 德 涛 丁 将 正切 、 余 切 引入 


三 角 计算 


* 珠算 在 中 国 普 及 
“ 法国 N. 奥 尔 斯 姆 撰 《比例 算法 》, 引 入 


分 指数 概念 ， 又 在 《 论 图 线 》 等 著作 
中 研究 变化 与 变化 率 , 创 图 线 原 理 ， 
即 用 经 、 纬 度 ( 相 当 于 横 、 纵 坐标 ) 表 
示 点 的 位 置 并 进而 讨论 函数 图 像 


* 阿拉伯 卡 西 著 ( 算 术 之 钥 》， 系 统 论述 


算术 ,代数 的 原理 、 方法 ， 并 在 《 贺 
周 论 3》 中 求 出 圆周 率 17 位 准确 数字 


“ 德国 丁 雷 格 蒙 誉 努 斯 著 k 论 一 般 三 角 


形 》, 为 欧洲 第 一 本 系统 的 三 角 学 著 
作 , 其 中 出 现 正弦 定律 


， 欧 几 里 得 《几何 原本 (拉丁 文 译本 ) 首 


次 印刷 出 版 


* 捷克 韦 德 曼 最 早 使 用 符号 + 、 一 表示 


加 、 减 运算 


人 
Hl 
es 


意大利 G. 卡 尔 达 诺 的 《大 术 》 出 版 , 载 


述 了 S. 费 罗 (1515)、N. 塔 尔 塔 利 亚 
(1535) 的 三 次 方程 解法 和 工 . 黄 拉 里 
(1544) 的 四 次 方程 解法 


“ 意大利 R. 邦 贝 利 的 《代数 学 》 出 版 ， 


指出 对 于 三 次 方程 的 不 可 约 情 形 ， 
通过 虚数 运算 必 可 得 三 个 实 根 ， 给 
出 初步 的 虚数 理论 


* 荷兰 S. 斯 蒂 文 创设 十 进 分 数 (小 数 ) 的 


记 法 


* 法 国 F. 书 达 著 《分 析 方 法 入 门 》, 引 入 


大 量 代数 符号 ,改良 三 ,四 次 方程 解 
法 ,指出 根 与 系数 的 关系 ,为 符号 代 
数学 的 奠基 者 


* 中 国 程 大 位 写成 《 直 指 算法 统 宗 》 


详 述 算盘 的 用 法 ， 载 有 大 量 运算 口 
诀 , 该 书 明 末 传 人 日 本 、 朝 鲜 


“ 中 国 疹 光 启 和 利 玛 骞 合作 将 欧 几 里 


得 《几何 原本 》 前 六 卷 译 为 中 文 


* 英国 J 纳 皮尔 创立 对 数理 论 
* 德国 开 普 勒 著 《 酒 桶 新 立体 几何 》， 


有 求 酒 桶 体积 的 方法 ， 是 阿 基 米 伪 
求 积 方法 向 近代 积分 法 的 过 渡 


“* 荷兰 吉 拉 尔 最 早 提出 代数 基本 定理 
* 法 国 P. de 党 乌 已 得 解析 几何 学 要 中 ， 


并 掌握 求 极 大 极 小 值 方法 


* 意大利 B. 卡 瓦 列 里 建立 "不 可 分 量 原 


* 法 国 R. 备 卡 儿 的 K 几 何 学 》 出 版 ， 创 立 


解析 几何 学 


“法 国 P. de 芝 马 提出 “ 费 马 大 定理 ” 
* 法 国 G. 健 扎 格 着 《 试 论处 理 圆锥 与 平 


面相 交情 况 初稿 ,为 射影 几何 先驱 


* 法 国 B. 帕斯卡 发 表 《 圆 锥 曲线 论 》 
法国 B. 帕斯卡 发 明 加 减法 机 械 计 算 


机 


, 英国 丁 沃 里 斯 著 k 无 穷 算术 》, 导 入 无 


穷 级 数 与 无 穷 乘积 ， 首 创 无 穷 大 符 
号 co 


“ 荷兰 C. 惠 更 斯 著 《 论 般 子 游 戏 的 推 


理 》, 引 入 数学 期 望 概念 ， 是 概率 论 
的 早期 著作 。 在 此 以 前 B. 帕斯卡 、 
P. de 费 马 等 已 由 处 理 赌博 问题 而 
开始 考虑 概率 理论 


* 英国 [. 牛顿 一 份 手稿 中 已 有 流 数 术 的 


记载 ,这 是 有 最早 的 再 积分 学 文献 ,其 
后 他 在 《无 穷 多 项 方程 的 分 析 办 
(1669 年 撰 ,1711 年 发 表 )《 流 数 术 
方法 与 无 穷 级 数 》(1671 年 扎 , 1736 
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年 发 表 ) 等 著作 中 进一步 发 展 流 数 
术 并 建立 微 积分 基本 定理 


* 德国 G. W. 莱 布 尼 英 写成 《 论 组 合 的 


技术 》， 了 孕育 了 数理 逊 辑 思想 
. 巴 罗 著 《 几 何 学 讲义 ,引进 “ 微 
分 三 角形 "概念 


“日 本 立地 和 始 创 和 算 ， 引 入 行列 式 村 


念 ,开创 “ 圆 理 " 研 究 


' 德国 G.W. 菜 布 尼 英 在 《学 艺 》 上 发 表 


第 一 篇 徽 分 学 论文 《一 种 求 极 大 极 
小 与 切线 的 新 方法 》 两 年 后 又 发 表 
第 一 篇 积分 学 论文 , 创 用 积分 符号 


* 英国 I. 牛顿 的 《自然 督学 的 数学 原理 》 


出 版 ， 首 次 以 几何 形式 发 表 其 流 数 
术 


* 瑞士 约 输 第 一 * 伯 努 利 提出 “最 速 降 曲 


线 " 问 题 ,后 导致 变 分 法 的 产生 


* 法 国 G.-F.-A. de 洛 必 达 出 版 无 穷 小 


分 析 》， 其 中 载 有 求 极限 的 洛 必 达 法 
则 


* 英国 I. 牛顿 出 版 k 广 义 算术 》， 盖 述 了 


代数 方程 理论 


* 瑞士 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 的 《 犹 度 术 》 


出 版 ， 载 有 伯 努 利 大 数 律 


“英国 B. 末 勒 出 版 《 正 的 和 反 的 增 量 方 


法 》， 内 有 他 1712 年 发 现 的 把 函数 
展开 成 级 数 的 泰勒 公式 


“ 法国 A. 要 英利 给 出 公式 


(cosp+ising)" =cosnptisinng 


“* 苏格兰 本 斯 特 林 发 表 《微分 法 ,或 关于 


无 穷 级 数 的 简 述 了》 其 中 给 出 了 n1 
的 斯 特 林 公 式 


* 法 国 A.-C. 克 莱 罗 著 《 关 于 双重 曲率 曲 


线 的 研究 》% 开创 了 空间 曲线 的 理论 


' 瑞士 L. 欧 拉 解 决 了 柯 尼斯 堡 七 桥 问题 
“英国 C. 马克 劳 林 出 版 《 流 数 通论 》， 


试图 用 严 说 的 方法 来 建立 流 数学 
说 ,其 中 给 出 了 马克 劳 林 展 开 


“ 瑞士 LL. 欧 拉 著 & 寻 求 具有 某 种 极 大 或 


极 小 性 质 的 曲线 的 技巧 》, 标 志 着 变 
分 法 作为 一 个 新 的 数学 分 支 的 诞生 


* 法国 J le R. 达 期 贝尔 发 表 《 弦 振动 


研究 》, 导出 了 弦 振 动 方程 , 是 偏 微 
分 方程 研究 的 开端 


“瑞士 欧 拉 出 版 《无 穷 小 分 析 引 


论 》, 与 后 来 发 表 的 《微分 学 X(1755) 
和 《积分 学 X1770) 一 起 ,以 函数 概念 
为 基础 综合 处 理 微 积分 理论 ， 给 出 
了 大 量 重要 的 结果 ， 标 志 着 微 积分 
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1750 年 


六 
Ef 


公元 1770 年 


公元 1799 年 


公元 1799 一 
1825 年 


公元 1801 年 


公元 1802 年 


公元 1807 年 


公元 1810 年 


发 展 的 新 阶段 

“ 瑞士 G. 克 莱 姆 给 出 解 线性 方程 组 的 克 
莱 姆 法 则 

“瑞士. 欧 拉 发 表 多 面体 公式 ;V 一 忆 
+F=2 

“ 法 国 J.-L. 拉 格 期 日 深入 探讨 代数 方 
程 根 式 求解 问题 ， 考 虑 有 理 函 数 当 
变量 发 生 置换 时 所 取 值 的 个 数 ， 成 
为 置换 群 论 的 先导 

* 德国 十 H. 期 伯 开 创 双 曲 函数 的 全 面 
研究 


.-L. L. de 布 丰 提 出 投 针 问 题 ， 
是 几何 概率 理论 的 早期 研究 

* 法国 台 贝 祖 著 《代数 方程 的 一 般 理 
论 », 系统 论述 消 元 法 理论 

“法国 工 -L. 拉 格 期 日 的 《分 析 力学 》 出 
版 ,使 力学 分 析 化 ,并 总 结 了 变 分 法 
的 成 果 

“法 国 A.-M. 勒 让 舍 的 《几何 学 基础 》 
出 版 ,是 当时 标准 的 几何 教科 书 

“ 法 国 建立 巴黎 综合 工科 学 校 和 巴黎 高 
等 师范 学 校 

“法国 G. 莹 日 发 表 《关于 把 分 析 应 用 于 
几何 的 活页 论文 为 成 为 微分 几何 学 
先驱 

法国 十 -L. 拉 格 其 日 著 《 解 析 函 数 
论 》 主 张 以 函数 的 宕 级 数 展开 为 基 
础 建立 微 积分 理论 

“ 挪威 C. 韦 塞 尔 最 早 给 出 复数 的 几何 表 
不 

“法国 G. 繁 日 出 版 ( 画 法 几何 学 》， 使 画 
法 几何 成 为 几何 学 的 一 个 专门 分 支 

“ 德国 C.F. 高 斯 给 出 代数 基本 定理 的 
第 一 个 证 明 

“法 国 P.-S. 拉 普 拉 斯 的 5 卷 巨著 《天 
体力 学 》 出 版 ,其 中 包含 了 许多 重要 
的 数学 贡献 ,如 拉 普 拉 斯 方程 .位 势 
函数 等 

德国 C. F. 高 斯 的 《算术 研究 》 出 版 ， 

标志 着 近代 数论 的 起 点 

“法 国 J. 外. 莹 融 克拉 与 本 de 拉 朗 德 
合 押 的 《数学 史 》 共 4 卷 全 部 出 版 ， 
成 为 最 早 的 较 系统 的 数学 史 著作 

“法国 J -B. ~J. 传 里 叶 在 热传导 研究 
中 提出 任意 函数 的 三 角 级 数 表示 法 
( 傅 里 叶 级 数 ) 他 的 思想 总 结 在 1822 
年 发 表 的 《 热 的 解析 理论 》 中 

“法国 J.-D. 热 尔 疯 创办 《纯粹 与 应 用 
数学 年 刊 》， 这 是 最 早 的 专门 数学 


公元 1812 年 


公元 1822 年 


公元 1826 年 


公元 1829 一 
1832 年 


公元 1830 年 


公元 1832 年 


期 刊 
国 剑桥 分 析 学 会 成 立 


* 法国 P. -S. 拉 普 拉 斯 著 《 概 率 的 解析 


理论 》, 提出 概率 的 古典 定义 , 将 分 
析 工 具 引 入 概率 论 


“法国 A.-L. 柯 西 宣读 复 变 函数 论 第 一 


篇 重要 论文 《关于 定 积分 理论 的 报 
告 %1827 年 正式 发 表 ), 开 创 了 复 变 
函数 论 的 研究 


* 捷克 B. 波 尔 查 诺 著 《 纯 粹 分 析 的 证 


明 》 首 次 给 出 连续 性 、 导 数 的 恰当 
定义 ,提出 一 般 级 数 收敛 性 的 判别 
准则 


“ 法国 S. -D. 光 松 导出 波动 方程 解 的 


“ 泊 松 公式 ” 

法 国 A. -L. 柯 西 出 版 《代数 分 析 教 
程 》 引 进 不 一 定 具有 解析 表达 式 的 
函数 概念 独立 于 B. 波 尔 查 诺 提 出 
极限 、 连 续 、 导 数 等 定义 和 级 数 收 敛 
判别 准则 ， 是 分 析 严密 化 运动 中 第 
一 部 影响 深远 的 著作 

.-V. 背 赛 列 著 《 论 图 形 的 射影 
性 质 》 英 定 了 射影 几何 学 基础 


* 挪威 N. H. 阿 贝尔 闭 《 关 于 很 广 一 类 


超越 函数 的 一 个 一 般 性 质 》, 开创 了 
椭 贺 函数 论 研究 

人 A. 工 . 克 雷 尔 创办 《纯粹 与 应 用 
数学 杂志 》 


“法 国 J.-D. 热 尔 岗 与 本 -V. 彭 赛 列 各 


自 建 立 对 偶 原理 


“德国 C.F. 高 斯 著 《 关 于 曲面 的 一 般 


研究 》, 开 创 曲 面 内 蕴 几 何 学 


“德国 A. F. 支 比 乌 斯 著 《重心 演算 》， 


引进 齐 次 坐标 ,与 J. 普 吕 克 等 开辟 
了 射影 几何 的 代数 方向 


' 英国 G. 格 林 著 《数学 分 析 在 电磁 理论 


中 的 应 用 》, 发 展位 势 理论 


“德国 C. G. J. 夏 可 比 著 《椭圆 函数 论 


新 基础 》, 是 椭圆 函 数理 论 的 奠基 性 
著作 


“俄国 H.HH. 罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 最 早 的 


非 殉 几何 论著 《 论 几 何 基础 》 


“ 法国 了 E. 伽 罗 瓦 彻底 解决 代数 方程 根 


式 可 解 性 问题 ， 确 立 了 群 论 的 基本 
概念 


* 英国 G. 皮 科 克 著 《代数 通论 》, 首 创 以 


演绎 方式 建立 代数 学 ， 为 代数 中 更 
抽象 的 思想 铺 平 了 道路 


“匈牙利 J 波 尔 约 发 表 《 绝 对 空间 的 科 


公元 1847 年 


公元 1849 一 
1854 年 
公元 1851 年 


公元 1854 年 


乡 


公元 1855 年 


公元 1858 年 


公元 1859 年 


公元 1861 年 


学 》, 独 立 于 HH. H. 罗 巴 切 夫 斯 基 提 
出 了 非 欧 几何 思想 


“瑞士 丁 范 泰 纳 著 《几何 形 的 相互 依赖 


性 的 系统 发 展 》, 利 用 射影 概念 从 简 
单 结构 构造 复杂 结构 ， 发 展 了 射影 
几何 


* 法国 J. 刘 维尔 创办 法 文 的 《纯粹 与 应 


用 数学 杂志 》 


“ 德国 P.G. 工 . 狄 利克 雷 提出 现今 通用 


的 函数 定义 (变量 之 间 的 对 应 关系 ) 


“法国 A. -L. 柯 西 证 明了 微分 方程 初 


值 问题 解 的 存在 性 


“德国 K. 外 尔 斯 特 拉 斯 关于 分 析 严 密 


化 的 工作 ， 主 张 将 分 析 建立 在 算术 
概念 的 基础 之 上 ,给 出 极限 的 -8 说 
法 和 级 数 一 致 收敛 性 概念 ， 同 时 在 
千 级 数 基础 上 建立 复 变 函数 论 


“英国 W. R. 哈 密 堪 发 现 四 元 数 
“德国 EE. E. 库 戏 尔 创立 理想 数 的 概念 
* 德国 HH. G. 格拉 斯 曼 出 版 《线性 扩张 


论 》。 建 立 n 个 分 量 的 超 复数 系 , 提 
出 了 一 般 的 n 维 几何 的 概念 


“德国 K. G. C. von 施 陶 特 著 《位 置 的 


几何 学 2 不 依赖 度量 概念 建立 射影 
几何 体系 


' 英国 的 A. 所 莱 提 出 抽象 群 概念 


* 德国 B. 条 更 著 人 单 复 变 函 数 的 一 般 理 


论 基础 》% 给 出 单 值 解析 函数 的 黎 曼 
定义 ,创立 黎 曼 面 的 概念 ,是 复 变 函 
数论 的 一 篇 经 典 性 论文 


* 德国 B. 但 腕 著 《 关 于 几何 基础 的 假 


设 》, 创 立 n 维 流 形 的 歼 曼 几 何 学 


“英国 G. 布尔 出 版 《思维 规律 的 研究 》， 


建立 逻辑 代数 ( 即 布 尔 代数 ) 


' 英国 A. 包 菜 引进 矩阵 的 基本 概念 与 


运算 


“ 德国 B. 黎 腕 给 出 了 函数 的 积分 表示 


与 它 满足 的 函数 方程 ， 提 出 黎 曼 狂 
想 

德国 A.F. 支 比 乌 斯 发 现 单 侧 曲 面 
( 麦 比 乌 斯 带 》 


* 中 国 地 善 兰 与 英国 的 伟 烈 亚 力 合 译 的 


《代数 学 》、《 代 微 积 拾级 》 以 及 《 几 
何 原 本 》 后 9 卷 中 文本 出 版 ,这 是 翻 
译 西方 近代 数学 著作 的 开始 


* 中 国 地 善 兰 建立 著名 的 组 合 恒等式 


( 李 善 兰 但 等 式 ) 


' 德国 K. 外 尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 讲演 中 


875 


公元 1863 年 


1865 年 


了 
Sl 


公元 1866 年 


公元 1868 年 


公元 1871 年 


公元 1872 年 


876 


给 出 连续 但 处 处 不 可 微 函数 的 例子 

* 德国 P.G. 工 . 多 利克 雷 出 版 《数论 讲 
义 》, 是 解析 数论 的 经 典 文献 

' 伦敦 数学 会 成 立 ， 是 历史 上 第 一 个 成 
立 的 数学 会 

* 俄国 工 . 区 . 切 比 雪夫 利用 切 比 雪 夫 不 
等 式 建立 关于 独立 随机 变量 序列 的 
大 数 律 ， 成 为 概 系 论 研究 的 中 心 课 
题 

* 意大利 下. 贝尔 特 拉 未 著 《 论 非 欧 几何 
学 的 解释 》, 在 伪 球 面 上 实现 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 ， 这 是 第 一 个 非 葡 几何 
模型 

* 德国 B. 你 更 的 k 用 三 角 级 数 表示 函数 
的 可 表示 性 》 正 式 发 表 ,建立 了 黎 曼 
积分 理论 

* 德国 F. 克 菜 因 在 射影 空间 中 适当 引进 
度量 而 得 到 双 曲 几何 与 椭 回 几何 ， 
这 是 不 用 曲面 而 获得 的 非 欧 几何 模 
型 

* 德国 G. 康 托 尔 在 三 角 级 数 表示 的 唯一 
性 研究 中 首次 引进 了 无 穷 集合 的 概 
念 ， 并 在 以 后 的 一 系列 论文 中 英 定 
了 集合 论 的 基础 

“德国 F. 克 某 国 发 表 《 埃 尔 朗 根 岗 领 》， 
建立 了 把 各 种 几何 学 看 作为 某 种 变 
换 群 的 不 变量 理论 的 观点 ,以 群 论 
为 基础 统一 几何 学 

* 实数 理论 的 确立 ，G-. 康 托 尔 的 基本 序 
列 论 ! 茂 他 人 金 的 分 割 论 :KK, 外 汞 斯 特 
拉 斯 的 单调 序列 论 

“法国 C. 埃 尔 来 特 证 明 e 的 超越 性 

* 挪威 M. S. 李 开 创 连续 变换 群 的 研 
究 , 现 称 李 群 理论 

* 德国 G. 费 雪 格 出 版 《 枝 念 语言 ,建立 
量词 理论 ， 给 出 第 一 个 严密 的 逻辑 
公理 体系 ， 后 又 出 版 《算术 基础 》 


公元 1881 一 
1884 年 
公元 1881 一 
1886 年 


公元 1882 年 


公元 1896 年 


《1884) 等 著作 ， 试 图 把 数学 建立 在 
逻辑 的 基础 上 


“ 德国 F. 克 茉 国 与 法 国 瑟 , 席 加 莱 创 立 


自 守 函 数论 


* 法 国 H. 庞 加 菜 关 于 微分 方程 确定 的 


曲线 的 论文 ， 创 立 微分 方程 定性 理 
论 


' 德国 M. 帕 施 给 出 第 一 个 射影 几何 公 


理 系统 


* 德国 F. von 林 德 曼 证 明 x 的 超越 性 
“法国 G. 达 布 著 《 曲 面 的 一 般 理 论 》, 发 


展 了 活动 标 架 法 


* 意大利 G. 皮 亚 诺 著 《算术 原理 新 方 


法 》, 给 出 自然 数 公理 体系 


“荷兰 ,斯 项 尔 本 斯 发 表 《 连 分 数 的 研 


究 》， 引 进 新 的 积分 (斯 蒂 尔 杰 斯 积 
分 ) 


“ 法国 H. 庞 加 茉 著 《位 置 几何 学 》 创 


立 用 剖 分 研究 流 形 的 方法 ， 为 组 合 
拓扑 学 莫 定 基础 


* 德国 F.G. 刷 罗 贝 尼 乌 斯 开始 群 的 表 


示 理 论 的 系统 研究 


"德国 瑟 . 闵 科 夫 斯 基 著 《k 数 的 几何 》， 创 


立 系统 的 数 的 几何 理论 


“ 法国 了 阿达 马 与 瓦 里 - 布 桑 证 明 素 数 


定理 


“第 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 瑞士 苏黎世 


举行 


“英国 K. 皮尔 还 创立 描述 统计 学 
* 德国 D. 希 尔 伯 特 出 版 《几何 基础 》, 给 


出 历史 上 第 一 个 完备 的 欧 几 里 得 几 
何 公理 系统 ,开创 了 公理 化 方法 ,并 
预示 了 数学 基础 的 形式 主义 观点 


“德国 D. 着 尔 伯 特 在 巴黎 第 二 届 国 际 


数学 家 大 会 上 作 题 为 6 数学 问题 》 的 
告 ,提出 了 23 个 著名 的 数学 问题 
( 梁 宗 巨 。 李 文 林 这 向 东 ) 


条 目 汉 字 笔 画 索 引 


说 明 


一 、 本 索引 供 读者 按 条 目标 题 的 汉字 笔画 查 检 条 目 。 


二 、 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 ， 笔 画 数 相同 的 字 按 一 ( 横 )、 


1 ( 竖 )、/ 


( 撤 )、、( 点 )、 一 ( 折 , 包 括 ] 乙 < 等 ) 的 顺序 排列 ,第 一 字 相 同 的 ， 依 次 按 后 面 各 字 的 笔画 数 和 起 
笔 笔 形 顺序 排列 。 

三 、 用 拉丁 字母 .希腊 字母 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 开 头 的 条 目标 题 ， 依 次 排 在 汉字 开头 的 条 
目标 题 的 后 面 。 


十 八 世 纪 数 学 * 
十 九 世 纪 数 学 ………… 
十 六 、 十 七 世纪 

获 学 … 
几何 规划 
几何 学 … 
几何 度量 


几何 测度 论 337 

《几何 原本 入 2 

《几何 基础 兴 见 希 尔 伯 特 ， 
.7 341(743) 


“374 


无 穷 粒子 随机 系统 … 
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:557 
:558 
:98 
:101 
"99 
:276 
:280 
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广义 特征 值 问题 数值 解法 


( 见 代 数 特征 值 问题 

数值 解法 )…………280(107) 
广义 积分 ( 见 积分 

EP 278(317) 


"275 
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.463 
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马尔 可 夫 过 程 
马尔 可 夫 决 策 过 
马克 劳 林 ,CC. 
子 流 形 ( 见 微分 

访 关 Yvon 59C7137 


切 比 雪夫 , 工 . 开 
扎 里 斯 基 , 0. 
无 约束 优化 方法 


贝 带 ， Ee 
贝 塞 尔 ， FW. 


加 康 金 法 〈 见 里 茨 -加 廖 
金 方法 ) '357(438) 
甫 六 jwwemreeomyanas 458(58) 对 角 优 势 矩 阵 … 


可 展 曲 面 ( 见 遇 面 )…:394(539) ”对 称 核 积分 方程 
可 敏 映射 的 奇 点 理论 …….…392 对偶 原 理 ( 见 身影 
可 靠 性 数学 理论 …………- 


弗 罗 贝 尼 乌 斯 ，F. G.… 
弗 雷 格 ，(F. L.) G. 
弗 雷 歌 ，M.-R…… 
弗 雷 德 墨 姆 ,(E.) 工 …… 
弗 雷 德 置 姆 积分 方程 
皮卡 ，(C. -EE. 


双 曲 守恒 律 的 间断 解 … 
双 曲 型 偏 微分 方程 
尺 规 作 图 ( 见 希 腊 几 何 

三 大 问题 ) 
巴比伦 数学 * 


亚当 斯 法 ( 见 常 微分 方程 
代数 特征 值 问 题 数 值 初 值 问题 数值 

解法 … …107 解法 )- .790(58) 
代数 基本 定理 :789 
代数 数论 … :271 
代数 K 理 论 “270 
平稳 过 程 : 外 尔 , (C.H.)H. :270 
外 尔 斯 特 拉 斯 ,K.(T. W.) :450 
.449 
.816 
.811 
.808 
.808 
-810 


问题 数值 解法 )… 
艾 森 斯 坦 ，F. G. ML 


'158 形式 主义 ( 见 数学 
.152 
.143 


多 步 法 ( 见 常 微分 方程 初 值 

问题 数值 解法 ) :143(58) 
…"154 ”次 托 罗维奇 ,JI.B. 

…150 ” 杜 布 瓦 - 雷 索 ，P. D. G. 


克 里 斯 托 费 尔 ,E, B. 
克利 福 德 ，W. K. 
克 罗 内 克 ，L. 
克 莱 布 什 , R 
克 莱 因 ，(C.)F， 
克 莱 罗 ,A 


仿 射 变换 … 
仿 射 微分 几何 学 
伪 随 机 数 


华罗庚 … 米 泽 斯 ,R. von 
华 鞍 芳 … 米 塔 - 列 夫 勒 , (M.)G 
延 麻 不 等 式 ( 见 积分 


自由 边界 问题 
《自然 哲学 的 数学 原理 》 
( 见 牛顿 ,I 


多 元 统计 分 析 - 


闵 科 夫 斯 基 不 等 式 ( 见 积分 
不 等 式 )…… 
阅 科 夫 斯 基 空间 


直 纹 面 ( 见 曲面 )- 
直线 Ee 
直觉 主义 ( 见 数学 


着 尔 伯 特 公理 体 系 ( 见 欧 几 


希 尔 伯 特 计划 
希 尔 伯 特 空间 
希 尔 伯 特 数学 问题 
希腊 几何 三 大 问题 
希腊 古代 数学 


入 奇异 积分 的 交换 子 * 
749 初等 常 微分 方程 拓扑 动力 系统 
747 初等 数论 …… ne 拓扑 空间 

. 《 张 丘 建 算 经 》( 见 《 算 经 拓扑 学 … 


狄 利 克 雷 ,P. G.L. 十 书 》) 829(630) ”拓扑 线性 空间 
儿 利 克 雷 级 数 张 量 … fo 
狄 利 克 雷 特征 张 量 分 析 


狄 利克 雷 工 函数 … 局 部 一 维 方法 ( 见 分 步 


.407 
406 


拉 格 朗 日 ,本 -Lp 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


.406 
.407 
.408 


409(683) 
08 


快速 休 里 叶 变 - .829 
快速 数论 变换 ( 见 快速 、 “495 

健 里 时 变换 )… 405(404) .495 
闵 科 夫 斯 基 ,了 ee 474 殉 几 星 得 空间 ,… “497 
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欧 拉 常数 ……'， 
欧洲 中 世纪 数学 … 
非 欧 几 里 得 几何 学 … 
非 参 数 统计 ……… 
非 线性 方程 组 数值 解法 
非 线性 规划 - 
非 线性 算 子 - 
非 标准 分 析 - 


饥 莱 ,A.… 
罗 巴 切 夫 斯 基 ， H.H 
罗素 ,B.A.W 
罗素 悖 论 ( 见 迟 论 )… 
典型 群 ………… 
国际 数学 家 大 会 
国际 数学 教育 委员 会 … 
国际 数学 联合 会 


命题 演算 ( 见 命题 
惧 辑 )e 477(476) 
《 周 租 算 经 》( 见 《 算 经 
十 书 》) 
变 分 法 
变换 群 ( 见 埃 尔 朗 根 


波 尔 约 ，J.… 
波 尔 查 诺 , B… 
波动 方程 ( 见 双 曲 型 

偏 微 分 方程 )………*27《620) 
波 莱 尔 ,(F.-E. -J.-) 二 28 
单 叶 函 数 … 118 


单 步 法 ( 见 常 微分 方程 初 值 
问题 数值 解法 )……*118(58) 
单纯 形 方法 ( 见 线性 


线性 正 算 子 远近 
线性 代数 
线性 代数 方程 组 数值 


玻 耳 冀 昌 方程 数值 解法 …… 
柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 ，C.B. 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 , A. H 


显 式 差分 方法 ( 见 分 步 
法 ) 


施 瓦 尔 茨 ，L.… 
施 丽 著 让 于 -Aiessiieaaaiaana 
施 瓦 兹 不 等 式 ( 见 积分 


，27 


。， 19 

:774 

288(630) 

祖 踢 ( 见 祖冲之 ) .454 

费 马 ，P. de* …206 。 哥 德 尔 不 完备 性 定理 … 流 形 上 的 分 析 .455 

典 马 大 定理 ( 见 不 定 碳 完 三 闪避 人 ee 流 形 上 的 偏 微分 算 子 ………457 
《夏侯 阳 算 经 》( 见 《 算 经 《 益 古 演 段 并 见 李 


十 书 》) 
原 函数 …… Pp 
ON 
热传导 方程 ( 见 抛 物 型 

偏 微 分 方程 
圆周 率 ……… 
辆 点 ( 见 绝对 形 ) 


诺 模 图 ( 见 算 图 ) 
调和 函数 … 
朗 伯 洒 H.… 


十 -- 画 


理论 计算 机 科学 ………………………440 


常 曲 率 黎 要 空间 
常 微分 方程 … 
261 常 微分 方程 边 值 问题 ， 
263 de 


高 次 代数 方程 求 根 … 
高 阶 还 辑 … 


高 斯 ，C.F. 解法 … .54 
索 伯 列 夫 空间 高 斯 消去 法 ( 见 消 元 党 竹 分 方程 运动 入 定性 
莱 夫 谢 蒋 ，S.… 长 Yoostos weenss mosnns265C774) EN pr 
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汪 全 兴 济 要 这 家 产 才 精 人 … 68 ” 维 纳 - 霍 普 夫 方法 ………… “726 
常 微分 方程 初 值 问题 ……… 56 维 纳 - 醉 普 夫 方 程 :725 
和信 分 方 杀人 是 烛 全 维 诺 格拉 多 夫 ,H. M.………726 

解法 … .726 


常生 分 方程 交换 群 理论 综合 几何 学 .860 
常 微分 方程 定性 理论 … 《 缀 术 光 见 《 算 经 
常 微分 方程 摄 动 方法 … 十 书 》) eo:859(630) 
常 微分 方程 解析 理论 ……… 
逻辑 主义 ( 见 数学 十 二 画 
基础 ) 博 伊西 斯 ，A. M. S. Fe | 
逻辑 演算 … 博 替 纳 ,S.……… a 
笛 卡 儿 ，, R.… 塔 尔 塔 利 亚 ,N， 专营 史 
偏 导数 … .652 
偏 微分 方程 :126 
仿 才 分 方程 边 值 问题 亲人 681 
方法 … .683 


人 全 多 让 各 机 人 问题 区 .447 


方法 … .448 
仍 才 分 方程 的 基本 解 - .623 
偏 微分 方程 特征 理论 … :623 
偏 微分 算 子 的 特征 值 与 .623 

特征 函数 斯 带 尔 杰 斯 ,T.(J.)" .622 
假设 检验 … 部 赛 列 ，J.- "509 
康 托 尔 ，G.(F. P.) 囊 特 尼 ,H “308 
康 托 尔 ，M. B.… 387 ” 超 限 归纳 法 .77 
混合 型 偏 微分 方程 … 308 超越 方程 数值 解法 77 
盖 尔 范 德 ，H. ML 241 超越 扩张 ( 见 域 )……'…78(818) 
数 什 加 罗 第 二 超越 数论 …78 
婆罗 摩 稚 多 插值 … …47 
谓词 演算 ( 见 一 阶 .626 

偿 辑 )… .788 
随机 过 程 .788 
随机 过 程 的 极限 定理 … -789 


“205 
.227 
“229 
:87 
“868 
.869 
“869 
“81 
“750 
"4 


随机 过 程 统 计 


伟 里 叶 积分 算 子 
集合 pp 
集合 论 …… 
集合 论 公理 系统 
奥马 . 海 亚 姆 
奥 尔 斯 姆 , N.… 
奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 ，M, B 
普 吕 克 , J.… 


级 数 )…: 


强 性 盟 近 … 
《 缉 古 算 经 )( 见 王 孝 


通 ) oveee323(699) 


蒙 蒂 克拉 ,J. EE. 
圭 格 党 塔 努 斯 ,J 
置换 群 … 
3 


解析 函数 边界 性 质 … 
解析 函数 边 值 问题 … 
解析 函数 项 级 数 


《 数 书 九 章 》( 见 素 九 

《 数 术 记 遗 3( 见 《 算 经 

“602(630) 
…598 


602(535) 


数学 期 望 ， 


十 四 画 

.477 
.484 
.482 
.483 
.479 
.485 
.480 


当家 480(162) 
替 尔 德 不 等 式 ( 见 积分 


不 等 式 )……… 301(312) 


“630(81) 
630 


《算数 书 》… 


黎 曼 曲 面 … 


戴 隐 … 
功德 金 ，(J W.)R. 


As 权 .…- 
BMO 空间 
CW 复 形 - 
Hr 空间 …… 
了 进 数 域 … 


生体 字 和 简化 字 对 照 
说 明 
本 表 所 收 以 条 目标 题 中 出 现 的 汉字 为 限 , 接 繁 体 字 笔画 由 少 到 多 顺序 排列 。 笔 画 数 相同 的 字 ， 


按 起 笔 笔 形 一 ( 横 )、| ( 竖 )、/( 撤 )、、( 点 )、 一 ( 折 ， 包 括 」 忆 < 等 笔 形 ) 的 顺序 排列 。 新 旧 字 形 
笔画 不 同 的 , 按 新 字形 。 


七 画 | 琢 [ 孙 ] | 参 [ 参 ] | 十 三 画 | 广 [ 广 ] | 微 [ 彻 ) | 节 [ 筛 ] | 业 [ 丛 ) | 续 [ 续 ] 
具 [ 贝 ] | 纯 [ 纯 ] | 组 [组 ] | 杨 [ 杨 ] | 这 ([ 适 ] | 生 [ 卫 ] | 钱 [ 钱 】 | 机 [又 ] | 二 十 二 画 
昂 [ 见 】 | 纳 [ 纳 ] | 终 [ 终 ) | 蕾 [ 盖 ) | 宽 [ 宽 ) | 质 ( 质 ) | 学 [学 】| 题 [ 题 ] | 寂 [ 鉴 ] 
八 画 | 纹 [ 纹 ] | 贯 [( 贯 ] | 夏 [ 贾 】 | 实 [ 实 ] | 副 [ 盘 ] | 独 [ 独 】 | 如 [ 归 ] | 体 C 体 ) 
亚 [ 亚 ] | 纽 [ 纽 ) | 十 二 画 | 势 [ 势 】 | 刻 [ 划 ] | 锐 [ 锐 】 | 调 [ 谓 ] | 策 [ 双 ) | 遥 [ 逻 ) 
九 画 | 十 一 画 | 项 [项 )] | 顿 [ 顿 》 | 随 [ 随 ) | 尔 [ 余 ) | 泽 [ 泽 ) | 坦 [ 边 ) | 二 十 三 画 
真 [ 贞 】 | 规 [ 规 ) | 场 [ 场 】 | 汇 [ 汇 ) | 蜂 [ 奖 】 | 刘 [ 刘 ] | 意 [ 宪 ] | 兼 [ 杂 ] | 脸 [ 验 ] 
则 [ 则 ] | 珀 5 罗 ] | 极 [ 极 ] | 当 [ 当 ] | 驴 [ 态 ] | 庄 [ 诺 】 | 阳 [ 隐 ] | 济 [ 滤 ] | 显 [ 显 ] 
计 [ 计 ] | 款 [ 软 ) | 全 [ 叶 ] | 圆 [加 ) | 线 [ 线 ] | 论 [ 论 ] | 十 七 画 | 断 [ 断 ] | 变 [ 变 ] 
军 [ 军 】 | 莱 [ 莱 ] | 况 [ 澡 】〗 | 传 [ 传 ) | 网 [ 纲 )] | 调 [ 调 ] | 环 [ 环 ) | 十 九 画 | 织 [ 纤 ) 
阵 [ 阵 ] | 岗 [ 岗 ) | 过 [ 达 ] | 带 [ 递 ] | 网 [网 ] | 雇 [ 庆 ] | 联 [ 联 ) | 赚 [ 畴 ] | 二 十 四 画 
草 [ 韦 】 | 过 [过 ] | 凯 [ 凯 ] | 会 [会 ] | 维 [ 维 ] | 润 [ 润 ) | 握 [ 拟 ] | 呈 [ 罗 ] | 让 [让 ) 
约 [ 约 】 | 国 [ 国 ] | 单单 】 | 闵 [ 义 ] | 综 [ 综 】 | 帘 [ 穷 ] | 搞 [ 扩 ] | 谱 [ 谱 ] | 二 十 五 画 
十 画 | 动 [ 动 】 | 图 ( 围 ] | 际 [ 际 】 | 组 [级 | 导 C 导 ) | 点 [点 ) | 证 [证 ] | 镁 [ 钥 
华 [ 华 ] | 伪 [ 伪 】 | 无 [无 ] | 又 [ 迭 ] | 十 五 画 | 层 [ 层 ) | 优 [ 优 ) | 刻 C 庞 ] 
连 [ 连 ] | 进 [ 进 ] | 复 [ 复 ] | 经 [经 ) | 标 [ 标 ] | 退 [ 选 ) | 讲 [ 讲 】| 类 [类 ] 
马 [ 马 ] | 和 术 [ 术 ] | 钦 [ 钦 】 | 十 四 画 | 样 [ 样 ) | 缉 [ 缉 ) | 谢 [ 谢 | 实 [ 宝 ] 
时 [时 ] | 许 [ 许 ] | 测 [ 测 ] | 构 [ 构 ] | 梢 [ 椭 〗 | 编 < 编 ) | 谊 [ 裔 ] | 关 C 关 ) 
只 [ 员 ] | 设 [ 设 ) | 有 运 [ 运 ) | 毒 [ 寿 ] | 热 [ 热 ] | 十 六 画 | 套 [ 赛 ] | 二 十 画 
休 [ 条 ] | 产 [ 产 ] | 费 [ 费 ] | 页 [ 尔 ] | 思 [ 辽 ] | 机 [机 ] | 总 [总 ] | 兰 C 兰 ] 
伦 [ 伦 ] | 痊 [ 启 ] | 开 [ 开 ] | 对 [对 ] | 摸 [ 扑 】 | 辑 [ 辑 ] | 继 [ 纵 ] | 筹 [ 筹 ] 
篇 [ 乌 ] | 张 张 ) | 间 [ 间 ] | 图 [图 ] | 欧 [ 欧 ] | 历 c 历 ] | 十 八 画 | 党 [ 觉 ] 
岛 [ 岛 ] | 并 [ 闭 ] | 并 5 闵 )] | 称 [ 称 ) | 赋 [ 赋 ] | 据 [ 据 〗 | 蕴 [ 萄 】 | 二 十 一 画 
记 [ 记 ] | 问 [ 问 ] | 结 [( 结 ] | 领 [ 领 ] | 数 [ 数 ] | 择 [ 择 ] | 旋 [ 旋 ] | 权 [ 权 ] 
库 [ 库 ] | 阶 [ 阶 ] | 绝 [ 绝 ) | 误 [ 误 ] | 遗 [ 遗 ] | 举 [ 举 ] | 磷 [ 础 】 | 摄 [ 摄 
书 [ 书 ] | 队 [ 队 ] | 统统 ] | 说 [说 ] | 和 范 ( 范 】 | 虑 C 卢 】 | 援 [ 扰 ) 像 (分 ) 
陈 [ 陈 〗 | 娅 [ 姬 ) | 释 [ 几 】 | 章 [ 齐 ] | 微 [ 征 ] | 积 ( 积 )] | 肾 [ 骤 ) | 芍 [ 鸡 ] 
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Abel, Niels Henrik(1802~ 
1829) 1 

absolute figure 

abstract approximation 

Aba al-Wafa' (c. 940~997/ 
998) 2 

Adams method see numerical 
method for initial value 
problem of ordinary 
differential equations 790(58) 


additive theory of number 137 
affine differential 

geometry 190 
affine geometry 190 
affine transformations 189 
Ahlfors, Lars Valerian 

(1907~ ) 3 
al-Battani (c. 858 一 929) 14 
algebra 111 
algebraic equation see 

polynomial 102(154) 
algebraic extension see field 

106(818) 

algebraic function 102 
algebraic geometry 104 
algebraic K-theory 116 
algebraic number theory 106 
algebraic topology 110 
algorithm 629 
al-Kashi(? 一 1429》 386 
al-Khowarizmi (c.780~c. 

850) 302 
almost periodic differential 

equation 260 
almost periodic function 260 
alternating direction impli- 

cit method see method of 

fractional steps 368(207) 
analysis 211 
analysis of variance 187 
analysis on manifolds 455 
analytic continuation 373 
analytic function 369 
analytic geometry 372 
analytic number theory 374 
analytic theory of ordinary 

differential equation 65 


ancient mathematics in 
Egypt 8 
ancient mathematics in 
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history of mathematics 610 
history of mathematics in 

China 847 
Hodge theory 309 
Hilder inequality see integral 

inequality 301(312) 
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article of the volume 
mathematics education in 


China 846 
mathematics in Arab 4 
mathematics in Babylon 10 
mathematics in 16th and 

17th century 570 
mathematics in 18th 

century 571 
mathematics in 19th 

century 573 
mathematics of fuzziness 480 
matrix 376 
maximum function 328 


maximum modulus 
principle (maximum 
principle) 868 
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Tu ?~c. 1764) 476 
minimal surface 330 
Minkowski, Hermann 
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multi-step method see 

numerical method for 

initial value problem 

of ordinary differential 

equations 143(58) 
multivalued mapping 163 
multivariate statistical 

analysis 156 
Napier, John (1550~1617) 489 
Nasir al-Din al-Tosi 

(1201~1274) 489 
network flows 699 
Neumann, Carl Gottfried 

von (1832~1925) 494 
Nevanlinna, Rolf (1895~ 

1980) 489 
Newton, Isaac (1642~ 

1727) 491 
Newton's method 492 
Nian Xiyao (Nien Hsi- 

Yao ?一 1739) 490 
Noether, Amalie Emmy 

(1882~1935) 493 
Noether, Max (1844~ 

1921) 494 
nomogram 635 
non-associative algebra 194 
non-Euclidean geometry 195 
nonlinear operator 202 
nonlinear programming 200 


nonparametric statistics 193 
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Pascal, Blaise (1623~ 
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c.500BC) 19 

Q 
Qian Baozong (Ch'ien 

Pao-Tsung 1892~ 

1974) 534 
Qin Jiushao (Ch'in Chiu- 
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recursively enumerable set 124 
Regiomontanus, Johannes 

(1436~1476) 417 
regression analysis 306 
regular polyhedron 836 
relaxation method 624 
residue 453 
Ricci-Curbastro, Gregorio 

(1853~1925) 439 
Riemann, Georg Friedrich 

Bernhard (1826 一 1866) 419 
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set 331 
set theory 331 


shooting method see 
numerical method for 
boundary value problem 
of ordinary differential 


equations 98(54) 
Siegel, Carl Ludwig 

(1896~1981) 743 
sieve method 560 
simplicial method see linear 

programming 118(761) 
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阿 巴 迪 ,J, (Jean Abadie) 821f 

阿 贝尔 ,N. H. (Niels Henarik Abel 
1802~1829) 1f 

阿 贝尔 区 ”758e 

阿 贝 水 定理 2b 

阿 贝 尔 范畴 187c 

阿 贝尔 方程 358c,736e 

阿 贝 尔 - 贡 惟 治 夫 问题 223e 

阿 贝尔 积分 2b, 102f 

阿 贝 尔 扩张 217d 

阿 贝尔 群 2b, 112b, 366f,546e 

阿 贝 尔 数 域 217d 

阿 贝 尔 型 定理 120f 

阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius 约 公元 前 262~ 
约 前 190) 2c 

阿布 ` 瓦 法 (Aba sl-Wafa" 约 940~ 
997/998) 2d 

阿达 马 ,J. (-$.) (Jacques-Salomon 
Hadamard 1865~1963) 2e 

阿达 马 定理 831d 

阿达 马 三 加 定理 868c 

阿 德 勒 ,R. L. (R. L. Adler) 25f 

阿 蓄 亚 ,M. F.(Michael Francis Atiyah 
1929~，。 ) 206a,458a,694d 

阿 多 定理 433e 

阿 多 - 兰 况 定理 ( 李 代 数 ) 430f 

阿尔 贝 特 ,A. A. (Abraham Adrian 
Albert) 195a,306b 

阿尔 方 ,G. -H. (Georges-Herri 
Halphen 1844~1889) 494d 

阿尔 福 斯 ，L. V. (Lars Valerian Ahlfors 
1907~ ) 3d 

阿尔 佩 尔 , C. 和.(C. 中. Ansnep) 223b 

阿 基 米 德 (Archimedes 约 公元 前 287~ 
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前 212) 3e 
阿 基 术 和 抗 公 理 
阿 基 米 德 蝶 面 
月 基 术 擅 性 质 19le 
阿 基 米 德 序 域 786c 
阿 基 米 物 域 580e 
阿 江 ,C. M. (C. H, Amma) 740a 
阿 克 更 ，W。(Wilhelm Ackermann 

1896~1962) 123f,588f,612f 
阿 克 曼 务 数 124a 
采 克 曼 系 统 335a 
癌 克 斯 ,J]. (James Ax) 
阿拉 伯 数 学 4c 
阿拉 天,H. (Huzihiro Araki) 229d 
阿拉 克 良 ,HH.yY。(H. y. Apaxenma) 

222d 
阿 列 夫 的 谱系 332f 
阿 走 扎 扬 ,N。 (Nathan Aronszajn) 32b 
阿 隆 仅 尔 檀 1S. H. (Siegfried Heinrich 

Aronhold 1819~1884) 394f 
阿 姆 布 罗 塞 蒂 ,A. (A. Ambrosetti) 

99d 
同 姆 格 伦 ,F. ]. (F. J]. Almgren) 330d 
同 诺尔 德 ,B. HM. (Baansxap Jropeaas 

Apuonsn 1937~ ) 26c,392f 
阿 修 尔 , K. I.(Kenneth I. Appel) 624d 
阿 施 有 有 歌 尔 ,M.(M. Aschbucher) B11f 
阿 斯 科 利 ,G-(Ginlio Ascoli 1843~1896) 

12a 
阿 特 金 ,A. 0. L. (A. 0. L. Atkin) 

628d 
阿 延 ,E. (Emil Artin 1898~1962) Sa 
阿 廷 半 单 纯 环 305d 


495a,497c 
Sle 


486f, 505e 


厅 廷 圣 想 “171d 
阿 延 单纯 环 305d 
阿 廷 符号 418c 


阿 延 互 反 律 ”418c 

阿 延 模 478c 

阿 延 - 施 闲 埃 尔 定理 786e 

阿 希 好 泽 尔 ,A, MH.(A, MH. Axuesep) 
293b,807b 

阿 耶 波 多 第 一 (Aryabhata I 476~ 约 550) 
Se 

闯 伯 莱 因 - 什 物 利 所 定理 13b 

闯 忽 置 ,A. (A. Edrei) 298b 

闯 尔 布朗 , J]. (Jacques Herbrand 1908~ 
1931) 126a,591c 

埃 尔 朗 ,A, K.(A. K. Erlang) 
503b, 824f 

埃 尔 朗 根 纲领 5e 

埃 尔 米 特 ，C. (Charles Hermite 1822~ 
1901) 6d 

效 尔 米 特 插值 48a 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 通 近 6f 

奖 尔 米 特 度量 226c 

埃 尔 米 特 多 项 式 838e 


埃 尔 米 特 二 次 型 172e 

效 尔 米 特 - 费 耶 尔 播 值 多 项 式 7b 
埃 尔 米 特 核 141a 

均 尔 米 特 几 何 学 ”316d 

冯 尔 米 特 矩阵 379c 

奖 尔 米 特 流 形 226c 

埃 尔 米 转 强 务 数 ”174f 

埃 尔 米 特 双 线性 型 172d 

埃及 古代 数学 8a 


埃 克 曼 ，B.(Beno Eckmann) 115d 
埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthenes 约 公元 前 
276 一 约 前 195) 598b 
均 拉 托 斯 特 尼 簿 法 ”560a,830d 
去 时 斯 更 ,C.(Charles Ehresmann) 343c 
堵 伦 托 伊 希 特 ,A.(A. Ehrenfeucht) 
505e 


埃 森 ,C. G. (C. G. Essen) 856e 

效 森 不 等 式 856c 

艾 迪 生 ,J. W. (John West Addison) 
209d 

苹 副 麻 ,F, (F. Iversen) 297e 

艾 伦 伯 格 ,S。 (Samuel Eilenberg 
1913~  ) 110e,667d,693e 

艾 伦 伯 格 -麦克 莱恩 空间 667e 

艾 伦 多 如,C. B.(C. B. Allendoerfer) 
54la 

艾 森 斯 坦 ,F. G. M. (Ferdinand Gotthold 
Max Eisenstein 1823~1852) 8c 


艾 训 斯 坦 判 别 法 155b 
艾 特 肯 5b* 加 速 方法 78c 
艾 希 勒 ,M. (Martin Eichler) 174d 
爱迪生 ,T. A. (T. A. Edison) 383b 


爱 丁 顿 ,A. S. (Arthur Stanley 
Eddington 1882~1944) 343b 

爱 尔 特 希 , P. (Paul Erdis 1913~ ) 
Be 

爱 因 斯 坦 ,A. (Albert Einstein 1879~ 
1955) 420b,744b 

爱 因 斯 坦 和 式 约定 ”828a 

安定 群 531b 

鞭 皮 6ld,139e 

蒋 集 点 63e 

帅 萨 格 ,，L. (Lars Onsager 1903~1976) 
738a 

四 函数 677a 

四 凸 性 720d 

奥 思 斯坦,D, (Donald Ornstein) 25f 

奥 尔 ,O. (Oystein Ore) 115c 

奥 尔 癌 ,F, W. J.(F. W.J. Olver) 7If 

与 尔 里 奇 空间 296d 

奥 尔 斯 姆 ，N, (Nicole Oresme 约 1325~ 
1382) ge 

奥马 , 海 亚 姆 (DOmar Khayyami 约 1048~ 
约 113]) 8f,113f 

奥 皮 尔 ,Z. (2.Opial) 261c 

奥 斯 古 短 ，W.F, (William Fogg Osgood 
1864~1943) 216c,846e 

奥 斯 古 德 条 件 57e 
斯 兰 往 ,M. (Maurice Auslander) 
369c 

奥斯曼 ,R. (Robert Osserman) 330¢ 

奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 , M. B. (Muxamx 
Bacunvesur Ocrporpencug 1801~ 
1862) ga 

奥 斯 特 罗 格 拉 菊 基 公 式 16le 

与 斯 特 治 夫 斯 基 定 理 230a 

奥 谢 列 杰 蒋 ，B. MH. (B. MH. Ocenenen) 


26b 
WB 


八 线 学 558f 

巴 贝 奇 ,C. (Charles Babbage 1792~ 
1871) 5l0c 

巴比伦 数学 10f 

巴 阁 爱 ，V。(Valentin Bargmann) 24Ib 
巴 的 公式 “484a 


巴克 伦 忽 变换 541d 

巴 罗 , (lsaac Barrow 1630~1677) 
le 

巴 拿 赫 , $. (Stefan Banach 1892~1945) 
11d,36b 


巴 拿 替代 数 。 180b,228c 
巴 拿 替 格 16e 
巴 享 赫 空间 11f 
已 雪青 送 算 于 定理 13e 


已 斯 ,H. (Hyman Bass) 116f 
巴 塔 尼 (al-Battani 约 858~929) 
14c 

白 屿 声 523c 
白 正 国 (1916~~ 
百 鸡 术 14d 
班 勒 卫 ，P. (Paul Painlev5 1863~1933) 
14f 

班 勒 卫 方程 68c 

班 勒 卫 函 数 68c 

半 不 变量 169c,246d 

半 统 函数 426d 

半 单 代数 368e 

半 单 的 430e 

半 单 模 478b 

半 单 线性 代数 群 759c 

半 动 力 系统 685e 

半 局 部 环 365d 

半 群 15b 

半 群 理论 (自动 机 ) 442d 

半 线 性 发 展 方程 84b 

半 序 785b 
半 序 线性 空间 
半 正 则 群 844d 
半 直 积 813f 
半 质 ( 素 ) 环 305c 

半 自 反 模 479b 

伴随 表示 431a 

伴随 行列 式 299d 

伴 贿 矩阵 377e 

伴随 微分 方程 756b 

邦 贝 利 ,R.(Rafael Bombelli 1526~1572) 
16f 

邦 别 里 ,E. (Enrico Bombieri 

1940~，。 ) 206a,330d,599d 
她 厄 收 敏 性 质 732d 

包 络 541f 

胸腔 43a 

胸腔 复 形 43b 

亿 和 解 ”57a 

保 测 变换 25b 

保 范 算 于 764f 

保 角 变换 271e 

保 角 映 射 ”224c,27le 

保 距 算 于 “764f 

保密 系统 78le 

保守 系统 286a 

保 形 映射 271e 

多 思 ,K. A.(K. A. Bowen) 484a 
鲍 思 ,R. (R. Bowea) 26a 
移 尔 斯 ,R.T. (R. T. Powers) 229c 


) 543f 


16a 


锡 威 东 ,M. J, D. (M. J. D. Powell) 
822b 

鲍威尔 法 740c 

背包 问题 833d 

贝蒂 ,E. (Enrico Betti 1823~1892) 
17b 

贝蒂 数 712d 

贝尔 ， 械 工 . (J. 工 . Bell) 193b 

贝尔 ,R. L. (RenE Louis Baire 1874~ 
1932) I7¢ 

贝尔 网 定理 

贝尔 函数 

贝尔 集 17e 

贝尔 空间 136e 

贝尔 要 ,R.(Richard Bellmani920~.  ) 
133b, 396f, 824e 

贝尔 厅 斯 ,P. (Paul Bernays 1888~1977) 
504f, 605e, 787d 

贝尔 特 拉 米 ,E.(Eugenio Beltremi 1835~ 
1899) 174,342f 

贝尔 转 拉 米 微分 654c 

贝 济 埃 ,P, E. (P. E. BEzier) 348f 

贝克 ,A. (Alan Baker 1939~  ) 
35a,206a, 600¢ 

贝 塞 尔 ,F.W, (Friedrich Wilhelm Bessel 
1784~1846) 18b 

贝 塞 尔 不 等 式 746f 

贝 窄 尔 方程 67e 

贝 塞 尔 函 数 656b 

贝 究 尔 微分 方程 656b 

贝 思 ,E. W.(E. W. Beth) 484a 

贝 特 册 ,J,L. F, (Joseph Louis Frangois 
Bertrand 1822~1900) 316f 

贝 特 詹 收 论 252b 

贝 特 央 曲线 543e 

贝 叶 斯 ,T. (Thomas Bayes 1702~ 
1761) 18c 

具 叶 斯 风险 672b 

贝 叶 斯 公式 243f 

贝 叶 斯 决策 函数 672b 

贝 叶 斯 统计 18c 

贝 祖 , E. (Etienne Bézout 1730~1783) 
19e 

备 择 假 设 360f 

售 式 ”154d 

信 数 830a 

售 元 365d 

导论 19d 

本 德尔 斯 ,J. F。(J. F. Benders) 834b 

本 性 奇 点 66c,279d,462f 

本 元 335f 

本 原 代数 类 

本 原 多 项 式 

本 原 群 845a 

本 原型 174b 

本 原 元 素 815a,819c 

本 征 值 问题 ( 常 微分 方程 ) 53b 

本 质 不 可 判定 理论 505f 

本 质 正常 算 子 546b 

通 近 度 292b 


13e 
17b 


178b 
155b, 815a 
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通 近 函数 类 291e 

比 伯 书 将 , 工 .(Ladwig Bieberbach 1886~ 
1982) 225a 
比 伯 巴 替 犹 想 
比特 778d 
彼得 ,F. (F. Peter) 689a 
彼得 重 晓 夫 , Tl. IT. (Tl. II. Tlerpyurés) 
B07c 

令 得 罗 夫 斯 基 ，I.T, (Vsan Teoprmeas 
Tlerponcxuit 1901~1973) 685b 
彼得 森 ,E. L. (E. L. Peterson) 341d 
彼得 ~ 外 尔 定理 689b 

毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras 约 公元 前 580~ 
约 前 500) 19f,495e 

毕 达 哥 近 斯 的 两 难 633b 

毕 达 哥 拉 斯 数 。 33c 

闭 包 796d 

闭 公式 798b 

闭 集 687a,796d 

闭 开 代数 40a 

闭 复 昌 曲 面 149d,426d 

闭 链 群 ”664e 

闭 曲 面 的 分 类 20c 

闭 曲 线 543e 

闭 算 子 13f 

闭 图 像 定理 13ff 

闭 形 式 697f,714f 

闭 子 群 688e 

边界 层 校正 法 71f 

边界 点 引 理 ”508d 

边界 条 件 52a 

边 缚 丰 661a 

边缘 分 布 函数 245a 

边 练 链 664e 

边缘 密度 函数 ”245d 

边缘 算 子 664e 

边 值 52a 

编码 779a 

编码 法 5058 

变 差 平 方 和 188a 

变 尺度 方法 741c 

变 分 法 21c 

< 变 分 法 基础 > 215c 

变换 5f 

变换 规则 629f 

变换 群 ( 见 埃 尔 朗 根 网 领 ) 24b,5f 
变量 替换 ”159f 

变异 系数 187f 

变 元 特 S89e 

变 元 符号 589e 

遍历 定理 524a 

遍历 假设 25a 

遍历 理 论 24c 

遍历 性 25a 

标 算 子 ”529a 

标 值 点 过 程 525d 

标志 网 格 法 351b 

标准 差 187f 

标准 广播 信道 ”780d 

标准 化 原理 192b 
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119ec,225b 


标准 模型 192e 

标准 数 191d 

标准 正 交 基 ”497f 

表达 式 46le 

表 上 作业 法 763b 

表示 433a,479d,549c 

表示 空间 550c 

表示 模 479d 

别 布 托 夫 系 统 685e 

别针 ,B. YM. (B. MH. Bexua) 223b 

别 案 夫 ,O. B.(O. B. Becos) 65le 
宾 ,R. H. (Rupert Henry Bing 
1914~  ) 693d 

并 集 331c 

并 集合 公理 ”335c 

并 行 时 间 345d,443e 

并 行 算法 26d 

病态 短 阵 21a 

病态 特征 值 问题 101a 

波动 方程 ( 见 双 曲 型 偏 微分 方程 ) 

27e, 511d, 620d 

波 尔 查 诺 ，B. (Bernard Bolzano 1781~ 
1848) 27d 

店 尔 查 诺 -外 尔 斯 转 拉 斯 定理 582c 
波 尔 约 ,F.(Farkas Bolyai 1775~1856) 
27f,28a 

波 尔 约 ,外 (Jinos Bolyai 1802~1860) 
27f 

波 莱 尔 , (F. -EE.-J.-)E. (Félix-Edouard- 
Justin-Emile Borel 1871~1956) 28b 
波 莱 尔 集 17d,245d 

波 莱 尔 - 卡 拉 西 奥 多 里 定理 868d 

波 莱 尔 -次 泰利 引 理 。101a 
小菜 尔 可 测 函 数 。 17e 

波 菜 尔 可 测 空间 44a 

波 莱 尔 强大 数 律 100b 

波 莱 尔 域 17e,245d 

波 菜 尔 0-1 律 101a 

波兰 分 层 ”124c 

波 洛 日 ,. H. (TH. Jomowaa) 279e 
波斯 尼 科 夫 ，M. M. (M. M. Diocramxos) 
667f 

波斯 尼 科 夫 不 变量 667f 

波斯 特 ,E. L. (Emil Leon Post 1897~ 
1954) 477d, 506b,630c 
波斯 特 问题 38a 

波斯 特 字 441a 

波 伊 亚 ，G，(George P6lya 1887~  ) 
224e 

波 伊 亚 过 程 254a 

各 耳 益 要 ,L. E. (Ludwig Edward 
Boltzmann 1844~1906) 24e 

玻 耳 兹 曼 方 程 数 值 解法 28d 

伯 思 赛 德 ,W. (William Snow 
Burnside) 550c 

伯 思 痊 德 狂想 551d 

伯 思 赛 德 定理 ”551c,814b 

伯 思 斯 坦 ,C. H. (Cepregs Haraaopas 
Bepaumes 1880~1968) 29f 

伯 思 斯 坦 不 等 式 ”556c 


伯 思 斯 坦 定理 330c 
伯 思 斯 坦 多 项 式 293e 
伯 客 曼 , S. (Stefan Bergman) 


145f,216¢ 
伯 克 轩 尔 编 ,，D. L.(Donald Lyman 
Burkholder 1927~  ) 234f,284f 


伯 克 材 夫 ,G. (G. Birkhoff 1911~  ) 
177d 

伯 克 才 夫 ,G. D. (George David Birkhoff 
1884~1944) 30a 

伯 交 团 夫 插值 7e 

伯 交 置 夫 定理 178b 

伯 克 轩 夫 可 积 772f 

伯 努 利 大 数 律 100a,251d 

伯 努 利 法 ”262b 

伯 努 利 方程 90b 

伯 努 利 分 布 247 表 

伯 努 利家 族 (17、18 世 纪 ) 30c 

伯 努 利 试验 175f 

伯 努 利 数 31b 

伯 奇 ,C.〔(C. Berge) 679f 

伯 热 , M. (Marcel Berger 1927~ ) 
422e 

伯 斯 ,L. (Lipman Bers 1914~  ) 
279e,653f 

柏拉图 (Plato 公元 前 427/428~ 
前 347/348) 341f,495e 

博 兰 纳 ,S. (Salomon Bochner 1899~ 
1982) 31c 

博 娠 纳 积分 203e 

情话 纳 -小 平 邦彦 方法 146b 

博 莱 特 ,C. (C. Bourlet) 179b 

博 置 尔 ,A. (Armand Borel) 759a 

博 灵 , A, (Arne Beurling) 32c,530b 

博 内 ,P, -0. (Pierre-Ossian Bonnet 
1819~1892) 540e 

博 特 ,R. (Raoul Bott 1923~ ) 

博 亚 尔 斯 基 ,6. B.(B. B. Boapexmn) 
279e 

博 伊西 斯 , A. M. S. (Anicus Manlius 
Severinus Boethius 约 480~524/525) 
3le 

< 博弈 论 和 经 济 行为 > 

补 集 331c 

补 则 863a 

不 变 积 分 理论 213b 

不 变 集 686a 

不 变量 169c 

不 变 区 844c 

不 变 算 子 808b 

不 变 因 子 ”378d 

不 变 子 空间 550c 

不 变 子 空间 问题 31f 

不 变 于 群 549b 

不 等 沼 率 抽样 ”85f 

不 定 方程 32d 

不 定 积分 318f,820a 

不 定型 172f 

不 动 点 36b,692d 

不 动 点 定理 36b 


195a 


218f 


36a 
36e,200d 
é92d 


不 动 点 理论 
不 动 点 算法 
不 动 点 问题 
不 动 点 指数 ”36c 

不 分 明 远 辑 162f 

不 分 明 拓 扑 学 797b 

不 减 妆 举 125a 

不 精确 线性 搜索 74le 

不 可 比 度 37f 

不 可 定向 的 曲面 540e 

不 可 分 多 项 式 819b 

不 可 分 环 305d 

不 可 分 解 模 478c 

不 可 分 扩张 ”819b 

不 可 分 量 385f 

不 可 分 元 819b 

不 可 分 原理 385f 

不 可 解 的 问题 ”506a 

不 可 解 度 37c 

不 可 免 完 备 集 624c 

不 可 判定 的 环 506a 

不 可 判定 的 理论 505e 

不 可 约 表示 550d 

不 可 约 表示 空间 550d 

不 可 约 的 ( 李 代 数 ) 430f 

不 可 约 多 项 式 155a 

不 可 约 元 素 365e 

不 适 定 问题 38b 

不 透 定 问题 数值 解法 38d 

不 同 代表 系 问题 700e 

不 息 定 的 ( 常 微分 方程 ) 72d 

不 相关 376d 

布 忆 ,，W, W. (Willism Werner Boone) 
S04f 

布尔 , G. (George Boole 
39b 

布尔 巴 基 学 派 693c 
布尔 代数 39d,477e 
布尔 环 39e 

布 丰 ,G. -L. L. de (George-Louis 
Leclerc de Buffon 1707~1788) 316f 
布 丰 投 针 间 题 316f 

布 凯 ,J. -C. (Jean-Claude Bouquet 
1819~1885) 50f 

布 克 什 塔 布 ,A. A. (A. A. Byxrmra6) 
560d 

布 拉 利 - 福 尔 送 眉 论 19e 

布 拉 诺 夫 ,A. II.(A. IT. Eymamos) 807c 
布 拉 施 克 ，W.J. EE. (Wilhelm Johann 
Eugen Blaschke 1885~1962) 316a, 
343a 

布 拉 施 克 乘 积 370f 

布莱克 韦 尔 ,D. (David Blackwell) 468d 
布朗 ,E. (E. Browa) 667e 

布朗 ,K. (K. Brown) 199e 
布朗 ,R. (Robert Browa) 40d 

布朗 ,W. S. (W.S. Brown) 32c 
布朗- 道格拉斯 - 菲 尔 其 定理 546b 
布朗 方法 199e 

布 明 基 ,L. de (Louis de Branges) 


1815~1864) 


119d, 225b 

布朗 运动 40d 

布 劳 德 ,F. EE. (Felix Earl Browder) 
204a 

布 劳 克 特 ,R. W. (R. W. Brockett) 
399c 

布 劳 威 尔 ,L. E. 上 (Luitzen Egbertus Jan 
Brouwer 1881~1966) 41d, 687d, 
727a 

布 劳 威 尔 不 动 皮 定理 36b,666e 

布雷 德 沃 丁 , T. (Thomas Bradwardine 
约 1290~1349) 41f 

布雷 洛 特 公理 系统 732d 

布 里 昂 雁 定理 565c 

布 里 奥 ,，C. A. (Charles Auguste Briot 
1817~1882) 50f,68a 

布 里 奥 - 布 质变 换 62b 

布 里 与 -有 志方 程 68b 

布 里 尔 ,A. W. von (Alexander Wilhelm 
von Brill 1842~1935) 494e 

有 确 ,V. (Viggo Brun) 560d,599e 

布 户 门 塔 尔 ,L. O. (Ludwig Otto 
Blumenthal 1876~1944) 297e 

布 鲁 哈 特 分 解 759f 

布鲁克 斯 ,R. L. (R. L. Brooks) 680f 

布 伦 特 ,R, P. (Richard Peirce Brent) 
428e 

布 洛 替 ,A. (André Bloch) 298b 

布 饶 尔 ,R.(D.) (Richard Dagobert 
Brauer 1901~1977) 42a 

布 饶 尔 纲领 812a 

布 蚀 尔 群 369a 

布 麻 内 斯 克 方程 54a 

布 特 鲁 ,P. L. (Pierre Léon Boutroux 
1880~1922) 68c 

布线 问题 692a 

布 难 科 夫 斯 基 不 等 式 497f 

部 分 递归 函数 124c 

部 分 函数 “123e 

部 分 算法 63)a 

部 分 主 元 素 消 元 法 774d 


参量 获 
参数 估计 
参数 规划 
参数 空间 
参数 曲线 539c 

参数 统计 193c 

测 地 线 422f, 488a,540d 
测度 44b, 413a 
测度 不 可 分 性 25c 

测 变 代数 553d 
测度 的 完全 化 45a 
测度 空间 44b 

测度 论 43d 

测度 系数 561d 

测量 误差 742e 

测试 函数 空间 276e 
测验 方程 60a 


104f 
43d 
202a,604d 
361b, 671d 


< 测 圆 海 镜 *( 见 李 冶 ) 46b, 437e 
策略 138f,467d 

策略 选 代 法 46b 

策略 空间 467e 

策 梅 洛 ,E. F. F.(Ernst Friedrich 
Ferdinand Zermelo 1871~1953) 41a 
策 梅 洛 - 曲 伦 克 尔 公理 系统 335b 
层次 335f 

层 论 456a 

层 玉 为 系数 的 上 同调 群 
又 积 770b 

差分 法 54c,808f 
差分 算 子 810c 
差 积 107c 

差 全 331c 

差 模 478a 
差异 的 中 介 过 滤 性 480e 
插值 47b,291f 
播 值 多 项 式 156b 
插值 法 156b 
插值 函数 156a 
插值 节点 156a 
插值 型 求 积 公式 617c 
插值 余 项 47d 

查 扎 雷 思 ,].(Jacques Chazarain) 238c 
产生 式 629f 

长 497e 

长 度 (轨道 的 ) 844d 

长 度 ( 曲 线 ) 807b 

长 期 项 (永年 项 ) 7la 

常 曲率 空间 的 积分 几何 315c 
常 曲率 黎 受 空间 49a 

常 曲率 曲面 541d 

常数 变易 法 90a 

常数 变易 公式 83e,702a 

常 微分 方程 49d 

常 徽 分 方程 边 值 问题 51f 

党 微分 方程 边 值 问题 数值 解法 54a 
常 微分 方程 变换 群 理论 55a 

常 微 分 方程 初 值 问题 56b 

常 微 分 方程 初 值 问题 数值 解法 58e 
常 微分 方程 定性 理论 60e 

常 微分 方程 解析 理论 65f 

常 徽 分 方程 近似 解析 解 68f 

常 微分 方程 摄 动 方法 10e 

《< 常 微分 方程 手册 > 90d 

常 微分 方程 运动 稳定 性 理论 72b 
党 值 函 数 290a 

场 76c 

场 论 76c 

超 定 的 ( 偏 微分 方程 组 ) 51lb 

超 复数 系 113a 

超 几 何方 程 67d 

超 几 何 分 布 247 表 

超 可 解 群 8l4c 

起 湛 子 486d 

超 等 486e 

超 平行 线 196e 

超前 型 方程 701c 

超 球 多 项 式 838d 


149b 
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超 球面 197c 

超 实 数 191c 

起 松弛 Sl6e 

超 松 缉 法 ”625b 

超 调 和 729d 

起 调和 和 比 732c 
超 油 和 函数 732c 

超 限 归纳 定理 77b 
超 限 归纳 法 “77a 
超 限 基数 ”322a 

超越 次 数 819d 

超越 方程 ”77c 

超越 方程 数值 解法 77c 
超越 函数 654f 

超越 基 B819c 

超越 扩张 ( 见 域 ) 78e,819c 
超越 尊 点 66c 

超越 数 78f,598f 
超越 数论 78e 

超越 元 818e 
超越 整 函数 830f 

陈 建 功 (1893~1971) 79e 
陈景润 (1933~ ) 80b 
陈 示 性 类 694c,753a 
陈省身 (Chen Shing-Shen 1911~ 
| 80c,298c,316b,316f 
乘法 ( 乱 阵 的 ) 377b 

梯 法 ( 群 中 元 素 的 ) 546e 
乘法 (向 量 的 ) 771d 

梯 法 (自然 数 的 ) 633f 
栗 法 公理 336b 

乘法 集 363e 

乘积 测度 45b 

乘积 测度 空间 45b 
乘积 如 448b 

乘积 定理 787a 

乘 界 法 ”108a 

栗 同 作法 727f 。 
乘 性 线性 远 函 227e 
生子 8la 

梯子 定理 Bla 

程 大 位 (1533~1606) 81f 
程 民 德 (1917~ ) 240a,845e 
程序 440d 

程序 优化 442f 

程序 展开 442f 

尺 规 作 图 ( 见 希腊 几何 三 大 问题 ) 
82d,749d 

充分 统计 量 673c 

重 对 数 律 101a 

重 构 猜 起 681b 

重 调和 函数 660f 

抽查 特性 函数 (OC 函数 ) 86d 
抽 懂 原理 82d 
抽象 通 近 82f 

抽象 测度 论 43d,215a 
抽象 代数 学 1123 
抽象 动力 系统 685d 
抽象 积分 论 43d 
抽象 空间 的 正 交 系 839e 
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抽象 空间 微分 方程 83b 
抽象 调和 分 析 55le 
抽样 ”793b 


抽样 标准 
抽样 单元 
抽样 调查 
抽样 方案 
抽样 分 布 
抽样 检验 


87c 
84e 
84c 
86e 
673e 
86b 


抽样 框 84e 


抽样 算法 
< 畴 人 传 > 


路 数 99c 


利 密 引 理 


初等 变换 


728a 
S7e 


445c 


378b 


初等 波 620b 
初等 常 微分 方程 


初等 代数 学 


tf 


初 竺 对 称 多 项 式 
初等 函数 92c,290e 


初等 函数 类 


124c 


89b 


156d 


初等 几何 变换 94d 


初等 给 阵 
初等 奇 上 


378b 
élb 


初等 数论 97d,598f 


初等 因子 


378e 


初等 子 模型 486b 


初始 函数 
初始 序数 


除 环 112e,304e 


123e 


269f,322a 
初 值 间 题 621e,701d 


除 群 367e 
珍 于 “149d 
传递 的 844e 
传递 集 844d 


传输 方程 


S20b 


率 行 时 间 345c,443e 


素 行 算法 


26d 


纯 不 可 分 扩张 ”819b 


纯 策略 


138f 
纯 超越 扩张 ”819d 


寺 量 77le 
纯 和 虚数 226e 


纯 整 数 规划 833c 


次 法 线 542e 


次 法 向 量 
次 加 性 


542f 


183d 
次 数 156b,814f 


次 特征 Sl9e 


次 特征 带 


次 特征 曲线 S19f 


Si9f 


次 实 度 201c 


次 线性 
次 序 公 理 


次 序 统计 量 


次 序 原则 
从 切 平面 


183e 


566e 


673a 


787d 
542e 


存在 定理 ( 泛 函 微分 方程 ) 
存在 定理 (类 域 论 ) 418a 


184c 


存在 量词 589d,797e 
存在 性 问题 861f 


达 布 , (上 -)G. (Jean-Gaston Darboux 
1842~1917) 98a,567d 

达 布 方程 90d 

达 芬 方程 ”65c 

达 朗 贝尔 ,外 le R. (Jean le Rond 
drAlembert 1717~ 1783) 98b 

达 骨 贝尔 定理 224a 

达 明 贝尔 公式 620e 

达 朗 贝尔 - 欧 拉 方 程 ”369f 

达 文 波 特 ,H. (Harold Davenport 1907~~ 
1969) 560e 

打靶 法 ( 见 常生 分 方程 边 值 问题 数值 解法 ) 
98e, 54c 

大 胞 腔 759f 

大 范围 变 分 法 98f 

大 归纳 维 数 727b 

大 偏差 定理 856d 

大 算法 ”560c 

大 数 律 99e 

大 样本 统计 101d 

大 样本 性 质 101d 

RA 123e 

代数 43e,242a 

代数 闭 也 818e 

代数 闭 包 的 存在 定理 104b 

代数 方程 ( 见 多 项 式 ) 102c,155b 

代数 函数 102d,92e 

代数 函数 域 103b 

代数 函 孝 元素 373e 

代数 基本 定理 104a 

代数 几何 104c 

代数 结构 112a 

代数 精度 617c 

代数 扩张 ( 见 域 ) 106a,818e 

代数 码 781a 

代数 痛 点 66c 

代数 曲面 104d 

代数 曲线 104d 

代数 群 758e 

代数 数 114e,598f 

代数 数论 106a 

代数 数 域 106c 

代数 特征 值 问题 数值 解法 107e 

代数 拓扑 学 110e,693d 

《< 代数 拓扑 学 基础 > 693e 

代数 无 关 79c,819c 

代数 系统 177d 

代数 相关 B19c 

代数 学 111e 

代数 演算 461d 

代数 侠 于 式 169f,299a 

代数 元 818e 

代数 整数 106d,600a 

代数 天 理论 116c 

带 符号 测度 45c 

带 余 除 法 830a 


带 约束 规划 604c 

殉 单 分 支 “760a 

驳 单 群 760a 

殉 周 期 函数 260c 

其 德 金 , (1 W.) R, (Julius Wilhelm 
Richard Dedekind 1831~1916) 117d 
过 德 金 格 267b 

协 德 金 公理 497c 

茂德 金 环 ”366e 

鼻 德 金 整 环 364c 

协 维 登 , W, D. (W. D. Davidon) 74ld 
址 照 (1805~1860) 117f,558d 
丹尼尔 第 一 * 伯 努 利 (Daniel I Bernoulli 
1700~1782) 3la 

丹 齐 克 ,G. B. (George Bernard Dantzig 
1914~ ) 604f,761b 

单 边 拉 普 拉 斯 变换 409b 

单 步 迄 代 法 130e 

单 步 法 ( 见 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 ) 
118f, 59d 

单 侧 导 数 717c 
单 侧 双环 面 21b 
单 超 越 扩张 ”819d 
单传 递 群 844f 

单纯 复 形 664c 

单纯 形 方法 ( 见 线性 规划 ) 
200d 

单纯 形 调 优 法 740c 
单纯 映射 665b 

单 代数 扩张 818e 
单 的 ( 李 代数 ) 430e 
单 点 分 布 247 表 
单调 函数 290b, 806b 
单调 减少 函数 ”806b 
单调 减 小 720b 
单调 上 升 函数 806b 
单调 收敛 323f 

单调 算 子 639e 
单调 下 降 函 数 806c 
单调 性 720b 

单调 增 大 720b 

单调 增加 函数 806b 
单调 正 项 级 数 。 324a 
单 复 变 函 数 291b 
单 复 变 全 纯 函 数 
单 扩张 818d 
单 连通 667b 
单 连通 曲面 427a 
单 模 478b 
单 群 549d 
单 射 ”687d,804a 
单 态 射 186e 
单位 ”106e,365e 
单位 点 568b 
单位 方 阵 871d 
单位 矩阵 279f,377c 

单位 算 子 13d,763e 
单位 向 量 769b 

单位 元 227c 

单位 元 素 15c,304e,546d 


118f,761f, 


146c 


单项 表示 814 

单项 式 156b 

单 形 66la,664 

单 叶 119a 

单 叶 函数 118f 

单 叶 肥 曲面 164f,166 表 

单 叶 旋转 双 曲 面 164f 

单 值 关 系 804d 

章 值 化 定理 427b 

单 值 化 问题 427c 

单 值 性 定理 ”373d,427a 

单 值 映射 163a 

湾 收 你 255a 

当 储 瓦 ,A, (Arnaud Denjoy 1884~1974) 
580b 

导出 代数 430d 

导 函 子 662b 

导出 链 ”430d 

导 函 数 717d 

导 群 549e 

导数 119e,717b 

导 手 417f 

道格拉斯 ,]. (Jesse Douglas 1897~1965) 
205e,330b 

道路 空间 795e 

道理 ,村 , F. (H. F. Dodge) 784c 

得 分 问题 242a 

很 思 ,M.W. (Max Wilhelm Dehn 1878~ 
1952) 493d 

拍 肯 ,M. (Max Dekn) 505d 

德 ' 拉 姆 , G.-W. de( Georges-William de 
Rham) 146b,343c 

拍 拉 幸 ,D. (D. Drasin) 298b 

的 填 津 广义 地 矩阵 280a 

偶 利 汲 ,P. (Pierre Deligne1944~。 ) 
115f,2068 

德 -摩根 ，A. (Augustus De Morgan 
1806~1871) 119f 

熏 * 摩 要 定律 331d 

德 扎 格 ,G. (Gérard Desargues 1593~ 
1662) 120b,860d 

忽 扎 格 定理 120c,562f 

等 词 589d 

等 价 378b,633d 
等 价 词 589d 
等 价 类 173c 
等 价 无 宠 小 329e 
等 更 变换 群 424f 
等 下 抽 样 ”85d 
等 更 嵌入 423e 
等 距 曲 面 197c 
等 更 映射 ”424 
等 界 和 问题 138d 
等 能 面 24d 
等 温 参 数 330b 
等 屡 双 直 角 四 边 展 
等 值 词 589d 
等 周 定理 ”569a 
闻 福 德 ,N. (Nelson Dunford) 528f 
邓 福 伪 - 于 斯 分 解 定理 528d 


196a 


低 度 38a 

低 阶 无 宠 小 329e 

低 松 屯 法 625b 

和 狭 喇 克 ,P. A. M. (Panl Adrien Maurice 
Dirac 1902~1984) 276b,286b 

猴 利 克 ; .上 L.(Peter Gustav Lejeune 
Dirichlet 1805~1859) 120c 

和 火 利 友 雪 除数 问题 ”598d 

各 利克 置 代数 。228b 

秋 利 克 寺 西数 412e 

多 利克 轩 核 236a 

狄 利克 雷 级 数 120e 

和 儿 利 克 寺 卷 积 601b 

儿 利 克 寺 -车 尔 当 判 别 法 239c 


秋 利 克 寺 问题 660d,730b 

秋 利 克 雷 原理 ”82d,224c,730d 

狄 利克 雷 工 函数 122a 

过 尼 多 内 ，]。(Jean Dieudonn6 1906~ 
) 688a,797a 

迪克 ,WF. A. von (Walther Franz 

Anton von Dyck 1856~1934) 

548c 

过 克 麻 ,L. E. (Leonard Eugene Dickson 

1874~1954) |14e,548e 

地利 贝 托 ,S. P. (S. P. Diliberto) 62f 

迪 尼 - 幸 普 着 英 条 件 407b 

过 尼 判 别 法 “231d,239c 

迪 乔 古 ,E. (E, de Giorgi) 330d 

迪 特 金 ,V, A, (V. A. Ditkin) 530a 

迪 西 特 7784 

笛 卡 儿 ,R. (Ren6 Descartes 1596~1650) 

122f,342b 

笛 卡 儿 符号 法 则 123d 

笛 卡 儿 积 143d,331e 

笛 卡 儿 和 坐标 系 870d 

底线 197a 

递归 法 864b 

递归 关系 863c 

递归 函数 123e 

递归 集 124e 

递归 可 枚 举 集 124e 

递归 论 125e,591c 

递归 谓词 124d 

递 者 枚 举 125a 

第 二 比 安 基 恒等式 422c 

第 二 边界 条 件 507f 

第 二 边 值 问题 ”52b,683e 

第 二 不 完备 性 定理 265f 

第 二 板 大 值 原理 729f 

第 二 可 数 空 间 687e 

第 二 类 阿 贝 尔 方程 90d 

第 二 类 贝 塞 尔 函 致 656c 

第 二 类 错误 ”361c 

第 二 类 间断 294d 

第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 838d 

第 二 类 准 解析 函数 279b 

第 二 中 值 定理 318d 

第 二 各 间 寺 和 拓 置 姆 积分 方程 219c 
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第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 736d 
第 三 边界 条 件 508a 

第 三 边 值 问题 52b, 684e 

第 一 出 安 关上 等 式 422b 

第 一 边界 条 件 507f 

第 一 边 值 问题 ”52b,683e 

第 一 不 完备 性 定理 265e 

第 一 网 的 点 集 13d 

第 一 极 大 值 原理 729f 

第 一 可 数 空 间 687e 

第 一 类 阿 贝 尔 方程 90d 

第 一 类 贝 塞 尔 函 数 656c 
第 一 类 错误 36le 
第 一 类 间断 294d 
第 一 类 准 骨 析 函数 
第 一 中 值 定理 318d 
第 一 种 曲 雷 德 置 姆 积分 方程 219c 
第 一 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 736d 

棣 莫 弗 ，A. (Abraham de Moivre 
1667~1754) 126d 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 855e 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 家 限定 理 856b 
棣 其 曲 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 176d 
茧 菊 ，J.(Jacques Tits) 759a 

典型 变换 286c 

典型 变量 286a 

典型 抽样 ”84e 

典型 群 126f, 432d, 760a 

典型 系统 286a 
典型 相关 分 析 
典型 域 150c 
点 变换 871d 
点 变换 公式 B71e 

点 估计 127f 

点 过 程 129b 

点 积 770a 

点 几何 学 842f 

点 列 562e 

点 密度 315e 

点 谱 527a 

电容 器 原理 731f 

迭代 法 “130d,77e,492a 

爱 加 原理 754f 

格 轩 123e 

项 15la 

顶点 164d,661a 

顶点 型 方程 169e 

定常 迭代 法 “130f 

定常 (微分 ) 系 统 61a 

定额 抽样 ”85c 

定 积分 318b 

定理 461f 

定量 理论 292f 

定向 单 形 664c 

定向 链 “681c 

定向 图 681e 

定型 173e 

定义 域 289a 

于 盏 图 (Diophantus 约 250~ ) 
委 秋 图 通 近 131c,598e 
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279d 


158e 


131a 


竺 番 图 珊 近 测度 定理 131e 

< 丢 盔 图 方程 > 32d 

动力 系统 132b 

动态 规划 133a,604d 

独立 系统 866a 

独立 增 量 过 程 135d 

杜 布 停止 定理 790f 
福 布 瓦 - 雷 莹 , P. D. G.(Paul David 
Gustav Du Bois-Reymond 
1831~1889) 136c,233d 
桩 卡 英 ,M.(M. do Carmo) 
福利 竺 尔 分 解法 775b 
度量 化 问题 137b 

度量 基本 序列 ”415c 
度量 空间 136d,592e 
度量 米 561a 
度量 拓扑 687a 
度量 张 量 420d 
短 正 合 列 661e 
眉 学 复 (1914~ 
疡 片 739a 
堆 全 数论 137b, 598c 
对 策 论 138e 
对 称 多 项 式 156c 
对 称 多 项 式 的 基本 定理 
对 称 方程 141a 
对 称 核 141a 
对 称 核 积分 方程 
对 称 和 矩阵 377d 
对 称 黎 更 空间 531d 

对 称 黎 更 流 形 433c,531d 
对 称 隆 措 什 方法 108e 
对 称 模型 法 270b 

对 称 群 112d,547d,844a 
对 称 妈 线性 群 767c 

对 称 凸 集 586f 

对 称 域 ”150c 

对 称 张 重 145d 

对 称 张 量 代数 145d 

对 含 的 中 心 化 子 的 定理 812a 
对 合 性 反 自 同 构 127b 
对 换 844b 

对 角 给 阵 377a 
对 角 线 方法 440f 

对 角 优 势 矩阵 141f 

对 抗 模拟 142a 

对 偶 562f 

对 镜 变 数 技巧 472d 

对 偶 点 753e 

对 偶 对 象 ”553b 

对 偶 莽 420e,767d 

对 偶 空间 12d,767d 

对 偶 理 论 12f 

对 偶 模 479a 

对 偶 群 553a 

对 偶数 753d 

对 锡 算 子 14a 

对 偶 问 题 201c 

对 偶 形 562f 

对 保 性 原理 346b 
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) 759a,812a,813e 


156d 


141a 


对 偶 原 理 ( 见 射影 几何 学 ) 
对 偶 原 则 186e 

对 射 变 换 564d 

对 数 分 布 247 表 

对 数 函 数 92f 

对 数位 势 ”728e 

对 数 线性 模型 ”450e 
对 数 正 杰 分 布 ”248 表 
对 应 分 析 158b 

对 应 元 素 563c 

多 边 形 143a 

多 变 点 过 程 525d 

多 步 法 ( 见 常 徽 分 方程 初 值 问题 数值 解法 ) 
143e,59d 

多 重 尺度 法 71f 

多 重 回归 307b 

多 重 回归 定理 25d 

多 重 回 归 分 析 157b 

多 重 线性 代数 143c 

多 重 线性 泛 函 数 183e 

多 重 线性 型 767d 

多 重 线 性 映射 ”143d 

多 尔 任 科 , E. II. (E. Il. [lonxenxo) 
222b, 807¢ 

多 复 变 函数 论 145e 

< 多 复 变 函 数论 中 典型 域 的 调和 分 析 * 
216d 

多 复 变 全 纯 函 数 
多 复 分 析 145e 
多 级 抽样 ”86a 
多 级 抽样 技巧 472e 

多 角 数 137c 

多 面 面 151a 

多 面体 150f 

多 面体 群 151b 

多 目标 规划 152d, 604d,823f 
多 目标 最 优化 152d 

多 维 正 态 分 布 840c 

多 项 分 布 176d 

多 项 式 154b,719d 

多 项 式 通 近 615a 
多 项 式 插值 47d 

多 项 式 环 112f,154d,304d 
多 项 式 时 间 算 法 444e 
多 项 式 算法 866e 

多 项 式 外 推 法 697b 
多 项 式 唯一 分 解 定理 
多 项 式样 条 794d 
多 用 信息 论 780d 
多 元 插值 49a 
多 元 多 项 式 156b 
多 元 分 析 156e 
多 元 函数 的 极限 
多 元 回归 307b 
多 元 三 角 级 数 239f 
多 元 实 函 数 291a 
多 元 统计 分 析 156e 
多 元 敏 积分 学 158d 
多 值 逻辑 162d 

多 值 映 射 、163a 


143a, 562e 


146e 


155a 
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多 值 增殖 算 子 639e 


情 性 404c 
情 性 群 107d 
也 
(Helmut Ulm) 367e 
(Per Enflo) 12d,545d 
(Ernst Engel) 429d 


恩格尔 ,J.H. (J. H. Engel) 383f 
思 格 尔 定理 430d 

四 里 村 斯 ,P. (Federigo Enriques 
1871~1946) 105c 

二 部 图 680a 

二 次 插值 法 78a 

次 超 曲 面 166c 

次 泛 函数 183f 

二 次 方程 155d 

二 次 互 反 律 171a 

二 次 理想 195d 

次 齐 式 172b 

次 曲面 164a,564e 

次 曲面 的 不 变量 165e 
二 次 曲面 束 166e 

二 次 曲线 167a,564e 

二 次 曲线 束 170a 
次 剩余 170e 
次 型 172a,172b 
二 次 型 的 算术 理论 
二 次 域 175a 


173a 


阶 曲 线 170a 
阶 线性 偏 微分 方程 512c 
二 项 分 布 175e 

F 


发 散 级 数 326d 

发 展 方程 ”177a 

发 展 算 子 83e 

法 尔 延 斯 ,G-. (G. Faltings) 206a,598c 

法 方程 545a 

法 截面 539f 

法 截 线 539f 

法 里 -米尔 诺 定理 543f 

法 平面 542e 

法 曲率 ”539f 

法 图 ,P. J. L. (Pierre Joseph Louis 
Fatou 1878~1929) 370d,458e 

法 图 引 理 414e 

法 瓦尔 ,J], A, (Jean A. Favard) 
261b,293a 

法 瓦尔 性 质 261b 

法 线 164b 

法 线 汇 753f 

法 坐标 423b 

法 坐标 邻 域 423b 


看 译 法 612b 

反 变 张 量 144d 

反常 全 等 变换 95a 

反 送 代 I08c 

反对 称 双 线性 型 767c 

反对 称 张 量 代 数 144f 

反 函 数 290e 

反 务 数 定理 203b 

反 务 数 微 分 法 则 717e 

反 交 换 律 770c 

反 蜡 法 ”108c 

反 三 角 函 数 92f 

反射 变换 95f 

反 双 曲 函 数 。 94d 

反问 题 614d 

反 演 半径 97c 

反 演变 换 97b 

反 演 基 贺 97c 

反 党 极 97c 

反 注 寺 97c 

反 六 中 心 97c 

反应 扩散 方程 组 509c 

反 证 法 6l2a 

泛 代数 177c,485c 

泛 复合 空间 225e 

运 重 178e 

泛 函 分 析 178d 

泛 函 积分 181 

远 函数 183b 

泛 函 微分 方程 183f 

泛 型 173c 

活性 质 143f, 186d 

范畴 185d 

范畴 理论 (自动 机 ) 442d 

范畴 性 ”486a 

范 德 入 德 ，A. -T.(Alexandre-Théophile 
Vandermonde 1735~1796) 358b 

范 " 檀 瓦尔 有 旦 , B.L.(Bartel Leendert van 
der Waerden 1905~  ) 115a 
范 数 13d,764a,814f 

范 因 ,K. (Kit Fine) 484a 

方差 187e 

方差 分 析 

方差 阵 376e 

方程 论 111f 

方 结 493a 

方向 导数 189a 

方向 射线 197a 

仿 紧 空 间 688a 

仿 紧 微分 流 形 714a 

仿 射 变换 189b 

仿 射 变换 群 547e 

仿 射 不 变量 ”189e 

仿 射 代数 群 758e 

仿 射 对 应 189c 

仿 射 几何 学 190b 
仿 射 联络 421b 

仿 射 平 面 190b 

仿 射 微分 几何 学 190d 
仿 射 性 质 189e 


187f 


仿 射 旋转 面 191b 
仿 射 铸 画 面 191a 
仿 射 坐标 870b 

非 阿 基 米 德 序 域 786c 
非 阿 基 玉 德 “ 正 性 质 ” 
非 本 原 群 845a 
非 标 准 分 析 191b 
非 标准 模型 192e 
非 标准 数 191d 
非 参 数 化 曲面 330a 
非 参数 统计 193c 
非 传递 的 ”844e 

非 定型 173e 

非 分 玻 107b 
非 分 坡 扩 张 107b 
非 负 定 对 称 和 矩阵 398e 
非 构 造 272f 
非 物 造 性 数学 。607d 
非 基 变量 762b 
非 交 换 群 112b 

非 交 换 域 112e 

非 结合 代数 ”194b,113a 
非 结合 环 ”304b 
非 紧 复 流 形 148b 
非 经 典 整 型 174b 

非 卡拉 西 奥 多 里 区 域 222e 
非 扩张 算 于 203f 
非 香 辑 符号 589e 

非 逻辑 公理 798d 

非 欧 几 里 得 几何 学 195e 
非 欧 空间 积分 几何 316c 
非 平 凡 区 844c 

非 齐 次 的 治 伦 欧 变换 475c 
非 齐 次 积分 方程 219c 
非 奇 异 变 换 754c 
非 背 异 代数 后 104e 
非 奇 异 乱 阵 377d 

非 确定 型 (自动 机 ) 441c 
非 退 化 99b 

非 退化 临界 直 393d 
非 退 化 临界 点 理论 694b 
非 线性 方程 组 数值 解法 
非 线 性 规划 200e,823f 
非 线性 控制 理论 398f 
非 线性 篇 微分 方程 (组 ) 511b 

非 线性 算 子 202d 

非 线性 压缩 算 子 半 群 639e 

非 游 落 集 703f 

非 真 本 原型 174b 

非 直 调 336d 

非 中 心 亚 分 布 250 表 

大 中 心 圭 分 布 250 表 

非 中 心 Xa 分 布 250 表 

状 拉 格 芒 - 林 德 勒 夫 定理 868e 
菲利普 斯 , R. S.(Ralph Saul Phillips) 
639c 

菲 尼 科 夫 ，C. IIL. (CI Punuxon) 
7lla 

匡 奇 ,F. B. (F. B. Fitch) 613a 

菲 会 尔 ,E.(Ernst Fischer 1875~1956) 


901 


786e 


198d 


439f 

斐 波 那 契 ，L. (Leonardo Fibonacci 约 
1170~ 约 1250) 205b 

费 伯 ,G. (Georg Faber) 407a 

和 绵绵 曼 - 施 坦 定理 10d 

费 弗 曼 - 施 坦 分 解 。 10c 

费 尔 效 奖 205e 

费 弗 曼 ,C.(Charles Fefferman 
1949~  ) 206a,234f,284f, 
S31f 

瞄 拉 里 ,L.(Ludovico Ferrari 1522~ 
1565) 206b, 358b 

筑 勒 斯 ,N. M. (N. M, Ferrers) 832d 

费 雷 罗 ,B. (B. Ferrero) 217d 

典 罗 ,S. dal(S, dal Ferro) 113f,358a 

典 马 ，P, de(Pierre de Fermat 1601~ 
1665) 206c,604e 


典 马 大 定理 ( 见 不 定 方程 ) 207a,35b, 
206f 
典 马 的 线 104d 


筑 马 数 207a,598e 

奥马 小 定理 97e,668c 

鼻 马 原理 203d 

费 特 ，W, (Walter Feit) 812e 
筑 厦 尔 ,B, (Berad Fisher) B811f 
烘 希 尔 ,R. A. (Ronald Aylmer Fisher 
1890~1962) 201c 

费 耶 尔 ,二 . (Lipo't Fejer 1880~~1959) 
7b,233e,236b 

筑 耶 尔 和 236c 

奥 耶 尔 求 和 法 233e 

费 因 有 更,R. P.(Richard Phillips Feynman 
19l8~  ) Ialb 

筑 因 释 路 径 积分 181b 

分 布 276c 

分 布 参数 控制 系统 400b 

分 布 函 数 244e 

分 布 理论 276c 

分 布 列 244c 

分 步 法 207e 

分 部 积分 法 320b 

分 层 抽样 ”85b 

分 层 抽样 技巧 ”472e 

分 层 定理 209b 

分 层 理论 208e 

分 拆 83le 

分 拆 函 数 83le 

分 段 插值 48c 

分 解 定理 418a 

分 解 群 107d 

分 关 给 血 377b 

分 类 空间 752f 

分 类 问题 393f 

分 离 公理 ”687e 

分 离 公理 模式 335d 

分 离 扩张 ( 群 的 ) 813f 

分 离奇 性 法 353b 

分 离 性 ( 概 周期 系统 ) 261d 
分 裂 404c 

分 裂 概率 218a 
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分 裂 和 轮 盘 财 技 巧 ”472e 
分 裂 域 818f 

分 发 域 的 存在 定理 
分 配 140b 

分 配 格 267a 
分 六 404c 

分 歧 点 210b 

分 歧 定 理 418a 
分 歧 集 678e 
分 岐 理论 209f 
分 歧 曲 线 210c 
分 群 抽样 ”85e 
分 散 线 196e 

分 散 线 把 197c 
分 散 线 东 197a 
分 式 环 ”363f,365c 
分 式 理想 ”366d 
分 式 有 理 函数 92d 
分 式 域 365c 
分 数 634d 

分 数 阶 空间 wz(Q) 651b 
分 数理 想 600c 

分 位 数 246a 
< 分 析 教 程 > 
分 析 学 211a 
分 贺 域 216e 
分 支 93e 
分 支点 66c 
分 支 过 程 217f 

分 支 类 型 论 336d 

其 克 ,A. M. (A. M. Fink) 26lc 

芬 克 尔 ,M.S. (M.Schon Finkel) 505a 
基尼 ,D. ], (David John Finney) 583e 
芬 切 尔 定理 543f 

芬 斯 勒 空间 795c 

丰 塔 纳 ,N. (Niccola Fontana 1499~ 
1557) 652b 

风险 函数 672a 

冯 康 (1920 一 。 ) 356b,817f 

冯 : 诺 伊 曼 ,J. (John von Neumann 
1903~1957) 218d,825a 

冯 - 诺 伊 曼 代数 ”228f 

冯 祖 萄 845d 

否定 词 589c 

夫妇 国 坐 问题 863e 

吝 莱 彻 ,R.(R. Fletcher) 741d 
弗兰克 林 ,F. (F. Franklin) 832e 

费 勒 登 浴 尔 ,H. (Hans Freudenthal 
1905~  ) 667b 

弗 雷 德 置 姆 ,(E.) | (Erik Ivar Fredholm 
1866~1927) 219a 

弗 填 乱 置 姆 定理 220a 

墨 姆 行列 式 219f 

弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 219b, 313e 

弗 革 入 置 短 性 质 513c 

弗 雷 格 ,(F.L.) G. (Friedrich Ludwig 
Gottlob Frege 1848~1925) 220d 

龟 寺 内 标 架 542f 

弗 填 内 公式 ”543a 

弗 雷 歌 , M.-R. (Maurice-Ren§ Frgchet 


104b 


213c 


1878~1973) 220f,693c 

六 雷 歌 导数 203a 

费 里 英 * 约 坦 条 件 201b 

弗 里 德 贝 格 ,R. M. (Richard M. 
Friedberg) 126c 

则 里 的 里 希 斯 ,K. O. (Kurt Otto 
Friedrichs 1901~1983) 528f, 684f 
费 里 德 曼 ,M. (H.) (Michael H. 
Freedman) 206a,507c,793a 

瘟 里 克 ,R.(Robert Fricke) 654b 

费 里 着 ,K. R. (K. R. Frish) 822¢ 
弗 伦 克 尔 ,A. A. (Abraham Adolf 
Fraenkel) 47b,268f 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 ,F. G, (Ferdinand Georg 
Frobenius 1849~1917) 221b 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 698a 

训 罗 贝 尼 乌 斯 互 反 律 551b 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 844e 

费 罗 默 变 换 62b 

费 洛 村 特 理论 251b 

弗 洛 伊 犯 ,G. (G. Freud) 807c 

弗 晰 逻辑 162f 

符号 动力 系统 685f 

符号 钞 辑 588e 
< 符号 逻辑 > 482d 
< 符号 逻辑 杂志 > 
辐 角 226f 

辐 角 分 布 论 297f 
辐 角 原理 454a 
福 克 尔 - 普 归 直方 程 465e 
福特 ,L. R. (Lester R. Ford) 
和 负 半 轨 线 685e 

负 变 莽 测 度 45e 

负 部 分 16d 
负 定 核 14le 
负 二 项 分 布 
负 核 14le 
负 集 45d 
负 短 阵 377e 
负 相 似 变换 96d 
负 向 量 771e 

负 元 素 546e,771e 
复 变 函数 221c 

复 变 函数 通 近 221f 
复 变 函数 插值 223c 
复 变 函数 论 223f 
复 变数 复 值 函数 
复 直 变换 群 225e 
复 又 空间 225d 
复 和 梧 映 射 225d 
复 仿 里 叶 系 数 239d 
复合 123e,804e 
复合 函数 290d 
复合 数 830c 

复合 算 图 638e 
复合 映射 804b 
复 化 431d 

复 化 实 形 公式 617f 
复 化 辛普森 公式 617 
复 积分 389d 


483c 


699f 


I76d 


221e 


复 流 形 226a 

复 平 面 226f 

复 球面 227b 

复数 226e 

复数 域 227a 

复数 坐标 871e 

复 随 机 变量 642a 

复线 人 148e 

复 相 关系 数 768d 

复 向 量 公 148e 

复 形 66le 

复 形 范畴 661d 

复 形式 的 柯 西 - 获 受 方程 279c 

复 形 映 射 661d 

复杂 度 443f 

复 值 函 数 291b 

赋 范 代数 227b 

赋值 229e 

赋值 环 230a 

冉 值 域 230a 

伟 里 叶 ,J.-B.-J. (Jean-Baptiste-Joseph 
Fourier 1768~1830) 230e 
全 里 叶 变换 “231b, 553d 
伟 里 叶 代数 553d 
傅 里 叶 分 析 232d 
傅 里 叶 和 236a 

傅 里 叶 积 分 ( 见 傅 里 叶 变 换 ) 
全 里 叶 积分 算 子 236f,238d 
傅 里 时 级 数 239a 

伟 里 叶 -斯 带 尔 杰 斯 变换 553d 

伟 里 叶 -斯 蒂 尔 杰 斯 代数 553d 
伟 里 叶 系 数 239b 

富 比 尼 ，G,. (Guido Fubini 1879~1943) 
240a, 343a,567d 

富 比 尼 定理 458 

富 尔 克 森 ,D.R.。 (Delbert Ray Fulkerson) 
699f 

富 克 斯 外 上, (Immanuel Lazarus Fuchs 
1833~1902) 240d 

十 克 斯 ,W. H. ICW. H. LEFuchs) 298b 
富 克 斯 方程 67b 

富 克 斯 群 427b 

富 特 文 格 勒 ,P. H. (Philipp H. 
Furtwingler 1869~1940) 5b 

夏 益 687f 

履 蔓 变换 427b 

覆盖 集 680d 

覆盖 曲面 426f 

覆盖 维 数 727b 


[3 

盖 尔 东 6 德 ,M. M. (Hapanns Mowceeaas 
Tensbann 1913~  ) 241a,146b, 
276¢ 

盖 尔 范 敌 变换 227f 

盖 尔 丰 德 ， A. O.(Anexcannp Ocanosms 
Texsgonn 1906~1968) 223e 

概括 公理 336a 

概率 241c 

概率 测度 243c 


236e,231b 


概率 测度 弱 收 化 645d 

概率 测度 空间 44c 

概率 抽样 “84e 
《概率 的 分 析 理 论 > 25le 
概率 的 公理 化 定义 243b 
概率 的 频率 定义 243a 
概率 的 频率 理论 252e 

概率 分 布 244c 

概率 空间 243c 

概率 论 251a 

< 概率 论 的 解析 方法 > 642e 

< 概率 论 基础 > 252f 
概率 论 中 的 收效 254d 

概率 数论 255b 

概率 统计 计算 255f 

概率 纸 257b 

极 型 105d 

概 周期 函数 260c 

概 周期 徽 分 方程 260f 
同比 埃 ,B. O. (Bertrand Olivier 
Gambier) 68b 

网 过，R. F. (Richard F. Gunady) 
234e,284f 
刚体 变换 群 95a 
刚性 方程 组 60c 
刚性 问题 60d 
周 剖 (Oka Kiyoshi) 
高 367e 

高 次 代数 方程 求 根 261e 

高 次 再 点 62a 

高 度 38a 

高 尔 顿 - 沃 麻 过 程 218a 

高 级 超越 函数 654f 

高 阶 导数 717f 

高 阶 逻 辑 263a,591e 

高 阶 微分 718e 

高 阶 无 穷 小 329e 

高 木 自治 (Takagi Teiji 1875~1960) 
263f 

高 斯 ,C. F. (Carl Friedrich Gauss 1777~ 
1855) 264b,104a, 106c, 114a,342f, 
669a,6934,710b 

高 斯 - 博 内 公式 540 人 

高 斯 方程 67d 

高 斯 分 有 248 表 ,839f 

高 斯 环 365f 

高 斯 " 极 妙 定理 ” 540d 

高 斯 -马尔 可 夫 神 型 766c 

高 斯 曲率 540c 

高 斯 - 赛 德 尔 逻 代 516c 

高 斯 - 赛 德 尔 法 625b 

高 斯 消去 法 ( 见 消 元 法 ) 265b, 774a 


145f 


高 斯 引 理 155b, 171a 
高 斯 映射 540c 
高 斯 国 问题 267d, 598d 


名 短 福 布 ,D. (D. Goldforb) 821f 

戈 杜 诺 夫 ,C. K. (C. K. Toryaos) 350e 

戈 东 德 贝 格 ,A.A-(A.A. Tonsn6epr) 
298b 


戈 尔 丁 ，L. (Lars Garding) 622a 


支 拉 叶 夫 ,M.HE. (M. H. Tpaea) 241b 

世良 斯 坦 ,D. (D. Gornstein) 812b 

炙 户 津 ,TM. (T. M. Toayzun) 
119b,370e 

支 洛 德 ,E.C. (E. C. Tonon) 740a 

支 塞 特 , W. S. (William Sealy Gossett) 
596f 

夺 德 巴 妾 ,C.(Christian Goldbach 1690~ 
1764) 137e 

哥 德 巴 霖 铺 想 ”137e,598c 

村 德 巴 执 - 维 诺 格 拉 多 夫 定 理 726e 

哥 德 尔 ,K. (Kurt Gidel 1906~1978) 
265c,442f 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 265e 

哥 扰 尔 配 数 。 124e 

和 哥 德尔 语句 ”841e 

哥 尔 丹 ,P. A. (Paul Albert Gordan 
1837~1912) 266a 

的 合 原理 82d 

划 线 法 77f,199d 

对 回 术 212b,328d,451d 

格 266b,113b 

禄 点 S86e 

格 点 问题 267c 

格 丁 根 数学 基础 学 派 605f 

格 根 保 多 项 式 657c 

格拉 姆 行列 式 616a 

格拉 斯 曼 ,H. G. (Hermann Giinther 
Grassmann 1809~1877) 267f 

格拉 斯 曼 代数 144f,697e 

格拉 斯 曼 流 形 843e 

格拉 斯 昌 坐 标 843e 

格 劳 尔 特 ,H. (Hans Grauert) 146a 

格 勒 奇 ,H. (Herbert Gr6tzsch) 489f 

格雷 果 里 ,外 (James Gregory 1038~ 
1675) 268b 

牛 置 码 735c 

将 里 菲 思 ,P.(Phillip Griffiths) 298c 

格 里 斯 ,G.(G. Griess) 8lle 

格 利 森 ,A. M. (Andrew Mattei Gleason) 
432d 

格林 ，G. (George Green 1793~1841) 
268d 


格林 ,本 M. (J. M. Greene) 54a 
格林 测度 729b 

格林 公式 161f,756c 

格林 函数 730e 

格林 空间 730e 

格林 位 势 ”729c 

格 鲁 思 瓦 尔 德 - 王 定 理 418d 

客 罗 腾 迪 克 ,A. (Alexandre 
Grothendieck 1928~  ) 206a,363d 
说 罗斯 曼 ,M. (M. Grossmann) 281e 
格 热 高 加 克 分 层 124c 

格式 粘性 352c 


将 思 里 ,FE. (Francis Guthrie 1831~ 
1879) 623f 

个 体 7974,860f 

个 体 变 元 797f 

个 体 亡 历 定理 25b 


903 


个 体 词 589e 

根 154e,305e,431b,759e 

要 学 ，G. (Gerhard Gentzen 1909~1945) 
613a,841b 

根 的 存在 定理 104b 
根基 430e,759c 

根 式 函数 93e 

根 式 解 155f 

根系 433b,759e 
根子 空间 431b 

更 新 过 程 129d,525d 
< 工具 论 》 84la 

公 售 数 830b 

公理 46le 

公理 集合 论 268f,591a 
公理 模式 335e 

公式 46le 

公 因 式 154e 

公 因 数 830a 

公 因 于 365f 

官网 洋 一 (Miyaoka Yoichi) 
庄 腊 (1930~~。 ) 304a 
共 变 函 子 187e 

共 加 变量 286a 

共 加 方向 164c 

共 元 函数 270c 

共 辊 级 数 239e 

共 加 空间 12d,767d 
共 加 三 角 多 项 式 556d 
共 轴 算 子 13f,764c 
共 亏 梯度 法 270f 

共 办 调 和 函数 224b,370b 
共 声 狼 量 法 270f 

共 加 元 素 549e 

共 加 子 群 ”549a 

共鸣 定理 13e 

共 形 等 价 426e 

共 形 结构 ”426d 

共 形 映射 271c,424a 
贡 恰 尔 ,A. A. (A. A. Toamsap) 
222a,807c 

匆 股 数 33c 

构 形 624b 

构 型 空间 286a 

构造 272f 

构造 常数 368c 

构造 汐 辑 272b 

构造 问题 “864b 

构造 性 数学 272f,607d 

信 计 量 127f 

孤立 政 51 物 

孤立 奇 点 462e 

孤立 子 274d 

多 立 子 群 230b 

古典 概率 242a 

古典 公理 法 860c 

古典 调和 分 析 55le 

古 尔 丁 ，P.(Paul Guldin 1577~1643) 
386a 

十 尔 萨 ,EE. -J. -B.(Edouard-Jean- 


904 


105f 


Baptiste Goursat 1858~1936) 369f 
十 普 塔 , H.(H. Gupta) 832d 
谷 超 素 (1926~  ) 343b,424d 
青 架 667d 

固定 抽 祥 方案 784b 
国定 点 算法 36e 

国定 理 点 66e 

因 增 向 量 769a 

固有 值 问题 53b 

扬 点 393a,720e 

怪物 群 8lle 

关联 公理 566e 

关联 关系 562d 

关联 答 阵 863f 

关联 空间 767d 

关系 804c 

关系 模型 483c 

关系 模型 论 483c 

关系 语义 解释 483c 

< 关于 超 穷 集 台 论 的 基础 > 332f 
< 关于 定 积分 理论 的 报告 > 213e 
《关于 积分 限 为 虚数 的 定 积分 的 报告 > 
213f 

< 关于 近代 几何 研究 工作 的 比较 > 5e 
关 擎 直 (1919 一 。 ) 855d 
天 地 和 (Seki Takakazu 约 1642~1708) 
275e 

管 量 场 76f 

贯 线 算 图 635e 

惯性 定理 172d 

光 清 场 76d 

光 汪 覆盖 曲面 427a 

光滑 流 形 714a 

光滑 模 446e 

光滑 曲面 片 539b 

光线 475b 

光 锥 475b 

广播 信道 780d 

广义 测度 45d 

广义 乘 子 法 “822c 

广义 冲 量 286a 

广义 递归 论 275f 

广义 多 项 式 293c 

广义 方差 ”307f 
广义 共 施 衫 度 法 271c 

广义 过 程 645b 

广义 函数 276b 

广义 函数 空间 276e 

广义 函数 论 180d 
广义 惠 更 斯 原理 621d 
广义 积分 ( 见 积分 学 ) 278e,320d 
广义 扳 大 值 原理 729f 

广义 婚约 梯度 法 821f 

广义 结合 律 ”546e 

广义 解析 函数 278e,279b 
广义 解析 务 数 边 值 问题 371e 
广义 沿 曼 假设 122e 

广义 连续 统 假设 447a 

广义 地 279f 

广义 逆 短 阵 279e 


广义 齐 次 方程 9le 

广义 特征 向 量 528b 

广义 特征 值 528b 

广义 特征 值 问题 数值 解法 ( 见 代数 特征 什 
问题 数值 解法 ) 280e, 110b 

广义 同调 论 667e 

广义 沃 尔 什 函 数 735f 

广义 相对 论 280f 

广义 坐标 286a 

广 转 移 矩阵 464d 

大 中 平 补 《Hironaka Heisulke 
1931~ ) 206a 

归纳 公理 。634a 

归纳 子 集 77b 

归 约 法 ”505a 

规范 场 理论 792c 

规范 正 交 多 项 式 系 

载 道 643a,844d 

胃 线 61a,132e,685e 

郭守敬 (1231~1316) 281f 

国际 数学 家 大 会 282a 

国际 数学 教育 委员 会 282d 

国际 数学 联合 会 283: 

aH 

哈 伯 斯 塔 姆 ,HH ( Halberstam) 
560e 

哈代 ,G. H. (Godfrey Harold Hardy 
1877~1947) 285b 

哈代 函数 族 万 ? 370c 

哈代 空间 284a 

哈代 - 李 特 尔 伍 僵 极 大 函数 

哈 思 ,E. (E. Hahn) 179d 

哈 思 - 巴 拿 失 扩张 定理 12f 

哈 思 分 解 定理 45d 

哈 尔 ,A. (Alfred Haar 1885~1933) 
214e,293b, 689a 


837f 


328b 


哈 尔 测度 ( 见 群 上 调和 分 析 ) 285c,552e 
哈 尔 其 斯 ，P. R. (Paul Richard Halmos 
1916~  ) 673d 


哈 尔 佩 思 ,J. D.(J. D. Halpern) 787d 

哈 尔 希 拉 布 译 ,中 . H. (中 . 开 . 
Xapuraaa6sae) 768a 

哈 尔 系 839b 

验 吉 斯 ,P. (P. Hagis) 698d 

哈里 斯 ,T. E. (Theodore Edward 
Harris) 699f 

哈 林 顿 ,L. (Leo Harrington) 193b 

哈 客 顿 ,R. S. (Richard S, Hamilton) 
424d 

哈密 顿 ,W. R. (William Rowan 
Hamilton 1805~1865) 285d,679c 

哈密 额 图 679e 

哈密 额 系统 286a 

哈密 顿 相 流 287f 

哈密 地 形式 化 ”287d 

哈 央 顿 - 雅 可 比方 程 、288b 

哈密 顿 - 雅 可 比 理论 287b 

哈 默 斯 坦 ,H. (H. Hammerstein) 314e 

哈 默 斯 坦 算 子 202e 


哈 默 斯 坦 型 积分 方程 314d 

哈 奇 扬 , JI. TT, (JI. TT, Xasaag) 762f 
哈 塞 ,H, (Hermut Hasse 1898~1979) 
288d 

哈 塞 符号 173f 

哈 塞 的 局 部 -整体 原则 501a 

哈 塞 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 174a 

哈 特 遇 - 客 罗 布 间 定理 703c 

哈 托 格 斯 ,F. M. (Friedrich M. Hartogs 
1874~1943) 145f,322e 
哈 耶 克 ,]。 (Javoslov Hajek 1926~1974) 
647b 

“海岛 算 经 *( 见 < 算 经 十 书 >) 288e,632b 
海 本 ,A. (Arend Heyting) 607c 
海曙 ,W. K. (Walter Kurt Hayman 
1926~  ) 119d,298b 
海 汲 ,H. E. (Heinrich Eduard Heine 
1821~1881) 233¢ 

海 温 - 波 莱 尔 定理 .582c 

去 维 赛 ,0. (Oliver Heaviside 1850~ 
1925) 288f 

含 参 变量 积分 ( 见 积分 学 ) 289a,321a 
函数 289a 

函数 通 近 论 291d 

画 数 表示 227f 

画 数 词 589e 

函数 代数 228b 

函数 的 连续 性 294b 

函数 符 589e 

函数 符号 ”589e,797f 

函数 构造 论 295a 

函数 级 数 324e 

函数 空间 296a, 136f 

函数 相关 789a 

函数 值 289a 

函数 值 分 布 论 297c 

孟子 110f, 187c 

汉 克 尔 展开 式 53f 

汉 克 尔 变换 311e 

行列 式 298d 

行 向 量 377e 

行 装 数 ”377e 

素 斯 顿 ,C.(C. Hausten) 213b 
豪 斯 多 夫 ，F. (Felix Hausdorff 1868~ 
1942) 300c,796b 

这 斯 多 夫 测度 337f 

素 斯 多 夫 分 离 公理 687e 
素 斯 多 夫 空间 300d,687f 

素 斯 多 夫 - 杨 定理 ”233f,554a,640d 
合成 群 列 812d 

合 取 词 589d 

合 取 范式 477d 

会 取 型 (自动 机 ) 441d 

合 数 634b 

合同 379d 

合同 变换 94e 

合同 起 681f 

合同 公理 “496f 

合同 关系 15f,177f 

和 304f,546e,633f,771d 


和 算 300e 

和 乐 群 421f,449e 

和 乐 映 射 449e 

楼 15e,313e,549c,75 物 

核 函数 728d 

夫 英 ，C. H.(C. H. Herz) 530a 

幸 尔 德 不 等 式 ( 见 积分 不 等 式 ) 
301c,312e 

替 尔 篇 条 件 490c 

替 尔 要 德尔 ,LL. (Lars Hirmander 
1931~  ) 205c,513e,5311,685b 

吉尔 梅 特 ，F. (F. Helmet) S96e 

南 尔 谢 ,J. (]. Hersehel) 510c 

失格 洛 蒋 ,G.(Gustav Herglotz) 835c 

苗 克 ,E. (Erich Hecke 1887~1947) 
301e 

替 姆 斯 ,H. (Hans Hermes) 399c 

替 斯 奉 尼 斯 ,M. R. (M. R. Hestenes) 
822b 

元 维 英 ,W. (Witold Hurewicz 1904~ 
1956) 667a 

南下 复 ,M. N.(M. N. Huxley) 629c 

黑 尔 ,J].(Jack Hale) 184a 

黑 利 ,E. (Eduard Helly 1884~1943) 
179¢ 

时 塞 和 矩阵 99b 

字 金 ,L. (Leon Henkin) 485e,590¢ 

字 特 ,G. A. (Gilbert A. Hunt) 463d 

可 特 ,R. A. (Richard A. Hunt) le 

字 特 核 732a 

亨廷顿 ,E. V. (E. V. Huntington) 
548c 

享 泽 尔 ,| 
301e 

恒 等 变换 

恒 等 函 数 

恒 等 算 子 

恒 等 态 射 

恒 等 映射 804a 

恒 同 公理 798c 

横 截 性 301f 

洪 堡 ,A. (Alexander von Humboldt 
1769~1859) 8d 

后 她 函数 123e 

后 继 序数 269b,785e 

后 验 分 布 18e 

后 验 风险 ”19a 

费 长 参数 542c 

衣 尔 维 蒋 , A. (Adolf Hurwitz 1859~ 
1919) 302b 

衣 和 生 (1928 人 。 ) 425b 

衣 世 华 (1913~ 。 ) 126b 

互 素 830a 

花 拉 子 米 (al-khowarizmi 约 780~ 约 850) 
302d 

华灯 ,E, (Edward Waring 1734~]798) 
137f 

华 林 问题 303e 

华星 字 ,L. C. (L. C. Washington) 
217d 


(Kurt Hensel 1861~1941) 


565b 
290b 
763e 
185f 


“ 清 动 峰 "证 明 方 法 

华 ( 罗 庚 ) 定 理 116a 

华 ( 罗 庚 ) 恒 等 式 116a 

华 衡 芳 (18331902) 302e 

华罗庚 (1910~1985) 303c,116a,150d， 
599d,127f 

剑 特 海 ,A. N.(Alfred North Whitehead) 
11Se,590f, 605c 

还 原 公 理 。336e 

环 304a,43e,112d 

环 面 65d 

环 原理 63f 

环 直接 和 305d 

环 玉 的 要 363e 

换 位 群 列 813d 

换 位 于 群 549e 

换 元 法 320b 

拷 中 算法 630c 

黄金 分 制 306c 

回复 轨 线 686e 

回归 定理 25d 

回归 分 析 306f 

回归 函数 307a 

回归 设计 766e 

回转 定理 119b 

韦 登 ,R. L.(Richard Lee Wheeden 
1940~ ) le 

审 特 尼 ,H. (Hassler Whitney 
1907~  ) 308a,111b,392e,715b 

混合 策略 138f 

混合 积 770d 

混合 群 367c 

混合 同 作法 727f 

混合 外 代数 145¢ 

混合 问题 508a,621f,684e 

混合 型 偏 微分 方程 308c 

混合 原点 类 376c 

混合 张 量 144d 

混合 整数 规划 833c 

混合 中 心 乱 ”376c 

活动 标 架 法 420e 

里 布 麻 ,E. W.(Ernest William Hobson 
1856~1933) 458e 

置 尔 ,D. W. (D. W. Hall) 680e 

里 尔 ,P. (Philip Hall) 813a 

置 尔 姆 请 ，B. M.(Bernt Michael 
Holmbae 1795~1850) 1f 

置 尔 托 格 斯 ,F.M. (F。 M, Hortogs) 
787a 

桂 夫 丁 ,W. (Wassily Hoeffding) 
673b 

置 华 扰 ，R. A. (R. A. Howard) 
468d 

置 姆 格 伦 ,E. (E. Holmgren) 513a 

杜 普 夫 ,E.(Eberhard Hopf) 620c 

墨 普 夫 ,H. (Heinz Hopf 1894~1971) 
308f 

里 普 夫 不 变量 667c 

墨 普 夫 映 射 。”666d 

轩 奇 ,W. V. D. (William Vallance 
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Douglas Hodge) 

畦 音 猎 想 104f 

置 音 定理 146b 

团 奇 理论 309b 
NE 

几乎 必然 收 敏 254e 

几乎 处 处 收 称 ”254e 

几乎 周期 轨 线 686e 

击 波 捕捉 法 351d 

击 让 装配 法 ”351d 

机 械 性 629e 

奇 函 数 。290b 

积 (理想 的 ) 304f 

积 (群众 元 素 的 ) 546e 

积 (向 量 的 ) 771d 

积 (自然 数 的 ) 633f 

积分 311a 

积分 变换 311b 

积分 不 等 式 312a 

积分 法 313a,319b 

积分 方程 313c 

积分 几何 学 315b 

< 积分 几何 与 几何 概率 > 

积分 满 斗 57d 

积分 平均 收 多 415b 

积分 曲面 799c 

积分 曲线 89c 

积分 算 子 “764c 

积分 学 317b 

积分 因子 90f 

积分 支付 140e 

积分 周期 理论 455d 

积 和 式 862d 

积 空间 687b 

积 性 函数 601c 

积 则 863a 

芋 12c,448c,687a 

莽 本 胞 腔 681f 

基本 初等 函数 ”290a 

基本 单位 组 107a 

基本 定理 (类 域 论 ) 418a 

基本 定理 ( 李 群 ) 432e 

基本 函数 空间 276e 

基本 核 731f 

基本 解 组 755c 

基本 空间 241c 

基本 群 427a,667b 

基本 事件 241c 

基本 同 胚 ”490a 

基本 周期 290c 

基本 周期 四 边 形 

基础 公理 335d 

基础 系 431c 

基点 170b,568b 

基 尔 置 夫 ,G. R. (Gustav Robert 

Kirchhoff 1824~ 1887) 679b 

基 如 ,J (Jack Kiefer) 307f 

基 哈 米 洛 夫 , B. M。(B. M. Tuxowspos) 

405f 


146b, 343¢ 


317a 


681f 
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匡 解 方 阵 755c 

莽 昊 ，W. K. J. (Wilhelm Karl 

Joseph Killing 1847~1923) 

429d 

莽 灵 方程 425a 

莽 灵 型 431a 

基数 321f,446f,633d 

基 样 条 794f 

<* 缉 古 算 经 *( 见 王 孝 通 ) 323a,699e 

二 布 斯 ,本 W. (Josiah Willard Gibbs 
1839~1903) 24e 

吉 布 斯 随机 场 738a 

吉 布 斯 态 737c 

吉 洪 诺 夫 ,A. H. (Annpea Hakomaeaas 
Taxomos 1906~  ) 36f 

十 劳 僵 ,G.(Georges Giraud) 237a 
古文 斯 - 素 斯 置 尔 德 方法 109c 

级 数 323a 

报 半径 870e 

报关 673b 

极 大 函数 328b,234b 

极 大 理想 ”365c 

极 大 模 原理 146c 

地 大 平面 图 624b 

机 大 原理 787a 

棚 大 值 ”330e,720d 

肯 大 值 原理 398b 

要 点 397b, 462f,870e 

报 务 数 元 素 373e 

报 角 870e 

极限 328d 

报 限 点 集 686a 

报 限 方法 317c 

报 限 环 62c 

极 昭 基数 322f 

报 限 模 663c 

极限 曲面 197c 

极限 序数 785e 

报 小 超 曲 面 423e 

报 小 点 731c 

机 小 度 38a 

报 小 多 项 式 Bl8e 

地 小 家 大 通 近 615a 

报 小 要 大 偏差 615b 

要 小 集 686a 

极 小 曲面 330a,540b 

地 小 调和 函数 731c 

概 小 细 拓 扑 730 人 

报 小 值 ”330e,720d 

机 小 子 流 形 423e 
极 小 最 小 二 乘 解 
肯 小 左 理 起”305a 
役 型 172b 
极 值 330d 

地 值 边 值 问题 S52f 
板 值 点 ”330e,720e 
栅 值 分 布 250 表 
地 值 原理 508d 
地 轴 870e 
横 坐 标 方 程 


869e 


169d 


地 坐标 系 870e 

集 331a 

集 场 39f 

信函 数 44b 

集合 331a 

集合 变 元 336f 

集合 的 势 “332c 
集合 的 型 的 层次 理论 335f 
集合 的 元 素 331a 
集合 论 331f 
集合 论 公理 系统 334f 
集合 族 331e 

集 类 43e 

< 集 论 大 网 > 693c 
集 论 拓扑 学 797b 

集 域 39f 

集 值 映射 、202f 

集中 参数 系统 397a 

几何 变换 Se 

几何 测度 论 337e 

几何 度量 339d 

几何 分 布 247 表 

几何 概率 242d 

几何 光学 近似 621b 

几何 规划 340c 

< 几何 基础 *( 见 带 尔 伯 特 ,D.) 341e， 
743f 

几何 数论 586d 

几何 拓扑 学 694b 
几何 学 341e 

< 几何 学 。 342b 

< 几何 学 讲义 ? 212b 

< 几何 原本 > 343e 

计数 过 程 129d 

计数 问题 861f 

计算 复杂 性 345b 

计算 复杂 性 理论 443e 
计算 概率 统计 255f 
计算 工具 346d 
计算 机 模拟 347f 

计算 几何 348f 

计算 流体 力学 350b 
计算 数学 353d 

记 数 法 356b 

季 更 ,人 A. 中 . (A. D. Tayan) 293a 
迹 814f 

迹 定 理 651d 

迹 类 算 于 546a 

迹 数 377e 

既 约 攀 度 法 821e 

加 有 里 埃 尔 ,P. (Pierre Gabriel) 369c 
加 护 纳 , C. S. (C. S. Gardner) 54a, 
274f 

加 法 (交换 群 元 素 的 ) 546e 
加 法 ( 炬 库 的 ) 377a 

加 法 (向 量 的 ) 771d 

加 法 (自然 数 的 ) 633f 
加 法 范畴 187b 

加 法 重子 187d 

加 拉 贝 迪 安 ,P。 R. (Paul Roesel 


Garabedian) 119c 

加 拉 阁 尔 ,了 . X. (Potrick X. Gallagher) 
560f 

加 莱 ,T. (T, Gallai) 680e 

加 利 亚 尔 多 ,E. (E. Gagliardo) 65la 
加 亡 金 法 ( 见 里 茨 -加 万 金 方法 ) 357d， 
439b 

加 同 余 法 727f 

加 托 导 数 203a 

加 细 688b 

加 性 183d 

加 性 数论 137e 

伽 罗 瓦 , E. (Evariste Galois 1811~1832) 
357d 

人 铅 罗 瓦 反问 题 359b 

伽 罗 瓦 理论 358a 

仙 罗 瓦 群 548a 

伽 罗 瓦 域 814d 

家 政 问题 863e 

宫 当 ,上 .(-)( 记 lie-Joseph Cartan 1869~ 
1951) 359c,343a,423f,531e 

宫 当 ，H, (Henri Cartan 1904~ ) 
359f 

着 当 -阿达 马 定理 422e 

着 当 定理 149c 

洲 当 分 解 定理 432f 

着 当空 间 795e 

游 当 判定 准则 431a 

涡 当 - 苏 伦 定 理 147a 

着 当 子 代数 431a 

页 德 克 ,B. K. (B. K, [samux) 293a 

页 宪 三 角 360b 
假设 检验 360e 
< 假 数 测 加 > 558d 
检验 的 功效 函数 
检验 水 平 361d 
减 函数 290b 
简单 闭 曲 线 543f 
简单 迭代 法 625a 
简单 多 面体 151a 
简单 函数 772e 
简单 关 型 论 335f 
简单 奇 点 63c 
简单 随机 抽样 。84f,793b 

稍 单 随机 样本 793b 

稍 单 样本 793b 

简化 测度 731f 

简 科 ,2, (Zvonimir Janko) 8lle 
简约 理论 635b 

简约 群 367d 

简约 线性 代数 群 759c 

浙 降 法 256d 

浙 近 分 数 445f 

浙 近 级 数 。326b 

浙 近 稳定 的 ”72d,702c 

渐 近 线 168d,720e 

渐 近 有 效 信 计 129a 

渐 近 锥 面 165a 

浙 开 线 543e 

渐 届 线 543e 


361d 


渐 伸 线 543e 

浙 缩 线 543e 

渐 增 法 256d 

便 头 186b 

江 泽 涵 (1902~。) 362e 

美 立 夫 (1890~1978) 362f 

降价 广播 信道 780d 

降 链 条 件 305a 

降 中 心 链 ”430d 

交 比 ( 见 射影 几何 学 ) 363c,563f 
交叉 积 369b 

交错 代数 194e 

交错 定理 615b 

交错 环 304c 

交错 级 数 。324c 

交错 交换 环 304d 

交错 群 844c 

交错 型 (自动 机 ) 441d 

交代 化 子 145a 

交互 作用 583e 

交换 代数 363c 

交换 环 365b 

交换 群 366f 

交换 图 ”186b 

交集 33le 

交替 方向 隐 式 法 ( 见 分 步 法 ) 368b， 
207e 

焦点 6le,167d 

角 谷 不 动 点 定理 163d 

角 谷 驶 夫 (Kakutani Shizuo 1911~  ) 
163d 

较 广 义 的 数理 如 辑 589a 

阶 546f 

踢 数 149d,682a 

接受 域 361a 

杰 尔 巴 强 ,M. M. (M. M. [lxep6arnn) 
222a 

杰 曲 里 斯 ,H.(H. Jeffreys) 597e 
杰克 麻 ,D, (Dunham Jackson) 

215f 

来 着,T.J (Thomas J. Tech) 

787d 

结 友 6ld 

结构 ”485c 

结构 稳定 ”132e,704a 
< 结构 稳定 与 形态 发 生 > 
结合 代数 368b 
结合 环 304b 

结 焦点 63e 

结晶 群 152b 

柳 及 77b 

获 断 误差 59e,742e 
堆 集 700d 

截 量 700d 

截面 149a,448b,752f 
截面 由 率 422d 

截 嘴 试验 585e 
截 影 563c 

解 的 最 大 存在 区 间 S57a 
解 对 初 值 和 参数 的 可 籁 性 定理 58b 


677d 


解 对 初 值 和 参数 的 整体 连续 性 

定理 58b 

解 对 初 值 和 参数 连续 的 一 般 定理 ”58a 
解 核 219e 

解 空 间 772a 

解释 798b 

解析 278e,369e 

解析 分 层 209d 

解析 构 形 373f 

解析 函数 369d 

解析 函数 边界 性 质 370c 
解析 函数 边 值 问题 371b 
解析 函数 的 狄 利克 雷同 题 
解析 函数 项 级 数 371f 
解析 集 17e,146d,208e 
解析 几何 学 312d 

解析 开拓 373a 

解析 流 形 714a 

解析 曲面 片 539b 

解析 数论 374a,598f 
解析 数论 的 初等 方法 598f 
解析 算 子 半 群 639e 
解析 谓词 208f 

解析 映射 426e 

介 值 定 理 857e 

界 校 151a 

金 布尔 ,G. E.(George Elbert Kimball) 
383c 

紧 的 ( 李 代 数 ) 431d 

紧 复 流 形 148b 
么 空间 688a 

村 要 更 流 形 309d 
紧 李 代数 432f 
时 地 群 432f 

紧 算 子 204a 
紧 性 796a 

时 致 的 黎 受 提 面 
紧 致 性 定理 739b 
近世 代数 学 111e 
近 伏 直 谱 ”527a 
经 典 的 H? 空间 概念 233f 
经 典 解 56d, Sile 

经 黄 调 词 带 辑 589b 

经 典 整 型 174b 

经 线 541c 
经 验 分 布 函数 
蝇 胞 152a 
晶 格 152a 
晶体 的 空间 群 
精确 线性 搜索 
径 平 面 164c 
镜像 法 684a 
镜像 全 等 变换 95a 
镜像 相似 变换 96d 
< 九 章 算 术 374e 
就 范 正 交 系 746f 
局 部 参数 426c 
局 部 互 反 律 ”419a 
局 部 化 ”365d 

局 部 环 364e,365d 


371d 


105b 


749a 


152b 
740d 


局 部 基 687e 

局 部 极限 定理 856a 
局 部 极 小 (大 ) 点 203d 
局 部 紧 拓 扑 群 688c 
局 部 紧 域 230d 
局 部 紧 Ta 群 ”552d 
局 部 可 积 函 数 277a 
局 部 可 解 性 375f 

局 部 李 群 ”429c 
局 部 欧 氏 群 689b 

局 部 数 域 500c 

局 部 系 739c 
局 部 性 原理 233b 

局 部 性 质 364a, 365d 
局 部 一 维 方法 ( 见 分 步 法 ) 
局 部 正规 正 交 标 架 420e 
局 部 正规 正 交 基 。420e 
局 部 最 优 解 604c 
局 部 坐标 426c 
局 部 尸 群 739c 
局 终 支 什 140e 
短 376b 

拭 估 计 法 ”128a 
答 形 法 320¢ 
短 阵 376f 

婚 库 表示 430f 
乱 阵 代数 113b 
乱 阵 对 策 139d 
埠 阵 求 进 法 776b 
从 血 相等 ”377a 
拒绝 域 361a 
距离 ”497f 

清关 分 析 157e 
卷 积 380b, 409a 
卷 积 公式 ”409a 
卷 积 码 78le 
决策 133d 
决策 分 析 380e 
决策 规则 467d 
决策 过 程 133b 
决策 本 数 671f 
决策 树 381e 
决定 性 公理 787c 
绝对 几何 497d 
绝对 几何 公理 体系 
绝对 空间 28a 
绝对 连续 45f 
绝对 连续 函数 806e 
绝对 收 敏 ”324c 
绝对 收 敏 半 平 面 
绝对 收 敏 模 坐 标 
绝对 收效 轴 121a 
绝对 同 伦 提升 性 质 667a 
绝对 微分 421a 
绝对 物 定 的 76a 
绝对 误差 742d 
绝对 形 382a, 561d 
绝对 值 16d,229e 
军事 运筹 学 383a 
均 方 ”188c 
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196a 


121a 
121a 


376b, 208d 


均 方 通 近 615a 
均 方 大 数 律 。 100a 
均 方 根基 ”187f 
均 方 收 黎 ”254e 
均匀 放大 群 55d 
均匀 分 布 248 表 
均值 610a 

均值 向 量 610d 


et 

卡 英 ,M. (Mark Kac 1914~ 

卡 菊 ,V.(V. Kac) 431f 

卡 英 - 英 志 代数 431f 

卡尔 达 诺 ，G. (Girolamo Cardano 1501~ 
1576) 385a 

卡尔 马 ,L.(L&szl6 Kalm&r) 505a 

卡尔 机 ,R. E, (R. E. Kalman) 
396f, 460b 

卡尔 更 -布丁 滤波 ”400b 

卡尔 要 滤波 460b 

卡尔 栾 ,B. G. (B. G. Carlson) 29a 

卡尔 麻 ,L. (Lennart Carleson) 223c， 
458d 

卡拉 西 奥 多 里 ,C. (Constantin 
Carathéodory 1873~1950) 385c 

卡拉 西 奥 多 里 存在 定理 58d 

卡拉 西 奥 多 里 解 58d 

卡拉 西 奥 多 里 开拓 44f 

卡拉 西 奥 多 里 条 件 413d 

卡 莱 曼 ,TT. (Torsten Carleman 
1892~1949) 276d 

卡 莱 更 集 222d 

卡 鲁 什 ,W. (W. Karush) 202c 

卡 罗 尔 , C。 W. (CW. Carrol) 822c 

卡 玛 卡 ,N. (N. Karmarkar) 762f 

卡 姆 克 ,E. (Erich Kamke) 90d 

卡 姆 克 条 件 57e 

卡 姆 理论 (KAM 理 论 ) 286e 

卡 纳 普 ,\R. (R. Carnap 1891~1970) 
592c 

卡 闲 特 尔 ,本 (本 Carpentier) 821f 

卡 普 ,C. (C. Karp) 444d 

卡 普 兰 斯 基 , I (Irving Kaplansky 
1917~  ) 367f 

卡 萨 尔 系统 781f 

卡 斯 尔 斯 ,J.W. S. (John William Scott 
Cassels 1922~  ) 35e 

卡 斯 泰利 ,B. (B. Castelli) 385e 

卡 坦 蜗 狂想 599f 

卡特 开 特 ,M. L. (Mary Lucy Cartwright 
1900~  ) 298b 

卡 瓦 列 里 ,(F.)B. (Francesco Bonaventu- 
ra Cavalieri 1598~1647) 385e 

卡 瓦 列 蜂 原理 386a 

卡 西 (al-Kashr ? ~1429) 386b 

开 履 盖 687f 

开关 函数 735b 

开 集 687a,796d 

开 柳 更 此 面 426e 

开 音 动 ,J. (Johaanes Kepler 1571~ 


) 1l8le 


1630) 385f,566f,860d 

开拓 230d 

开拓 定理 57a 

开 映 射 定理 13e 

< 开元 占 经 > 558b 

开 子 群 688e 

凯 思 斯 ,本 M. (John Maynard Keynes 
1883~1946) 252d 

凯 莱 ,A. (Arthur Cayley 1821~ 
1895) 386c,56lc,679¢ 

凯 菜 定理 844c 

凯 莱 -哈密 顿 定 理 ”378a 

凯 勒 度量 654d 

凯 勒 流 形 148c,226c,310b 

所 洛 格 ,O. D. (Oliver Dimon Kellogg 
1878~1932) 30b 

次 格 尔 , S. (Stig Kanger) 483d 

坎 托 罗维奇 ,1. B. (Jleoamn Buranvenuu 
Kanrponus 1912~  ) 386e,604f, 
761a 

康 海 姆 ,A. G. (A. G. Konheim) 25f 

碌 斯 坦 丁 斯 科 - 科 尼 紧 致 化 定理 731a 

康 托 尔 ，G. ( F. P.) (Georg Ferdinand 
Philip Cantor 1845~ .1918) 386f, 
693c,796a 

康 托 尔 , M. B. (Moritz Benedikt Cantor 
1829~1920) 38Te 

廉 托 尔 悼 论 19e 

廉 托 尔 - 伯 思 斯 坦 定理 322d 

康 托 尔 狂想 446f 

康 托 尔 定理 294e 

康 托 尔 公理 4976 

康 托 尔 实数 理论 581d 

考 尔 铂 伦 ,A.-P. (Alberto-Pedro Cal- 
deron 1920~  ) 214e,459b,531f 

考 尔 德 伦 销 殷 533c 

考 尔 的 伦 - 魏 格 党 分 解 。532f 

考 尔 德 化 - 赞 格 蒙 癌 异 积分 理论 234c 

考 尔 德 伦 - 委 格 壹 奇异 积分 算 子 532b 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 ,A.H.(Anaxpei Huxonaenus 
Koaworopon 1903~ = ) 387f,383b, 
405d 

柯 尔 其 哥 洛 夫 不 等 式 100d 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 查 普 更 方程 463e 

柯 尔 其 哥 洛 夫 检验 193f 


” 柯 尔 莫 哥 洛 夫 宽 度 “405e 


柯 尔 英 哥 治 夫 强 大 数 律 100b 

柯 尔 其 哥 治 夫 0-1 律 10la 

柯 尼 斯 集 七 桥 问题 679a,691d 

柯 尼 着 ,D。 (Dénes Kenig) 679f 

柯 瓦 列 夫 斯 卡 刀 ,C. B, (Cobsn Bacama- 
enna Koaaaescxag 1850~-1891) 
388c 

柯 西 ,A.-L. (Augustin-Louis Cauchy 
1789~1857) 388e,389d 

柯 西 -阿达 马公 式 121a 

柯 西 不 等 式 653c 

柯 西 存在 定理 66b 

柯 西 点 列 136f 

柯 西 分 布 248 表 


柯 西 积分 定理 389d 

柯 西 积分 公式 389f, 868c 

柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 既定 理 512f,519a 
柯 西 - 黎 杰 方程 146c,369f,490b 

柯 西 - 黎 受 方程 组 Slle 

柯 西 - 皮 亚 诺 存在 定理 56e 

柯 西 - 施 瓦 盐 不 等 式 497f 

柯 西 收 你 原理 582b 

柯 西 问题 ( 常 微分 方程 的 ) 56c 

柯 西 问题 (抛物 型 偏 微分 方程 的 ) 508a 
柯 西 问题 ( 双 曲 型 偏 微分 方程 的 ) 621c 
柯 西 序列 229f 

柯 西 中 值 定理 719b 

柯 西 主 值 321a 

柯 西 准则 328e 

柯 召 (1910~  。 ) 35f 

科 荣 ,R. (Roger Cotes1682~1716) 126f 
科 达 齐 ,D,(Delfino Codazzi 1824~1873) 
540e 

科 达 齐 方程 423d 

科恩,J, ].(Joseph John Kohn) 
531f 

科恩 ,P. J. (Paul Joseph Cohen 
1934~  ) 206a,270b,591a,606a 
科 尔 斯 基 ,H.G. (H. G. Kolsky) 350e 
科 罗 博 夫 ,H, M. (H. M, Kopo6oa) 
599b 

科 罗 博 夫 - 劳 卡 方法 601f 

科 罗 夫 金 ,IT, IT.(I1. II. Koposw 
2938,767f 

科 硬 ,S. B. (Simon B. Kochen) 
486f, 505e 

科斯 居 尔 ,J.L. (Jean Louis Koszul) 
115d 

科 友 里 ,了 (了 T. Kovari) 223b 
科 伊 夫 受 ,R, R. (R. R. Coifman) 
1e,533e 

可 补 格 267c 

可 测 变换 25b 

可 测 函 数 44a 

可 测 集 44a 

可 测 空 间 44a 

可 重 排列 数 863b 

可 重组 合 数 ”863b 

可 除 代数 113a 

可 定向 曲面 540e 

可 定义 性 引 理 445b 

可 度量 空间 688a 

可 分 闭 包 819b 

可 分 多 项 式 ”358e,819b 

可 分 解 ”366b 

可 分 扩张 819b 

可 分 生成 ”819e 

可 分 性 796d 

可 分 元 819b 

可 构造 ”272f 

可 归 约 性 公理 ”336e 

可 积 系统 286e 

可 计算 性 理论 440b 

可 解 的 ”430d 


147c， 


可 解 集 732c 

可 解 群 549f,812d 

可 解 (R) 公 理 732c 

可 乔 度 函数 585b 

可 得 性 477d 

可 靠 性 的 调 词 演算 798f 

可 靠 性 数学 理论 390c 

可 靠 性 统计 585a 

可 必 举 的 ”440e 

可 判定 的 ”440e 

可 还 变 接 群 ”531a 

可 求 长 曲线 807a 

可 求 积 集合 337f 

可 去 不 连续 294c 

可 去 间断 “294c 

可 去 奇 点 279d, 462e 

可 数 全 (无 穷 ) 332c 

可 数 模 型 738f 

可 向 函数 717d,714b 

可 向 映射 714d,392f 

< 可 微 映 射 的 奇 志 > 392e 

可 微 映射 的 奇 点 理论 392e 

可 行 方向 法 821d 

可 行 基 762b 

可 行 解 200f,604c 

可 行 解 集 761d 

可 约 550d 

可 允许 集 739a 

可 展 曲面 ( 见 曲面 ) 394e,54le 
克 贝 ,P. (Paul Koebe 1882~~1945) 
119a,506e 

克 贝 掩盖 定理 119b 

克 尔 忽 什 ,M.B.(Mcrucaas Becenonononu 
Keamam 1911~1978) 222a 
克拉 尔 ,M. (M. Kerraire) 195a 
克拉 美 - 拉 奥 不 等 式 128d 
克拉 默 ,H. (H. Cramer) 629c 

充 拉 默 斯 ，H. A. (Hendrik Anthony 
Kramers) 7If 

克 莱 布 什 ,R. F. A. (Rudolf Friedrich 
Alfred Clebsch 1833~1872) 394e 
克 莱 罗 ,A.-C. (Alexis-Claude Clairaut 
1713~1765) 394f 

克 莱 罗 方程 9le 

克 莱 姆 ,G. (Gabriel Cramer 1704~1752) 
300¢ 

克 莱 姆 规则 761a 

克 莱 因 , (C.) F. (Christian Felix Klein 
1849~1925) 395b,Se, 342d, 561f 
克 莱 因 菲尔德,E. (Erwin Kleinfeld 
1927~  ) 195b 

克 莱 因 机 型 561f 

支 莱 因 大 21b 

让 兰 多 尔 - 利 格 特定 理 639e 

克 劳 特 分 解法 775b 

让 由 尔 ，A. 工 . (August Leopold Crelle 
1780~1855) If,8d 

克 轩 洛 夫 , B. H. (B. H, Kpaaos) 
370e 

训 冒 洛 夫 - 博 格 帘 博 夫 方法 71b 


克 轩 斯 书 尔 ,M. J (M. J. Cresswell》 
483f 

克 里 福特 代数 “145c 

让 里 普 克 ,S. A. (Saul A. Kripke) 
272d,482d,483c 

克 里 斯 托 费 尔 ,E. B. (Elwin Bruno 
Christoffel 1829~1900) 395e, 
343a, 420b 

克 里 斯 托 费 尔 记号 7101,829b 

克利 福 德 , W. K. (William Kingdon 
Clifford 1845~ .1879) 396a,753¢ 

克 列 因 ,M.『. (Mapx Tpuronspue 
Kpeaa 1907~  ) 396b 

让 林 ,S. C. (Stephen Cole Kleene 
1909~  ) 126a,208e,440d 

克 林 格 贝 格 ,W. (Wilhelm Klingerberg) 
422e 

直 重 尔 , W.(Wolfgang Krull) 777b 

克 章 尔 - 填 马 克 - 施 密 特定 理 478d 

克 鲁 斯 卡尔 ,M. D. (M. D. Kruskal) 
54a,274e 

克 罗 夫 上 顿 ,M。W, (M. W. Crofton) 
315f 

克 罗 夫 顿 公 式 315d 

克 罗 内 克 , L. (Leopold Kronecker 1823~ 
1891) 396c 

让 罗 内 让 定理 724a 

克 罗 内 克 青 春之 梦 ”217e,396d 

表 德 尔 ,D. G. (David G. Kendall) 
S03a 

青 拆 尔 ,M. (Maurice Kendall) 672d 

青 普 ,A. B. (A.B. Kempe) 624a 

空 集 331b 

空 全 合 存在 公理 335b 

空间 多 边 形 143a 

空间 仿 射 坐标 变换 871b 

空间 线 把 197b 

空间 折线 143a 

孔 竹 拉 绍 夫 , 可, B. (JI. B. Kosnpamon) 
6Sla 

孔 温 ,A. (Alan Connes1947~  ) 
206a,229d 

孔 斯 ,S. A. (S. A. Coons) 349d 

控制 参数 ”677e 

控制 理论 396e 

< 控制 论 725c 

控制 图 400f 

控制 系统 396f 

库存 论 402a 

库 思 ,H. W. (Harry Waldo Kuhn) 
201a, 821d 

库 思 ,P.(P. Kuhn) 560e 

库 思 - 塔 克 尔 条 件 201a 

库 克 ,S. A.(S, A. Cook) 444c 

库 拉 托 夫 斯 基 ，K. (Kazimierz 
Kuratowski 1896~，。 ) 787a,796b 

库 朗 , R. (Richard Courant 1888~1972) 
24b, 822a 

库 詹 条件 517c 

库 洛 什 定 理 739f 
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库 默 尔 ,E. E. (Ernst Eduard Kummer 
1810~1893) 403a,753c 

库 默 尔 扩张 403c 

库 普 要 斯 , T. C. (Tjalling C. Koopmans 
1910~ ) 76lb 


库 辛 ,P. (Piene Cousin) 145f,216b 


库 辛 第 一 定理 216b 


库 六 第 一 问题 147d 
快速 傅 里 叶 变换 404d 

快速 数论 变换 ( 见 快速 傅 里 叶 变换 ) 
405d, 405b 

宽度 405d 

宽 平 稳 过 程 的 谱 分 解 ”522f 

本格 102f, 149d, 426e 

杰 伦 ,D. G. (Daniel Gray Quillen 
1940~  ) ll7e,2068 

查 因 系统 335a 

扩大 空间 562a 

扩大 平面 562a 

扩大 直线 562a 

扩散 方程 507f 

扩散 过 程 465e 

扩 域 112e,818c 

扩张 666d,813f 


拉 奥 , C.R.(Calyampudi Radhakrishna 
Rao) 128d 

拉 宾 诺 维 蒋 ，P. H. (Paol H. Rabino- 
witz) 53f,99d 

拉 德 马 艇 尔 ,H, (Hans Rademacher 
1892~1969) 839¢ 

拉 檀 马 艇 尔 函 数 735b 

拉 忽 马 髓 尔 系 839c 

拉丁 方 583b,864d 

拉 东 变换 316e 

拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 45f 

拉 多 ,TT. (Tibor Rad6 1895~1965) 
330b 

拉夫 连 季 耶 夫 ,M. A. (Muxann Anexcee- 
ms Jlanpenrves 1900~1980) 222a, 
225b, 489f 

拉 盖 尔 ,E, N. (Edmond Nicolas 
Laguerre 1834~1886) 56le,831b 
拉 盖 尔 ,M. (M. Laguerre) 297d 

拉 荔 尔 多 项 式 657f,838e 

拉 盖 尔 公 式 、382c 

拉 格 朗 日 小 -L。(Joseph-Louis Lagrange 
1736~1813) 406a,693f 

拉 格 朗 日 变 分 213b 

拉 格 朗 日 播 值 多 项 式 7a,406e 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 通 近 406e 

拉 格 朗 日 播 值 公式 47e 

拉 格 朗 日 乘 子 39a 

拉 格 朗 日 乘 子 法 330f 

拉 格 朗 日 定理 719a,812e,857e 

拉 格 朗 日 方程 组 287c 

拉 格 角 日 方法 350d 
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拉 格 裔 日 恒等式 756b 

拉 格 体内 森 ,M. (M. Raghaunathan) 
635b 

拉克 伦 ,A. H. (A. H. Lachlan) 126c 

拉克 斯 ,P. D. (Peter D.Lax1926~  ) 
275a 

拉 马 努 金 ,S. A. (Srinivasa Aaiyangar 
Ramanujan 1887~1920) 401d,822a 

拉 梅 ,G. (Gabriel Lamé 1795~1870) 
407f 

拉 姆 齐 定理 193b,862f 

拉 普 拉 斯 ，P. -$. (Pierre-Simon Laplace 
1749~1827) 408a 

拉 普 拉 斯 变换 408e 

拉 普 拉 斯 方程 ( 允 棋 圆 型 偏 敏 分 方程 ) 
409d,683c 

拉 普 拉 斯 分 布 249 表 

拉 普 拉 斯 -斯 蒂 尔 态 斯 变换 409e 

拉 普 拉 斯 展开 式 299b 

拉萨 和 尔 ,J. P. (J. P. Lasalle) 75e 

拉 祖 米 欣 条 件 185b 

拉 祖 米 抱 型 定理 185b 

莱 允 斯 ,本 -L. (Jacques-Louis Lions) 
651d 

莱 布 尼 茨 ,G. W. (Gottfried Wilhelm 
Leibniz 1646~1716) 409e,693a 

羔 布 尼 茨 公式 717f 

莱 布 尼 蒋 规则 238a 

莱 夫 谢 蒋 ，S$. (Solomon Lefschetz 1884~ 
1972) 410b, I05e, I11b 

莱 巡 ,EJ (E. J. Lemmon) 482f 

莱 维 ,A. (Azriel Lévy) 269f 

莱 维 ,P. (Paul Lévy 1886~1971) 
410c,251f,787d 

某 维 不 等 式 100f 

某 维 - 幸 钦 表示 856f 

莱 维 - 幸 钦 公式 135f 

某 维 - 伊 茧 分 解 定理 136a 

莱 温 松 ,N.(Norman Levinson) 428e 

莱 因 哈 特 ,K. (Karl Reinhardt) 145f 

籼 尔 - 纳 尔 绚 泽 夫 斯 基 ,C. (Czespaw 
Ryll-Nardzewski) 193b,485f 

问 特 ,G. H. von (G. H. von Wright) 
482e 

关 ,S. (Serge Lang) 116a 

兰 向 斯 畦 ,F. W. (Frederick William 
Lanchester 1868~1946) 383b,410e 

兰 彻 斯 特 方程 《10e 

兰 彻 斯 特 平方 律 ”411a 

兰 英 贝 格 ,G. (Georg Landsberg 1865~ 
1912) 30le 

兰 道 定理 ”837b 

兰 福 德 ,C. H. (C. H. Langford) 505d 

兰 阁 ,有 R. E. (Rudolph Ernest Langer) 
71f 

懒散 结 493a 

朗 伯 , 上 H. (Johann Heinrich Lambert 
1728~1777) 411e,78f 

遍 兰 益 ,R。(Robert Langlands) 

最 斯 基 行 列 式 755b 


146b 


劳动 算法 ”616c 

劳 思 表 格 法 262d 

惑 贝 格 , H.L. (Henri Léon Lebesgue 
1875~1941) 412a,616b,727a 
勒 贝 格 测度 233d, 413a 
惑 贝 格 常数 236b, 406f 
勒 贝 格 分 解 46a 

勒 贝 格 分 解 证 理 807a 
勒 贝 格 函 数 406f 

勒 贝 格 积分 412c 

勒 贝 格 积分 理论 233c 

勒 贝 格 可 测 函数 413e 
勒 贝 格 可 测 集 413b 

勒 贝 格 可 积 414b 

勤 贝 格 控制 妆 伊 定理 414f 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 415e 
勒 贝 格 维 数 727b 

勤 夫 纳 ,C.(Charles Loewner 1893~ 
1968) 225b 

小 (Jean Leray 1906~  ) 
416c, 111b, 694c 

勒 雪 - 细 擅 尔 不 动 点 原理 685a 
勒 梅 书 ,L. (Luc Lemaive) 424d 
勒 让 德 ,A. -M. (Adrien-Marie Legendre 
1752~1833) 416e 

勒 让 掀 变 换 91d 

勒 让 忽 多 项 式 67e,655e, 838d 
勒 让 本 方程 67e 

勒 让 护符 号 170f 

勒 让 棉 酉 数 655e 

勒 文海 妈 ,L. (Leopold Liwenbheim) 
S04f 

勒 文海 姆 -斯 科 崩 定理 485f 

多 ,R. (R. Ree) 811d 

雷 格 莹 塔 努 斯 ,J (Johannes 
Regiomontanus 1436~1476) 417a 
置 染 多 斯 ,G. (G. REmoundos) 298c 
和 者 默 特 ,R. (Reinhold Remmert) 146a 
置 尼 ,A. (Alfréd Renyi) 560e 
累积 分 布 函 数 244e 

累积 危险 率 纸 260b 

类 336f 

类 变 元 336f 

美光 向 量 475b 

类 空 向 量 475b 

类 群 600c 

类 时 向 量 475b 

天数 ”106f,600c 

类 域 418b,600d 

类 域 论 41Tc 

楼 15la 

离散 动力 系统 685e 

离散 冉 值 230c 

离散 化 方法 59a 

离散 空间 687a 

离散 流 685e 

离 数 牛顿 法 199b 

离散 拓扑 ”687a 

离散 徽 积 分 学 810b 

离散 型 分 布 244d 


离 区 型 随机 变量 
离散 性 629d 
离心 率 167d 
黎 卡 提 方 程 90b 
黎 受 ,(G. F.)B. (Georg Friedrich 
Bernhard Riemann 1826~1866) 
419b, 342a, 693b 

黎 受 边 值 问 题 371c 

黎 相 不 等 式 105b 

称 受 猜想 ”374b,599a 

黎 昌 定理 ”324e 

黎 受 度量 226c,420a,710d 

黎 蝎 方程 ( 常 微分 方程 ) 67c 

黎 昌 积分 318b 

黎 受 几何 学 419f 

多 更 假 议 428e 

黎 曼 可 积 函 数 类 318e 

获 曼 空间 (见效 曼 几何 学 ) 424e,420d 
黎 曼 - 勒 贝 格 定理 239d 

罗曼 联 络 421c 

葡 受 流 形 420c,715a 

黎 曼 流 形 的 变换 群 。 424e 
克昌 - 罗 元 定理 103e, 105b, 427e 
黎 昌 球面 ”226b,227b 

聊 曼 曲面 425d, 102f 

< 黎 受 曲面 概念 2258 

黎 曼 -斯 还 尔 杰 斯 积分 427d 

区 更 问题 67d,620b 
黎 有 更 - 希 尔 伯 特 边 值 问题 
各 要 映射 定理 224c,271f 

笋 蝎子 流 形 423b 

黎 复 已 函数 67c 

聊 受 上 函数 428c, 120f 

李 ,M. $. (Marius Sophus Lie 1842~ 
1899) 429b 

李 代数 429d, 432e,759d 

李 定 理 430e 

李 华 案 854f 

地 环 304b 

李 普 希 蒋 ，R. (0. S.)(Rudolph Otto 
Sigismund Lipschitz 1832~1903) 
432a 

李 普 希 欧 条 件 57e,239c,651a 

李 群 432c 

李 锐 (1769~1817) 434a 

李 善 兰 (1811~1882) 434e,341f 

李 特 尔 伍德 ,J. E. (John Edensor 
Littlewood 1885~1977) 435e,599c 

李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 ”436a,234a 
李 型 代数 194d 

李 型 单 群 760b 

李 亚 普 诺 夫 ，,A. M. (Amexcasmp 
Muxaiinonus JIanyuos 1857~1918) 
436e 

李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 74b 

李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 “73a 

地 亚 普 诺 夫 定理 855f 

李 亚 普 诺 夫 函数 74e 

李 亚 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 72f 

地 亚 普 诺 夫 直接 法 74b 


244c 


371d 


李 伍 (1892~1963) 437a 

李 冶 (1192~1279) 431c 

里 英 ,W. (Walther Ritz) 438d 

里 茨 法 ( 见 里 茨 -加 唐 金 方法 ) 438d,439a 


里 茨 -加 万 金 方法 438d 
里 夫 斯 ,C. M. (C. M. Reeves) 74Ib 
里 真 特 ,N. W. (N. W. Rickert) 628d 


里 村 尔 ,C. (C. Riquier) 512f 
里 奇 ,G. (Gregorio Ricci-Curbastro 
1853~1925) 439d,343a,420b 

里 青 方 程 423d 

里 再 晶 率 ”422d 

里 青 张 量 422d 

里 斯 ，F. (F.) (Frigyes Frédéric Riesz 
1880~1956) 439e 
里 斯 ,M. (Marcel Riesz) 
里 斯 变换 237a,532c 
时 斯 表现 定理 12d 
里 斯 定理 270d 

里 斯 - 菲 会 尔 定理 439f 
里 斯 - 费 着 尔 定理 239e 
里 斯 - 索 林 定理 640b 
里 斯 位 势 ”728e 

里 希 特 天 了 ,R. D, (Robert Davis 
Richtmyer) 350e 

理论 计算 机 科学 440a 

理论 理 辑 588e 

理想 113d,304e,430a 

理想 化 原理 192b 

理想 类 群 106f,417f 

理想 命题 744e 

理想 群 106e,417f 

理想 数 600b 

理想 数学 744f 

力 迫 方法 444f 

力 迪 概念 ”445a 

力 迪 条 件 445a 

力 迪 语言 445a 

立体 度 测 法 317b 

利 埃 纳 尔 方程 62c 

利 斯 于 ,本 B. (Johann Benedikt Listing 
1808~1882) 693a 

家 属 度 480f 

连 分 数 445e 

连通 度 680c 

连通 空间 688b 

连通 图 680c 

连通 性 796d 

连续 “163c,294c 

连续 变形 691e 

连续 法 200b 

连续 公理 ”497b, 566d 

连续 模 446c 

连续 机 函数 446e 

连续 谱 ”527a 

连续 曲线 294d 

连续 群 688c 

连续 统 581f,688b 

连续 统 假设 446f 

连续 统 问 题 446f 


62le 


连续 线性 泛 函 12d,179b,763f 
连续 线性 算 子 763 了 
连续 型 分 布 245b 
连续 型 随机 变量 
连续 性 158f 
连续 性 原理 730a 
连续 选择 163c 
连续 映射 295a,687d 
联合 通 近 441e 
联合 分 布 函数 245a 
联合 密度 函数 245c 
联接 函数 148d 
联 立 竺 番 图 运 近 
联络 论 448b 
联络 系数 448c 
联络 形式 ”421a 
链 700b 

链 群 664d 
链条 件 739c 
良 序 785c 

良 序 定理 787a 
良 序 集 332e,785c 

量 测 方程 397b 

两 点 边 值 问题 52a 

两 点 分 布 247 表 

两 点 制 线 法 199e 

量词 797e 

雇 山 涛 (1920~ 。 ) 26b 

列 晶 季 耶 夫 ,A. 中 . (Amekceg Denoponas 


245b 


Bf 


Jieomraes 1917~ ) 121ec,223e 
列 联 家 449f 

列 梅 冀 , 王 . 中 (E. 中. Pexes) 223a 
列 梅花 算法 615c 


列 维 ,E. E. (Eugenio Elia Levi) 
列 维 分 解 433e 

列 维 - 齐 维 塔 ,T. (Tollio Levi-Civita 
1873~1941) 450f,343a 

列 维 - 齐 维 浴 联 络 421d 

列 维 - 齐 维 塔 平行 移动 421f 

列 维 问题 147b 

列 维 引 理 414e 

列 线 图 635e 

列 主 元 素 消 元 法 774d 

轧 接 乱 阵 681b 

舒 域 687e 

邻 域 基 ”687e 

邻 域 系 796c,687e 

林 扰 伯 格 - 费 勒 定理 856a 

林 德 伯 格 - 菜 维 定理 855f 

林 德 勒 夫 ,E. L. (Ernst Leonhard 
Lindelaf1870~1946) 297e,489e 
林 德 曼 ,，(C. 工 .)F. von (Carl Louis 
Ferdinand von Lindemann 1852~ 
1939) 78f 

宁 登 堡 - 洪 斯 基 代数 ”40b 

林家 起 (Lin Chia-Chiao 1916~ ) 
451b 

宁 尼 克 ,IO. BB. (IJOpun Baammeapoaaw 
Jiaaaax 1915~1972) 560c 

宁 斯 秦 特 - 府 加 莱 方 法 70f 


145f 


911 


临界 点 98f,203e 

临界 点 理论 392e,487b 

临界 值 98f 

霍 测 集 214f 

轩 长 向 量 475b 

办 点 ”653c 

墨 点 的 孤立 性 653c 

要 对 象 186f 

替 多 项 式 154c 

办 函数 123e 

办 集 214f 

畦 矩阵 377c 

办 空间 14a 

零散 单 群 811d 

畦 态 射 187a 

畦 向 量 769a,771e 

办 型 173c 

黑 型 文法 630e 

办 元 素 15c,546e 

村 元 运算 177d 

刘 徽 451c,317d,328d 

刘 维尔 , 上 (Joseph Liouville 1809~ 
1882) 453c 

刘 维 尔 定理 653d, 682a 
刘易斯 ,C. I. (C. I. Lewis) 482c 

留 数 453e 

留 数 定 理 453f 

流 700a 

流动 奇 点 66c 
流 数 491c,652f 

流 形 454c 

流 形 的 席 加 某 对 偶 定 理 

流 形 上 的 分 析 455a 

流 形 上 的 偏 微分 算 子 457d 

流 形 上 的 向 量 场 432d 

槐 斯 捷 尔 尼克 ，, JI.A. (JI. A. Jincrepnmx) 
99c 

龙 贝 格 公式 617f 

龙 格 定理 147f,221f 

龙 格 - 库 塔 法 ( 见 常 微分 方程 初 值 问题 数 
值 解法 ) 458b,59b 

陵 措 什 方法 108e 

座 措 什 现 泉 ”108f 

卢 津 , H. H.(Huxonan Hpxomaeams 
JIyann 1883~1950) 458b 

卢 津 铺 想 233e,458d 

卢 津 定理 413f 

卢 津 问题 458d 

卢 伊 ,H, (Hans Lewy 1904~。 ) 
459b, S17¢ 

鲁 宾 孙 ,A.(Abraham Robinson 1918~ 
1974) 193b,485c,605f 

得 宾 孙 ,C.(C. Robinson) 705b 

得 宾 孙 ,R. M. (Raphael Mitchel 
Robinson 1911~  ) 506a 

鲁 菲 尼 ,P. (Paolo Ruffini 1765~1822) 
358b 

重 歌 定理 454b 

陆 启 狼 (1927~ 。 ) 150d 

虽 闯 尔 ,D. (D. Ruelle) 705d 
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665c 


吕 洛 特定 理 819d 

滤波 459c 

李 生 素数 628c 

李 生 素数 猜想 ”628c 

禾 形 面 ”54Ib 

元 换 844b 

< 论 三 角 。 558b 

《< 论 有 关机 过 问题 的 求解 > 

论 域 590b,797b 

罗 巴 切 夫 斯 基 ,H. WM. (Huxonan 
Vaaposus JJo6aqescgaE 1792~1856) 
460e, 195e, 342a 

罗 已 切 夫 斯 葵 函 数 196d 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 195f 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公理 系统 

罗 巴 切 夫 斯 类 平行 公理 195f 

罗 实 斯 ,H. (Herbert Robbias) 641b 

罗 宾 条 件 508a 

男 擅 里 裙 斯 方程 540b 

罗 擅 里 格 斯 公式 656e 

罗 尔 ,M. (Michel Rolle 1652~1719) 
719a 

罗 尔 定理 719a 

男 骨 ,G. (Gustav Roch 1839~~1866) 
214b 

罗 伦 内 ,P。(Paul Lorenzen) 613a 

罗 米 格 ,H. G. (H. G. Romig) 784e 

罗 奇 伯 格 ,R.(R. Rochberg) 533c 

罗 萨 克 ,B. H. (B. H. Pycak) 807f 

男 塞 ,]. B. (John Barkley Rosser) 505f 

男 琳 ,]. B. (J. Ben Rosen) 82le 

(A. Roth) 222b 

A. W.(Bertrand Arthur 
William Russell 1872~1970) 461a 

罗 案 导论 ( 见 悖 论 ) 461c,19e 

罗 特 ,K. F. (Klaus Friedrich Roth 
1925~ ) 131f,205ec 

罗 伊 ,S. N.(S. N. Roy) 156e 

罗 伊 特 ,A. V. (A. V. Roite) 369c 

还 辑 常 项 589d 

还 辑 导数 736a 

轴 辑 底数 学 588f 

逻辑 符号 ”589e,798a 

运 辑 公理 798c 

逮 辑 斯 带 588e 

逮 辑 斯 带 方 法 588f 

逮 辑 斯 还 分 布 250 表 

逮 辑 推理 461f 

杂 辑 推论 477b 

逻辑 演算 ”461d,590a 

水 辑 主义 ( 见 数学 基础 ) 462b,605c 

螺 线 543d 

洛 必 达 ,G. -F. -A. de(Guillaume- 
Frangois-Antoine de L'Hospital 
1661~1704) 462b 

洛 必 达 法 则 719c 

洛 津 斯 基 ,，C. M. (C. M. Jlosuncxua) 
768a 

洛 卡 费 支 ，R. T. (Ralph Tyrrell 
Rockafellar 1935~ ) 201f 


18c 


196a 


洛 朗 级 数 462d 

洛 记 展开 式 462d 

洛 伦 蒋 ,E. N. (E. N. Lorenz) 705c 
洛 伦 英 ,G. G. (G. G. Lorentz) 216a 
洛 伦 蒋 变 换 475b 

洛 伦 英 流 形 的 几何 学 420b 

洛 伦 英 群 127c,475b 


ys 

马 带 尼 方 程 757d 

马 T,D. A. (Donald A. Martin) 447d 

马丁 ,R. S. (Robert S. Martin) 73Ib 

马丁 边界 73ib 

马丁 边界 理论 464c 

马丁 积分 表现 731c 

马丁 空间 731b 

马尔 采 夫 ,A. I。 (Anaronn Vaanopay 
Mansuen 1909~1967) 485c 

马尔 客 良 热 ,B. (Bernard Malgrange) 
S3le 

马尔 可 夫 ,A. A. (Annpef AmmpeeBms 
Mapxos 1856~1922) 463a,506b 

马尔 可 夫 不 等 式 100d 

马尔 可 夫 策略 467b 

马尔 可 夫 的 正规 算法 630c 

马尔 可 夫 过 程 463b 

马尔 可 夫 决 策 过 程 466d 

马尔 可 夫 链 “463e 

马尔 库 利 斯 ,A. (Tpuropnn A. Mappy- 
anc1946~ ) 206a 

马尔 姆 李斯 特 ,J, (J. Malmquist) 68d 

马尔 姆 诗 斯 特定 理 68d 

马 格 内 斯 ,E. (E. Magenes) 651d 

马 圭 利 斯 ，G. A. (G. A. Magulis) 635b 

马克 多 诺 多 恒等式 ”194f 

马克 劳 林 , C.(Colin Maclaurin 1698~ 
1746) 468e 

马克 劳 林 级 数 653b 

马 利 阿 温 ,P。(Paul Malliavin) 530a 

马 钦 凯 维 奇 ，].。 (J6zef Marcinkiewicz 
1910~1940) 8la,436a 

马 钦 凯 维 奇 乘 子 定理 81b 

马 塞 拉 ,].L. (J. L. Massera) 65a 

马 恶 ,了 N. (John N. Mather) 392f 

马 施 克 ,H. (H. Maschke) 55Ib 

马 施 友 狂想 42d 

马 施 克 定理 369c,550d 

马 斯 利 ,J. (J. Masley) 217b 

玛雅 数学 469a 

近 尔 斯 定理 422e 

还 切 尔 斯 大,J. (本 Mycielski) 787e 

近 囊 ,YY. (Y. Meyer) 533c 

麦 比 乌 斯 , A. F. (August Ferdinand 
Mobius 1790~1868) 469c,567b 

麦 比 乌 斯 变换 869a 

毒 比 乌 斯 变换 群 271f 

麦 比 乌 斯 带 20f,540e,687c 

踊 比 乌 斯 反 演 公 式 。601c 

麦 比 乌 斯 函数 600f 

麦 攻 思 ,HH. P. (Henvy P. McKean) 466a 


走 金 托 什 ,A. (A. MeIntosh) 533c 

才 金 西 ,J. C. C. (J.C. C. Mekinsey) 
483a 

麦 科 尔 ,H, (H. MacColl) 482c 

类 克 安德鲁 ,，M. H. (M. H. McAndrew) 
25f 

麦克 丹尼尔 ,W. (W, MeDaniel) 698d 


麦克 弗 ,M. ( Maurice Machover) 193b 

中 克 莱 思 ,S. (Saunders Maclane 
1909~  ) llsd 

麦克 里 芒 ,K. (K. MeCrimmon) 195d 


雪 克 马 洪 , P. A. (Percy Alexander Mac- 


mabon 1871~1948) 832d 

中 克 米 伦 ,B. (B.McMillan) 778b 

满 射 687d,804a 

满 态 射 186e 

更 ,H. B, (H. B. Mann) 579a 

机 德尔 秩 罗 伊 ,S. (S. Mandelbrojt) 
224e 

曼 格 尔 德 特 ,H. von (H. von Mangoldt) 
428e 

受 格 尔 德 特 函 数 。 601a 

要 诺 利 ,G, (G. Mannoury) 41d 

芳 福 怨 ,D.B.(David Bryant Mumford 
1937~  ) 206a 

毛 几 恒 等 式 194f 

毛 瑞 尔 ,L. (Ludwig Maurer) 
758f,777b 

放 举 定理 209b 

要 举 函 数 125a 

禄 尔 接 良 ,C. H。(C. H. Meprennn) 
222a, 807¢ 

梅 克 齐 ，W, A. (W, A, Makezie) 582e 

梅 二 ,HH C. R.( Hugues Charles Robert 
Meray 1835~1911) 581d 

梅林 ,R. H. (Robert Hjalmar Mellin 
1854~1933) 235f 

梅林 变换 235f,311e 

梅林 反 变 换 311c 

梅内 克 绿 斯 (Menaechmus 公元 前 生 世 纪 
中 叶 ) 341f 

梅 钦 ,J. (John Machin) 652f 

梅森 定理 141d 

梅森 数 469d,598e 

梅 文 暴 (1633~1721) 469f 

门 格 ,K. (Karl Menger) 727a 

门 罗 ,S. (S. Monro) 64Ib 

蒙 蒂 克拉 ,J E.(Jean Etieane Montucla 
1725~1799) 470e 

象 哥 马列 ,H. L. (H, L. Montgomery) 
560f 

莹 日 ,G. (Gaspard Monge 1746~1818) 
470f,342c 

锭 日 -安培 算 子 202e 

演 日 锥 799e 

荣 泰 尔 ,P. (Paul Montel 1876~1975) 
225c 

蒙特 卡 罗 法 “471b 

次 永昌 十 (lyanaga Sh5kichi) 5b 

过 向 场 524a 


过 向 平面 382e 

过 向 直线 382b 

米 ,G. (G. Mie) 744b 

米尔 思 ,E. A. (E. A. Milne) 725d 
米尔 诺 ,J。W. (John Willard Milnor 
1931~  ) 206a,694a 
米尔 斯 ,RL. (R. L. Mills) 792c 
米 元 林 ,C.T, (C. .Muxnun) 
Blc,684f 

米 末 林 科 于 定理 BIc 

米 库 幸 斯 基 ,J. (J]. Mikusinskii) 276d 
米 洛 ,H. (H. Milloux) 297f 

米 增 - 列 夫 勒 ,(M.) G. (Magnus Gustaf 
Mittag-Leffler 1846~1927) 473b 
米 塔 - 列 夫 勒 定理 147e,789f 

米 鞭 利 姆 ,S.G. (S. G. Michlim) 237a 
米 泽 斯 ,R. von (Richard von Mises 
1883~1953) 413d 

密度 338d 

密度 函数 245b 

密切 平面 542e 

密切 国 543b 

泽 等 给 库 379b 

等 等 元 素 15c 

办 函数 93d 

加 级 数 (见解 析 函 数 项 级 数 ) 473f,3241， 
372b 

竺 集 39f,331d 

每 集合 公理 335c 

等 结合 代数 194e 

舌 结 合 环 304c 

村 村 的 ( 环 ) 305c 

等 界 的 ( 李 代 数 ) 430d 

要 军 根 366a 

等 办 群 813b 

等 么 根基 759c 

界 女 群 759b 

面 15la 

面积 分 16la 

面积 函数 473f 

面积 积分 473f 

面积 原理 119b 

描述 性 统计 593e 

闵 科 夫 斯 基 ，H. (Hermann Minkowski 
1864~1909) 474c 

闵 科 夫 斯 基 不 等 式 ( 见 积分 不 等 式 ) 
474f,312e 

闻 科 夫 斯 基 儿 何 566b 

六 科 夫 斯 基 空间 《474f 

六 科 夫 斯 基 时 空 全 4 仁 

六 而 锥 (1913~，。 ) 267e 

明 安 图 ( ? ~ 约 1764) 476a 
明 蒂 ,G. J. (George James Minty) 204a 
明 洛斯 , P.A. (P. A. Maazxoc) 182c 
明显 解 754e 

命题 公理 798c 

命题 连接 词 589d 

命题 未 辑 416f 

命题 演算 ( 见 命题 逐 辑 ) 477e,477c 
处 勒 方法 78a 


绎 鲁 ,R. M. (R. M. Miure) 54a 
模 417f,226f 

机 变换 484d 

模 度 格 267b 

模 度 律 267b 

模 分 布 论 297f 

模 函 数 479e,485a 

模糊 集 797b 

< 模 翰 集合 > 480d 

模糊 集 论 797b 

模 贿 远 辑 ( 见 多 值 远 辑 ) 480c,162f 
模糊 拓扑 学 797b 
模糊 性 数学 480d 

模 空 间 426e 

模 扩 张 662f 

模 群 ”635a,654b 

模式 搜索 法 740c 

模 态 运 辑 482b 

< 模 态 轴 辑 》 482e 

< 模 太 理 辑 的 一 个 完全 性 定理 > 
< 机 态 到 辑 引 论 > 483f 
模 态 模型 论 483c 

< 模 态 模型 论 > 464a 

模 同 术 478b 

模 系 数 记 数 法 668f 

模 形 式 484d 

模 形 式 论 484c 

模型 485c 

模型 论 485b,590e 
模型 完备 的 理论 486b 
模型 误差 742d 

机 四 的 剩余 类 ”668b 

模 m 的 有 次 剩余 171e 
机 四 的 惠 次 同 余 式 668d 
模 唱 的 原 要 171c 
模 户 的 户 次 简 余 特征 
模 人 的 特征 12le 
度 群 8lle 

莫 德 尔 ,L. J, (Louis Joel Mordell 1888~ 
1972) 484f 

其 德尔 狂想 34e 

英 德 尔 方程 34d 

莫 尔 斯 ,H. M. (Harold Marston Morse 
1892~1977) 481a,392e,694b 

黄 尔 斯 ,P. M. (Philip MeCord Morse 
1903~  ) 4llb 

莫 尔 斯 不 等 式 99b, 487c 

莫 尔 斯 理论 487b 

美 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 704c 

英 栅 邦 特 思 ,O. (Oskar Morgensten) 
140e, 154a,218f 

黄 寺 拉 定 理 389f 

其 利 ,C. B. (C. B. Morry) 713a 
英利 ,M. (M, Morley) 485c 
黄 佩 蒂 ,P. -L. M. de (Pierre-Louis 
Moreau de Maupertuis 1698~1759) 
23f 

甘 斯 托 夫 斯 基 ,A. (Andrzej Mostowski) 
270b 

英 泽 ,J. K. (Jirgen Kurt Moser 


483c 


nf 
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1928~  ) 203d,26c 

默 里 ,F. H. (F. H. Murray) 53b 

黑 里 ,F. J]。 (Francis J. Murray) 
180b, 218f, 229a 

跌 碰 斯 ,H. (H. Mertens) 374c 

母 函 教 831f,863b 

母体 860f 

母线 164a,541c 

目标 函数 604c 

称 迪 ,R, (R. Moody) 431f 

物 尔 ,R. E. (R. E. Moore) 536f 

称 尔 - 闲 罗 斯 广义 过 矩阵 279f 

穆 肯 者 普 特 ,B. (B. Muckenhoupt) Ib 

穆 切 尼克 ,A. A. (Al'bert Aramovig 
Mutnik) 38a 

穆 斯 舱 利 什 维 利 ,H. H.(Huwonai Haano- 
nus Mycxenumsnnu 1891~1976) 


314d 
NE 


纳 拉 西 姆 汉 ,R.(Raghaven Narasimhan) 
148e 

纳 皮 尔 ,小 (John Napier 1550~1617) 
489a 

纳什 ,J. F, (John F. Nash) 423f 

纳什 -其 泽 技巧 203d 

纳 维 , C。(-L,-M.-H.) (Claude-Louis- 
Marie -Henri Navier 1785~1836) 
623f 

纳西 尔 丁 ,图 西 (Nasir al-Din al- 
Tisi 1201~1274) 489c 

泰 玛 克 ,M. A.(M. A. Hanuapx) 
180¢,241b 

订 曼 分 配 85d 

座 曼 -皮尔 森 理 论 361c 

床 特 (nat) 778d 

奈 望 林 纳 ,R. (Rolf Nevanlinna 1895~ 
1980) 489d 

计 望 林 纳 函数 族 370c 

奈 望 林 纳 理论 297f 

找 率 543b 

找 率 张 且 421c 

挠 曲线 543b 

挠 群 738e 

挠 子 模 662e 

内 参数 677e 

内 播 47d 

内 播 型 求 积 公式 617d 

内 点 66la 

内 积 497d,746b,770a 

内 积 空间 746c 

内 楼 151a 

内 连续 294d 

内 模型 法 270a 

内 射 666d 

内 射 分 解 662a 

内 射 模 478f 

内 射 维 数 。662b 

内 托 ,E, (Eugen Netto 1848~1919) 
548c 
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内 自 同 构 549b 

能 观测 性 397c 

能 控 性 ”397e 

能 量 不 等 式 621e 

能 重 积分 621e 

能 量 面 24d 

能 量 原理 730a 

能 行 描述 集合 论 209d 

能 行 性 629e 

尼尔森 - 施 赖 埃 尔 定理 (无 限 群 ) 739f 
尼 尔 斯 ,J. (Jakob Nielse) 36d 
尾 尔 斯 数 36d 

尼 科 利 斯 基 ,C. M. (Cepren MuxaRnonmy 
Haxomsexnn 1905~，。 ) 293b 
尼 伦 伯 格 , 工 . (Louis Nirenberg 
1925~  ) 10a,531f 

尼 太 斯 基 ,2. (Z. Nitecki) 704e 
氢 保 角 映射 489f 

拟 共 形 映射 489f 

拟 合 模型 544e 

拟 合 优 度 检 验 361a 

拟 过 特 卡 罗 法 472f 

报 牛 顿 法 492c,200a 

报 球面 197c 

撤 西 域 147a 

拟 线 性 偏 微分 方程 (组 ) 51lb 
报 阵 866a 

拟 正则 305e 

执 正则 左 (或 右 ) 理 想 305e 

迷 变 函 子 “187e 

着 范畴 ”186d 

逆 高 斯 分 布 247 表 

北 关 系 804d 

逆 务 数 124b 

递 矩 阵 377d,279f 

北 算 子 763e 

地 映射 804a 

进 元 227c 

地 元 素 112b,546d 

年 希 码 ( ? ~1739) 490e 

粘性 351c 

粘性 消失 法 620c 

湿 尔 谢 相 ,A. 6.(A. 6. Hepcecan) 
222e 

凝聚 原理 279c 

牛顿 ,1.(Isaac Newton 1642~1727) 
491a 

牛顿 插值 公式 47e 

牛顿 法 492a,77e, 198e 
牛顿 解 ( 常 微分 方程 ) 56d 
牛顿 - 科 英 公式 617d 
牛顿 - 拉 弗 森 法 。 492a 

和 牛顿- 莱 布 尼 茨 公式 161d,317c 
牛顿 位 势 728e 
牛顿 向 前 插值 公式 ”48a 

纽 素 斯 ,S. (S. Newhouse) 705e 
纽 结 的 不 变量 492f 

纽 结 理论 492c 

纽 结 问题 691f 

纽 枫 ,B, H. (Bernhard Herman 


Neumann 1909~，。 ) 103a 

纽曼 ,D. J. (D. J.Neuman) 807c 

诺 盖 ,F. (Francois Norguet) 147b 

诺 模 图 ( 见 算 图 ) 493e,635d 

诺 特 , (A.) E. (Amalie Emmy Noether 
1882~1935) 493e,693e 

诺 特 ,，F. (F. Noether) 533e 

诺 特 ，M. (Max Noether 1844~1921) 
494b 

诺 转 定理 534a 

诺 特 环 364b 

诺 转 模 478c 

诺 瓦 克 ,W. G. (W. G. Nowak) 267e 

湛 维 科 夫 ,I. C. (Tlerp Cepreenun Honu- 
xon 1901~1975) 504f 

诺 维 科 夫 ,C. IIL.(Ceprea Ilerpoaas Hos- 
uxos 1938~  ) 206a 

诺 伊 曼 ,C. G. von(Carl Gottried von 
Neumann 1832~1925) 494e 

诺 伊 曼 条 件 507f 

诺 伊 受 问 题 512b, 683e 

Ow 

欧 多 克 案 斯 (Eudoxus 约 公元 前 400~ 
前 347) 495a 

欧 几 里 得 (Euclid 公元 前 300 前 后 ) 
495b, 341f 

欧 几 里 得 几何 公理 系统 

欧 几 里 得 几何 学 495d 

欧 几 里 得 空间 497d 

欧 几 里 得 算法 830b 

欧 拉 ,L. (Léonhard Euler 1707~1783) 
498b, 691d 

欧 拉 常 数 499a 

欧 拉 定理 151b,539f,668d 

欧 拉 多 面体 公式 691d 

欧 拉 方程 757c 

欧 拉 方法 ”350c 

次 拉 格式 350c 

欧 拉 函数 668c,600f 

区 拉力 679b 

欧 拉 示 性 数 

殉 拉 数 691f 

歌 色 环 366a 

歌 氏 几何 495e 

殉 氏 空间 136e,497d 

欧 氏 空间 的 积分 几何 316b 

欧 氏 平面 的 积分 几何 315c 

欧洲 中 世纪 数学 499b 

偶 函 数 290b 

偶数 环 304d 

偶 是 的 ”844b 

巾 抱 ,H.(H, PadE) 501a 

帕 德 带 过 501a,616d 

翰 德 玫 501b,616f 

得 德 方 程 组 501c,616e 

则 和 尔 ,G.(G. Pall) 173f 

掀 莱 斯 , R. S. (Richard Sheldon Palais) 


743f 


540f 


99d 

帕 莱 斯 -斯 梅 尔 条 件 99d 
帕 鲁 托 ,V-.(V- Pareto) 
帕 雪 托 分 布 250 表 

巾 里 斯 ,J. (Jeff Paris) 84Ib 

帕 利 斯 ,]。(Jaoob Palis) 704c 

帕 普 斯 (Pappus 约 300~350 前 后 ) 501e 
帕 普 斯 定理 565c 

帕 会 伐 尔 公式 233f,520e,735f 
巾 施 ,M. (Moritz Pasch 1843~1930) 
567b 

帕斯卡 ,B. (Blaise Pascal 1623~1662) 
5011, 342c, 860d 
帕斯卡 定理 565b 
帕斯卡 分 布 247 表 
排队 论 502b 

潘 承 洞 (1934~ ) 
判别 分 析 157c 
判别 式 107e 
判定 问题 504d 
判断 抽样 ”84e 
庞 加 莱 , (J.-) H. (Jules-Henri PoincarE 
1854~1912) 506c,110e,667b,693b 
斋 加 某 -本 迪克 松 环 城 定理 62d 
庞 加 莱 猜 想 507b 

庞 加 菜 定 理 541a,831c 

庞 特 里 亚 金 ,用 C. (Jlen Cewaaomaw 
Tlomrparun 1908~，。 ) 501d， 
392e, 396f 

虎 特 里 亚 金 - 范 次 珀 定理 553b 

庞 特 里 亚 金 示 性 类 753a 

抛物 点 540a 

抛物 面 165 表 

失物 线 167f 

抛物 线 插值 公式 47e 

抛物 线 法 320d 

抛物 线 方 程 16Ba 
抛物 型 偏 微 分 方程 ”50Te 

扫 物 型 的 面 426e 

执 物 柱 面 165 表 

佩 蒂 斯 积分 203e,773b 

佩带 斯 可 积 773b 

佩 尔 方程 ”33e 

佩 利 ，R. E. A. C. (Raymond E. A. C. 
Paley) 234b 

佩 利 - 维 纳 定理 ( 见 傅 里 叶 变换 ) 

509d, 232b 

佩 隆 ,O. (Oscar Perron 1880~ ) 
74b 

佩 尼 罗 ,A. J], (A. J. Peniro) 
佩 奇 ,A, (A. Page) 629b 


154a 


lf 


195a 


佩 辛 ,B. (B. Ilecun) 26b 
佩 痒 ,下 . 中 (中 D. Tlexun) 705d 
配对 函数 124d 

配对 问题 243f 

配 极 对 应 565b 


闵 罗 斯 ,R. (Roger Penrose 1931~  ) 
279f 

彭 赛 列 ,J.-V, (Jean -Victor Poncelet 
1788~1867) 509d, 342d, 567a 


鼻 因 于 法 262a 

皮卡 ，(C.-) 记 . (Charles-Emile Picard 
1856~1941) 509f,36b 
皮卡 第 二 定理 ”837a 

皮卡 第 一 定理 ”837a 

皮 科 克 ,G. (George Peacock 1791~1858) 
510b 

皮 克 ,G. (G. Pick) 869a 

皮 里 奥 ,A. (A. Piriou) 238c 

皮 亚 诺 ,G. (Giuseppe Peano 1858~1932) 
S10c, 692a, 726f 

皮 亚 诺 东 57d 

区 配 法 71f 

偏差 定理 119a 

偏 导 数 S10e, 159c 

偏 繁 分 方程 S11a 

偏 繁 分 方程 边 值 问题 差分 方法 514e 
偏 微分 方程 初 值 问题 差分 方法 ”516d 
偏向 分 方程 的 基本 解 518d 
偏 微分 方程 的 阶 数 “S11b 
偏 微分 方程 特征 理论 519a 
偏 微分 算 子 的 特征 值 与 特征 函数 
偏 相关 768e 

偏 序 785b 

偏 序 关系 305f 

偏 序 环 306a 

偏 序 集 366e,785b 

频率 直方 图 793e 

频 域 分 析 578c 

平 点 540a 

平凡 区 844c 

平凡 拓扑 ”687a 

平凡 于 空间 772a 

平方 通 近 615a 

平方 通 近 度 292c 

平方 机 法 775c 

平方 和 同 题 137d 

平方 平均 收 敏 415b 

平衡 点 140a 
平均 俐 历 定理 
平均 法 71c 
平均 绝对 偏差 733f 
平均 曲率 ”540b 
平均 收 仇 254e 
平均 算 于 “810e 
平面 521e 
平面 多 边 形 143a 
平面 方程 的 法 线 式 
平面 方程 的 搬 距 式 
平面 方程 的 三 点 式 
平面 方程 的 一 般 式 
平面 仿 射 坐标 生 换 
平面 曲线 543c 
平面 图 680f 
平面 折线 143a 
平面 直射 群 564d 
平面 类 164d 
平 晶 算 图 ”637d 
平坦 模 479c 
平稳 过 程 522d 


520c 


25b 


S21f 
S2le 
S2le 
521d 
871a 


平 我 序 列 的 遍历 性 100c 
平 牧 自 回归 - 清 动 平均 模型 (ARMA 模型 ) 
578f 


平行 公理 497b 


平行 四 边 形 规则 769e 
平行 投影 189c 
平行 线 把 197c 
平行 线束 197a 
平行 向 量 场 “421e 
平行 移动 420f 
平移 变换 95a 
平移 群 55d 

评级 862c 


泊 松 ,S$. -D. (Sim&on-Denis Poisson 
1781~1840) 524c 

泊 检 方程 683d, 524d 

泊 松 分 布 524e 

泊 松 过 程 525 

油 松 积分 370e, 660d 

泊 松 括号 “238b, 287d,800e 

泊 松 型 分 布 525a 

泊 松 正 向 稳定 ( 轨 线 ) 686c 

罗 摩 答 多 ( Brahmagupta 约 598~ 
约 665) 525e 

婆 什 迎 罗 第 二 (Bhiskara 了 [1114/1115~ 
约 1185) 526a 

锌 素 集 合 论 332a 

葡 记 极限 定理 856e 

普法 夫 方 程 697f 

普法 夫 形式 697f 

普 拉 托 问题 3308 

普 某 姆 利 ,] (Josef Plemeli) 67d 

葡 莱 斯 纳 ,A. (A. Plessner) 459a 

普 朗 歌 尔 ,M. (Michael Plancherel) 
458e 

普 明 歌 尔 定理 554a,835f 

总 劳 摆 特 - 浴 里 定理 138d 

普 针 斯 伯 格 ,M.〔(M. Presburger) 505d 

普 里 页 洛 夫 , MM. (Vsan Vsa nous 
Tpnsanos 1891~1941) 225c,370e 

车 林 斯 海 妈 ,A. (Alfred Pringsheim 
1850~1941) 327d 

普 昌 克 ,， 上 (Julius Pliicker 1801~1868) 
526b, 567b 

谱 227e,527a 

谱 半 径 227e,527b 

谱 测 度 527b, 528f 

庶 窗 估计 578d 

谱 点 227e 

谱 分 解 定理 527e 

谱 分 析 529d, 578e 

谱 函 数 的 渐 近 式 ”521a 

谱 函 教 与 特征 值 的 浙 近 式 

谱 集 527a 

谱 空间 227f 

谱 论 526d 

谱 算 子 528e 

谱系 527d 

谱 序 列 663c 

谱 综合 ”529c 


52Ib 
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期 望 610a 


期 望 模型 192e 

齐 次 积分 方程 219c 

齐 次 射影 坐标 170b 
齐 次 随机 场 ”524a 

齐 次 线性 方程 组 760d 
齐 次 坐标 562b 

齐 平 ,L.(Leo Zippin) 432d 
齐 性 183d 

齐 性 空间 531a,752d 

齐 性 空间 的 积分 几何 316c 
齐 性 克昌 流 形 531c 

齐 性 流 形 531a 

齐 性 域 150b 

青皮 61a,392f,692e,703f 
奇 点 解 消 定理 104e 
奇 点 指数 62b 

奇 解 89e 

青 异 46a 

奇异 边 值 问题 54c 

青 异 点 16 和 

奇异 方向 164c 

彰 异 函数 807a 

奇异 积分 531f 

奇异 积分 的 交换 子 533a 
奇异 积分 方程 533e 

琳 异 积分 算 子 532b, 236f 
奇异 积分 算 子 的 符号 演算 法 则 237d 
奇异 乱 阵 377d 

奇异 摄 动 70f 

奇异 数 546a 

奇异 同调 群 665e 

奇异 吸引 于 26a 

妓 点 型 模 形式 484f 

脐 点 540a,166e 

恰当 微分 方程 90e 

恰 尔 任 斯 基 ,Z.(ZTgmunt Charzy6ski) 
119c 

恰 普 雷 金 ，C. A. (Cepre Amexceeaas 
Yanaurun 1869~1942) 709d 
挝 移 测度 卷 积 半 群 731e 
前 束 范式 799a 
前 束 型 公式 799a 

钱 宝 球 (1892~1974) 534c 
漆 无 入 606d 

欠 定 的 ( 偏 微分 方程 组 ) S11b 
嵌入 定理 148e,650f 
嵌入 法 200b 

嵌入 问题 692a 

强 变 分 213b 

强 不 变 原理 646b 

强大 数 律 ”100a 
强 对 角 优 势 141f 

强 哈 塞 准则 174a 

强 解 513a 

强 可 测 务 数 772e 

强 连续 线性 算 于 半 群 639b 
强 收 仑 12c,764a 
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强 相 合 佑 计 “101d 

强 性 通 近 534e 

强 性 可 和 534e 

乔 拉 ，S。 (Sarvadaman Chowla) 
629b 

乔 姆 斯 基 ，N- (Noam Chomsky) 442a 
切合 714d 

切面 164b 

切线 ”542e,717a 

切线 标 形 543f 

切线 法 77e,492a 

切线 方向 716f 

切线 像 543f 

切 向 量 542f,714c 

切 向 量具 714d 

切 比 填 夫 ,. 1. (Tlabayrun JIsaoams 
de6umes 1821~1894) 535b,614f 
切 比 雪夫 通 近 615a 

切 比 雪夫 不 等 式 100d 

切 比 雪夫 迁 代 法 78b 

切 比 雪 夫 多 项 式 657e, 838d 

切 比 雪夫 级 数 展开 式 616a 

切 比 雪夫 交错 组 292e 

切 能 , E. (Eduard Cech 1893~1960) 
727a 

切 艇 同调 群 665f 

素 九 高 ( 约 1202~~ 约 1261) 535e 
泰 元 勋 (1923~。 ) 90d 

和 穷 声 法 317d 

琼斯 ,P. (P. Jones) 1d 

丘成桐 (Yau, Shing-Tung 1949~。 ) 
536d, 105f, 343d 

丘 奇 ,A. (Alonzo Church 1903~ ) 
440d, 126a 

正音 -图 灵 论 赴 345c 

求 积 结 点 617b 

求 积 误差 617b 

求 积 系数 617b 

求 积 余 项 617b 

求 最 小 二 乘 解 的 QR 分 解法 869e 
球 定理 422e 

球面 54le 

球 曲 面 197c 

球 谐 函 数 法 28f 

区 844c 

区 间 远 代 法 200d 

区 间 分 析 536e 

区 间 估计 537b 

区 间 引 阵 537a 

区 间 牛 顿 法 200d 

区 同 数学 536f 

区 间 套 原理 582c 

区 间 向 量 S537a 

区 域 估计 538f 

区 组 862f 

区 组 设计 582f 

和 率 ”543a 

曲率 半径 ”543b 

曲率 线 540b 

草率 加 543b 


瘟 率 张 量 ”422c,421c 
曲率 中 心 543b 

曲面 539a 
曲面 的 第 二 基本 形式 539f 
前面 的 第 三 基本 形式 540c 
曲面 的 第 一 基本 形式 539e 
曲面 的 分 类 691d 
曲面 的 内 奖 性 质 540c 
曲 纹 坐标 87le 

曲线 542c 
曲线 的 局 部 性 质 542e 
曲线 论 的 基本 定理 543c 
曲线 拟 合 544d 
曲线 氢 合 问题 869c 
曲线 坐标 87le 

届 尔 沙 克 , J. (J6zsef Kiirsch&k 1864~ 
1933) 229e 

权 务 数 837e 

权 系 433b 

全 变 差 测 度 45e 

全 测 地 子 流 形 423e 

全 称 量词 797e,589c 
全 纯 函 数 。224b,370a 
全 纯 函数 拟 正规 族 837b 
全 纯 函数 正规 族 836f 
全 纯 载 面 曲率 226d 

全 纯 凸 性 147a 

全 纯 向 量 从 309f 

全 等 变换 94e 
全 等 变换 群 95a 

全 递归 函数 124c 

全 概率 公式 243f 

全 务 数 “123e 

全 局 识 莽 58f 

全 连续 函数 806e 

全 连续 算 子 545b 

全 面 质量 管理 675b 

全 找 率 544a 

全 曲率 543f 

全 实 函数 环 304d 

全 微分 546c,159d 

全 微分 方程 90e 

全 序 785c 

全 序 集 785c 

全 序 理 论 798d 

全 有 限 的 测度 空间 44c 
全 正则 分 离 公理 687f 
全 正则 空间 687f 

全 主 元 素 消 元 法 774d 
全 有 限 测 度 空间 44c 
确定 型 ”441c 

群 546d,112b 

群 表示 论 550c 

到 代数 553c,228e, 369c 
群 的 公理 546d 

属 的 性 质 813a 

必 环 663b 

群 上 很 里 叶 分 析 551e,235a 
群 上 调和 分 析 551e 
群 上 字 44la 


如 再 
斥 动 72e 


热传导 方程 ( 见 抛物 型 偏 微分 方程 ) 
555a, 507e, 511d 
热传导 方程 的 初 边 值 问题 ”508a 
热传导 方程 的 初 值 问题 508a 

热传导 方程 的 基本 解 508a 

< 热 的 解析 理论 > 232e 

热 尔 岗 小 -D. (Joseph-Diez Gergonne 
1771~1859) 555a 

在 德 几 317a 

任意 拉 格 朗 日 - 欧 拉 方法 351b 

日 费 拉 科 夫 ,K. A. (K. A. Kusnaxos) 
195c 

容 斤 原理 863e 

容忍 区 间 538f 

容忍 恨 538f 

容许 理想 理论 366e 

容许 性 准则 (统计 决策 ) 672a 
药 笠 夫 斯 基 ,H. EE. (Hawomag Eropsenmu 
Myxoncwn 1847~1921) 225a 

药 科 夫 斯 基 函 数 271e 

软 代数 481d 

软盘 84a 

著 尔 当 , C. (Camille Jordan 1838~~1922) 
555d 

落 尔 当 标准 形式 379b 

鞍 尔 当代 数 194d 

车 尔 当 定理 143b, 151b 

荐 尔 当 分 解 45d 

着 尔 当 分 解 定理 45e 

荐 尔 当 环 ”304b 
于 尔 当 型 代数 
若 乘 英 清 。 425a 
勇 变 分 213b 
能 大 数 律 100a 
允 对 角 优 势 141f 

弱 哈 塞 准 则 174a 

区 奇 性 方程 ”314b 

允 奇 性 核 314b 

能 积分 773b 

双 解 513b 

能 可 测 773a 

又 邻 域 13b 

能 收敛 13a,254f,764b 
双 拓 扑 13b 

能 线段 连续 204a 


194d 


萨 开 里 四 边 形 196a 

休克 ,R. J. (R. J. Sacker) 261c 

萨克斯 ,G. E. (Gerald Enoch Sacks) 
126e 

萨克斯 ,J. (Jevome Sacks) 424d 

人 萨克斯,S.(Stanistaw Saks 1897~~1942) 
58ob 

萨 鲁 斯 ,P. F. (Pierre Frederic Sarrus) 
213b 


萨 马 斯 基 技 巧 199b 


萨 斯 页 ,H. J. (H. J. Sussmann) 399c 
塞 尔 ,G. R. (G. R. Sell) 26Ib 
塞 尔 ,J. P. (Jean Pierre Serre 

1926~  ) 146a,205c,693f 
塞 尔 狂 起 116e 
塞纳 特 ,G. (G. Seifert) 26ld 
密 绰 特 ,]. A. (Joseph Alfred Serret 


1819~1885) 114c 
塞 维 里 ,F. (Francesco Severi 
1879~1961) 105c 


于 护 尔 , P. L. von (Philipp Ludwig von 
Seidel 1821~1896) 233b, 328a 
夺 抱 尔 法 625b 


守 尔 伯 知 , A. (Atle Selberg 1917~  ) 


146b, 205¢, 374d 
三 次 方程 155d 
三 次 样 条 794c 


角 方 程 的 通 解 ”559c 
角 分 解法 774f 

月 函数 92e, 558d 
角 务 数 系 ”839b 


角形 规则 769e 
角 学 558b 

637b 
726e 


散射 反 演 方 法 (IST 方法 ) 54a 

乘 尼 亚 基本 形式 753e 

乘 普 森 ,. H. (J. H. Sampson) 424d 

业 案 内 ,G. (Giovanni Sansone) 52f 

村 浴 洛 ,L. A. (Louis Antonic Santal6) 
316e 

扫除 测度 729b 

扫除 问题 729b 

扫除 原理 730a 

色 数 680f 

酸 斯 顿 , W. P. (William P. Thurston 
1946~  ) 206a,654e 

沙 吉 尼 扬 ,A. 也. (A. JI. llarmasnn) 
222a 

沙 勒 ,MM. (Michel Chasles 1793~1880) 
559e, 567b 

沙 利文 , D. P. (Dennis P. Sullivan) 
ille 

沙 普 利 , 工 . S. (Lloyd Stowell Shapley) 
468c 

算法 ”560a 

第 西数 560a 

山路 引 理 99d 

商 半 群 。16a 

商 代 数 430a 

商 高 数 ”33c 


商 结构 113d 
商 空间 687b 
商 模 478a 
商 群 113c,549b 
商 式 154e 
商 域 365c 

炳 561a 

上 半 连 续 163c 
上 半 连 续 拓扑 结构 
上 闭 链 群 665c 
上 复 形 661f 
上 核 187a 
上 界 266c,290b 
上 类 S58lb 

上 逆 像 ”163c 
上 确 界 16d 
上 (或 下 ) 三 角 蝶 库 377a 

上 调和 函数 729d 

上 同调 663a 

上 同调 群 663b,665c 

上 同调 维 数 727b 

Ls 720d 

上 、 下 确 界定 理 582b 

绍 德尔 , J.P. (Juliusz Pawel Schauder 
1899~1943) 526f, 545e,694c 
绍 德尔 不 动 点 定理 36c 

绍 德 尔 估计 684e 

绍 山 ,G，(Gustav Choquet) 690c 
会 入 误差 742f 

会 过 法 256d 

设计 给 库 766b 

会 思 ,R. (R. Schoen) 330¢ 

射影 变换 ( 见 射影 几何 学 ) 561b, 425b， 
563c 

射影 变换 群 425b 

射影 测度 561c 

射影 对 应 563d 

射影 函数 123e 

射影 几何 学 561f 

射影 空间 562a 

射影 群 564e 

射影 敏 分 几何 学 567c 

射影 相关 563d 

射影 坐标 568a 

射影 坐标 系 568c 

停 缩 率 271e 

生产 方 风险 ”86d 

< 生产 组 织 与 计划 中 的 数学 方法 > 761a 
生成 对 278f 

生成 函数 288b 

生成 系 478d 

生成 元 639a 

生存 分 析 585a 

生存 函数 ”585b 

生 灭 过 程 464f 

< 生物 学 中 的 拓扑 模型 > 677d 
剩余 类 668b 

剩余 类 环 305b 

剩余 谱 527a 

失效 率 函数 ”585e 


163c 
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施 赖 埃 尔 ,O. (Otto Schreier) 5c,812c 

施 罗 德 ,F.W. K. E. (Friedrich Wilhelm 
Karl Ernst Schr5der 1841~1902) 
322d 

施 罗 德 - 伯 思 斯 坦 定理 322d 

施 米 特 ，O. 1O. (Orro IJOmaess IITueamr 
1891~1956) 548e 

施 密 特 ,E.(Erhard Schmidt 1876~1959) 
179b, 215e 

施 密 特 ,WM. (Wolfgang M. Schmidt) 
132b 

施 密 特 -皮卡 定理 220d 

施 尼 久 尔 曼 ,JI. T(J1. ,LITnmpens- 
uan 1905~1938) 99c 

施 泰 纳 ,J. (Jakob Steiner 1796~1863) 
5681, 342d, 567a 

施 泰 尼 英 ,E. (Ernst Steinitz1871~1928) 


115a 
施 秦 因 空间 149c 
施 泰 因 流 形 147b 


施 泰 因 梅 医 ，N. (Norbert Steinmetz 
1871~1928) 68e 

施 坦 , C。(C. Stein) 129a 

施 坦 ,E. M, (Elias M. Stein) 214e, 
234e, 284f, 531f 

施 坦 伯 格 ,R. (Robert Steinberg) 759a 
施 坦 素 斯 ,HH (H, Steinhaus) 179d 
施 陶 特 ,K. G. C. von (Karl Georg 
Christian von Staudt 1798~1867) 
569b, 567a 

施 图 地, 屯 . (Eduard Study 1862~1930) 
567b,753c 

施 瓦 尔 茨 , 儿 , (Laurent Schwartz 
1915~  ) 569e 

施 瓦 兹 ,H. A. (Hermann Amandus 
Schwarz 1843~1921) 569e 

施 瓦 辫 不 等 式 ( 见 积分 不 等 式 ) 570a， 
312d 

施 丽 兹 导数 67f 

施 瓦 效 对 称 原理 373b 

施 瓦 冀 方 程 67e 

施 瓦 效 引 理 868f 

十 八 世纪 数学 571e 

十 九 世纪 数学 573f 

十 六 ,十 七 世纪 数学 570a 

时 间 序列 分 析 578b, 256e 

时 域 分 析 578e 

时 漠 701c 

识别 算法 630a 

实 闭 域 786d 

实 变 函数 579e 

实 变 函 数论 579d 

实 标 准 型 172c 

实 部 226e 

实 对 角 型 “172d 

实 二 次 域 175a 

实 三 角 多 项 式 556f 

实 射影 几何 566d 

实数 580c 

实数 系 581e 
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实 无 穷 606c 

实 型 431d 

实验 设计 法 582d 

实 值 函数 291a 

实 锥 面 164 

上 审 斯 ,H. J. S. (Henry John Stephen 
Smith 1826~1883) 474d 
史密斯 ,K. T. (Kennan Tayler Smith) 
32b 

矢量 768e 
矢 层 健 大 妆 425a 
使 用 方 风险 ”86d 
示 性 类 455f,753a 
世界 线 281b 
事件 24le 

事件 独立 性 243c 
势 321f,446f 
试 射 法 ”54d 

适 定 的 ( 定 解 问题 ) 
收 仑 半径 372b 
收 伊 半 平 面 121a 
收 敏 模 坐 标 。 121a 
收 敦 判别 法 233a 
收效 性 59f 
收效 国 盘 372b 
收 化 国 周 372b 
收效 轴 121a 
守恒 格式 584b 
首 来 比方 法 491d 
首尾 算法 630b 
寿命 数据 统计 分 析 585a 

奸 尔 ，I。 (lssai Schur 1875~1941) 550c 
好 尔 定理 422d 

树 680c 

数 冬 769d 

数 生 矩阵 377a 

数 的 几何 ”586d 

数 积 770a 

数据 分 析 587c 

< 数理 精 区 > 588b 

数理 逻辑 588e 

数理 统计 学 593c 

数量 场 76c 

数量 函数 76d 

数量 曲率 ”422d 

数列 290c 

数列 的 极限 328d 

数论 598a 

数论 法 864c 

数论 函数 600e 

数论 网 格 求 积分 法 601d 

< 数 书 九 章 >( 见 秦 九 部 ) 602b, 536c 

< 数 术 记 咎 >( 见 < 算 经 十 书 >) 602b, 632¢ 
数 系 602b 

数学 ( 见 正文 前 专文 ) 

数学 底 迎 辑 590e 

数学 方法 588f 

数学 分 析 213e 

数学 公理 系统 461d 

数学 归纳 法 77b 


Si2b 


数学 规划 604b, 823e 

< 数学 汇编 > 820c 

数学 基础 605a 

< 数学 基础 > 605f,796b 
数学 结构 461f 

数学 刊物 608b 

数学 理论 797d 

数学 逻辑 589a 

数学 期 望 610a 

数学 史 610d 

< 数学 史 讲义 > 387e 
数学 无 矛盾 性 612a 
数学 物理 613a 

数学 物理 方程 613f 
数学 物理 中 的 反问 题 614c 
< 数学 原理 > 605d, 482c 
数学 阁 学 。605b 

数 域 112e,547a 
数值 天 近 614e 
数值 不 变量 104f 
数值 分 析 ( 见 计算 数学 ) 617a, 353d 
数值 积分 617a 

数值 积分 公式 617b 
数值 坎 件 618e 

数值 软件 库 ( 包 ) 618f 
数值 微分 619b 

数值 稳定 性 619e, 59f 
数字 时 间 序 列 分 析 256e 
肥 边 拉 氏 变换 409b 

肥 重 步 QR 其 法 110a 
肥 分 次 模 663c 

肥 炬 阵 对 策 139f 

肥 邮 插值 法 78b 

肥 覃 函数 93d 

肥 面 几何 195f 

肥 曲 面 165 表 

有 双 砷 抛物 面 166 表 , 164f 
双 曲 守恒 律 的 间断 解 620a 
肥 曲 线 167f 

冯 则 线 方程 168c 

双 曲 型 偏 微 分 方程 620d 
冯 册 型 曲面 426e 

肥 曲 条 玉 93b 

肥 面 正 驴 ”93b 

肥 覃 柱 164f 

有 双 曲 柱 面 165 表 ,164f, 166 表 
肥力 链 环 492e 

肥 射 804a 

肥 线性 泛 函数 183f 
双 线 性 函数 767a 

肥 线 性 齐 式 767a 

肥 线 性 型 767a 

及 线性 映射 、143d,767a 
妈 叶 及 曲面 164f 
肥 有 理 等 价 104e 

有 双 有 理 映 射 104e 

肥 直 角 四 边 形 196a 
水 平 集 98f 

水 平子 空间 449d 

原 序 公 至 ”496e 


片 序 关系 798d 


只 491e 

啤 访 指数 15d 
朔 特 基 定理 837a 
斯 还 尔 奖 31e 


斯 蒂 尔 杰 斯 ,T. (1). (Thomas Jan 
Stieltjes 1856~1894) 622f 

斯 蒂 菲 尔 - 囊 特 尼 示 性 类 753a 

斯 蒂 苏 问题 ”859f 

斯 蒂 苏 问题 (二 相 ) 860a 

斯 葛 文 , $. (Simon Stevin 1548~ 约 1620) 
623b 

斯 捷 潘 诺 夫 ,C.A. (C. A. Crenanos) 
599d 

斯 捷 奇 金 ,C. B.(C. B. Crewxun) 556d 

斯 科 归 ,A. T. (Albert Thoralf Skolem 
1887~1963) 504f,47b, 193a 

斯 科 特 ,D. S. (D. S. Scott) 269f,444f 

斯 列 皮 思 ,D. (D. Slepian) 778b 

斯 洛 博 杰 荧 基 ,J.H. (JI. H。 
CnoGonemumi) 651d 

斯 梅 尔 ,S. (Stephen Smale 1930~) 
26a,206a, 507c, 694a 

斯 米尔 诺 夫 ，B. MH. (Bnanuwap Vs; 
Cuupnos 1887~1974) 370f 

斯 米尔 诺 夫 检验 193f 

斯 英 卢 墨 夫 斯 基 ,R. (Roman Smolu- 
chowski19l0~ ) 251f 

斯 潘 宫 ，D. C. (Donald Clayton Spencer 
1913~，。 ) 147e,776e 

斯 皮尔 晶 ,C.(Charles Spearman) 193e 

斯 洪 尔 克 ,H. M, (Harold M. Stark) 
600c 

斯 特 拉 森 ,V。(V. Strassen) 

斯 特 拉 托 详 维 奇 积分 648d 

斯 特 林 ,。 (James Stirling 1692~1770) 
126e 

斯 特 林 公 式 655b 

斯 栅 苏 森 方 法 “78c 

斯 延 罗 德 ，N. 已 . (Norman Earl Steenrod 
1910~  ) lloe,é65e,693e 

斯 通 ,M. H. (Marshall Harvey Stone 
1903~  ) llse 

斯 通 表示 定理 40b 

斯 通 定理 539d 

斯 图 姆 ，C. -F. (Charles-Frangois Sturm 
1803~1855) 623c 

斯 图 姆 定理 623d 

斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 623d 

斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (SL 问题 ) 53c 

斯 托 尔 ,W. (W. Stoll) 208c 

斯 托 克 斯 ，G. G. (George Gabriel Stokes 
1819~1903) 623e 

斯 托 克 斯 定理 。698b 

斯 托 克 斯 公式 162a 

四 次 方程 155e 

四 顶点 定理 544c 

四 色 猜 起 623f 

四 色 问题 623f,691f 

四 元 数 285e 


253b 


四 元 数 代数 368d 

< 四 元 玉 鉴 >( 见 朱 世 杰 ) 624e,858c 
似 然 比 检验 362a 

侈 然 函数 128b 

松弛 法 624e 

松弛 问题 833e 

松弛 因子 625a 

搜索 论 626a 

苏 步 青 〈1902~  ) 627e,343a 
苏 拉 尼 ,J. (Jénos Surknyi) 505b 
苏 斯 林 ,M. 有 1. (M. 中. Cycammm) 458c 
素 除 于 103c 

素 理 想 106d 

素 理想 定理 787e 

素 理想 链 的 长 度 364d 

素数 628b,634b, 830c 

素数 定理 628d 

素数 分 布 628b 
素数 分 布 的 浙 近 规 健 ”535c 

素 域 814d 

算法 629d 

算法 分 析 443e 

算法 论 591e 
“算法 统 宗 *( 见 程 大 位 ) 630e,82a 
算 符 763c 

< 算 经 十 书 > 630f 

算术 632e 

< 算术 > 131b 

算术 分 层 208e 

算术 基本 定理 ”598a,634b,830c 
算术 级 数 中 的 素数 定理 629a 
算术 集 208e 

算术 群 634e 

< 算数 书 。 635c 

算术 调 词 208f 

算术 于 和 群 634e 

算 图 635d 

算 子 半 群 639a 

算 子 内 插 640b 

算 子 值 测度 773c 

随机 通 近 641b 

随机 变量 641d 

随机 变量 的 独立 性 642a 

随机 抽样 84e 

随机 规划 60 馈 

随机 过 程 ”642c 

随机 过 程 的 极限 定理 ”645d 
随机 过 程 可 测 性 644a 
随机 过 程 可 分 性 643e 
< 随机 过 程 论 >” 642e 
随机 过 程 统计 646d 
< 随机 过 程 与 布朗 运动 > 
随机 积分 648a 
随机 几何 学 317a 
随机 计数 测度 129c 
随机 矩阵 463f 
随机 控制 问题 400b 
随机 控制 系统 399d 
随机 连续 643f 
随机 事件 251b 


252a 


荐 机 试验 25Ib 

随机 数 727d 

随机 微分 方程 ( 见 随机 积分 ) 649b,648f 

随机 误差 766b 

随机 现象 ”251a 

随机 向 量 642a 

耳机 型 (自动 机 ) 44ld 

陡 机 序列 643a 

随机 选取 法 ”350e 

随机 样本 793b 

随机 余 纤 ”728b 

随机 元 643b 

孙子 剩余 定理 649c, 668e, 97e 

< 孙子 算 经 >( 见 < 算 经 十 书 >) 650b,631e 

损失 函数 671f 

案 伯 列 夫 ,C. JI. (Cepret JJsaoaaw Co6o- 
aea1908~  ) I80e,276d,684{ 

索 伯 列 夫 空间 650b 

案 罗 多 夫 尼 科 夫 ,人 A. S. (A.S. Solodov-; 
nikov) 433e 

索 洛 韦 ,R. M. (Robert M。Solovay) 
444f 

锁链 法 则 203b 


塔 尔 斯 基 ,A. (Alfred Tarski 1902~ 
1983) 652a 

塔 尔 塔 利 亚 ,N. (Nicolo Tartaglia 
1499/1500~1557) 652b, 113f 

浴 克 尔 ,A W. (Albert William Tucker) 
201a, 821d 

浴 里 问题 303e 

誉 特 ,本 T. (John Torrence Tate 
1807~1888) 419a 

党 竺 ,W. T. (WT. Tutte) 679f 

蛮 射 185f 

态 射 0 的 核 187a 

泰勒 ,B. (Brook Taylor 1685~1731) 
652e 

奉 勒 多 项 式 719e,7a 

泰勒 公式 719d 

泰勒 级 数 653a 

秦 勒 斯 (Thales 约 公元 前 625~~ 约 前 547) 
653d, 495e 

泰 着 米 勒 ,O. (Oswald Teichmiiller) 
298b,653f 

奉 希 米 勒 度量 654d 

奉 希 米 勒 空 间 653f 

汤普森 ,J. G. (John Griggs Thompson 
19329~  ) 206a,8l2b 

唐 纳 森 ,S.(Simon Donaldson) 206b 

唐 斯 克 不 变 原理 645e 

特 艾 纺 更 ,R. (R. Tijdeman) 599f 

转 拉 替 坚 布 罗 特 ,B- A- (B. A. 
Tpaxren6por) 505c 

转 里 科 米 ,F. G. (Francesco G. 
Tricomi 1897~  ) 308c 

转 普 利 英 ,D. (Otto Toeplitz 
1881~1940) 13e, 835c 

特殊 函数 654e 
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特殊 李 代 数 195c 
特殊 若 尔 当代 数 195c 

特殊 线性 李 代 数 430b 

特殊 线性 群 547e 
特殊 循环 雅 可 比方 法 109b 
特 亚 尼 安 ,G. (Guy Terjanian) 35d 
特征 标 551a,759e 
特征 部 分 函数 124e 

特征 -差分 方法 659a 
特征 超 曲面 519d 

特征 乘 数 757d 

特征 多 项 式 378a,863a 
特征 方程 756d 

特征 方程 (微分 差分 方程 ) 702a 
特征 方向 场 799c 

特征 根 378a,756d 

特征 根 (微分 差分 方程 ) 702b 
特征 函数 53b,124e,140b,219e,246ay 
520d 

特征 矩阵 377f 

特征 曲线 799c 

特征 全 函数 124e 
特征 三 角形 211e 

特征 数 73d 

特征 网 格 350a 

特征 线 法 658b 

特征 向 量 53e, 378a 

特征 值 53c,219e, 378a, 520d 
特征 值 的 渐 近 分 布 520e 
特征 值 反 问题 521a 

特征 值 问题 ( 常 微分 方程 ) 53b 
特征 指数 757d 

特征 子 群 549e 

棉 度 76d 

实 度 场 76d 

梢 形 法 3206 

栅 形 公式 617e 

提升 666f 

提升 问题 666f 

提升 性 质 225e 

体 112e,304e 

着 换 公 理 798c 

普 换 公理 模式 335d 

挑选 原则 787e 

条 件 独立 性 660b 

条 件 概率 ”243e 

条 件 过 特 卡 罗 法 472f 

条 件 期 望 659b 

条 件数 27b 

调和 测度 729c 

调和 方程 511d 

调和 分 析 232d,529c 

调和 函数 630c, 370b, 683e, 729d 
调和 和 解 65a 

调和 均衡 法 71d 

调和 映射 424a 

调和 综合 529c 

跳跃 过 程 525d 

延 尼 , W. F. (W. F. Tinney) 750c 
停机 证 明 442f 


920 


停 时 644d 

通 积分 89c 

通 解 ”89b 

通信 系统 778e 

同 变性 (统计 决策 ) 672b 
同调 661b,665a 

同调 代数 ”661a 

同调 函 子 66le 
同调 论 663e 

同调 模 66lc 

同调 群 661b,663b, 665a 
同调 维 数 727b 

同调 卫 射 661d 
同调 正 合 列 定理 661f 
同 构 430a, 498a,548e,680b,688d 
同 构 (代数 结构 的 ) 113c 
同 构 ( 泛 代 数 ) 177f 

同 构 定理 418a 

同 构 态 射 185f 

同 构 映射 15e,305b, 430a 
同 阶 无 穷 小 329e 
同类 项 156b 

同 伦 661d,666b 

同 伦 等 价 666c 

同 伦 分 类 问题 667a 
同 伦 类 666b 

同 伦 论 665f 

同 伦 提 升 问题 667a 
同 伦 型 666c 

同化 性 质 666f 

同 胚 681a,687d, 692f,796d 
同 胚 不 变量 692f 
同 凸 映射 687d 
同时 超 松弛 法 625a 
同时 过 代 法 108e 
同 态 ”305b, 549b, 688d 
同 态 (代数 结构 的 ) 113c 
同 杰 ( 泛 代数 ) 177f 

同 杰 定理 688f 

同 态 喘 射 15e,430a 
同型 177d 

同 余 668a 

同 余 法 727f 

同 余 于 群 635a 

同 余子 群 问题 635a 
统筹 学 669b 
统计 分 析 纸 260b 

统计 估计 技巧 472b 
统计 假设 检验 360e 
统计 决策 理论 671d 
统计 量 672e 

统计 模拟 法 471b 
统计 试验 法 471b 
统计 推断 674c 

统计 质量 管理 674f 
投入 产 出 分 析 675d 
投射 素 现 478f 

投射 分 解 661f 
投射 模 478e 

技 射 维 数 662a 


技 影 563c 

投影 定理 ”746e 

投影 几何 学 561f 

投影 算法 762f 

投影 算 子 765b 

BB 720d 

凸 通 近 83a 

西 多 包 形 676f 

凸 多 边 形 143b 

西 多 面体 15Ib 

凸 分 析 676f 

上 函数 677a 

丁 集 586f,676f 

凸 正 多 面体 836a 

突变 677e 

突变 集 678d 

突变 理论 677c 

突变 流 形 677f 

突变 映射 678d 

图 330a,679f 

图 埃 ,A.(Axel Thue 1863~1922) 506b 
图 其 ,]. W. (John Wilder Tukey) 
404d,733e 

图 兰 ,P. (Paul Turin) 7c 

图 灵 ,A. M. (Alan Mathison Turing 
1912~1954) 126a, 440c, 504f 
图 灵 度 37d 

图 灵机 (器 ) 440c,630b 

图 灵 - 乓 青 论 题 440d 

图 论 679a 

图 你 289e 

< 推测 术 > 251d 

推理 规则 46le 

推销 员 问题 865f 

退出 分 布 733b 

通化 分 布 247 表 

托 德 多 项 式 149f 
托马斯 - 费 密 方程 53a 

托 姆 ,R.(Reng Thom 1923~  ) 
205c, 392e, 677d 

托 内 利 ,LL. (Leonida Tonelli 1885~ 
1946) 215c 

托 平 ,D. M. (D. M. Topping) 195d 
爱 善 分 派 、862¢ 

精 加 167f 

精 国 点 540a 

靖国 方程 168b 

枉 因 函数 681e 

靖 因 积分 683a 

类 图 几何 198a 

梢 国 面 1641f,165 表 ,166 表 
者 图 抛物 面 164f,166 表 

靖国 型 的 (二 阶 线性 偏 微分 方程 ) 512d 
枉 国 型 偏 微分 方程 ”683c 

头 国 域 103f 

精 圆 柱 164f 

梢 回 柱 面 164f,165 表 ,166 表 
拓扑 686f 

拓扑 不 变量 692f 

拓扑 动力 系统 685d 


拓扑 度 理论 694c 

拓扑 空间 686f 

拓扑 流 形 714a 

拓扑 群 688c,552d 

< 拓扑 群 上 的 积分 及 其 应 用 > 552c 
拓扑 线性 空间 689c,180c 
拓扑 学 691c 

拓扑 映射 796d 

拓扑 域 230d 

拓扑 子 群 688e 


瓦尔 德 ,A. (Abraham Wald 1902~ 
1950) 695a 

瓦尔 菲 施 ,A. (Araold Walfisz) 629b 
瓦尔 加 ,R. S. (R. S. Varga) 750c 

页 格 斯 塔 夫 ，,S. S. (S. S. Wagstaff) 
35d 

互 业 - 普 乘 ,C. de la (Custave de la 
Vallée-Poussin) 292f,374b 

瓦 莱 - 普 肾 和 “236d 

页 利 隆 ,G. (Georges Valiron) 297e， 
489e 

外 参数 677e 

外 测度 413a 

外 播 47d 

外 代数 145a,697e 

外 尔 ,(C. H.) H. (Claude Hugo 
Hermann Weyl 1885~1955) 

外 尔 -彼得 定理 554b 

外 尔 犹 测 520f 

外 尔 定理 430f 

外 尔 公式 520f 

外 和 尔 判 别 法 801d 

外 尔 群 759e 

外 尔 斯 特 拉 斯 ,K. (T. W.)(Karl 
Theodor Wilbelm Weierstrass 
1815~1897) 696a 

外 尔 斯 竺 拉 斯 第 二 定理 696d 
外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 696d, 831b 
外 尔 斯 特 拉 斯 定理 462f 

外 尔 斯 特 拉 斯 -斯 通 定理 636c 

外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 146e 

外 积 770b 

外 笠 结 493a 

外 模型 法 270b 

< 外 切 密 率 > 558d 

外 推 法 696f 

外 推 极限 法 696e 

外 微分 形式 ”697c 

外 下 公理 335b 

外 自 同 构 群 549d 

齐 补 术 694a 

完备 度量 423a 

完备 度量 空间 

完备 格 266f 

完备 (C ) 公 理 732d 

完备 化 定理 137a 

完备 就 范 正 交 系 746f 

完备 黎 曼 流 形 423a 


695c 


136f 


完备 形式 定理 ”209c 
完备 性 ”581f,689c 
完备 性 的 谓词 演算 798f 
完备 性 定理 590b 

完全 测度 空间 44c 

先 全 的 合 取 范式 ”40c 
完全 的 析 取 范式 40c 
完全 化 空间 45a 
完全 积 性 函数 601c 
完全 解析 函数 373c 
完全 可 积 普法 夫 方程 组 698a 
完全 可 约 的 ”550d 

完全 可 约 的 ( 李 代数 ) 430f 
完全 可 约 性 689a 

完全 商 446a 

完全 剩余 系 668b 
完全 数 698b, 596e 

完全 算法 630a 

完全 图 680a 

完全 线性 变换 环 304d 
完全 域 229f, 819e 
先 全 运动 群 。424f 

万 有 丛 752f 

万 有 覆盖 曲面 427b 
万 有 示 性 类 753a 

万 有 泰 希 米 勒 空间 654d 
汪 莱 (1768~1813) 698d 
王 洗 505b 
王 洗 系 纺 335a 
王 完 钟 425a 
斑 汀 洛 (1915~ 
王 孝 通 699b 
王 愧 (1235~1281) 699e 

王 元 (1930 一 。 ) 80c,1371, 171d, 845e 
王 样 坤 (1929~，。 ) 465a 

网 格 法 808f 

网 络 699f,865f 

网 络 流 699f 

网 络 流 方法 763b 

网 络 算 图 637d 

网 络 最 大 流 问 题 700c 

危险 率 函数 ”585c 

成 布尔 分 布 249 表 

威 尔 森 ,R.B. (R. B. Wilson) 821f 
戌 尔 六 斯 基 ,E. J. (E. J. Wilezynski) 
7Na 

成 格 纳 ,E. (E. Wigner) 194c 

威 克 - 昌 德 拉 塞 卡 离散 纵 标 法 28f 
威 洛 比 ,R. A. (R. A. Willoughby) 
750¢ 

成 更 ,A.(Anders Wiman) 297e 

微分 101a,103e,718a 

微分 差分 方程 701b 

微分 动力 系统 702f 

微分 法 则 717d 

微分 方程 705f 

微分 几何 学 709f 

微分 浸入 715d 

微分 流 形 713f 

微分 机 663c 


) 369d,418c 


性 分 嵌入 715f 

微分 权 836f 

微分 三 角形 21le 

微分 算 于 “457a,764b,810d 

狼 分 同 胚 454e,715b 

繁 分 拓扑 学 715a, 693f 

微分 形式 697c 

微分 学 716c 

微分 中 值 定理 718f 

敏 积分 学 721b 

煞 南 717b 

韦伯 ,H. (Heinrich Weber 1842~ 
1913) 723f 

韦伯 - 克 罗 内 克 定 理 217d 

书 布 尔 ,W. (W. Weibull) S86e 

韦 医 昌 ,A. (A. Weitsman) 298e 

韦 达 ,F. (Frangois Vitte 1540~1603) 
724a 

韦 德 伯 思 ,]。 HH. M. (Joseph Henry 
Maclagen Wedderburn1882~1948) 
Se, 306b 

圳 德 伯 思 - 阿 息 结构 定理 305d 

韦 尔 ,J. (J. Weyl) 298e 

书 尔 斯 泰 因 ,]. (J. Wellstein) 724a 

韦 寺 ,1. H. (Yas Hecreposas Bexya 
1907~1977) 27%b 

事 塞 尔 ,C.(C。 Wessel) 604a 

圳 斯 ,G. (G. Weiss) 531f 

圳 伊 ,A. (André Weil 1906~  ) 
724c,316f 

叭 一 分 解 定 理 366b 

唯一 分 解 整 环 365f 

唯一 性 定理 146c,653c 

唯一 性 原理 730a 

维 布 伦 ,O. (Oswald Veblen 1880~ 
1960) 8od 

维 多 利 斯 拓扑 ”163c 

维基 尼 系 统 781f 

维 津 ,V. G.(V.G. Vizing) 680f 

维 纳 ,N. (Norbert Wiener 1894~ 
1964) 7124e,396f 

维 纳 测度 181e 

维 纳 过 程 40d 

维 纳 - 堵 普 夫 方 程 725d 

维 纳 - 土 普 夫 方法 726d 


维 纳 积分 181e 
维 纳 滤波 460a 
维 纳 信息 论 778a 


维 诺 格拉 多 夫 ,W. M. (Ysan Mareeeaas 
Baaorpanos 1891~1983) 
726d 

维 数 726f, 366c, 368c 

维 数 公理 667e 

维 数论 727c 

维 数 问题 692a 

维特 ,E. (Ernst Witt 1914~  ) 
173d 

维特 乘 性 代表 系 500d 

维 图 什 金 ,A. T. (Anaronnn Teoprm- 
eaas Buarymxus 1931~  ) 
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222a, 561b 

维 着 克 ,M。 H. (M. H. Bamus) 684f 

维 夏 特 分 布 157a 

维 亚 切 斯 拉 沃 夫 ,II. II. (TI. I 
Bawecnason) 807e 

人 擅 球 面 541d 

人 擅 随 机 数 727d, 348e 

纬 线 541c 

位 230b 

位 势 76e,728c 

位 势 场 76e 

位 势 核 73le 

位 势 论 728c 

位 似 变 换 96f 

位 算 于 203e 

位 置 记 数 法 634c 

调 词 589a 

调 词 刘 辑 44la 

谓词 演算 ( 见 一 阶 逻 辑 ) 733d, 590b, 798b 

牧 定 的 72d, 185a 

稳定 分 派 862d 

称 定 极 小 曲面 

狗 定 区 域 60a 

稳定 性 202a 

稳定 子 群 844d 

稳健 统计 733d 

稳健 性 733d 

沃 思 ,R. C. (Robert Charles Vaughan) 
560f 

沃 尔 德 分 解 523e 

沃 尔 夫 ，,J. A, (Joseph A. Wolf) 49e 

诺尔 夫 ,P. (Paul Wolfe) 821d 

沃 尔 夫 奖 734d 

沃 尔 曲 维 茨 ,]。 (Jacob Wolfowitz) 784f 

沃 尔 什 ,J.L. (Joseph Leonard 
Walsh) 216a,222a 

沃 尔 什 通 近 735b 

沃 尔 什 -信里 叶 变 式 735f 

沃 尔 什 - 候 里 叶 系数 735f 

沃 尔 什 - 传 里 叶 展 式 735e 

沃 尔 什 函数 系 735b 

沃 尔 什 系 839d 

沃 尔 泰 拉 ,V. (Vito Volterra 1860~ 
1940) 736b 

沃 尔 泰 拉 积 分 方程 736d 

沃 尔 秦 拉 算 子 545e 

沃 非 尔 牧 ,R. B. (R. B。Warfield) 368a 

沃 利 斯 小 (John Wallis 1616~1703) 
737a 

沃 罗 谐 夫 斯 卡 垣 ,E. B. (E. B. 
Boponoscxan) 293e 

沃 麻 ,G. L.(G, L. Watson) 174d 

沃 特 ,R. L. (Robert L,Vaught) 485c 

沃 着 ,J (Jerzy Eoé) 486d 

乌拉 姆 ,S. M. (Stanislaw Marein Ulam 
1909~1984) 471b,681b 

乌 雷 松 ,IT. C. (Ilanen CaxyHmoaT 
ypucoa 1898~1924) 688a,727a 

乌 雷 松 算 子 202d 

乌 里 着 ,E. (Egon Ullrich) 298c 
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330¢ 


乌 伦 贝克 ,K. K. (Karea K. 
Uhlenbeck) 424d 

鸟 斯 突 斯 基 ,C. B. (C. B. 
Venencrna) 651d 

与 着 达 ,K- (K. Uchida) 217b 
无 重 排列 数 863b 

无 重组 合 数 863b 

无 处 移 密 13d 

无 放 回 随 机 抽样 84f 

无 关 304f 
无 关 数 680d 
无 理 数 580c 
无 挠 率 的 联络 
无 担 群 367c 
无 篇 估计 128c 
无 偏 检验 361f 
无 信 性 361f 
无 穷 大 量 329e 
无 穷 公理 335e, 336b 
无 窑 积 分 320d 
无 益 基 数 738e 

无 穷 集合 ”331a,787b 
无 准 可 分 分 布 856f 
无 穷 粒子 随机 系统 737c 
无 穷 逻辑 738d 
无 穷 小 方法 192a 
“无益 小 分 析 > 719c 
《无穷 小 分 析 教 程 报 论 > 
无 穷 小 量 329d 
无 鹤 小 条 件 857a 
无 穷 小 运动 425a 
无 状 远 点 562a 

无 益 远 ( 平 ) 面 562a 
无 准 迁 ( 直 ) 线 562a 

无 穷 质点 马尔 可 夫 过 程 738b 
无 限 大 函数 75d 

无 限 后 多 基数 322e 

无 限 群 739b,112b,546f 

无 序 对 集合 存在 公理 335b 

无 旋 场 77a 

无 约 东 规划 200f, 604c 

无 约束 优化 方法 740b 

县 大 任 (1908~。 ) 317a,343d 

吴 文 俊 (1919~。 ) 742a,716a,753a 
“五 曹 算 经 >( 见 < 算 经 十 书 >) 742c,631f 
《五 经 算术 >( 见 < 算 经 十 书 *) 742c,632c 
伍 鸿 局 298c 

伍 益 ,E .J. (E. J. Woods) 229d 
武 卡 谢 维 奇 ,].(J6zef ukaszewicz 
1878~1956) 592e 

误差 742d,292b 

误差 估计 59f 


421c 


213e 


西 尔 弗 斯 坦 ,M. L.(M. L. Silverstein) 
284f 

西 尔 维 斯 特 ,小 上 (James Joseph 
Sylvester 1814~1897) 743a 

西 格 尔 ,C.L. (Carl Ludwig Siegel 
1896~1981) 143b 


丁 格 尔 模 群 635b 

再 阁 尔 区 域 635b 

再 罗 塔 ,AI (A. I. Sirota) 433e 
西 洛 第 二 定理 812f 

西 洛 第 一 定理 B12f 

画 洛 定理 813a 

西 洛 基 812f 

西 洛 性 质 813a 

西 洛 p 子 群 812f 

酝 党 斯 ,J]. (J. Simons) 330d 
西 党 斯 ,L. (L. Simons) 482f 
西奈 依 , 肛 .T, ( 肛 . .Cunsh) 
级 引 了 于 26a 

希 流 克 拉 底 ( 希 俄 斯 )(Hippocrates of 
Chios 公元 前 5 世纪 下 半 叶 ) 495e 
着 策 布 鲁 禁 ,FE. (F. Hirzebruch) 149f 
着 策 布 重 圭 - 移 昌 - 罗 替 公式 149f 
着 尔 ,(C.) E. (Carl Einar Hille 
1894~  ) 639c 

项 尔 伯 特 ,D. (David Hilbert 1862~ 
1943) 743d,342a 

希 尔 伯 特 -贝尔 栾 斯 主义 605f 

着 尔 伯 特 边 值 问题 371c 

着 尔 伯 特 变换 237a 

着 尔 伯 特 第 16 问 题 62e 

着 尔 伯 特 第 10 问 题 125c,504f 

希 尔 伯 特 第 5 问题 432d 

希 尔 伯 转 定理 366c 
看 尔 伯 特 分 歧 理 论 
希 尔 伯 特 符号 173f 
希 尔 伯 特 公理 体系 ( 见 欧 几 里 得 几何 学 ) 
744c,496c 


26d 


107e 


希 尔 伯 特 计划 744d ,265f 

着 尔 伯 特 乱 阵 27b 

希 尔 伯 特 空间 746b,136e 

着 尔 伯 转 类 域 417d 

希 尔 伯 转 谱 论 179a 

希 尔 伯 转 - 施 密 特 算 子 546a 
项 尔 伯 特 - 邦 密 特 展开 定理 141c 
希 尔 伯 特 数学 问题 747a 

希 尔 伯 特 型 的 直觉 主义 调 词 演算 系统 
272e 

着 尔 伯 特 主义 605f 

着 尔 方程 757e 


希 尔 细 夫 ,A. M.(A. MH., LIJapmos) 195c 

着 尔 特 ,C. W. (C. W.Hirt) 352c 

希 尔 益 ,A.L. (A.L. Shields) 223¢ 

希 格 曼 ,G. (Gordan Higman) 506b 

着 格 曼 定理 506b 

希腊 古代 数学 747e 

希腊 几何 三 大 问题 749c 

着 契 科 克 ,EF. L. (Frank Lauren 
Hitchcock) 76Ib 

希 施 ,H. (H. Heesch) 624d 

希 伍德 ,P. D. (P. D. Heawood) 624a 

析 取 范式 477d 

新 因 设 计 583d 


釉 疏 矩阵 750b 
席 费 尔 ,M. M. (Manahem Max Schiffer) 
119c 


豆 帕 恰 斯 ( 罗 德 锅 )(Hipparchus of 
Rhodes 公元 前 2 世纪 ) 558b 
系数 154c 

系数 方 阵 871d 

系数 矩阵 760d 

系统 抽样 85d 

系统 抽样 技巧 ”472d 
狭 亩 词 逻辑 589b 

狭义 判定 问题 504f 

脓 积 分 3208 

下 半 连 续 163c 

下 半 连 续 拓扑 ”163c 

下 包 络 原 理 730a 

下 办 290b 

下 类 S58Ib 

下 地 像 163c 

下 确 界 16d 

Fs 720e 

下 中 心 列 813e 

夏 道 行 (1930~，。 ) 182e,183b 
“夏侯 阳 算 经 >( 见 < 算 经 十 书 >) 752a， 
632a 

夏 皮 罗 ,M. S. (M, S. Shapiro) 223¢ 
仙 农 精 778d 

仙 农 信息 论 778b 

先 验 分 布 18d,672b 
先 验 估计 513b 

纤维 148d 

纤维 从 752b 

纤维 化 667a 

纤维 映射 225e 

怠 位 法 77f 

驶 振动 方程 620d,511d 

显 式 差分 方法 ( 见 分 步 法 ) 753b,207e 
星 式 法 59d 

星 式 格式 518b 

显著 性 检验 361a 

显著 性 水 平 ”361a 

现实 命题 744e 

现实 数学 744f 

限制 666d 

限制 性 定理 60a 

级 把 843b,197b 

级 场 843b 

线 丛 197b,843b 

线 汇 843b 

线 汇 论 753b 

线 积 分 161b 

线 列 843b 

线束 562e,843b 

线 素 539e 

线性 183d 

线性 通 近 83a 

线性 变换 753f 

线性 表示 430f,689a 

线性 插值 公式 47e 
线性 常 微分 方程 754d 

线性 代数 757e 

线性 代数 方程 组 数值 解法 758a 
线性 代数 群 758e 


线性 泛 函 754d,763f 
线性 方程 ”757f 

线性 方程 组 760c 

线性 关系 757e 

线性 规划 761a,604c 
线性 函数 92d,757f ,766e 
线性 化 定理 62a 
线性 回归 307b 

线性 回归 系数 307b 
线性 空间 113a 

线性 控制 系统 397a 
线性 李 代 数 430b 

线性 联络 421b 
线性 联络 的 本 率 形式 448e 
线性 模型 765f 
线性 偏 微分 方程 (组 ) 511b 
线性 平衡 映射 479b 
线性 齐 式 766e 

线性 搜索 740d 

线性 算 子 763c, 13c 
线性 算 于 的 通 近 理 论 293d 
< 线性 算 于 理论 > 179e 
线性 算 子 扰动 理论 765c 
线性 统计 模型 765f 
线性 问题 757f 

线性 无 关 563f,772a 
线性 相关 563e,772a 
线性 型 766e 

线性 映射 。766f 
线性 有 界 自动 机 441a 
线性 整数 规划 833c 
线性 正 算 子 通 近 767e 
线性 子 空间 179c,771f 
线性 组 合 772a 
线性 组 合法 54f 
线性 组 合 最 优化 865d 
线性 最 小 二 科 问 题 869d 
线 序 785c 

相对 曲率 743d 

相对 误差 742d 

相关 抽样 技巧 ”472c 
相关 分 析 768a 

相关 系数 ”376d,768b 
相关 阵 376e 

相合 估计 128e 
相合 性 102b 

相 切 通 近 222d 

相 容 性 59e,612a 
相似 (矩阵 的 ) 378e 
相似 变换 96c,565e 
相似 性 原理 444b 
相似 原理 279c 

相通 365e 

向 后 差分 算 子 810e 
向 量 768e 

向 量 场 76c 
向 量 场 问题 692b 

向 量 丛 ”752e 

向 量 法 372f 

向 量 方程 842e 


向 量 分 析 770f 

向 量 格 16b 

向 量 函 数 76d 

向 量 函 数 的 积分 法 771b 

向 量 函数 的 微分 法 771a 

向 量 积 770b 

向 量 极 值 问题 152d 

向 量 空间 711c 

向 量 值 测度 773b 

向 量 值 函数 291c 

向 量 值 积分 772c 

向 量子 空间 179c 

向 前 差分 算 子 8l0c 

项 798a 

项 名 达 (1789~1850) 773c 

顶 武 义 。 330d 

相 空 间 24c,286a 

便 5f,163a,803f 

像 函数 408e 

肖 哈 特 ,J A. (James Alexander Shohat) 
221a 

消 没 定理 148d 

消去 法 774a 

消 元 法 T7714a 

小 归纳 维 数 727a 

小 林 伪 度量 654d 

小 平 邦彦 (Kodaira Kunihiko 
1915~  ) 776d 

小 第 法 560c 

效用 函数 381c 

协 边 716a 

协 变 导 数 421d 

协 变 微分 421a 

协 方差 376c 

协 方差 分 析 189a 

协 方差 阵 376e 

协调 性 612a 

笑 角 坐标 系 870d 

锋 率 842a 

谢 菲 ,H. (Henry Scheffé) 673e 
谢 弗 ,R. DD. (R. D. Schafer) 195a 
谢 拉 替 ,S.(Saharon Shelah) 445d， 
484a,485c 

谢 利 维 奥 尔 斯 托 夫 民 . A。(T. A. 
Ceamusipcron) 459a 

谢 汉 德 麻 ,]. C. (1.C. Shepherdson) 
270a 

谢 瓦 莱 ,C. (Claude Chevalley 1909~ 
1984) 176f 

谢 瓦 莱 群 8llc 

让 变换 287e 

幸 代数 430c 

幸 格 ,[. M. (Jsadore Manuel Singer 
1924~  ) 150a,458a 

辛 几何 ( 见 微分 流 形 ) 777c,316d 
六 结构 777c 

辛 给 阵 287e 

辛 流 形 777c 

辛普森 公式 617e 

辛 钦 ，A. 有. (Anexcanap 史 xoaxesams 
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Xaamwaa 1894~1959) 111e 
地 钦 大 数 律 100b 

辛 群 432d 

欣 蒂 卡 ,K. JJ (K. J. 工 Hintikka) 
483d 

新 息 过程 460d 
信道 778f 
信道 容量 779e 
信号 体积 779e 
信任 推断 538d 
信息 778e 
信息 量 778c 
信息 论 778b 
信 源 778f 

信 吕 出 780a 
行动 空间 67le 
形成 规划 461e 
形式 化 方法 461d 
形式 固 279c 
形式 罪 级 数 229f 
形式 实 域 786b 
形式 系统 46le 
形式 语言 442a,46le 
< 形式 语言 中 真 底 概 念 > 
形式 语义 学 443a 
形式 主义 ( 见 数学 基础 ) 782b,605e 
形势 分 析 学 693a，796b 

型 173b 

型 了 的 秩 和 行列 式 173b 

能 庆 来 (1893 一 1969) 782b 

休 尼 尔 ,W. E, (Walter Edwin Sewell) 
223b 

休 思 菲尔德 ,J R.(Joseph R. Shoenfield) 
444f 

休 哈 特 ,W. A.(W. A. Shewhart) 
675b 

休 斯 ,G. E. (G. E. Hughes) 483f 
休止 点 685f 

修 前 平均 734b 

修正 牛顿 法 492c 

虚 部 226e 

应 二 次 域 175a 

《 庶 儿 何 学 > 195f 

虚报 并 行 时 间 444b 

上 庶 梢 国 面 165b 

虚 梢 圆柱 面 165b 

庶 锥 面 165a 

徐光启 (1562~1633) 782d,341f 

许 宝 又 (1910~1970) 783d 

许 帕 提 姬 (Hypatia 约 370~415) 783f 
许 特 ,K. (Kurt Schiitte) 505a 
序 贯 抽样 方案 784c 

序 贯 二 次 规划 法 821f 

序 贯 分 析 784a 

序 贯 梳 率 比 检验 784e 

序 贯 无 约束 小 化 法 822a 
序 扩 充 原则 787d 

序 收 人 16e 

序数 785a,332e,634b 

序 域 786a 
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590f 


基 链 画 541d 
族 度 76f 

族 度 场 77a 

谣 转 变换 95b 
旋转 面 54le 
旋转 数 65e 
旋转 梢 贺 面 164f 
旋转 杠 国 殷 物 面 
旋转 指标 544a 
选择 公理 786e,335e 

< 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 对 集 论 公理 
的 一 致 性 。 591a 

旅 子 族 174d 

巷 定 词 ,E。(Erwin Schridinger1887 一 
1961) 765d 
学 生 分 布 249 表 
寻常 点 164b 
寻常 方向 164c 
巡回 ”346b,444b 
插 环 815d 

循环 半 群 15d 
循环 代数 ”369b 
循环 连 分 数 446b 
循环 码 781c 
循环 模 478d 
循环 群 546f 
循环 外 可 比方 法 


164f 


109b 


压缩 半 群 639d 

压缩 喘 射 原理 36b 

莫 149a，393e 

匡 层 149a 

雅 各 布 第 一 伯 努 利 (Jakob I Bernoulli 
1654~1705) 21d 

雅 各 布 森 ,N. (N, Jacobson) 
雅 各 布 森 半 单 纯 环 305e 
雅 各 布 森 根 305e 

雅 各 布 琳 秽 密 性 定理 478b 
雅 可 比 ,C.G. J. (Carl Gustav Jacob 
Jacobi 1804~1851) 788a 

雅 可 比 多 项 式 657a,838c 

雅 可 比方 程 90c 

雅 可 比方 法 ”108f,625a 

雅 可 比 符号 171b 

雅 可 比 行列 式 788d,300b 

雅 可 比 恒等式 “429e 

雅 可 比 答 阵 789b 

从 可 比 式 。788d 

雅 可比 精 贺 函 数 682f 

雅 库 布 尊 乌 克 ,B. (B. Jakubczyuk) 399c 
雅 内 特 ,N. (N. Janet) 423f 

亚 纯 函数 189c,147e 

亚 纯 函 数 拟 正规 族 837c 

亚当 斯 ,J. F. (John Frank Adams) 
111d,667c 

亚当 斯 法 ( 见 常 徽 分 方程 初 值 问题 数值 解 
法 ) 790b，59d 

亚 历 克 百 英 ，G. (Gyérgy Alexits) 534f 
亚历山大 ,J W. (James Wendell 


195d, 478b 


Alexander 1888~1971) 493d,665d, 
693d 

亚 历 山 煽 罗 夫 ， 世 . C. (Ilapen Cepreepuy 
Aumekcaaapos 1896~1982) 727b， 
797a 

亚 松 弛 法 625b 
亚 调和 函数 732c 
亚 业 贺 的 ( 偏 微分 方程 ) 
亚 苯 圆 算 子 ”520e 
亚 靖国 性 520c 
延 森 不 等 式 ( 见 积分 不 等 式 ) 790e,312f 
严格 单调 函数 290b 

严格 对 角 优 势 ”142a 

严格 极 大 330e 

严格 极 值 点 330e 

严格 减 函数 290b 

严格 双 曲 型 方程 ”513d 

严格 增 函 数 290b 
严 志 达 (1917~ 
涛 译 健 吉 217e 
洲 译 健 吉 狂想 217d 

演算 630a 

对 190c 

杨 ,D, M. (David Monaghan Young) 
750¢ 

杨 ,W. H.(William Henry Young 1863~ 
1942) 580b 

杨 不 等 式 ( 见 积分 不 等 式 ) 791c,312a 
杨辉 791c 

杨 乐 (1939~，。 ) 298c,845e 

杨 - 米 尔 斯 理论 792c 

杨振宁 449f,792c 

样本 793a 

样本 变异 系数 672f 

样本 标准 差 672f 

样本 方差 672f 

样本 分 布 793c 

样本 分 布 族 ”671e 

样本 峰 度 672f 

样本 函数 643a 

样本 短 ”672f 

样本 均值 672f 

样本 均值 向 量 156f 

样本 空间 360f,67le,793b 

样本 偏 度 672f 

样本 相关 系数 673a,76Be 

样本 相关 阵 156f 

样本 协 差 阵 156f 

样本 协 方 关 672f 

样本 中 位 数 673a 

样本 记分 位 数 673a 

样 条 插值 48d 

样 条 函数 194a 

样 条 结 点 794c 

么 半 群 15c 

女 变换 565b 

么 点 568b 

么 模 线 性 群 432d 

事 英 ,F. (Frank Yates) 597a 

叶 尔 绍 夫 ，1O. JI.(JOpuit JJeoaamosms 


S13f 


) 316b,343d,433d 


Epmos 1940~  ) 486f 

叶 戈 罗 夫 ,五 . I (MH. IT. Eropos) 425a 
叶 戈 罗 夫 ,1]0. B. (10. B. Eropos) 238e 
时 戈 罗 夫 定理 44e,414a 

一 般 乘法 公式 243f 

一 般 递归 函数 124c 

一 般 空间 微分 几何 学 795b 

一 般 螺 面 54le 

一 般 射影 空间 566d 

一 般 拓扑 学 796a 

一 般 线性 群 126f,547e,754c 

一 笔画 问题 691d 

一 次 同 余 式 组 66Be 

一 点 制 线 法 199e 

一 阶 对 称 及 曲 型 方程 组 622d 

一 阶 非 线性 方程 511f 

一 阶 赋值 ”230c 

一 阶 理 论 798c 

一 阶 逻辑 797d ,263a 

一 阶 拟 线 性 方程 的 标准 形式 S11f 

一 阶 偏 微 分 方程 799b 

一 阶 微分 形式 不 变性 718d 

一 阶 谓词 逻辑 589b 

一 阶 线性 偏 微分 方程 的 标准 形式 SIIf 
一 阶 语言 485e 
一 阶 子 式 219f 
一 维 宽度 405e 
一 一 对 应 633d 
一 总算 法 630b 
一 元 多 项 式 154e 
一 至 通 近 615a 
一 致 珊 近 度 292e 
一 致 分 布 801d 
一 臻 浙 近 稳定 的 
一 至 连续 294e 
一 致 收 伊 横 坐 标 121a 

一 至 稳定 的 ”185a,702c 

一 至 性 612a 

一 致 有 界 原理 13e 

一 致 最 大 功效 检验 (UMP 检验 ) 36le 
一 臻 最 小 方差 无 偏 估计 128d 

一 臻 最 优 决策 函数 672a 

伊 代 尔 (idele) 418e 

伊 代 尔 类 群 418f 

伊 代 尔 群 表述 的 问 笑 互 反 律 419a 
伊 尔 斯 ,J. (James Eells) 424d,713d 
伊利 因 , B. J1.(B. J1. Mnvnn) 651a 
伊藤 积分 648b 

伊藤 清 (It6 Kiyosi) 725a 
伊 瓦 尼克 ,H. (H. Iwaniee) 560e 
伊 万 诺 夫 , B. K. (Banearun Koacraa- 
TunoBpus Haagon 1908~  ) 
223a 

伊 广 模型 737d 

依 分 布 收敛 254 开 

依 概 率 收 但 254e 

已 化 型 174e 

以 概率 1 成 立 642a 

以 概率 1 收 伊 254e 

异 状 点 65b 


185a,702c 


译 码 779a 
谐 零 的 ”305c 

< 益 古 演 段 >( 见 李 冶 ) 
因 变 量 289d 
因 式 154d 

因数 830a 

因数 (自然 数 的 ) 634b 
因子 ”365d 
因子 分 解法 725d,774f 

因子 分 析 “158e 

因子 空间 687b 

引入 参数 法 91c 

隐 函 数 802b,290e 

胸 函 数 存在 定理 160b 

牌 函 数 定理 203b 

隐 式 差分 方法 ( 见 分 步 法 ) 802e,207e 
网 式 法 59d 

胸 式 格式 518b 

印度 古代 数学 802e 

美 厄 好 ,A. E. (A. E. Iagham) 429a 
盈 不 足 术 803b 

铁 成 163a 

喘 入 163a 

映射 、803f 

映射 的 合 804e 

喘 射 的 地 804d 

映射 的 微分 714e 

映射 提 和 天 定理 225e 

映射 提升 唯一 性 定理 225e 

映 须 803f 

< 用 三 角 级 数 床 表示 函数 233b 

< 用 正弦 和 余弦 级 数 来 表示 完全 任意 的 函 
数 。 213c 

优 函数 56c 

优化 问题 861f 

优选 学 804e 

万 东 ,G. U. (George Udny Yule 
1871~1951) 597b 

游 落 点 集 686d 
“友好 巨人 "(有 限 单 群 ) 811f 

有 界 变 差 函 数 806b 

有 界 伯 思 守 德 问题 740a 

有 界 的 平均 振幅 10b 

有 界 函 数 290b 

有 界 平均 振动 空间 10a 

有 界线 性 泛 函 763f 

有 界线 性 算 于 763f 

有 界 域 150a 

有 吾 通 近 616b 

有 理 播 值 48f 

有 理 分 式 域 112f 

有 理 孟 数 93d 

有 理 函 数 台 近 807b 

有 理 式 外 推 法 697b 

有 理 数 ”580c 

有 有理数 域 上 m 分 园 域 的 互 反 律 ”418e 
有 穷 集 合 ”33la,787b 

有 穷 类 型 对 依 ”276a 

有 穷 模型 738e 

有 穷 维 分 布 族 (随机 过 程 的 ) 643c 


802b，438c 


有 穷 自 动机 441a 

有 限 半 群 15d 

有 限 差 方程 808a 

有 限 差分 方程 ”808b 
有 限 差分 方法 808f 
有 限 差分 学 810b 

有 限 差 演算 810a 

有 限 单 群 。811b 

有 限 覆 盖 定 理 。 582c 
有 限 基 数 。322a 

有 限 集 633e 

有 限 简 单 连 分 数 445e 
有 了 黑 可 加 测度 45b 

有 限 扩张 8l8e 

有 限 李 型 群 760b 

有 限 群 812d,112b,546f 
有 限 素 点 417d 

有 限 维 结合 代数 的 表示 369b 
有 限 谢 瓦 莱 群 760b 
有 限 域 814d 

有 限 元 方法 816a 

有 向 图 681d 

有 效 数字 742f 

有 效 性 477d 

有 效 性 的 谓词 演算 798f 
有 心 线 把 197b 

有 序 集 合 ”332e 

有 序 线性 空间 16b 

有 序 域 580e 

再 和 矩阵 379c 

百 空 间 498a 

百 平 延 127c 

百 算 子 764f 

百 算 子 群 639c 

百 由 模 478a 

右 导 数 717c 

右 定向 870d 

右 理想 304e 

右 连续 294c 
右 村 因子 ”305e 

右 陪 集 ( 群 对 子 群 的 ) 113e 
右 旋 坐标 系 870d 
诱导 从 752e 

话 导 特征 标 551b 

余 切 妈 714d 
余 切 向 量 公 71 包 
余 式 1548 

余数 830a 

余 维 数 423c 

余 项 的 积分 形式 719f 
余 项 的 柯 西 形式 719f 
余 项 的 拉 格 朗 日 形式 719f 
余 项 的 皮 亚 诺 形式 719f 
条 元 154e 

余 元 定理 154e 

余 于 式 299a 

语法 研究 461f 

语句 630e 

语言 630e,440e 

语义 461f 
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预 解 集 526f 

预 条 件 共 肛 柳 度 法 “271c 

域 818a，242a 

同 雅 可 比方 法 “109c 

元 数学 原则 786e 

原 函数 819f 

原 假 设 360f 

原始 递归 函数 123f 

原始 递归 式 123e 

原 像 函 数 。 408e 

原子 模型 485f 

圆 点 ( 见 绝对 形 ) 820a,382b 

加 内 格 皮 问题 267d 

加 盘问 题 81d 

国 曲 线 197a 

贺 形 柳 线 166e 

四 周 率 820a 

< 加 周 论 ” 820c 

圆柱 164f 

四柱 函 数 656d 

圆柱 螺 线 543d 

加 柱 面 164f,54le 

加 锥 面 541ec 

约 输 ,F. (Fritz John 1910~) lO0a 
约翰 第 一 * 伯 努 利 (Johann I Bernoulli 
1667~1748) 30e 
约翰 -~ 尼 伦 伯 格 不 等 式 
约束 出 现 798a 
约束 集 200f,604c 
约束 优化 方法 821e 
肤 奕 ”38a 

路 度 294d 

起 民 义 (1921~。 ) 
运筹 学 822f 

运动 72c 

运动 密度 316a 
运动 群 424f 

< 运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 > 
草 洒 词 589d 


竹 格 索 ,A. (Antoni Zygmund 
1900~  ) 214e,234b,293a 
赞 格 威 尔 ,W. I. (W. I. Zangwill) 
滞 腾 代 克 ,G. (G, Zoutendijk) 82le 
造 模型 法 612b 

“ 则 古 普 高 算 学 *( 见 李 普兰 ) 
泽 昌 机 677d 

曾 烟 之 79f,115f 

曾 ( 疯 之) 层次 116a 

曾 ( 灿 之 )- 兰 定理 116a 
曾 远 荣 280b 
增 乘 开 方法 ”826a 

增 广 矩 阵 760d 

增 广 理想 ”663b 

增 广 链 “700c,866d 

增 函 数 290b 

增长 因 于 517f 

增殖 639d 

扎 檀 ,L.A, (L. A. Zadeh) 480d,797b 
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10c 


304a 


212b 


822b 


826a,435b 


扎 盖 尔 ,D. B. (D. B.Zagier) 628c 

扎 里 斯 基 ,0. (Oscar Zariski 

1899~  ) 821d,105c 

塌 门 斯 基 ,M. (Marc Zamansky) 216a 
粘贴 映射 、43b 

报 转 相 除 法 154e,830b 

本 自动 机 44la 

张 展 钟 (又 名 张 展 中 ,Chang Chen-Chung) 
485c 

张 广 厚 (1937~1987) 298e 

张 量 82Te 

张 量 丛 714d 

张 重 代数 144b 

张 重 分 析 828d 

了 张 量 积 143e,369a,479b 

< 张 丘 建 算 经 >»( 见 < 算 经 十 书 ») 829d， 
632b 

障碍 函数 822c 

招 差 法 829d 

折 取 词 589d 

折线 143a 
真 本 原型 
真 类 336f 
真理 起 15f 

真理 引 理 445c 

实 因 于 365e 
真正 全 等 变换 94f 
真正 相 仪 变换 96d 

寥 子 集 331b 

整除 8291,365d,154e 
整除 于 ”103e,417e 

整 点 267d,586e 

整 函数 830e 

整 环 365b 

整理 想 366d 

整流 338e 

整数 500d 
整数 的 唯一 分 解 定理 830d 
整数 分 折 831e 

整数 规划 833c,604d,823f 
整数 环 304d 
整数 模 m 的 环 304d 
整体 的 反 函 数 定理 203d 
人 整 有 理 函数 92d 

整 元 素 366d 

整 值 整 型 17 和 

正八 面体 群 151f 

正 半 轨 线 685e 
正 变 莽 测度 45e 

正 部 分 16d 

正常 点 392f 
正常 全 等 变 欣 34f 
正常 算 子 765a 
正定 埃 尔 米 特 矩阵 379f 
正定 的 埃 尔 米 特 二 次 型 
正定 的 实 二 次 型 “172e 
正定 对 称 矩 阵 398e 
正定 函数 ”835c 

正定 核 14le 

正定 撼 阵 ”379e,835c 


174b 


172e 


正定 型 
正定 序列 


173e 


835c 


正 对 称 方程 组 513d 


正 多 边 形 
正 多 面体 


正二 十 面体 群 


143b 
836a 
152a 


正 负 术 633b 
正 (P) 公 理 732c 


正 惯性 指标 
正规 财 全 代数 


正规 方程 


173e 
40a 
545a 


正规 分 离 公 理 687f 
正规 覆盖 曲面 427a 
正规 化 条 件 501d 


正规 化 子 
正规 解 系 
正规 矩阵 


549a 
73e 
380a 


正规 开 信 代数。 40a 


正规 空间 
正规 扩张 
正规 实 型 
正规 素数 
正规 算法 
正规 算 于 


正规 性 定 则 


正规 子 群 


687f 
358f,819a 
43le 

35d 

630b 

765a 

837a 

113c,549a 


正规 族 836e 
正 合 列 661c 


正 合 形式 
正 核 


14le 
正 集 45d 


697{,714f 


正 交 497f,769a,837b 
正 交 表 583f 


正 交 代数 


430c 


正 交 多 项 式 837d 
正 交 多 项 式 系 839b 


正 交 关系 


SSla 


正 交 函 数 系 839a 


正 交 矩阵 


379¢ 


正 交 群 432d 
正 交 系 839a 
正 交 系 的 完备 性 ”839d 
正 交 性 689b 


正 交 阵列 


正六 面体 和 
183d 
正 十 二 面体 帮 
正四 面体 群 


正 齐 性 


正 态 分 布 
正 态 过 程 


583f 
151f 


152a 
151d 
839e 
643c 


正 问 题 614c 

正 相似 变换 96d 

正 向 浙 近 (雪线 ) 686c 
正 向 远离 (雪线 ) 686c 


正 项 级 数 


323f 


正 元 素 306a,786b 


正则 变换 


754a 


正则 点 526f 
正则 分 离 公 理 687f 


正则 公理 


335d 


正则 函数 370a 

正则 函数 元 素 373e 
正则 空间 687f 

正则 奇 点 67a 

正则 区 域 732d 

正则 曲线 542c 

正则 群 844e 
正则 摄 动 问题 70f 
正则 系统 73e,286a 
正则 域 216c 

正则 元 305f 

正则 户 群 813e 

正 质量 原理 731f 

证 明 论 840f 

支 集 276e 

直 和 771f 

直 积 33le,549f 

直 交 746e 

直接 法 740c 
直觉 主义 ( 见 数学 基础 ) 841e,606c 
直 党 主义 逻辑 272b,841c 
直觉 主义 调 词 还 辑 演算 272c 
直射 变换 564d 

直 谓 336d 

直 谓 的 集合 336e 

直 纹 面 ( 见 曲面 ) 84le,54le 
直 纹 曲面 165d 

直线 84le 
直线 的 完备 性 公理 497c 
直线 反射 变换 95f 
直线 方程 299f 

直线 方程 的 标准 式 522b 
直线 方程 的 参数 式 522b 
直线 方程 的 点 制式 841f 
直线 方 程 的 法 线 式 842a 
直线 方程 的 截 距 式 842a 
直线 方程 的 两 点 式 。 522b,842a 
直线 方程 的 儿 截 式 841f 
直线 方程 的 一 般 式 。522c 
直线 几何 842f 

直线 坐标 753d 

直 加 惟 面 164f 
值 分 布 问题 213f 

值 群 230a 

什 域 14a,289a 

指标 定理 45Ba 

指标 方程 67b 

指标 数 67b 

指令 629f 

指数 549a,692c 

指数 定理 150a 

指数 分 布 249 表 

指数 函数 92f 

指数 级 数 。120e 

指数 算法 866e 
质点 网 格 法 351a 

质 环 305e 

质 理想 305e 

质数 628b 

质 元 素 365e 


秩 ”172c,377e,392f,767b 
装 统 计量 673c 
获 相 关系 数 193e 

潜 后 型 泛 血 微分 方程 184b 
灌 后 型 方程 701c 

量 换 1l2¢ 

置换 群 843f 

置换 同 构 844a 

置信 区 间 537d 

量 信 水 平 537e 

重信 系数 ”537d 

中 国 剩余 定理 97e,668e 
中 国 数学 会 845c 

中 国 数学 教育 846a 

中 国 数学 史 847e 

中 国 数学 研究 机 构 854e 
中 国 邮递 员 问题 865f 
中 间 域 818d 

中 立 型 运 务 微分 方程 185c 
中 曲率 540b 

中 位 数 245f 

中 心 6le,164d,549e 

中 心 差分 算 于 B10e 
中 心 单 代数 195b,368f 
中 心 对 称 图 形 95c 
申 心 反射 。95e 

中 心 反 射 图 形 95c 

中 心 极限 定理 855d 

中 心 焦点 63e 

中 心 答 376b 
中 值 不 等 式 、203b 

中 值 定理 857e 

忠实 表示 430f 

出 实 模 478c 

重 数 定理 99c 

重要 抽样 技巧 472c 

< 周 修 算 经 >( 见 <* 算 经 十 书 >) 857f， 
34le,631b 

周期 15d 

周期 轨 线 685e,703f 
周期 函数 290b,68le 
周期 群 ”367c 

周期 子 群 367d 

周 炜 良 105e 

周 相 346b 

周 相 数 444b 

周 镜 脆 356b 

条 尔 卡特 ，W. B. (Wolfgang Berahard 
Jurkat) 560e 
朱 利 亚 定理 297f 
朱 利 亚 方向 297f 

朱 世 杰 858a 

朱 斯 蒂 ,E. (E. Giusti) 330d 
珠算 859c 

逐步 通 近 法 ”130e 

乏 步 回归 307d 
乏 次 通 近 法 219c 
逐次 超 松弛 法 625b 
逐次 分 半 加 如 公式 618b 
逐次 分 半 算 法 617f 


乏 项 积分 定理 325b 
逐 项 微分 定理 325c 
主 成 分 分 析 “158a 
主人 752e 

主 法 线 542e 
主 法 线 面 面 54le 

主 法 向 量 542f 

主 方向 539f 
主 分 式 理想 106e 
主观 概率 ”252e,381c 
主 理想 ”366a 

主 理想 环 ”366a 

主 理想 数 600b 

主 平面 165b 

主 曲率 539f 

主 群 列 8l2e 

主 纤维 人 752e 

主 部 应 S83e 

主 伊 代 尔 418f 

主 值 226f 

主轴 165b 

主子 式 299c 

驻 点 720d 

驻 定 (微分 ) 系 统 61a 
转换 原理 192a 
转移 (到 于 群 内 的 ) 814a 
转移 概率 463e 
转移 函数 ”465b 
转移 炬 阵 463e 
转 量 矩阵 377d 
庄 折 素 (1909 全 
装 箱 问题 B66a 
状态 133d 
状态 参数 677e 
状态 方程 397b 
状态 曲面 677f 
霹 赶 法 775d 
从 面 165 表 
锥 条 件 651a 
“级 术 >( 见 < 算 经 十 书 >») 859e,630f 
准 僻 历 假设 25a 

准 解析 278f 

准 素 理 想 366b 

准 素 群 367c 

准 线 167d 

准 整 环 366a 

子 半 群 15e 

子 代数 430a 

子 格 266d 

子 环 112d,304c 

于 集 331b 

子 结构 113d 

于 空间 687a 

子 空间 迁 代 法 771f,108c 

子 流 形 ( 见 微分 流 形 ) 859e,714e 
子 模 478a 

子 偏 序 集 266d 

子 群 112c,548f 

子 样 793a 

子 域 112e,818c 


) 298c 


自 变量 289d 

自 反 空间 13a 

自 反 模 479b 
自 共 辑 算 子 764b 

自 共 辑 调和 空间 732f 
自 共 即 子 群 549b 

自 回归 清 动 平均 序列 ”523b 
自然 变换 187d 
自然 标 架 714c 

自然 参数 542c 

自然 等 价 187d 

自然 模型 192e 

自然 数 580e,598a,633e 
自然 数列 634a 

自然 同 态 549c 
自然 同 杰 映射 。 305b 
“自然 哲学 的 数学 原理 >( 见 牛顿 , 1.) 
859e, 49le 

自 守 函 数 67f,150d,683a 
自 同 构 548f 

自 同 构 群 548f 

自 相关 分 析 S78f 
自 相 关 函 数 。 578e 

自由 半 群 15b 

自由 边界 859f 

自由 边界 问题 859f 
自由 出 现 798a 

自由 交换 群 367b 
自由 模 478d 

自由 群 367b，739f 
自由 未 知 量 760f 
自由 向 量 768f 
自由 人 代数 178a 
自治 系统 6la 

字 629d 

字母 629d 

综合 法 ”860c 

综合 几何 学 860c 
综合 射影 几何。860d 
总 曲率 ”540c 

总 体 860f 

总 体 分 布 861a 
总 体 最 优 解 604c 
纵横 图 861b 
阻碍 上 链 667d 

组 合 概率 242c 

组 合 规 划 604d 

组 合 数学 861e 
组 合 最 优化 ”865e 

组 织 码 781b 

祖冲之 ‘429~500) 867a 
祖 噶 ( 见 祖冲之 ) 868b，867e 
最 大 等 距 变 换 群 424f 
最 大 公 因 数 830a 

最 大 绝对 误差 742a 
最 大 模 原 理 868b 

最 大 似 然 估计 128b 
最 大 相对 误差 742d 
最 短路 问题 865e 
最 高 公 因 于 ”365f 


928 


最 广义 的 数理 还 辑 591f 
最 住 通 近 292a,615a 
最 佳 通 近 元 82f 
最 佳 通 近 值 ”82f,292d,807d 
最 佳 分 派 ”862c 
最 佳 平方 贤 近 615a 

最 佳 一 至 通 近 615a 

最 佳 一 致 多 项 式 通 近 615b 
最 佳 于 集 法 256d 

最 简 三 角 方程 559e 

最 可 降 曲 线 问 题 30f 

最 可 下 降 法 270f 
最 小 二 乘法 869b 

乘 估计 128b 

委 解 869d 

二 委 问 题 的 法 方程 869d 
最 小 费用 流 问题 700d 
最 小 公 倍 数 830b 

最 小 化 最 大 决策 函数 672e 
最 小 区 集 700d 

最 小 埠 集 问题 865f 

最 小 平方 和 问题 741f 
最 小 上 界 266c 

最 优化 869f 


最 优 渐 近 正 态 估计 (BAN 估计 ) 128f 


最 优 交 问题 866e 

最 优 解 604c,761d 
最 优 控制 理论 397f 

最 优 滤 泪 459e 

最 优 匹配 问题 865f 

最 优 同 变 决 策 函 数 672c 
左 阿 焉 环 305a 

左 奥 尔 环 305f 
左 单 位 元 素 15c 

左 导 数 717c 

左 定向 870d 

左 分 式 环 305f 
左 哥 尔 迪 环 ”305a 
左 概 小 条 件 。305a 

左 理想 “15f,304e 

左 连 续 294c 

左 轩 化 子 305a 

左 办 因子 “305e 

左 畦 元素 15c 

左 诺 特 环 305a 

左 陪 集 548f 

左 陪 集 ( 群 对 子 群 的 ) 113c 
左旋 坐标 系 870d 
左 总 体 维 数 662a 

左 尽 模 112f 
左 了 罕 油 机 662d 

住 思 ,M. (M. Zorn) 195a 
住 思 引 理 787a 


住 洛 淮 瞩 夫 ,E. i. (E. YI. 3onorapés) 


807b 

坐标 772b 

坐标 变换 870e 
坐标 变换 方程 ”870f 
坐标 标 架 714c 
航标 法 870b 


符 标 邻 域 713f 
坐标 图 713f 

坐标 图 灿 714a 
坐标 系 870b 

坐标 向 量 189f,870b 
坐标 原点 870b 


ADI 方 法 207e 
ALE 方 法 35Ib 
Ap 权 1a 

-4p 权 的 分 解 定理 1d 
有 A( 和 ) 的 法 式 378c 
卫 函 数 655b 

BB 方程 68b 

BC 系统 335a 
BCH 78Id 
BFGS 法 74Id 
BMO 空间 10a 

CC 绝对 连续 测度 728f 
C- 剂 别 式 9le 
Cs 域 115f 

Ce 曲面 539b 

CW 复 形 43a 

Ce 代数 228d 

C” 等 价 393e 
D 进 280a 

DD 无 穷 787b 

DD 有 崔 787b 

DFP 方法 74ld 
DSN 法 29a 

下 导数 203a 

下 分 布 249 表 ,674b 
下 检验 362d 

G 导 数 203a 

GB 公理 。336f 
GB 系统 335a 
GRG 法 621f 

五 已 化 型 174f 
H-J 方 程 288b 

Hs 空间 284a 
JOR 法 625a 

娄 步 法 59d 

恨 重 线性 型 767d 

及 重 线性 喘 射 767d 
肥 传 递 群 844e 
次 项 154c 

类 积 和 式 863f 

类 阶 样本 原 记 拒 672f 
妇 阶 样本 中 心 拭 672f 
天 - 拟 共 展映 射 489f 
忆 维 单纯 形 676f 
尺 维 上 闭 链 “149b 

处 维 上 边 红 链 149b 
位 势 728d 

下 展 空间 795e 
KAM 定理 26c 
KdV 方程 274d 
KdV 算 于 202e 
Kp 的 剩余 类 域 500d 


Kp 的 整数 环 500d 
工 测度 413a 

工 测度 空间 44b 
工 积分 414b 

了 可 测 函 数 44a,413e 
工 可 测 集 413b 
工 可 测 空 间 44a 
工 可 积 414b 

Lr 杯子 Ble 

了 工 ? 乘 子 算 子 8le 
LR 方法 109e 

工 -S 测度 空间 44a 
L-S 积分 415e 
L-S 可 测 和 西数 44a 
了 -3 可 测 空间 44a 


网 步 先 代 法 130e 
m 度 37d 
如 阶 靠 值 230c 
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